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Bevezetés

A héalézatok tudoménya az utébbi két évtizedben keriilt a figye-
lem kozéppontjaba, ami valos hdlézatok dltalanos tulajdonsagait
vizsgalja. Ilyen valdos halézatok példaul a WWW, az internet,
biologiai, szocidlis és egyuttmiikodési halézatok. A [3] konyv
bevezetésében Barabési irja, hogy ’A key discovery of network
science is that the architecture of networks emerging in various
domains of science, nature, and technology are similar to each ot-
her..] és ’...we will never understand complex systems unless we
develop a deep understanding of the networks behind them., az-
az a halézattudomany legfontosabb felfedezése, hogy a kiilonb6z6
tertileteken kialakul6 halézatoknak hasonlé tulajdonsigai vannak
és csak akkor érthetjiik meg ezeket az Osszetett rendszereket, ha
mélyen tanulmanyozzuk a mogottiik 1évo halézatokat.

Barabési és Albert kéz6s, meghatarozo6 [2] cikkiikben kiilon-
féle skalafiiggetlen nagy halézatokat (WWW, szinészi egyttt-
miikodés, stb.) sorolnak fel, majd definidlnak egy véletlen graf
modellt, ami a preferential attachment szabaly szerint fejlodik,
tovabba heurisztikus érveléssel és szimuldciés eredményekkel is
alatamasztjak, hogy ez a fejlédési folyamat skélafliggetlen halo-
zatokhoz vezet.

Egy halézatot skalafiiggetlennek neveziink, ha a fokszamel-
oszlasa aszimptotikusan hatvanyrendi, azaz pg ~ Cd~7, ha d —
0o. Itt pg annak a valdszintisége, hogy egy csticsnak d a fokszdma,
tovabba C' és v konstansok, ahol y-t karakterisztikus kitevének
nevezzik. Itt ax ~ by azt jelenti, hogy limy_, o ax /by = 1, ahol
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ay, és by véges sok esettol eltekintve nemnegativ szdmsorozatok.

A Barabasi és Albert altal definidlt modell a kévetkez6: Min-
den t = 2,3,... lépésben egy 1j cstcs sziiletik és N éllel csatla-
kozik régi csicsokhoz. Annak a valdsziniisége, hogy az 1j cstcs
az i régi csicshoz csatlakozik m; = d;/ Zj d;, ahol d; az i cstcs
fokszdma és > _; d; az Osszes csucs fokszdménak az Osszege. Ezt
nevezziik preferential attachment szabalynak.

Ez az 1j fejlodési mechanizmus és a skalafiiggetlen tulajdon-
sag rengeteg kutatasi eredményt szilt az elmilt két évtizedben.

Az értekezésben nem vizsgalunk valds halézatokat, hanem az
altalunk definialt Gj matematikai modelleket és tulajdonsigaikat
ismertetjiik elméleti és numerikus eszkozdkkel, amelyek haszno-
sak lehetnek valos halézatok tulajdonsidgainak megismeréséhez.
Ezeknek a modelleknek a noévekedése soran a preferential attach-
ment szabdly nagy szerepet jatszik, viszont nem a fokszamok
alapjan fejlédnek a hélézatok, hanem bizonyos kitlintetett ele-
mek stlya szerint.

A hélézattudomény matematikai elmélete irant érdekl6ddok
atfogd képet kaphatnak tobbek kozott a van der Hofstad [8] mo-
nografiabdl vagy Chung-Lu [4], Durret [5] és Janson [9] konyve-
ib&él. Tovabbd, Barabéasi a [3] konyvében sokkal altaldnosabban
foglalkozik a témédval, amelyben egy egész fejezetet szentel a ska-
lafiiggetlen tulajdonsagnak, majd nemskalafiiggetlen halézatokat
is bemutat.



1. fejezet

A csillagos modell

Legyen N > 3 rogzitett egész szam. A halozat a 0 idéponttdl
indul és a kezdeti grafunk egy N cstcsu csillag graf. A tovabbi-
akban egy grafot N-csillag grafnak neveziink, ha N csicsa van,
amib6l N — 1 cstcs periféria csics és egy kozpont csiuics. Tovab-
bé a periféria csicsok és a kozponti csics kozott egy-egy él van,
amelyek jelenleg irdnyitott élek és a kézponti csics felé mutatnak.
Azaz a kozponti csicsnak N — 1 a befoka és az Osszes periféria
csucsnak 1 a kifoka. Ezen feliill a halozat fejlodésé érdekében su-
lyokat rendeliink a csillagokhoz. Az N-csillagok kezdeti silya 1,
aminek N — 1 darab (N — 1)-csillag részgréafja van. A részgrafok
kezdeti stlya is egyenlo eggyel.

A hélézat fejlédési mechanizmusa a kévetkezd. Minden 1é-
pésben N csiics 1ép egymassal kapcsolatba, azaz egyiittmiikod-
nek, ami azt jelenti, hogy minden periféria csicsbél élt huzunk a
kozponti csucs felé, igy alkotnak egy N-csillag grafot. A korab-
biakban leirtakhoz hasonléan a parhuzamos élek megengedettek.
Az 1j élek behiizasan kiviil a stulyokat is aktualizdlni kell. Ha az
aktudlis 1épésben 1j N-csillag sziiletik, akkor a kezdeti stlya 1 és
ennek minden 4j (N — 1)-csillag részgrafja is 1 sulyt kap. El6-
fordulhat, hogy méar kordbban 1étezé (N — 1) csillag is részt vesz
a kolcsonhatdsban, ekkor az & silyat noveljiik eggyel. Abban az
esetben, amikor mar egy létezé N-csillag aktivalédik djra, akkor a
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sulyat és az sszes (N —1)-csillag részgrafjanak a stulyat megnovel-
jik eggyel. Konnyt latni, hogy a csillagok silyai megmutatjak,
hogy az aktudlis csillag hanyszor szerepelt egyiittmiikodésben.
A csillagok stulyai fontos szerepet jatszanak a halézatunk fejlo-
désében, ugyanis minél nagyobb silya van egy csillagnak annal
nagyobb az esélye, hogy megint azt vilasztjuk. Erdemes meg-
jegyezni, hogy fejlédés alatt létrejohetnek csillag alakzatok kol-
csonhatas nélkil is, de ezeket nem tekintjik csillag grafnak a
fejlédés szempontjabdl, azaz 0 sullyal szerepelnek a haldzatban,
igy 0k nem valaszthatdak.

Minden 1épésben két lehetdségiink van. Az I lehetOségiink,
hogy p valdészintiséggel 1j cstcs sziiletik és 1ép kapcsolatba N — 1
régi csiccsal. A II lehetéség, hogy 1 — p valészinliséggel nem
sziiletik 1j cstics, hanem N régi csics fog egyittmiikédni. A
fentiekben 0 < p < 1 rogzitett szam.

A fenti két lehetéség tovabbi két-két lehetéségre bomlik: I/1,
I/2, II/1 és I1/2.

Legyen 0 < r < 1 rogzitett. Az I/1 esetben, ami r va-
l6szintiséggel kovetkezik be, vilasztunk egy régi (N — 1)-csillag
grafot a preferential attachment szabdly szerint és ez a csillag fog
kolcsonhatasba 1épni az \j csticcsal. Ebben az esetben a prefe-
rential attachment szabdly azt jelenti, hogy egy v stlytd (N —1)-
csillagot v/ Y, vp, valészintiséggel valasztunk ki, ahol >, vy, az
osszes (N —1)-csillag stlydnak 6sszege. Ez az (N —1)-csillag és az
1j csucs fog kialakitani egy 4j N-csillagot. Ebben az 4j csillagban
a kozponti cstcs az lesz, ami az (N — 1)-csillagban is a kézponti
csiucs. A maradék N — 2 periféria csics marad periféria csics.
Végill az 1j cstcs perifériaként csatlakozik. Uj éleket hizunk be
a periféria csicsoktol a kdzponti csicsig. Az 1j N-csillag stlya 1,
tovdbba N — 2 darab 0j (IV —1)-csillag jott 1étre szintén 1 sullyal.
Az egyetlen régi (N — 1)-csillag (az aktudlis 1épésben valasztott)
salyat pedig megndéveljiik eggyel.

Az 1I/2 esetben, ami 1 — r valdsziniliséggel kovetkezik be,
egyenletesen valasztunk N —1 régi csiicsot és 6k formalnak egy 14j
N-csillagot az 1j csiicesal gy, hogy az 4j cstics lesz a kozéppont.



1.1. FO EREDMENYEK 5

Behtizzuk az éleket a periféria csicsoktdl a kdzponti cstcsig. Mi-
vel ebben az esetben régi csillagok nem aktivalodnak, igy az 1j
N-csillag és az 4j (N — 1)-csillagok silya 1.

Most legyen 0 < g < 1 rogzitett. A II lehet6ségen beliil a
II1/1 eset g valoszintiséggel kovetkezik be. Valasztunk egy 1étezo
N-csillag grafot a preferential attachment szabaly alapjan és 1j
éleket huzunk a periféria csicsokbél a kdzponti csiicsba. Utana
az N-csillag és minden (N —1)-csillag grafnak megnoveljiik eggyel
a sulyat. Itt a preferential attachment szabaly azt jelenti, hogy
annak a valdszintisége, hogy kivalasztunk egy v; sulyt N-csillagot
egyenl6 vy / >, vp-vel, ahol > vy, az N-csillag grafok osszsilya.

Végezetiil a II/2 lehetoség 1 — g valoszintiséggel kovetkezhet
be. Ekkor N régi cstucsot egyenletesen valasztunk és 6k formalnak
egy N-csillag grafot. A kdzpontot szintén egyenletesen valasztjuk
a mar kivilasztott N cstics kozil. Ezutan behizzuk az éleket a
periféria csicsokbdl a kozponti csicsba, majd megnoveljik az
N-csillag és az (N — 1)-csillagok sulyat eggyel.

1.1. F6 eredmények

A tovédbbiakban 0 < p <1, 0<r <1, 0<q <1 rogzitett
szamok és legyenek

Q11 = pr, 12 = (1 _p)Q7

a1 = a11 + aig, agzprN_l—F(l—p)q,
51:w, Bo= (N —1) (1_r)+w ,

p p
a=a+ay B=p+ 0. (1.1)

Jeloljiik Vj,-nel a csticsok szamét n 1épés utdn. Ezen feliil le-
gyen a d; befoki és do kifoku csticsok szama az n-edik 1épés utan



Y (n,dy,da). Végezetiil pedig Fy jeloli a trividlis o-algebrat. A
kovetkezbk szerint ez a fejlédési folyamat skalafiiggetlen grafok-
hoz vezet. A bizonyités a [1] és [7] cikkek médszertanan alapszik.

1.1. Tétel. Legyen 0 <p < 1,0<qg<1és0<r <1. Ekkor
barmely rogzitett di és da esetén, amennyiben vagy di = 0 és
1<ds, vagy N —1 < dy és ds > 0 teljesiil, akkor

Y (n,di,dy)

v, — Ydi do (1'2)

majdnem biztosan, amint n — 0o, ahol yq, 4, rogzitett nemnegativ
szamok.
Legyen do rogzitett, ekkor di — oo esetén

dy >_(1+6£1)

Ydy,do ™ A(dQ) (N 1 ) (1'3)
ahol
1
oy s By (1)
A(dg) = — 2 Lz, 1.4
a9 aq

Legyen dy rogzitett, ekkor do — oo esetén

,( m)
Ydy,d2 ™ B(dl)dQ ’ ) (1'5)

ahol

o NI Y C
R (]?<§5“> f@lgg))-

A fentiekben I' a Gamma fiigguényt jeldli.




Ezen feliil az N-csillagok stulyai is skalafiiggetlen tulajdon-
sdguak. Jelolje S(n,w) a w siulyn N-csillagok szaméat és jelolje
Sy az Osszes pozitiv sullyal rendelkez6 N-csillag szamét n 1épés
utdn. A bizonyitds a [6] cikk mddszertanan alapszik, illetve a
2. fejezetben definidlt populacids modellre vonatkozé allitasok
alkalmazasaval masodik bizonyitast is ismertetiink.

1.2. Tétel. Legyen 0 < p <1 és 0 < q. Bdarmely w =1,2,...
esetén

S(n,w) s
Sn w
majdnem biztosan, amennyiben n — oo, ahol s, w = 1,2,...
pozitiv szamok, amelyek teljesitik a kovetkezd rekurziot:

(1.7)

1 . _h(w—l)s
Ch+10 Y hw+1

ahol h = (1 — p)q. Ezen feliil,

s1 w1, haw>1, (1.8)

5y ~ Cw—(1+7) (1.9)

; 1 1
w — oo esetén, ahol C = 31" (1 + E)'






2. fejezet

A populaciés modell

A kiindulasi allapotban, azaz az n = 0 id6pontban, maximum
t egyed van jelen a populaciéban. Minden tovabbi n = 1,2, ...
idopontban maximum ¢ 1j egyed sziilethet és a populacié minden
egyes tagjanak megfeleltetiink egy pontértéket, ami egy pozitiv
egész szam. KEgy 4j egyed sziiletésekor nagy valdszintiséggel a
pontértéke u, ahol u > 1 egy rogzitett egész szam. Pontosabban
egy Uj egyed pontértéke legalabb u és az n-edik idé6pontban

1
P {egy 1j egyed pontértéke > u} = O <> . (2.1)
n

Jeloljiik S,,(i)-vel az i egyed pontértékét az n-edik idépontban.
Tovabba legyen F,, a populacio fejlédése alatt megfigyelhetd ese-
mények altal generdlt o-algebra az n-edik id6pontig. Barmely
adott ¢ egyed pontértékének a fejlodése a kovetkezd idépontban
az alabbi szabdlyok szerint torténhet:

. N9

. 9
P{Sn11(7) = Su(i)|Fn} =1 — aST;(Z) — b% +0 <<S’;L(Z)> > :
AN 2
P{Sn+1(i) > Sn(i) + 1| F,} = O <(Snn(2)) ) 7 (2.2)

9
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ahol a és b rogzitett nemnegativ szamok. Tehat minden lépés-
ben barmely a populacidoban jelen 1év6 egyednek a pontértéke
novekedhet 1-gyel vagy 0-val, de alacsony valdszinliséggel maga-
sabb valtozas is megengedett. Tovabba tegyiik fel, hogy egy 1épés
soran létrejott pontérték novekedések Osszege legfeljebb ¢ lehet.
Jeloljik &,-nel az 0j egyedek szamat az n-edik 1épésben és tegyiik
fel, hogy

E[&)]=m+0 (:L) (2.3)

ahol m > 0.

2.1. F6 eredmények

Jelolje X,,(s) az s pontértékkel rendelkez6 egyedek szamét az n
idépontban. Tovabba jeloljon O(s) olyan mennyiséget, melyre
|O(s)] < s. (Pl az s/2 és In(1 + s) fiiggvényekre igaz O(s) bér-
mely s > 0 esetén; tovabbd, rogzitett 0 < p < g esetén sP = ©(s7)
barmely s > 1-re.) A bizonyitasok a [11] cikk médszertanan alap-
szanak.

A 2.1. Tétel szerint a pontértékek varhato értékének eloszlasa
skalaftiggetlen.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az S modell feltételei teljestilnek és
a > 0. Ekkor barmely régzitett s = u,u + 1,u+ 2,... esetén

E[X,(s)] = c(s) (n+© (Ks*7)) (2.4)
barmely n-re, ahol K eqy rogzitett véges konstans,
b b+ 1
mI’ <s+a>F(u+Z)
c(s) = (2.5)
b 1 b
aF(s—i—T) F(u—i—a)

és I' jeloli a I'-figguényt. Tovdbbd

b+1
mF(u+ +)

c(s) ~ @ /s 1"i ha s— oo. (2.6)

b
al’ <u+ )
a
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A 2.2. Tétel a pontértékek a varhatéd értékik koriili koncent-

c sz

van sziikségiink.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az S modell feltételei teljesiilnek és
a > 0. Tovdbbd feltételezziik, hogy

E[éns1|Fn] =m+ 0 (i) (2.7)

majdnem biztosan, ahol m > 0. Ekkor Ilétezik eqy C konstans
gy, hogy barmely rogzitett s esetén a kévetkezdek igazak:

P{|X,(s) — E[X,(s)]| > sv/nlogn} < 2n~18"/C  (2.8)

Tovdbbd legyen & > 0. FEkkor létezik eqy o(n) = o(1) figg-
vény ugy, hogy 1 valdsziniiséggel csak véges sok n létezik, ame-
lyekre | X, (s) — E[Xn(9)]| = ¢(n)E[X,(s)] igaz, birmely s <
nle=0)/(a+2) ogetén,

Végezetill a 2.1. és 2.2. Tételekbdl kdvetkezik, hogy a pont-
értékek eloszlasa hatvanyrendi.

2.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az S Modell feltételei tel-
jesiilnek és a > 0. Tovabbd feltessziik, hogy a (2.7) feltétel is igaz.

Ekkor x
lim n($) = c(s)
n—oo n

1 walészindiséggel, ahol c(s) kielégiti a (2.5) és (2.6) dsszefiggé-
seket.

A populaciés modell alkalmazasaval az 1.2. Tétel és az N-
pontos modell [7] esetében az M-klikkek hatvanyrendii silyelosz-
lasara ([10] doktori értekezés, 2.4. Tétel) mésodik bizonyitdst
adunk.
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3. fejezet

Az érdekes
nemskalafiiggetlen

eloszlas

Legyen N > 2 rogzitett egész szam. Egy M csicsu teljes grafot
M-klikknek neveziink gy, mint a korabbi modellek esetén. A
modellben csak azokat a teljes grafokat tekintjiik klikknek, ame-
lyek a fejlédés soran egyiittmiikodés ttjan jottek létre. A fejlédés
a 0 idépontban kezdédik és a kezdeti graf egy N-klikk, aminek
és annak minden részklikkjének a sulya 1. Minden 1épésben N
csucs lép kapcsolatba egymassal. Ez azt jelenti, hogy behizunk
minden nem létez6 élt a cstuicsok kozott, hogy N-klikket kapjunk
és megnoveljiik a klikk, illetve annak minden részklikkjének a
sulyat 1-gyel. A nem létezé klikkek silyat O-nak tekintjiik.

Minden lépésben, pr (1 < k < N — 1) valésziniiséggel, k 10j
cstucs sziiletik és 1épnek kapcsolatba (N — k) régi cstccesal, vagy
po valészintiséggel, nem keletkezik 1j cstcs, és N régi csics 1ép
kapcsolatba egymassal. Azaz, minden lépésben egy N-klikk jon
létre (vagy egy létezének a sulyat noveljik).

Amikor k csics sziiletik két lehetéségiink van kivalasztani az
(N — k) régi csicsot. Egyrészt, i valésiniiséggel, vdlaszthatunk
egy régi (N —k)-klikket stlyardnyosan. Ez azt jelenti, hogy annak

13
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a valdszintisége, hogy kivélasztunk egy w siulyu (N — k)-klikket,
w/ >, w;, ahol Y, w; az 6sszstlya az (N — k)-klikkeknek. Ez a
preferential attachment szabaly. Masrészt, (1 — r) valészintiség-
gel, egyenletesen vélasztunk (N — k) régi csticsot. Ez azt jelenti,
hogy minden csiics kivalasztasdnak a valészintisége egyenld. Uta-
na a k 0j csics és az (N — k) régi csucs lépnek kolesonhatasba
egymassal.

Viszont, abban az esetben amikor nem adunk a grafhoz 1j
cstcsot, akkor is van két lehetéségiink. Egyrészt, rg valészinliség-
gel, valaszthatunk egy N-klikket sulyaranyosan és megndoveljik a
salyat és minden részklikkjének a sulyat. Masrészt, egyenletesen
valaszthatunk N régi cstucsot és 6k alkotnak IN-klikket.

A pr (0 <k < N —1) valészintiségek ugy, hogy Z,]cvz_ol pe =1
és 1 (0 <k < N —1) rogzitett nemnegativ szamok.

Fazekas és Porvazsnyik kovetkezd tétele a fokszameloszlas
skélafiiggetlenségét allitja.

Legyenek

N _ k i Nil
I DETE, €S a = Z . (3.1)
k=0

ap =

3.1. Tétel ([10], 1.7. Tétel). Legyen oy > 0,cx # v és tegyiik
fel, hogy

ged{k|ax >0,k =0,...,N -1} =1. (3.2)
Ekkor minden d > N — 1 esetén a d fokszami csucsok relativ
gyakorisiga aszimptotikusan

cd~(+3). (3.3)

Szimulacidkat futtattunk ezen a modellen kiilonb6z6 paramé-
terekkel és azt lattuk, hogy ha a (3.2) feltétel nem teljesiil, akkor
a hatvanyrendii eloszldstél eltérd eloszlast kapunk, annak elle-
nére, hogy a fejlodésben a preferential attachment szabaly nagy
szerepet jatszik.



frequency

3.1. abra.
teljesiil

1le+06

le+04

1le+02

1e+00

A
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csucsok fokszdmeloszlasa, ha a (3.2) feltétel nem
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Introduction

Network science emerged during the past two decades. It stud-
ies general features of real-world networks. Such networks are
the WWW, the Internet, the power grid, biological, social and
trade networks. In the Introduction of [3] A. L. Barabasi writes
that ’A key discovery of network science is that the architecture
of networks emerging in various domains of science, nature, and
technology are similar to each other..” and ’...we will never under-
stand complex systems unless we develop a deep understanding
of the networks behind them.

In their seminal paper [2] Barabési and Albert list various
scale free large networks (actor collaboration, WWW| power grid,
etc.), and they describe the preferential attachment model more-
over, give an argument and simulation evidence that the prefer-
ential attachment rule leads to a scale-free network.

A network is called scale-free if its degree distribution is a-
symptotically power law, that is pr ~ Ck™" as k — oo, where py
is the probability that a node has degree k, C' and -y are constants.
Here and in what follows aj ~ by means that limy_, ax/bx = 1.

The preferential attachment network evolution model is the
following. At every time step ¢ = 2,3,... a new vertex with
N edges is added to the existing graph so that the edges link
the new vertex to N old vertices. The probability m; that the
new vertex will be connected to the old vertex ¢ depends on the
degree d; of vertex i, so that m; = d;/ >_j dj, where >, d; is the
cumulated sum of degrees. This called preferential attachment
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rule.

The concept of preferential attachment and the scale-free
property incited enormous research activity.

In the PhD thesis, we do not examine real networks, but we
define new mathematical models and examine their properties
using theoretical and numerical tools, which can be useful for
understanding the properties of real networks. During the evo-
lution of these models, the preferential attachment rule plays a
big role, but the networks do not evolve on the basis of degrees,
but on the weight of certain elements.

Those, who are interested in the mathematical theory of net-
work science, can get a comprehensive picture from, among oth-
ers, the van der Hofstad [8] monograph or the books of Chung-Lu
[4], Durret [5], and Janson [9]. Furthermore, Barabési investigate
this topic much more generally in his book [3], in which he devotes
an entire chapter to the scale-free property and then introduces
non scale-free networks.



Chapter 1

The N-star model

Let N > 3 be a fixed number. We start at time 0, and the initial
graph is an N-star graph. Throughout the paper we call a graph
N-star graph if it has N vertices, one of them is called central
vertex, the remaining N —1 vertices are called peripheral vertices,
and it has N — 1 directed edges. The edges start from the N — 1
peripheral vertices and their end point is the central vertex. So
the central vertex has in-degree N — 1, and each of the N — 1
peripheral vertices has out-degree 1. The initial weight of the N-
star is 1, and the initial weights of its (N —1)-star sub-graphs are
also 1. (The number of these (N — 1)-star sub-graphs is N — 1.)

The evolution of the graph is the following. At each step, N
vertices interact. Interaction (that is cooperation) means that we
draw all edges from the peripheral vertices to the central vertex
so that the vertices will form an N-star graph. We allow parallel
edges. When N vertices interact, not only new edges are drawn,
but the weights are also increased. At the first interaction of
N vertices the newly created N-star gets weight 1, and its new
(N — 1)-star sub-graphs also get weight 1. If a sub-graph is not
newly created, then its weight is increased by 1. When an existing
N-star is activated again, then its weight and the weights of its
(N — 1)-star sub-graphs are increased by 1. So the weight of
an N-star is the number of its activations. We can see that the
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weight of an (N — 1)-star is equal to the sum of the weights of
the N-stars containing it. The weights play crucial role in our
model. The higher the weight of a star the higher the chance
that it will be activated again.

We have two options in every step of the evolution. Option
I: with probability p, we add a new vertex, and it interacts with
N —1 old vertices. Option II: with probability 1 —p, we do not
add any new vertex, but IV old vertices interact. Here 0 < p <1
is fixed.

Option I. In this case, that is when a new vertex is born,
we have again two possibilities: I/1 and I/2.

I/1. The first possibility, which has probability r, is the
following. (Here 0 < r < 1 is fixed.) We choose one of the
existing (N — 1)-star sub-graphs according to the preferential
attachment rule, and it will interact with the new vertex. Here
the preferential attachment rule means that an (N — 1)-star of
weight vy is chosen with probability v,/ >~ vp, where >, vy, is the
cumulated weight of the (N —1)-stars. The interaction of the new
vertex and the old (N — 1)-star means that they establish a new
N-star. In this newly created N-star the center will be that
vertex which was the center in the old (N — 1)-star, the former
N — 2 peripheral vertices remain peripheral and the newly born
vertex will be also peripheral. New edges are drawn from the
new and old peripheral vertices to the central one, and then the
weights are increased by 1. More precisely, the just created N-
star gets weight 1, among its (N — 1)-star sub-graphs there are
(N —2) new ones, so each of them gets weight 1, finally the weight
of the only old (N — 1)-star sub-graph is increased by 1.

I/2. The second possibility has probability 1 — r. Here we
choose N —1 old vertices uniformly at random, and they will form
an N-star graph with the new vertex, so that the new vertex will
be the center. The edges are drawn from the peripheral vertices
to the center. Then the weights are increased. As here the N-
star graph and all of its (N — 1)-star sub-graphs are new, so all
of them get weight 1.
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Option II. In this case, that is when we do not add any new
vertex, we have two ways again: II/1 and II/2.

II/1. The first way has probability ¢q. (Here 0 < ¢ < 1 is
fixed.) We choose one of the existing N-star sub-graphs by the
preferential attachment rule, and draw all edges from its periph-
eral vertices to the center vertex. Then, as above, the weight
of the N-star and the weights of its (N — 1)-star sub-graphs are
increased by 1. Here the preferential attachment rule means that
an N-star of weight v, is chosen with probability v;/ Y, vp, where
> n vp is the cumulated weight of the N-stars.

I1/2. The second way has probability 1 — q. We choose
N old vertices uniformly at random, and they establish an N-
star graph. Its center is chosen again uniformly at random out
of the N vertices. Then, as before, new edges are drawn from
the peripheral vertices to the central one, and the weights of the
N-star and its (N — 1)-star sub-graphs are increased by 1.

1.1 Main results

In the followings 0 < p <1, 0<r <1, 0<q <1 are fixed
numbers. Let

a1 = pr, 12 = (1 - p)Q7

a1 = a1 + a9, Oé2=PTN_1+(1—P)qa
b= 202D vy -+ E2202Y),

(1.1)

a=oa;+az, B=7p1+/p.

Let V,, denote the number of vertices after n steps. Let
Y (n,d1,ds2) denote the number of vertices with indegree d; and
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outdegree dy after the nth step, and Fy denotes the trivial o-
algebra. According to the next theorem this graph evolution
process leads to scale-free graphs. The proof is based on [1] and
(7).

Theorem 1.1. Let 0 <p<1,0<q<1,0<r < 1. Then for
any fized di and do with either dy =0 and 1 < dy or N —1 < d;
and do > 0 we have

Y (TL, d17 d2)

v, — Ydy do (1'2)

almost surely as n — oo, where yq, 4, are fized non-negative num-
bers.
Let dy be fized, then as di — oo

Bo+1
di —(HT)
v ~ A (572 , (1.3
where
1
1—r 1 F<d2+C€2)F<1+ﬁ; >
A(dy) = — 2 1 1.4
a9 aq
Let dy be fized, then as dos — oo
_(1_‘_@)
ydl,dg ~ B(dl)dg ? ) (15)
where
. . F(Nd11+ﬁl>r<1+5“>
B(dy) = — m— . (1.6)

ST (@) (el

Here I' denotes the Gamma function.
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Moreover the weights of the N-stars are also scale-free. Let
S(n,w) denote the number of N-stars with weight w, and let S,
denote the number of all N-stars after n steps. Furthermore, V,,
denotes the number of vertices after n steps. The proof is based
on [6] and in Chapter 2 we provide a second proof, where we
apply the result of the population model.

Theorem 1.2. Let 0 < p <1 and 0 < q. Forallw =1,2,...
we have

S
(nw) o (1.7)
S
almost surely as n — oo, where sy, w = 1,2,... are positive
numbers satisfying the recurrence relation
1 h(w—1 .
S1 = m, Sw = }Eu}-{—l)sw_:b wa > 17 (18)
where h = (1 — p)q. Moreover,

as w — 00, wz’thC’z%F(l—i—%).
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Chapter 2

A population model

At time n = 0 there exist maximum ¢ members of the popula-
tion. At each time n = 1,2, ... maximum ¢ individuals are born.
Any member of the population is characterized by its score. The
value of the score is a positive integer. At birth the score of any
individual is w with high probability. Here u > 1 is a fixed in-
teger. More precisely the score of a new individual is at least u
and at time n

1
P {the score of a new individual > u} = O () . (2.1)
n

The score of the individual i at time n is denoted by S, (7). Let
Fn, denote the past of the population up to time n. The evolution
of the score of any given individual 7 is described by the following
rules

n

P{Sn-&-l(i) = Sn(i)|.7:n} =1- asnn(i) — b% +0 ((SZ(Z)>2> ’

—~
'53
[\

~

A2
B {S01(i) > Su(9) + 1172} = O ((Sn”) )
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where a and b are fixed non-negative numbers. So at each step
the score of any member of the population is increased by 1 or
0, higher increase is of low probability. Assume also that the
cumulated increase of the scores is at most ¢ at each time step.
Denote by &, the number of new individuals at time n. Assume
that

Bfg) =m+0 () (2.3)

where m > 0.

2.1 Main results

Let X, (s) denote the number of individuals having score s at
time n. Let ©(s) denote a quantity with |O(s)| < s. (Eg. the
functions s/2 and In(1+s) are ©(s) for s > 0; moreover, for fixed
0 < p < q we have sP = ©(s?) for s > 1.) The proofs are based
on [11].

The Theorem 2.1. shows that the expectation of the score
distribution is scale-free.

Theorem 2.1. Suppose that the conditions of Model S are sat-
isfied and a > 0. Then for any fited s = u,u + L,u+2,... we
have

E[X,(s)] = c(s) (n+ © (Ks*7)) (2.4)

for all n, where K is a fixed finite constant,

o) F(s—i—Z)F(u-i—b—Zl)

o 1
a a

m (2.5)

and I denotes the I'-function. Moreover

b+1
mlI’ <u+ + )
a

b
al’ (u—i— )
a

c(s) ~ sI% as s — o0 (2.6)
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Now we consider the concentration of the scores around their
expectations. But here we shall need a stronger version of con-
dition (2.3).

Theorem 2.2. Suppose that the conditions of Model S are sat-
isfied and a > 0. Moreover, assume that

E[éns1|Fn] =m+ 0 (i) (2.7)

almost surely, where m > 0. Then there exists a constant C such
that for any fixed s the following holds:

P{|X,(s) — E[X,(s)]| > sy/nlogn} < 2n~18"/C  (2.8)

Furthermore let 6 > 0. Then there exists a function p(n) = o(1)
such that with probability 1 we have: there exist only finitely many

values of n such that | X, (s)—E[X,,(s)]| > ¢(n)E [X,(s)] for any
s < pla=8)/(1a+2)

Now we find that the score distribution is scale-free.

Corollary 2.1. Suppose that the conditions of Model S are sat-
isfied and a > 0. Assume that condition (2.7) is true. Then

lim
n—00 n

with probability 1, where c(s) satisfies (2.5) and (2.6).

Applying the above results, we provide a second proof for
Theorem 1.2. and for the scale-free property of M-cliques in
the N-interaction model [7], which concluded the same result as
Theorem 2.4. in [10].
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Chapter 3

The non scale-free
random graph

Let N > 2 be a fixed integer. We call a complete graph on N
vertices an N-clique. In our model we consider a complete graph
to be a clique, if it emerged by an interaction (cooperation) of its
vertices. We start the evolution at time 0 and the initial graph
is an N-clique. All subcliques of the initial graph have initial
weight 1. At each step N vertices will interact. It means that
we draw all non-existing edges between the vertices to obtain an
N-clique and we increase the weights of all subcliques by 1. We
consider the weights of non-existing elements as 0.

At each step, with probability py (1 < k < N — 1), k new
vertices are born and they interact with (N — k) old vertices or,
with probability pg, we do not add any new vertex, but N old
vertices will interact with each other. Therefore, at each step an
N clique is constructed (or the weight of an existing N-clique is
increased).

When k vertices are born we have two options to choose the
(N — k) old vertices. On the one hand, with probability 7,
we choose an old (N — k)-clique according to the weights of the
(N — k)-cliques. It means that an (N — k)-clique of weight w is
chosen with probability w/ Y, w;, where Y, w; is the total weight
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of all (N — k)-cliques. This is the preferential attachment rule.
On the other hand, with probability (1 — r), we choose (N — k)
old vertices uniformly at random. Then the k new and the (N —k)
old vertices form an N-clique.

Otherwise, when we do not add any new vertex we have two
options as well. On the one hand, with probability g, we choose
an old N-clique according to the weights of N-cliques and in-
crease its weight and the weight of its subcliques. On the other
hand, we choose N old vertices uniformly at random and they
will form an N-clique.

The probabilities py (0 < k < N — 1), with 0 ' px = 1 and
r (0 <k < N —1) are fixed non-negative numbers.

The following Theorem of Fazekas and Porvazsnyik shows the
scale-free degree distribution.

Let N
NN kpkrk, és o= Z . (3.1)

k=0
Theorem 3.1 ([10], Theorem 1.7.). Let o9 > 0, # ap and
assume that

ap =

ged{k|ag >0,k =0,...,N -1} = 1. (3.2)

Then for all d > N — 1 the relative frequency of vertices with
degree d asymptotically

cd~(1+3). (3.3)

We run simulations for this model, with different parameters.
According to the numerical results, in case (3.2) condition is not
fulfilled, then this process leads to a distribution, which different
from power law distribution, despite of the preferential attach-
ment rule has a big role in the evolution of the model.
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Figure 3.1: Degree distribution, when (3.2) condition is not ful-
filled
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