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Bevezetés

A hálózatok tudománya az utóbbi két évtizedben került a figye-
lem középpontjába, ami valós hálózatok általános tulajdonságait
vizsgálja. Ilyen valós hálózatok például a WWW, az internet,
biológiai, szociális és együttműködési hálózatok. A [3] könyv
bevezetésében Barabási írja, hogy ’A key discovery of network
science is that the architecture of networks emerging in various
domains of science, nature, and technology are similar to each ot-
her...’ és ’...we will never understand complex systems unless we
develop a deep understanding of the networks behind them.’, az-
az a hálózattudomány legfontosabb felfedezése, hogy a különböző
területeken kialakuló hálózatoknak hasonló tulajdonságai vannak
és csak akkor érthetjük meg ezeket az összetett rendszereket, ha
mélyen tanulmányozzuk a mögöttük lévő hálózatokat.

Barabási és Albert közös, meghatározó [2] cikkükben külön-
féle skálafüggetlen nagy hálózatokat (WWW, színészi együtt-
működés, stb.) sorolnak fel, majd definiálnak egy véletlen gráf
modellt, ami a preferential attachment szabály szerint fejlődik,
továbbá heurisztikus érveléssel és szimulációs eredményekkel is
alátámasztják, hogy ez a fejlődési folyamat skálafüggetlen háló-
zatokhoz vezet.

Egy hálózatot skálafüggetlennek nevezünk, ha a fokszámel-
oszlása aszimptotikusan hatványrendű, azaz pd ∼ Cd−γ , ha d→
∞. Itt pd annak a valószínűsége, hogy egy csúcsnak d a fokszáma,
továbbá C és γ konstansok, ahol γ-t karakterisztikus kitevőnek
nevezzük. Itt ak ∼ bk azt jelenti, hogy limk→∞ ak/bk = 1, ahol
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ak és bk véges sok esettől eltekintve nemnegatív számsorozatok.
A Barabási és Albert által definiált modell a következő: Min-

den t = 2, 3, . . . lépésben egy új csúcs születik és N éllel csatla-
kozik régi csúcsokhoz. Annak a valószínűsége, hogy az új csúcs
az i régi csúcshoz csatlakozik πi = di/

∑
j dj , ahol di az i csúcs

fokszáma és ∑j dj az összes csúcs fokszámának az összege. Ezt
nevezzük preferential attachment szabálynak.

Ez az új fejlődési mechanizmus és a skálafüggetlen tulajdon-
ság rengeteg kutatási eredményt szült az elmúlt két évtizedben.

Az értekezésben nem vizsgálunk valós hálózatokat, hanem az
általunk definiált új matematikai modelleket és tulajdonságaikat
ismertetjük elméleti és numerikus eszközökkel, amelyek haszno-
sak lehetnek valós hálózatok tulajdonságainak megismeréséhez.
Ezeknek a modelleknek a növekedése során a preferential attach-
ment szabály nagy szerepet játszik, viszont nem a fokszámok
alapján fejlődnek a hálózatok, hanem bizonyos kitüntetett ele-
mek súlya szerint.

A hálózattudomány matematikai elmélete iránt érdeklődők
átfogó képet kaphatnak többek között a van der Hofstad [8] mo-
nográfiából vagy Chung-Lu [4], Durret [5] és Janson [9] könyve-
iből. Továbbá, Barabási a [3] könyvében sokkal általánosabban
foglalkozik a témával, amelyben egy egész fejezetet szentel a ská-
lafüggetlen tulajdonságnak, majd nemskálafüggetlen hálózatokat
is bemutat.



1. fejezet

A csillagos modell

Legyen N ≥ 3 rögzített egész szám. A hálózat a 0 időponttól
indul és a kezdeti gráfunk egy N csúcsú csillag gráf. A további-
akban egy gráfot N -csillag gráfnak nevezünk, ha N csúcsa van,
amiből N − 1 csúcs periféria csúcs és egy központ csúcs. Továb-
bá a periféria csúcsok és a központi csúcs között egy-egy él van,
amelyek jelenleg irányított élek és a központi csúcs felé mutatnak.
Azaz a központi csúcsnak N − 1 a befoka és az összes periféria
csúcsnak 1 a kifoka. Ezen felül a hálózat fejlődésé érdekében sú-
lyokat rendelünk a csillagokhoz. Az N -csillagok kezdeti súlya 1,
aminek N − 1 darab (N − 1)-csillag részgráfja van. A részgráfok
kezdeti súlya is egyenlő eggyel.

A hálózat fejlődési mechanizmusa a következő. Minden lé-
pésben N csúcs lép egymással kapcsolatba, azaz együttműköd-
nek, ami azt jelenti, hogy minden periféria csúcsból élt húzunk a
központi csúcs felé, így alkotnak egy N -csillag gráfot. A koráb-
biakban leírtakhoz hasonlóan a párhuzamos élek megengedettek.
Az új élek behúzásán kívül a súlyokat is aktualizálni kell. Ha az
aktuális lépésben új N -csillag születik, akkor a kezdeti súlya 1 és
ennek minden új (N − 1)-csillag részgráfja is 1 súlyt kap. Elő-
fordulhat, hogy már korábban létező (N − 1) csillag is részt vesz
a kölcsönhatásban, ekkor az ő súlyát növeljük eggyel. Abban az
esetben, amikor már egy létezőN -csillag aktiválódik újra, akkor a
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súlyát és az összes (N−1)-csillag részgráfjának a súlyát megnövel-
jük eggyel. Könnyű látni, hogy a csillagok súlyai megmutatják,
hogy az aktuális csillag hányszor szerepelt együttműködésben.
A csillagok súlyai fontos szerepet játszanak a hálózatunk fejlő-
désében, ugyanis minél nagyobb súlya van egy csillagnak annál
nagyobb az esélye, hogy megint azt választjuk. Érdemes meg-
jegyezni, hogy fejlődés alatt létrejöhetnek csillag alakzatok köl-
csönhatás nélkül is, de ezeket nem tekintjük csillag gráfnak a
fejlődés szempontjából, azaz 0 súllyal szerepelnek a hálózatban,
így ők nem választhatóak.

Minden lépésben két lehetőségünk van. Az I lehetőségünk,
hogy p valószínűséggel új csúcs születik és lép kapcsolatba N − 1
régi csúccsal. A II lehetőség, hogy 1 − p valószínűséggel nem
születik új csúcs, hanem N régi csúcs fog együttműködni. A
fentiekben 0 < p ≤ 1 rögzített szám.

A fenti két lehetőség további két-két lehetőségre bomlik: I/1,
I/2, II/1 és II/2.

Legyen 0 ≤ r ≤ 1 rögzített. Az I/1 esetben, ami r va-
lószínűséggel következik be, választunk egy régi (N − 1)-csillag
gráfot a preferential attachment szabály szerint és ez a csillag fog
kölcsönhatásba lépni az új csúccsal. Ebben az esetben a prefe-
rential attachment szabály azt jelenti, hogy egy vt súlyú (N −1)-
csillagot vt/

∑
h vh valószínűséggel választunk ki, ahol ∑h vh az

összes (N−1)-csillag súlyának összege. Ez az (N−1)-csillag és az
új csúcs fog kialakítani egy új N -csillagot. Ebben az új csillagban
a központi csúcs az lesz, ami az (N − 1)-csillagban is a központi
csúcs. A maradék N − 2 periféria csúcs marad periféria csúcs.
Végül az új csúcs perifériaként csatlakozik. Új éleket húzunk be
a periféria csúcsoktól a központi csúcsig. Az új N -csillag súlya 1,
továbbá N−2 darab új (N−1)-csillag jött létre szintén 1 súllyal.
Az egyetlen régi (N − 1)-csillag (az aktuális lépésben választott)
súlyát pedig megnöveljük eggyel.

Az I/2 esetben, ami 1 − r valószínűséggel következik be,
egyenletesen választunk N−1 régi csúcsot és ők formálnak egy új
N -csillagot az új csúccsal úgy, hogy az új csúcs lesz a középpont.



1.1. FŐ EREDMÉNYEK 5

Behúzzuk az éleket a periféria csúcsoktól a központi csúcsig. Mi-
vel ebben az esetben régi csillagok nem aktiválódnak, így az új
N -csillag és az új (N − 1)-csillagok súlya 1.

Most legyen 0 ≤ q ≤ 1 rögzített. A II lehetőségen belül a
II/1 eset q valószínűséggel következik be. Választunk egy létező
N -csillag gráfot a preferential attachment szabály alapján és új
éleket húzunk a periféria csúcsokból a központi csúcsba. Utána
az N -csillag és minden (N−1)-csillag gráfnak megnöveljük eggyel
a súlyát. Itt a preferential attachment szabály azt jelenti, hogy
annak a valószínűsége, hogy kiválasztunk egy vt súlyú N -csillagot
egyenlő vt/

∑
h vh-vel, ahol

∑
h vh az N -csillag gráfok összsúlya.

Végezetül a II/2 lehetőség 1− q valószínűséggel következhet
be. EkkorN régi csúcsot egyenletesen választunk és ők formálnak
egy N -csillag gráfot. A központot szintén egyenletesen választjuk
a már kiválasztott N csúcs közül. Ezután behúzzuk az éleket a
periféria csúcsokból a központi csúcsba, majd megnöveljük az
N -csillag és az (N − 1)-csillagok súlyát eggyel.

1.1. Fő eredmények
A továbbiakban 0 < p ≤ 1, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1 rögzített
számok és legyenek

α11 = pr, α12 = (1− p)q,

α1 = α11 + α12, α2 = pr
N − 2
N − 1 + (1− p)q,

β1 = (1− p)(1− q)
p

, β2 = (N − 1)
[
(1− r) + (1− p)(1− q)

p

]
,

α = α1 + α2, β = β1 + β2. (1.1)

Jelöljük Vn-nel a csúcsok számát n lépés után. Ezen felül le-
gyen a d1 befokú és d2 kifokú csúcsok száma az n-edik lépés után
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Y (n, d1, d2). Végezetül pedig F0 jelöli a triviális σ-algebrát. A
következők szerint ez a fejlődési folyamat skálafüggetlen gráfok-
hoz vezet. A bizonyítás a [1] és [7] cikkek módszertanán alapszik.

1.1. Tétel. Legyen 0 < p < 1, 0 < q < 1 és 0 < r < 1. Ekkor
bármely rögzített d1 és d2 esetén, amennyiben vagy d1 = 0 és
1 ≤ d2, vagy N − 1 ≤ d1 és d2 ≥ 0 teljesül, akkor

Y (n, d1, d2)
Vn

→ yd1,d2 (1.2)

majdnem biztosan, amint n→∞, ahol yd1,d2 rögzített nemnegatív
számok.

Legyen d2 rögzített, ekkor d1 →∞ esetén

yd1,d2 ∼ A(d2)
(

d1
N − 1

)−
(

1+β2+1
α1

)

, (1.3)

ahol

A(d2) = 1− r
α1

1
d2!

Γ

(
d2 + β2

α2

)

Γ

(
β2
α2

)
Γ

(
1 + β + 1

α1

)

Γ

(
1 + β1

α1

) . (1.4)

Legyen d1 rögzített, ekkor d2 →∞ esetén

yd1,d2 ∼ B(d1)d
−
(

1+β1+1
α2

)

2 , (1.5)

ahol

B(d1) = r

α2

1(
d1

N − 1

)
!

Γ

(
d1

N − 1 + β1
α1

)

Γ

(
β1
α1

)
Γ

(
1 + β + 1

α2

)

Γ

(
1 + β2

α2

) . (1.6)

A fentiekben Γ a Gamma függvényt jelöli.
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Ezen felül az N -csillagok súlyai is skálafüggetlen tulajdon-
ságúak. Jelölje S(n,w) a w súlyú N -csillagok számát és jelölje
Sn az összes pozitív súllyal rendelkező N -csillag számát n lépés
után. A bizonyítás a [6] cikk módszertanán alapszik, illetve a
2. fejezetben definiált populációs modellre vonatkozó állítások
alkalmazásával második bizonyítást is ismertetünk.

1.2. Tétel. Legyen 0 < p < 1 és 0 < q. Bármely w = 1, 2, . . .
esetén

S(n,w)
Sn

→ sw (1.7)

majdnem biztosan, amennyiben n → ∞, ahol sw, w = 1, 2, . . .
pozitív számok, amelyek teljesítik a következő rekurziót:

s1 = 1
h+ 1 , sw = h(w − 1)

hw + 1 sw−1, ha w > 1, (1.8)

ahol h = (1− p)q. Ezen felül,

sw ∼ Cw−(1+ 1
h) (1.9)

w →∞ esetén, ahol C = 1
hΓ

(
1 + 1

h

)
.
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2. fejezet

A populációs modell

A kiindulási állapotban, azaz az n = 0 időpontban, maximum
t egyed van jelen a populációban. Minden további n = 1, 2, . . .
időpontban maximum t új egyed születhet és a populáció minden
egyes tagjának megfeleltetünk egy pontértéket, ami egy pozitív
egész szám. Egy új egyed születésekor nagy valószínűséggel a
pontértéke u, ahol u ≥ 1 egy rögzített egész szám. Pontosabban
egy új egyed pontértéke legalább u és az n-edik időpontban

P {egy új egyed pontértéke > u} = O
( 1
n

)
. (2.1)

Jelöljük Sn(i)-vel az i egyed pontértékét az n-edik időpontban.
Továbbá legyen Fn a populáció fejlődése alatt megfigyelhető ese-
mények által generált σ-algebra az n-edik időpontig. Bármely
adott i egyed pontértékének a fejlődése a következő időpontban
az alábbi szabályok szerint történhet:

P {Sn+1(i) = Sn(i) + 1|Fn} = a
Sn(i)
n

+ b
1
n

+ O
((

Sn(i)
n

)2)
,

P {Sn+1(i) = Sn(i)|Fn} = 1− aSn(i)
n
− b 1

n
+ O

((
Sn(i)
n

)2)
,

P {Sn+1(i) > Sn(i) + 1|Fn} = O
((

Sn(i)
n

)2)
, (2.2)

9
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ahol a és b rögzített nemnegatív számok. Tehát minden lépés-
ben bármely a populációban jelen lévő egyednek a pontértéke
növekedhet 1-gyel vagy 0-val, de alacsony valószínűséggel maga-
sabb változás is megengedett. Továbbá tegyük fel, hogy egy lépés
során létrejött pontérték növekedések összege legfeljebb t lehet.
Jelöljük ξn-nel az új egyedek számát az n-edik lépésben és tegyük
fel, hogy

E [ξn] = m+ O
( 1
n

)
(2.3)

ahol m > 0.

2.1. Fő eredmények
Jelölje Xn(s) az s pontértékkel rendelkező egyedek számát az n
időpontban. Továbbá jelöljön Θ(s) olyan mennyiséget, melyre
|Θ(s)| < s. (Pl. az s/2 és ln(1 + s) függvényekre igaz Θ(s) bár-
mely s > 0 esetén; továbbá, rögzített 0 < p < q esetén sp = Θ(sq)
bármely s > 1-re.) A bizonyítások a [11] cikk módszertanán alap-
szanak.

A 2.1. Tétel szerint a pontértékek várható értékének eloszlása
skálafüggetlen.
2.1. Tétel. Tegyük fel, hogy az S modell feltételei teljesülnek és
a > 0. Ekkor bármely rögzített s = u, u+ 1, u+ 2, . . . esetén

E [Xn(s)] = c(s)
(
n+ Θ

(
Ks2+ 1

a

))
(2.4)

bármely n-re, ahol K egy rögzített véges konstans,

c(s) =
mΓ

(
s+ b

a

)
Γ

(
u+ b+ 1

a

)

aΓ

(
s+ b+ a+ 1

a

)
Γ

(
u+ b

a

) (2.5)

és Γ jelöli a Γ -függvényt. Továbbá

c(s) ∼
mΓ

(
u+ b+ 1

a

)

aΓ

(
u+ b

a

) s−1− 1
a ha s→∞. (2.6)
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A 2.2. Tétel a pontértékek a várható értékük körüli koncent-
rációját mutatja. Ehhez a (2.3) feltétel egy erősebb változatára
van szükségünk.

2.2. Tétel. Tegyük fel, hogy az S modell feltételei teljesülnek és
a > 0. Továbbá feltételezzük, hogy

E [ξn+1|Fn] = m+ O
( 1
n

)
(2.7)

majdnem biztosan, ahol m > 0. Ekkor létezik egy C konstans
úgy, hogy bármely rögzített s esetén a következőek igazak:

P
{|Xn(s)− E [Xn(s)] | ≥ s√n logn

} ≤ 2n− logn/C . (2.8)

Továbbá legyen δ > 0. Ekkor létezik egy ϕ(n) = o(1) függ-
vény úgy, hogy 1 valószínűséggel csak véges sok n létezik, ame-
lyekre |Xn(s) − E [Xn(s)] | ≥ ϕ(n)E [Xn(s)] igaz, bármely s ≤
n(a−δ)/(4a+2) esetén.

Végezetül a 2.1. és 2.2. Tételekből következik, hogy a pont-
értékek eloszlása hatványrendű.

2.1. Következmény. Tegyük fel, hogy az S Modell feltételei tel-
jesülnek és a > 0. Továbbá feltesszük, hogy a (2.7) feltétel is igaz.
Ekkor

lim
n→∞

Xn(s)
n

= c(s)

1 valószínűséggel, ahol c(s) kielégíti a (2.5) és (2.6) összefüggé-
seket.

A populációs modell alkalmazásával az 1.2. Tétel és az N -
pontos modell [7] esetében azM -klikkek hatványrendű súlyelosz-
lására ([10] doktori értekezés, 2.4. Tétel) második bizonyítást
adunk.
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3. fejezet

Az érdekes
nemskálafüggetlen
eloszlás

Legyen N ≥ 2 rögzített egész szám. Egy M csúcsú teljes gráfot
M -klikknek nevezünk úgy, mint a korábbi modellek esetén. A
modellben csak azokat a teljes gráfokat tekintjük klikknek, ame-
lyek a fejlődés során együttműködés útján jöttek létre. A fejlődés
a 0 időpontban kezdődik és a kezdeti gráf egy N -klikk, aminek
és annak minden részklikkjének a súlya 1. Minden lépésben N
csúcs lép kapcsolatba egymással. Ez azt jelenti, hogy behúzunk
minden nem létező élt a csúcsok között, hogy N -klikket kapjunk
és megnöveljük a klikk, illetve annak minden részklikkjének a
súlyát 1-gyel. A nem létező klikkek súlyát 0-nak tekintjük.

Minden lépésben, pk (1 ≤ k ≤ N − 1) valószínűséggel, k új
csúcs születik és lépnek kapcsolatba (N − k) régi csúccsal, vagy
p0 valószínűséggel, nem keletkezik új csúcs, és N régi csúcs lép
kapcsolatba egymással. Azaz, minden lépésben egy N -klikk jön
létre (vagy egy létezőnek a súlyát növeljük).

Amikor k csúcs születik két lehetőségünk van kiválasztani az
(N − k) régi csúcsot. Egyrészt, rk valósínűséggel, választhatunk
egy régi (N−k)-klikket súlyarányosan. Ez azt jelenti, hogy annak

13
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a valószínűsége, hogy kiválasztunk egy w súlyú (N − k)-klikket,
w/
∑
iwi, ahol

∑
iwi az összsúlya az (N − k)-klikkeknek. Ez a

preferential attachment szabály. Másrészt, (1− rk) valószínűség-
gel, egyenletesen választunk (N − k) régi csúcsot. Ez azt jelenti,
hogy minden csúcs kiválasztásának a valószínűsége egyenlő. Utá-
na a k új csúcs és az (N − k) régi csúcs lépnek kölcsönhatásba
egymással.

Viszont, abban az esetben amikor nem adunk a gráfhoz új
csúcsot, akkor is van két lehetőségünk. Egyrészt, r0 valószínűség-
gel, választhatunk egy N -klikket súlyarányosan és megnöveljük a
súlyát és minden részklikkjének a súlyát. Másrészt, egyenletesen
választhatunk N régi csúcsot és ők alkotnak N -klikket.

A pk (0 ≤ k ≤ N − 1) valószínűségek úgy, hogy ∑N−1
k=0 pk = 1

és rk (0 ≤ k ≤ N − 1) rögzített nemnegatív számok.
Fazekas és Porvázsnyik következő tétele a fokszámeloszlás

skálafüggetlenségét állítja.
Legyenek

αk = N − k
N

pkrk, és α =
N−1∑

k=0
αk. (3.1)

3.1. Tétel ([10], 1.7. Tétel). Legyen α0 > 0, α 6= α0 és tegyük
fel, hogy

gcd{k|αk > 0, k = 0, . . . , N − 1} = 1. (3.2)

Ekkor minden d ≥ N − 1 esetén a d fokszámú csúcsok relatív
gyakorisága aszimptotikusan

Cd−(1+ 1
α). (3.3)

Szimulációkat futtattunk ezen a modellen különböző paramé-
terekkel és azt láttuk, hogy ha a (3.2) feltétel nem teljesül, akkor
a hatványrendű eloszlástól eltérő eloszlást kapunk, annak elle-
nére, hogy a fejlődésben a preferential attachment szabály nagy
szerepet játszik.
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3.1. ábra. A csúcsok fokszámeloszlása, ha a (3.2) feltétel nem
teljesül
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Introduction

Network science emerged during the past two decades. It stud-
ies general features of real-world networks. Such networks are
the WWW, the Internet, the power grid, biological, social and
trade networks. In the Introduction of [3] A. L. Barabási writes
that ’A key discovery of network science is that the architecture
of networks emerging in various domains of science, nature, and
technology are similar to each other...’ and ’...we will never under-
stand complex systems unless we develop a deep understanding
of the networks behind them.’

In their seminal paper [2] Barabási and Albert list various
scale free large networks (actor collaboration, WWW, power grid,
etc.), and they describe the preferential attachment model more-
over, give an argument and simulation evidence that the prefer-
ential attachment rule leads to a scale-free network.

A network is called scale-free if its degree distribution is a-
symptotically power law, that is pk ∼ Ck−γ as k →∞, where pk
is the probability that a node has degree k, C and γ are constants.
Here and in what follows ak ∼ bk means that limk→∞ ak/bk = 1.

The preferential attachment network evolution model is the
following. At every time step t = 2, 3, . . . a new vertex with
N edges is added to the existing graph so that the edges link
the new vertex to N old vertices. The probability πi that the
new vertex will be connected to the old vertex i depends on the
degree di of vertex i, so that πi = di/

∑
j dj , where

∑
j dj is the

cumulated sum of degrees. This called preferential attachment
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rule.
The concept of preferential attachment and the scale-free

property incited enormous research activity.
In the PhD thesis, we do not examine real networks, but we

define new mathematical models and examine their properties
using theoretical and numerical tools, which can be useful for
understanding the properties of real networks. During the evo-
lution of these models, the preferential attachment rule plays a
big role, but the networks do not evolve on the basis of degrees,
but on the weight of certain elements.

Those, who are interested in the mathematical theory of net-
work science, can get a comprehensive picture from, among oth-
ers, the van der Hofstad [8] monograph or the books of Chung-Lu
[4], Durret [5], and Janson [9]. Furthermore, Barabási investigate
this topic much more generally in his book [3], in which he devotes
an entire chapter to the scale-free property and then introduces
non scale-free networks.



Chapter 1

The N-star model

Let N ≥ 3 be a fixed number. We start at time 0, and the initial
graph is an N -star graph. Throughout the paper we call a graph
N -star graph if it has N vertices, one of them is called central
vertex, the remaining N−1 vertices are called peripheral vertices,
and it has N − 1 directed edges. The edges start from the N − 1
peripheral vertices and their end point is the central vertex. So
the central vertex has in-degree N − 1, and each of the N − 1
peripheral vertices has out-degree 1. The initial weight of the N -
star is 1, and the initial weights of its (N−1)-star sub-graphs are
also 1. (The number of these (N − 1)-star sub-graphs is N − 1.)

The evolution of the graph is the following. At each step, N
vertices interact. Interaction (that is cooperation) means that we
draw all edges from the peripheral vertices to the central vertex
so that the vertices will form an N -star graph. We allow parallel
edges. When N vertices interact, not only new edges are drawn,
but the weights are also increased. At the first interaction of
N vertices the newly created N -star gets weight 1, and its new
(N − 1)-star sub-graphs also get weight 1. If a sub-graph is not
newly created, then its weight is increased by 1. When an existing
N -star is activated again, then its weight and the weights of its
(N − 1)-star sub-graphs are increased by 1. So the weight of
an N -star is the number of its activations. We can see that the

25



26

weight of an (N − 1)-star is equal to the sum of the weights of
the N -stars containing it. The weights play crucial role in our
model. The higher the weight of a star the higher the chance
that it will be activated again.

We have two options in every step of the evolution. Option
I: with probability p, we add a new vertex, and it interacts with
N − 1 old vertices. Option II: with probability 1− p, we do not
add any new vertex, but N old vertices interact. Here 0 < p ≤ 1
is fixed.

Option I. In this case, that is when a new vertex is born,
we have again two possibilities: I/1 and I/2.

I/1. The first possibility, which has probability r, is the
following. (Here 0 ≤ r ≤ 1 is fixed.) We choose one of the
existing (N − 1)-star sub-graphs according to the preferential
attachment rule, and it will interact with the new vertex. Here
the preferential attachment rule means that an (N − 1)-star of
weight vt is chosen with probability vt/

∑
h vh, where

∑
h vh is the

cumulated weight of the (N−1)-stars. The interaction of the new
vertex and the old (N − 1)-star means that they establish a new
N -star. In this newly created N -star the center will be that
vertex which was the center in the old (N − 1)-star, the former
N − 2 peripheral vertices remain peripheral and the newly born
vertex will be also peripheral. New edges are drawn from the
new and old peripheral vertices to the central one, and then the
weights are increased by 1. More precisely, the just created N -
star gets weight 1, among its (N − 1)-star sub-graphs there are
(N−2) new ones, so each of them gets weight 1, finally the weight
of the only old (N − 1)-star sub-graph is increased by 1.

I/2. The second possibility has probability 1 − r. Here we
choose N−1 old vertices uniformly at random, and they will form
an N -star graph with the new vertex, so that the new vertex will
be the center. The edges are drawn from the peripheral vertices
to the center. Then the weights are increased. As here the N -
star graph and all of its (N − 1)-star sub-graphs are new, so all
of them get weight 1.
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Option II. In this case, that is when we do not add any new
vertex, we have two ways again: II/1 and II/2.

II/1. The first way has probability q. (Here 0 ≤ q ≤ 1 is
fixed.) We choose one of the existing N -star sub-graphs by the
preferential attachment rule, and draw all edges from its periph-
eral vertices to the center vertex. Then, as above, the weight
of the N -star and the weights of its (N − 1)-star sub-graphs are
increased by 1. Here the preferential attachment rule means that
an N -star of weight vt is chosen with probability vt/

∑
h vh, where∑

h vh is the cumulated weight of the N -stars.
II/2. The second way has probability 1 − q. We choose

N old vertices uniformly at random, and they establish an N -
star graph. Its center is chosen again uniformly at random out
of the N vertices. Then, as before, new edges are drawn from
the peripheral vertices to the central one, and the weights of the
N -star and its (N − 1)-star sub-graphs are increased by 1.

1.1 Main results
In the followings 0 < p ≤ 1, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1 are fixed
numbers. Let

α11 = pr, α12 = (1− p)q,

α1 = α11 + α12, α2 = pr
N − 2
N − 1 + (1− p)q,

β1 = (1− p)(1− q)
p

, β2 = (N − 1)
[
(1− r) + (1− p)(1− q)

p

]
,

(1.1)

α = α1 + α2, β = β1 + β2.

Let Vn denote the number of vertices after n steps. Let
Y (n, d1, d2) denote the number of vertices with indegree d1 and
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outdegree d2 after the nth step, and F0 denotes the trivial σ-
algebra. According to the next theorem this graph evolution
process leads to scale-free graphs. The proof is based on [1] and
[7].

Theorem 1.1. Let 0 < p < 1, 0 < q < 1, 0 < r < 1. Then for
any fixed d1 and d2 with either d1 = 0 and 1 ≤ d2 or N − 1 ≤ d1
and d2 ≥ 0 we have

Y (n, d1, d2)
Vn

→ yd1,d2 (1.2)

almost surely as n→∞, where yd1,d2 are fixed non-negative num-
bers.

Let d2 be fixed, then as d1 →∞

yd1,d2 ∼ A(d2)
(

d1
N − 1

)−
(

1+β2+1
α1

)

, (1.3)

where

A(d2) = 1− r
α1

1
d2!

Γ

(
d2 + β2

α2

)

Γ

(
β2
α2

)
Γ

(
1 + β + 1

α1

)

Γ

(
1 + β1

α1

) . (1.4)

Let d1 be fixed, then as d2 →∞

yd1,d2 ∼ B(d1)d
−
(

1+β1+1
α2

)

2 , (1.5)

where

B(d1) = r

α2

1(
d1

N − 1

)
!

Γ

(
d1

N − 1 + β1
α1

)

Γ

(
β1
α1

)
Γ

(
1 + β + 1

α2

)

Γ

(
1 + β2

α2

) . (1.6)

Here Γ denotes the Gamma function.
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Moreover the weights of the N -stars are also scale-free. Let
S(n,w) denote the number of N -stars with weight w, and let Sn
denote the number of all N -stars after n steps. Furthermore, Vn
denotes the number of vertices after n steps. The proof is based
on [6] and in Chapter 2 we provide a second proof, where we
apply the result of the population model.

Theorem 1.2. Let 0 < p < 1 and 0 < q. For all w = 1, 2, . . .
we have

S(n,w)
Sn

→ sw (1.7)

almost surely as n → ∞, where sw, w = 1, 2, . . . are positive
numbers satisfying the recurrence relation

s1 = 1
h+ 1 , sw = h(w − 1)

hw + 1 sw−1, if w > 1, (1.8)

where h = (1− p)q. Moreover,

sw ∼ Cw−(1+ 1
h) (1.9)

as w →∞, with C = 1
hΓ

(
1 + 1

h

)
.
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Chapter 2

A population model

At time n = 0 there exist maximum t members of the popula-
tion. At each time n = 1, 2, . . . maximum t individuals are born.
Any member of the population is characterized by its score. The
value of the score is a positive integer. At birth the score of any
individual is u with high probability. Here u ≥ 1 is a fixed in-
teger. More precisely the score of a new individual is at least u
and at time n

P {the score of a new individual > u} = O
( 1
n

)
. (2.1)

The score of the individual i at time n is denoted by Sn(i). Let
Fn denote the past of the population up to time n. The evolution
of the score of any given individual i is described by the following
rules

P {Sn+1(i) = Sn(i) + 1|Fn} = a
Sn(i)
n

+ b
1
n

+ O
((

Sn(i)
n

)2)
,

P {Sn+1(i) = Sn(i)|Fn} = 1− aSn(i)
n
− b 1

n
+ O

((
Sn(i)
n

)2)
,

P {Sn+1(i) > Sn(i) + 1|Fn} = O
((

Sn(i)
n

)2)
, (2.2)
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where a and b are fixed non-negative numbers. So at each step
the score of any member of the population is increased by 1 or
0, higher increase is of low probability. Assume also that the
cumulated increase of the scores is at most t at each time step.
Denote by ξn the number of new individuals at time n. Assume
that

E [ξn] = m+ O
( 1
n

)
(2.3)

where m > 0.

2.1 Main results
Let Xn(s) denote the number of individuals having score s at
time n. Let Θ(s) denote a quantity with |Θ(s)| < s. (Eg. the
functions s/2 and ln(1+s) are Θ(s) for s > 0; moreover, for fixed
0 < p < q we have sp = Θ(sq) for s > 1.) The proofs are based
on [11].

The Theorem 2.1. shows that the expectation of the score
distribution is scale-free.

Theorem 2.1. Suppose that the conditions of Model S are sat-
isfied and a > 0. Then for any fixed s = u, u + 1, u + 2, . . . we
have

E [Xn(s)] = c(s)
(
n+ Θ

(
Ks2+ 1

a

))
(2.4)

for all n, where K is a fixed finite constant,

c(s) =
Γ

(
s+ b

a

)
Γ

(
u+ b+ 1

a

)

aΓ

(
s+ b+ a+ 1

a

)
Γ

(
u+ b

a

)m (2.5)

and Γ denotes the Γ -function. Moreover

c(s) ∼
mΓ

(
u+ b+ 1

a

)

aΓ

(
u+ b

a

) s−1− 1
a as s→∞. (2.6)
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Now we consider the concentration of the scores around their
expectations. But here we shall need a stronger version of con-
dition (2.3).

Theorem 2.2. Suppose that the conditions of Model S are sat-
isfied and a > 0. Moreover, assume that

E [ξn+1|Fn] = m+ O
( 1
n

)
(2.7)

almost surely, where m > 0. Then there exists a constant C such
that for any fixed s the following holds:

P
{|Xn(s)− E [Xn(s)] | ≥ s√n logn

} ≤ 2n− logn/C . (2.8)

Furthermore let δ > 0. Then there exists a function ϕ(n) = o(1)
such that with probability 1 we have: there exist only finitely many
values of n such that |Xn(s)−E [Xn(s)] | ≥ ϕ(n)E [Xn(s)] for any
s ≤ n(a−δ)/(4a+2).

Now we find that the score distribution is scale-free.

Corollary 2.1. Suppose that the conditions of Model S are sat-
isfied and a > 0. Assume that condition (2.7) is true. Then

lim
n→∞

Xn(s)
n

= c(s)

with probability 1, where c(s) satisfies (2.5) and (2.6).

Applying the above results, we provide a second proof for
Theorem 1.2. and for the scale-free property of M -cliques in
the N -interaction model [7], which concluded the same result as
Theorem 2.4. in [10].
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Chapter 3

The non scale-free
random graph

Let N ≥ 2 be a fixed integer. We call a complete graph on N
vertices an N -clique. In our model we consider a complete graph
to be a clique, if it emerged by an interaction (cooperation) of its
vertices. We start the evolution at time 0 and the initial graph
is an N -clique. All subcliques of the initial graph have initial
weight 1. At each step N vertices will interact. It means that
we draw all non-existing edges between the vertices to obtain an
N -clique and we increase the weights of all subcliques by 1. We
consider the weights of non-existing elements as 0.

At each step, with probability pk (1 ≤ k ≤ N − 1), k new
vertices are born and they interact with (N − k) old vertices or,
with probability p0, we do not add any new vertex, but N old
vertices will interact with each other. Therefore, at each step an
N clique is constructed (or the weight of an existing N -clique is
increased).

When k vertices are born we have two options to choose the
(N − k) old vertices. On the one hand, with probability rk,
we choose an old (N − k)-clique according to the weights of the
(N − k)-cliques. It means that an (N − k)-clique of weight w is
chosen with probability w/∑iwi, where

∑
iwi is the total weight
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of all (N − k)-cliques. This is the preferential attachment rule.
On the other hand, with probability (1− rk), we choose (N − k)
old vertices uniformly at random. Then the k new and the (N−k)
old vertices form an N -clique.

Otherwise, when we do not add any new vertex we have two
options as well. On the one hand, with probability r0, we choose
an old N -clique according to the weights of N -cliques and in-
crease its weight and the weight of its subcliques. On the other
hand, we choose N old vertices uniformly at random and they
will form an N -clique.

The probabilities pk (0 ≤ k ≤ N − 1), with ∑N−1
k=0 pk = 1 and

rk (0 ≤ k ≤ N − 1) are fixed non-negative numbers.
The following Theorem of Fazekas and Porvázsnyik shows the

scale-free degree distribution.
Let

αk = N − k
N

pkrk, és α =
N−1∑

k=0
αk. (3.1)

Theorem 3.1 ([10], Theorem 1.7.). Let α0 > 0, α 6= α0 and
assume that

gcd{k|αk > 0, k = 0, . . . , N − 1} = 1. (3.2)

Then for all d ≥ N − 1 the relative frequency of vertices with
degree d asymptotically

Cd−(1+ 1
α). (3.3)

We run simulations for this model, with different parameters.
According to the numerical results, in case (3.2) condition is not
fulfilled, then this process leads to a distribution, which different
from power law distribution, despite of the preferential attach-
ment rule has a big role in the evolution of the model.



37

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●●
●●

●●

●●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●●●●●

●

●

●
●●

●●●●●

●

●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●

5 10 20 50 100 200 500

1e
+

00
1e

+
02

1e
+

04
1e

+
06

 

fr
eq

ue
nc

y

Figure 3.1: Degree distribution, when (3.2) condition is not ful-
filled
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