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Koszonetnyilvanitas

Ezuaton is szeretnék halas koszénetet mondani témavezetémnek, Dr. Freud Robert
Tanar Urnak, aki tobb mint egy évtizede folyamatosan tAmogatja, segiti munkamat.
Kiilén koszonettel tartozom a kozos beszélgetésekért, az egyiitt matematizalasért,
megannyi hasznos tanacsért és irdnymutatod észrevételéért, mely nélkiil sem a pub-
likaciok, sem pedig ez a disszertacié nem késziilhetett volna el. Kritikai, didaktikai
megjegyzéseit mindig igyekeztem figyelembe venni és azokat a dolgozatomban meg-
jeleniteni. Koszénoém tanitvanyaimnak, a Baar-Madas Reformatus Gimnézium di-
akjainak az iskoldban tartott szakkori orakon vald aktiv kozremiikodését és Gszinte
érdeklgdését, amellyel nagymértékben hozzajarultak a szakkori foglalkozasokrol szolo
fejezet létrejottéhez. Koszonettel tartozom csaladom tagjainak, akik tiirelmiikkel, a
nyugodt hattér biztositdsaval segitették eld a disszertacid megsziiletését. Végezetiil
szeretném megkoszonni Csak Gyorgy Tanar Urnak, hogy a kdzépiskolaban megsze-
rettette velem a matematikat, elinditott ezen az titon, minden tekintetben kévetendé

szakmai és emberi példat mutatott.
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1. fejezet

Bevezetés

Hazankban a tehetséggondozasnak és a versenyeztetésnek jelentés hagyoményai
vannak. Versenyeink, az itthon megjelené kiadvanyok és folyoiratok nagy része kiil-
f6ldon is igen népszerd. A hazai és nemzetkozi matematikaversenyekrdl mar szamos
igen kival6 monografia sziiletett, itt példaként elég csak Suranyi Janos: Matemati-
kai versenytételek cimi kivalo tobbkotetes sorozatara gondolnunk, amely a Kiirschak
versenyen szereplé feladatok megoldasai mellett azok matematikai hatterét — a fel-
hasznalt tételeket és modszereket — alaposan megvilagitva jarja korbe. Kutatasom {6
irdnyvonala a fent emlitett versenyeken diofantikus egyenletek témakorben kittizott
feladatok tobb szempontbdl torténd vizsgalata, és igy néhany véilogatott feladat kap-
cséan annak bemutatasa, hogyan alkalmazhatok a fels6bb matematikdban megismert
modszerek, illetve milyen moédon hasznosithatok ezek a tehetséggondozasban, szak-
kori munkaban. A feladatok megoldasai, a feladatsorok felépitése, valamint ezeknek
a problémaknak a didaktikai vizsgélata teljesen 6néll6 munkam eredménye. Az is-
mert versenyfeladatokat szamos sajat feladattal is sikeriilt kiegészitenem. Személyes
meggyGz6désem, hogy az ilyen tipusu feladatok alkalmasak arra, hogy felkeltsék a
didkok érdeklsdését, betekintést nytjtsanak egy-egy probléma mélyebb gyokereihez,
illetve fejlesszék az altaldnos problémamegoldo képességet. Mindemellett természete-
sen a tanaroknak is jelentds segitséget adhat tehetséggondozdé munkajukhoz. Fontos
feladatomnak tekintettem tovabba, hogy a kiilénb6z6 megoldasoknak megadjam az
Osszehasonlitasat, értékeljem azokat, s6t megvizsgaljam a kindlkoz6 altalanositési le-

hetGségeket is. Ennek a kivanalomnak igyekeztem a disszertacio Osszes fejezetében
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eleget tenni. A dolgozat méasodik, harmadik és negyedik fejezete tobbségében az 6n-
allo problemafélvetéseimbdl szarmaznak, amelyek rendre a [15], [16] és [17] cikkekben

keriiltek publikilasra.

A 2. fejezetben a cél elsGsorban az volt, hogy elemi modszerekkel megmutassam,
hogy két kiilonb6z6 (g) alakt binomialis egyiitthaté szdmtani, mértani és harmonikus
kozepe végtelen sokszor lehet ismét ilyen alakt binomialis egyiitthato. A szamtani
kozép esetén az Osszes megoldast sikeriilt megadnom, valamint harom tag esetén si-
keriilt bizonyos tipusii binomidlis egyiitthatokra végtelen sok nem-trivialis megoldast
felirni. Mivel magam is gyakorld kdzépiskolai tanar vagyok, igy fontos megjegyezni,
hogy a levezetések soran végig igyekeztem olyan elemi modszereket hasznalni, melyek
tilnyomé tobbsége targyalhatd a kozépiskolai oktatés soran is, természetesen elsé-
sorban szakkori 6rdk keretében. Ez indokolja, hogy a nevezetes kozepeket altalaban
csak két tagra és a binomidlis egyiitthatok 2-es alsé értékére vizsgaltam, hiszen a to-
vabbi altalanositasok mar lényegesen mélyebb matematikai eszkozoket igényelnének

a leirtaknal.

A 3. fejezet az eléz6 folytatasanak tekinthetd abban az értelemben, hogy itt is
binomialis egyiitthatokat tartalmaz6 diofantikus egyenletekkel foglalkoztam. Itt is
nagyon lényeges szempont volt, hogy lehetGség szerint olyan egyenleteket targyal-
junk, melyeket ha nem is teljes mélységben, de legalabbis részben feldolgozhatunk
kiemelkedGen tehetséges gyerekekkel kozépiskolai szakkori orak keretében. Tobb pél-
dan keresztiil igyekeztem bemutatni azokat a valtozatos matematikai modszereket,
amelyek segitségével tobb mas, elsGsorban matematikaversenyen szereplé példat is
sikerrel oldhatunk meg. A feladatok kidolgozasanal a fokozatossag elvét is probaltam
szem el6tt tartani, vagyis a konnyebb, esetleg elemi titon is kezelhet6 feladatok utan
kovetkeznek a nehezebb, tobbnyire fels6bb matematikai apparatust kivano problé-
méak. Minimalis kitér6t tettem — a kvadratikus alak felhasznaldsédval — a tényleges
egyetemi tananyag felé, az itt leirtak méar semmiképpen sem tekinthet&k kozépiskola-
inak, igen valtozatos modszerek keriiltek el6, sokszor egészen ) tavlatokba helyezve

egy-egy probléma vizsgalatat.

A 4. fejezetben ismételten diofantikus egyenletek megoldasan keresztiil muta-
tom be, hogy milyen jellegli szdmelméleti problémék esetén alkalmazhatok sikerrel

a Gauss-egészek a kozépiskolai matematika szakkoron, vagy éppen egy matematika-
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versenyen. Az altalanos tantervii gimnéziumi térzsanyagban mar a komplex szamok
sem szerepelnek, igy természetesen a Gauss-egészekrsl sem esik sz6. Ha azonban el-
tekintiink az egyetemen megszokott preciz felépitéstdl, és a nehezebb tételekre csak
bizonyitas nélkiil hivatkozunk, akkor mar viszonylag kevés elGismeret birtokdban is
szép és érdekes szamelméleti feladatokat oldhatunk meg. A fejezet els6 részében sze-
repld feladatoknak elGszor megadom a ,szokasos” elemi megoldasat, és itt a levezeté-
sek soran lehetdség szerint igyekeztem ismét tobbféle elemi modszert, altaldnositast
is mutatni. Ezek egyrészt segithetnek egy-egy probléma mélyebb megértésében, mas-
részt a szakkoron valo szerepeltetésiik motivalhatja a legtehetségesebb, a matemati-
ka irdnt leginkabb elkételezett tanulokat. Minden versenyfeladatnél szerepeltetek egy
Gauss-egészekkel torténd megoldast is. A fejezet masodik részében olyan diofantikus
egyenletekkel foglalkozom, melyeknél az elemi megoldas sokszor igen bonyolult, sok-
kal hatékonyabb Gauss-egészekkel dolgozni. Egy érdekes alkalmazasként megoldjuk
néhany k értékre az 22 + k = y? alakti tin. Mordell-egyenletet. A k = —7 esetben
ismertetek egy szép elemi megoldast, mig £k = 1 esetén a problémara két lényege-
sen kiilonbo6z6 megoldast adok, melyek koziil az elsé meglehetGsen Gsszetett elemi”,
mig a masik, a Gauss-egészeket felhasznald egyszertibb bizonyitas. Az elemi megol-
das kézben a végtelen leszallas modszerével az n* — 6m?n? — 3m* = 1 egyenletnek a
nemnegativ egész megoldasai is adodnak. A fejezet végén egy, a Fibonacci-sorozattal
kapcsolatos érdekes allitas egyik specialis esetét bizonyitom, mely igy kozépiskolaban

is elmondhatéva valik.

Az 5. fejezet harom kisebb, de egymassal szervesen dsszefiiggd egységet képez. Az
elsG részben olyan versenyfeladatok keriilnek teritékre, amelyek koziil szamos prob-
léma sajat kérdésfelvetésbdl sziiletett. Az itt szerepls feladat kavalkad célja, hogy a
kiilénféle megoldasokon, altaldnositasokon keresztiil bemutassa a diofantikus egyenle-
teknél alkalmazott modszerek soksziniiségét, minél szélesebb kérbdél vilasztva a szam-
elméleti otleteket, fogdsokat. Személyes tapasztalatom, hogy a matematika szakkoron
résztvevék dontd tobbsége csak akkor szereti igazan az egyenletmegoldast, ha az ki-

hivast jelent, vagy kell6en valtozatos, és tobbféle megkozelitésben is targyalhato.

Diofantikus egyenletekkel a tanulok mar a 9. osztalyban talalkoznak. A téma f6-
ként emelt 6raszami osztalyokban keriil elS, rendszerint az els6 hosszabb algebrai

témakor végén. Az erre adhatd orakeret altalaban 3 — 4 6raban van meghatérozva,
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mely legtobbszor éppen csak elegendének bizonyul arra, hogy a didkok megismerked-
jenek az alapvets eszkozokkel, modszerekkel. A szakkori 6rdkon szerencsére sokkal
nagyobb a tanari szabadség, igy diofantikus egyenletekkel minden pedagoégus sajat
belatéasa szerinti mélységben foglalkozhat. Béségesen talalhatunk kimondottan kézép-
iskolasoknak irt feladatgytjteményeket, szakkori fiizeteket ([9], [19], [21]) diofantikus
egyenletek témakorben is. Nem titkolt célja a szakkornek a kiilonb6z6 matematikai
versenyekre valo eredményes késziilés elGsegitése. Mivel ezeken a versenyeken altalé-
ban taldlkozhatunk nehezebb diofantikus egyenletekkel, ezért hasznos, ha az idevago
ismereteket kés6bb is (11 — 12. osztalyban) felfrissitjiik, kiegészitjiik. Az 5. fejezet
méasodik — didaktikai megjegyzésekkel is fiszerezett —, illetve harmadik — nemzetkozi
versenyekrél szarmazo feladatokbol Gsszedllitott — részében a témakor egy lehetséges
bévitését mutatom be azzal a feltett szandékkal, hogy a jov6ben a sajat tanitvanya-
immal az itteni felépitésben kozosen dolgozzuk fel a matematikanak ezen fejezetét.
(A témakornek egy ilyen jellegi, a fenti irdnyelvek mentén megvalosult szakkori fel-

dolgozasa szerepel részletesen a 6. fejezetben.)

A targyalast végig didaktikai elemzések kisérik, ezek részben a feladatok megolda-
sa kozben, részben utana, néhol egyes fejezetek végén kiilon is szerepelnek, de mind-
végig kozponti szerepet jatszanak az egész disszertacioban. Egyes visszatéré modsze-
reket, pl. a Pell-egyenlet alkalmazésat tobb szempontbdl is alaposan korbejartam.
A kiilonféle megoldasok, megkdzelitési modok lefrasandl minden esetben igyekeztem
kiilonds tekintettel lenni arra, hogy amennyire csak lehetséges, tdmaszkodjam a dia-
koktol varhatoé gondolatmeneti sémékra, illetve tobbféle megoldas bemutatéasa altal

mélyitsem és gazdagitsam a mar meglévs sémak kozotti kapcesolatot.

A 6. fejezet arrol a — hét foglalkozasbhol allo — szakkori tevékenységrél szol, amelyet
2018. november kozepétdl kezdGdGen két honapon keresztiil végeztem az iskolamban,
a budapesti Baar-Madas Reformatus Gimnéziumban. A szakkoron altalaban kivalod
képességt, a kiilonféle matematikai problémak irant kiilondsen fogékony, érdeklgds
tanulok vettek részt. Az ordkon a disszertacio szinte mindegyik fejezetébdl szamos
feladatot dolgoztunk fel (lasd 9.3.), helyenként, — példaul a pitagoraszi szamharma-
sok és a Pell-egyenlet targyalasa kapcsan — a tanulék még némi izelitGt is kaphattak
az egyetemi ,magasabb” matematikibol, amely egytuttal a szakkor tehetséggondo-

z6, versenyelGkészits jellegét is nagymeértékben erdsitette. A szakkori foglalkozasok
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egy-egy nagyobb, egymaéssal szorosan Osszefiiged egységekre torténd bontasban ke-
rilltek bemutatasra. A feladatmegoldés egyes fazisaiban a moédszertani szempontbol
(is) lényegesnek gondolt tanuldi és tanari reakciokat a leiras soran végig hangsilyo-
san emeltem ki. Az egyes foglalkozasok feladatsorai, a beadhatd hézi feladatokra
adott tanuloi megoldasok megtalalhatoak a Fiiggelékben, valamint a targyalasra ke-
riilt problémak disszertaciobeli elhelyezkedésének visszakeresését a 9.3. alfejezet is

segitheti.

A 6.3. alfejezetben Osszefoglalom azokat a tapasztalatokat, amelyeket a témakor
tanitasa soran szereztem. Bizom benne, hogy a szakkori foglalkozasok tanulsagait
felhasznalva a késGbbiekben a didkok eredményesebben szerepelhetnek majd a kii-
lonféle orszagos versenyeken, és megfelel6 alapokkal, mélyebb matematikai hattérrel

felvértezve jelentkezhetnek majdan a felsGoktatéasi intézményekbe.

A 7. és 8. fejezet a magyar és angol nyelvd rovid dsszefoglaloja a doktori érteke-
zésnek, amelyet a 9. (Fiiggelék) fejezet zar le. A korabban emlitett szakkori foglal-
kozasok feladatsorai (9.2.), a tanulok altal készitett megoldasok ( 9.4.), és a szakkori
problémak disszertaciobeli elhelyezkedését és tematikus besorolasat segits alfejezetek
(9.3.) mellett itt talalhat6 a pitagoraszi szamharmasokkal, illetve a Pell-egyenlettel

kapcsolatos elméleti tudnivalokat tartalmazo 9.1. alfejezet is.



2. fejezet

Binomialis egyutthatok kiilonféle
kozepeivel kapcsolatos diofantikus

egyenletek

2.0.1. Feladat. Adjuk meg az aldbbi diofantikus egyenlet dsszes megolddsdt, ahol

y>ax > 2.
0+0
2 v
Megoldas:
A binomialis egyiitthatokat rendre kifejtve, majd az egyenlGséget 16-tal szorozva
kapjuk, hogy
4a* — 4o + 4y* — 4y = 827 — 8.

Az egyenlet mindkét oldalan teljes négyzetté alakitva:
(22 —1)*+ (2y — 1) = 2(22 — 1)°.

A megoldand6 egyenlet tehat az A2 + B? = 2C? alakt egyenletbe megy at, me-
lyet alkalmas helyettesitéssel visszavezethetiink a pitagoraszi szamharmasok esetére.
Legyen A = a—b, B =a+bés C = c. Ezekkel a paraméterekkel az el6z6 Gssze-
fiiggésbol az a? + b? = ¢ egyenldséget kapjuk, ahol a,b,c > 0 egészek. Ennek az

egyenletnek az altalanos megoldasa pozitiv egészekben az a = 2uvd, b = (u? — v?)d,
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c = (u? +v?)d, ahol u > v > 0 ellentétes paritast egész szamok, (u,v) = 1, valamint
d > 0 tetszGleges egész szam. Ezeket visszairva az eredeti egyenl6ségbe kapjuk, hogy
_2uvd — (v —v?)d| +1
v 2
2uvd + (u? —v?)d + 1

V= 2

(u? +v¥)d +1
5 .

Az itt szerepld tortek csak akkor lehetnek egész szamok, ha d paratlan pozitiv egész.

z =

2.0.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, ahol x > d > 0.
z—d x z+d
(2)+Q)+(§):(%

3 v

Megoldas:

El6szor egy lemmaét igazolunk.

2.0.3. Lemma. Az 2246y — 22 = 0 egyenletnek végtelen sok megolddsa van az egész

szamok korében, melyek megkaphatok az

6u’ — 24uv — v?

€Tr =

1)
—12u? — 2uv + 202
Y= -1
1)
30u? + 502
= L TO0

4]
alakban, ahol u,v egész szamok, v > 0 és (u,v) = 1,
§ = (6u? — 24uv — v?, —12u? — 2uv + 20v%, 30u® + 5v?), valamint t tetszdleges egész
szdm. Az x = w,y = M,z = 30“25—+5”2 megolddsokat primitiv
megolddsoknak nevezzik, melyek paronként kilonbézdk, és ezen alapmegolddsok tobb-

szordsetként kapjuk az egyenlet 6sszes megolddsdt az egész szamok korében.

A lemma bizonyitasa:
Ha z = 0, akkor nyilvan z = y = 0. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy z # 0. Ekkor

az egyenletet z-vel elosztva, valamint bevezetve az X = 7, Y = £ helyettesitést a
(2.1) X?+6Y*=1
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egyvenletet kapjuk. Ha sikeriilne ezt az egyenletet megoldani a racionalis szamok ko-
rében, akkor egyuttal megkapnank az eredeti egyenlet egész megoldasait is, és meg-
forditva, az eredeti egyenletnek egy egész megoldasa a (2.1) egyenlet egy raciondlis

megoldasat szolgaltatja. Az eredeti egyenletnek az x = 1, y = 2, z = 5 egész meg-

oldasa, igy a (2.1) egyenletnek az X = £, Y = 2 racionalis megoldasa. Az egyenlet

a sfkon egy gorbét definidl (ellipszist), melynek egy pontja az (3;2). Tekintsiik az

Osszes olyan egyenest a sikon, melynek m meredeksége racionalis, valamint az egye-

nes atmegy a megadott (£;2
1

Y =m(X — 1) + £ alakban. Helyettesitsiik ezt be a (2.1) egyenletbe, majd rendezve

az alabbi méasodfokt egyenletet kapjuk:

) koordinataju ponton. Az egyenes egyenlete felirhato

24m — 12m? X+6m2—24m—1_

24 1)x2 . .
(6m” 4+ 1) X~ + E o 0

L
12°

letnek pontosan két megoldasa van, melyek koziil az egyik nyilvan az X =

abban az esetben az egyen-
5
a mésik gyok pl. a Viéte-formuldk segitségével kaphato. Egy kevés szamolas utan a

6m2—24m—1
30m2+5

az Y maésik értékére kapjuk, hogy ¥V =

Amennyiben a diszkriminans nem nulla, azaz m # —

mig

masik értékre az X = adodik. Ezt az egyenes egyenletébe helyettesitve

—12m2—2m+2
30m2+5

X,Y is racionalis szam. Igy ha m végigfut a racionalis szamok halmazan, akkor X,Y

. Ha m értéke racionélis, akkor

éppen a (2.1) egyenlGség Osszes raciondlis megoldését szolgéltatja. Ez szemléletesen
azt jelenti, hogy az ellipszis minden raciondlis koordinat4dju pontjanak egyértelmiien

megfelel egy m meredekség, mégpedig pontosan annak az egyenesnek a meredeksége,
1.2
55
a modszerrel minden racionalis megoldast megkaphatunk, és mindegyiket pontosan

mely az ellipszis ezen pontjat koti 6ssze a gorbe (5; £) koordinataja pontjaval. Ezzel

egyszer. Legyen m = %, ahol u,v egész szamok, (u,v) = 1, valamint v # 0.

%; —%) pontjat hatarozza meg,
ami szintén racionalis megoldast ad.) Ezt a képletekbe helyettesitve a (2.1) raciona-

6u’—24uv—v? —12u? —2uv+20?
30u2+5v2 30u2+5v2

ebbdl az eredeti egyenletre vonatkozoan az

(Ha v = 0, akkor a fliggsleges egyenes az ellipszis (

lis megoldasaira az X = ésaz Y = Osszefiiggéseket, majd

x = 6u? — 24uv — v?

y = —12u? — 2uv + 20?
z = 30u? + 5v?



egész megoldasokat nyerjitk. Adott u, v, (u,v) = 1 egész szamok esetén a

§ = (6u? — 24uv —v?, —12u? — 2uv + 2v?, 30u? 4 50?) értékkel rendre leosztva az x, vy, 2
egész megoldasokat, szintén egész megoldasokhoz jutunk. Az x2+6y%—2% = 0 egyenlet
Osszes egész megoldasa megkaphato, ha ezeket az Gn. primitiv egész megoldasokat egy

tetszbleges t egész szammal végigszorozzuk.

Ezek utan térjiink vissza az eredeti feladatunk, az

(G ) g

diofantikus egyenlet vizsgalatahoz. Az egyenletet atrendezve, majd a binomialis egyiitt-

hatokat kibontva kapjuk, hogy
(z—d)(z—d=1)+z(z-1)+(z+d)(z+d-1)=3y(y—1).

Az egyenletet 4-gyel szorozva, majd mindkét oldalhoz 3-at adva, teljes négyzeteket
alakithatunk ki.

2(x —d) — 1> + (22 — 1) + [2(x + d) — 1]* = 3(2y — 1)*.

Vezessiikk be az A =2(x —d) — 1, B=2(z+d) — 1 és C' = 2y — 1 jeloléseket. Mivel

2c — 1 = *AJ“TB, ezért az egyenletet atirhatjuk az alabbi alakba:

A+ B\?
A2+( _g >+B2:302.

2

2 2
3(A;B)4+2<§%§):=%ﬂ

Osszefiiggéshez vezet. Itt (BT_A)2 oszthato 3-mal, igy 9-cel is, vagyis az egyenletiinket

A+ B\? B—A\*
(557) (57 -

egyenlGséget kapjuk. Hasznaljuk fel a Lemma eredményét, de az egyszertiség kedvéért

Ez utébbi viszont az A? + B2 =2 [(A*TB)Q + (B—’A)ﬂ azonossag alapjan a

3-mal egyszeriisitve az

legyen t = 9. Belatjuk, hogy még ezzel a megszoritassal is végtelen sok megoldésat
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kapjuk a diofantikus egyenletiinknek. Az

A+ B
; = 6u’ — 24uv — v?
B—A 9 9
Tz—lQu — 2uv + 2v
C = 30u? + 5?

Osszefiiggéseket felhasznélva kapjuk, hogy

6u? — 24uv —v? +1
2
d = —18u* — 3uv + 3v*
B 30u? + 502 + 1
2

Tr =

Az egyenletekbdl leolvashatd, hogy v-nek paratlannak kell lennie.
Ha x > d > 0, akkor teljesiilnie kell az alabbi egyenl&tlenségeknek:

—18u? — 3uv 4+ 3v* > 0
42u% —18uv — 7> +1>0.

A masodik egyenlGtlenséget az x > d atrendezésébdl kaptuk. Ha megkoveteljiik az
erdsebb 42u? — 18uv — 7v? > 0 egyenlStlenséget, valamint v-re még azt a megkotést
is tessziik, hogy pozitiv paratlan szam legyen, akkor az egyenlStlenségeket v2-tel
leosztva 7-ben méasodfoki egyenlétlenségekhez jutunk. Ekkor *-re egy kozelito feltétel
adodik, nevezetesen —% <8< —;11, melybdl még a fenti feltételek mellett is végtelen
sok megoldasat kaphatjuk az eredeti egyenletiinknek. Ha pl. u = —2k, v = 6k + 1,
ahol k > 1 egész, akkor v = 138k? + 18k, d = 72k* + 42k + 3 és y = 150k? + 30k + 3

adodik, mely pl. a k = 1 valasztassal valoban egy megoldast ad, hiszen

GESCEVONNY
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2.0.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok

olyan megolddsa van, ahol y > x > 2.

2 z
1T ()
z y
2 ()
Megoldas:
Az egyenletet atalakitva kapjuk, hogy

2:(3)- ) =00+ -6

Az x(x —1) = A, y(y — 1) = B, valamint a z(z — 1) = C jelolésekkel a

2AB = AC + BC egyenletet kell megoldanunk. Mivel A, B, C' > 2 mindegyike paros,
ezért AB = C'(A + B), ami ekvivalens azzal, hogy A + B | AB teljesiil. Legyen
d = (A, B), ekkor alkalmas a,b természetes szamokkal A = ad és B = bd, ahol
(a,b) = 1. Ezt az oszthatosagi feltételbe helyettesitve kapjuk, hogy a + b | dab.
Mivel (ab,a + b) = 1 teljesiil, ezért a + b | d, melybdl d = (a + b)c adodik. Ezt
visszahelyettesitve kapjuk, hogy

A =ac(a+b)
B =bc(a+0b)
C = 2abc.

Rogzitsiik a és c értékét 1-nek, és probaljunk keresni egy, a feltételeket kielégitG b-t.

Ezzel a valasztassal teljesiilnie kell az alabbi egyenleteknek:

z(x—1)=b+1

yly =1) = b(b +1)
2(z—1) = 2b.

Ha minden egyenletet 4-gyel szorzunk, majd mindkét oldalhoz 1-et hozzaadunk, akkor
a bal oldalakon teljes négyzeteket alakithatunk ki. Az atalakitdsok utan a masodik
egyenlet jobb oldala automatikusan teljes négyzet lesz, igy csak annak kell teljesiilnie,
hogy alkalmas n, m pozitiv egész szamokkal 4b+5 = n?, valamint 80+ 1 = m? legyen.
Ezekbdl az egyenletekbdl az m?—2n2 = —9, an. Pell-egyenlet adodik. Ennek az egyen-

letnek egy (n, m) megoldasa minden esetben megfelels b-t ad, hiszen a Pell-egyenletet
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modulo 8 tekintve kapjuk, hogy m és n paratlan, igy négyzetiik 1-gyel kongruens mo-
dulo 8. Egy ilyen tipusi egyenletnek, ha létezik megoldasa a pozitiv egészek korében,
akkor végtelen sok megoldasa létezik ([13]). Tllusztracioul megadunk egy megoldast,
majd ennek segitségével az egyenletnek elgallitjuk egy tjabb megoldasat. Némi pro-
balkozas utdn kapjuk az m = 3, n = 3 megfelels értékeket. A (3—3+v/2)(3+3v/2) = —9
felbontést, valamint az r> — 2s® = 1 an. Pell-alapegyenlet egy megoldasat kombinal-
va kaphatunk tjabb megoldast. Az 1 = 32 — 222 = (3 — 2v/2)(3 + 2/2) felbontast

szorozzuk 0Ossze az el6z6 felbontassal, ekkor a
(3—3v2)(3 —2v2)(3+3v2)(3+2V?2) = (21 — 15v2)(21 + 15v2) = -9

egyenlGség alapjan az m = 21, illetve az n = 15 értékpar is megoldas. Az ehhez
tartozo x,y, z értékek a kovetkezék: x = 8, y = 56 és z = 11. Az ellenérzés mutatja,

hogy val6ban
2 11
B )
() ()
2.0.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, ahol y > x > 2.

()-G) =06

Megoldas:

Az egyenlet ekvivalens a kovetkezgvel: ("’2“") . (g) = (;)2 A binomilis egyiitthatokat
mindkét oldalon kibontva, majd ezt kovetGen 64-gyel torténé beszorzas, valamint a
zardjeleken beliil teljes négyzetté alakitas utan kapjuk, hogy

(22 —1)2 = 1] [(2y — 1) = 1] = [(22 — 1)> — 1]

Legyen
A=2x—-1
B=2y—1
C=2z—-1.

A fenti helyettesitésben 3 < A < B, tovabbé irjuk el§ még a C' = B—;A feltételt

is. Megmutatjuk, hogy még ezzel a megszoritassal is végtelen sok megoldasat kapjuk
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az eredeti diofantikus egyenletiinknek. Behelyettesités és atrendezés utdn az alabbi

() 1] -

Bontsuk fel a zarojeleket, illetve szorozzuk meg az egyenlGséget 16-tal. Ekkor kapjuk,

hogy

Osszefiiggéshez jutunk:

(A —1)(B*—-1) —

16A4°B% —16A% — 16B> — B* + 4B*A — 6A?B? + 4BA® — A* + 8B> — 16AB + 8A4%2 = 0.
—(A+ B)" +84°B +8AB* + 16A4’B*> —8(A + B)* =
=—(A+B)*[(A+ B)’ —84AB+38] =0.

Mivel A+ B > 0, az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha (A+ B)? —8AB +8 = 0.

Ez az egyenlGség atirhato a
(2.2) B?> —6AB+ A*+8 =0,

majd teljes négyzetté alakités utdn a (B—3A4)2—8(A2—1) = 0 alakba. Az egyenletbél
vilagos, hogy 4 | B—3A, vagyis létezik olyan D egész szam, hogy B—3A = 4D. Ebbdl
az A? — 2D? = 1 Pell-egyenlethez jutunk. Ha D < 0 lenne, akkor a B > A feltétel
miatt 3A+4D > A, azaz A+ 2D > 0. Ez viszont ellentmondaés, hiszen —2D < A-bol
a 4D* < A* = 2D? + 1 egyenlséget kapjuk, amibsl D? < 1. Feltehetd tehat, hogy
D >0, s6t D > 0 is, hiszen D = 0 esetén az A = 1-et kapnank, de A > 3.

Ismert ([13]), hogy az A% —2D? = 1 Pell-egyenlet 6sszes pozitiv egész szamparok-
bol allo (A, D,) megoldasa megkaphatd az alabbi rekurzios formulak segitségével:

Ay =3, Dy = 2, valamint n > 1 esetén:

An+1 = 3An —+ 4Dn
Dn+1 - 2An + 3Dn .

Mivel B — 3A = 4D, ezért a rekurzié miatt B, = 3A, + 4D, = A, .1, vagyis a
(2.2) egyenletnek az (A,, B,) = (A, Ani1) pozitiv egész szamparok megoldéasai. A
fenti Osszefliggéseket felhasznalva, magukra az A, szamokra is taldlhatunk rekurzios

formulat. A, =3, Ay =17, és n > 1 esetén:
An+2 — 3ATL+1 + 4Dn+1 — 3An+1 + 4(2An —|— 3Dn) —
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= 3An+1 —I— 8An + 3(An+1 - 3An) == 6An+1 - An .

Mivel Az A, szamok a képzésiiknél fogva paratlanok, igy az eredeti feladatunk allita-

. . o . _ Apy1—A
sanak bizonyitasdra méar csak azt kell megmutatnunk, hogy a C,, = B"QA" =

szamok is paratlanok. A sorozat elsé néhany tagjat felirva: A; = 3, Ay = 17, A3 = 99,

Ay = 577 stb. lathato, hogy a paros indext tagok 4-gyel osztva 1 maradékot, mig a
paratlan indexi tagok 4-gyel osztva 3 maradékot adnak. Ezt a két allitast ,egyszerre”
teljes indukcioval mutathatjuk meg. (A bizonyitast csak paros index esetén részle-
tezziik, a paratlan index esete hasonléoan bizonyithatd.) Tegyiik fel, hogy az allitast

igazoltuk minden olyan 7 indexre, melyre 1 < ¢ < 2k. Mivel
A2k+2 = 6A2k+1 — Agk = 6(4l + 3) - (48 + 1) =4r+1 s

ezért az allitdst 1 = 2k +2-re is igazoltuk. Az A, ;1 — A,, szdmok tehat 4m+2 alakaak,
igy a C,, szdmok valoban paratlanok minden n > 1-re.

Kaptuk tehat, hogy az (32”) . (;’) = (;)2 egyenletnek végtelen sok megoldasa van a

2 <z < y feltétel mellett:

A, +1
2
AnJrl +1
2
Apy1 — Ay +2
1 .
Az A, szamokra teljesill az A, = 64,1 — A, rekurzi6 az A; = 3 és Ay = 17

kezdgértékekkel.

Tr =

Az alabbiakban 0Osszefoglaljuk azokat a nyitott kérdéseket, melyek a binomialis

egyiitthatokkal kapcsolatos diofantikus egyenletek megoldasa kézben meriiltek fol.
2.0.6. Kérdés. Létezik-e (végtelen sok) nem-trividlis megoldasa pozitiv egészekben
x 2 2
(5) +()
2

Megadhato-e két tagra (2-es also érték mellett) a mértani és harmonikus kozép

a = (3) diofantikus egyenletnek?

esetén az Osszes pozitiv egész megoldas?

Megadhato-e végtelen sok nem-trividlis megoldas barmelyik koézép esetén akkor,
ha vagy a tagok szama, vagy az also érték, vagy esetleg mindketté 2-nél nagyobb

pozitiv egész?

14



3. fejezet

Binomialis egyutthatokkal
kapcsolatos diofantikus egyenletek
megoldasa elemi titon és fels6bb
matematikal modszerek segitségével a

kozépiskolal matematika szakkoron

3.0.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus eqyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, ahol x,y,z > 2, x,y,2 € Z.

() +G) =06

Megoldas:
A binomidlis egyiitthatokat a definicid szerint kibontva, majd az egyenletet 2-vel

szorozva az alabbi egyenletet kapjuk:

x2+y2—x—y:zz—z.
Az egyenletet atrendezve, illetve a lehetséges egyszertsitéseket elvégezve az
-1 =(-y)(z+y—1)
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adodik. Legyen r = (z,z —y), igy © = rs és z —y = rt, ahol (s,t) = 1. Kapjuk, hogy
s(x —1)=t(z+y—1). Mivel (s,t) =1, ezért z+y — 1 =us és x — 1 = tu. Ezekbdl

az egyenletekbdl a kévetkezd megoldasokat nyerjiik:

us —rt+1 rt+us+1
_— 2= —\.

xr=7rs, Yy = 2 ) 2

ahol rs —tu = 1. Nyilvanvalo, hogy y és z pontosan akkor egész, ha us és rt ellentétes
paritastak. Az rs —tu = 1 feltételbdl kapjuk, hogy rs és tu ellentétes paritasuak, igy
az el6zGekkel Gsszevetve kapjuk, hogy y és z akkor és csak akkor egész, ha az r, s, u,
t szdmok koziil pontosan az egyik paros. Példaul az r = 1, s = 4(k +1)?, u = 2k + 3
és t = 2k 4 1 valasztassal, ahol k € N, az

v=4(k+1)% y=4k> +14k> + 15k +6, 2z =4k> + 14k*> + 17k + 7
megoldasok adodnak.

3.0.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, ahol x > 3,y >2 x,ye€Z.

)+ 6+ (%) =0)

Megoldas:
A binomialis egyiitthatokat az egyenletben rendre kifejtve, majd a lehetséges egysze-

riisitéseket elvégezve az aldbbi egyenletet kapjuk:
322 —3x+2=9>—y.

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel, majd alakitsunk ki teljes négyzete-
ket:
120 — 122 + 8 = 4y* — 4y,

322 —1)* +6 = (2y — 1)°.

Av=2r—1éu=2y—1, u,v € Z jeldléssel a megoldando egyenlet a kovetkezibe

megy at:
(3.1) u? — 302 =6.
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A 2.0.4. Feladatnal latottakhoz hasonloan megmutatjuk, hogy ennek az egyenletnek
végtelen sok u, v paratlan egész szamokbol all6 megoldasa van. Nyilvanvalo, hogy az
u, v egészek paratlanok (és igy x,y egészek), hiszen ha pontosan az egyik lenne paros,
akkor a bal oldal paratlan lenne, ha pedig mindketten parosak lennének, akkor a jobb

oldalnak 4-gyel oszthatonak kellene lennie. Tekintsiik a
(3.2) (3—V3)(3+V3) =6

felbontast, valamint az s> — 3r? = 1 n. Pell-alapegyenletet. Ennek egy megoldasa
az s = 2, r = 1, melyek segitségével a (2 — v/3)(2 +1/3) = 1 felbontést nyerjiik. Ha
ennek az egyenletnek mindkét oldalat n-edik hatvanyra emeljiik, akkor alkalmas a,,

B, egész szamokkal az

(otn — V3B (o + V38,) = 1

osszefiiggéshez jutunk. Ezt 6sszeszorozva a (3.2) felbontéssal, a zardjeleket felbontva
a (3.1) egyenletnek egy tjabb megoldasat kapjuk. Illusztraljuk ezt az n = 1 esetben.
Kapjuk, hogy

2-vV3)(2+V3) - 3-V3)3+V3)=(9-5V3)(9+5V3) =9>—52.3=6.

Igy az u =9 és v = 5 értékek a (3.1) egyenlet egy megoldasat adjak. Ekkor x = 3 és
y = 5. Valoban,

G +G)+6) =0

3.0.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
megolddsa létezik, ha x #vy ésx,y > 2, x,y,2 € 7.

Megoldas:

Megjegyezziik, hogy az egyenletnek végtelen sok megoldasa van az v = y > 2 feltétel
mellett, hiszen ekvivalens atalakitasokkal egy olyan Pell-egyenletet kapunk, melynek
az el6z6ek szerint végtelen sok megoldasa van a pozitiv egészek korében. Az egyenlet
ekvivalens az aldbbival:

v — x4yt —y = (22)%

17



Szorozzuk meg az egyenlGség mindkét oldalat 4-gyel, majd alakitsunk ki ismét teljes

négyzeteket. Kapjuk, hogy
(22 — 1)+ (2y — 1)? = (42)* 4+ 2.

3.0.4. Megjegyzés. Az A% + B? = C? + 2 diofantikus egyenletre, mint egy sokat
vizsgalt és mély elmélet (haromvaltozos kvadratikus alak) egyik problémajara is te-
kinthetiink. 1916-ban S. Ramanujan vizsgalta meg azokat az egész szdmokat, amelyek
nem allithatok el ax? + by? + cz? alakban, adott a, b és c egészek esetén. Az egyik

legismertebb ilyen példa az 2% + y? + 1022 kvadratikus alak tulajdonsigainak leirasa

([14]).

Elsfordulhat, hogy nem célunk egy egyenlet Osszes egész megoldasat megadni,
esetleg nem is tudjuk ezt megtenni. Ilyenkor altalaban meg kell elégedniink végtelen
sok nem-trivialis megoldas felirdséval, melyekhez a legtobb esetben tigy juthatunk el,
hogy a véltozok szamat csdkkentve, azok kozott alkalmas Osszefiiggések teljesiilését
koveteljiik meg. Itt is ez a helyzet, mert a B = C — 1 helyettesités utdn kapott

diofantikus egyenlet elemi modszerekkel is kezelhetévé valik.

Ehhez tekintsiik az A? + B? = C? + 2 diofantikus egyenletet, amelyet modulo 8
vizsgalva lathatjuk, hogy A, B > 0 paratlan egészek, C' > 0, valamint 4 | C'. Keres-
siink megoldast a B = C' — 1 feltétellel. Ezt beirva és a lehetséges egyszertsitéseket
elvégezve kapjuk, hogy A% = 2C + 1. Ha itt C értékét 2n? 4 2n-nek valasztjuk, akkor
A = 2n+ 1, illetve B = 2n? + 2n — 1 adodik, ahol n > 1 egész szam. Ezeket az

értékeket visszahelyettesitve kapunk végtelen sok megoldést x,y, z egészekben:

1
r=mn+1, y =n®+n, z:@.
3.0.5. Megjegyzés. Altalaban az A% + B? = C? + ¢ egyenletnek, ahol ¢ rogzitett
egész, végtelen sok megoldasa van az egész szamok korében, mely megoldasokat az
el6zGekben latottak mintdjara irhatjuk fel. Az B = C' — 1 helyettesités, valamint az
egyszer(isitések utan kapjuk az alabbi megoldasokat:

t?—1—¢ t?2+1—c
A=t B=—" — C=_-1"- "
’ 2 ’ 2

Mivel B, C szamlal6ja azonos paritasi, igy a ¢ paramétertsl csak annyit kell meg-
kovetelniink, hogy paros c esetén ¢ > 0 paratlan szdm, mig paratlan c érték esetén

t > 0 paros szam legyen.
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3.0.6. Megjegyzés. Az el6z6 feladatban egy A? + B? = C? + 2 alakn diofantikus
egyenletnek sikeriilt megadni végtelen sok megoldésat az egész szamok korében. A
megoldas elmondhato kézépiskolas szinten, de fels6bb matematikai apparatus segitsé-
gével az egyenlet Osszes egész megoldasat is felirhatjuk. A levezetéshez felhasznaljuk
a [12] kényv kvadratikus alakokra vonatkozé fejezetét. Osszefoglaljuk a konyvben

szerepld fontosabb definiciokat, tételeket.

3.0.7. Definicié. (pp. 157, Definition 3.7)

(i) Az f(z,y) = ax® + by + cy? és a g(x,y) = Ax® + Bxy + Cy* kvadratikus alak
ekvivalens, ha létezik olyan 2 X 2-es egész elemd M matriz, melyre
det M = 1, walamint g(z,y) = f(mi1x +miay, ma1x +maay), minden x,y egész szim

esetén. Jelolés: f ~ g. (~ ekvivalenciareldcid)
(7i) Legyen f egy kvadratikus alak, melynek d diszkrimindnsa nem teljes négyzet.
Azt mondjuk, hogy f redukdlt, ha

—laf <b<|al <], wvagy 0<b<]a|=]c|.

3.0.8. Tétel. (pp. 160, Theorem 3.18)
(i) Legyen d egy adott egész szam, mely nem teljes négyzet. Minden ekvivalencia

osztaly tartalmaz legaldbb eqy redukdlt kvadratikus alakot, melynek d a diszkrimindnsa.

(i1) Legyen [ egy redukdlt kvadratikus alak. Ha f indefinit, akkor 0 < |a| < */TE.

Ennyi el6késziilet utan mér bebizonyithatjuk az alabbi lemmaét.

3.0.9. Lemma. Az A%+ B? = C*+2 diofantikus egyenletnek az egész szdmok kirében

végtelen sok megolddsa van, az dsszes megolddst

2 2 2 2
A= mi; — Miy — 2Ma; + 2may
2

B = myimya — 2maima

2 2 2 2
miy + miy — 2my; — 2ma,
2

C:

alakban kapjuk, ahol m;; egész szamok, mai, mig pdratlan egészek, illetve teljesiil az

mi1Maes — MiaMmay = 1 eqyenldség. Az dllitasban A és B szerepe felcserélhetd.

19



A 3.0.9. Lemma bizonyitasa:

Az A? + B% = (C? + 2 egyenletet modulo 8 vizsgalva lathato, hogy csak akkor kap-
hatunk egész megoldést, ha A, B paratlan és 4 | C. Léteznek a,b és ¢ paratlan egész
szamok 1gy, hogy pl. A = 3¢, B = bés C = “TJFC legyen. Ezt a helyettesitést az
egyenletbe visszairva kapjuk, hogy 4b?> — 4ac = 8, ami a 3.0.7. Definicié és a 3.0.8.
Tétel szerint nem mas, mint az f(X,Y) = aX? + 20XY + cY? kvadratikus alak
diszkriminansa, ahol d = 8. A 3.0.7. Definici6, valamint a 3.0.8. Tétel alapjan létezik
egy f-fel ekvivalens g(X,Y) = a’X? + 20 XY + 'Y? redukalt kvadratikus alak, ahol
d = 8, illetve teljesiil, hogy |a’| < |, |2V < |d| és 0 < |a/| < ‘/7§. A feltételek
szerint |a'| = 1, vagyis o/ = 1, vagy o/ = —1. Mindkét esetben csak ' = 0 lehetséges.
Ezt behelyettesitve a (20')? — 4a/d = 8 egyenletbe, kapjuk, hogy ha o' = 1, akkor
¢ = =2, illetve ha ’ = —1, akkor ¢ = 2. A két megfelel§ redukalt kvadratikus alak
tehit a g(X,Y) = X? — 2Y?, valamint a ¢/(X,Y) = — X2 + 2Y2. Ezek koziil elég az
egyiket tekinteni, hiszen révid szamolassal igazolhato, hogy a két kvadratikus alak

1 -2
ekvivalens. A 3.0.7. Definici6 alapjan az M= . ) matrix megfelel§ lesz. Azt
kaptuk tehat, hogy léteznek olyan mgqq, mia, mar, Mmoo egész szdmok, melyekre f ~ g,

azaz minden X,Y egész szam esetén
aX2 + 20XY + CY2 = (mllX + leY)Q - 2(m21X + m22Y)2 >

valamint det M = 1, azaz mq1maa — MiaMm9; = 1. Innen a zardjeleket felbontva, majd

az egyiitthatokat 0sszehasonlitva azt kapjuk, hogy
mj, —2m3, =a, MMy — 2Ma Moy = b, M3, — 2m3y = C.

Ezt az eredeti helyettesitésbe visszairva kapjuk, hogy
mi, —miy — 2m3; + 2m3,

2

B = myimia — 2maoimay

A=

C— m%1 + m%2 - 2m§1 - Qm%Q

5 .
A megoldasban A és C' csak akkor lesz egész, ha mq; és mqy azonos paritasiak, de
nem lehetnek mindketten parosak, hiszen ekkor az mq1maos —miomo; = 1 feltétel nem

teljesiilhet. Tekintsiik az my; = 5, moy = 3, miy = 7 és my; = 2 konkrét szdmpéldat.
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Behelyettesités utan az A = —7, B = 23 és C' = 24 értékeket kapjuk, melyek val6ban
jok, hiszen (—7)% + 23% = 24? 4 2.
(G)+()

2
A megoldasokat az alabbi alakban kaphatjuk:

A 3.0.9. Lemma segitségével az = 22 egyenlet Osszes megoldasa felirhato.

2 2 2 2

_ Mn —myp — 2my; + 2may + 2

4

_ myymiz — 2maymag + 1

y= 2
2 2 2 2
o mi; + mis — 2my; — 2Miy
3 )

A megoldasban x, y és z csak akkor lesz egész, ha mq; és mq, mindketten parat-
lanok, az mo; és moo koziil pontosan az egyik péros, illetve teljesiil az
mi1mes —miamsay = 1 feltétel. Teljesiilnie kell tovabba az x,y, 2 > 2 feltételnek is, ek-
kor z és y szerepe felcserélhetd. Tekintsiik az mq1 = 7, Moy = 0, mia = 1 és mo; = —1
konkrét szampéldat. Behelyettesités utdn az x = 12, y = 4 és z = 6 értékeket kapjuk,

() _ g

melyek valoban jok, hiszen
Az myp = 2n+ 1, ms = 1, moy = —1 és moy = 0 valasztassal kapjuk a 3.0.3.

Feladatban megadott megoldasokat.

3.0.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
megolddsa létezik, ha y >x > 2, x,y,z€ 7.

() ()

Az allitas igazolasara — eltérd utakat kovetve — tobbféle elemi megoldast is adunk,

végiil megadjuk a feltételeket kielégits Gsszes egész megoldast.

I. megoldas:
Az allitast az y = o + 1 helyettesités utan kozvetleniil belathatjuk, ha a binomialis

egylitthatokat rendre kifejtjiik.

(;c) i (cz:;l) _ x($2_ 1) i (x‘zl)z — 2

Az (z;z + 1; ) szamharmas minden z > 2 esetén megoldas.
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II. megoldas:

Ekvivalens atalakitasokkal elérhets, hogy az egyenlet a kivetkezs alaki legyen:
(22 — 12+ (2y — 1) = 2(22)* + 2.

Az A% 4+ B? = 2C? + 2 alaka diofantikus egyenlet esetében kénnyen adodik egy
lehetséges megoldas, hiszen az A = C'— 1, B = C'+ 1 helyettesités nyilvan megfeleld.
Ebben az esetben az
t t+2 t
r =z, Yy=—7", z
2 2 2
megoldast kapjuk, ahol £ > 1 tetsz6leges paros egész szam.

II1. megoldas:
Egy masik modszerrel talalhatunk végtelen sok olyan megoldast is, melyben x,y és
z paronként kiilonbozs. Ehhez tekintsiik az A? + B? — 2C?% = 2 egyenletet, ahol A, B
paratlan, C' paros egész szam. Mivel 22 + 142 — 2-10% = 0, ezért keressiik az egyenlet
megoldasat

(2n + a)? + (14n + B)* — 2(10n +v)* = 2

alakban, ahol n > 1 egész szam, «, 3, alkalmasan megvalasztott egész paramé-
ter. A miveleteket elvégezve, valamint az egyiitthatokat Osszehasonlitva az egyenlet

2 = 2 ¢s az

mindkét oldalan, kapjuk, hogy az a,(3,v valtozokra az o + 3% — 2y
a + 78 — 10y = 0 Osszefiiggéseknek kell teljesiilnie. Az o = 10y — 73 helyettesités
utan kapjuk, hogy (58 — 77)? = 1, melybdl pl. a 8 = 3, v = 2, a = —1 valasztas
megfelels. Ekkor a (2n — 1)2 + (14n + 3)* = 2(10n + 2)® + 2 egyenldség teljesiil,

ahonnan megoldasként adodik az

Tr=n, y =1+ 2, z=on-+1.

IV. megoldas: (Az egyenlet Gsszes egész megoldésa)
A mésodik megoldéasban szerepl§ (2z — 1)? 4+ (2y — 1)® = 2(22)? + 2 egyenletet rjuk
at az

(y—2)+(r+y—172=(22)72+1

alakba. Az egyenletet adtrendezve, szorzatta alakitas utan kapjuk, hogy

(x+y—2)(x+y)=2z—y+2)22+y—x).
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Alkalmas 7, s, t, u egész szamokkal

rT+y—2=rs

r+y=tu
2z—y+ax=rt
22 +y—x = su.

Az egyenletrendszerbdl a valtozokat kifejezve

2tu + rt — su
r=——

4
2tu — rt + su
yzf
rt + su
Z:

4

adodik, tovabba teljesiilnie kell a tu —rs = 2 Gsszefiiggésnek is. A kdvetkezs tablazat

tartalmazza a t,u,r, s egészek lehetséges maradékait modulo 4:

O O NN =W W W == W e
O O R N W W W R~k ~ B W~z
N = O DO = WWw W= W =
— N OO W W W W = =
N O N W O O NN W N O NN | e+

O N WO O WO N R~ e

N W N O NN W oo N = N Ok
W DN O NN W N O O = NN O NDln

Speciélis esetként at =1, u =2m+ 1, r =2m — 1 és s = 1 (m € Z) valasztassal
kapjuk az els6 és mésodik megolddsban megtaldlt szadmhéarmasokat, illetve t = 2,

u=4n+1,r = 2n és s = 4 esetén a harmadik megoldasban szerepl6 szamharmasokat.
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Vizsgéaljuk meg az el6z6 feladattal rokon (Z) + (Z) = 22 diofantikus egyenlet egy

specialis esetét.

3.0.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
megolddsa létezik, ha x > 4, x,y € Z.

x N o N
1 v )Y
Megoldas:

Az (Z) - (le) = 12 egyenlet bal oldalan szerepls tagokat kibontva kapjuk, hogy
rv(z—1)(z—2)(x —3) + (z+ Da(z — 1)(z — 2) = 244>,

Ez utobbit atalakitva, majd a lehetséges egyszertisitéseket elvégezve a kovetkezd
egyenlethez jutunk:
z(z —2)(z —1)% = 12¢° = 3(2y)*.

Az egyenlet bal oldalan szereplé z(z — 2) tényezé relativ prim az (v — 1)? tényezd-
hoz, ezért az egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha z(x — 2) = 3u? alkalmas u
egész szammal. Ez utobbi egyenlet pedig felirhato (z — 1)2 — 3u? = 1 alakban is. Itt
felhasznalunk egy, a Pell-egyenletekrél szolo tételt, mely a 3.0.2. Feladatban részlete-
zett gondolatmenet segitségével is konnyen belathato. Ha (ag, By) egy megoldasa az
a? — 3% = 1 egyenletnek, akkor az egyenletnek végtelen sok (a,,, 3,) megoldésa van,

melyek elGallnak
N (0 + v/350)" + (0 — V350)"
n - 2 )

illetve

(a0 + V3B0)" — (ag — V/30)"
2/3

alakban. Esetiinkben oy = 2 és 3y = 1 megoldasa az o — 33> = 1 egyenletnek, tehat

5n:

az alabbi formuldk végtelen sok megoldast szolgaltatnak:

W QEVEPE@-VER (2 VE) - (2 VA
n — 9 n — 2\/5 .

2
Példaul n = 3 esetén ag = 26, ebbdl kapjuk, hogy x = 27. Valoban,
27 28
(4) + (4) = 195%.
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3.0.12. Feladat. Adjuk meg az alabbi diofantikus egyenlet dsszes megolddsdt, ha
(V) =22
2 2

Megoldas:

A binomidlis egyiitthatokat kibontva, majd az egyenléség mindkét oldalat 8-cal szo-

r>y>2, x,y,z2€L.

rozva kapjuk, hogy
da(r —1) —dy(y — 1) = 82%.

Az egyenlet bal oldalan szerepl$ tagokat teljes négyzetté alakitva, és alkalmazva az
A =2x—1és B =2y — 1 helyettesitéseket, kapjuk hogy

A? — B? =827

Feltehet, hogy (A, B, z) = 1, s6t paronként relativ primek is, hiszen pl. ha ¢ | A
és q | B teljesiilne egy ¢ paratlan primszammal, akkor ebb6l ¢* | 82% = ¢ | z, ami

ellentmondéas. Ezt az egyenléséget felirhatjuk

A-B A+B

2 2
2 2 :

alakban is. A bal oldalon szerepl§ tényezGk mér relativ primek, vagyis alkalmas wu, v

relativ prim egészekkel

A—B
= u2
2
A+ B
= 202
2 v
vagy
A—-B
T — P
5 v
AYB
=u
2
Az els6 esetben u? < 202, A = u? 4+ 20?% és B = 2v? — u?. Innen x = u2+22vQ+17
Y= —21’2_2“ 241 ¢ » — uw adodik. A masik esetben hasonlo gondolatmenettel kaphatjuk
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meg a gyokoket. Osszefoglalva, az egyenlet megoldésai azok az (z,y, 2) szamharma-
sok, melyekre
(u? + 20?)d + 1

xr =

2
|u? — 202|d + 1
B 2
z = uvd,

ahol (u,v) =1, u és d pozitiv paratlan egész szamok.

3.0.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
megoldadsa létezik, ahol x # vy.
G +2-() _ ®
3 o
Megoldas:
Az egyenletben szereplé binomiélis egyiitthatokat kibontva, majd az egyenl@séget

8-cal szorozva mindkét oldalon teljes négyzeteket alakithatunk ki.
(22 — 1) +2(y — 1) = 3(22 — 1)2.

Az egyszertiség kedvéért legyen X =2x — 1, Y =2y —1és Z =22 —1. Az

X2 4 2Y? = 372 diofantikus egyenletben ismételten feltehets, hogy (X,Y,Z2) = 1,
valamint az eddig mar tobbszor latott moédon bizonyithato, hogy X, Y, Z paronként
relativ primek. Az egyenlet mindkeét oldala Z[/—2]-ben szorzatta alakithato:

(X +V=2Y)(X —vV=2Y) = (1 +V-2)(1 —V-2) - Z2.

Legyen (X + v/—2Y, X —+/=2Y) = 4. Ekkor § | 2X és § | 2¢/—2Y. Kapjuk, hogy
N(0) | (4X?2,—8Y?). Mivel (X,Y) = 1, ezért N(J) értéke csak 1, 2 vagy 4 lehetne,
de X paratlan volta miatt ¢ sziikségképpen egység. Mivel Z[v/—2]-ben is érvényes az

egyértelmi primfaktorizacid, ezért alkalmas a, b egészekkel
X +v/=2Y =+ (14 v=2) (a+bv/=2)" .

Az egyenl@ség jobb oldalan a szorzést elvégezve, valamint mindenhol + elGjelet véve,

az egyiitthatok osszehasonlitasabol kapjuk, hogy
X = a® — 4ab — 20*
Y = a® + 2ab — 2b%.
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Ebbdl z,y, z-re

a® —4ab —2b*> + 1
2
a’® + 2ab — 2% + 1
2
a2+ 1
2

Tr =

z

Az egyenletekbdl leolvashato, hogy a-nak paratlannak kell lennie. Ha megkdve-
teljiik tovabba, hogy a? — 4ab — 2b* > 0 teljesiiljon a,b > 0 egészekkel, akkor még
ezen feltételek mellett is végtelen sok pozitiv egész megoldasat kaphatjuk az eredeti
egyenletiinknek. Konnyen ellenérizhets, hogy pl. az a > 5b valasztéssal z,y,z > 0

teljesiil.

3.1. Didaktikai megjegyzések, koncepcidk

A kozépiskolai tanitasi gyakorlatban (egy nem specialis tantervii matematika osz-
taly esetén), altalaban szakkori orak keretén beliil kb. 2 — 3 tandran keresztiil fog-
lalkozunk diofantikus egyenletekkel. Természetesen ez az oraszam fiigg a szakkoron
résztvevok matematikai érdeklgdésétsl, illetve az oktatd személyes preferenciditol is.
Szerencsére a diofantikus témakor tanitasahoz rendelkezésre allnak kivalo szakkony-
vek, példatéarak is (2], [19]), illetve a hazai matematikaversenyeken is egyre t6bbszor
talalkozhatunk olyan diofantikus egyenletekkel, melyek kivaloan alkalmasak a kote-
lez6 tanoran kiviil torténd feldolgozasra. Arra igyekeztiink kisérletet tenni, hogy a
szokasos felépités (linearis diofantikus egyenletek, pitagoraszi szamharmasok, egyen-
letek megoldhatatlansaganak vizsgalata maradékokkal) mellett milyen mas, érdekes
problémakkal foglalkozhatunk tehetséges didkokkal. A problémak a 2. fejezetben le-
irtakhoz hasonloan f6ként a binomialis egyiitthatok koré épiilnek, ami egyrészt nagy-
mértékben segitheti ennek a matematikaban nagyon jelentés fogalomnak az elmélyii-
lését, masrészt igen alkalmasnak bizonyulhat arra, hogy a tanulok maguk is aprobb
Jfelfedezéseket” tegyenek, illetve megvizsgaljanak néhany binomialis egyiitthatokkal
kapcsolatos szamelméleti vonatkozast. Személyes meggy6z6désem, hogy az egyik fon-
tos cél lehet annak az igénynek a kialakitasa a didkokban, hogy onalléan is tanul-

manyozzak a témahoz kapcsolodo szakirodalmat, vagyis maguk is végezzenek ,kuta-
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tomunkat”, kutatasi tevékenységet. (Természetesen megfelels szaktanari segitség és
ellenérzés mellett.) Az itt szerepls feladatsor Gsszeallitasakor a fentebb emlitettek
mellett igyekeztiink a fokozatossag elvét is figyelembe venni. A 3.0.1. Feladatban a
tanulok altal jol ismert szorzattd alakitési technika jelenik meg, illetve burkolt for-
maban az a négyszam-tétel (lasd még a 3.0.10. Feladat negyedik megoldasat), mely
egyszertisége ellenére szamos versenyfeladat megoldésaban jol hasznalhato ([2]) és

tobbféle elegans bizonyitasa is elmondhato szakkoron ([8]).

A 3.0.2. Feladat alkalmas annak érzékeltetésére, hogy bizonyos diofantikus egyen-
letek esetén meg kell elégedniink azzal, hogy megadjuk az egyenletnek végtelen sok
nem-trivialis egész megoldasat, mert az Osszes megoldés felirdsa az ismert modsze-
reink segitségével egyelére nem elérhets. Az itt részletesebben targyalt Pell-egyenlet
megoldisa a tanitas soran szintén jol hasznosithato, hiszen kivaldé példaja annak,
hogy bar az egyenletet az egész szamok korében 1évének tekintjiik, a megoldashoz ki
kell 1épniink a valés szamkorbe, hogy a megoldasokat végiil ismét egész szamokban
kapjuk. Idealis el6készitése lehet ez annak a feladatszituacionak, amikor a harmadfo-
ku egyenlet kapcsan a didkok elGszor talalkoznak a casus irreducibilis esettel, vagyis
amikor az egyenlet gytkeinek meghatirozasa érdekében fel kell hasznalnunk menet

kézben a komplex szdmokat.

A 3.0.3. Feladat és kiilonosen a 3.0.10. Feladat mutatja, hogy egy-egy konkrét
diofantikus egyenlet esetén érdemes elészor egyszertibb kérdéseket feltenni, mert a
probléma specialis esetekben sokkal konnyebben kezelhetd. Itt tipikus példa, hogy
az egyenletben szereplé valtozokra irjunk el valamilyen lehet6leg egyszeri feltételt,
melynek teljesiilése esetén még mindig kapunk végtelen sok nem-trivialis megoldast.
S6t, ilyen modon altalaban tébb lényegesen kiilonb6zG paraméteres alakban adott
megoldas adédhat. Azért, hogy az altalanos megoldashoz is eljussunk, ahogyan azt
a 3.0.9. Lemma mutatja, olykor ki kell lépniink még a kozépiskolai keretek koziil
is. A kvadratikus alaknak tovabbi mély és nehéz alkalmazéasai vannak ([13]). Ennek
kapcsan kiemelhetd két kérdéskor, nevezetesen, hogy mely egész szamok allnak eld
valamilyen specialis alakban (lasd kordbbi megjegyzés), illetve, hogy bizonyos
(pl. a® + 20 alakn) egész szamok lehetséges (prim)osztoira adunk meg sziikséges
és elégséges feltételeket. A témakorrel azért érdemes behatobban foglalkozni, mert

ezen tételek segitségével sok esetben éppen azt tudjuk bizonyitani, hogy egy adott
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diofantikus egyenletnek nincsen megoldésa az egész szamok korében. Ennél a pont-
nal akar egy rovid kitekintést is tehetiink egészen bonyolult egyenletek vizsgalatdnak
iranyaba pl. a Gauss-egészek felhasznalasaval ([17]). Természetesen itt méar fel kell
hagynunk a preciz, mindenre kiterjed6 bizonyitasokkal, de néhany fels6bb matema-
tikai tétel segitségével érdekes és szép allitasokat mutathatunk meg a gyerekeknek.
(Példaul, mely szamok allnak el§ két négyzetszam Osszegeként, Fermat karacsonyi
tétele, korabbi feladatok j bizonyitasa vagy Altalanositasa pl. Z[v/—2]-ben.)

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a diofantikus témakoér tanitdsanak hozadéka
szamos korabban emlitett mellett az, hogy ravezeti a tanulokat arra, hogy bizonyos
problémakat hogyan lehet 6sszekapcsolni, a kiilonféle modszereket iigyesen kombinal-
ni, altaldnositani, 4j problémakat félvetni, akir olyanokat is, melyek szamukra talan
most még megoldhatatlan akadéalyokat jelentenek. Egy-egy ilyen feladatsor tanitasa
kozben maga az oktato is rengeteget tanul, folyamatosan fejlesztheti a sajat eszkoz-
tarat is, ami elengedhetetlen minden tehetséggondozasban szerepet vallalo kolléga

Sszamara.
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4. fejezet

Diofantikus egyenletek megoldasa
elemi aton és Gauss-egészek

segitségével a kozépiskolal szakkoron

4.0.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantikus egyenletet a természetes szdmok
kéorében! (Indiai versenyfeladat 1990)

(zy —7)* = 2 +3°.

I. megoldas:
Az egyenlet bal oldalan szerepls kifejezést kibontva, majd mindkét oldalhoz 2xy-t

hozzdadva kapjuk az egyenlet egy, az eredetivel ekvivalens alakjat:
(xy — 6)* + 13 = (z +y)?.
Ez utobbit irjuk at az
[ty —6 — (x +y)][zy — 6+ +y] = —13

alakra. Mivel a tényez6k egész szamok, valamint a feltételek miatt

xy—6—x—y < zy—6+x+ vy, ezért csak az alabbi esetek lehetségesek:

ry—6—z—y=-—1
zy—6+x+y=13,
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zy—6—z—y=-—13
ry—6+r+y=1.

Az els6 egyenletrendszerbél az x = 3 és y = 4, illetve az x = 4 és y = 3 megoldasokat
kapjuk. A méasodik egyenletrendszerbél az v =0 ésy =7, illetve az v =7 és y = 0

megoldasok adodnak.

I1. megoldas:

Ha z = 0, akkor y = 7, ha pedig y = 0, akkor az x = 7 megoldas. Ha pl. z = 1
lenne, akkor az (y — 7)> = y? + 1 egyenletbsl y-ra nem kapunk egész szamot. A
tovabbiakban feltehets, hogy x,y > 2. Ha zy — 7 > x + y teljesiilne, akkor az
2?2+ y? = (xy —7)2 > (v +y)? > 2% + y? egyenl6tlenség ellentmondasra vezet. Ezért
csak az xy — 7 < x + y esetén kaphatunk megoldast a természetes szamok korében.
Ez utobbi egyenlStlenség az (x — 1)(y — 1) < 8 alakra hozhatd, melyet az x,y > 2
feltétel mellett csak véges sok x, y természetes szam teljesithet. Szimmetria miatt elég
pl. a 2 < x < 8 értékeket kiprobalni, ahonnan y-ra mar csak az els6 megoldasban
megtalalt © = 3 és © = 4 esetén kapunk egész szdmot. Az ezekhez tartozd y értékek

pedig rendre az y =4 és y = 3.

ITI. megoldas:
Az eredeti egyenletet atalakitva kapjuk, hogy

(y* — 1)a® — 1dyx +49 —y* = 0.

Ha ezt az egyenletet z-ben masodfoktunak tekintjiik, akkor pontosan akkor kaphatunk

egész megoldasokat, ha a diszkriminans teljes négyzet, vagyis alkalmas d egész szamra

(4.1) 4yt — 4y® +196 = &

teljesiil. Ekkor pedig a megfelel6 = értékek a megoldoképlet alapjan x = ;‘;ng A

(4.1) egyenletet atalakitva:
(20 = 1) +195 = d> = (d — 2y* + 1)(d +2y* — 1) = 195.

Ha y = 0, akkor az eredeti egyenletb6l z = 7 megoldas. Az altalanossig megsértése
nélkiil f6ltehetd, hogy d > 0, és ha y # 0, akkor az el6z6 egyenlGség masodik tényezdje

nagyobb, mint az elsd, igy csak az alabbi esetek lehetségesek:
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d—22+1=1 d—2y*+1=3
d+2y? —1=195, d+2y*> —1=65,

d—2y*+1=5 d—2y*+1=13
d+2y*—1=39, d+2y*—1=15.
Mindenhol a mésodik egyenletbdl az els6t kivonva, rendre az el6z6 modon kapott

y =17,4,3 (és a hamis gyokot jelents 1) értékek adodnak.

IV. megoldas:

Ha x = 0, akkor y = 7, ha pedig y = 0, akkor az * = 7 megoldas. Konnyen
lathatd, hogy nincs més megoldas akkor, ha zy < 7. A tovabbiakban tegyiik fel,
hogy x,y,xy — 7 > 0 egészek. Ha x,y megoldasa az (zy — 7)* = x? + y? diofantikus
egyenletnek, akkor (z,y,xy —7) = 1, vagy (z,y,zy —7) = 7. Az els§ esetben lathato,
hogy x,y,xy — 7 paronként is relativ primek, vagyis a pitagoraszi szdmharmasokra
ismert formulak, illetve a feladatbeli feltételek szerint 1éteznek a kiilonboz6 paritasa

u, v egészek ugy, hogy (u,v) =1, u > v > 0, valamint
r=u?—v?
Yy = 2uv
vy — 7 =u®+ 0%,
Innen u? + v? = 2uv(u? — v?) — 7. Mivel v < u — 1, ezért
w? + (u—1)2>2uww(u —v)(u+v)—7>2u(u+1)—7,

melybdl a 2 > u egyenlGtlenséghez jutunk. Ebbdl csak az u = 2, v = 1 lehetséges,
melyekb6l megkapjuk az z = 3 és y = 4 megoldéast. Szimmetria okok miatt természe-
tesen a valtozok felcserélése is megoldést szolgaltat. Amennyiben (x,y,zy —7) =7
teljesiil, akkor x = T2/, y = 7y, vy — 7 = 7(72'y — 1) miatt az 22+ y? = (7T2'y’ — 1)?
egyenletet kell megoldanunk, ahol 2/, v, 7'y’ — 1 mér relativ primek, s6t paronként
relativ primek. Az el6z6ek miatt 1éteznek r, s kiilonb6z6 paritast pozitiv egészek,

melyekre > s > 0, (r,s) = 1, valamint

/
X :7’2—82

y' = 2rs

gy —1=r*+s2.
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Ebbél viszont ellentmondast kapunk, hiszen a 2rs(r? — s?) — 1 = r? + s? egyenlet bal

oldala 4-gyel osztva 3 maradékot ad, mig a jobb oldal 1-et.

V. megoldas:

A TV. megoldasbol felhasznaljuk, hogy (z,y,zy — 7) = 1 vagy (z,y,zy —7) = T.
Ha (z,y,zy — 7) = 1, akkor az = és y valtozok ellentétes paritasiak is, hiszen ha
mindketté paratlan lenne, akkor az egyenlet jobb oldala 4-gyel osztva 2 maradékot
adna. Legyen pl. x paratlan és y paros. Az egyenlet a Gauss-egészek korében (is)

szorzattd alakithato:
(xy — 7)% = (z + yi)(z — yi).

Megmutatjuk, hogy (z + yi,x —yi) = 1. Ha v | x + yi és v | © — yi a Gauss-egészek
korében, akkor v | 2z és v | 2yi is teljesiil. Kapjuk, hogy v | (2z,2yi) = 2. Mivel

2 = (—i)(1+1)? és az 1 +1 Gauss-prim, ezért v vagy egység, vagy 7y oszthato 1+i-vel.

Ez ut6bbi azonban nem lehetséges, hiszen xliy; = H“(Qy%)" nem Gauss-egész.

Mivel a Gauss-egészek korében érvényes a szamelmélet alaptétele, ezért

r+yi = e(u+vi)? = e(u? —v?+2uvi), ahol u, v egész szamok és € egység. Az e = 1-et
véve, a valos és a képzetes részek Osszehasonlitasabol kapjuk, hogy © = u? — v? és
y = 2uv. Az x és y-ra kapott formulakkal a IV. megoldasban latott modon fejezhetd
be a feladat megoldasa. Megjegyezziik, hogy az (x,y,xy — 7) = 7 esetet is az el6zGek

szerint kell kezelni.

4.0.2. Megjegyzés. Az 1. megoldasban a diofantikus egyenletek egy szokasos meg-
oldasi modszerét alkalmaztuk, vagyis szorzatta alakitottuk az egyenlet egyik oldalat,
igy elegendd volt a jobb oldalon szerepl6 egész szam osztoéit kiprobalni és felirni a
megfelel6 egyenletrendszereket. Mivel a tanulék leginkabb olyan jellegii diofantikus
egyenletekkel taldlkoztak korabbi tanulmanyaikbol, melyeknél ez az atalakités alta-
laban célhoz vezetett, ezért joggal varhatjuk, hogy a didkok altal adott megoldasok
tObbsége is ezt az utat fogja kévetni. A I1. megoldasban nagysagrendi vizsgalatokat
végeztiink, hiszen a bal oldal — kénnyen kezelheté — véges sok esettdl eltekintve na-
gyobb, mint a jobb oldal. Itt is sziilethetnek szép tanuloi megoldasok, hiszen esetleg
ez a modszer is szerepelt méar korabban szakkori foglalkozéson. Tipikus példaja en-
nek, mikor egy kifejezésrél gy mutatjuk meg, hogy nem lehet pl. négyzetszam, hogy
bebizonyitjuk, két egymast kovets négyzetszdm kozé esik. A TII. megoldasban az

egyik ismeretlent paraméternek tekintjiik, és lényegében a masik ismeretlenre vonat-
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koz6 paraméteres masodfoku egyenletet oldunk meg. Ez a fajta alkalmazas mar talan
kevésbé ismert a tanulok korében, még azzal egyiitt is, hogy egyébként paraméteres
egyenletekkel alsébb évfolyamon mar talalkoztak. A TV. megoldashoz a pitagoraszi
szamharmasok ismeretére van sziikség. Ez legfeljebb az emelt 6raszami csoportok-
ban keriil elg, ennek megfelelGen ilyen jellegti megoldast is csak t6liik varhatunk. Az
V. megoldast pedig még t6liikk sem, hiszen ez felhasznalja a Gauss-egészeket, mely
jelenleg nem szerepel tananyagként egyetlen altalanos tantervi gimnéziumi osztaly-
ban sem. Tagozatos csoportok esetén gyakorta el6fordul, hogy szakkéri 6rak keretén
beliil a didkok megismerkednek a komplex szam fogalméaval és kell§ rutint szereznek
ebben a szdmukra még 1j szamkorben. Ha a csoport megfelel6en motivalt, érdekls-
d6, kiemelkedGen tehetséges tanulokbol all, akkor beszélhetiink a Gauss-egészekrdl
és felhasznalhatunk bizonyos tételeket, természetesen legtobbszor szigort bizonyitéas
nélkiil. Végiil megjegyezziik, hogy az V. megoldasban latott moédon a pitagoraszi

szamharmasokra vonatkozé képletet kozvetleniil is megkaphatjuk.

4.0.3. Megjegyzés. Természetesen barmelyik megoldasbol megkaphaté az egyenlet
Osszes egész megoldasa, hiszen ha az (x,y) egy pozitiv megoldés, akkor nyilvanvaléoan
a (—z,—y) és a (—y, —x) par is egész megoldas, ha pedig = és y koziil pontosan az
egyik negativ, akkor az (zy + 7)? = x® + y* egyenlet pozitiv megoldéasai adjik az
eredeti egyenletiink tovabbi egész megoldasait. A feladat egy lehetséges altalanosita-
sa az (ry — ¢)? = 2?2 + y? alakt diofantikus egyenlet vizsgalata, ahol ¢ egy rogzitett
egész szam. Az elsé megoldasban szerepld atalakitds mutatja, hogy ennek az egyen-
letnek minden c egészre csak véges sok megoldésa lehet, mert az egyenlet ekvivalens
atalakitasokkal az [zy — (¢ — 1)]° +2¢ — 1 = (x + y)? alakra hozhato.

34



4.0.4. Feladat. (Arany Ddniel Matematikaverseny 2014)
Hatdrozzuk meg az dsszes olyan p primszdmot, melyekre az x* + 4 = py* egyenlet

megoldhalo az egész szdmok kdrében.

I. megoldas:

Az 2* +4 = py* egyenlet mindkét oldalat modulo 16 vizsgalva lathatjuk, hogy egyen-
16ség csak p paratlan prim, z,y paratlan egész esetén teljesiilhet. (Egy negyedik
hatvany 16-os maradéka O vagy 1 lehet aszerint, hogy a hatvany alapja paros vagy

pératlan.)

Az egyenlet bal oldala szorzatta alakithato:
(2% — 2z + 2) (2 + 22+ 2) = py*.

A bal oldalon szerepld tényezdk legnagyobb k6zos osztojat jelolje d.
Mivel d | 2* — 2z + 2 és d | 22 + 2x + 2, ezért d | 4z és d | 22% + 4 = d | 42% + 8 is
teljesiil. Innen a d | 8 relaci6 adodik, melybdl a tényezsk paratlan volta miatt csak

d = 1 lehetséges. Mivel 22 4= 22 + 2 > 0, igy két esetet kell megvizsgalnunk:
I. eset:
2’ —2r+2=p-a
2+ 22 +2=10.
A masodik egyenletbsl kapjuk, hogy (z + 1)? + 1 = b2, melybdl csak z = —1
esetén kapunk egész megoldast.
I1. eset:
2? — 27 +2 = aj
22+ 20 +2=p-b3.
Itt az els6 egyenletben végezziik el a teljes négyzetté alakitast;

(r —1)2 + 1 = a2. Innen z = 1 adodik egyetlen egész megoldéasként, ezzel az eredeti

egyenlet egész megoldasai: v = +1 = p=>5ésy = £1.

4.0.5. Megjegyzés. A feladat a 2014. évi Arany Déniel Matematikaversenyen a

“ e,

katlanul nehéznek bizonyult, egyetlen tanuld sem adott ra teljes megoldast, a legtébb
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didk csak az els6 egy-két 1épést tudta végrehajtani. Korabban szdmos példat mutat-
tunk arra, hogy bizonyos diofantikus egyenletek sokkal egyszeriibben kezelhetéek, ha
az egész, szamok helyett a Gauss-egészek gytirtjét tekintjiik. A feladat méasodik meg-
oldasaban nem ez a helyzet, csupan érdekességnek szanjuk, hogyan lehetne a kittizott
versenyfeladatot a Gauss-egészek segitségével megoldani. Természetesen, ha varha-
t6 érdemi tanuléi megoldési stratégia, akkor az mindenképpen az elsé megoldasban
szerepld, azonban ha a didkok megismerkednek a komplex szamkorrel, akkor talal-
kozhatnak egy polinomnak ,masféle” felbontasaval is. Az itt leirt mésodik megoldas

kimondottan ezt célozza.

II. megoldas:
Az el6z6 megoldasbol felhasznaljuk, hogy x,y péaratlan, valamint a modulo 16 vizs-
gélatbol kapjuk, hogy p = 16k + 5 alaku primszam. Az egyenlet bal oldala a Gauss-

egészek korében szorzattd alakithato:
(4.2) (z+1+0)(z+1—0)(1—2+i)(1 —2—i)=py*.

A Gauss-egészek elméletébdl ismeretes, hogy ha p = 1 (mod 4), akkor p = « - @,
ahol a Gauss-prim, @ a « konjugéltja, de nem egységszerese. Konnyt belatni, hogy
a tényez6k a (4.2) felbontasban paronként relativ primek. Példaként ezt az elsé két
tényezdre ellendrizziik, a tobbire hasonlo a bizonyités. Ha (z + 144,22+ 1 —14) =4,
akkor § | 2 = (1 +4)% Ha ¢ nem az egység lenne, akkor az 1 + i Gauss-prim osztoja

a+14i z2oi

lenne pl. @ + 1 + i-nek, de mar ez sem teljesiil, 57+ =

hiszen z paratlan. Az egyértelmii primfaktorizaci6 miatt van (két) olyan tényezd,

nem Gauss-egész,

amely felithat6 i* - (u + vi)* alakban, ahol k = 0,1,2,3 és u, v egész szamok. Ha
tr+1di=13" (utvi) =i [(u®—0*)* — W® + duv(u® — v?)i] ,

akkor a valos és képzetes részek Osszehasonlitdsabol, k = 0 és k = 2 esetén a

+1 = 4uv(u? — v?) egyenlet adodik, ami ellentmondas. Ha k = 1, akkor

+1 = (u? — v?)? — 4u?v?, melybsl a (2uv)? £ 1 = (u? — v?)? atalakitds miatt az
uv = 0 feltételt kapjuk. A valés részre igy a +o + 1 = 0 egyenletet nyerjiik, vagyis
r = £1. (A k = 3 eset vizsgalata a képzetes részek Osszehasonlitasabol ismét a

+1 = (u? — v?)? — 4u®v? egyenldségre vezet.)
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4.0.6. Feladat. Arany Ddniel Matematikaverseny (1976)
Legyenek p, q olyan primszamok, melyekre 3 < p < q, tovdbbd p+ 1, g + 1 egyardnt
oszthatd 4-gyel. Mutassuk meg, hogy q*> — p? nem lehet négyzetszdam!

I. megoldas:
Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy alkalmas a egész szammal ¢ — p? = a2,
vagyis (¢ — p)(¢ +p) = a* Ha (¢ —p,q +p) = d, akkor d | ¢ — p és d | ¢ + p miatt
d | 2p, illetve d | 2q is teljesiil. Innen kapjuk, hogy d | (2p,2q) = 2. Mivel ¢ — p és
q + p paros, igy (¢ — p,q + p) = 2. Az egyenletet atalakitva kapjuk, hogy
q9—p q+p _ (g)2
2 2 2/)

Mivel az egyenlet bal oldaldn szerepld tényez6k pozitivak és relativ primek, igy sziik-
séges, hogy kiilon-kiilon is teljes négyzetek legyenek, azaz x,y egészekkel 158 = 22 és
-+ . 2 2 . . . o 2 2 . ,
TP = y°. Az egyenletekbdl g-t kifejezve kapjuk, hogy ¢ = 2* +y*, ami ellentmondas,
hiszen egy 4k — 1 alakd primszam nem irhato fel két négyzetszam Osszegeként. (Va-
l6jaban csak a 4 | ¢ + 1 feltételt hasznaltuk ki, és ez a feladat tovabbi megoldasairol

is elmondhato.)

II. megoldas:

Az sllitassal ellentétben tegyiik fel, hogy alkalmas a egész szammal ¢*> — p? = a2,
vagyis a®+p? = ¢?. Nyilvan feltehetd, hogy (a,p, ¢) = 1, valamint paronként is relativ
primek, hiszen ha pl. (a,p) nem 1 lenne, akkor a legnagyobb kozds osztd, osztoja
lenne ¢?-nek, ebbdl pedig a p | ¢ relaciot kapjuk, ami p < ¢ miatt ellentmondas. Azt
kaptuk tehat, hogy az a, p,q primitiv pitagoraszi szamhérmas, vagyis alkalmas u, v,

(u,v) =1, u > v > 0, valamint 2 { u — v egész szamokra

p=u?— v’
a = 2uv
q= u? + 0.

Az utolso6 egyenlet mutatja az ellentmondast, hiszen egy 4k — 1 alakd primszam nem

irhato6 fel két négyzetszam Osszegeként.

4.0.7. Megjegyzés. Az 1. megoldésban szerepld levezetés 1ényegében azt az utat

koveti, ahogyan a pitagoraszi szamharmasokra vonatkozo Osszefiiggéseket altalaban
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bizonyitjuk. Ezt érdemes a tétel bizonyitasa elGtt szerepeltetni, mert nagymértékben

segitheti annak megértését és elmélyitését.

II1. megoldas:

A bizonyités ismét indirekt, tovabbé felhasznalunk néhény — fels6bb matematikaban
szereplé — Gauss-egészekkel kapcsolatos ismeretet. Tegytik fel, hogy létezik olyan a
egész szam, melyre ¢> = a® + p?. A Gauss-egészek kérében az egyenlet jobb oldala
szorzatta alakithato, vagyis ¢* = (a+pi)(a —pi). Mivel g egy 4k — 1 alakd primszam,
ami a Gauss-egészek korében is prim, ezért csak gy lehet osztoja a jobb oldalnak, ha
valamelyik tényez6nek osztoja. Az altalanossiag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy

pl. ¢ | a + pi. Ez viszont nem teljesiilhet, hiszen a feltétel szerint ¢ { p.

A kovetkez&kben a feladatnak egy érdekes varidnsat vizsgaljuk meg Gauss-egészek
segitségével. Két kiilonb6z6 primszam négyzetének kiilonbsége helyett most tekintsiik
az Osszegiiket. A korabbiakbol (is) trivialis, hogy az Gsszegiik négyzetszam nem lehet,

ezért probalkozzunk a kobszam esetével:

4.0.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha p < q pozitiv primszdmok, és a pozitiv egész,
akkor a p* + ¢* = a® diofantikus eqyenletnek a p = 2, ¢ = 11, a = 5 az egyetlen

megolddsa.

Megoldas:

A p és q primek nem lehetnek egyszerre paratlanok, hiszen ekkor a bal oldal 4-
gyel osztva 2 maradékot ad, a jobb oldal pedig 0, vagy 4+1 maradékot. Mivel a p
és ¢ primek kiilonb6z6k, ezért csak a p = 2 és ¢ paratlan prim eset lehetséges. A

¢ + 4 = a® egyenlség bal oldalat bontsuk fel a Gauss-egészek korében. Kapjuk,
hogy

(4.3) (q+2i)(qg—2i) = d°.

Megmutatjuk, hogy ha (¢+2i, ¢—2i) = ¢, akkor ¢ a Gauss-egészek korében egység. Ez

teljesiil, hiszen ha € | 2 = (—i)-(1+14)? lenne, ahol az 144 Gauss-prim, akkor mint azt

q+2i __ q+2 2—q
1+i — 2 +( 2

a legnagyobb koz0s oszt6 valoban csak egység lehet. Mivel a Gauss-egészek korében is

)i atalakitas mutatja, 14+i nem osztoja a ¢+ 2i Gauss-egésznek, igy

érvényes a szaimelmélet alaptétele, igy a (4.3) egyenldség bal oldalan szerepld tényezék

kiilon-kiilon is kobszamok. Egyszerti szdmolas mutatja, hogy minden Gauss-egység
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valamely Gauss-egység kobe, igy alkalmas a és b egész szamokkal teljesiilnie kell a

q+2i = (a+bi)? egyenldségnek. A valos és képzetes részeket dsszehasonlitva kapjuk,

hogy

g = a® — 3ab?
2 =3a%b— V.

Innen a b | 2 feltétel adodik, melybdl csak a b = —2, a = —1, ¢ = 11 értékek esetén
kapunk megoldast.

4.0.9. Megjegyzés. Az el6z6 feladatban vizsgalt ¢ + 4 = a® egyenlet specialis ese-
te az 22 + k = 3 alakt egyenleteknek. A fenti egyenleteket, ahol k € Z, szokas
Mordell-egyenleteknek nevezni. Mordell 1922-ben bebizonyitotta, hogy ha k # 0, ak-
kor az egyenletnek legfeljebb véges sok megoldasa lehet az egész szdmok korében.
Néhény specidlis k értéket véve tapasztalhatjuk, hogy az egész megoldédsok meg-
keresése torténhet majdnem teljesen elemi uton is, legtobbszor ez a helyzet akkor,
amikor az egyenletnek egyaltalan nincsen egész megoldasa. A 4.0.10. Feladatban a
k = —7 kapcsan latunk erre példat. Léteznek azonban olyan k értékek, melyekre
az elemi megoldas megtaldlasa altalaban nagyon bonyolult. Ilyen a 4.0.11. Feladat
elsé megoldasa, a jelen disszertécio szerzGje altal talalt megoldas a k = 1 esetben. A
4.0.11. Feladat masodik megoldasa mutat ra arra, hogy Gauss-egészek segitségével
lényegesen konnyebb vizsgélni ezt az egyenletet, s6t alkalmazasukkal a bizonyitas is
jelent&sen egyszertisodott. A 4.0.13. Feladatban szerepls altalanositas szinte mar el

sem képzelhetd més uton, csakis Gauss-egészek felhasznalasaval.

4.0.10. Feladat. Az 22 — 7 = 3 egyenletnek nincsen megolddsa az egész szdmok

korében.

Megoldas:

Az egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy 2% = y3+ 7. Feltehet6, hogy y > —1, valamint
(mod 4) véve a két oldalt nyilvanvald, hogy y paratlan, s6t 4k + 1 alaka kell, hogy
legyen. Az 22 +1 =y3+8 = (y + 2)(y* — 2y + 4) atalakitasbol az y +2 = 3 (mod 4)
miatt kapjuk, hogy az egyenlet jobb oldalan szerepld szorzatnak van 4k + 3 alaku
primosztdja. A kis” Fermat-tételt felhasznélva viszont bizonyithat6, hogy ilyen alaku

primoszt6ja az egyenlet bal oldalan szereplé z2 + 1-nek nem lehet.
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4.0.11. Feladat. Az 2? + 1 = 4 diofantikus egyenletnek az egész szamok kirében az

x =0 ésy =1 az egyetlen megolddsa.

I. megoldas:
Az © = 0 és y = 1 nyilvan megoldas. A tovabbiakban az altalanossag megszoritasa

nélkiil feltehets, hogy z,y > 0 egész szamok. Irjuk fel az egyenletet az alabbi alakban:
2 2
=y-Dy +y+1).

Az y?+y+1 = (y—1)*+3(y—1)+3 atalakitas mutatja, hogy az egyenléség jobb oldalan
szerepld tényezék legnagyobb kizds osztoja vagy 1, vagy 3. Ha (y—1,y* +y+1) = 1,

akkor alkalmas a, b egész szamokkal:

y—1=ad*

vty +1=0.
A mésodik egyenletben hasznaljuk fel, hogy ha y > 0, akkor 3? < y*+y+1 < (y+1)?,

vagyis y? + y + 1 nem lehet négyzetszam. Ha (y — 1,y* +y + 1) = 3, akkor frjuk fel

az egyenlGséget a kovetkezG alakban:

<§>2: y-1 y*+y+1
3 3 3 '
Az itt szerepld tényezGk az egyenlet jobb oldalan mar relativ primek, igy alkalmas

u, v pozitiv egész szamokkal, melyekre (u,v) = 1, teljesiil, hogy

y;1:u2
v+y+1l o,
3 Y

Behelyettesités és rendezés utan kapjuk, hogy 3u* + 3u? + 1 = v?. Itt u paros szam
kell, hogy legyen, ellenkez§ esetben a bal oldalon szerepl§ kifejezés 4-gyel osztva 3
maradékot ad, a jobb oldalon szerepl6 négyzetszam viszont 0 vagy 1 maradékot. Az

u = 2t helyettesitést, majd teljes négyzetté alakitast kovetGen adodik a
382 +1)" +1=40® < (20> =382 +1)" =1.
egyenlGség.
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A 3(8t2 +1)? = (2v — 1)(2v + 1) felbontést tekintve lathato, hogy az egyenléség
jobb oldalan szerepld szorzotényezdk relativ primek, igy két eset fordulhat el6.

I. eset:

Alkalmas «, § > 0 paratlan egész szamokkal, (o, 8) = 1 esetén:

20 — 1 = 302
20 +1=p%

Ebbél az esetbél a 32 —3a? = 2 egyenletet kapjuk, amelynek nincsen egész megoldasa,
hiszen a bal oldal modulo 3 értéke csak 0 vagy 1 lehet.
I1. eset:

Ebben az esetben forditott szereposztassal kapjuk, hogy

W —1=a?

2041 =345,

A megfelel6 helyettesitéseket elvégezve az alabbi Gsszefiiggésekhez jutunk:
a? — 3p% = —2, valamint a3 = 82 + 1. Itt a és 3 vagy mindketten 4] + 1 alakil
paratlan szamok, vagy mindketten 4/ — 1 alakdak, hiszen a szorzatuk 4s + 1 alaki.
Az els6 egyenlethez a maéasodik kétszeresét hozzdadva, majd alkalmasan atalakitva
kapjuk, hogy

(a — B)(a + 383) = 16t

Egy kevés szamolassal megmutathato, hogy a bal oldalon a tényez&k legnagyobb

kozbs osztoja 4-nek is osztdja, s6t az a, S-ra tett korabbi megjegyzésiink szerint a

7 , azaz alkalmas relativ

legnagyobb ko6z6s oszté pontosan 4 lesz. Ezért # :

prim m, n egészekre:

a;ﬁ_mQ
a+3ﬁ_n2
1 = .

Teljesiil tovabba, hogy (m,n) = 1, valamint mn = t. Ebbgl az egyenletrendszerbdl

az «, [ értékeket kifejezve kapjuk, hogy

a = 3m? +n?, valamint 8 =n?—m? o> 3.
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Ezeket a o — 3% = —2 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy n*—6m?n?—3m?* = 1.
Ezt az egyenletet a kovetkezd feladatban vizsgaljuk részletesen, valamint — a jobb

attekinthetGség kedvéért — a fenti valtozok egy részét a jeloléshen megtartjuk.

4.0.12. Feladat. Az n*—6m?n?—3m* = 1 egyenletnek a nemnegativ egészek kérében

csak azn =1 és m = 0 megolddsa.

Az egyenletet tekintsiik n2-ben masodfokt egyenletnek. Ennek csak akkor létez-
het megoldasa az egész szamok korében, ha a diszkriminansa teljes négyzet, vagyis
alkalmas z; egész szammal: 36m?* +4(3m* + 1) = z%. Mivel z;-nek paros szamnak kell

lennie, ezért 12m* 4+ 1 = 22, ahol z; = 2z. Ez utobbit atalakitva kapjuk, hogy

z2—1 z+1
3m* = : :
m 2 2

Ha z = 1, akkor m = 0, n = 1. Az egyenlet jobb oldalén szerepld tényez6k relativ pri-
mek, gy 2z # 1 esetén két eset lehetséges: Alkalmas «, [ relativ prim egész szamokkal
=1 =30t és 2 = B4 vagy 5 = ot és 2 = 36% Az elébbibdl a 5 — 30t =1
egyenletet kapjuk, mig az utébbibol a 38* —a* = 1 egyenletet, mely nem teljesiilhet,
hiszen az egyenlet két oldala nem kongruens modulo 3. Az aldbbiakban vizsgaljuk
meg a 3% — 3a* = 1 diofantikus egyenletet. A 3 = 1, a = 0 nyilvan megoldis. A
tovabbiakban vizsgaljuk meg az egyenlet olyan megoldasait pozitiv egészekben, ahol
B > 2, a > 2. Megmutatjuk, hogy a feltételeket kielégité megoldés nem létezik. Eh-
hez a ,végtelen leszallas” modszerét hasznaljuk fel. A megoldhatatlansagot igy fogjuk
kimutatni, hogy kiindulunk egy olyan megoldasbol, ahol o értéke minimalis, majd
konstrudlunk egy t < « pozitiv t értéket, melyre az egyenlet szintén teljesiil. Nézziik

mindezt részletesen:
I. eset:

Legyen 3 paros, a paratlan egész szam. Az egyenletet dtalakitva a % = 3o + 1-
et kapjuk, mely azonban nem teljesiilhet, hiszen a bal oldal oszthaté 8-cal, viszont a
jobb oldal 8-as maradéka 4.

II. eset:

Legyen 3 paratlan, o paros egész szam. Az a = 27 helyettesités utan:

_ (BT (1
== () (57)
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A masodik tényezd [ paratlan volta miatt paratlan, valamint 3-mal sem oszthato,
hiszen egy paratlan szam négyzete 3-mal osztva vagy 0, vagy 1 maradékot adhat.

Ezért a fenti egyenlet atirhato a kovetkezd alakba:

()
T\ 2 )

Léteznek olyan r, s egész szamok, melyekre 32 — 1 = 24r* és % 4+ 1 = 2s*, ahonnan

kapjuk, hogy s* —12r* = 1. Az el6z6ekben latott indoklashoz hasonléan kapjuk, hogy

=) ()

Az 2 — 1 = 6t* és s> + 1 = 2w? egyenletekbdl kapjuk, hogy w* — 3t* = 1. A
B > 2 feltétel miatt s # 1, valamint ¢ # 0. Mivel « = 2v, v = rs és r = tw, igy

a = 2wst > t.

A 4.0.11. Feladat II. megoldasa:
Az egyenletet (mod 4) vizsgalva kapjuk, hogy z paros, valamint y paratlan egész
szam kell, hogy legyen. Koénnyen lathato az is, hogy (z,y) = 1. A Gauss-egészek

koérében az egyenlet bal oldala szorzatta alakithato, igy
(x+i)(z —i) =9°.

Belatjuk, hogy (z + i,z — i) = €, ahol € a Gauss-egészek korében egység. Ha ez nem
volna igaz, akkor létezne § Gauss-prim tgy, hogy d | x +i és § | x — i teljesiil. Innen
kapjuk, hogy ¢ | 2i, azaz § | 2. Mivel 2 = (—i) - (1 + 1)? a Gauss-egészek korében,
ahol 1 + ¢ Gauss-prim, ezért az allitas bizonyitasahoz elegend6 megmutatni, hogy

1+ i1 x+i. Ez viszont teljesiil, hiszen pl.

r+i  (x+0)(1—1) x+1+1—x .
= = .
141 2 2 2

A feltétel szerint x paros, igy vilagos, hogy a Gauss-egészek korében ez az oszthatosag
nem teljesiil, vagyis (x + i,z — 7) sziikségképpen egység. Mivel minden egység a
Gauss-egészek korében valamely egységnek a kdbe, valamint érvényes a szdmelmélet
alaptétele, igy léteznek u, v egész szamok tigy, hogy = + 7 = (u + vi)3. Innen kapjuk,
hogy

(4.4) r+i=u— 3uv? + (3uv — v?)i.
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A képzetes részeket Osszehasonlitva a 3u?v — v® = 1 egyenlet adodik. Mivel a bal
oldal oszthato v-vel, igy csak v = 1, vagy v = —1 lehetséges. Ezt visszahelyettesitve
csak a v = —1 esetben kapunk u-ra egész megoldast, v = 0. Ezt a (4.4) egyenlet-
be helyettesitve az x = 0 értéket kapjuk, mellyel valoban y = 1. Ezzel az allitast
igazoltuk.

4.0.13. Feladat. Az 22 4+ 1 = y" egyenletnek, ahol n > 2, az egész szamok kérében

n paritasdatol fiiggden csak a trividlis x =0 és y = +1 megolddsa.

Megoldas:

I. eset:

Legyen n paros, n = 2k alakd, ahol £ > 1. Ekkor kénnyen lathatoéan az x = 0,
y = 1 megoldas. Mivel az 22 + 1 = (y¥)? felirdsban két szomszédos négyzetszam
szerepel, ezért csak az x = 0, y* = £1 lehetséges, melybél valoban az x = 0 és y = £1
értékeket kapjuk.

I1. eset:

Ha n paratlan, akkor az allitast elegendd egy p > 3 prim kitevére belatni, hiszen
n\P
Osszetett n esetén, ha volna a trivialison kiviil mas megoldas, akkor az 22 +1 = (gﬁ)

atalakitds miatt prim kitevere is létezne nem-trivialis megoldas egész szamokban.

Tekintsiik az 22 + 1 = y? egyenletet, ahol p > 3 prim. Az el6zbek szerint x péros,
y pedig paratlan szam kell, hogy legyen. Indirekten tegyiik fol, hogy az egyenlet-
nek létezik nem-triviadlis megoldésa. Ekkor feltehetd, hogy = > 2, valamint y > 3.
Alakitsuk szorzattd az egyenletet a Gauss-egészek korében. Megjegyezziik, hogy a
tovabbiakban az egyszeriibb szamolas kedvéért attériink a szokasos (x + i)(x — 7)
felbontés helyett az (1 — xi)(1 + zi) felbontasra.

(1 —ai)(1+ i) =y

A 4.0.11. Feladat megoldasaban szerepl6khoz hasonloan belathato, hogy (1—xi, 14-xi)
egység. Mivel a Gauss-egészek korében minden egység maga is egy egység p-edik
hatvanya (p > 3 prim), valamint ebben a szamkorben is érvényes a szamelmélet

alaptétele, ezért léteznek olyan a,b egész szamok, melyekre 1 + zi = (a + bi)? és
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1 —ai=(a—bi)P. Az 1+ xi = (a + bi)P egyenlség jobb oldalat a binomialis tétel
segitségével kifejtve, valamint 6sszehasonlitva a két oldalon szereplé komplex szamok

valos részét, kapjuk, hogy

1=d? — (g)ap_sz + (Z)ap_4b4 — ek ( P 1)ab”_l.
p_

Mivel a jobb oldal oszthat6 a-val, ezért a | 1, vagyis a = +1. Ugyanakkor b paros,
hiszen ellenkezs esetben az egyenlet jobb oldaldn 2P~! darab paratlan szam Osszege
is paros volna. Ha b paros, akkor az egyenletet (mod 4) véve kapjuk, hogy a? = 1

(mod 4), melybdl csak az a = 1 lehetséges.

Az a =1 értéket az egyenletbe visszairva, majd atrendezés és egyszertsités

(b* # 0) utén a
(- Q-0+ )

Osszefiiggéshez jutunk. Azt fogjuk megmutatni, hogy az egyenletnek a bal oldala 2-
nek kisebb hatvanyaval oszthato, mint a jobb oldal. Legyen p — 1 = 2's alaki, ahol
s > 1 paratlan szam. Ekkor (g) 2-nek pontosan az [ — 1-edik hatvinyaval oszthato.

Az egyenlet jobb oldalan szerepld altalanos tag

plp—1)---(p—2m+1) pm2
(2m)! ’

ahol 2 < m < p%l. Az els6 tényez6 szamlalojaban szerepld 2m darab szorzotényezd
koziil a p—1-en kiviil m—1 darab oszthato 2-vel, és mivel b paros, igy a szamlalo 2-nek
legaldbb [ +m — 1+ 2m — 2-edik hatvanyaval oszthatd. Ismert, hogy n! minden prim-
tényezdje legfeljebb n — 1-edik hatvanyon szerepelhet a primtényezds felbontasban,
ezért az altalanos tag 2-nek legalabb [ +m —1+4+2m -2 - (2m —1) =1+ m — 2-
edik hatvanyaval oszthato. Mivel m > 2, ezért [ +m — 2 > [ — 1, vagyis az allitast
bebizonyitottuk.
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4.1. Egy nevezetes probléma speciilis esetének bizo-

nyitasa elemi modszerekkel

A 4.0.4. Feladatban megmutattuk, hogy az z* —5y* = —4 diofantikus egyenletnek
az egész szamok korében csak az x = +1 és y = +1 megoldasa. Ebben a fejezetben
az 1 —5y* = 1 egyenletet vizsgaljuk meg elemi modszerekkel, majd az itt bizonyitott
eredményeket felhasznalva egy, a Fibonacci-sorozattal kapcsolatos szép allitas egyik

részét igazoljuk.

Az ide vonatkozo szdmelméleti kérdéskornek a teljes lezarasa csak az elmult évek-
ben sziiletett meg. Nevezetesen, hogy a Fibonacci-sorozat elemei kézott csak a 0,1, 8,
és a 144 teljes hatvany. Ez a meglepé tétel, és annak kb. 50 oldalas bizonyitésa Y.
Burgeaud, M. Mignotte, S. Siksek eredménye. Ennek a tételnek egy specialis esetére,
hogy ti. a Fibonacci-sorozatban mik a négyzetszamok, is csak az 1950-es években
deriilt fény Ljunggren révén, majd a tételt t6le fiiggetleniil Cohn és Wyler is igazolta
1964-ben.

4.1.1. Tétel. (Ljunggren-Cohn-Wyler)
Ha n > 1, akkor a Fibonacci-sorozatban fi =1, fo =1, fio = 144 az dsszes négyzet-

szdm.

A célunk tehat az, hogy ennek a tételnek egy specidlis esetét bebizonyitsuk ele-
mi modszerekkel. A levezetés soran felhasznalunk néhany ismertebb Osszefiiggést,
ezek koziil most egyiket sem részletezziik, ezen allitasok teljes indukcidval altalaban

konnyen igazolhatok.

(4.6) (_1)n = 271 + fufa-1 — fs

Ha a 4.1.1. Tételbdl felhasznaljuk, hogy a paratlan indext Fibonacci-szamok kozott
csak n = 1 esetén kapunk négyzetszamot, akkor ebbsl — mint azt az alabbiakban latni
fogjuk — a paros indext eset méar elintézhets, magyaran szblva a paratlan indext eset

valamivel ,ergsebb”. A tovabbiakban a paros indext eset bizonyitaséval foglalkozunk.
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4.1.2. Allitas. A pdros indexd Fibonacci-szamok kézott csak az fo = 0, az fo = 1,

és az fio = 144 négyzetszamok.

Bizonyitas:
Vilagos, hogy fo = 0, fo = 1 és fi5 = 144 valéban négyzetszamok. A tovabbiakban
tegyiik fel, hogy n > 13. Ha 3t € N, hogy fo,, = t2, akkor tekintsiik a minimalis ilyen

n természetes szamot. (4.5)-bdl egyszeriien belathato, hogy Vn € N esetén

f2n = fs-&-l - f3_1 )
ekkor tehat ezzel a t-vel teljesiilnie kell, hogy

t2_ 2 _f2
- Jn+1 n—1"-

A bizonyitas folytatasahoz sziikségiink lesz egy lemmara.

4.1.3. Lemma. Han € N n > 2, akkor (fni1, fno1) = 1.

Bizonyitas:
Indirekt tegyiik fel, hogy (fni1,fn-1) = d > 1 lenne. Innen a Fibonacci-sorozat
fax1 = fu+ fno1 képzési szabalyabol kapjuk, hogy d | f,, vagyis d | (fn, fn-1) = 1.
Ebbél d = 1 adodik, ami ellentmond a feltevésiinknek.

Ekkor viszont sziikségképpen (¢, f,11) = 1 és (¢, fn,—1) = 1, hiszen ha példaul
(t, fat1) = s > 1 lenne, akkor t* = f2., — f2 ,-b6l s* | f2_,, végiil pedig s | fo_1
adodna. Amennyiben s | fn,11 és s | f,_1 egyszerre teljesiilne, azt kapnénk, hogy
S| (fus1, fuo1) = 1, ami ismét ellentmond az el6z6 lemmanak. Vagyis (¢, fri1, fuo1)
primitiv pitagoraszi szamharmas, azaz Ju, v pozitiv egészek, hogy u #Z v (mod 2),
u>wveés (u,v) = 1.

Két eset lehetséges:

I. eset:

fno1 = 2uv
t=u"—v

fop1 =1 + 07
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II1. eset:

fn1 = =07

t = 2uv

fogr = w0+ 0%

Az els6 esetbdl kapjuk, hogy f, = fui1 — fao1, vagyis

fo =1+ 0% —2uv = (u—v)>.

Ha itt n paros lenne, akkor ez n > 12 miatt ellentmondana a kiindulasi feltételnek,
hogy ti. 2n a minimalis index volt melyre fs5, négyzetszam. Ha n paratlan, akkor
hasznaljuk ki, hogy ez csak f; = 1 esetén teljesiilhet.
A masodik esetben azt kapjuk, hogy

fn = u? +U2 - <U2 —U2) = 2%

Hasznaljuk Cassini eredményét, vagyis az

fr% — fosifn1 = <_1)n71
formulat, melynek bizonyitasa pl. (4.6) alapjan kénnyen adoédik. Ekkor a méasodik

esetben 16vG Osszefiiggéseket beirva kapjuk, hogy
(20%)? — (u? — v} (u? +0?) = (=1)"!
qot — (ut —ovt) = (=1)"?
Svt —ut = (=1)" .

Ezt modulo 5 vizsgalva u* csak 0 vagy 1 maradékot adhat 5-tel osztva, igy az utolso

egyenlgségben csak —1 allhat a jobb oldalon. Ezt az egyenletet atalakitva:
ut —5(v?)? =1.

4.1.4. Megjegyzés. J.IL.E. Cohn: The Diophantine Equation z* — Dy? = 1 mun-
kajaban foglalkozik ilyen egyenletekkel ([3]). A szerz6 mélyebb matematikai appa-
ratus segitségével kimutatta, hogy a fenti egyenleteknek legfeljebb két pozitiv egész
megoldésa lehet, amelyek konnyen meghatarozhatok. Mint ahogyan azt korabban is
jeleztiik, ennek a probléménak egy specialis esetét szeretnénk elemi dton igazolni.
Ebb6l mar a 4.1.2. Allitas is kovetkezik. Természetesen az ,ismertebb” eredményekre

tovabbra is bizonyitas nélkiil fogunk hivatkozni, igy az alabbi lemmara is (1asd [10]).
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4.1.5. Lemma. Az z* + y* = 22 egyenlet nem oldhaté meg nulldtdl kiilonbozd

egészekben.

4.1.6. Allitas. Az 2*—5y* = 1 diofantikus eqyenletnek a pozitiv eqész szamok korében

csak az x = 3 és y = 2 megolddsa.

Bizonyitas:

Az egyenlet mindkét oldalat modulo 16 tekintve kapjuk, hogy = paratlan és y péros.
Ha x = 1, akkor y = 0, ezért a tovabbiakban tegyiik fel, hogy = > 1, illetve (z,y) = 1.
Az egyenletet szorzatta alakitva kapjuk, hogy

(% —1)(2* + 1) = 5y*.

Mivel y péros, ezért y = 2k alaki, melyet visszairva az egyenl&ségbe, valamint figye-

lembe véve a bal oldali tényez6k 4-gyel val6 lehetséges osztasi maradékait a

(x2 — 1) (x2 + 1) _ g
8 2

Osszefiiggést kapjuk. Mivel a bal oldalon szerepld tényezék mar relativ primek, ezért

pontosan az egyikiik lesz b-tel oszthato. Két esetet kell megvizsgalnunk:

2 =1\ [2*+1 _
40 2 '
Ekkor léteznie kell olyan u; és v relativ prim pozitiv egészeknek, melyekre
22 — 1 =40uj és 2° + 1 = 20} teljesiil. Ez utobbit atalakitva kapjuk, hogy

(5 (5 -

A primitiv pitagoraszi szAamharmasokat felhasznalva kapjuk, hogy léteznek kiillonb6z6

z2—1
4

I. eset:

paritast ry, s1, r; > $; pozitiv egészek, melyekre = 21151 (r? —s?). Ezt dsszevetve

a korabbiakkal az

r181 (r% — 32) = 5uf

egyenletet nyerjiikk. A bal oldalon szerepld tényezdk paronként relativ primek, ezért

két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy az 5 melyik tényezének osztoja.

I/a. eset:
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Ha alkalmas «q, 81, v, pozitiv egész szamokkal:

2 2 4
=81 =7

akkor ebbél az (5at)? = ~{+(5?)* egyenldséget kapjuk, melynek a 4.1.5. Lemma miatt
nincsen pozitiv egészekben megoldésa. (Teljesen hasonléan keriiliink ellentmondésba

a lemmaval abban az esetben, ha s; oszthato 5-tel.)
I/b. eset:
Ha pedig alkalmas as, 82, 72 pozitiv egész szamokkal:
= oy
851 = 53
i —s1=5%,
akkor ebbdl az
a3 = B3 = (05 — ) (0z + B2) = 57
egyenldséget kapjuk. Mivel az a3 + (35 nem oszthato 5-tel, ezért sziikségképpen ennek

a tényez6nek kellene teljes negyedik hatvanynak lennie, ami a 4.1.5. Lemma miatt

lehetetlen ao, [Bs pozitiv egészekkel.

2 =1\ [2*+1 _
8 10 ’

akkor alkalmas ug, ve pozitiv egész szamokkal 22 — 1 = 8uj és 22 + 1 = 1003.

II1. eset:
Ha

Itt is két esetet kell megvizsgalnunk aszerint, hogy = — 1 és x 4 1 koziil melyik

lesz 4-gyel is oszthato.
IT/a. eset:

Ha %1 . xT“ = uj, akkor alkalmas as, B3 pozitiv egészekkel

r—1=4a;

z+1=20;.
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A két egyenletet egymashol kivonva kapjuk, hogy 5 = 204 + 1. Ekvivalens atalaki-
téssal ebbdl az
(a3)" + B3 = (a3 +1)*

egyenlGséget kapjuk, melynek a 4.1.5. Lemma miatt nincsen megoldisa a pozitiv

egész szamok korében.
II/b. eset:

Ha 21 . 2 — 3 akkor alkalmas ay, B4 pozitiv egészekkel

2 4
r—1=2a]
r+1=4p].

A két egyenletet egymasbol kivonva kapjuk, hogy o = 23§ — 1. Ekvivalens atalaki-

tassal ebbdl az
(B! —ag = (81 — 1)

egyenlGséget kapjuk, melynek a 4.1.5. Lemma miatt nincsen megoldasa a pozitiv egész
szamok korében, ha 8, # 1. Ha 84 = 1, akkor z = 3, majd az eredeti egyenlethdl y = 2
adodik egyetlen pozitiv megoldaskeént. Ezzel a 4.1.6. Allitas bizonyitasat befejeztiik.
Ebbél azonnal adédik a 4.1.2. Allitas is, hiszen az

ut — 5w =1
egyenlet egyetlen pozitiv egész megoldasa az el6bbiek szerint ©w = 3 és v = 2. Innen
fopp=ut+1* =13 <= n=6.

Ekkor tehat fi, = 144.

51



5. fejezet

Versenyfeladatok szakkori

feldolgozasa

5.1. Sokszintliség a modszerekben, feladatvariaciok, al-

talanositasok

5.1.1. Feladat. (Matematika Tanitdsa 2010, 5. szdm)
Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 egész szdm esetén léteznek olyan x,y,z pozitiv

egész szamok, amelyekre 13 + y3 + 23 = 3ayz + 2",

I. megoldas:
Az egyenletet atrendezve kapjuk, hogy 23 + 3 + 23 — 3zyz = 2" Itt hasznéljuk
fel, hogy az egyenlet bal oldala szorzatta alakithato. Ennek megmutatésa céljabol

tekintsiik az alabbi egyenlGséget:
23+ 4+ 22— 3ayz = 0.

Ezt az egyenletet tekinthetjiik x-ben harmadfokta egyenletnek is.
Az (u +v)? — 3uv(u + v) — (u® + v3) = 0 azonossig alapjan, ha sikeriilne az u, v

értékeket gy megvalasztani, hogy —3uv = —3yz és —(u® + v®) = y> + 23 legyen,

akkor x = u 4+ v megoldéasa lenne az egyenletnek. Konnyen lathato, hogy az u = —y,
v = —z egy megfelel§ valasztas, igy az egyenletnek gyoke az v = —y — 2. Ezzel
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belattuk, hogy az 23 + y® + 23 — 3xyz-bol kiemelhets az o + y + 2. Innen példaul a
polinomosztasi algoritmus segitségével talalhatjuk meg a kivant szorzat alakban valo

felirast, ami
(5.1) Pyt 2 By =(rdy+ )@ty 2~y — 22— y2).

Megjegyezziik, hogy a kivant szorzatta alakitas a Newton-Girard formuldk segitségeé-

vel is megkaphato.

A megoldando6 egyenlet tehat a kovetkezd:
(x+y+2)@*+y*+22—ay — 2z —yz) =2".
Probaljunk olyan megoldast talalni, melyben pl. y = z. FEzt behelyettesitve:
(z +2y)(x —y)? =2".

Amennyiben n péros, gy legyen x = y + 1. Ezt beirva kapjuk, hogy 3y + 1 = 27,
ahonnan y = % Lathato, hogy ez megoldhat6 pozitiv egészekben, mert ha n > 2
paros, akkor 2" — 1 oszthaté 3-mal. Ha n = 2k + 1 alaka paratlan szam, agy legyen
y = = + 1. Ezt beirva 3z 4+ 2 = 22! Innen z = %k_l) Ez az elébbiek szerint

szintén pozitiv egész szamot szolgaltat z-re, igy a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

II. megoldas:
Az &llitast teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha léteznek n-re megfelel§ z,y, 2z > 0 egé-
szek, akkor n+ 3 esetén is 1éteznek. Tegyiik fel, hogy n > 2 esetén x, y, z olyan pozitiv
egészek, melyekre 22 + 93 + 23 = 2" 4 3zyz. Ekkor n + 3 esetén 2x, 2y, 22 megfeleld,
hiszen

(20) + (29)° + (22)7 = 27 + 3(20)(2y) (22) .

Igy elegends belatni, hogy n = 2, n = 3 és n = 4 esetén létezik megoldas a pozitiv
egészek korében. Az n = 2 esetben ©z = y = 1, z = 2 megfelels, ha n = 3, akkor
r=y=23,2z=2 mign=4esetén xr =y = 5, z = 6 megoldisa az egyenletnek.

ITI. megoldas (altalanositas):

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy p # 3 primszam esetén, n > 2-re léteznek olyan

pozitiv x, y, z egész szamok, melyekre
23+ 4 22 = p" + 3ayz.
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Megmutatjuk tovabbéa, hogy az egyenletnek p = 3 esetén csak az n > 3 feltétel mellett
létezik megoldasa pozitiv egész x,y, 2z szamokban. Alakitsuk at az egyenlGséget az 1.

megoldasban latott azonossag segitségével.

n

(x+y+2)(@®+y° + 22—y —yz —xz) = p".

Ha p = 3, akkor tekintsiik az alabbi helyettesitéseket, ahol u > 1 egész:
r=u—1,y=u, z=u+ 1. Az egyenlet ezt behelyettesitve a kiovetkezs alakot olti:

ou=3" = y=3""2 n>3.

Ekkor tehat z = 3772 — 1, y = 3" 2, 2 = 3" 2 + 1 megoldasa lesz az egyenletiinknek.
Ha p = 3, n = 2, akkor az egyenletnek nem létezik megoldasa a pozitiv egész szamok

korében. Nyilvanvalo, hogy ellenkez6 esetben az
(r+y+2)@*+y+ 22—y —yz—a2)=9

egyenletnek mindkét tényezGje pozitiv egész kell, hogy legyen (kénnyen belathato,
hogy a méasodik tényez6 © = y = z esetén 0, egyébként pozitiv), ezért csak azt az

esetet kell vizsgalnunk, melyben

r+y+z=9
Py -y —yz—az=1.

A masodik egyenletet atalakitva, majd behelyettesitve az elsé egyenletet, kapjuk az
alabbit

(x+y+2)?*—3xy —3z2—3yz=1 = 3wy +3yz + 3zz = 80.

Itt a bal oldal oszthat6é 3-mal, mig a az egyenlet jobb oldala nem, tehat ebben az eset-
ben az egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv egész szamok kérében. A tovabbiakban

tegylik fel, hogy p > 3 primszam, valamint n > 2 egész. A kiindulasi

n

(T4+y+2) @+ + 22 —ay—yz—az)=p
egyenletben probaljunk olyan megoldast talalni, melyben pl. y = z teljesiil. Ekkor

(z +2y)(z —y)* =p".
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Amennyiben p = 3k + 1 alakt primszam, tgy legyen y = = — 1, ezzel azt kapjuk,
hogy 3x — 2 = p", ez pedig megoldhatd x-ben, hiszen x = ’%
tétel miatt biztosan egész szam. Ha p = 3k — 1 alak primszam és n > 2 paratlan

pl. a binomi4lis

szam, akkor legyen y = = 4 1. Ekkor 3z + 2 = p", ami a megadott feltételek szerint
ismét megoldhato pozitiv egész x-ben. Végiil, ha p = 3k — 1 alaka prim és n péros,
ugy legyen ismét y = x — 1, mert ekkor a 3z — 2 = p" egyenlet lesz megoldhato a

feltételeinknek megfelelGen.

IV. megoldas (altalanositas):

Azt fogjuk megmutatni, hogy altalaban az x3 + 3 + 2® — 3zyz = ¢ egyenletnek, ahol
c € Z, akkor és csak akkor létezik egész megoldasa, ha (¢,3) = 1, vagy 9 | c. A sziik-
ségességher tegyiik fel, hogy az egyenletnek létezik x,y, 2 egészekbdl all6 megoldasa,
majd vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalan szerepls valtozok 3-as maradékat. Ehhez
tekintsiik az alabbi tablazatot. Szimmetria okok miatt elegendd a tablazatban sze-

replé esetekkel foglalkozni. Barmely eset bizonyitasa torténhet pl. a binomialis tétel

segitségével.
01010 9%k
00 | 1 [3k+1
0|0 |-1]3k-1
0|1 1 |3k—-1
0 |—1|—-1[3k+1
01 ]-1 9k
1 1 1 9k
1 1 | —-1]3k+1
1 | -1]-1|3-1
-1 -1] -1 9k

Jol lathato, hogy amennyiben léteznek x,y, z egész szamok, melyekre az egyenl&ség
teljesiil, (¢,3) =1, vagy 9 | c.
Az elégségesség bizonyitasa az el6z6ekhez hasonléan torténhet. Tegyiik fel, hogy

(c,3) =1, vagy 9 | c teljesiil. Irjuk fel a diofantikus egyenletet
(r+y+2)@*+yP+22—ay—yz—a2)=c

alakban. Az y = z helyettesités utan kapjuk, hogy (z+2y)(z—y)> = c. Hac = 3k+1
alaku, akkor koveteljiik meg még azt is, hogy x — y = 1 legyen. Ekkor 3y + 1 = ¢,
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vagyis y = <L, Ha ¢ = 3k — 1 alaku, akkor az  — y = —1-et irjuk el, ahonnan a

=
3y —1 = ¢ majd az y = <t

legyen x =y — 1, z = y + 1. Ezt beirva az egyenletbe a 9y = c-t kapjuk, vagyis az

megoldast kapjuk. Végiil, ha c oszthaté 9-cel, akkor

egyenlet ebben az esetben is megoldhato az x, vy, z egészekben.

5.1.2. Megjegyzés. A diofantikus egyenletek tanitdsa sordn érdemes megvizsgalni
az " + y" + 2" = nayz (ahol z,y,z € N és n > 1 egész) egyenletet, illetve ennek
az egyenletnek kiilonféle variansait. Az n = 1, 2, 3, 4 specialis esetek vizsgélata soran
szamos modszert, Otletet sajatithatnak el a tanulok, melyet aztan sikerrel alkalmaz-

hatnak hasonld feladatszituacidokban.

5.1.3. Feladat. Oldjuk meg az x +y + z = xyz diofantikus egyenletet a természetes

szdmok halmazdn!

Megoldas:

Ha zyz = 0, akkor nyilvan x = y = z = 0. Ha egyik valtoz6 sem 0, akkor szimmetria
okok miatt feltehetd, hogy 0 < x <y < z. Ekkor xyz < 3z, ahonnan zy < 3. Innen
a lehetséges esetek kiprobalasaval az x = 1, y = 2, z = 3 értékek adodnak megoldas-
ként. (A valtozok felcserélésével kapott szamharmasokat nem tekintjiik lényegesen

kiil6nb6z6 megoldasoknak.)

5.1.4. Feladat. Oldjuk meg az 22 + y? + 2% = 2xyz diofantikus egyenletet a termé-

szetes szamok halmazdan!

I. megoldas:

Ha xyz = 0, akkor nyilvan © = y = z = 0. Ha egyik valtoz6 sem 0, akkor tegyiik fel,
hogy léteznek olyan x,y, z egész szamok, melyekre az egyenlGség teljesiil. Az z,y, z
szamok mindegyike nem lehet paratlan, hiszen ekkor a bal oldalon egy paratlan szam
all, mig a jobb oldalon paros. Nem lehet a szamok kozott egy paratlan, valamint
két paros, az el6z6 okok miatt. Nem lehet azonban két paratlan és egy péaros sem,
hiszen ekkor az egyenlet bal oldala 4-gyel osztva 2 maradékot ad, a jobb oldal pedig
0 maradékot. Az egyenlet tehat csak abban az esetben teljesiilhet, ha minden valtozo
értéke paros. Legyen alkalmas x1, y1, 21 0-t6l kiilonb6z6 egész szamokkal © = 2z,

y = 2y1, valamint z = 2z;. Az egyenletbe behelyettesitve az

T3+ yi + 21 = dnym
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egyenletet kapjuk. Az el6z6ek mintajara megmutathatd, hogy az xy, y1, 21 egészek
valamennyien paros szamok. Ezt folytatva viszont az xp,yx, 2x egész szamok egy

végtelen sorozatat kapjuk, melyre pl.
|z| > |x1] > |@o| > -+ > |oi] > ...

Ez viszont ellentmondas, hiszen |z;| > 0 kellene, hogy legyen minden pozitiv egész i-
re. Pozitiv egész szdmoknak nem létezik végtelen sok elembdl 4ll6 szigoriian monoton

csokkend sorozata.

II. megoldas:

Az el6z6 megoldés szerint z,y, 2 valamennyien paros szamok, ezért

T =22,y =2%y, 2 =2 2. Az x1,y1, 2 szamok itt mar valamennyien
paratlanok. Az egyenletben x,y, z szerepe szimmetrikus, ezért feltehets, hogy

1 <a<p <7 A fenti kifejezéseket az egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

92 [l,% 4+ 928-2a y% + 9212, zﬂ — gatB+y+l | L1121 -

Ha o = B = 7, akkor az egyenlet bal oldala 22*-nal oszthato, mig a jobb oldal 232+1-
gyel. Ha o = 8 < 7, akkor az egyenlet bal oldala 2-nek pontosan a 2a + 1-edik
hatvanyaval lesz oszthatd, mig a jobb oldal 2a0 + v + 1-gyel.

Ha a < 8 = ~, akkor az el6z6h6éz hasonldéan hozhato ki az ellentmondés, mig
abban az esetben, ha a < 8 < 7, akkor a bal oldal ismét csak 22*-nal lesz oszthato,
ami kisebb, mint o + 3 + v + 1.

III. megoldas:

A korabbi megoldasok értelmében ismét elegendé a megoldhatatlansagot igazolni
pozitiv egészek esetén. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy

0 <z <y<zés 2z < xy, ugyanis ha pl. x,y,z és z > xy esetén teljesiilne az
22 + y? + 2% = 2zyz egyenlbség, akkor z > 2zy — » miatt 2’ = 2zy — z valasztéssal

x,y, 7 esetén is teljesiilne, hiszen
22?42 = 24y ey —2)? = 2Pyt 2 —day e +4aty? = 2ay(2uy—2) = 2ay2 .

Ha az igy kapott Gj szdmok koziil még mindig van olyan, amelyik nagyobb, mint a

masik kettd szorzata, akkor ismételjik meg az eljarast. (Legfeljebb véges sok 1épés
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utan az eljardsunk befejezddik.) Az z2 + y? + (vy — 2)? = x%y? Osszefiiggésbdl az
22 +y%+(zy—y)? > 2%y? becslést kapjuk. Ezt kibontva, valamint 2 < y-t felhasznalva
a 2xy? < 3y? egyenlStlenséget nyerjiik, ahonnan x < 1. Pozitiv egész megoldast csak
x = 1 esetén kapnank, ekkor viszont 1 + y? + 22 = 2yz adodik, ami ekvivalens az

1+ (y — 2)? = 0 egyenlettel, mely megoldhatatlan a valos szamok korében.

5.1.5. Megjegyzés. Az 5.1.3. Feladat példaja mutatja, hogy bizonyos diofantikus
egyenletek jol kezelhetSk a valtozokra tett becslések segitségével. Erdemes a tanulok
figyelmét felhivni arra, hogy az ilyen jellegli becslések hatékony alkalmazésa altalé-
ban fiigg az alaphalmaztol. A probléméat altaldnosithatjuk n valtozora is, valamint
megvizsgalhatjuk harom valtozo esetén gy, hogy a megoldasokat az egész szamok
korében keressiik. Az 5.1.4. Feladat esetében elGszor tulajdonképpen a végtelen le-
szallas modszerének egy variansat hasznaltuk, ez a fajta okoskodas egyaltalan nem
magatol értet6dd a tanuloknak, ezért érdemes szerepeltetni. Kozépiskolas versenye-
ken altaldban normdl gimnaziumi osztilyban ez a tipus kevésbé fordul els, helyette
inkabb a teljes indukcioval talalkozhatnak a didkok. A feladat mésodik megoldasa is
egy gyakorta alkalmazott fogéis, nevezetesen, hogy egy egész szambol valasszuk le a
legnagyobb kettShatvany osztdjat. A példa egyébként konnyen altalanosithato, egy
ilyen altaldnositast olvashatunk Jaglom-Sklarszkij-Csencov: Vélogatott feladatok és
tételek az elemi matematika korébdl I. cimd konyvében. A 1II. megoldasban szerepld

otlet segitségével belathato, hogy az
(5.2) o? + oy + 2 = kayz

diofantikus egyenletnek csak k = 1 és k = 3 esetén létezik pozitiv egészekbdl allo

megoldésa.

5.1.6. Feladat. Oldjuk meg az x® + y> + 2% = 3wyz diofantikus egyenletet a termé-

szetes szamok halmazdn!

Megoldas:
A megoldas kulcsa az (5.1) szorzatta alakitas. Kapjuk, hogy

vyt = Bayr = vty + o)ty 2 ey -2z —y2) =0,

Az x =y = z = 0 nyilvan megoldés, ha pedig valamelyik valtozé nullatol kiillonbozs,

akkor csak a méasodik tényez6 adhat nullat. Az 22412 +2%2—2y—22—yz = 0 egyenletet
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2-vel szorozva teljes négyzeteket alakithatunk ki. Ekkor (x—y)?*+(y—2)?+(z—z)? = 0,
ennek pedig csak az x = y = 2 esetén van megoldasa. Az egyenlet Osszes megoldasa

igy x =y = 2z, ahol z,y,z € N.

5.1.7. Megjegyzés. Az 5.1.6. Feladat megoldasa 1ényegében valtoztatas nélkiil el-
mondhatoé lett volna akkor is, ha az egyenletet a pozitiv valos szdmok korében lévonek
tekintjiikk. A didkok nem csak versenyeken, de még tanoran is konnyen talalkozhat-
nak olyan egyenlettel, mely a valos szamkdrben, tobb valtozdval van kittizve. Ezek a
feladatok sokszor vezetnek a négyzetosszeg egyenls 0 alakra, vagy bizonyithat6, hogy
az egyenlGség két oldalan szerepls kifejezések csak jol meghatarozhato esetekben le-
hetnek egyenl6k. A levezetés soran hasznalt szorzatta alakitas is egy kedvelt triikk a

versenyeken, mely legtobbszor nem direktben, hanem ,elbujtatva” jelenik meg.

5.1.8. Feladat. Oldjuk meg az x* + y* + 2* = 4ayz diofantikus egyenletet a termé-

szetes szamok halmazdn!

Megoldas:
Itt is becslést fogunk alkalmazni, de mas jellegtit, mint az 5.1.3. Feladat kapcsan. A
szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenséghdl kapjuk, hogy

) 4 4 4 4
atytA < % = Sy,

mely ekvivalens az xyz < g—‘; egyenlGtlenséggel. Ha xyz = 0, akkor nyilvan csak az
r =y = z = 0 megoldas. Ha zyz # 0, akkor az fentiek miatt csak az (1,1,1), (2,1,1)

szamharmasok johetnének szoba, de ezek nem megoldésai az egyenletnek.

5.1.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy létezik végtelen sok x,y pozitiv egész szam gy,
hogy x | y* + 1, valamint y | 2% + 1.

Megoldas:

A feladat allitasanal valamivel tobbet bizonyitunk be. A feltétel ekvivalens a kovet-
kez6vel: z | 22 +y* + 1, és y | 2* + y* + 1. Mivel (z,y) = 1, ezért zy | 22 + y* + 1,
azaz alkalmas z pozitiv egész szamra z2 + y* + 1 = xyz. Megmutatjuk, hogy ennek
az egyenletnek csak z = 3 esetén van megoldasa a pozitiv egész szamok korében, és

ekkor végtelen sok megoldés létezik. Ha z # 3, akkor x # y, hiszen z = y esetén
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222 + 1 = 2%z, vagyis 2#%(2 — 2) = 1, mely csak 2z = 3 esetén teljesiilhet. Tegyiik fel
tehat, hogy pl. x > y és alakitsuk 4t az egyenlGséget:

Pyt —ayz+1 = (r—y2)’+ayz— v+ + 1 = (yz—2)*+y* — (yz—2)yz+1=0.

Ez utobbi atalakitas azt mutatja, hogy ha az (z,y,z) megoldasa az egyenletnek,
akkor az (yz — x,y, z) is megoldas lesz. Ha belatjuk, hogy 0 < yz — z < x, akkor
a végtelen leszéallas modszerével adodik, hogy nem létezhet megoldés a pozitiv egész

szamok korében. Ez pedig valoban igy van, hiszen
ryz >+t >t > 0= 2(yz —2) >0,
valamint
ryz =2+ +1 <20 +1 = zyz < 22° = yz < 2z.

Itt yz = 22 nem lehetséges, mert ebbél behelyettesités utan az y?+1 = 22 egyenlethez
jutunk, melynek nincs a feltételeket kielégité megoldasa. Ezzel belattuk, hogy ha
létezik megoldas a pozitiv egész szamok korében, akkor z = 3.

Vizsgéaljuk most a 2% + > + 1 = 3xy egyenletet. Az el6z6 atalakitast véve itt az
adodik, hogy ha (x,y) megoldas, akkor (%) (3y —x,y) is megoldas lesz, de az egyenlet
szimmetrikus, ezért (y, 3y—x) is megoldasa az egyenletnek. Az (1, 1) par megoldas, az
eléz6ek szerint az (1,2), (2,5) stb. is megoldés lesz. (A rekurziot folytatva lathatoan
Fibonacci-szamok jelennek meg.) Valoban, (f,-1, fonty1) (n > 1) pontosan akkor

megoldasa az 22 + y? + 1 = 3xy egyenletnek, ha

f22n—1 + f22n+1 +1= 3f2n—1f2n+1

teljesiil. Az egyenlGségbdl ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy

(fons1 — fan1)” = fontifon1 — 1

f22n = (f?n + f2n—1) f2n—1 -1
f22n = f2nf2n—1 + f22n—1 —1.
Ez utébbi pedig (4.6)-bdl kovetkezik n helyén 2n-nel.

5.1.10. Megjegyzés. Az el6z6 feladatban szerepld (x) transzformaci6é talan nem
magatol értet6ds, igy mindenképpen hasznos lehet, ha a tanulokkal megbeszéljiik,

hogyan kereshetnek onalloan alkalmas helyettesitést.
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Legyen (z,y) egy megoldasa az x* — 3zy + y? = —1 egyenletnek, és legyen
X =axr + by, Y = cx + dy, ahol a,b,c és d a késGbbiekben alkalmasan valasztott

egész szamok. Ekkor (X, Y') pontosan akkor lesz megoldas, ha
(az + by)? — 3(ax + by)(cx + dy) + (cx + dy)* = —1
teljesiil, melybdl kibontas és kiemelés utan kapjuk, hogy
(a* — 3ac + )z + (b* — 3bd + d*)y* + (2ab + 2cd — 3ad — 3bc)wy = —1.
Ha itt a, b, c és d értékét sikeriil igy megvalasztanunk, hogy

a® —3ac+ 2 =1
W —3bd+d* =1
2ab + 2¢d — 3ad — 3bc = —3

legyen, akkor X? — 3XY + Y? = —1 valoban teljesiil. Egy ilyen vélasztés lehet pl.
a=3,b=-1,c=16d=0.Igy X =3z —yés Y =uz.

Amennyiben korabban beszéltiink masodrend rekurziokrol, gy szerencsés eset-
ben a didkok maguk is sikerrel irhatjék fel a rekurzios osszefiiggést, melyet megoldva

egy mas Uton juthatunk el a Fibonacci-szamokhoz.
Legyen x1 =1 és y; = 1, valamint n > 1 esetén z,11 = 32, — Yn €S Yps1 = Tp.

Innen az z,41 = 3z, — x,—1 (n > 2) rekurzios Osszefiiggést kapjuk, melynek a

3+v5
2

3+v5) 3-v5)
T, =« < 5 ) + 05 ( 5 > :
A képletet a rekurzios Osszefiiggés szerint kiszamitott elemekkel Osszevetve, és az

egyenletrendszert megoldva az o = \f\/—; és 0 = ‘f\;%l értékek adodnak. Ezt visszairva

karakterisztikus egyenlete w? — 3w + 1. Ennek gyokei , vagyis alkalmas « és [

valés szamokkal
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kapjuk, hogy

+V5
2

_ V51
T, = NG

\/5—1<

3+5 ”+¢5+1 3-v5)
2v/5 2 B
1+\/5>2n+\/5+1<1—¢5>2n

2

- 1 1 n \/S 2n—1 1 \/g 2n—1 -
= ﬁ 9 - 2 - f2n71 .

Természetesen vy, is Fibonacci-szam lesz, hiszen vy, = x,_1 = fon_3.

2 2 2

Sl

Az, hogy az 2? — 3zy + y> = —1 diofantikus egyenletnek végtelen sok pozitiv
egész megoldasa van, egy egészen mas megkozelitésben is targyalhato. Ehhez az ere-
deti egyenl&séget szorozzuk meg 4-gyel, és alkalmazzunk teljes négyzetté alakitast az
egyenlet bal oldalan. Kapjuk, hogy (2z — 3y)? —5y* = —4. Igy egy Pell-egyenlet ado-
dik, melynek végtelen sok pozitiv egész megoldasat fel tudjuk irni a mér korabban 14-
tott modszer segitségével. Ha a (2—+/5)(24++/5) = —1 egyenldséget n-edik hatvanyra
emeljiik, ahol n > 0 paratlan egész szam, elvégezve a hatvanyozast majd Gsszevonva
a tisztan raciondlis és irraciondlis tagokat, egy (a, — v/5by,)(an + v/5b,) = —1 alaka
osszefiiggéshez jutunk. Ha ezt az egyenléséget megszorozzuk a (3 ++/5)(3 —/5) = 4

felbontassal, akkor
(30w + 5 — (an + 35)V5) (30, + 5b + (@ + 3b,)V/5) = —4.

Ez pedig azt jelenti, hogy 2z — 3y = 3a,, + 5b,, és y = a,, + 3b,,, ezekbdl kapjuk, hogy
(x,y) = (3an + Tby,, a, + 3b,) megoldasa lesz az eredeti egyenletnek.

5.1.11. Feladat. (Arany Ddniel Matematikaverseny 2005)

Hatdrozzuk meg azokat az egész szamokbdl d@llo (x,y) szdmpdrokat, melyek kielé-
gitik a kévetkezd egyenletet
(x+2)* —at =9°.

I. megoldas:

Az egyenlet bal oldala szorzatta alakithato:
8(x + 1) (2 + 22 +2) =9,
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Az y = 2Y jeloléssel kapjuk, hogy
(5.3) (z+1) [(z+1)*+1] =Y7.

Az x = —1 és y = 0 nyilvan megoldés, illetve a bal oldalon szerepld tényezdk relativ

primek, ezért alkalmas u, v relativ prim egészekkel

r+1=1u
(z+1)2+1=1%

Ebbél az ub + 1 = v3 egyenldség adodik, mely csak az u = 0 és v = 1 esetén teljesiil.

Ezekbdl pedig a mar korabban megtaldlt x = —1 és y = 0 megoldas adodik.

IT. megoldas:

Az (5.3)-ban legyen X = z + 1. Megmutatjuk, hogy az X® + X = Y3 egyenletnek
X =Y = 0 az egyetlen egész megoldasa. Ha X > 0, akkor az X3 < X3+ X < (X+1)3
egyenlGtlenség is teljesiilne, ami lehetetlen, mert akkor Y3 két szomszédos kibszam
kozé esne. Vegyiik észre, hogy ha (X,Y) teljesiti az egyenlGséget, ugy (—X,—Y)
is gyoke lesz az egyenletnek. Ebbdl kovetkezik, hogy olyan (X,Y’) megoldas sem
létezhet, ahol X < 0. Az X = 0 esetben adddnak az els6 megoldésban kapott értékek.

ITI. megoldas:
A feladat egy lehetséges altalanositasaként oldjuk meg az alabbi feladatot.

5.1.12. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantikus egyenletet, ahol x,y € Z, x >y,
r =y (mod 2), illetve (x,y) =1, vagy (z,y) = 2.

Megoldas:
Az egyenlet bal oldalat alakitsuk szorzatta felhasznélva, hogy = és y azonos parita-
stak. , ,
rT—Yy T+Y r—Yy T+y 3
. . + =7°.
2 2 2 2
Az egyszeriiség kedvéért legyen a = 22¥ ¢s b = £H¥.

63



I. eset:

Ha (z,y) = 1, akkor (a,b) = 1 is teljesiil, vagyis alkalmas «, 3 és v egész szamokkal

a=a’
b= 3
a4+ b =",

Az utols6 egyenlethdl kapjuk, hogy o® + 3% = ~3, melynek a Fermat-sejtés 3-as
kitevére vonatkoz6 esete miatt csak o = 0, vagy 8 = 0 esetén van egész megoldasa.
Az x > y feltétel miatt csak S = 0 lehetséges, melybdl z + y = 0 adodik. Mivel

(z,y) = 1, ezért ebben az esetben az x = 1 és y = —1 értékek adnak megoldast.
I1. eset:

Ha (z,y) = 2, akkor legyen x = 2m és y = 2n, ahol m > n és (m,n) = 1. Ekkor

az

(m —n)(m+n) [(m—n)*+ (m+n)?] =2Z°

felirasban m és n nem lehetnek kiilonb6z4 paritasiak, mert akkor a bal oldal 4-es
maradéka 2 lenne, mig egy kobszam nem adhat 4-gyel osztva 2 maradékot. Ha m és

n paratlanok, akkor

m-—-n m-+n m—n\> m—+n 2 53
. : + =7".
2 2 2 2
Az el6z6ekben latott modon kapjuk meg ebben az esetben az x = 2 és y = —2

értékeket.

5.1.13. Megjegyzés. Ha az x és y valtozokra nem irunk el§ feltételt, akkor konnyen
talalhatunk végtelen sok nem-trividlis egész megoldast. Behelyettesitéssel ellendriz-

hets, hogy

r=n(n*—1)>

minden n € Z esetén megoldés.
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5.1.14. Feladat. (OKTV 2004)

Adja meg az dsszes olyan n természetes szamot, amelyre a 3" + 63 kifejezés értéke

négyzetszam!

Megoldas:

Azonnal latszik, hogy n = 0 megoldas, n = 1 pedig nem. A tovabbiakban tegyiik fel,
hogy n > 2. Ha létezne olyan x egész szam, melyre 3" + 63 = 22, akkor a feltétel
miatt 32 + 7-nek is négyzetszamnak kell lennie. Ez csak akkor teljesiilhet, ha a
kitev$ paros, mert ellenkezs esetben (mod 4) azt kapnank, hogy egy négyzetszam 2

maradékot ad, ami lehetetlen. Ha n — 2 paros, akkor

(3”7‘2—35) - (3; +a:) — 7.

A lehetséges felbontasokat megvizsgalva, majd a bal oldalon szereplé tényezdket
osszeadva kapjuk, hogy 2 - 3" = 6, melybdl n = 4 adodik egy djabb megoldas-
ként.

5.1.15. Megjegyzés. Ha a bal oldalon ¢ = 63 helyett mast konstanst irunk, akkor
a Mordell-egyenletekhez hasonldéan egészen valtozatos nehézségti problémakkal talal-
kozhatunk. A tovabbiakban két ilyen konstanst vizsgalunk részletesebben, a ¢ = —1

és ¢ = —2 esetet.

A ¢ = —1 esetben rogtén altalanosithatjuk is a problémat.

5.1.16. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantikus egyenletet, ahol x,n > 0 és k > 1
eqész szamok.

3" —1=2".

Megoldas:
Feltehets, hogy n > 2, mert n = 1 nem ad megoldéast. Mindkét oldalt (mod 3)
vizsgalva lathato, hogy k-nak paratlannak kell lennie, ezért a tovabbiakban legyen

k > 3. Az egyenletet adtrendezve és szorzatta alakitva kapjuk, hogy

'=(z+1) (" =P+ 1)
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A jobb oldalon szereplé tényezék 3-hatvanyok, és x > 2 miatt a méasodik nagyobb
az elsénél, vagyis az elsé tényezs osztdja lesz a mésodiknak. Alakitsuk a4t a masodik

tényezdbt:
gt R el =@ ) - @R D)+ = () R

Kapjuk, hogy = + 1 | k, vagyis 3 | k. Ha k = 3m, akkor az eredeti egyenlet atirhato
a kovetkezd alakra:
=g 4l ="’ +1=X3+1.

Az el6z6 gondolatmenetet megismételve kapjuk, hogy X +1 = 3!, ahol [ > 1. Ezt
az eredeti egyenlGségbe helyettesitve a 37 = 33 — 3%+ 4 3141 Gsszefiiggds adodik.
Figyelembe véve nagysagrendi megfontolasokat, kapjuk, hogy ha [ > 1, akkor

33l71 < 33l . 32l+1 4 3l+1 < 33l )

Az eredeti egyenletnek ezért csak [ = 1 esetén lehet megoldasa, ami valoban megfeleld,

hiszen ekkor x =2, n =2 és k = 3.

5.1.17. Feladat. Adjuk meg az dsszes olyan n természetes szdmot, amelyre a 3" — 2

kifejezés értéke négyzetszam!

I. megoldas:
Az n =1 é n = 3 megoldas. Megmutatjuk, hogy méas megoldés nincs. A tovab-
biakban feltehets, hogy n > 5 paratlan szam, mert paros kitev§ esetén (mod 4)
ellentmondésra jutnank. Ha n = 2k + 1, akkor a 3%%*! — 2 = 22 egyenldséget atren-
dezve az

2 -3 (3" = =2

egyenlet adodik. A szamolést itt nem részletezve megmutathato, hogy az

x? — 3y? = —2 egyenlet Osszes megoldasat megkaphatjuk tgy, hogy (a szokasos szor-
zatalakban felirt) egy megoldast végigszorzunk az x? — 3y?> = 1 megoldasaival. Ez
utobbi megoldésai felirhatoak az alapmegoldashol rekurzio segitségével is, mely azt
jelenti, hogy a Pell-egyenletiinkben szerepl6 y valtozora is kaphatunk rekurzios 6ssze-
fiiggést; y1 = 1, yo = 3 €S Ynyo = 4Ynt1 — Yn- Azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k > 2,
akkor y nem lehet 3-hatvany.
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Készitsiink (mod 9) és (mod 17) maradéktablazatot!

n 12345678 9101112
Yo (mod9) 13250476 8 8 6 7
Yo, (mod 17)131170106 14161614 6

n 131415 16 17 18 19 20
Yo (mod9) 4 052 31 1 3
yn (mod 17)10 0 7113 1 1 3

A tablazatbol kiolvashato, hogy v, a 9145 (I > 0) alakt indexekre oszthato 9-cel,
de ekkor 17-tel is oszthato, igy nem lehet 3-hatvany.

5.1.18. Megjegyzés. Diofantikus egyenletek vizsgilata sordn gyakran hasznalunk
kiilonféle modulo m maradékosztalyokat. Kisebb m-ek esetén kénnyi dolgunk van,
nagyobb m értékekre azonban érdemes segitségiil hivni valamelyik matematikai szoft-
vert a szamolasi nehézségek lekiizdésére. Jelen dolgozat szerzGje a Maple-t hasznal-
ta a megfelels maradékosztalyok megtalalasakor. (A szoftver alkalmazasra keriilt az
5.1.31. Feladat megoldasa soran is.) A program egyébként kivaloan alkalmazhato a
tanitasi gyakorlatban, a didkok korében nagyon népszertd, sokszor otthon maguk is

szivesen kisérleteznek a programcsomag nyujtotta lehetGségekkel.

A feladat masodik megoldésa soran felhasznalunk egy lemmaét, melynek bizonyi-

tasa megtalalhato pl. a [10] konyv 669. oldalan.
5.1.19. Lemma. Az 23 — 2 = y? egyenletnek az egész szamok kérében csak az x = 3

€s y = =5 megolddsa.

II. megoldas:
Z[v/—2]-ben szorzatta alakitva a 3" = 2% + 2 egyenldséget, kapjuk, hogy

(14D (1= VD) = (4 VD) (o - V)

A jobb oldalon szerepls tényezdk relativ primek, ellenkezé esetben x és igy 22+2 = 3"

paros lenne. Ezért

r+vV—2=+(1+v-2)".
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A jobb oldalon alkalmazzuk a binomialis tételt, majd hasonlitsuk Gssze a képzetes
részeket. Rovid szamolas utan lathato, hogy a négyféle elGjel kiosztasi lehetGség koziil

csak ketts lényegesen kiilonbozo (pl. ++, +—), igy

n—1

(5.4) 1=(1)—-20G)++(=2)=7 .

Az (5.4) egyenlet jobb oldalan 1évs kifejezésre az (1 + +/—2)" = a, + b,/—2
kifejtésbdl kaphatunk rekurzidt. A by = 1, by = 2 és b, o = 2b,,1 — 3b,, Osszefiiggés

alapjan készitsiink egy (mod 9) maradéktablazatot!

n 123456789
b, (mod9)121-4-2-1421

A tablazatbol lathato, hogy b, 9-es maradéka csak akkor lesz £1, ha n = 1, vagy
n oszthaté 3-mal. Az 5.1.19. Lemma alapjan a korabbiakban szereplé megoldasok
adodnak.

5.1.20. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert, aholy,z > 0 egész szamok,

p primszdm.

p—1=y
2p? =22+ 1.

I. megoldas:
Feltehets, hogy p > 5 és y # z, mert ellenkezd esetben nem kapunk megoldast.
Mindkét egyenletet (mod p) véve

y*=-1 (mod p)
z2=-1 (mod p)

adodik, melybal

2

v’ =2 (modp)=y=+z (modp).

Megmutatjuk, hogy p | y+2z nem teljesiilhet. Ehhez tekintsiik az alabbi egyenlGtlenség

lancot:
p<Ap—1ldp<y+z<p—1+V2<2p.
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Ez nyilvanvalo, hiszen p > 3 esetén /p—1 < 0,5p. A p | y — z is csak abban az

esetben teljesiilhet, ha y — 2 = —p, mert
—2p < \/p— —\/§p<y—z<0.

Az y — z = —p azt jelenti, hogy /p —1 — \/2p?> — 1 = —p. Az egyenlGséget
stalakitva a p? — 6p + 5 = 0 masodfokii egyenlethez jutunk, melynek p = 5 az
egyetlen primszam megoldasa. Ez valéban megoldasa az eredeti egyenletrendszernek,

hiszen ekkor y =2 és 2 = 7.

IT. megoldas (altalanositas):

5.1.21. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egész szimok kiérében az aldbbi egyenletrend-

szert.

x—1:y2
202 =22+ 1.

Az els6 egyenletbdl z-et kifejezve, majd a masodik egyenlGségbe helyettesitve:
2(y? + 1) = 22 + 1. Ez utobbi ekvivalens a

(z;1>2+(z—;—1)2:(y2+1)2

A szokésos modon kapjuk, hogy léteznek kiilonb6z6 paritasu relativ prim

egyenlettel.

u > v > 0 egészek, hogy
y? 41 =u? + 0
u? —v? — 2uv = +1.

Ha u? —v?—2uv = —1, akkor u? —v? —2uv = —(u?+v? —y?). Ebbél az y* = 2u(u—v)
egyenlGséget kapjuk. Mivel u — v paratlan és (u, u—v) = 1, ezért léteznek «, 5 relativ
prim pozitiv egészek tgy, hogy u = 202, u — v = % és y = 2a3. Helyettesités utin
kapjuk, hogy

(5.5) 1078 +1 = (20° — 62)2 + 4a* .
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A zarojeleket felbontva o?-ben masodfokii egyenlethez jutunk, melynek diszkrimi-
nansa teljes négyzet. Ekkor 323* 4 32 = 42, vagyis v = 8 jeloléssel 34 + 1 = 26%. Ez

_ (B -1y
e (27)

egyenlGséggel. Ismeretes (lasd pl. [10]), hogy két negyedik hatvany kiilonbsége csak

utobbi egyenlet ekvivalens a

a trivialis (valamelyik valtozo 0 ) esetben lehet négyzetszam, ezért esetiinkben a

g1
2

az v =5, y = 2 és z = 7 megoldasokhoz. Az u? — v? — 2uv = 1 esetben a szamolast

= 0, azaz = 1 adodik. Visszahelyettesitve kapjuk, hogy a = 1, végiil eljutunk

nem végezziik el, de megmutathato, hogy az (5.5)-héz hasonlo szerkezetii egyenlethez

jutunk, melybd&l nem kapunk tovabbi megoldésokat.

5.1.22. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az x° — y* = 4 egyenlet nem oldhaté meg az

egész szamok korében. (Szerb versenyfeladat)

I. megoldas:

Az els6 megoldasban a diofantikus egyenletek megoldhatatlansaganak bizonyitasanal
hasznalt {6 eszkéziinket, a modulo m maradékosztalyok segitségével torténd szamolast
hasznaljuk fel. A kis-Fermat-tétel miatt 2°7 = £1 (mod p), ha (z,p) = 1, ezért x°
modulo 11 lehetséges maradékai 0 és +1. Mivel egy négyzetszam 11-gyel osztva csak

0,1,3,4,5,9 maradékot adhat, igy lathato, hogy a kivant egyenl&ség nem teljesiilhet.

5.1.23. Megjegyzés. A tanuloknak itt ismételten hangsilyoznunk kell, attol, hogy
modulo m talalnak megoldéast, nem biztos, hogy az eredeti egyenlet is megoldhato,
ugyanakkor a fenti érveléshez hasznalt modulust nem mindig konnyd megtalalni.
Nyilvan érdemes elGszor kisebb m értékekkel probalkozni, esetleg kihasznélni, hogy
bizonyos hatvanyok csak ,kevés” maradékosztalyba eshetnek modulo m. Ezen az iton
tovabbhaladva, illetve a Legendre-szimbo6lum tulajdonsagait felhasznalva a feladatot

altalanosithatjuk.

I1. megoldas (altalanositas):

5.1.24. Allitas. Bizonyitsuk be, hogy ha p = —1 vagy 11 (mod 60) és p primszdam,

akkor az "7 — y? = 4 egyenlet nem oldhaté meg az egész szdmok korében.
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Mivel 2"7 = Ovagy + 1 (mod p), ezért elég belatni, hogy az allitasban szerepld

p primszamok esetén barmely y egész szam esetén az

v’ +4=0 (mod p)
v’ +4=—-1 (mod p)
v’ +4=1 (mod p)

kongruenciak koziil egyik sem teljesiil. Attérve az tn. Legendre-szimbolumokra, ez

-

azt jelenti, hogy

A Legendre-szimbo6lumra vonatkozo tételeket, illetve a kvadratikus reciprocitasi

tételt tobbszor felhasznalva kapjuk, hogy

p=-—1 (mod 3)
p=-—1 (mod 4)
p=1 (mod?5)

vagy

p=-—1 (mod 3)
p=-—1 (mod 4)
p=-—1 (mod?5).

A kinai maradéktétel miatt mindkét kongruenciarendszernek modulo 60 egyértel-
mii a megoldésa. Az els§ esetben p = 11 (mod 60), mig a masodik esetben p = —1
(mod 60) adodik.

ITI. megoldas:

Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy az egyenlet megoldhat6é az egész szamok
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korében. Az egyenletet modulo 16 vizsgalva kapjuk, hogy x és y paratlan. A tovab-
biakban segédtételként hasznaljunk fel egy, a szamelméletben jol ismert allitast: Ha
p egy 4k + 3 alaka primszam és p | a® + b%, akkor p | a és p | b is teljesiil. Mivel
2% = y*+ 22, ahonnan z | y* + 2%, {gy x csak 4k + 1 alaki egész szam lehet, ellenkez6
esetben z-nek 1étezne 4m + 3 alakt primosztéoja, ami a segédtétel miatt osztoja lenne

a 2-nek is, ami ellentmondas.

Vegyiik észre, hogy 62 — 2° = 4, ezért az eredeti egyenlet 2° + 2° = y? 4 62 alakba
is irhaté. Az ismert azonossagot, valamint a masodik tényez6t alkalmasan atalakitva

kapjuk, hogy
(z+2) [(z+2)" — 10z(z + 2)* + 202°] =y +6°.

Mivel x + 2 az elgbbiek miatt 41 + 3 alaku, igy 3 | y-nak teljesiilnie kell, kiilonben
ismét ellentmondas adodik. Legyen y = 3Y, és igy

(z+2) [(z+2)" = 10z(z +2)* +202%] =9 (Y* +4) .

Mivel z paratlan, ezért (z+2,2%) = 1, igy az egyenlGség bal oldalan szerepld tényezsk
d legnagyobb kozos osztojara d | 5 teljesiil. Mivel mindkét tényezs 4s + 3 alakd,
és nem lehet mindkett§ 3-mal oszthato, igy valamelyiknek 1étezik olyan pératlan ¢
primosztoja, amely 4t + 3 alaki és Y2 + 2%-nek osztoja. Ismételten alkalmazva a

segédtételt ellentmondést kapunk.

5.1.25. Megjegyzés. A feladat harmadik megoldasa bar nagyon szellemes, — igen
valtozatosan kell kombinalni az elemi modszereket — azonban egyaltalan nem kénny
egy ilyen megoldasra rajonni. Az ilyen ,yegyiik észre, hogy” jellegii bizonyitasok eltt
mindenképpen ajanlott a segédtételen tulmenden is foglalkozni specialis alaku kife-
jezések primosztoinak tulajdonsigaival. Akarcsak érintGlegesen is, bizonyitasok nél-
kiil szerepeltetni az elézéekben mar alkalmazott tn. Legendre-szimbolumot. Erde-
kes és hasznos tovabbi alkalmazasokat targyalhatunk itt, kiterjesztve azt egészen a

Dirichlet-tétel néhany fontosabb speciélis esetének vizsgalataig.

IV. megoldas:
Ahogyan azt a masodik megoldasban méar lattuk, ha létezne megoldas, akkor x és
y paratlanok. Az egyenlet szorzatta alakithaté a Gauss-egészek korében. A (4.3)-

ban szereplé bizonyitds mintdjara megmutathato, hogy az z° = (y + 2i)(y — 29)
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feliras jobb oldalan szerepld tényezdk relativ primek, vagyis alkalmas a és b egészekkel
y + 2i = e(a + bi)°, ahol € egység a Gauss-egészek korében. Mivel £° = ¢, ezért az
elébbi helyett y+2i = (A+ Bi)® is ithat6. Mindkét oldal képzetes részét véve, kapjuk,
hogy
2 = B(5A" — 10A*B* + BY).

Innen mar csak a B = 41 és B = £2 eseteket kell megnézniink. Mind a négy esetben
maéasodfokira visszavezethets egyenletet kell megoldanunk, melyekbdl adodik, hogy
az egyenletnek nincsen egész megoldasa. Kevesebb szdmolassal is eljuthatunk ehhez,
hiszen mindkét oldalt modulo 5 véve kapjuk, hogy B> = 2 (mod 5). fgy csak a B = 2-
t kell ténylegesen kiprobalnunk, ahonnan az A* — 8A42% + 3 = 0 egyenldség adodik,

melynek valoban nincs egész megoldésa.

5.1.26. Feladat. Tekintsik az 1,2,...,n pozitiv eqész szamokbol képzett dsszes per-
mutdciot. Milyen n > 2 egész esetén lesz a permutdciokban az 6sszes inverziok szama

négyzetszdm?

Megoldas:

Nyilvanvalo, hogy n = 2 és n = 3 megoldas, hiszen az 1,2 és 2,1 permutéaciokban 1,
mig az 1,2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,3,1; 3,1,2 és 3,2, 1 permutaciokban 6sszesen 9 darab
inverzi6 van. Megmutatjuk, hogy més megoldas nincsen. A tovabbiakban tegyiik fel,
hogy n > 4, majd el6szér probaljuk meghatarozni, hogy az 1,2,...,n elemekbdl
képzett permutaciokban 6sszesen hany darab inverzi6 van. Ehhez az alabbi bijekciot
fogjuk alkalmazni: Minden permutéacionak feleltessiik meg azt a permutaciot, amelyet
ugy kapunk, hogy az elemeket forditott sorrendben irjuk le. Példaul az 1,2,... /n

permutéicié parja az n,n — 1,...,1 permutaci6 legyen. Az elgbbiben nincs inverzio,
n
2

Barmely permutécié parban szintén (’;) darab inverzi6 van 0sszesen, hiszen barmely

mig az utobbiban ( ) inverzié van, hiszen barmely két elem inverzioban 4ll egymaéssal.

P

Igy, az inverziok szama a permutéaciokban %’ . (g‘) Az é&llitassal ellentétben tegyiik

fel, hogy n > 4 esetén létezik olyan k pozitiv egész, melyre
2
Az egyenletet atalakitva;
(n(n = 1]* - (n = 2)! = (2k)%,

73



melybdl rogton adodik, hogy (n — 2)!-nak négyzetszamnak kell lennie. A Csebisev-
tétel miatt létezik olyan p primszam, melyre "7_2 < p <n—2, ekkor viszont (n — 2)!

ezt a primszamot az els§ hatvanyon tartalmazza, vagyis nem lehet négyzetszam.

5.1.27. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus eqyenletnek nincs meg-

olddsa a természetes szdmok korében.

2l +32=32(z + 1),

Megoldas:

Mivel a jobb oldal oszthato 32-vel, ezért x > 8. Ekkor

x!

—+1= 1)Y.

3 + (x+1)

Ha az x + 1 péaratlan szdm Gsszetett és p egy primosztoja, akkor p | 2! miatt p | 32 is
teljesiilne, de ez lehetetlen. Ha  + 1 = ¢ egy primszam, akkor a Wilson-tétel miatt

(¢g—1)!'=—1 (mod q), azaz
=21 +32=(¢—-1)!'+32=31 (modq),

amib6l ¢ = 31 adodik.

Mar csak azt kell igazolnunk, hogy %—02! + 1 nem lehet 31 pozitiv egész kitevgji

hatvanya. Fz a Maple program ifactor parancsanak segitségével gyorsan ellenérizhetd;

|
%4—1 = 8289151869130970582384640000001 = 31-2673919957 784184058833 75483871 .

Hasznalhatjuk a programcsomag irem parancsat is, ekkor azt kapjuk, hogy

30!
35 +1=620 (mod 31%).

Természetesen szamitogép hasznéalata nélkiil is igazolhatjuk a fenti allitast. (A
bizonyitashoz egy pozitiv egész szam modulo p vett rendjérél szolo allitdsokat hasz-
naljuk fel.) A ?:’,)—02! +1 a7 és 11 primszamokkal osztva 1 maradékot ad. Hatarozzuk
meg a 31 rendjét mindkét primre vonatkozoan, ez egy kalkulatorral (is) konnyedén és
gyorsan meghatéarozhato. Kapjuk, hogy ord;(31) = 6 és ord;;1(31) = 5. A 31 legkisebb
olyan hatvinya, mely mindkét primmel osztva 1 maradékot ad, a rendek legkisebb
koz6s tébbszérdse [6,5] = 30. A 2% + 1 < 31% egyenl6tlenség mutatja, hogy valoban

30!

nem lehet 55 + 1 31-nek pozitiv egész kitevGji hatvanya.

74



5.1.28. Feladat. (i) Oldjuk meg az 2> +y*+2% = 3(x+y+2) diofantikus egyenletet,

ahol x,y €s z kiilonbozd pozitiv egészek.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy az x> + y*> + 22 + 3(x +y + 2) + 5 = 0 egyenletnek nincs

megolddsa a raciondlis szamok korében.

(i) I. megoldas:
Az egyenlet szimmetrikus, igy az altalanossag megsértése nélkiil feltehets, hogy pl.
x <y < z. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel, majd teljes négyzetté

alakitds utan az alabbi ekvivalens alakot nyerjiik:
(22 —3)* + (2y — 3)* + (22 — 3)* = 27.

A 27 harom paratlan négyzetszam Osszegére csak kétféleképp bonthato; 1+ 1 + 25
vagy 9 + 9 + 9, a mésodik esetben nem teljesiilhet a kiilénb6z6 megoldasokra vo-
natkozo feltétel. Az elsG esetben egyetlen megoldas adodik, az (z,y,z) = (1,2,4).

Természetesen az értékharmas barmely permutacioja megoldasnak tekinthetd.

(i) IL. megoldas:
A feladat a szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenség segitségével is meg-

oldhaté. Kapjuk, hogy

=r+y+=z.

vy +a\’ _ 24yt
3 = 3

Innen x +y+ 2 <9, majd 1 <z <y <3 miatt itt 4 < z < 6 adodik. A lehetséges z

értékeket rendre kiprobalva az el6z6 megoldasban kapott szaimharmashoz jutunk.

5.1.29. Megjegyzés. Ha valahonnan tudjuk, esetleg csak sejtjiik, hogy a feladatnak
a valtozok sorrendjétol eltekintve egyértelmii a megoldasa, akkor az alabbi atalaki-
tassal is célhoz érhetiink. El6rebocsajtjuk, hogy a most kovetkezé megoldési mod
inkadbb csak technikai érdekesség, ennél a feladatnal torténd alkalmazéasa talan erdl-
tetettnek tiinhet. Hangsilyozzuk azonban, hogy a tanulokkal érdemes ezt a modszert

is megismertetni, ezzel a triikkel is b&viteni a problémamegold6 tlettarukat.

(i) III. megoldas:
Tegyiik fel ismét, hogy 0 < z < y < 2. Az (z — 12+ (y — 2>+ (2 —4)* <0
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egyenlGtlenség csak o = 1, y = 2 és z = 4 esetén teljesiil. A négyzetre emeléseket

elvégezve és atrendezve kapjuk, hogy
2y 2221 <22+ 4y + 8z,

Tegyiik fel, hogy z # 3, ekkor figyelembe véve, hogy y —x > 1 és z > 4, érvényes a
kovetkez6:
P21 <3ty +2)ty—a+ 5z,

mely ekvivalens az (z — 1) + (y — 2)? + (2 — 4)? < 0 egyenlGtlenséggel. (Ha z = 3,

akkor csak z = 1, y = 2 lehetséges, ami nem megoldas.)

(ii) Megoldas:
Alkalmazzuk az a = 2x + 3, b = 2y + 3 és ¢ = 2z + 3 helyettesitéseket. Ekkor az

egyenlet az eredetivel ekvivalens
A+ 4+ =T

egyenletre vezet. A bal oldalon szerepl$ racionalis szaimok nevezGivel beszorozva &at-
térhetiink az
A+ B>+ C*=1D"

egyenletre, melynek kereshetjiik az egész megoldasait. Megmutatjuk, hogy ennek csak
a (0,0,0,0) szamnégyes lehet egész megoldasa. Ha létezne olyan egész megoldas, mely
nem a csupa 0, akkor tekintsiink egy olyan megoldast, melyben |A| + |B| + |C| + | D]
minimélis. Az egyenletet modulo 4 vizsgilva lathatjuk, hogy ez csak gy teljesiilhet,
ha A, B,C, D paros szamok. Ekkor azonban (4,2, L) egy olyan megoldés lenne,
melyben a valtozok abszolutértékeinek Osszege kisebb. Ez az ellentmondas igazolja,
hogy csak a csupa 0 megoldas létezhet, ez viszont az eredeti kérdés esetében nem
szolgaltat megoldast, hiszen D = 0 esetén valamelyik raciondlis szdm nevezgje 0

volna.

5.1.30. Feladat. (A 2006. évi IMO 4. feladata alapjdin)

Legyen adva az ag = 4, ay = 11, ay = 37 kezddelemekkel és az
Ap42 = 7an+1 - ]-4an + 8an—1

rekurzioval definidlt sorozat. Keressiik meg az dsszes olyan n > 3 egész szamot, amely-

re Ay, négyzetszam.
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Megoldas:

El6szor a,, explicit alakjat hatarozzuk meg. A rekurzio karakterisztikus egyenlete:
¢ —T7¢*+14¢—-8=0.

Azonnal lathato, hogy ennek a ¢ = 1 gyoke lesz, azaz az egyenlet bal oldala szorzattéa
alakithato:
(¢ —1)(¢° — 6g +8) = 0.

A bal oldalon szereplé mésodfokt polinomnak szintén egész gyokei vannak, azaz
irhat6, hogy
(¢=1)(g=2)(¢g—4) =0

Vagyis a karakterisztikus egyenlet mindhédrom gyoke valds és kiilonb6z6, tehat 1étez-

nek olyan Ay, Ao, A3 valés szdmok, hogy minden n > 0 esetén:
an:)\14"—0—)\22"—|—)\31"

Az n =0, n =1, n =2 értékeket beirva azt kapjuk, hogy A, A\s, A\3-nak eleget kell

tennie a kovetkez6 egyenletrendszernek.

A+ A+ A3=4
4N + 20 + X3 =11
16 A1 + 4Xy + A3 = 37.

Ezt az egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy
)\1:27 >\2:17 /\3:1

Vagyis a,, explicit alakja
a, = 22" Lo .

Tegyiik fel, hogy valamilyen m € N egészre
2L 42" 41 =m?
teljesiil. Tegyiik fel, hogy n > 3 és alakitsuk at az egyenl@séget a kovetkezGképpen:
2" 2" 1) =(m—1)(m+1).
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Az m — 1 és m + 1 paritasa megegyezik, s6t mindketten paros szamok, hiszen a bal

oldal paros. Ekkor alkalmas v € N és ¢ > 0 paratlan szamokra m — 1 = 27¢, azaz

272" £ 1) = 27427t + 2)
2n2(2mth L 1) = 2127 4 1)

A v =1 esetet kés6bb targyaljuk. Tegyiik fel, hogy v > 2. Ekkor
272 = 2771 hiszen mindkét oldalon a tébbi tényez6 paratlan. Innen kapjuk, hogy

n —2 =y —1. Ezt beirva a
2" 1 =¢(2" %t + 1)
egyenlgség adodik. A szorzast a jobb oldalon elvégezve:
2" 41 =2"" 4t

Lathato, hogy t # 1, tehat feltehets, hogy ¢ > 3. Ekkor viszont felirhat6 az alabbi

becslés:

2"l 41>9.2"243 = 1>2"%243,

és ez ellentmondés.
Ha v =1, akkor
2" 2(2M 1) = #(t + 1),

ahonnan

2" t4+1 és t]2"T 4L

Alkalmas r pozitiv paratlan egész szammal t + 1 = 272y, Ezt visszairva:

2" 1 =tr
2" 1= (2" — 1)r

2mtl L1 =922
Tegyiik fel, hogy r > 5. Ekkor az alabbi becslés irhato fel:

M 1>t o = (272 1 )? > 25(2" 2 - 1)

78



Ezt atrendezve kapjuk, hogy ebben az esetben n < 3. Ekkor n = 3-at behelyettesitve
lathato, hogy nem kapunk négyzetszamot. Két eset vizsgalata maradt nyitva, amikor

r =1, illetve r = 3. Ha r = 1, akkor a
2"l 4 1=2"7%-1
egyenletet kapjuk, aminek nincs megoldasa. Ha r» = 3, akkor a
2"l 4 1=33-2"2-1)=9-2""%-3

egyenletet kapjuk, aminek az n = 4 megoldasa. Ezt behelyettesitve a, = 529, ami

valoban négyzetszam. A feladat egyetlen megoldasét ezzel elGallitottuk.

Erdekes lehet megvizsgalni, hogy ha n > 3, akkor vajon a,, tartalmaz-e teljes hat-
vanyt. Paros kitevivel teljes hatvanyt nem tartalmazhat, csak a mar megtalalt teljes
négyzetet, hiszen ha ilyen lenne valamilyen N természetes szamra 2-nél magasabb

hatvanyra, akkor az egyben a
22N 42N 41 = m? = (mF)?

miatt egy 1j megoldasit adnd a négyzetszamos esetnek, ami lehetetlen. Elegend§
tehat a paratlan kitevds esettel foglalkozni. Tegyiik fel tehat, hogy valamilyen n > 3,

k> 1, m > 2 (ahol m péaratlan) természetes szamokra
22n+1 4 2n 4 1 — m2k+1 .
Ezt atalakitva kapjuk, hogy
"2 4 ) = (m—D(m* +- 4+ m+1).

A jobb oldalon szerepld masodik tényezG paratlan sok paratlan szam Osszege, ami
szintén péaratlan. Ezért m — 1 kanonikus alakja sziikségképpen m — 1 = 2"¢, ahol
t > 0 paratlan. Ezt beirva az alabbi becslés adodik:

142" = t(m® - m+1) > t(m+m+- - +m+1) = t(2km+1) = t[2k(2"t + 1) + 1] .
A szorzést elvégezve:
2" 1 > k22" (2K 4+ 1) > kP27 4 3

ami nyilvidnval6 ellentmondas. FEzzel bebizonyitottuk, hogy az a, sorozat n > 3 mel-

lett csak ay = 529 = 232 esetén tartalmaz teljes hatvanyt.
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5.1.31. Feladat. Oldjuk meg a természetes szdmok kiorében az aldbbi diofantikus

egyenletet
2°5Y —1 =177

Megoldas:
Az alabbi atalakitdsok mutatjak, hogy 7% + 1 2-nek pontosan az els§ hatvinyaval

oszthatd ha z paros, és harmadik hatvanyaval, ha z paratlan.
41 =8-1D*4+1=2 (mod 4);
7T 11 =7-49"+1=8 (mod 16).

I. eset:
Ha x = 3, akkor 8 - 5% — 1 = 7*. Ekkor y = 0 és z = 1 megoldas. Ha y # 0, akkor
z paratlan volta miatt

85V —1=7""" = _1=42 (mod 5),

ami ellentmondas.
I1. eset:
Ha x = 1, akkor 2-5Y — 1 = 7%. Ekkor y = 0 és z = 0 megoldas. Ha y # 0,

akkor 2 -5Y = 1 (mod 7). Ez ekvivalens az 5 = 4 (mod 7) kongruenciaval. Innen
teljes indukcioval, modulo 7 maradéktablazattal, vagy az an. diszkrét logaritmus
segitségével kereshetjiik meg a megfelels y értékeket. A valtozatossag kedvéért most
az utobbi utat kovetve, felhasznalva a diszkrét logaritmusra vonatkozo6 azonossagokat,

valamint azt a tényt, hogy a 3 primitiv gyok (mod 7) kapjuk, hogy
y - indsh = indz4 (mod 6).

A p = 7 primre és g = 3 primitiv gyokre vonatkoz6 indextablazat alapjan az

5y =4 (mod 6) kongruencia adodik, melynek egyetlen megoldasa y =2 (mod 6).

Alkalmas m és t természetes szamokkal a 2 - 5672 — 1 = 72" egyenletet kell

megoldanunk. Ezt atrendezve az alabbi Pell-egyenlethez jutunk
(7m)2 _9. (53t+1)2 — 1.
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Lathato, hogy m = 1 és t = 0 megoldas, melybd6l az y = 2 és z = 2 értékeket
kapjuk. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy m > 2.

Az 5.1.17. Feladat els6 megoldasaban, illetve a megoldéas utani megjegyzésekben
mondottak alapjan megmutathato, hogy az 2% — 2y?> = —1 egyenlet minden pozi-
tiv (z,,y,) megoldasa elgallithato alkalmas rekurzié segitségével. Példaul teljesiil az

Tni1 = 6x, — x,_1 Osszefiiggés az x1 = 1 és o = 7 kezdGelemekkel.

Keészitsiink (mod 49) és (mod 239) maradéktablazatot! (Lasd 5.1.18.)

n 1234 5 6 7 8 91011 12
x, (mod 49) 174143 21 34 36 352729 0 20
T, (mod239)1741 0 198232238 1 7 41 0 198

n 13 14 15161718 19 20 21 2223
r, (mod49) 22 14 131528 6 8 42 48 1 7
x, (mod 239)232238 1 7 41 0 198232238 1 7

A tablazatbol kiolvashato, hogy x,, pontosan a 215 4 11 alakt indexekre oszthato
49-cel. Mivel 215411 = 7(3j+1) +4, ezért ezekre az indexekre x,, 239-cel is oszthato,
igy nem lehet 7-hatvany. A feladat Gsszes megoldasa igy; (1,0,0), (1,2,2) és (3,0, 1).

5.2. Versenyfeladatok szakkori feldolgozasa, didakti-

kai megjegyzések

Ebben a részben egy kimondottan a kotelez6 tanéran kiviili foglalkozasokra java-
solt feladatsort allitottunk Gssze abban a reményben, hogy a fokozatosan nehezed®,
valtozatos példak kivaloan alkalmasak lehetnek arra, hogy szakkori orak keretén be-
lil, legalabb a feladatok egy részét a tanulokkal feldolgozzuk. A feladatsor végén
rovid megoldasokat is kozliink, sok helyen ravilagitva arra, hogy az adott feladat
esetében mit érziink kiemelked&en fontosnak, miért ajanljuk pont ezeket a példékat

szerepeltetni a versenyekre felkészit6 feladatmegoldo érakon.
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5.2.1. Feladatsor

5.2.1. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok kérében az alabbi diofantikus eqyenletet.
(Lengyel versenyfeladat)

?y—1)+y*(x—1)=1.

5.2.2. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok korében az aldbbi diofantikus
egyenletet. (Orosz versenyfeladat)

3 — o = 2y +61.

5.2.3. Feladat. Adjuk meg azokat az (z,y) egész szampdrokat, melyekre teljesil, hogy
25+ 32 +1 =91

(Romdn versenyfeladat)

5.2.4. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok kérében az alabbi diofantikus eqyenletet.
9c2—|—xy:y2+xz.

5.2.5. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egész szimok korében az aldbbi diofantikus
egyenletet.
Yy +yz+zr —ayz = 2.

5.2.6. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok kérében az aldbbi diofantikus eqyenletet.
(Orosz versenyfeladat)
(Iz — y2)2 =1+ 16y.

5.2.7. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi diofantikus egyenlet

8l

T B (xQ_yQ),, +1
Yy o (2 —y?)e —1

8 ke

pozitiv egész megolddsait. (KiMal)
5.2.8. Feladat. Oldjuk meqg az aldbbi eqyenletet a pozitiv eqész szdamok korében.
2% 492 = 2017(z — ).
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5.2.9. Feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenletet a pozitiv egész szamok

kérében. (Izraeli versenyfeladat)
5" —3Y =16.

5.2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan x,y, z,v poziliv egész szdm
létezik, amelyre (x,y,z,v) =1 és az
2yt + 2 =0

egyenlet teljesil. (Romdn versenyfeladat)

5.2.2. A feladatok megoldasa, megjegyzések

Az 5.2.1. Feladat megoldasa:
Vezessiik be az u = x — 1 és v = y — 1 Gj valtozokat. Ekkor az egyenlet atirhato
az uwv(u + v) + 4duv + v + v = 1 alakra. [tt mar nem olyan nehéz észrevenni, hogy

szorzattd alakitast kovet&en az
(u+v+4)(uwv+1)=5
egyenlGség adodik, ahonnan a lehetséges felbontésokat megvizsgéalva kapjuk, hogy
(u,v) = {(0,1); (1,0); (—6;1); (1, —6)},

vagyis

(z,y) = {(1,2);(2,1); (=5;2); (2,-5)} .

Az 5.2.2. Feladat I. megoldasa:
Itt az 5.1.1. Feladat I. megoldasaban vizsgalt a3 + 3° + 23 — 3zyz kifejezés jelenik
meg kicsit ,elbijtatva”. Hogy ezt észrevegyiik, szorozzuk meg mindkét oldalt 27-tel,

majd vonjunk ki mindkét oldalbol 1-et. Ekkor kapjuk, hogy
(32)% 4+ (—=3y)® 4+ (—1)* — 3(3z)(—3y)(—1) = 1646 .
Igy (5.1) alapjan (lasd 53. oldal)
(5.6) (32 — 3y — 1)(92 + 9y* + 1 + 9wy + 3z — 3y) = 1646 = 2 - 823 .

83



Mivel a bal oldalon 1&v6 els6 tényezd kisebb, mint a méasodik, valamint figyelembe

véve, hogy a 823 prim és 3z — 3y — 1 nem lehet 1-gyel egyenld, igy csak a

3r—3y—1=2
922 4 9y* + 1 + 9zy + 3z — 3y = 823

egyenletrendszert kell megoldanunk. Ennek egyetlen megoldéasa a (6,5) szampér.

5.2.11. Megjegyzés. Az 5.2.2. Feladat kapcsan jogosan meriilhet fel a tanulokban
az a kérdés, hogyan lehet erre a ,triikkre” rajonni? Miért pont 27-tel kell az elején
szorozni stb.? Véleményiink szerint ilyen és ehhez hasonlo kérdésekre sokszor egyalta-
lan nem konnyd valaszt adni. Talan éppen ezért is nagyon hasznos olyan feladatokat
szerepeltetni a szakkoron, melyek jo példéi ilyen jellegli atalakitdsoknak. Tapaszta-
latunk szerint az iigyesebb tanuloknak elég egy-két hasonl6 technikai fogést igényls
példat latniuk, de sokkal hatékonyabb, ha olyan megoldést — szerencsésebb esetben
megoldisokat — is mutatunk, melyek kevésbé tlinnek szamukra ,,ad hoc” modszernek.

Ebbdl a célbol alabbiakban réviden vazolunk két méasik lehetséges megkozelitést.

Az 5.2.2. Feladat II. megoldasa:
Nyilvanvaloan feltehets, hogy x > y > 0. Ekkor a p = x — y jelolést bevezetve, a
p > 1 feltétel mellett kapjuk, hogy

(3p— 1)y* + (3p> — p)y + p* = 61.

Ennek, az y-ban masodfokt egyenletnek csak akkor létezhet pozitiv egész megoldasa,
ha p® < 61. A lehetséges eseteket kiprobalva lathatjuk, hogy csak p = 1 esetén kapunk

pozitiv egész megoldast, mégpedig az (z,y) = (6,5) szampart.

Az 5.2.2. Feladat I1I. megoldasa:

Vezessiik be az u = x — y és v = xy 1j valtozokat. Ekkor
(= y)(@® +ay +y*) = (z —y) [(z — y)* + 3ay] = 2y + 61,

vagyis kapjuk, hogy
u® 4+ 3uv = v +61.

Ebbdl v = 631;_“13. Mivel u > 0 és v > 0, ezért az el6z6 megoldasban is szerepls u® < 61

egyenlGtlenség adodik.
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5.2.12. Megjegyzés. Ha a harmadik megoldés végén felhasznaljuk az

a—"b| a®— b oszthatosagot, akkor végiil a 3u — 1 | 1646 = 2 - 823 feltételhez jutunk,
mely egyrészt (5.6)-ban is szerepelt mar, masrészt ezzel a modszerrel akar az egyenlet
Osszes egész megoldasihoz is eljuthatnank, nem csak a pozitiv egész megoldasokhoz.
Rovid szamolassal azonban megmutathatd, hogy az egyenletnek az egész szamok

korében (is) csak a mar megtalalt (6,5) szampar lesz megoldasa.

Az 5.2.3. Feladat I. megoldasa:
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel, majd a bal oldalon végezziink teljes

négyzetté alakitast. Kapjuk, hogy (223 +3)%—5 = 4y*, ami ekvivalens a kovetkezovel:
(22 + 2y° + 3)(27° — 2y* +3) = 5.

A lehetséges felbontasokat megvizsgalva, révid szamolas utan lathato, hogy a (0, 1)
és (0, —1) szamparok adnak megoldast.

Az 5.2.3. Feladat 1I. megoldasa:
Sokszor igen hatékony triikknek bizonyul, ha a diofantikus egyenletet paraméteres
egyenletként kezeljiik. Tekintsiik az eredeti egyenletet 23-ban méasodfoki egyenletnek,
ahol y legyen most paraméter. Az x% + 32° + 1 — y* = 0 egyenlet diszkriminansa
D = 4y*+ 5. Ha az egyenletnek vannak egész gydkei, akkor a diszkriminansnak teljes
négyzetnek kell lennie, ez pedig csak y = +1 esetén teljesiil, hiszen |y| > 2-re érvényes

az alabbi egyenlGtlenség:
(29")" <4y +5 < (22 +1)°.

Behelyettesités utan az x = 0 adodik mindkét y érték esetén, 6sszhangban a fentiek-
kel.

Az 5.2.3. Feladat II1. megoldasa:
Megmutatjuk, hogy amennyiben x # 0, az 2% + 323 + 1 kifejezés két szomszédos

négyzetszam kozé esik. Ha = > 0, akkor
(x3+1)2 <2’ 4323 4+1< (:ES—I—Q)Z

Ha z < —1, akkor
(:B3+2)2 <2 +32%+1< (933+1)2
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A hidnyz6 z = —1 eset nem ad megoldést, mig x = O-ra az y = +1 megfeleld.
Az 5.2.4. Feladat I. megoldasa:
[rjuk 4t az egyenletet az eredetivel ekvivalens

v = (e +y—2)

alakba. Ha y = 0, akkor x = 0 vagy x = z teljesiil. Ekkor a (0,0,¢) és a (¢,0,t)
rendezett szimharmas megoldas minden t egész szam esetén. Ha y # 0, akkor a
szamelmélet alaptétele miatt léteznek olyan a, u és v nem-nulla egész szamok, ame-
lyekre (u,v) =1, és teljesiil, hogy

T = ou’

x+y—z:a02.

Ekkor y = auv is teljesiil, ahonnan z = a(u? +uv — v?). Az egyenletnek végtelen sok

egész megoldasa van, a megoldasokat az alabbi paraméteres alakban kapjuk:

T = au’, Y = auv, z:a(u2+uv—v2).

(Ebben a (0,0,t) és (t,0,t) megoldasok is szerepelnek u = 0, illetve v = 0 mellett.)
Az 5.2.4. Feladat II. megoldasa:

Az egyenletet at irjuk at most az

z(z—2)=yy — )

alakra. Legyen d = (x,y), azaz alkalmas X és Y egész szamokkal
x = dX és y = dY, valamint (X,Y) = 1. Behelyettesitve a fenti egyenldségbe, az
egyszertsités utan kapjuk, hogy

X(x—2)=dY(Y — X).
Mivel (XY — X) =1, ezért X | d, vagyis d = mX, ahol m egész szam. Ekkor
r=mX?, y=mXY, z:m(X2+XY—Y2).

5.2.13. Megjegyzés. A feladat a korabban szerepld in. négyszam-tétel segitségével
is megoldhaté. A tanuldknak az alkalmazésokon tul ajanlott a tétel bizonyitasat is

megmutatni, néhany szép bizonyitas megtalalhato a [8| konyvben.

86



Az 5.2.5. Feladat megoldasa:
Egy tjabb modszerrel ismertethetjiik meg a tanulokat, melynek lényege, hogy a val-
tozo(k)ra tett kiilonféle becslések segitségével az egyenlet megoldasainak meghataro-

zasat véges sok, jol kezelhetd eset vizsgalatara vezetjiik vissza.

Az egyenletbdl vilagos, hogy xy + yz + zz > xyz, vagyis % + i + % > 1. A
szimmetria miatt nem jelent megszoritést, ha feltessziik, hogy pl. z < y < z. Mivel
x,y,z > 0, ezért % > i > %, azaz % > 1. Ha x = 1, akkor y + z = 2, ahonnan csak
y = z = 1 lehetséges.

Amennyiben x = 2, ugy 2y + 2z — yz = 2, mely ekvivalens az

(y—2)(z—-2) =2

egyenlettel, melynek az y < z feltételt kielégits egyetlen megoldésa y = 3 és z = 4.
Az egyenlet megoldésai igy:

(z,y,2) = (1,1,1), vagy  (z,y,2) =(2,3,4).

Természetesen az utdobbi esetben az értékharmas barmely permutacidja is megoldast

szolgéltat.

5.2.14. Megjegyzés. Ha alkalmazzuk aza =2 —1, b=y —1 és
¢ = z — 1 helyettesitést (ez az otlet szerepelt tulajdonképpen az 5.2.1-ben is), akkor
az egyenlet 0j alakja a + b+ ¢ = abc lesz, melynek egész megoldasait mar (5.1.3)-ban

megadtuk. A helyettesités gondolatat itt az egyszert
(a+1)(b+1)(c+1)=abc+ab+ac+bc+a+b+c+1

azonossag ismerete adhatja, melyet a szorzatta alakitas témakorben normal osztaly-

ban (is) szoktunk tanitani.

Az 5.2.6. Feladat megoldasa:
Mivel az egyenlGség bal oldala nemnegativ, ezért a jobb oldalon y > 0 teljesiil. Ha
y = 0, akkor nyilvanvaléan x = +1 megoldas. A tovabbiakban legyen y > 1. Mivel
x # y, ezért vagy |z| > y + 1, vagy pedig |z| < y — 1 teljesiil. A mésodik esetben
kapjuk, hogy 2% = |z|?> < y? — 2y + 1, azaz |22 — y?| > 2y — 1. Igy

16y +1= (:172 —y2)2 > (2y —1)2.
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Ez a becslés az els6 esetre is érvényes. Innen y < 5 adodik, a széba jovs y értékeket
rendre kiprobélva kapjuk, hogy az egyenlet 6sszes megoldasa a (£1,0); (£4, 3); (£4, 5)

szamparok.

5.2.15. Megjegyzés. Az 5.2.6. Feladat is megoldhato helyettesitéssel.
Legyen a = x +y és b = y — x. Ekkor az egyenlet a kovetkezs alakot 6lti:

(%) a’b’> = 8(a+0b) + 1.

Mivel az 1j valtozok bevezetése utan szimmetrikus egyenletet kaptunk, igy feltehetd,
hogy pl. @ > b. Ha a = b, akkor az a* = 16a+ 1 egyenletnek nincs egész gyoke, hiszen
a | 1és a = %1 lathatban nem megoldas. fgy a > b, s6t mindjart b < a—2 is feltehetd,
hiszen nyilvanvald, hogy (x)-ban a és b paratlanok. Mivel (x)-bol az is adodik, hogy
b # 0, ezért b> > 1, és innen kapjuk, hogy a® < 16a — 15, azaz 1 < a < 15. A
lehetséges paratlan a értékeket kiprobalva el6bb a megfelel6 b értékekhez, majd az

egyenlet els6 megoldasaban felirt megoldasokhoz jutunk.

Lathato, hogy a masodik megoldés ,kicsit szamolosabb”, mint az elss, ellenben
a helyettesités utan sokkal konnyebben lehet automatizalni a lépéseket. Kiilondsen
fontosnak tartjuk a szimmetrikus egyenletekkel, polinomokkal kapcsolatos orai ész-
revételeket, raimutatva arra, hogy milyen elényokkel jarhat az alkalmazasuk. A szim-
metrizalads természetesen nemcsak szamelméleti témakorben, hanem sok egyéb més

teriileten (pl. kombinatorikdban) is haszonnal alkalmazhato.

Az 5.2.7. Feladat I. megoldasa:
El6szor egy majdnem tisztan szdmelméleti gondolatmenetet adunk, de a tovabbi
megoldasokban — valtozatos moédszereket hasznalva — igyeksziink bemutatni, hogy az

analizis hogyan hasznéalhato diofantikus egyenletek megoldasara.

A jobb oldali tort nevezSje nem lehet 0, ezért z? — y* # 1. Az egyenletet a

nevezGkkel beszorozva kapjuk, hogy

T (1,2 - y2)

BN

: _x:y(xQ_y2)

Az egyenletet rendezve
(x—y) (2* = 3?)
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adodik, majd z-edik hatvanyra emelés utan felhasznalva az 22 — y* = (z — y)(z + v)

azonossagot, végiil az
(x—y)"™ =(x+y)""

egyenlGséghez jutunk. Ha bevezetjiik az a = z +y és b = x — y jelolést, akkor a jol
ismert (*) b = a’ egyenlet adodik, ahol most a > b, hiszen y pozitiv, valamint a-val
egylitt b is pozitiv, hiszen negativ b esetén a (*) egyenlet bal oldalanak abszolutértéke
1-nél nagyobb volna, mig a jobb oldalé 1-nél kisebb. Mivel x = y nem megoldas, ezért
b#0, azaz b > 1.

Legyen d = (a,b). Ekkor u év v olyan pozitiv egészek, melyekre a = du és b = dv,

valamint (u,v) = 1. Mivel a > b, igy u > v is teljesiil, azaz
du—’U,U’lL — /U,U

Az (u,v) = 1 feltétel miatt ez csak ugy lehetséges, ha v-nek nincs primosztoja, vagyis
ha v = 1. Kapjuk, hogy

Al =u.

Az utols6 egyenlséghben d # 1 és u # 1, hiszen a # b. Az alabbi egyenlétlenséglanc
mutatja, hogy csak d = 2 lehetséges:

A>3t >yu4+1>u, ha d>3.

Ha d = 2, akkor 2“7! = u csak v = 1 és u = 2 esetén all fenn, de az el6bbi nem
lehetséges. Ha u = 2, akkor a = 4 és b = 2, ahonnan az egyenlet egyetlen pozitiv

egész (z,y) megoldasaként a (3,1) szampar adodik.

Az 5.2.7. Feladat 1I. megoldasa:
Az a® = b® egyenletben feltehets, hogy a > b, hiszen az a = b esetet az el6z6
megoldasban foglaltak miatt kizarhatjuk. Ekkor létezik olyan ¢ > 0 egész szém,

amelyre a = b+ c. Ekkor (b+ ¢)? = b"¢, mely ekvivalens atalakitdsokkal az

b
1 c

alakra hozhat6. Analizisbdl ismert, hogy az (1+ g—t)x—nek a 3 egy fels6 korlatja. Innen
b = 1 esetén a = 1 adodik, mely nem megoldas, b = 2 esetén a? = 2°-t kapunk,

ahonnan most csak a = 4 a feltételeket kielégité megoldas.
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5.2.16. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a masodik megoldéssal 1ényegében ekvi-
valens levezetést kaphatunk akkor is, ha az a® = b® egyenletet ¢/a = v/b alakra atirjuk,
majd az f : n — {/n pozitiv egész szamokon értelmezett fliggvény monotonitasat
vizsgéaljuk. Pl. teljes indukcioval is konnyen belathato, hogy n > 5 esetén a fliggvény-
értékek mind kiilonbozok, és a fiiggvény szigorian monoton csokkend (n > 3-ra).

Egy masik lehetdség, hogy az f : R - R f(z) = zv fiiggvényrl derivalas segitsége-
vel bebizonyitjuk, hogy szigoriian monoton csékken, ha z > e. gy a > b > e esetén
ae < b%, azaz a’ < b%. Ismét csak véges sok a és b értéket kell kiprobalnunk, hogy

eljussunk a feladat egyetlen megoldaséhoz.

Az 5.2.7. Feladat III. megoldasa:
A Bernoulli-egyenlétlenséget hasznaljuk fel. Ehhez el6bb egy segédtételt kell igazol-

nunk.

5.2.17. Lemma. Ha r = n®, aholn > 0 egész és r,s > 0 raciondlis szamok, akkor r

€gesz.

A lemma bizonyitasdhoz legyen r = * és s = %, ahol u, v, p, ¢ pozitiv egész szamok

és (u,v) = (p,q) = 1. Ekkor az egyenlet atirhato az
ul =v?-n?
alakra. Mivel (u,v) = 1, ezért v-nek nem lehet primosztoja, hiszen ez a primoszté a

jobb oldalt is osztana. Igy v = 1, vagyis r valoéban egész szam.

Az eredeti probléméra visszatérve legyen a® = b*. Ekkor @ = bb. Ha w = 7, akkor
bw = b¥, azaz w = b~ 1. Mivel w — 1 racionalis szam, ezért a lemma miatt w egész

szam, igy a Bernoulli-egyenl&tlenség miatt

w=b""t=1+b-1)"">14+0b-1)(w—-1)>w, ha b>2é w>3.

Ha b =1, akkor w =1, és igy a = 1, ami nem megoldas;
Ha w =1, akkor a = b, ami ismét nem megengedett;
Végiil, ha w = 2, akkor a = 2b, melybdl megkapjuk a feladat feltételeit kielégit6
egyetlen megoldést (a =4 és b = 2).
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Az 5.2.8. Feladat megoldasa:
Szorozzuk meg az egyenlGséget 2-vel, majd alakitsunk ki teljes négyzeteket. Kapjuk,

hogy
(z+y)*+ (x —y — 2017)% = 2017%.

Mivel z,y > 0, v +y < 2017 és x — y < x + vy, ezért —2017 < x —y — 2017 < 0. Ha

atirjuk az egyenletet az eredetivel ekvivalens
(z+y)* + (2017 — z + y)* = 20172

alakra, akkor a bal oldalon mindkét zardjelben pozitiv és 2017-nél kisebb kifejezések

allnak.

A 2017 primszam, ezért (z+y, z—y—2017) = 1, igy léteznek olyan u, v kiilonb6z6

paritasu pozitiv egész szamok, melyre u > v, (u,v) = 1, illetve

u? +v? = 2017
w— vt =gz +y

20 = 2017 —z 4+ y.

Az utolsod két egyenletben x és y paritasatol fliggden esetleg forditva szerepel x + y
és 2017 — x +y. Mivel u > v > 0, igy fennall: u? < 2017 és 2u? > 2017. A két
egyenlGtlenséghdl kapjuk, hogy 32 < u < 44. Az u lehetséges értékeit kiprobalva
kapjuk, hogy u = 44 megfelels, ekkor v = 9. Ha a fenti szereposztassal helyettesitiink,
akkor (z,y) = (1540, 315), mig ha forditott szereposztassal helyettesitiink, akkor az
(x,y) = (477,315) szampar adodik megoldéasként.

5.2.18. Megjegyzés. A feladatbol nagyon kénnyen gyarthatunk egy speciélis pa-
raméteres diofantikus egyenletet. Legyen p egy olyan paratlan primszam, melynek
kétszerese n? + 1 alakd. (A 2017 nem ilyen prim, de a megadott alakti primekre
lehet konnyen altalanositani.) Ekkor a fenti levezetés 1épései egyszertien atvihetSk
az 7° + y* = p(x — y) diofantikus egyenletre. A korabbi jeldléseket megtartva az
u? + v? = p egyenlethez jutunk. Mivel p 4k + 1 alakt prim kell, hogy legyen, ezért —
a valtozok sorrendtdl eltekintve — pontosan egyféleképpen irhato fel két négyzetszam

n—1

dsszegeként. Mivel 2p = n? + 1, ezért p = (25)? + (%52)?, igy u = 25+ és v = 25+

megfelel§ valasztas. Visszahelyettesitve mindkét lehetséges esetben, azt kapjuk, hogy
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- (S V)

vagy

2p—1—2p—1 2p—1-1
- (BT T

Az 5.2.9. Feladat I. megoldasa:
Megmutatjuk, hogy az (x,y) = (2,2) szampéar az egyetlen megoldas. Az egyenlet
mindkét oldalat modulo 3 véve kapjuk, hogy 2* = 1 (mod 3)-nak kell teljesiilnie,

vagyis x paros. Ha x = 2.X, akkor az egyenlGségben most modulo 4-et véve
52X 3 =1— (=1 =0 (mod 4)
adodik, azaz y = 2Y is paros egész. Igy érvényes az
(5% +3") (5¥ =3") =16

szorzatta alakitas, melybdl a lehetséges eseteket megvizsgalva kapjuk, X = 1 és
Y = 1, mely az allitasnak megfelelGen az egyetlen megoldast jelents (z,y) = (2,2)

szamparra vezet.

Az 5.2.9. Feladat II. megoldasa:

A feladat a pitagoraszi szamharmasok segitségével is megoldhat6. Mivel
(5%)" = (3")" + 4,
igy 1éteznek olyan u > v > 0 kiilonb6z6 paritasi relativ prim egészek, melyekre

5% = u? + 02
3V 2 _ 2
4 =2uv.

Az utols6 egyenléségbdl kapjuk, hogy u = 2 és v = 1, innen pedig az el6z6 megol-
désban latott X =1 és Y = 1 adodik.
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Az 5.2.10. Feladat I. megoldéasa:
Tekintsiik az (a + 1)* — (a — 1)* = 8a® + 8a azonossagot. Ekkor a = b% vélasztassal,
ahol a,b > egészek, kapjuk, hogy

(> +1)" = (26%)° + (20)° + [(° — 1)7]

2

Ha b-t paros egész szamnak valasztjuk, akkor b3 + 1 és b — 1 két egymast kovetd
paratlan szam, vagyis b = 2k-t irva, ahol k£ > 0 egész, az alabbi paraméteres alakban

kapunk végtelen sok, a relativ prim tulajdonsigot is kielégité szamnégyest.

(z,y, z,v) = (16k> 4k, (8k* — 1)* 8k* + 1) .

Az 5.2.10. Feladat II. megoldéasa:
Mas tton is eljuthatunk végtelen sok megoldashoz. Ehhez az alabbi jol ismert
S = [@r azonossagot hasznaljuk fel. Ezt azt Osszefiiggést az elsé n — 2
tagra alkalmazva kapjuk, hogy

[@}2:(”—1)3+n3+ [(n—1)2(n_2)r

Mar csak azt kell garantalnunk, hogy @ = m? legyen alkalmas m pozitiv egésszel.

Ekvivalens atalakitidsok utan a
(2n+1)* —=2(2m)* =1

klasszikus Pell-egyenlet adodik, melynek végtelen sok megoldésat tobbféle modszerrel

és alakban is elGallithatjuk.

5.2.19. Megjegyzés. Az 5.2.10. probléma kapcsén érdemes a didkokkal megbeszélni,
hogy bizonyos diofantikus egyenleteknek nem, vagy csak nagyon bonyolult eszk6zok-
kel adhatjuk meg az 6sszes megoldésat, de arra esetleg van remény, hogy végtelen sok
nem-trividlis megoldést felirjunk az egész szamok korében. Utobbi esetben altalaban
paraméteresen allithatjuk el§ a megoldésokat, erre tobbféle elindulas is kinalkozhat.
Egyszeriibb esetekben elég a valtozokra tett korlatozo feltételekkel azok szaméat csok-
kenteni, bonyolultabb esetekben iigyes, néhol teljesen ,ad hoc”™nak latszo lépésekkel,
akar kisérletezésekkel inditani a megoldast. A fenti két levezetés is ilyen jellegii, bar
a masodik megoldés elénye, hogy akar a Pell-egyenletek bevezetéseként is felhasznal-
haté a tanitdsi munkaban. A Pell-egyenletek targyalasat kovetGen tovabbi érdekes

alkalmazasokat vizsgalhatunk pl. a haromszogszamokkal kapcsolatban.
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5.3. Diofantikus egyenletek a nemzetko6zi

matematikaversenyeken

Ebben a részben egy olyan feladatsort allitottunk 6ssze, melynek feladatait kiilon-
féle nemzetkdzi matematikaversenyekrél valogattuk. Az 6sszedllités soran igyekeztiink
a fokozatossag elvét betartani, vagyis elGszor az altalunk egyszertibbnek gondolt, ké-
s6bb pedig a nehezebbnek itélt problémakat gytjtottiik csokorba. A feladatsor utan
megoldasi ttmutato is szerepel, melyekben a megoldasok mellett azok f6bb gondola-

tait, a bizonyitasok lényeges részeit emeljiik ki.

5.3.1. Feladatsor

5.3.1. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok halmazdn a kovetkezd eqyenletet. (Nem-

zetkozi Magyar Matematikaverseny)
y(1—z)? +2(1 —y)* + (v +y)* — 2° — y* = 2000.
5.3.2. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok kérében az alabbi diofantikus egyenletet.
23—y =2zy+8.
(IMO LongList)

5.3.3. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantikus egyenletet az egész szamok kérében.
(IMO LongList)

?+yt=(z—y)’.

5.3.4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az a®> + V* = ¢ + 3 diofantikus egyenletnek

végtelen sok megolddsa van az egész szdmok kirében. (Olasz versenyfeladat)

5.3.5. Feladat. Oldjuk meqg a pozitiv egész szamok korében az

diofantikus egyenletet. (Romdn versenyfeladat)
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5.3.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes nemnegativ egészekbdl dllo (x,y) szdmpdrt,

melyre

y? = 2%+ 822 — 62 +38.

(Német versenyfeladat)

5.3.7. Feladat. Adjuk meqg az dsszes pozitiv egész n,x1, xa, . .., T,-t, melyre
o1 1 1
T+ x4+ +r,=m—-4 és —+—+---4+ —=1.
T1 Do Tn

(Putnam versenyfeladat)
5.3.8. Feladat. Oldjuk meqg a pozitiv egész szamok halmazdn az
Y+y=y'+zx
diofantikus egyenletet. (Nemzetkizi Magyar Matematikaverseny)
5.3.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az
R T N N R R

diofantikus egyenletnek végtelen sok megolddsa van az egész szdmok korében. (Tour-

nament of Towns)
5.3.10. Feladat. Keressiik meg az
5T +4 =37

egyenlet 0sszes megolddsdt a nemnegativ egész szamok korében. (Bolgdr versenyfel-

adat)
5.3.11. Feladat. Adjunk meg eqy olyan c pozitiv egész szimot, melyre az
vy -y —rty=c

egyenletnek pontosan hdrom (z,y) megolddisa van a poziliv egész szamok kirében.

(Angol versenyfeladat)
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5.3.12. Feladat. Legyen n pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy az
1 1
r+y+—+-=3n
r Yy

egyenletnek nincs megolddsa a pozitiv raciondlis szamok korében. (Gordg versenyfel-

adat)

5.3.13. Feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan (p,q,n) szdmhdrmast, melyre p, q

primszamok, n > 1 és teljesiil, hogy
plp+1)+qlg+1)=n(n+1).
(Lengyel versenyfeladat)

5.3.14. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat az x,y és n pozitiv egészeket, melyekre
(x,n+1)=1és
" +1 =y,

(Indiai versenyfeladat)

5.3.15. Feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan (m,n,p,q) nemnegativ egészekbdl

allo szamnégyest, melyre teljesiil, hogy
Pt = (p+q)* + 1.
(Romdn versenyfeladat)

5.3.16. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat az x,y nemnegativ egész szamokat, melyekre

teljesiil a
Pyt =1
egyenlet, ahol p adott pdratlan primszdm. (Cseh versenyfeladat)

5.3.17. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
22y? = 22 (22 2 y2)

diofantikus egyenletnek nincs megolddsa a pozitiv egész szamok korében. (Bolgdr ver-
senyfeladat)
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5.3.18. Feladat. Adott azm pozitiv egész szam. Adjuk meg m fiigguényében az dsszes

olyan x,y és n pozitiv egészt, melyekre
(mn)=1 és (2 +y°)" = (zy)" .
(Koreai versenyfeladat)

5.3.19. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi diofantikus eqyenletnek végtelen sok

pozitiv egész (x,y) szdmpdr megolddsa van. (Vietndmi versenyfeladat nyomdn)

v+ —bry+5=0.

5.3.2. A feladatsor feladatainak megoldasa

Az 5.3.1. Feladat megoldasa:

Az ismert nevezetes azonossagok alkalmazdasa és ekvivalens atalakitasok utan az
[1—(z—y)°’] (x+y—1)=1999

egyenlGség adodik. Az 1999 primszam, igy a lehetséges felbontasokat megvizsgalva

kapjuk az egyetlen egész megoldast, (z,y) = (1000, 1000)
Az 5.3.2. Feladat megoldasa:

Az © = y + a helyettesités utan az y-ban masodfoku
(3a — 2)y* +a(3a —2)y +a®* —8 =0
egyenlet adodik, melynek diszkriminansa
D = (3a — 2)(—a® — 2a* + 32).

Ha a < 0, akkor 3a — 2 < 0 é&s —a® — 2a® + 32 > 0. Ha a > 3, akkor 3a — 2 > 0 és
—a3 — 2a® + 32 < 0, igy lathato, hogy D csak a = 1 és a = 2 lesz nemnegativ, mely
esetek koziil a = 2-re D valdban teljes négyzet. Visszahelyettesités utan kapjuk az
egyenlet két megoldasat, a (0,—2) és (2,0) szamparokat.

Az 5.3.3. Feladat I. megoldasa:

a+b

Legyenx = “> ésy = “T_b alkalmas a, b egészekkel. Ekkor az eredeti egyenlet dtirhato
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az a® + b = 20® alakra, mely ekvivalens az a® = 0*(2b — 1) egyenlettel. Ha a = 0,
akkor b = 0, melybdl (z,y) = (0,0) nyilvin megoldas. Ha b # 0, akkor 2b — 1-nek egy
paratlan négyzetszamnak kell lennie, ezért 2b—1 = (2k+1)?, vagyis b = 2k* +2k +1,
ahol k € Z. Visszahelyettesités utan kapjuk, hogy a = +(2k + 1)(2k* + 2k + 1),
végiil az egyenlet Gsszes egész megoldasahoz eljuthatunk. Az (z,y) = (0,0) trivialis

megoldas mellett paraméteres alakban adédnak a nem-trividlis megoldasok:
v=(k+1)2k +2k+1); y=Fk(2k*+2k+1);

és
r=—k(2K*+2k+1); y=—(k+1)2k*+2k+1).

Az 5.3.3. Feladat II. megoldasa:
A feladat a fenti megoldastol eltér§ gondolatmenet segitségével is megoldhato. Ha
r=dX,y =dY ¢ (X,Y) = 1, akkor kapjuk, hogy X? +Y? = d(X — Y)3. Ha
X =Y, akkor (x,y) = (0,0) nyilvan megoldas. Ha X # Y, akkor X — Y | 2Y? és
YV, X-Y)=11gy X =Y = £2, vagy X —Y = £1. Ha X — Y = 1, akkor a

visszahelyettesités mutatja, hogy
r=(Y+1)(2Y*+2Y +1); y=Y (2Y*+2Y +1)

minden Y egész szdm esetén megoldas. Ha X — Y = 2, akkor egyrészt a feltétel
miatt X és Y is paratlan, masrészt az X2 + (X + 2)? = 8d egyenldség adodik, mely
pl. modulo 8 vizsgalva ellentmondashoz vezet. A negativ esetek teljesen hasonléan
kezelhet6k, révid szamolassal kaphato, hogy csak az X —Y = —1 eset ad megoldast,
mégpedig az

r=—(Y -1)(2Y*-2Y +1); y=-Y(2Y*-2Y +1)
szampart.

5.3.20. Megjegyzés. Megvizsgalhatjuk, hogy a feladat altalanositasanak tekinthet6
" +y" = (z —y)"*! diofantikus egyenletnek melyek az egész megoldasai. Kezelhetd-
e ez az egyenlet a fenti modszerek valamelyikével, esetleg mas modszerrel érdemes
probalkozni? Az ilyen és ehhez hasonlo altalanositasi lehetGségeket mindenképpen

hasznos a tanuloknak felvetni, még akkor is, ha esetleg a megoldandoé probléma utodlag
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tal nehéznek bizonyul. A matematikdban tehetséges diakok viszonylag rovid id6 alatt
képesek lehetnek az 6nallé problémafelvetésekre, illetve azok teljes vagy részleges

megoldasara.

Az 5.3.4. Feladat megoldasa:
Ismét segithet, ha a valtozok szamat tgy csokkentjiik, hogy kozottiik alkalmas Gssze-
fiiggések teljesiilését irjuk els. Ha pl. ¢ = b+ 1, akkor a? = 2b + 4 adodik, igy ha
b+ 2 =2n?, ahol n € Z, akkor az

a=2n
b=2n%—-2

c=2n?—1
értékvalasztas mellett végtelen sok egész megoldasat kapjuk eredeti egyenletiinknek.

5.3.21. Megjegyzés. Természetesen sok egyéb més paraméteres alakban is megad-
hatunk végtelen sok egész megoldast, s6t megmutathato, hogy az
a®? + b = % + k diofantikus egyenletnek, minden k € Z-re is végtelen sok megoldasa

van az egész szamok korében.

Az 5.3.5. Feladat megoldasa:

Egyik valtoz6 sem lehet 1-gyel egyenld, és az egyenlet szimmetriaja miatt feltehetd,

3
5

kell a tovabbiakban kiprobalnunk. Mind a négy esetben olyan kétvaltozos diofantikus

hogy 2 < z < y < z. Kapjuk, hogy % > 2 igy csak az ¢ = 2,3,4 és 5 értékeket

egyenlet adodik, melynek konnyen meghatarozhatjuk a feltételeket kielégité pozitiv
egész megoldasait:
(r,y,2) ={(2,11,110); (2, 12,60); (2, 14, 35); (2, 15, 30); (2, 20, 20);
(3,4,60); (3,5,15); (3,6,10); (4,4,10); (5,5,5)} .

Természetesen a fenti értékharmasok barmely permutécidja is megoldas.

Az 5.3.6. Feladat megoldasa:

Ismét becslést alkalmazunk. Mivel

22+ 82% —62+8> (2 4+ 1) <= 52" -92+7>0
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minden z-re teljesiil, kapjuk, hogy ha (z,y) nemnegativ megoldasa az egyenletnek,

akkor y > x + 2. Ugyanakkor y < x + 3 is fennall x € N esetén, hiszen
(x+3)°>2°+81% —6r +8«= 2" +33x+19 > 0.
Az egyenletnek igy csak y = r42 esetén lehet megoldésa, behelyettesités utan kapjuk,
hogy z? — 92 = 0, amelybdl az (x,y) = {(0,2); (9,11)} szampérok adodnak.
Az 5.3.7. Feladat megoldasa:

A becsléshez a szamtani és harmonikus kézepek kozotti egyenlGtlenséget hasznaljuk
fel.

T +To+ -+ Xy n
-2 R - 5n—4>n’.
n E N

Utobbibol kapjuk, hogy n < 4. Ha n = 1, akkor z; = 1 megoldé4s. Szimmetriaokok
miatt ismételten feltehets, hogy x1 < x5 < ... < x,. Ha n = 2, akkor x1 + x5 = 6,
de sem a (3,3) sem pedig a (2,4) par nem teljesiti a méasodik feltételt. Ha n = 3,
akkor xy + xo + 23 = 11, a széba jov6 (2,2,7), (2,3,6), (2,4,5), (3,3,5) és (3,4,4)
szamharmasok koziil csak a (2,3, 6) teljesiti a masodik feltételt. (Itt egyszeriibben is
eljarhatunk, ha az i + é + é = 1 ,jol ismert”, a tanuldkkal kordbban megoldott
diofantikus egyenletnek a pozitiv egész megoldasait helyettesitjiik az x1 + o + x5 =
11 feltételbe.) Ha n = 4, akkor a becslésben szerepld egyenlGtlenség egyenldséggel
teljesiil, vagyis csak x1 = z9 = x3 = x4 = 4 esetén kaphatunk megoldast, amely
valoban megfelels.
Az 5.3.8. Feladat megoldasa:

Az (n,n), (1,n) és (n,1) par nyilvin minden n pozitiv egész szam esetén megoldas.
A tovabbiakban feltehetd, hogy pl. x < y, valamint legyen y = x + ¢, ahol ¢ > 1 egész

szam. Behelyettesitést kovetGen mindkét oldalt z”-nel osztva kapjuk, hogy
¢+ - (1 + E) )
x® T
Felhasznalva, hogy a jobb oldal feliilr6l korlatos és egy felsG korlatja e¢, igy x¢ < e,
végiil x < 2 adodik. Ha z = 2, akkor 2¥ = y? — y + 2, melynek egyetlen (korabban fel

nem sorolt) megoldasa y = 3. Ha y > 3, akkor a bal oldal nagyobb lesz, mint a jobb

oldal, ezért mas megoldas nincs.

Az 5.3.9. Feladat megoldasa:

Itt is probalkozhatunk azzal a modszerrel, hogy az Osszes egész megoldas felirdsa
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helyett — ami jelen esetben elég reménytelennek tiinik — csak bizonyos feltételek tel-
jesiilése mellett adunk meg végtelen sok nem-trivialis megoldast. Ha pl. z = —y-t
helyettesitiink, akkor az eredeti egyenlet az x® = 22 + 2y%-re vezet, majd egy tjabb
y = tz, t € Z helyettesités és egyszertsitést kdvetGen az alabbi paraméteres megol-

dasokhoz jutunk:

z=2"+1
y=t(2t+1)
z=—t(2°+1) .

5.3.22. Megjegyzés. Az 23 = 22 4 2y? egyenldséget dtalakitva kapjuk, hogy
2y? = 2% (x — 1). Ttt pl. az 5.2.4-ben latott modon is befejezhetjiik a feladatot.

Az 5.3.10. Feladat megoldasa:

Nyilvanvalé, hogy z > 1. Harom esetet fogunk vizsgalni.
I. eset:
Ha x = 0, akkor a 7Y 44 = 37 egyenlséget modulo 3 véve ellentmondast kapunk.
II. eset:

Ha z > 1 és y = 0, akkor az 5* + 4 = 3% egyenl6séget modulo 5 véve 3* = —1
(mod 5) adodik, melybdl maradékvizsgalattal kapjuk, hogy z egy 4k + 2 alaki paros

Szam. Igy
<*) 51 — (32k+1 - 2) (32k+1 4 2) )

A jobb oldalon 1év6 tényezdk kiilonbsége 4, ezért legfeljebb az egyikiik lehet 5-nek
pozitiv egész kitevGjd hatvanya, a masik 1-gyel egyenls. Lathato, hogy ez csak k = 0

esetén teljesiil, innen pedig (x,y, z) = (1,0, 2) valoban megoldas.
III. eset:

Ha z > 1 és y > 1, akkor az eredeti egyenletet modulo 7 véve a 3°* = —3 (mod 7)
kongruenciat kapjuk, melybdl maradékvizsgalattal adodik, hogy z-nek 6m + 4 alaki

paros szamnak kell lennie. Az egyszeriibb jel6lés miatt legyen z = 27. Ekkor

577Y = (37 —2) (37 +2) .
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Mivel a jobb oldalon szerepls tényezdk péaratlanok, kiilonbségiik 4, ezért relativ pri-

mek is. Mivel x,y > 1, ezért ez csak ugy teljesiilhet, ha

37 —2=5"

37 4+2="1
vagy

37 —2="1

37 +2=5".

Mindkét egyenletrendszernél vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsGt. Kapjuk, hogy
7Y — 5% =4, illetve 5* — 7Y = 4. Az els6 esetben modulo 5 véve kapjuk, hogy y paros,
a masodik esetben modulo 7 véve adodik x parossidga. Mindkét esetben szorzatta
alakithatunk, és (*)-hoz hasonlo érveléssel belathato, hogy egyikbdl sem kapunk méar

tovabbi megoldasokat.

Az 5.3.11. Feladat megoldasa:
A megadott egyenlGségbdl x-et kifejezve kapjuk, hogy

Y —y+c
(y-Dy+1)

Mivel x pozitiv egész, ezért kell, hogy y — 1|c, illetve az y?> —y = y? — 1 — (y + 1) + 2

xr =

atalakitds mutatja, hogy az y + 1 | ¢ + 2 oszthatosag is sziikségképpen teljesiil.

Kongruenciakra attérve

0 (mody—1)
c=-2 (mody+1).

Cc

Mivel mindkét kongruencidanak megoldasa a ¢ = y — 1, ezért a kinai maradéktétel
miatt

c=y—1 (mody®—1),hay paros.
Ha y = 2, akkor ¢ =1 (mod 3), igy probaljunk ki néhany kongruenciat kielégits  kis”
c értéket. Rovid szamolas utén lathato, hogy ¢ = 10 megfelels, mert ekkor az y—1 | 10
és y+ 1| 12 oszthatésagok pontosan harom pozitiv egész y > 1-re teljesiilnek: y = 2,

=3 és y = 11. A hozzajuk tartozé x értékek rendre v =4, x =2 és x = 1.
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5.3.23. Megjegyzés. Ekvivalens atalakitasokkal az egyenlet szorzatta alakithato:

(y—D(ey +x—y) =c.

Ha c-t pl. ¢ = pq alakban keressiik, ahol p és ¢ kiilonb6z6 primszamok, akkor a

megfelel6 felbontasokbol ad6dé megoldasok:

c+2 ptqg+1 ) (p+q+1 )
2\t ) a1 (et D).
( 3 ) ( p+2 P q+2 ¢ ( )

Ha ¢ = 1 (mod 3), akkor az els6 szampar mindkét tagja egész, az utolsd péar

nyilvan mindig az, igy az kell, hogy a mésodik és harmadik par koziil pontosan az
egyiknek legyen mindkét komponense egész. Ez az elsG elirt alakia c-re (¢ = 10)
rogton teljesiil. Megvizsgalhatjuk azt is, hogy tovabbi ,kis” ¢ értékekre taldlhatunk-e

még megoldast, esetleg més alakt szamokkal is kisérletezhetiink a tanulokkal.

Az 5.3.12. Feladat megoldasa:

— a A _ C
Legyen v = ¢ és y = 4,

behelyettesitést kdvetd egyszertsitések utan kapjuk, hogy

ahol a, b, c,d pozitiv egészek és (a,b) = (¢,d) = 1. A

ab(c® + d?) + cd(a* + b*) = 3nabed .

(ab,a? + b*) = 1, hiszen ha egy p primszamra p | ab és p | a® + b? is teljesiil, akkor
p | aés p | bis fennall, ami ellentmond a feltételnek. Ugyanigy belathato, hogy
(cd,c® + d?) = 1, azaz a fenti egyenletben ab | cd és cd | ab, ami a pozitivitas miatt

azt jelenti, hogy ab = cd. Igy az
a’ +b* + * + d* = 3nab

Osszefiiggés adodik, melyet modulo 3 vizsgalva kapjuk, hogy a, b, c és d koziil vagy
mindegyik 3-mal oszthato, vagy pontosan az egyikiik lesz 3-mal oszthato. Az elsé
esetben az (a,b) = (¢,d) = 1, mig a masodik esetben az ab = cd egyenlGség miatt
jutunk ellentmondéasra.

Az 5.3.13. Feladat megoldasa:
Ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy

pp+1)=Mn—-qn+qg+1).
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A p ajobb oldalon 1év6 mésodik tényezének osztdja, mert ha p | n—gq, akkor p < n—gq,

és akkor

nn+1)=p* +@F+p+tqg<p+q*+{p+q) <n*+n,

ami ellentmondéas. Mivel n > p, igy létezik olyan k > 2 egész szam, amelyre

n + q+ 1 = kp. Behelyettesitést kovetSen kapjuk, hogy
p(p+1) = kp(kp —2¢ —1).
Egyszertisités és atrendezés utan a
2Qkq=kp—k—-p—1
egyenlgség adodik, melynek jobb oldala szorzatta alakithato:
(%) 2kq=(k+ 1)(kp—p—1).

Ha itt g osztana a masodik tényezét, akkor kp — p — 1 = mg-t irva a 2k = (k+ 1)m
osszefiiggéshez jutunk, ami k£ > 2 mellett lehetetlen. Mivel (k,k 4+ 1) = 1, ezért ¢ az
els6 tényez6t, mig k£ a masodik tényez6t osztja. Léteznek olyan u és v pozitiv egészek,

amelyekre

k+1=uq
kp—p—1=vk.

Ezt (x)-ba helyettesitve, majd egyszerisitve uv = 2 adodik. Pl. ha u = 1 és
v = 2, akkor a masodik egyenletbél k = g =1+ 1%’ azaz p = 3 vagy p = 5. A
méasodik esetben hasonl6é szamolasok utan kapjuk meg el6szor a megfelels p, k, majd

visszahelyettesitések utan a ¢, n értékeket. Az egyenlet Osszes megoldasa:
(p,g,m) ={(3,5,6);(5,3,6);(2,2,3)} .

Az 5.3.14. Feladat megoldasa:

Az egyenletet atrendezve, majd az ismert nevezetes azonossagot alkalmazva kapjuk,

hogy
2" =(y - D"y ).
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A jobb oldalon a méasodik tényezst az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban jeloljik
g-val. Ekkor ¢ | x™, igy a feltétel miatt (¢,n + 1) = 1. Osszuk el ¢-t maradékosan
y — 1-gyel, ekkor

g=@W-D [y " +2" 7+ -+ (n—1ly+n]+n+1.

Vilagos, hogy (¢,y — 1) = 1, mert ellenkez6 esetben létezne egy olyan p primszam,
melyre p | gésp|y—1,deakkor p | n+1ésp|q|xmiatt p| (x,n+1) =1 teljesiil,
ami ellentmondas. Azt kaptuk, hogy ¢-nak teljes n-edik hatvanynak kell lennie. Fz

azonban az aldbbi becslés miatt nem teljesiilhet n > 1-re
W+ =y"+ny" "+ )y -ty +1>q>y"

Ha n = 1, akkor x = y*> — 1, ami paros y esetén teljesiti az (z,2) = 1 feltételt.

Az 5.3.15. Feladat megoldasa:
Felhasznéljuk az 5.1.5. Megjegyzés végén szerepld allitast, melybdl kovetkezik, hogy
az x° + y?> + 1 = 2yz egyenletnek csak z = 3 esetén van megoldasa a pozitiv egész

szamok korében. Ha m > 0 és n > 0, akkor pq | p* + ¢* + 1, igy a fentiek miatt a
p*t+q®+1
pq
lehet megoldésa, ezért pg-val torténd osztast kovetGen kapjuk, hogy

tort értéke csak 3 lehet. Mivel az eredeti egyenletnek p = 0 és ¢ = 0 nem

2, 2
1o +q°+1
pPq
A felbontasbol adodo lehetGségeket Osszevetve a p? + ¢2 + 1 = 3pq egyenlettel, az

alabbi szamnégyesek adnak megoldast:

(m,n,p,q) ={(1,2,13,5);(1,2,2,5);(2,1,5,2); (2,1,5,13)} .

Ha pl. m = 0, akkor a ¢" = (p + q)* + 1 egyenletet kell megoldanunk. A 4.0.13.
Feladatban belattuk, hogy az 22 + 1 = y" egyenletnek n > 2 esetén n paritdsatol
fiiggGen csak az x = 0 és y = £1 megoldéasa, melyb6l nem adoédik djabb megfelels
szamnégyes. Ha n = 1, akkor ¢ < ¢*> + 1 < (p + ¢)? + 1, ami ismét nem szolgaltat
gyokot. Ha n = 0, akkor p = ¢ = 0 adodik, melyre az eredeti egyenlet bal oldala nem

értelmezett. Az n =0 és m € N esetben a fentiekhez hasonléan jarhatunk el.
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Az 5.3.16. Feladat megoldasa:
Az egyenletet atrendezve, majd nevezetes azonossag segitségével szorzatta alakitva a

jobb oldalt, kapjuk, hogy
Pr=Y+ D) Yy ).

Ekkor y + 1 = p?, ahol z € N. Ha z = 0, akkor y = 0 és x = 0, ami azt jelenti, hogy
az egyenlGség barmely paratlan p primre teljesiil. Ha z > 1, akkor
x 4 z zZ\(p— p zZ\p— p z zZ
pr=0 =1 +1=pF—p-p "V (] )p V- p* +ptt
2 p—2
Mivel 1 < k < p — 1 esetén p | (i), ezért az utolsod tagot kivéve, minden tag p-nek

legalabb a z + 2-edik hatvanyéval oszthato, igy p**! pontos osztoja p®-nek. Behelyet-

tesitve x = 2z 4 1-et, a

z zZ\p— p z

egyenléséghez jutunk. Ha p = 3, akkor 3% — 3**T! = 0 adodik, melybsl z = 1,
ahonnan x = y = 2. Amennyiben p > 5, ugy (pr) = ’# miatt a bal oldal utolsé
tagja p?*Tl-nel oszthato, mig a tobbi tag p-nek 2z + 1-nél magasabb hatvanyaval. Ez
ellentmondas, hiszen a 0 p-nek barmilyen nagy hatvanyaval oszthato.

5.3.24. Megjegyzés. Catalan hires sejtése volt, hogy csak a 8 és 9 olyan egymast
kovetd pozitiv egész szamok, melyek teljes hatvanyok. Ezt a sejtést 2002-ben Mihai-

lescu igazolta.

Az 5.3.17. Feladat megoldasa:

Ekvivalens atalakitasok utdn a

A (@) — et =0,
2%-ben méasodfoku egyenlethez jutunk. Ha az eredeti egyenletnek létezne megoldasa a
pozitiv egész szamok korében, akkor diszkriminansanak (D = z* + 62%y? + y?) teljes
négyzetnek kell lennie. Ha bevezetjiik az a = 2 + y* és b = 2zy helyettesitést, akkor

egyrészt D = a?+1?, mésrészt a® —b* = (22 —y?)% Ha x # y, akkor az ismert tételbdl

(lasd [10]) kapjuk, hogy két nem-nulla négyzetszam sszege és kiilonbsége nem lehet
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egyszerre négyzetszam, igy D sem lehet teljes négyzet. Ha z = vy, akkor D = 8z*
ismét nem teljes négyzet. Ez az ellentmondas igazolja, hogy az eredeti diofantikus

egyenletnek nincsen megoldasa a pozitiv egész szamok korében.

5.3.25. Megjegyzés. Az idézett tétel bizonyitasa megtalalhato pl. a ([10]) konyv-
ben, mint a végtelen leszallas modszerének egyik szép alkalmazasa, de jelen disszer-

tacioban is talalhatunk példat a ,descente infinie” modszer hasznalatara (4.0.11).

Az 5.3.18. Feladat megoldasa:

Elgszor a mértani és négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséget hasznaljuk fel:
(zy)" = (2° +y*)" > 2zy)" > (zy)" = n >m.
Legyen p® x-nek, mig p° y-nak pontos osztéja. Ha pl. > a, akkor egyrészt
et e pP |yt = P || (@7 )",

masreészt
Pt (ay)"

Kapjuk, hogy
2ma = (a+ f)n > 2na = m > n,

ami ellentmondas. Analog szamoléssal kapjuk, hogy a > [ is ellentmondéasra vezet.
Tehat o = [ minden primre, igy # = y, és az eredeti egyenletbsl 2m = z?n—2m
adodik. Itt x sziikségképpen 2-hatvany, azaz x = 2F alkalmas k pozitiv egész szammal.
Ekkor 2kn = (2k + 1)m, igy (m,n) = 1 és (2k,2k + 1) = 1 miatt m = 2k, azaz

m

(z,y,n) = (2%,2% ,m + 1).

Az 5.3.19. Feladat megoldasa:
Tekintsiik a megadott egyenletet z-ben masodfoki egyenletnek. Ekkor az egyenlet D
diszkriminansanak (D = 21y? — 20) teljes négyzetnek kell lennie, ezért megoldando

az a* — 210 = —20 n. negativ Pell-egyenlet. Mivel az (1,1) par megoldas, ezért
(+) (1—+v21)(1+v21) = —20.

Az a® — 210 = 1 Pell-egyenlet alapmegoldasa (pl. tablazatbol) (ag, by) = (55,12). Az

alabbi kettds rekurzio segitségével kaphatjuk az 6sszes kiilonb6z6 pozitiv megoldasat
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az alapegyenletnek (n > 1):

ap, = Hda,_1 + 252b, 4
bn == 12an_1 + 55bn_1 .

Mivel
ai - lei = (an - \/ﬁbn> (an + mb”) =1 )

ezért ha az utolso egyenldség, valamint a (*) felbontas megfelel§ oldalait Gsszeszo-
rozzuk, akkor végtelen sok kiilonb6z6 pozitiv megoldasat kapjuk a negativ Pell-
egyenletnek. (Sajnos nem éllithatjuk, hogy az Gsszes pozitiv (a,b) megoldas elgall

ilyen modon.) A miiveletek elvégzése utan az
(an — 21b,)* — 21(a,, — b,)* = —20

egyenldség adodik. Ha ezt behelyettesitjiik az eredeti 22 —5yz+y?+5 = 0 egyenletbe,

akkor az alabbi alakban kapunk végtelen sok kiilonb6z6 (z,,, y,) megoldast:

T, = 2a, + 8b,

yn:an_bna

ahol (ag,by) = (55,12) és az a,, b, sorozatokat definialo sszefiiggésekbdl nyilvan-
valdan a, > b, is teljesiil, igy valoban kiilonb6z8 pozitiv egész (z,,y,) megoldasok
adodnak.
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6. fejezet

A témakor egy lehetséges

feldolgozasa szakkori 6rak keretében

Ebben a fejezetben arrél a — hét foglalkozasbol allo — szakkori tevékenységrol lesz
sz0, amelyet 2018. november kozepétsl kezddGen két honapon keresztiil végeztem
az iskolamban, a budapesti Badar-Madas Reformatus Gimnéziumban. Az els6 foglal-
kozast 10 tanul6 részvételével tartottam meg, az egyes szakkori alkalmak idGtartama
altaldban 60 perc volt. A didkoknak az évfolyamok szerinti megoszlasa a kovetke-
z6képpen alakult: 2 f6 a 12.b tagozatos®, 2 f6 a 11. matematika fakultacios, 1 6
a 11.b tagozatos osztalybol, 4 f6 a 10.b tagozatos, valamint egy tanulo a 10.c alap
matematika? csoportbél vett részt az elsé szakkori 6ran. Fontos hangsiilyozni, hogy
a szakkorre altalaban kivalo képességl, a matematikai problémdk irant kiilonosen
fogékony, érdeklsdd tanulok jelentkeztek, akiknek donté tobbsége (8 f6) sajat tanit-
vanyom, de gy gondolom, hogy a mas osztalyokbol érkezd didkokkal is sikeriilt egy
nyugodt légkortd, korrekt munkakapcsolatot kialakitanom. Kiilon 6rom volt szdmom-
ra, hogy a kezdeti létszam hamar allandosult, nem volt szamottevs lemorzsolodas,
sGt egy-egy érdekesebb téma el6tt olyan didkok is jelentkeztek, akik egyébként nem

voltak allandoé résztvevdi a szakkornek.

! Az iskoldban a matematika tagozat nem a specialis matematikai osztalyt, hanem a hat évfolya-

mos képzésben a matematikat heti 5 éraban tanul6 osztalyokat jelenti.
2Az alap matematika csoportok heti éraszama, 3.

109



6.1. A témakor tanitidsaval kapcsolatos el6zetes ész-

revételek, tervezés, célok megfogalmazasa

A tervezés soran automatikusan addédott a kérdés, hogyan, milyen tartalommal
toltsem meg a rendelkezésre 4ll6 idSkeretet? Teljesen természetesnek hatott az a gon-
dolat, hogy mér az els6 alkalomtol kezdve a témakor felépitése megfelelGen illeszked-
jen a tanulok elGzetes ismereteihez, ugyanis a didkok koziil csak az altalam tanitott
12.0 és a 10.b osztalyos tanuloknak volt némi jartassaguk a témaban, miutdn egy-
szeriibb diofantikus egyenleteket targyaltunk mér a 9. osztalyban is a szdmelméleti
anyagrész végén. Az erre fordithaté orakeret altalaban 2 — 3 éraban van meghatéaroz-
va, amely éppen elegend§ arra, hogy a feladatgytjteményben szerepls tipusfeladatok
koziil legalabb néhényat meg tudjunk beszélni. Célszertinek latszott a szakkori orékat
az egyszeriibb ,szorzat=szam” tipusu egyenletek vizsgalatéval elinditani. Itt szeret-
ném jelezni, hogy errdél bGvebben a 6.2.1. részben lesz sz6. Ez egyrészt magabiztossa-
got adott azoknak a tanuloknak, akik a korabbi tanulmanyaikbol mar rendelkeztek
bizonyos fogalmakkal, masrészt nem riasztottédk el azokat a didkokat sem, akiknek
a diofantikus témakor még teljesen 1j teriiletnek szamitott. A késGbbi részek tér-
gyalasa esetében is igyekeztem egyfajta fokozatos épitkezést kovetni, folyamatosan
figyelve a tanuloktol érkezd reakciokat. A masodik 6ra anyaga, a ,szorzat—hatvany”
tipust egyenletek mar minden résztvevének egy komoly fogalmi ugrast jelentett, ami
szamomra is vilagossa tette, hogy a foglalkozasokat ezentil érdemes gy alakitani,
hogy egy-egy nagyobb egységre a tovabbiakban (legalabb) két tanora jusson. Ezt az
utat kovettem a harmadik és negyedik alkalommal is, amikor a kiilonféle becslések
alkalmazasaval megoldhato feladatok, egyenletek megoldhatatlansdgénak bizonyitasa
modulo m maradékok segitségével, illetve a végtelen leszallas modszere keriilt géresé

ala.

Természetes, hogy egy ilyen szakkornek az egyik célja lehet, hogy segitse a di-
akokat az orszagos tanulmanyi versenyekre torténd eredményes felkésziilésben. A
problémamegoldasi Otlettar gazdagitasa, valamint a kiilonb6z6 megoldasi modsze-
rek, technikak elsajatitasa megitélésem szerint nem csak alapkove lehet egy sikeres
versenyszereplésnek, — hanem ami ettél talan még sokkal fontosabb —, 6rasi hoza-

déka van a kreativ gondolkodas fejlesztésében, de kiilonféle problémaszituaciokban
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a helyes irdny, a megfelel§ dontések meghozatalaban is mérhetetleniil nagy jelentd-
séggel bir. Mindezek mellett az volt a tapasztalatom, hogy a tanulok érdeklgdését is
nagymértékben sikeriilt felkeltenem olyan, szamukra tjszer anyagrészek tanitasaval,
amelyekkel regularis 6ran nem lett volna alkalmuk talalkozni. Ilyen volt tébbek kdzott
a kongruencia fogalma, amelyet csak nagyon réviden, pusztan az egyszeribb jeldlés-
mod kedvéért vezettem be, ennek ellenére az egyik tanul6 olyan sikeresen adaptalta
a szakkoron elhangzottakat, hogy egy kis otthoni kutatémunkat kévetGen a normal
tanoran is — egy teljes indukcios bizonyitas kapcsan — sikerrel alkalmazta az énalldan
elsajatitott ismereteket. Az ilyen jellegii tanul6i aktivitasok elGsegitése és tamogatasa
érdekében minden anyagrészhez egy-egy feladatsort készitettem, amelyen az egysze-
riibb hazi feladatok mellett bonyolultabb, altaldban komoly kihivast és alapos uta-
najarast igénylg nehezebb beadhato feladatok is szerepeltek. A didkok szép szammal
adtak be ilyen feladatmegoldasokat, ezekbdl késziilt egy valogatéas, amely a Fiigge-
léknek a 9.4. alfejezetében talalhato. A tobbségében valoban elegans és kifogastalan
tanuloi megoldésok mellett szandékosan olyan munkak is bekeriiltek a valogatasba,
amelyek valamilyen okbol nem tekinthetsk teljesnek, esetleg hibas gondolatot vagy
érvelést tartalmaznak. Ezeknek a hibaknak, hidnyossdgoknak a megbeszélése altala-
ban mindig az 6ra elején tortént, fontosnak éreztem a tanulsdgosabbakat kiilon is
kiemelni. Rendszerint a beadott dolgozatokat a tanulok részletesen kijavitva és le-
pontozva kaptak vissza, ennek alapjan kialakulhatott az otthoni feladatmegoldast is
erGteljesen 6sztonz6, didkok kozotti pontverseny. Mindezek egyiittes hatasara a szak-
kor el6rehaladtaval észrevehet&en csokkent a hibak és hidnyossagok szama, illetve

jelentGs javulast tapasztaltam a megoldéasok leirdsdnak minGségében is.

A szakkor elinditédsakor alapvetGen fontos szempont volt, hogy a gyerekek — a
disszertacié cimében szerepld igérethez hiven — némi izelitét kapjanak nem szokva-
nyos diofantikus egyenletek vizsgalatabol, megismerkedjenek olyan alkalmazasokkal,
amelyek fels6bb matematikai modszereket igényelnek. Ennek a kivanalomnak végig,
de kiilonosen a pitagoraszi szimharmasokrol szolo 6todik és hatodik, illetve a szoban
forgo foglalkozassorozatot lezard (Pell-egyenletekrdl szolo) hetedik orén igyekeztem
eleget tenni. Ezeknél az anyagrészeknél fokozott tanari irdnyitas valt sziikségessé,
szemben a korabbiakkal, ahol kifejezetten torekedtem a felfedezteté modszer alkal-
mazasara. A pitagoraszi szamharmasok esetében a képlet levezetése utan célzottan

olyan feladatok keriiltek teritékre, ahol a didkoknak bd@ségesen lehetdségiik nyilt a
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kisérletezésre, 6nallo sejtéseik megfogalmazasara. A Pell-egyenletekrél szolo ora iga-
7i egyetemi kitekintéként, egyfajta latokorbévitésként szolgalt. Legnagyobb sajnéla-
tomra az idékeretbe ezittal nem fértek bele a Gauss-egészek, de a terveim kozott
szerepel, hogy a kozeljovGben elinditok egy mostanihoz hasonlé szakkort a komplex
szamokrol, igy a megfelel6 elméleti megalapozas utan a Gauss-egészekkel kapcsolatos

alkalmazasok is targyalhatova valhatnak.

A szakkoron feldolgozasra keriilt, valamint a beadhato hazi feladatoknak szant
példakbol egy lista késziilt (1asd Fiiggelék), amely lényegesen megkonnyitheti annak
visszakeresését, hogy az adott feladat mely sorszdmmal szerepel az értekezésben, eset-
leg milyen tovabbi, a disszertacidban eléforduld probléménak a targyalasat készitheti
el6. Meggy6z6désem, hogy célszeri a dolgozatban szerepld feladatsorokat, — de akar a
korabbi részekben talalhaté nehezebb problémékat is — ezen lista szerinti bontasban,
vagyis egy-egy kisebb, de egyméssal szorosan Osszefiiggs egységbe gytrva feldolgozni

a tanulokkal.

6.2. A szakkor

Az alabbiakban attekintjiik a szakkori foglalkozésokon feldolgozasra keriilt prob-
lémakat, helyenként kiilon kiemelve a feladatmegoldas egyes fazisaiban modszertani
szempontbol (is) lényegesnek gondolt tanuldi, illetve tanari reakciokat. A szakko-
ron a disszertacio szinte mindegyik fejezetébdl szamos feladatot dolgoztunk fel (lasd
9.3.), de természetesen az ezekben felhasznalt eszkozok (pitagoraszi szamhéarmasok,
Pell-egyenlet) targyalasat is be kellett iktatnunk. Ez utobbiak egyben valamennyi be-
tekintést is jelentettek az egyetemi ,magasabb” matematikaba, és igy az egész szakkor

tehetséggondozo, versenyel6készits jellegét is erdsitették.

Megjegyezziik, hogy a V-VI. — pitagoraszi szamharmasokrol —, valamint a VII. —
Pell-egyenletekrsl — sz6lo szakkori foglalkozasokon targyalt elméleti anyagrészek az
egész disszertaciora nézve alapvets jelent&séggel birnak. Az itt szereplé modszerek-
re, eljardsokra és formulakra az értekezésben tobb izben torténik hivatkozas, ezért a
szoban forgd kiemelt fontossagn részeknek a Fiiggelékben egy kiilon alfejezetet szen-
teliink. Megemlitjiik tovabbé, hogy az Gsszefoglalokban szerepls feladatok szamozasa

az ordkhoz készitett, a Fiiggelékben talalhato feladatsorok szamozésat kdveti.

112



6.2.1. Az els6 foglalkozas

I/1. Feladat. FEgy tdl siteményt szeretnénk feldarabolni a téglalap alaki tepsi
oldalaival pdrhuzamos vdgdsokkal gy, hogy a szeletelés utdin a tepsi szélével érint-
kezd (kicsit égett) siitemények szima egyenld legyen a tepsi szélével nem érintkezd

stitemények szamdaval. Hogyan tehetjik ezt meg?

Az els6 feladatban, amely elég kozismert — dltalaban normal tanéran is megold-
juk — szinte azonnal, a varakozasaimnak megfelelGen sikeriilt felirni a tanuloknak a
megoldashoz vezets (x — 2)(y — 2) = 2x + 2y — 4 diofantikus egyenletet, ahol x — 1 a
vizszintes, y — 1 a fiigg6leges vagasok szama. Erdekes volt szamomra, hogy a megol-
déasokhoz senki nem probalt kisérleti iton eljutni, talan tilsagosan hangsilyos volt az
ora elején tartott rovid bevezetémben, hogy a tovabbiakban kiilénféle érdekes, spe-
cialis egyenletekkel fogunk foglalkozni, igy valosziniileg rogton torekedtek arra, hogy
a feltételek alapjan fel tudjak irni egyenlet forméajaban a megfelel§ Gsszefiiggést. A
kapott egyenl6séget O-ra rendeztiik, majd ezen a ponton egy lényeges tanari raveze-
tés sziikségesnek latszott, hogy elérjiik a szdmunkra célravezets (z — 4)(y —4) = 8
elgallitast. A ,szorzat=szam” tipusu egyenletet felismerve a didkok konnyen felir-
tdk a feladat szempontjabol szoba jové megoldasokat. Miutan eredetileg a szakkor
egyik céljaként lett megjelolve, hogy lehetGség szerint tobbféle megoldési modszert
targyaljunk, és a didkok koziil mindenki talalkozott mar valamilyen sikbeli alakzat
egyenletével, kértem, hogy probaljak kitaldlni, hogy az egyenlet milyen sikbeli alak-
zatot definial. A y = 4 + fj feliras mutatja, hogy hiperboléval van dolgunk, és az
eredeti kérdés masképpen fogalmazva az, hogy a hiperbolanak melyek az elsé sik-
negyedben lévd racspontjai. Ilyen modon is megkaptuk az elsé megoldasban taldlt

r =06, y =28, illetve az x = 5, y = 12 értékeket. (z és y szerepe felcserélhetd.)

I/2. Feladat. Hdrom primszdm szorzata otszirdse osszegiknek. Melyek ezek a

primek?

A maésodik feladat megoldasat elég nehezen sikeriilt elinditani, mert legnagyobb
meglepetésemre a pgr = 5(p + q + r) egyenletben az 5-tel valo oszthatosagot, és a
p,q,r szamoknak a prim voltat csak egy tanuld tudta Osszekapcsolni. InnentGl méar
minden didk szdmaéara vilagossa valt, hogy a feladat megoldhato az el6z6 feladattal
analég moédon, hiszen ismét egy hasonlé szerkezetii kétvaltozos diofantikus egyenletet

kell vizsgalnunk. Az egyik tanul6 felvetette, hogy mi lenne akkor, ha p, ¢, r egyikérdl
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sem tennénk fel, hogy primek, hanem az el6z6 feladathoz hasonléan a pozitiv egész,
esetleg az egész szamok korében keresnénk meg a megoldasokat. Az érdekesnek latszo
altalanosabb kérdést nyitva hagytuk, bar talan néhany éraval késGbb, toébbféle meg-
oldasi modszer ismeretében hasznos lett volna visszatérni erre a felvetésre, amelyre

végiil — érdemi megoldasi javaslatok hidnyaban — nem keriilt sor.

I/3. Feladat. Ottlik Géza, a kivdld prozaird, matematikai tanulmdnyokat is foly-
tatott. Ezzel kapcsolatos visszaemlékezéseiben szerepel az aldbbi feladat: Bizonyitsuk
be, hogy barmely p > 2 prim esetén % pontosan eqyféleképpen irhato fel két kiilonbozd
pozitiv egész reciprokdnak dsszegeként. (Az dsszeadanddk sorrendjére nem vagyunk
tekintettel.)

A harmadik feladat felvezetéseként felolvastam a didkoknak egy kedves torténetet,
amelyet maga Ottlik Géza mesél el, és amelynek a szévege a KéMal. 1986. évi okto-
beri szaméaban is megjelent. Azt kértem a tanuloktol, hogy ne ugorjanak neki rogton
az altalanos problémanak, hanem el6szor néhany kis p értékre probaljak megtalalni
a feladat szovege szerinti egyetlen kiilonboz6 pozitiv egész x,y megoldast. A p = 3
esetben az egyik tanuld javaslatara a %—ot bévitettiik %—ra, igy azonnal megkaptuk
az 3 + 3 = 2 Osszefiiggest, amelyb6l adodott a (feladat szovege szerinti) o = 6 és

= 2 — sorrendtdl eltekintve — egyértelmii megoldas. Néhany tovabbi p-re is gyorsan
megtalaltik a megfelel§ x és y értékeket, s6t a konkrét példak alapjan az egyik vég-
z6s didk azt a sejtést fogalmazta meg, hogy az egyik valtozo éppen p-szerese lesz a
masiknak. Arra biztattam, hogy probalja meg 6nalldan ellenérizni a sejtését, bar azt
kozosen megéllapitottuk, hogy ennek az egy megoldasnak a megtaldlasbol még nem
kovetkezik az egyértelmiiség, azaz nincs kizarva, hogy esetleg létezik még tovabbi, a
feltételeket kielégité szampér. Kis idé milva a tanul6 jelezte, hogy nem boldogul a
bizonyitassal, igy jobbnak lattam ratérni a probléma altalanos vizsgéalatara, természe-
tesen azzal a megjegyzéssel, hogy amennyiben sikeriil a feladatot megoldani, Ggy arra
is fény deriil majd, hogy helyes volt-e a sejtés. Az egyenlet felirasa utan az elGzetes
varakozasaimnak megfelelGen a 2xy — pxr — py = 0 alakbol térténd szorzat-elGallitas
jelentett gondot, hiszen itt az zy (1-t6l kiilonb6z6) egyiitthatoja miatt nem teljesen
automatikusan adodik a tovabblépés. Ezen a ponton tjra be kellett avatkoznom, arra
kérve a tanulokat, hogy probaljanak visszaemlékezni olyan feladatszitudciora a korab-

bi tanulmanyaikbol, amelyben pl. egyenletmegoldas kozben egy alkalmas ekvivalens
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atalakitas terelt minket a jo iranyba. A 2-vel torténd beszorzasra tobben rajottek a

sajat tanitvanyaim koziil, mig volt olyan tanulo, aki a 2-vel valo egyszeriisitést va-

lasztotta, gondolom, hogy ez a kis eltérés talan annak készonhetd, hogy a masodfoka

egyenlet megoldoképletének levezetésekor a szaktanar melyik atalakitast (4a-val valo

beszorzas vagy a-val torténd osztas) preferalja. A szorzatalakban valo elgallitas utan

minden gond nélkiil sikeriilt felirni a megoldasokat, amelybé&l adodtak a — sorrendtél
_ ptl p(p+1)

eltekintve egyértelmi — v = %=-, y = =5~ értékek, raadasként igy a kordbbi sejtés

helyességérdl is meggy6zGdhettiink.
I/4. Feladat. A sik sokszdgekkel vald hézagmentes és dtfedés nélkili lefedését par-
kettizasnak vagy csempézésnek nevezziik. Melyek azok a szabdlyos sokszogek, ame-

lyekkel a sik parkettdzhato?

A negyedik feladatot — a legnagyobb sajnélatomra — id6hidny miatt mar nem le-
hetett az eldre eltervezett modon felépiteni, pedig nagyon érdekes vonatkozasai (pl.
Penrose-féle csempézés, hogyan lehet a leghatékonyabban egyenld részekre osztani a
teret minimalis anyagigénnyel? stb.) vannak az altalanosabb probléménak, amelyrdl
a téma irant érdeklddGeknek otthonra egy érdekes olvasnivalot is ajanlottam a fel-
adatlapon. Az eredeti kérdésiinkre visszatérve a tanulok viszonylag rovid id6 alatt
eléalltak a harom lehetséges szabdlyos sokszoggel, s6t az egyik diak kijelentette, hogy
6-nal nagyobb oldalszamu sokszdgeket nem is érdemes vizsgalni, hiszen ennek egy
bels6 szoge mar nagyobb 120°-nél, azaz egy csticsnal legfeljebb két sokszog talalkoz-
hatna, ami ellentmondés. Ennek preciz aldtamasztasa, illetve a korabbi modszerek
elmélyitése, gyakorlasa végett felirtuk a megfelel¢ diofantikus egyenletet, amelybdl

valoban a korabban megtalalt szabalyos sokszogek adodtak.

6.2.2. A masodik foglalkozas

Mivel a foglalkozasra elGzetesen tervezett feladatok, illetve a megoldashoz sziiksé-
ges Otletek 1ényegében minden tanulo szadmara teljesen ismeretlen terepet jelentettek,

ezért joval szerényebb tanuldi aktivitasra szamitottam, mint az els6 alkalommal.

I1/1. Feladat. Adjuk meg azokat az (x,y) egész szampdrokat, melyekre teljesiil,

hogy
25 3203 1 =9
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A nyito feladattal kapcsolatban rogtén megjegyezték, hogy ha a jobb oldalon y*
helyett 0 allna, akkor egy mésodfokira vezets egyenlettel lenne dolgunk, amelyet
konnyen meg tudnank oldani. Talan az el6z6 foglalkozas hozadékaként itt jott egy
ujabb oOtlet, alakitsuk szorzatté a bal oldalt, bar az egyik tanul6é azonnal jelezte, hogy
akkor a jobb oldalon egy konstans allt, igy az ottani gondolatmenet a mostani esetre
nem alkalmazhat6, rdadasul a bal oldalon 1évé kifejezés szorzatalakban térténd els-
allitasat sem lehet egész egyiitthatokkal elérni. Ezen a ponton azt javasoltam, hogy
ilyen konnyen ne engedjiik el a masodfokd vonalat, probalkozzunk teljes négyzetté
kiegészitéssel, ami szamukra egy teljesen megszokott atalakitas a témakorben. Leg-
tobben a természetesen adodo (23 + 2)? — 2 = y* aton indultak el, a rutinosabb 12.
osztalyos tanulok a kényelmesebb, 4-gyel torténé felszorzassal operaltak. Innen mar
nem volt kiilonésebben nehéz probléma megtalalni azt a felirast, amelybdl a szokasos
modon megkaptuk az egyenlet egész gyokeit. Megbeszéltiik azt is, hogy a négyzetsza-
mok kozotti kiilonbségek vizsgalataval is befejezhettiik volna a megoldast. Fontosnak
éreztem, hogy ennél a példanal beszéljiik meg azt a mésik hatékony modszert, misze-
rint az egyenletet z3-ban masodfoki egyenletként kezelve z-re csakis akkor kaphatunk
egész megoldést, ha a diszkriminans négyzetszam. Réavezetd kérdésekkel probaltam
elérni, hogy ez a fontos gondolat a megoldoképlet felirasa utén lehetdleg valamelyik

tanuld szajabol hangozzék el.

I1/2. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantikus egyenletet a pozitiv egész szdmok
korében.

3 — o =2y +61.

A masodik feladatban a varakozasnak megfelelGen mindenki a bal oldalon 1év6 kob-
szamok kiilonbségének szorzatta alakitasaval probalt elindulni, de ismervén a feladat
kétféle megoldasat, éreztem, hogy ennél messzebb tanari segitség nélkiil aligha fognak
jutni. Az egyenletbdl azonnal leolvashato, hogy x > y, ezért inditvanyoztam, hogy
a kiilonbséget jeloljiik n-nel, ahol n > 1, majd rendezziik az egyenletet az y valtozo

szerint. Innen kaptuk, hogy
(Bn—1Dy*+(Bn®* —n)y+n*—-61=0.

Az egyik tanul6 felvetette, hogy az el6z6 példaban megismert modszerrel esetleg le-
hetne folytatni, mire egy méasik didk azonnal megjegyezte, hogy az itt szerepl6 diszk-

riminanst az egyiitthatok joval bonyolultabbnak latsz6 forméja miatt nem szivesen
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szamitana ki. (Ezen a ponton végiil az utobbinal maradtunk, de az 6ra utan ellen-
oriztem az eredeti felvetést, amelybdl az deriilt ki, hogy véges sok eset kiprobalasaval
célt érhetiink. A megoldas azon miulik, hogy a diszkriminansként ad6dé negyedfo-
ka polinom f6egyiitthatoja negativ, igy egy ,kis” n indextsl kezdve a diszkriminéns

negativva valik.)

I1/3. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat az egész szamokbdl dllo (z,y) szampdrokat,

melyekre teljesiil, hogy
(z+2)* —at=9°.

A harmadik feladat kapcsan mar elézetesen, a feladatsor dsszeallitasanal is az volt a
szilard meggy6z&désem, hogy mindenképpen a didkokkal kozosen érdemes hozzafog-
ni, mert tobb olyan fontos ttletre és elGismeretre lesz menet kozben sziikség, amellyel
a didkok még nem rendelkeznek. Az egyenlet szerkezetét megvizsgalva szinte azonnal
észrevették, hogy a két negyedik hatvany kiilonbségét szorzatta lehet alakitani, majd
a lehetséges kiemelések utan ,az y paros” megjegyzésre sem kellett sokaig varnom.
Az y = 2k helyettesitést kovetSen az (z 4+ 1)(z? + 22 + 2) = k* egyenlet adodik.
Itt kellett az els6 hosszabb kitérét tenni, és a szamelmélet alaptételének, valamint a
teljes hatvanyok kanonikus alakjanak tulajdonsagainak felhasznélasaval azt a nagyon
fontos megallapitast mondtuk ki, hogy ha két nem-nulla egész szam relativ prim és a
szorzatuk kobszam, akkor ezek a szamok sziikségképpen kiilon-kiilon is kobszamok.
Az x = —1 esetbdl megoldasként a (—1,0) szampér adodik, és — némi ravezetés utan
—az (r+1,2% + 2 + 2) = 1 megmutatésa sem okozott gondot a tanuléknak, hiszen
ilyen jellegli bizonyitasokkal mar talalkoztak 9. osztalyban a szamelméleti témakor
tanulményozasakor. Innen méar a kobszamok kozott fellépé kiilonbségek vizsgalataval
sikeriilt befejezniink a megoldast. Sajnos viszonylag kevés id6 maradt egy mésodik
lehetséges megkozelités alapos végiggondolasara és bemutatasara, igy ez a rész legna-
gyobb sajnalatomra igencsak vazlatosra sikeredett. Az X = x + 1 jelolés bevezetése
utdn az X3 + X = k3 egyenletet kell megoldanunk. Ha X = 0, akkor a kordbban
mar latott megoldast kapjuk, mig X > 0 esetén az X3 < X3 + X < (X 41)°
egyenlGtlenség-lanc mutatja, hogy ebben az esetben nem kaphatunk tovabbi megol-
dasokat. Ezt a gondolatmenetet minden kiilonosebb gond nélkiil megértették, de az
mar komoly nehézséget okozott, hogy ebbdl hogyan kovetkezik egyszertien az X < 0
eset.

Osszességében fontos megjegyeznem, hogy a masodik foglalkozas minden tekintet-
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ben komoly ugras volt a didkoknak, hiszen tobb olyan &tlet, modszer keriilt teri-
tékre, amellyel korabban még egyaltalan nem taldlkoztak. Maguk a levezetések is
joval hosszadalmasabbak (remélem, hogy nem unalmasabbak) voltak a szamukra ed-
dig megszokottnal. A gyerekek reakcioit folyamatosan figyelve arra a megéllapitasra
jutottam, hogy a hatraléve alkalmak mindegyikén torekednem kell arra, hogy a bizo-
nyitasok lehetGleg ne tartalmazzanak egyszerre tul sok ,ij” informaciot. Ez minden
bizonnyal még azzal egyiitt is igaz, hogy ezeknek tulnyomoéd tobbsége tipikusan a
bizonyitasok egy-egy lényeges pontjan felbukkand un. rutin lépéseknek szdmitanak.

(,Szorzat egyenld hatvany”, |két egész szam relativ prim voltanak igazolasa” stb.)

6.2.3. A harmadik és negyedik foglalkozas

Az elGzetes tervezésem alapjan a feladatsor feldolgozasa legalabb két szakkori
orat igényelt, hiszen rogvest két olyan fontos elméleti tudnivalora is sziikségiink volt
a megoldasok soran, mint példaul a végtelen leszallas modszere, valamint a kong-
ruencia fogalma és tulajdonsagai. Ennek megfelelGen els§ izben mindkét — a dia-
kok szamara teljesen 4j — fogalmat nem mindjart egy nehezebb diofantikus egyenlet
kapcsan, hanem egyszertibb példakon keresztiil probaltam bemutatni. Természetesen
ezekre a modszerekre itt most csak egyfajta segédletként tekintettem a diofantikus
egyenletek megoldasdhoz, nem szerettem volna tilsagosan részletesen korbejarni eze-
ket a fogalmakat, noha tisztdban vagyok azzal, hogy kiilénosen a nehezebb részek
sikeres elsajatitasanak vonatkozasaban mennyire fontos, hogy a haladast ne siettes-
siik, illetve, hogy az 4j tudéselemeket megfelel§ szami, fokozatosan nehezedd példak
segitségével alaposan épitsiik be. Erre itt most nem volt méd, de szerencsére az 6éran
résztvevék matematikai tehetsége, el6képzettsége és motivalt hozzaalldsa is elegen-
dének bizonyult arra, hogy a szamunkra sziikséges otleteket még ilyen rovid id6 alatt

is konnyen befogadjak.

A végtelen leszallas modszerének megbeszélése utan egy olyan példat valasztot-
tam, amelynek a gyerekek ismerik a ,szokasos” orai bizonyitasat, nevezetesen, hogy
a /2 irracionalis. A bizonyitas azon alapul, hogy amennyiben /2 = §, ahol p,g > 0
és ¢ a legkisebb ilyen pozitiv nevezs, akkor v2 = % is igaz, amint azt egy egy-
szert atalakitas mutatja. Konnyd belatni, hogy 0 < p — q < ¢, azaz taldltunk egy

g-nal kisebb nevez6t. A didkoknak nagyon tetszett ez a rovid, frappans bizonyitéas,
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azt azonban megjegyeztiik, hogy az 6rai bizonyitdsnak nagy elénye, hogy a levezetés
mindvégig vilagos, minden 6tletbdl jol érezhets, hogy mi lesz a bizonyitas kovetkezd
lépése, amely aztan egy szamunkra kivanatos ellentmondasban végzédik. Itt a %
vizsgalata egyfajta ,deus ex machina”, nem ad betekintést abba, hogyan lehetne arra

rajonni, hogy miért éppen ezt a tortet érdemes atalakitani.

A kongruencidk kapcsan példakon keresztiil vizsgaltuk meg a definiciot, és bizo-
nyitasok nélkiil ugyan, de attekintettiik a legfontosabb tudnivalokat. Megallapitottuk,
hogy a kongruencidkat szabad Osszeadni, kivonni, 0sszeszorozni, és tobbféle ellenpél-
daval is megmutattuk, hogy nem szabad Gket elosztani. A szorzasboél rogtén adodott
a hatvanyozasi szabaly, és kiilonosen a 10. osztalyosok értékelték azt, hogy a szadmuk-
ra friss emlékd a — b | a™ — b™ oszthatosag is azonnal megkaphat6 hatvanyozassal. A
rovid bevezetd utan egy feladatban probaltuk meg alkalmazni a kongruencidkat, szan-
dékosan egy olyan példat valasztottam ebben az esetben is, amelyet mar korabban
mas modszerrel — teljes indukcioval — megoldottunk. A 11 | 32772 267+ ogzthatosag
igazolasat tliztem ki, és biztam benne, hogy az elegans, lényegében egysoros bizonyi-
tas elnyeri majd a didkok tetszését. Nem csalodtam, s6t utolagosan azt gondolom,
hogy ezen a ponton teljességgel megérte volna a raforditott id6t még néhany érdekes
allitast kongruencidkkal megvizsgalni, mert egy-két tanuléonak annyira megtetszett ez
a fajta jelolésmod, hogy a szakkort kovets ,normal” tanoran tobb izben is igyekeztek

alkalmazni a tanultakat.

ITII-IV /1. Feladat. Oldjuk meg az " + y" + 2™ = nxyz diofantikus egyenletet a

pozitiv egész szamok kiorében azn = 1,2,3,4 esetekben!

Az elméleti Osszefoglald utan hozzakezdtiink az ora valodi céljaként megjelolt
™+ y" + 2" = nxyz diofantikus egyenlet pozitiv egész megoldasainak megkeresésé-
hez azn = 1,2,3 és n = 4 esetekben. n = 1 esetén az egyik tanul6 az xyz-vel térténs
leosztast javasolta, amelybdl az ?i + é + ﬁ = 1 egyenlet adodik, de sajnos innen-
t61 nem sikeriilt tovabbfiiznie a kiindulasi 6tletet. Annyit azonban megallapitottunk,
hogy a méasodik hazi feladat hasonlo szerkezetd, illetve — 0sztonozvén a beadandé
problémakkal valé foglalkozast — ezt kiegészitettem azzal, hogy ez a ,leosztos” gondo-
lat nem feltétleniil haszontalan elindulés, mert példaul a negyedik beadando feladatot
nagyon is érdemes igy elkezdeni. Visszatérve az egyenlet eredeti alakjahoz, azt tob-

ben észrevették, hogy nem lehet ,tul sok” megoldas, mert az egyenlet jobb oldaldn a
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szorzat ,gyorsabban” noévekszik. Ezen a ponton megéllapitottuk, hogy talan valami-
féle becsléssel kellene probalkozni. SegitG kérdésekkel ravezettem a tanulokat arra a
gondolatra, hogy az egyenlet szimmetrikus, vagyis az altalanossag megszoritdsa nél-
kiil feltehets, hogy példaul z < y < z. Innen az zy < 3 egyenlGtlenséget kaptuk,
amelybdl adodott a — sorrendtdl eltekintve — egyértelmd (1,2,3) megoldas. Felve-
t6dott a kérdés, hogy vajon egy mas utat bejarva is megkaphattuk volna-e ezt a
szamharmast? Az egyik tanul6 ugyanis emlékezett ra, hogy mar az elsd foglalkozason
szerepld primszamos feladat (pgr = 5(p + g + 7)) is egy ilyen tipust egyenlet volt,
amelynél szintén nyitva hagytuk ezt a lehetGséget. Az n = 2 eset vizsgalatat azzal
kezdtiik, hogy megnéztiik, vajon az n = 1-re alkalmazott Otlet atvihetG-e erre az
esetre is. Csaldédottan vettiik tudomasul, hogy valészintileg nemleges a valasz, mert
az egyszerisitések utdn a tovibbiakban az igen nehezen kezelhetének 1atsz6 3z > 2xy
egyenlStlenség adodik. Emlékeztettem a didkokat arra, hogy az ora elején nem vé-
letleniil beszéltiink a kongruencidk kapcsan a modulo m maradékokrol, és néhany
tovabbi ravezetd kérdés-felelek utan eljutottunk oda, hogy az 2% + y? + 22 = 2zyz
egyenlet csak akkor teljesiilhet pozitiv egészekkel, ha z,y, z valamennyien paros sza-
x

mok. Attérve az § = x1,5 = y1 é 5 = 2 pozitiv egészekre, ezutan mar sokaknak

vildgos volt, hogyan is szeretnénk a végtelen leszallas modszerét alkalmazni.

Az n = 3 eset vizsgalatara sajnos mar nem jutott elég id6, a hatralévs perceket
igy arra hasznaltam fel, hogy folelevenitsem a tanulok szaméara a polinomosztésrol
tanultakat. Azt kértem, hogy az 23+ y3 + 23 — 3zyz polinomot osszak el maradékosan
az r + y + z polinommal, és beszorzassal ellenérizzék a kapott felbontas helyességét.
Osszességében elmondhato, hogy az az eldzetesen gondolt feltevés, hogy ezt az alkal-
mat lehetdség szerint bontott 6raban kellene megtartani, végeredményben valéban
jo dontésnek bizonyult. A tervezésben a tovabbiakra nézve is megfontoland6, hogy
amennyiben a didkok szdmaéara teljesen ismeretlen és nehéz elméleti részek keriilnek
els, gy — ezeknek a fogalmaknak még oly feliiletes bevezetése mellett is — elegendd
id6t kell hagyni a didkoknak arra, hogy ezeket a fogalmakat alaposan megemészt-
hessék, illetve, hogy a kell6 rutint megszerezve késébb alkalmazni tudjék a feladatok

megoldésakor.

A negyedik alkalommal az el6z6leg félbehagyott n = 3 eset vizsgalataval kezdtiik

meg a szakkori munkat. Miutan az 2® + y° + 23 — 3zyz polinom szorzatta alakitasat
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legutobb mar elvégeztiik, igy a megoldas befejezéséhez tulajdonképpen nem sok tenni-
valonk maradt. Az 22+1y?+2%2—xy—x2—yz = 0 egyenletnél tobben raismertek a teljes
négyzetté kiegészitésre, mint egy természetesen kinalkozo dtalakitasra, sGt a 2-vel tor-
téng felszorzas is sokaknak ismerds lehetett kdzvetleniil a normél matematikadrakrol.
Az (x—y)*+ (y—2)*+(x—2)* = 0 felirasbol azonnal, szinte korusban mondtak a vég-
telen sok megoldast jelenté x = y = z Osszefiiggést, ami nem is csoda, hiszen a ilyen
tipusi egyenletekkel is szdmos alkalommal talalkoztak mér a didkok korabbi tanul-
méanyaik soran. Ezen a ponton tgy éreztem, hogy mindenképpen hasznos volna, ha a
tanulok egy régebbi probléma kapcsan ujra felidéznék ennek a polinomnak ezt a szép
(ti. szorzatta alakithato) tulajdonsagat. A tervem végrehajtasahoz a masodik foglal-
kozason szerepls x3 —1y® = xy+61 diofantikus egyenletet valasztottam. Az elindulast,
illetve a megoldéas kulesat jelents két otlet, — a 27-tel torténd felszorzas és az 1-nek
mindkét oldalbol valé kivonasa — igencsak mesterkéltnek tiint a tanulok szamara,
azonnal jeleztem, hogy természetesen az ilyen atalakitasoknak altalaban csak akkor
van értelme, ha az egyenlet szerkezetébdl ,érezhets”, hogy a feladatunkban valamilyen
azonossag van elrejtve. Szerencsére a didkok mér ezen az 6ran is lattak hasonlot, mert
lényegében a 2-vel torténd felszorzas is ilyen atalakités volt, amely a teljes négyzetek
kialakitasat célozta. A (3z —3y—1)(92%+9y*+ 92y + 3z —3y+1) = 1646 = 2-823 fel-
irast kdvetGen megallapitottuk, hogy az x > y feltétel miatt elég lesz az 1646 pozitiv
egészekre torténd felbontéasait vizsgalni, illetve a masodik tényezd biztosan nagyobb
lesz az els6nél. Legnagyobb meglepetésemre az egyik — eddig igen csekély aktivitast
mutato — 10. osztalyos tanuld jelezte, hogy a 3x—3y—1 = 1 = 3x—3y = 2 esetet sem
kell kiilon megvizsgalni a 3-mal valo oszthatosag miatt. Az egyediil nyitva hagyott
3v — 3y — 1 =2 és 922 + 9y? + 9zy + 32 — 3y + 1 = 823 eset befejezését otthoni
munkara adtam fel, de el6tte még gyorsan ellendriztiik, hogy az egyenletrendszernek

a (6,5) szampar valoban megoldéasa lesz.

Ezt kovetGen ratértiink az n = 4 eset vizsgalatara. Ismételten elGkeriilt a nagy-
sagrendre vonatkozo gondolat, azaz, hogy a bal oldal ,sokkal” gyorsabban névekszik a
negyedik hatvanyok miatt, hiszen a jobb oldalon szerepld szorzat ,csak” harmadfokii.
Hagytam, hogy a kordbban a szimmetria miatt alkalmazott z < y < z becsléssel most
is megprobélkozzanak, de ezuttal 6k jelezték, hogy az n = 2 esethez hasonléan ebben
az esetben is més otlet utan kell nézniink. Feltettem a kérdést, hogy nem ismernek-e

a korabbi tanulmanyaikbol olyan tételt vagy modszert, amelyet tipikusan kiilonféle
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becslések, szélsGértékek megkeresésekor alkalmaztunk. A szamtani és mértani kozép
kozotti egyenltlenség elhangzasat kovetGen megallapitottuk, hogy a tétel alkalmaz-
hato a feladatunkra, s6t a lehetséges egyszertisitéseket elvégezve lényegében csak az
(1,1,1) és (1,1,2) szamparokat kellene kiprobalnunk ahhoz, hogy belassuk, n = 4

esetén a kiindulasi egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv egész szamok korében.

Mivel teljesen 1) anyagrész targylasdhoz a héatralévé idében mar nem akartam
hozzafogni, és maradt még nagyjabol 10 — 15 perc az 6rabol, arra gondoltam, hogy
egy kicsit 0sztonozni fogom a beadhato feladatokkal kapcsolatos otthoni munkéat,
ezért a 2. és 3. hazi feladatokhoz kdzosen javasoltunk néhany segits Gtletet azoknak,
akiknek eddig még nem sikeriilt 6nalloan megoldani szakkoron kittizott feladatot. A 2.
feladat kapcsan ismételten kiemeltiik, hogy szimmetrikus egyenlet esetében hasznos
lehet rogton ellenérizni, hogy pl. az © < y < z becslésbél nyerhetiink-e valami hasz-
nalhatot a tovabbiakra nézve. Szerencsére itt ez lesz a helyzet, hiszen az % > i > %
egyenlGtlenséghol % > 1 adodik, amelybdl x lehetséges értékei: v =1, 2 = 2 és x = 3.
A befejezést hazi feladatként a tanulokra biztam. A 3. feladat esetében is egy fon-
tos stratégiai gondolat hangzott el, nevezetesen, hogy ha egy diofantikus egyenletben
szerepel példaul egy 3-as egyiitthato, akkor érdemes az egyenletet mindjart modulo 3
tekinteni, és megnézni azt, hogy milyen kévetkeztetéseket tudunk ebbdl lesztirni. Itt
tovabbi segitséget nem akartam adni, biztam benne, hogy négyzetszamok lehetséges
3-as maradékainak ismeretében a didkok onalloan fedezik fel, hogy az egyenletnek
csak abban az esetben lehetne megoldasa, ha x és y kiilon-kiilon is 3-mal oszthato,
amelybdl a szokasos x = 3x1, y = 3y; helyettesités utdn mar valosziniileg nem volt

nehéz felismerniiik a végtelen leszallas alkalmazéisanak lehetGségét.

6.2.4. Az o6todik és hatodik foglalkozas

A szakkor elején roviden vazoltam a gyerekeknek a tanora céljat, vagyis az
2% + y? = 2? diofantikus egyenlet dsszes pozitiv egész megoldasanak a paraméteres
alakban torténd elGallitasat, amelyet aztan tovabbi szép és érdekes problémak vizs-
gélata kapcsan szeretnénk majd a késGbbiekben felhasznalni. Mivel a tanuldk egy
normadl iskolai 6ran a pitagoraszi szamharmasokkal 6sszefiiggésben legfeljebb a defi-
nicidéval és néhany konkrét szampéldaval ismerkednek meg, igy a megoldasok felirasa-

hoz vezetd utat szerettem volna a didkok szamara jol koriilhatarolhaté médon aprobb
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egységekre bontani. Minden ilyen rész esetén igyekeztem figyelni a tanulok reakcioit,
hogy nehogy véletleniil ,tal gyorsan” ugorjak at egy-egy ilyen logikai egységet. Az els6
fontos észrevétel, hogy elég csupan a primitiv pitagoraszi szdmharmasokat megkeres-
ni, mert az egyenlet minden pozitiv egész megoldasa elGall, mint egy alapmegoldas
alkalmas tobbszorose. Illusztracioként felirtunk néhany ilyen alapmegoldast, amelybél
gyartottunk tovabbi megfelel6 szamhéarmasokat, kiilon kiemelve, hogy ilyen médon a
végtelen sok megoldas létezése természetesen garantalt, és a lényeges itt éppen annak
megmutatasa lesz, hogy alapmegoldasbdl is végtelen sok van. A masodik logikai egy-
ségben belattuk, hogy az (z,y,z) = 1-bdl (és az egyenletbdl) kovetkezik, hogy z,y
és z paronként is relativ primek. Arra kértem a tanulokat, hogy a korabbi tanulma-
nyaik alapjan adjanak meg olyan szamharmasokat, amelyekre (z,y,2) = 1 teljesiil,
de egyik par sem relativ prim. Igy vilagossa valt szamukra, hogy ez a feladatunk-
ban valéban bizonyitasra szorulo, egyaltalan nem magatol értetddé tulajdonsag. Az
indirekt érvelés sokak szdméra ismerds lehetett, hiszen a szamelméleti témakor tanita-
sakor bdségesen el6fordulnak a legnagyobb kozos osztéval kapcsolatos, a mostanihoz
hasonlo 1épéseket igényld bizonyitasi stratégiak. A harmadik fazis annak megmuta-
tasa, hogy az egyenlet az (x,y, z) = 1 feltétel mellett csak akkor teljesiilhet, ha = és
y ellentétes paritasa. A lehetséges esetek vizsgalata nem okozott kiilonosebb nehéz-
séget, mert a didkok élénken emlékeztek még az eléz6 foglalkozason szerepls egyik
fontos momentumra, amelyben a négyzetszamok lehetséges 4-es maradékait adtuk
meg. Az (%)2 = 5. % egyenldség felirdsat kdvetGen ismételten emlékeztettem a
tanulokat, hogy a jobb oldalon 1év§ tényezGk relativ prim voltat igazolni kellene ah-
hoz, hogy a tovabbiakban hivatkozhassunk arra, hogy ezek a tényezdk kiilon-kiilon is
négyzetszamok. Annal is inkabb tartottam ezt fontosnak, mert az egyik tanul6 a ma-
sodik feladatsor 4. sorszamu, utolagosan beadott hazi feladataban rosszul alkalmazta
ezt a lépést, vagyis nem vizsgalata meg a tényezdk legnagyobb kozos osztojat, igy
természetesen a feladatot sem sikeriilt kifogéstalanul megoldania. A relativ prim tu-
lajdonsag igazolasa indirekt Gton a korabbi minta alapjan elég gordiilékenyen ment.
Az alapmegoldasok, illetve az egyenlet Osszes pozitiv egész megoldasanak felirasa
utan néhény altaluk alkalmasan valasztott u, v pozitiv egészek segitségével felirtunk
néhany pitagoraszi szamharmast. (Az allitds megforditasat, vagyis, hogy a megtalélt
képlet mindig primitiv pitagoraszi szamharmasokat allit el6, megjegyeztiik, de végiil

nem bizonyitottuk.)

123



V-VI1/1. Feladat. Adjuk meg az dsszes olyan deréksziogii haromszoget, amelynek

az oldalai egész szamok, valamint a keriilet és terilet mérdszdima megegyezik.

Biztam benne, hogy az elsé feladat, — ami egy igen jol ismert kérdés a témakorben,
— 10ogton alkalmasnak bizonyulhat arra, hogy a tanulok 6nalléan probéljanak meg
eljutni a megoldashoz, tekintve, hogy az imént megadott képletek szinte sugalmazzak
az egyik lehetséges elindulast. A megoldas egyébként a képletek felhasznalasa nélkiil is
konnyen elérhetd, bar elég valoszintitlennek tiint, hogy a gyerekek nem fogjak azonnal
alkalmazni azokat a formuldkat, amelyekhez néhany perccel kordbban jutottunk el.
A sziikséges algebrai atalakitasok utan szinte kivétel nélkiil mindenkinél szerepelt a
helyes 2 = v(u — v)d egyenlGség, amelybdl a két megfelels derékszogi (a 6,8, 10 és
5,12,13 egység hossztsagu oldalakkal rendelkezs) haromszog adodott.

V-V1/2. Feladat. Igaz-e, hogy minden olyan derékszigi hdromszégben, amelynek

az oldalai egész szamok, az oldalak szorzata oszthato 60-nal?

A maésodik feladat joval nagyobb kihivas elé allitotta a tanulokat. Néhany konkrét
példa alapjan abban széleskorid egyetértés sziiletett, hogy az allitas igaz, és az egyik
fin észrevette, hogy elegendd az allitast olyan derékszogli haromszogekre belatni,
amelyek oldalaira (a,b,c) = 1 teljesiil. A tovabbiakban — érdemi hozzaszolas hijan —
egyiitt vizsgaltuk meg a

60 | 2uv(u® — v*)(u® + v?)

oszthatosagot, ahol az u és v pozitiv egész szamokra teljesiilnek a tételben szerepld
feltételek. A 4-gyel val6 oszthatosidgot gyorsan elintéztiik, hiszen u és v valamelyike
paros. Az egyik didk jelezte, hogy az el6z6 foglalkozason felhasznéaltuk, hogy egy
négyzetszam 3-as maradéka 0 vagy 1 lehet, ezért ha u és v valamelyike 3-mal oszthato,
akkor készen vagyunk, ha nem, akkor pedig u? és v? is 1 maradékot ad 3-mal osztva,
vagyis ebben az esetben u? — v? lesz 3-mal oszthat6. Innent6l mindenki szaméara
vilagos volt, hogyan kell megvizsgilni az 5-tel valo oszthatosag kérdését, ezért a
foglalkozas hatralévs perceiben hagytam a tanulokat onalléan befejezni a bizonyitast,

amelyet aztan az egyik diak szoban roviden ismertetett.

A hatodik foglalkozas elején emlékeztets gyanant felirtuk a pitagoraszi szamhér-
masokat megadd képleteket, amelyet még a téli sziinet el6tti utolso foglalkozason
vezettiink le. Megkértem azt a tanuldt, aki eddig a legtobb beadandé feladatot ol-

dotta meg helyesen, hogy ismertesse a 9. problémara adott megoldasat. A megoldasa
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kifogéstalan volt, egyetlen ponton talan egy kicsit koriilményesen irta le az indok-
last, igy jobbnak lattam, ha a tovabbhaladas el6tt még azt is megbeszéljiik, hogyan

lehetne egyszertisiteni a levezetést.

V-V1/3. Feladat. Figyeljiik meg az aldbbi primitiv pitagoraszi szamhdrmasokat:
32 4+ 4% = 57, 52 + 122 = 132, 72 4242 = 252, 92 4402 =412

Milyen sejtés olvashato ki e példdkbol? Keresstink hasonld szerkezetd pitagoraszi szdm-

hdrmasokat!

Az ora folytatasaként a 3. feladatot beszéltiik meg, és arra kértem a didkokat, hogy
probaljanak meg — egyelére a formulak felhasznaldsa nélkiil — felallitani egy sejtést
arrél, hogyan kaphatunk még tovabbi megoldasokat. Az egyik tanul6 észrevette, hogy
32 =4+5,5% =12+ 13, 7> = 24 + 25 stb. Kénnyti észrevenni, hogy a bal oldalon az
1-nél nagyobb paratlan szdmok jelennek meg, és a jobb oldalon egymast kovets egész
szamok, igy a kovetkez6 alakot hasznélta: (2n+1)? = k+k+1, ahonnan k = 2n(n+1)
adodik. Innen mar nem volt nehéz megfogalmazni a sejtésiinket, amelynek teljesiilése

esetén végtelen sok, a feltételeket kielégité szamharmashoz jutunk. A
2n+ 12+ 2n(n+ 1) = 2n(n+1) + 1]

egyenldség helyességérsl ekvivalens atalakitdsok utan a diakok kénnyen meggy6z&d-
hettek. Ravilagitottunk arra is, hogy egyelére még nem allithatjuk, hogy az Gsszes
olyan derékszogl haromszoget, — amelynek az oldalai egészek és az atfogdja 1-gyel
nagyobb a nagyobbik befogénal — megkaphatjuk ezen a moédon. Ennek bizonyitasa-
ra a (primitiv) pitagoraszi szamharmasokra vonatkozo képleteket hasznéltuk fel. Az
a<b<c c=0b+1¢s(c,b) =1 feltételek miatt valéban elegendd csupan az alapmeg-
oldésokkal foglalkozni. Mivel ¢ paratlan, igy csak az alabbi szereposztas valosulhat
meg: a = u? —v?, b= 2uv és ¢ = u?+0v?. Behelyettesités utan kapjuk, hogy u—v = 1,

amelybdl a korabban latott
a=2v+1, b=2v(v+1), c=2v(v+1)+1

megoldésok adodnak.

V-V1/4. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantikus egyenletet a pozitiv egész
szamok korében.
5" —3Y=16.
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A 4. feladat esetében elsére talan nem egészen nyilvanvald, hogyan kapcsolodik a
pitagoraszi szamharmasokhoz. Annyi természetesen azonnal észrevehetd, hogy © = 2
és y = 2 megoldas. Ravezets, elindulast segité kérdésekkel probaltam elérni, hogy
végiil 6k mondjak ki azt, hogy a kitevSknek parosnak kell lennie. Ennél a pontnal a
negyedik foglalkozdson mar hasznalt modulo m maradékokkal torténs szamolashoz
nytdltunk vissza. A kordbbi tanacsokat megfogadva tobben javasolték a (mod 5),
illetve a (mod 3) maradékosztalyok alkalmazasat. Mindkét esetben révid szamo-
las utan kapjuk, hogy x és y is paros. Az egyik didk (mod 5) helyett (mod 4)-et
valasztott a szamolashoz, amellyel tovabb lehetett egyszertisiteni a célunk elérésé-
hez sziikséges lépések sorozatat. Az x = 2n és y = 2k helyettesitést kévetGen az
(5") — (3"‘3)2 = 42 Gsszefiiggésbdl sokan felfedezték, hogy egyszert szorzatta alaki-
téssal is célt érhetiink. A befejezést a gyerekekre biztam, majd ellenériztiik, hogy a
(primitiv) pitagoraszi szamharmasokra vonatkozé formulakbol is ugyanez a megoldés
adodik.

6.2.5. A hetedik foglalkozas

Az 6rat azzal kezdtiik, hogy az 2% — dy? = 1 egyenlet kapcsan megbeszéltiik, hogy
mit neveziink trividlis megoldasnak, illetve, hogy miért célszert a d-r6l eleve felten-
ni, hogy porzitiv és nem négyzetszam. Mindezek utan figyelmiinket a — klasszikusnak
szamito — 22 — 2y? = 1 egyenlet vizsgalatara iranyitottuk, amely egyenletnek a ta-
nulményozasat eredetileg az o6ra céljaként jeloltem meg. Természetesen a gyerekek
azonnal megtalaltik a legkisebb nem-trivialis megoldast ((3,2)), s6t az egyik (gyor-
sabb) tanul6 szamologépe segitségével egy méasik megoldassal ((17,12)) is elgallt. A
szisztematikus probélgatast ezen a ponton ledllitottam, persze a kérdés magatol ér-
tetddGen jott: Vajon hany tovabbi megoldasa van az egyenletnek, van-e egyaltalan
a megtalalt szamparokon kiviil megoldas? Ha igen, akkor meddig kell tovabbi pro-
balgatast végezni ahhoz, hogy megkapjuk a harmadik, negyedik stb. ilyen szampart?
Ennek megvalaszolashoz visszatértiink a legkisebb megoldashoz, amelyet elGszor a
32 —2.22 = 1, majd szorzatta alakitas utan a (*) (3+2v/2)(3 —2v/2) = 1 alakban ir-
tunk fel. Nagy volt a kisértés, hogy rogvest elaruljam a didkoknak, hogy miért pont ezt

csinaljuk, mert néhany tanul6 arcan ebben a pillanatban némi zavarodottsagot véltem
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felfedezni. Megerdsitésként ellendriztiik az atalakitas helyességét, majd arra kértem
a didkokat, hogy emeljék négyzetre az egyenlséget. A (17 4 12v/2)(17 — 12v/2) = 1
osszefiiggésbdl kaptuk, hogy 172 — 2 - 122 = 1, vagyis a korabban megtalalt (17,12)
megoldashoz jutottunk. Itt révid szamolastechnikai gyakorlatként a didkok megvizs-
galtak, hogy mit kapunk akkor, ha a (*) egyenlgséget kobre emeljiik, amelynek végén
egy ujabb megoldas, a (99,70) szampar adodott. A példak segitségével a tanulok
el6tt teljesen vilagossa valt, hogy ilyen médon az eljardasunk végtelen sok megoldast
szolgaltat, és nemsokéra az is felvet6dott, hogy vajon megkapjuk-e ezzel a modszer-
rel az Osszes megoldast? Ennek a kérdésnek a megvélaszolasahoz kiosztottam az drai
feladatsort, amelynek az elejére — a korabbi feladatsorokhoz hasonléan — egy rovid
elméleti Osszefoglalot is készitettem. Fontosnak tartottam, hogy a példdk megoldasa
el6tt alaposan atbeszéljiik a sziikséges tudnivalokat, illetve az el6z6 kérdés kapcséan el-
mondtam a didkoknak, hogy az eljaras valoban megadja az 2% —2y? = 1 Pell-egyenlet
Osszes pozitiv egész megoldasat, de ennek bizonyitasat most mell6zziik, mert lénye-
gesen meghaladné a szakkor kereteit. Ezt kovetGen értelmeztiik a tételben szerepld
jeloléseket, illetve megvizsgaltuk az egyenlet megoldasainak kiilonféle alakban torténd
elgallitasait. A hatvany, valamint a rekurziv formulék esetében is kiszamoltuk az els
néhany n értékre a megoldasokat, amelyekrdl egy listat is készitettiink. (Ezt a listat
a 2. feladat megoldésa sorén is felhasznaltuk.) Sz6 volt réla, hogy mar viszonylag kis
d értékek esetén is (pl. d = 61) nagyon nehéz megtalalni az alapmegoldast. Az egyik
diak jelezte, hogy id6kozben az interneten megtaldlta, hogy d < 100-ig mely szam-
parok az alapmegoldasok. Erdekes és tanulsagos volt egy rovid pillantast vetni erre
a tablazatra, hogy d fiiggvényében milyen szeszélyesen viselkedik az alapmegoldasok

(x,y) értékeinek nagysagrendje.

VII/1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok pozitiv egész n-re teljestil, hogy

az elsé n pozitiv eqész szam dsszege négyzetszam! Keressiik meg az dsszes megolddst!

Az 1. feladat a témakor egyik ismert, klasszikusnak szamit6 problémaja. Az els6
n pozitiv egész szam Osszegére vonatkozo képletet hasznélva az n(n + 1) = 2k?
egyenletet kapjuk. Egy kevés id6 utan a tanulok koziil tobben rajottek, hogyan lesz
ebbdl Pell-egyenlet. Az egyenlséget 4-gyel szorozva teljes négyzetet alakithatunk ki.
A (2n+1)? — 2 (2k)?> = 1 egyenletre alkalmazva a megoldasokat hatvanyalakban
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elgallito formulat kapjuk, hogy

n:(3+2\/§> +i3_2\/§) _2, ahol m=1,2.3,....

VII/2. Feladat. Egy szérakozott matematikaprofesszor elindult, hogy megldto-
gassa eqy volt tanitvdnydt. Mikor az utca elejére ért rdjott, hogy elfelejtette a tanitvdny
hdzszamdt. Ebben az utcdban csak az eqyik oldalon voltak hdzak, szdmozdsuk 1-gyel
kezddditt és egyesével névekedett. A professzor emlékezett rd, hogy legalabb 200 és
legfeljebb 500 hdz van az utcdban. Tovdbbd arra is, hogy a tanitvinya hdza az ut-
ca numertkus kozéppontjaban dll, azaz a hdzszdamoknak az utca elejétdl a hdzig vett
0sszege megeqyezik a hdztol az utca végéig vett hdzszamok dsszegével. Révid gondol-
kodds utdan a professzor rajott, hogy hova kell mennie. Meg tudjuk-e mi is hatdrozni

a kérdéses hdzszdmot?

Ha a 2. feladatban x jeloli az utcaban 1év6 hazak szamat, y pedig a kérdéses

hazszamot, ahol 200 < z < 500, akkor felirhato az alabbi egyenléség,.
I+2+--+y=y+y+1+...2.

Itt ismételten felhasznaltuk az els6 n pozitiv egész szam OGsszegére vonatkozd zart

formulat, igy eljutottunk az

yy+1) z(x+1) yly—1)

2 2 2

egyenlgséghez, amelyet az el6zGekben leirt médon alakitottuk at, és igy a
(22+1)%—2-(2y)? = 1 egyenlet adodott. A feltételek miatt csak az a megoldas érdekelt
minket, amelyre 401 < 2z + 1 < 1001. A korabban elkészitett, az 2% — 2y* = 1 Pell-
egyenlet elsG néhany megoldésat tartalmazo listat felhasznilva kaptuk az egyetlen
megoldast: x = 288 és y = 204.
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6.3. Reflexi6

Természetes, hogy minden tanitasi és tanulasi folyamat végén érdemes egyfajta
szamvetést késziteni az elvégzett munkarol, amelynek sordn célszert alaposan vé-
giggondolni déntéseinket, az egyes helyzetekben vajon megfelelek voltak-e a reak-
cioink, illetve, hogy a jovGben hogyan és miként jarhatunk el a remélt pedagogiai
siker érdekében. A Baar-Madas Reformatus Gimnéaziumban tartott — hét foglalko-
zasbol allo — szakkori tevékenység reményeim szerint egyidejtileg tébbféle el6zetesen
célul kitzott ,kiildetést” teljesitett be. Egyrészr6l a téma rendkiviil alkalmasnak
bizonyult az érdeklGdés felkeltésére, a matematikidhoz fiiz6d6 pozitiv attittid kialaki-
tasara, amelyhez az iskolankban szerencsés modon eleve adott volt kivalo képességii
didkoknak egy 10 — 12 f6s csoportja, akikre a kiilonféle matematikai problémak iran-
ti kellg fogékonysidg méar eddig is jellemz6 volt, de gy gondolom, hogy a szakkori
orak utani beszélgetések, a didkoktol érkezs, Gszinte kivancsisagbol fakado kérdések
és megjegyzések szdmomra mind ékes bizonyitékat adjak annak, hogy a diofantikus
egyenletek témakor tanitasa a feladat-és problémamegoldéasi motivacié tovabbi erd-
sitéséhez is jelent6s mértékben hozzajarulhat. A foglalkozasok anyagat igyekeztem
tgy megvalasztani, hogy az (kiilonosen a szakkor kezdetén) szorosan illeszkedjen a
tanulok korabbi ismereteihez, annak értelemszerd kibévitését tartalmazza. Masrész-
r6l egy tehetséggondozésra iranyuld szakkornek feltétleniil olyan 4j anyagrészek és
modszerek elsajatitdsara is kell fokuszélnia, ami altal gazdagodik a problémameg-
oldasi repertoar, amelyek birtokdban a tanulok eredményesen szerepelhetnek az or-
szagos versenyeken, illetve a legkiilonfélébb megmérettetéseken. Kimondottan ez a
cél vezérelt, amikor &sszedllitottam az elsé harom foglalkozasra tervezett feladatso-
rokat. Olyan problémakat probaltam 6sszevalogatni, amelyeknek megoldasa tobbféle
megkozelitésben elérhetd, szamos példa itt kifejezetten az értekezésben (is) szerep-
16 érdekesebbnek és/vagy tanulsigosabbnak itéltek koziil valok. Sajnos az idGkeret
végiil nem minden esetben tette lehet6vé az Gsszes elézetes elképzelésem megvalo-
sitasat. Mindezek ellenére bizom abban, hogy Osszességében sikeriilt 6tletekben és
modszerekben gazdag, a matematika ezen szeletének sokszintiségét jol visszatiikro-
78, — kozépiskolasok szdmara is érthetd — alkalmazésokban bévelkedd feladatsorokat

késziteni.
Sok kollégéaval egyetértésben vallom, hogy az szamit igazan értékes és maradando
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tudasnak, amelyre a didk 6nalléan jon ra, sajat maga fedez fel, igy a tanari iranyitas-
ban is — amennyire csak lehetséges volt — probéaltam ezt az utat kvetni. Az idéfaktor
nyilvanvaloan gatja az ilyen jellegli munkafolyamatnak, éppen ezért a feladatsorokra
otthoni, nyugodt, idézavartol mentes ,kutatémunkara” szant problémak is keriiltek.
A hazi (altalaban konnyebb) feladatok az orai Otletek és modszerek begyakorlasat
segitették, mig a nehezebb beadhato feladatok tobbnyire valoban komoly fejtorést,
nem egy esetben alapos utanajarast igényeltek a tanuloktol. A beadott feladatokat
egységes pontrendszer alapjan értékeltem, és az igy kialakult ,haziverseny” — megité-
lésem szerint — szintén 0sztonz6leg hatott a tanulokra. Ezzel paArhuzamosan emlithetd,
hogy a megoldéasok leirasanak vildgos megfogalmazasa, az egyes indokldsok mindGsége
is sokat javult az id§ el6rehaladtaval, amelynek fejlesztésére a szaktanarok altalaban

véve is kell§ figyelmet forditanak.

Fontos hangsilyozni, hogy mar az els (de kiillonosen a mésodik) foglalkozast kove-
téen érzékeltem, hogy talan tal sok 0j ismeretanyagot ziditok egyszerre a tanulokra,
éppen ezért a késGbbiekben alapveten megvaltoztattam mind a feldolgozas modjat,
mind pedig a tanari iranyitasbeli felfogasom. Attértem a ,két alkalom, egy feladat-
sor” koncepciora, ami abbél a megfontolasb6l mindenképpen hatékonynak bizonyult,
hogy nem kellett tiilsdgosan sietni, a tanuloknak béven hagyott idét arra, hogy barat-
kozzanak az 1j fogalmakkal, alaposan koérbejarhassuk a szamukra eddig nem ismert
bizonyitasi modszereket, a szokasostol eltéré gondolatmeneteket. Igy a tanulok sza-
mara teljesen ismeretlen, merében 1j, illetve a virhatéan nehezebbnek igérkezd részek
esetén a felfedeztets modszert felvaltotta egyfajta ,interaktiv eldadasmod”, amelynek
soran a didkokkal olyan jellegii parbeszédet alakitottam ki, melyek révén a segitd,
irAnymutaté kérdéseim mentén azt szerettem volna elérni, hogy a megoldas kritikus
fazisaiban a gyerekek maguk fogalmazhassdk meg a dontG szerepet jatszé gondolatot

vagy a tovabblépéshez lényegesnek vélt észrevételeket.

Az 6t6dik és hatodik (pitagoraszi szamharmasokrol), illetve a hetedik
(Pell-egyenletekrdl szo6l6) foglalkozas méar kifejezetten azt célozta, hogy féként kozép-
iskolai ismereteken alapuld izelitét adjon a fels6bb matematika vilagabol. E helyiitt
nem toérekedtem szigori bizonyitdsokra, leszamitva a pitagoraszi szadmharmasokra
vonatkozo6 formuldkat, amelyrdl el6zetesen sejthets volt, hogy szamot tarthat majd a

didkok fokozott érdeklGdésére. Az elméleti tudnivalokrol a feladatsorok elején készi-
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tettem egy rovid Osszefoglalot, lehetGséget teremtve a tanuléknak arra, hogy barmi-
lyen apré elakadas esetén ide visszatérve tjra fel tudjak venni a fonalat. Fontosabb
definicidk és tételek esetében soha nem a magasabb absztrakcids szint fel6l kozeli-
tettiink, hanem mindig konkrét, egyszerd példakon keresztiil gy6z6dtiink meg azok
,miikodésérsl”. Utdlagosan azt mondhatom, hogy talan szerencsés lett volna ezen a
ponton legalabb még egy tandrat beiktatni, esetleg tobbféle hatékony tanulasszer-
vezési modot is kiprobalni az 6ran, hiszen a témakornek az idevagd része kivaloan
alkalmas arra, hogy a gyerekek kisérletezzenek, 6nalléan sejtéseket, dltalanositasokat
fogalmazzanak meg, amelyeket aztan — akir tanari segitséggel is — bizonyitsanak.
Ahogyan korabban is sz6 volt rola, némi hidnyérzet feltétleniil maradt bennem a
Gauss-egészek targyalasanak elmaradasa miatt, bar a sziikséges elméleti megalapo-
zas nélkiil valoszintileg egyébként is csak a levegGben logott volna ennek az tjfajta
szamkornek a vizsgalata. Ugyanez érvényes a disszertacioban szerepls Z(y/—2) gyti-

riire.

Osszességében véve a szakkori foglalkozasokat, a didkokkal elvégzett kozos mun-
kit mind személyes véleményem, mind pedig a tanulok pozitiv visszajelzései alapjan
is rendkiviil eredményesnek itélem. Boséges mennyiségi tapasztalatot sikeriilt 6ssze-
gytjtenem a jovGre nézve a didkok reakcidibdl, illetve a sajat 6ravezetési, munkaszer-
vezési tevékenységeimmel kapcsolatosan is. Az egyes foglalkozésok utani épitd jellegti
beszélgetések, tanuloi megjegyzések szamomra teljesen egyértelmiivé tették, hogy a
kés6bbiekben is érdemes olyan, — akar egy a mostanihoz hasonl6 tébb alkalmas —
szakkori orédkat szervezni, amelynek célja egy-egy olyan témakor feldolgozasa, ami-
nek kapcsan a gyerekeket olyan ismeretekhez, tapasztalatokhoz juttathatjuk, amely-
nek hozadéka a matematika tanitas és tanulas szamos aspektusdbdl nézve busasan

megtériil.
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7. fejezet
Osszefoglalas

1. Bevezetés

A disszertacio elkészitésekor a legf6bb célom az volt, hogy a kdzépiskolai ver-
senyeknek a — szdmomra talan legkedvesebb — diofantikus egyenletek témakorben
kitiizott feladatait tobb szempontbol megvizsgaljam, és néhény valogatott feladat
kapcsan bemutassam, hogyan alkalmazhatéak a fels6bb matematikiban megismert
modszerek, illetve milyen médon hasznosithatdak ezek a tehetséggondozasban, szak-
kori munkaban. A feladatok megoldasai, a feladatsorok felépitése, valamint ezeknek a
probléméknak a didaktikai vizsgéalata teljesen 6nallo munkam eredménye. Az ismert
versenyfeladatokat szamos sajat feladattal is kiegészitettem. Személyes meggy6z&dé-
sem, hogy az ilyen tipusi feladatok alkalmasak arra, hogy felkeltsék a didkok érdekls-
dését, betekintést nytjtsanak egy-egy probléma mélyebb gyokereihez, illetve fejlesszék
az altaldnos problémamegold6 képességet. Mindemellett természetesen a tanaroknak
is jelentds segitséget adhat tehetséggondozé munkajukhoz. Fontos feladatomnak te-
kintettem tovabba, hogy a kiilonb6z6 megoldidsoknak megadjam az 0sszehasonlitésat,
értékeljem azokat, megvizsgaljam a kinalkozo altalanositasi lehetdségeket is. Ennek
a kivanalomnak igyekeztem a disszertacio Osszes fejezetében eleget tenni. A dolgozat
masodik, harmadik és negyedik fejezete tobbségében az 6nallo problémafelvetéseim-
bél szarmazik, amelyek rendre a [15], [16] és [17] cikkekben keriiltek publikalasra.
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2. Binomilis egyiitthatdk kiilonféle kozepeivel kapcsolatos
diofantikus egyenletek

A 2. fejezetben a cél elsGsorban az volt, hogy elemi moddszerekkel megmutassam,

n
2

kus kozepe végtelen sokszor lehet ismét ilyen alaktl binomiélis egyiitthato. Egyelére

hogy két kiilonb6z6 ( ) alakt binomialis egyiitthat6 szamtani, mértani és harmoni-
nyitott kérdés, hogy mit mondhatunk a négyzetes kozép esetén. A szamtani kozép
kapcsan az Gsszes megoldast sikeriilt megadnom, valamint hirom tag esetén sikeriilt

bizonyos tipust binomidlis egyiitthatokra végtelen sok nem-trivialis megoldést felirni.

A levezetések soran végig igyekeztem olyan elemi modszereket hasznalni, melyek
tilnyomo tobbsége targyalhatd a kozépiskolai matematika oktatas keretei kozott is,
természetesen elsGsorban szakkori érakon. Szinte kivétel nélkiill mindegyik altalam
vizsgalt nevezetes kdzép bizonyitasa egy-egy tovabbi érdekes kitekintési lehet&séggel,
felfedeznivaloval kecsegtet mas matematikai teriiletek iranyaba. Igy példaul a szam-
tani kozép a pitagoraszi szamharmasokkal, a harmonikus kozép a Pell-egyenlettel,
mig a mértani kozép a rekurziokkal hozhatéd Gsszefiiggésbe. Megitélésem szerint ezek
a problémék kiviloan alkalmasak lehetnek modszertani szempontbél arra, hogy az
adott részek tanitédsakor ezeket — mint az igazan komoly fejtorést jelentd nehezebb
feladatokat — a tanuloknak ,kutatasi” célbdl kitiizziik. Ugyanakkor ténylegesen sza-
molnunk kell azzal az eshet&séggel is, hogy — a problémak jellegébdl adodéan — akéar
mar viszonylag korén lekiizdhetetlennek 1atsz6 nehézségekbe iitkozhetnek. Tulajdon-
képpen ez az oka annak, hogy a nevezetes kozepeket altalaban csak két tagra és a
binomialis egyiitthatok 2-es also értékére vizsgaltam, hiszen a tovabbi altalanositasok

méar lényegesen mélyebb matematikai eszkozoket igényelnének.

3. Binomiilis egyiitthatokkal kapcsolatos diofantikus
egyenletek megoldasa elemi titon és fels6bb matematikai mod-
szerek segitségével a kozépiskolai matematika szakkoron

A 3. fejezet az el6z6 folytatasanak tekinthetd abban az értelemben, hogy ismét
binomialis egyiitthatokat tartalmazo diofantikus egyenletekkel foglalkoztam. Itt is
nagyon lényeges szempont volt, hogy lehetség szerint olyan egyenleteket targyaljak,
melyeket ha nem is teljes mélységben, de legalabbis részben feldolgozhatunk kiemel-

kedGen tehetséges gyerekekkel kozépiskolai szakkori 6rédk keretében. Tobb példan
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keresztiil igyekeztem bemutatni azokat a valtozatos matematikai modszereket, ame-
lyek segitségével tobb, elsGsorban matematikaversenyeken szereplé példat is sikerrel
oldhatunk meg. A fejezet egyik kdzponti részét képezi az A%+ B? = 0?42 diofantikus
egyenlet vizsgélata, amelynek el6szor tisztan elemi titon végtelen sok egész megoldéa-
sat, majd — a kvadratikus alak felhasznélasaval — az Osszes egész megoldéasat sikeriilt
felirnom. Ezen a ponton egy apro kitérdt tettem a tényleges egyetemi tananyag felé,

az itt leirtak mar semmiképpen sem tekinthetSek kozépiskolainak.

A feladatok kidolgozasanal a fokozatossag elvét is probaltam szem el6tt tartani,
vagyis a konnyebb, esetleg elemi titon is kezelhetd feladatok utan kovetkeznek a nehe-
zebb, tobbnyire fels6bb matematikai apparatust kivano problémak. A 3.0.10. Feladat
megoldisa mutatja ezt a legjobban, ahol négy kiilonb6z6 megoldast is sikeriilt talal-
nom, amelyek koziil az utolsé — a problémafelvetést altalanositva — az egyenlet Gsszes

egész megoldasidhoz is elvezet.

A feladat négyféle megoldasa jol érzékelteti, hogy a témakor egy-egy probléméaja-
nak eltérd feldolgozasa alkalmas lehet arra, hogy a didkok oénalléan probalkozzanak,
tovabbi kérdéseket tegyenek fel és tjabb problémak megoldéasat tiizzék ki célul. Nyil-
vanvalova valhat szamukra, hogy a feltételeket kicsit megvéltoztatva a konnytibdl
a nehézen at, esetenként csak mély modszerekkel kezelheté problémékon keresztiil
egészen a megoldatlanig, az egyszertien megfogalmazhato problémak oridsi tarhazat
kapjuk. A didkok tovabbi rokon feladatokat — ilyen példaul a 3.0.13. Feladat — és al-
kalmazasokat kereshetnek, megvizsgalhatjak ezek nehézségi fokat, vagy akar egy-egy
— teljes altalanossaghban — bonyolultabbnak igérkezd kérdésfelvetés utan megprobal-

kozhatnak a probléma néhany egyszertibb speciélis esetének megoldésaval.

A 3.0.11. Feladatban a Pell-egyenletnek egy, a kordbbiaktol eltérd targyalasat
adom, valamint a 3.0.13. Feladat kapcsan az Z[y/—2| gyfirtinek néhany szamelmé-
leti tulajdonsagat hasznalom fel, ezzel is mintegy elGkészitve, felvezetve a késGbbi
Gauss-egészekrol szolo részt. A fejezet megirdsa kdzben végig torekedtem a szerepel-
tetett modszerek sokszintiségének érzékeltetésére, mely modszerek sokszor egészen 1j
tavlatokba helyezték egy-egy problémanak a vizsgalatat. A 3. fejezet zarasaként egy
hosszabb, didaktikai megjegyzésekkel is gazdagon fiiszerezett rész talalhatd. Az egyes
feladatokat modszertani szempontboél ismételten attekintem, részletesen kibontva —

a felmeriil6 nehézségek mellett — a témakor tanitasdnak szadmos pozitiv hozadékat.
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4. Diofantikus egyenletek megoldasa elemi titon és Gauss-egészek
segitségével a kozépiskolai szakkoron

A 4. fejezetben ismételten diofantikus egyenletek megoldasan keresztiil mutatom
be, hogy milyen jellegli szamelméleti problémak esetén alkalmazhatbéak sikerrel a
Gauss-egészek a kozépiskolai matematika szakkoron, vagy akar egy matematikaver-
senyen ([17]). Az altalanos tantervii gimnaziumi torzsanyagban mar a komplex sza-
mok sem szerepelnek, igy természetesen a Gauss-egészekrdl sem esik sz6. Ha azonban
eltekintiink az egyetemen megszokott preciz felépitéstél, és a nehezebb tételekre csak
bizonyitas nélkiil hivatkozunk, akkor mar viszonylag kevés elGismeret birtokdban is
szép és érdekes szdmelméleti feladatokat oldhatunk meg. A fejezet els6 részében sze-
repl6 feladatoknak elGszor megadtam a ,szokdsos” elemi megoldasat, és itt a leveze-
tések soran lehetGség szerint igyekeztem ismét tobbféle elemi modszert és altalano-
sitast is mutatni (lasd 4.0.6. Feladat). Ezek egyrészt segithetnek egy-egy probléma
mélyebb megértésében, masrészt a szakkoron valod szerepeltetésiik motivalhatja a leg-
tehetségesebb, a matematika irant leginkabb elkotelezett tanulokat arra, hogy batran

kisérletezzenek.

A feladat egy érdekes varidnsat a 4.0.8. Feladatban vizsgaltam meg, amely végiil
természetes modon vezetett el a diofantikus egyenletek egy specidlis osztalyadhoz, az
22 + k = y? alaki tn. Mordell-egyenletekhez. Egy érdekes alkalmazasként megadom
néhéany k értékre a Mordell-egyenlet megoldasait. A k = —7 (4.0.10. Feladat) esetben
ismertetek egy szép elemi megoldast, mig k = 1 (4.0.11. Feladat) esetén a problémara
két 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast adok, melyek koziil az els§ meglehetGsen Osszetett
welemi”, mig a masik, a Gauss-egészeket felhasznalo egyszertibb bizonyitas. Az elemi
megoldés kozben a végtelen leszallas modszerével — mintegy ,melléktermékként” — az

nt — 6m?n? — 3m* = 1 egyenletnek a nemnegativ egész megoldasai is adodnak.

A fejezet végén egy, a Fibonacci-sorozattal kapcsolatos érdekes allitas egyik speci-
alis esetét bizonyitom, mely igy kozépiskolaban is elmondhatova valik. Kimondottan
nehéz és sokat vizsgalt szamelméleti kérdés volt az utobbi idében, hogy a Fibonacci-
sorozat elemei kozott melyek lesznek teljes hatvanyok. Ennek az altalanos tételnek
egy specidlis (ti. a négyzetszamokra vonatkozd) esetére valojaban méar az 1950-es
években ismert volt a vélasz. Lényegében egyméstol fiiggetleniil mutatta meg Cohn,

Ljunggren és Wyler (|3]), hogy ha n > 1, akkor a Fibonacci-sorozatban f; =1, fo =1
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és fio = 144 az Osszes négyzetszam. A tételnek paros indexekre torténd igazolasat
szerettem volna — a szerzdék altal adott meglehetGsen komplikalt gondolatmenettél

eltéré modon — a kozépiskolasok szamara emészthetébb formaba 6nteni.

5. Versenyfeladatok szakkori feldolgozasa

Az 5. fejezet harom kisebb, de egymaéssal szervesen Osszefiiggs egységet képez. Az
elsG részben olyan versenyfeladatok keriilnek teritékre, amelyek kapcsan szamos prob-
léma sajat kérdésfelvetésbdl sziiletett. Az itt szerepld feladatkavalkad célja, hogy a
kiilonféle megoldasokon, altalanositasokon keresztiil bemutassa a diofantikus egyenle-
teknél alkalmazott modszerek sokszintiségét, minél szélesebb korbél vilasztva a szam-
elméleti Gtleteket, fogasokat. Személyes tapasztalatom, hogy a matematika szakko-
ron résztvevok donts tobbsége csak akkor szereti igazan az egyenletmegoldést, ha
az kihivast jelent, vagy kellGen valtozatos, és tobbféle megkozelitésben is targyalha-
t06. Reményeim szerint a fejezet nyitod problémaja (5.1.1. Feladat) teljes mértékben

megfelel a fentebb megfogalmazott célkitiizéseknek.

Megvizsgaltam a problémahoz szervesen kapcsolodo z™ + y™ + 2™ = naxyz alaki
egyenleteket néhany pozitiv egész n értékre, kiilonos tekintettel az n = 2 esetre, ahol
ismételten tobbféle megoldasi modszert, fogast igyekeztem felvonultatni. Az 5.1.14.
és 5.1.22. Feladatok is ezen szempontok mentén keriiltek goresé aléd. A korabban leir-
taknak megfelelGen erre a fejezetre is érvényes az a megallapitas, hogy még az ismert
feladatokhoz is igyekeztem tjabb megoldasokat keresni, illetve, ha erre lehetség ki-

nalkozott, tovabbi altaldnositasokkal, kapcsolodasi pontokkal azokat kiegésziteni.

Az 5.1.21., 5.1.26., 5.1.27., 5.1.30. és 5.1.31. Feladatok még ezen toérekvéseimen is
talmutatnak, azaz tobbnyire sajat készitésti feladatok. A felsoroltak koziil az 5.1.30.
Feladat kiilon6sen kozel all hozzam, hiszen a kozépiskolai matematika cstcsanak te-

kinthet6 nemzetkozi didkolimpianak egyik feladatabol meritettem a f6 inspiréciot.

Az 5. fejezet masodik és harmadik része versenyfeladatokat dolgoz fel. Ezzel a té-
makdr egy lehetséges bvitését mutatom be azzal a feltett szandékkal, hogy a jovében
a sajat tanftvanyaimmal kozosen, az itteni felépitésben dolgozzuk fel a matematika-

nak ezen fejezetét (lasd 6. fejezet).

A targyalast végig didaktikai elemzések kisérik, ezek részben a feladatok megolda-

sa kozben, részben utana, néhol egyes részek végén kiilon is szerepelnek, de mindvégig
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kézponti szerepet jatszanak az egész disszertacioban. Egyes visszatéré modszereket,
példaul a Pell-egyenlet alkalmazasat tobb szempontbdl is alaposan korbejartam. A
kiilonféle megoldasok, megkozelitési modok lefrasénal minden esetben igyekeztem
kiilonos tekintettel lenni arra, hogy amennyire csak lehetséges, tamaszkodjam a dia-
koktol varhato gondolatmeneti sémékra, illetve tobbféle megoldas bemutatéasa altal

mélyitsem, és gazdagitsam a mar meglévd séméak kozotti kapesolatot.

Az 5. fejezet harmadik részében egy olyan feladatsort allitottam Gssze, amelynek
feladatait kiilonféle nemzetkozi matematikaversenyekrdl vilogattam. A valogatasban
az interneten talalhato anyagok (IMO) mellett a [2], [9] és [21] monografidk voltak
segitségemre. Az Osszedllitas soran igyekeztem a fokozatossag elvét szigortian betar-
tani, vagyis elGszor az altalam egyszertibbnek gondolt, késébb pedig a nehezebbnek
itélt problémékat gyiijtottem csokorba. A masodik résztél eltérd modon itt elsGsorban
nem az egyes problémakra adhato tobbféle megoldési stratégia lehetGségét szerettem
volna hangstlyozni, hanem a megoldasi modszereknek azt a sokszintiségét, amellyel
altalaban a hagyoményos tanoérai keretek kozott aligha talalkozhatunk. A feladatsor
utan megoldasi atmutato is szerepel, amelyekben a megoldasok mellett azok f6bb
gondolatait, a bizonyitasok lényeges részeit emelem ki. A feladatok megoldésait a
disszertacioban kordbban bemutatott eljarasok és fogésok egyfajta esszencidjaként

szerettem volna megjeleniteni.

6. A témakor egy lehetséges feldolgozasa szakkori 6rak kereté-
ben

A 6. fejezet arrdl a — hét foglalkozashol allo — szakkori tevékenységrdl szol, amelyet
2018. november kozepétdsl kezdGdGen két honapon keresztiil végeztem az iskolamban,
a budapesti Baar-Madas Reformatus Gimnéaziumban. A szakkoron altalaban kivalo
képességii, a kiilonféle matematikai probléméak irant kiilonosen fogékony, érdekléds
tanulok vettek részt. A foglalkozasok anyagat igyekeztem tgy megvélasztani, hogy
az (kiilonosen a szakkor kezdetén) szorosan illeszkedjen a tanulok korabbi ismeretei-
hez, annak értelemszeri kib6vitését tartalmazza. Masrészrél egy tehetséggondozasra
irdnyulé szakkornek feltétleniil olyan 1j anyagrészek és modszerek elsajatitasara is
kell fokuszalnia, ami altal gazdagodik a problémamegoldasi repertoar, amelyek bir-

tokdban a tanulok eredményesen szerepelhetnek az orszagos versenyeken, illetve a
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legkiilonfélébb megmérettetéseken. Ezen irdnyelvek mentén valogattam és allitottam
Ossze az oOrai feladatsorokat, amelyek a disszertaci6 szinte mindegyik fejezetébdl bo-
ségesen tartalmazott érdekes, feldolgozasra vard problémékat (lasd 9.3.). Helyenként,
— példaul a pitagoraszi szamharmasok és a Pell-egyenlet targyalédsa kapcsén — a ta-
nulok még némi izelit6t is kaphattak az egyetemi ,magasabb” matematikabol, amely
egyuttal a szakkor tehetséggondozo, versenyel6készits jellegét is nagymértékben erd-

sitette.

A szakkori foglalkozésok egy-egy nagyobb, egymassal szorosan Osszefliggd egy-
ségekre torténé bontasban keriiltek bemutatasra. Az els6 két foglalkozason a ,szor-
zat=szam”| illetve a ,szorzat=hatvany” tipustu egyenletek keriiltek a vizsgalat kozép-
pontjaba, mig a harmadik és negyedik alkalommal a modulo m maradékosztalyok,
a kiilonféle becslések segitségével megoldhatod diofantikus egyenletek, és a végtelen
leszallas modszere keriilt goresG ald. A pitagoraszi szamhéarmasok, valamint a Pell-
egyenletek vizsgalata képezte az 6todik és hatodik, illetve a hetedik szakkori ora
anyagét, utobbi igazi egyetemi kitekintéként, a latokor kibgvitéseként szolgalt. A fel-
adatmegoldas egyes fazisaiban a modszertani szempontbol (is) lényegesnek gondolt

tanuloi és tanari reakciokra igyekeztem a leiras soran végig kell hangsilyt forditani.

Az egyes foglalkozasok feladatsorai, a beadhaté hazi feladatokra adott tanuléi
megoldasok a Fiiggelékben szerepelnek, de ugyanitt talalhato a 9.3. alfejezet is, amely
a targyalasra keriilt problémak disszertaciobeli elhelyezkedésének visszakeresését se-
githeti.

A 6.3. alfejezetben Gsszegzem azokat a tapasztalatokat, amelyeket a témakor tani-
tasa soran szereztem. Reményeim szerint 6sszességében sikeriilt 6tletekben és modsze-
rekben gazdag, a matematika ezen teriiletének szépségét és sokszintiségét jol vissza-
tiikréz6 — kozépiskolasok szamaéra is érthetd és érdekes — problémakat kivalogatni, és
kozosen a didkokkal mindezeket eredményesen feldolgozni. Meggy6z&désem, hogy a
szakkori foglalkozasok tanulségait felhasznéalva, a késébbiekben a tanitvanyaim még
sikeresebben szerepelhetnek majd a kiilonféle orszagos versenyeken, és megfelels ala-
pokkal, sokkal mélyebb matematikai hattérrel felvértezve jelentkezhetnek majdan a

felsGoktatasi intézményekbe.
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8. fejezet
Summary

1. Introduction

While writing this dissertation, one of my objectives was the manifold exami-
nation of Diophantine equation problems in high school competitions (which topic
is my personal favorite) and to demonstrate the applicability of higher mathemati-
cal methods through a few selected problems, and how these can be used in talent
management and study group sessions. I solved and structured the problems and
performed their didactic analysis completely by myself. The well-known competition
challenges are supplemented by many of my own assignments. I strongly believe that
such problems are suitable to wake students’ interest, to provide a deeper insight,
and to develop problem solving skills in general. Additionally, it supports teachers in
their talent management endeavors, as well. One of my priorities is to compare and
evaluate various solutions and to examine generalizations. I have attempted to meet
this requirement throughout the dissertation. Most problems in Chapters 2, 3, and
4 are created by myself, and the results were published in papers [15], [16], and [17],

respectively.
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2. Diophantine equations concerning various means of binomial
coeflicients

The primary aim of Chapter 2 was to demonstrate with elementary methods that
the arithmetic, geometric, and harmonic means of two distinct binomial coefficients
(5) are of the same form infinitely often. However, the solution for square means is
unknown for the time being. For arithmetic means, I managed to provide all solutions.
Also, for the case of three terms, I found infinitely many nontrivial solutions for

certain types of binomial coefficients.

I strived to use elementary methods most of which can be discussed within the
framework of high school mathematics education, dominantly in study group ses-
sions, of course. Most proofs opened up a further, interesting outlook to other fields
in mathematics. For example, the arithmetic mean can be associated with the Py-
thagorean triples, the harmonic mean with Pell’s equation, while the geometric mean
can lead to recursions. In my opinion, these problems may be methodically suitable
for “research” projects for students looking for truly serious, challenging assignments.
At the same time, we also have to count on the possibility that — due to the nature
of the problems — they may feel challenged by seemingly unsolvable puzzles even in
an early stage. Actually, this is the reason why I examined the means only for two
terms and only for the lower value number 2 of the binomial coefficients. Further

generalizations would require significantly more complex mathematical tools.

3. Solving Diophantine equations with binomial coefficients in
study group sessions using both elementary and higher mathe-
matical methods

Chapter 3 can be regarded as the continuation of the previous chapter in the sense
that it carries on the discussion of Diophantine equations containing binomial coeffi-
cients. I maintain the importance of discussing equations which — at least partially —
can be treated by especially talented students in high school study group sessions. I
attempted to show the diversity of mathematical methods through several examples,
which can be used to solve many problems, mainly of mathematical competitions.
One of the focal points of the chapter is the examination of the Diophantine equation

problem A? 4+ B% = (C? + 2, to which I managed to provide an infinite number of
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integer solutions, at first with pure elementary methods, while later, by using quad-
ratic forms, I provided all integer solutions. It is apparent, that in this case [ made a
little detour towards university material. These methods can by no means be taught

in high school.

During the creation of the problems I also tried to follow the principle of gradual-
ness, i.e. to start with easier assignments that can possibly be solved by elementary
methods and to continue with more complex problems, mostly requiring higher ma-
thematical structures. This is illustrated nicely by the Problem 3.0.10. , where I
managed to find four different solutions, the last of which — posing a more general

problem — will lead to all integer solutions of the equation.

The four methods show that different procedures can be suitable to motivate
students to try their own ways, to ask further questions, and to work on solving
new problems. Thus they can understand that a little twist in the conditions will
result in a vast array of problems, ranging from easier to difficult ones, sometimes
requiring deep methods or can remain even unsolved. Students can explore further
similar problems — for example Problem 3.0.13. — and applications, they can examine
the difficulty level, or after presenting a general complex problem, they can attempt

to solve its easier special cases.

In Problem 3.0.11. I present another handling of Pell’s equation, while in Problem
3.0.13. T use a few arithmetical features of the ring Z[\/—2] to prepare the later
discussion of Gaussian integers. While writing this chapter, I strived to show the
diversity of methods, which often opened up new horizons in the examination of a

given problem.

To close Chapter 3, T included a longer part with didactic notes, wherein I reiterate
the methodology of each problem, going into the details of positive yields and possible
difficulties of teaching Diophantine topics.
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4. Solving Diophantine equations with elementary methods and
with the help of Gaussian integers in high school mathematics
study group sessions

In Chapter 4, I continue to use Diophantine equations to show to what type of
number theory problems can Gaussian integers be applied in high school study gro-
ups or at a mathematics competition ([17]). The basic high school material doesn’t
even contain complex numbers, therefore, Gaussian integers are not mentioned, eit-
her. However, if we forgo the detailed structure used at universities, and refer to more
difficult theorems without proofs, we will be able to solve beautiful and interesting
problems in number theory, even with a relatively scarce background knowledge.
For the problems in the first part of the chapter, I provided first the “usual” ele-
mentary solutions, then I went on to demonstrate various elementary methods and
generalizations (see Problem 4.0.6.). These, on the one hand, may help the deeper
understanding of a given problem, and on the other hand, can motivate the most
talented and keen students to experiment freely. I examined an interesting variant in
Problem 4.0.8., which finally led to a special class of Diophantine equations of the
form 22 + k = 3, called Mordell’s equations. To present an interesting application,
I solve Mordell’s equation for a few values of k. T describe a beautiful elementary
solution for k = —7 (Problem 4.0.10.), while for £ = 1 (Problem 4.0.11.), I show two
significantly different solutions: a very complex elementary one and a simpler proof
using Gaussian integers. As a “side product”, the infinite descent in the elementary

proof yielded also the non-negative integer solutions of equation n*—6m?n%—3m* = 1.

At the end of the chapter I offer a proof of a special case of an interesting state-
ment about Fibonacci sequences, making it presentable for high school curricula. An
extremely difficult and widely examined number theory problem of the recent period
is to establish the perfect power elements in the Fibonacci sequence. The special case
for square numbers was answered already in the 1950’s: Cohn, Ljunggren and Wyler
(|3]) showed independently that f; = 1, fo = 1, and f;» = 144 are the only squares
in the Fibonacci sequence. My goal was to present a proof of this theorem for even
indices in a more suitable form for high school students in contrast with the very

sophisticated train of thoughts by the authors.
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5. Discussion of competition problems in study group sessions

Chapter 5 comprises three shorter, but strongly intertwined entities. The first
part discusses competition problems most of which were generalized by me. The
aim of this rich set of problems is to demonstrate the diversity of tools used for
Diophantine equations by presenting different methods, generalizations, ideas, and
useful “tricks”. In my experience, most students in the study groups are interested in
solving equations only if these problems are challenging, or if they can be solved using
different approaches. Hopefully, the opening problem of the chapter (Problem 5.1.1.)
fully meets the above objectives. I examined the related equations x" + y" + 2" =
nxyz for a few positive integer values of n, especially for n = 2, showing again
several different solutions. I analysed Problems 5.1.14. and 5.1.22. accordingly, as
well. My aim of finding new solutions even for already known problems is still valid
for this chapter. Therefore, where it was possible, I supplemented known solutions

with further generalizations and connecting points.

Problems 5.1.21., 5.1.26., 5.1.27., 5.1.30. and 5.1.31. surpass even these endeavors,
i.e. they are mostly own creations. Problem 5.1.30. is especially close to my heart,
as it was mainly inspired by a problem of the International Mathematical Olympiad

which can be considered as the very top of high school mathematics.

Each of the second and third parts of Chapter 5 elaborates a set of selected compe-
tition problems. This is a possible extension of the topic to explore this mathematical
field together with my students (see Chapter 6).

The discussion is supplemented with didactic analysis throughout. These are at
times placed within the solution of the problems, at times they follow those, and at
times you can read them separately, at the end of the given section. They have one
thing in common: they play a focal role in the entire dissertation. Some recurring
methods, for example, applications of Pell’s equation were presented in several diffe-
rent approaches. I tried to write the various solutions and approaches according to
the train of thoughts expected from students. I also strove to deepen and enrich links

between already existing schemes by presenting several solutions.

In the third part of Chapter 5, I compiled a series of problems from various inter-
national mathematical competitions using online materials (IMO) and monographes

2], [9], and |21]. During the selection, I strictly followed gradualness, i.e. I started
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with simpler problems progressing towards more complex ones. Contrary to the mul-
titude of solutions emphasized in the second part, in this section I rather focused
on the diversity of methods generally not included in conventional curricula. T also
added a solution guide, featuring the main ideas and crucial points of the proofs, as

well. This is intended to be an essence of the techniques presented earlier.

6. An option for the introduction of the topic during study
group sessions

Chapter 6 explores a study group activity of seven sessions I conducted for two
months in my school, Badr-Madas Reformed Comprehensive Secondary School, start-
ing in mid-November 2018. The study group is usually attended by students with
excellent abilities, who are especially interested in solving mathematical problems. I
tried to choose session materials that (especially for the early sessions) are linked to
students’ already existing knowledge and entail a self-explanatory extension thereof.
At the same time, a talent-management study group should also aim for focusing
on the acquisition of new material and methods enhancing students’ problem-solving
“toolkits”, forming the foundation of their success in nationwide competitions and
various contests. The session worksheets are comprised of interesting, challenging

problems from all chapters of my dissertation (see 9.3.).

Here and there, for example when discussing Pythagorean triples and Pell’s equa-
tion, students even got a glimpse of university material, which significantly reinforces

the study group’s talent management- and competition-preparation nature.

The study group sessions are presented in larger units. In the first two sessions,
we discuss the equation types “product=number” and “product=power”, while during
the third and fourth sessions, we deal with the residue classes modulo m, Diophantine
equations that can be solved by using various estimations, and proof by infinite des-
cent. Pythagorean triples and Pell’s equation were the subjects of our fifth, sixth, and
seventh sessions, the latter rather served explicitly to extend students’ horizon to-
wards university material. In the individual phases of problem solutions, I attempted
to place adequate emphasis on students’ and teachers’ reactions I deemed important

from the methodology point of view (amongst others) throughout the description.

The worksheets of individual sessions, students’ solutions of home projects are
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listed in the Appendix, along with sub-chapter 9.3. which may help tracking the

discussed problems’ location within the thesis.

Sub-chapter 6.3. is a summary of the experiences gained during teaching this to-
pic. I hope that all in all, I managed to cherry-pick and process interesting problems
abundant in ideas and methods, reflecting the beauty and diversity of this mathema-
tical field, yet understandable at a middle-school level. I strongly believe that using
the lessons learned from study group sessions, my students will become even more
successful at various nationwide competitions allowing them to apply for admittance
to higher education institutes with an adequate underlying knowledge and a strong

mathematical background.
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9. fejezet

Fuggelék

9.1. Az értekezésben szereplé pitagoraszi szamhar-
masokkal és a Pell-egyenlettel kapcsolatos elmé-

leti ismeretek Osszefoglalasa

Pitagoraszi szamharmasoknak az x? 4+ y?> = 22 egyenlet pozitiv egész meg-
oldésait nevezziik. Azonnal latszik, hogy az egyenlet megoldhato (példaul a 3,4,5
szamhéarmas megoldas), s6t egy z,y, z megoldast egy tetszbleges d pozitiv szammal
beszorozva a kapott dx, dy, dz szamharmas is megoldas. Ezért kiilon érdemes azokat
a megoldasokat vizsgalni, amelyekre (x,y, z) = 1 teljesiil, ezeket alapmegoldasoknak

vagy primitiv pitagoraszi szamharmasoknak nevezziik.

Tétel. (i) Az 22+ y? = 2% egyenletnek az (x,y, z) = 1 feltételt kielégité dsszes pozitiv
egész megolddsdt (azaz az alapmegolddsokat vagy primitiv pitagoraszi szdmhdrmaso-
kat) a kovetkezd képlet szolgdltatja (itt az x és y felcserélésébdl adddo megolddsokat

azonosnak tekintjik):

T = 2uv, y:u2—v2, 2 =u? 402,

ahol az u és v paraméterek tetszdleges olyan pozitiv egészek, amelyekre u és v kilon-

biz6 paritasi, u > v és (u,v) = 1.
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(ii) Az eredeti eqyenlet dsszes pozitiv egész megolddsdt az alapmegolddsok tobbszirs-

setként kapjuk meg, tehdt
xr = 2uvd, y = (u* —v?)d, z= (v +v*)d,

alakban, ahol d tetszdleges pozitiv egész, az u és v pozitiv egészekre pedig teljesiilnek

az (i) pontban eldirtak.

Pell-egyenletnek egy 22 — dy? = 1 alaki diofantikus egyenletet neveziink, ahol a
d egy rogzitett pozitiv egész és nem négyzetszam. Az egyenlet két trivialis megoldasa
az x = £1 és y = 0, az ezektdl kiilonb6zd (y # 0 tipusi) megoldasokat nevezziik a

nem-trividlis megoldasoknak.

Tétel. Ha d pozitiv egész és nem négyzetszdm, akkor az x° — dy* = 1 egyenletnek

végtelen sok megolddsa van a pozitiv egész szamok korében, amelyek felirhatdk az

alabbi alakban:

T+ ypVd = (xl + yNE)n :

ahol (x1,y1) az dn. alapmegoldds, azaz olyan megoldds, ahol yy > 0 minimdlis.

Az egyenlet dsszes pozitiv egészekbdl dlld megolddsait a kévetkezd formdban is

megadhatjuk:
(1)

<$1+y1\/3>n+ <IE1 —y1\/3>n <m1+y1\/c_i)n— (fEl —y1\/3>
Tp = . Yn = N7

n

2
Az egyenlet pozitiv egész megolddsaira rekurziv dsszefiiggést kaphatunk az aldbbi for-
muldk segitségével:
(i)

Tpt1 = 1% + dY1Yn, Yn+1 = Y12Zn + dT1Yn -

Megjegyezziik, hogy mdr néhdny ,kis” d érték esetén sem konnyd meghatdrozni az
alapmegolddst. Példdul d = 61-re az x1 = 1766319049 és y; = 226153980 értékeket
kapjuk.
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9.2. A szakkori foglalkozasok feladatsorai
Az 1. szakkori foglalkozas feladatsora

1. Egy tal sliteményt szeretnénk feldarabolni a téglalap alaku tepsi oldalaival par-
huzamos vagasokkal agy, hogy a szeletelés utan a tepsi szélével érintkezd (kicsit
égett) slitemények szama egyenls legyen a tepsi szélével nem érintkez siitemé-

nyek szamaval. Hogyan tehetjiik ezt meg?
2. Harom primszam szorzata Otszorose Osszegiiknek. Melyek ezek a primek?

3. Ottlik Géza, a kivalo préozaird, matematikai tanulmanyokat is folytatott. Ez-

zel kapcesolatos visszaemlékezéseiben szerepel az alabbi feladat: Bizonyitsuk be,

hogy barmely p > 2 prim esetén % pontosan egyféleképpen ifrhaté fel két kii-

16nb6z6 pozitiv egész reciprokanak osszegeként. (Az 6sszeadandok sorrendjére

nem vagyunk tekintettel.)

4. A sik sokszogekkel vald hézagmentes és atfedés nélkiili lefedését parkettazasnak
vagy csempézésnek nevezziik. Melyek azok a szabalyos sokszogek, amelyekkel

a stk parkettazhato?
Hazi feladatok:

5. Melyek azok a téglalapok, amelyeknek az oldalai pozitiv egész szamok, és teriilet

mérdszama megegyezik a keriilet mérgszamaval?
6. Oldjuk meg az egész szamok korében az alabbi diofantikus egyenletet:

2zy+4r —y—9=0.

Beadhat6 nehezebb problémak:
7. Melyek azok a p primszamok, amelyekre 4p 4+ 1 kdbszam?

8. Jelolje x az aladbbi miveletet: Ha a és b valés szamok, akkor axb = ab+a-+b+1.

Léteznek-e olyan x,y egész szamok, amelyekre az (r * y) x 2 értéke
(a) 20187
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(b) 20197

9. Adjunk megoldési eljarast az axy + bx + cy + d = 0 diofantikus egyenlet meg-
oldasara, ahol a # 0, a,b,c,d egészek, és az egyenlet megoldasait is az egész

szamok korében keressiik.
Olvasnivalé: http://www.termeszetvilaga.hu/tv9708/penrosel . html
A 1II. szakkori foglalkozas feladatsora

1. Adjuk meg azokat az (x,y) egész szamparokat, melyekre teljesiil, hogy
25 +32° +1 =9
2. Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenletet a pozitiv egész szdmok korében.

3 — P =2y +61.

3. Hatarozzuk meg azokat az egész szamokbol allé (z,y) szamparokat, melyekre
teljesiil, hogy
(z+2)' =2 =9,

Hazi feladatok:

4. Hatarozzuk meg az y = /ot + 1722 + 60 gorbe Gsszes racspontjat (azaz olyan

pontjat, melynek mindkét koordinataja egész szam).
5. Oldjuk meg a nemnegativ egész szamok korében az alabbi diofantikus egyenletet
32 =2,

Beadhat6é nehezebb problémak:

6. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan nemnegativ egészekbdl allo (x,y) szampart,
amelyre

P =2+ 822 — 62 +8.
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. A karacsonyfa minden 4gan annyi szaloncukor van, mint ahany 4ga van a fanak.
Egy alkalommal véletleniil feld6lt a fa, és két dga letorott. Miutan ajbol folalli-
tottak a fat, Andris minden megmaradt 4grol lecsent néhany cukrot (mindegyik
agrol ugyanannyit), majd igy szolt: Jé, most éppen feleannyi cukor van a féan,
mint eredetileg volt. Testvére Kati erre igy szolt: Akkor rosszul szamoltéal. Vajon

melyikiiknek van igaza?

. Az a és b kiilonb6z6 természetes szdmok szdmtani kdzepe az Ty kétjegyd szam,

mértani kozepiik az yx kétjegyt szam. Hatarozzuk meg az a és b szamokat.
A TIII-IV. szakkori foglalkozas feladatsora

. Oldjuk meg az 2" + y™ 4+ 2™ = nzyz diofantikus egyenletet a pozitiv egész

szamok korében az n = 1,2, 3, 4 esetekben!

Hazi feladatok:

. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok korében az alabbi diofantikus egyenletet!

. Mutassuk meg, hogy az x> + y? = 322 diofantikus egyenlet nem oldhat6 meg a

nullatol kiilonb6z6 egészek korében.

Beadhat6é nehezebb problémak:

. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok korében az alabbi egyenletet:
3y +yz + zx) = dayz.

. Oldjuk meg az egész szamok korében az alabbi egyenletet:

x3+y3 B
3 =

Ty + 29.

. Van-e az 22 + xy + y?> = 22% egyenletnek megoldasa a pozitiv egész szamok

korében?
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Az V-VI. szakkori foglalkozas feladatsora
. Adjuk meg az Gsszes olyan derékszogl haromszoget, amelynek az oldalai egész
szamok, valamint a keriilet és teriilet mér6szdma megegyezik.

. Igaz-e, hogy minden olyan derékszogti haromszogben, amelynek az oldalai egész

szamok, az oldalak szorzata oszthatd 60-nal?
. Figyeljiik meg az alabbi primitiv pitagoraszi szimharmasokat:
32 +4% = 52, 52 4122 = 132, 72 4 24 = 252, 9% 4+ 40% = 412,

Milyen sejtés olvashato ki e példakbol? Keressiink hasonlé szerkezeti pitago-

raszi szamharmasokat!
. Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenletet a pozitiv egész szdmok korében.

5" —3Y=16.

Hazi feladatok:
. Adjuk meg az Gsszes olyan primitiv pitagoraszi szimharmast, amelyre z < 50.

. Mutassuk meg, hogy ha egy derékszogli hdromszog oldalai egész szamok, akkor
nem lehet mindkét befogd hossza paratlan. Adjuk meg az Gsszes olyan derék-
szOgl haromszoget, amelyek oldalai egészek, az oldalakra (a,b,c) = 1 teljesiil,

valamint a paros befogd hossza 48 egység.

. Van-e olyan derékszogt haromszog, amelynek oldalai egész szamok, és az atfo-

gbja 2019 egység?

. Melyek azok a derékszogt haromszogek, amelyek a, b és ¢ oldalai egész szamok,
az oldalakra (a, b, c) = 1 teljesiil, valamint a paratlan oldal négyzete megegyezik

a paros oldal, illetve az atfogd hosszanak Gsszegével.

Beadhat6 nehezebb problémak:

. Bizonyitsuk be, hogy nincsen olyan derékszogli haromszég, amelynek oldalai

egész szamok, és a teriiletének mérGszama megegyezik az atfogd mérdszamaval.
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10.

11.

Legyenek p, q olyan primszamok, amelyekre 3 < p < ¢, tovibba p+ 1, ¢ + 1
egyarant oszthato 4-gyel. Mutassuk meg, hogy ¢®> — p? nem lehet négyzetszam.

Oldd meg a pozitiv egész szamok kérében az z* + y* = 13(x — y) diofantikus
egyenletet. Egy lehetséges altalanositasként probalj megoldasi modszert talal-
ni arra az esetre, amikor a 13 helyett egy 4k + 1 alakt p prim szerepel az

egyenletben.
A VII. szakkori foglalkozas feladatsora

Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok pozitiv egész n-re teljesiil, hogy az elsé n

pozitiv egész szam Osszege négyzetszam! Keressiik meg az 0sszes megoldést!

Egy szorakozott matematikaprofesszor elindult, hogy meglatogassa egy volt ta-
nitvanyat. Mikor az utca elejére ért rajott, hogy elfelejtette a tanitvany hazsza-
méat. Ebben az utcadban csak az egyik oldalon voltak hazak, szamozasuk 1-gyel
kezd6dott és egyesével novekedett. A professzor emlékezett ra, hogy legalabb
200 és legfeljebb 500 haz van az utcaban. Tovabba arra is, hogy a tanitvanya
haza az utca numerikus kozéppontjaban all, azaz a hazszamoknak az utca ele-
jétol a héazig vett Osszege megegyezik a haztol az utca végéig vett hazszadmok
Osszegével. Rovid gondolkodas utan a professzor rajott, hogy hova kell mennie.

Meg tudjuk-e mi is hatarozni a kérdéses hazszdmot?

Hazi feladatok:

Hatarozzuk meg az 22 — 10y? = 1 Pell-egyenlet alapmegoldasat, és ennek segit-

ségével allitsuk el§ az egyenlet tovabbi 3 nem-trivialis megoldasat.

Oldjuk meg a pozitiv egész szamok korében az 2* — 4y + y* = 1 egyenletet!

Beadhat6 nehezebb problémak:

Keressiik meg az 0sszes olyan haromszoget, melynek oldalai egymast kovetd

egész szamok és a teriilete is egész szam.

Mutassuk meg, hogy az alabbi diofantikus egyenletnek végtelen sok megoldasa

létezik, ha x > 4, x és y egész szamok.

() (3
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9.3. Az értekezésben szerepls feladatok témakor sze-

rinti besorolasa

Ahogyan azt kordbban mar jeleztiik, a disszertacioban szerepls feladatoknak egy
lehetséges témakor szerinti besorolasat adjuk annak reményében, hogy ezzel is elGse-
githetjiik ezen példaknak a kiilénféle iskolai szakkorokon torténs eredményes feldol-
gozasat. Megjegyezziik, hogy az alabbi csoportositas lényegében a doktori dolgozat
szerzGjének sajat szakkori oraihoz kapcsolodik, kivételt ez alol csak a Gauss-egészek,
a Z(v/—2) euklideszi gytirt, illetve a kvadratikus alak segitségével megoldhato prob-
lémak képeznek. A feladatok szdmozasa az értekezésben szerepld szamozast koveti.
A szakkoron targyalasra keriilt, valamint a beadhato feladatoknak szant példak sor-

szamat vastagon szedjiik.

I. foglalkozas (,,szorzat—szam” tipusu egyenletek): 4.0.1. (I. és III. megol-
dés); 5.1.14.; 5.2.1.; 5.2.2. (I. megoldas); 5.3.1.

I1. foglalkozas (,szorzat=hatvany” tipusta egyenletek): 3.0.12.; 4.0.4. (I.
megoldas); 4.0.6. (I. megoldés); 5.1.1. (L. és III. megoldas); 5.1.11. (I. és ITI. meg-
oldas); 5.1.16.; 5.1.26.; 5.1.30.; 5.2.2. (IL. és IIL. megoldas); 5.2.3.;5.2.4.; 5.3.2.;
5.3.6.; 5.3.10.; 5.3.14.; 5.3.17.

ITI-IV. foglalkozas (kiilonféle becslések, megoldhatatlansag bizonyitasa
modulo m maradékok segitségével, a végtelen leszallas modszere) : 4.0.1. (I1.
megoldas); 4.0.10.; 4.0.11. (I. megoldas); 5.1.1. (II. megoldas); 5.1.3.; 5.1.4.; 5.1.6.;
5.1.8.; 5.1.9.; 5.1.11. (IL. megoldas); 5.1.20.; 5.1.22. (I.; II. és III. megoldas);
5.1.27.:5.1.28.: 5.2.5.; 5.2.6.; 5.2.7.; 5.2.9. (I. megoldas); 5.3.3.; 5.3.4.; 5.3.5.; 5.3.7.;
5.3.8.; 5.3.9.; 5.3.11.: 5.3.12.: 5.3.13.; 5.3.15.; 5.3.16.; 5.3.18.

V-VI. foglalkozas (pitagoraszi szamharmasok): 2.0.1.; 2.0.2.; 4.0.1. (IV.
megoldas); 4.0.6. (II. megoldas); 5.1.21.; 5.2.8.; 5.2.9. (II. megoldas)

VII. foglalkozas (Pell-egyenlet): 2.0.4.; 2.0.5.; 3.0.2.; 3.0.11.; 5.1.31.; 5.2.10.
(II. megoldas); 5.3.19.

Gauss-egészek, Z(v/—2), kvadratikus alak: 3.0.3.; 3.0.13.; 4.0.1. (V. megol-
das); 4.0.4. (II. megoldas); 4.0.6. (III. megoldas); 4.0.8.; 4.0.11. (II. megoldas); 4.0.13.;
5.1.17.; 5.1.22. (IV. megoldas).
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9.2. bra. T.A. megoldasa az 1/7., 1/8. és /9. feladatra
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