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”De nem végez kdrbaveszett munkdt az a mérnok sem, aki tudomdnysza-
kunkkal, a matematikdval a gyakorlati felhaszndlds hdtsé gondolata nélkiil, tisz-
tan magdért a tudomdnyért foglalkozik: mert eltekintve attdl, hogy sohasem
lehet tudni, hogy mikor lép valamely elvont mennyiségtani tétel a miszaki al-
kalmazas terére, az oncélu spekuldcid élesiti és fokozza a matematikai gondol-
kodds készségének erdit, tehdt azokat a lelki képességeket, amelyek a technikus
sajatos ismeretvilagdnak alapjait és szellemi tartalmat megteremtik és taplaljak.
Ez a légkor - hogy gy mondjam - a mérndk dzondis hegyi levegdje és minél
tovdbb tartézkodik ebben a légkorben, anndl egészségesebben fejlodik a technikusi
lelkiilete.”

Dr. Walek Kérolynak, a Bédnya-, Koho- és Erdémérncki Kar dékdnjanak
székfoglal6 beszéde, Sopron, 1935 [117].

1. Bevezet6 gondolatok

A matematika oktatdsdnak vannak dltaldnosan, az ismeretdtadds béarmely for-
méjaban érvényes torvényszeriiségei, és minden konkrét megvalésuldsnak van-
nak sajdtossdgai, az dltaldnos elvekkel nagyrészt osszhangban, de néha igen
eltéré formaban. A matematika, és ebben taldn jorészt egyetértés van, a leg-
fontosabb eszkoze a logikus gondolkoddsra nevelésnek, ezt a f6 célt kiilonb6zo
formékban és eszkozokkel szolgdlja. A matematikaoktatds didaktikai kérdé-
seinek egy alapos, minden szempontot feloleld leirdsa nem kis feladat, és Ambrus
Andrésnak e témdban sziiletett egyetemi jegyzetének [65] hatdsa ebben a dol-
gozatban is bevallottan tetten érheto.

Egy sziikebb teriileten, a mérnskképzésben nyilvan ugyanazok az dltaldnos
didaktikai elvek érvényesiilnek a matematikaoktatdsban, mint barmely més téren,
de ennek a képzésnek van néhdny sajatos vondsa, tekintve, hogy a mérncksk a
matematikdt nem csak felhasznéljak, hanem sokszor maguk is alakitjak. Gyakran
eléfordul az, hogy a mérnok egy konkrét alkalmazds matematikai leirdshoz meg
kell keresse a legmegfelelobb matematikai eszkozoket. Ilyenkor felvethetd a
kérdés matematikai megfogalmazdsanak gyakran nem is tul konnyti feladata
[118].

Ha matematikai formaban megfogalmaztdk a kérdést, akkor a matematikai
probléma megolddsdhoz haszndlhaté eljardsok koziil ki kell vdlasztani a leg-
megfelel6bbet, azt a mérnoki probléma sajdtos feltételeihez, koriilményeihez kell
igazitani, és ilyenkor rendszerint tjabb és tijabb kérdések meriilnek fel. Ki kell
alakitani egy oda-vissza miikodé pérbeszédet a miiszaki kérdés megolddsara.

Gyakran a kiilonleges alkalmazdsi feltételek 1j, vagy szokatlan megkozelitést
igényelnek, néha maga a mérnok fogalmazza meg azt a megoldandé kérdést,
amire még nincs meg a matematikai eszkoz. A mérnokképzésben tehat vannak
olyan mdédszertani kérdések, amelyek masutt kevésbé hangsilyozottan érvényesiil-
nek, és akik mérnckhallgatékat matematikira oktatnak, mindig szembesiilnek
ezekkel a kérdésekkel.



Tekintve, hogy a Miskolci Egyetem és jogelédjei 1735 6ta képeznek mérnoks-
ket, més egyetemekhez hasonléan, a matematikaoktatdsban itt is jelent6s tapasz-
talat halmozdédott fel. A jelen dolgozat keretei nem teszik lehetévé, hogy a
Miskolci Egyetemen folytatott matematikaoktatds egészérdl beszamoljon, hiszen
ezt alig tehetnénk meg a teljesség igénye nélkiil. Az egyetemen, és sziikebben
a Matematikai Intézetben oktaté kollegdk tapasztalatdnak megismerése viszont
nagy segitség volt, mivel mindannyian ugyanazokkal a nehézségekkel keriiliink
szembe.

Egyetemiinkon mindig kiemelt szerepet kapott a matematika oktatédsa. Ele-
gendd a dolgozat mottéjaul vilasztott idézet szerzdjére, dr. Walek Kérolyra
utalnom, hiszen ha neveket kezdenék sorolni, akkor lehet, hogy a lista nem
lenne teljes, de az biztos, hogy hosszi lenne.

Kiemelve néhény véletlenszertien kivélasztott szerzot és cimet: Borbély Samu:
A matematika oktatdsa a gépészmérndki karon [79], Géspar Gyula: Mdtrizszamitas
miiszaki alkalmazasokkal [110], vagy Hosszi Miklés és Vincze Endre: Miiszaki
fogalom - matematikai tikroz6dés [118], lathat6, hogy nem mai keletii az egyete-
men ilyen irdnyban folytatott kutatés.

Erdekes adalék az, hogy a Miskolci Egyetem és elédeinek matematikapro-
fesszorai koziil sokan kotddnek a kolozsvari egyetemhez, ahol a jelen dolgozat
szerzbje is tanult. Emlithetjiik Fodor Lészl6t (1855-1924) [181] aki Kolozsvdron
doktorélt, Borbély Samut [182], aki 1941-49 kozott, Gaspar Gyulat [173], aki
1947-49 kozott, és Maurer Gyulat, aki 1960-84 kozott volt a kolozsviri egyetem
tandra.

1.1. Problémafelvetés

A matematikai ismeretek és képességek szintjének folyamatos ha-
nyatldsat jelzi a szakirodalom a mérnoéki egyetemek hallgatéinak kérében.

Egyre gyakoribb jelenség az, hogy a mérnskképzés terén aggodalommal tapasz-
taljak, hogy a végzett mérnokok korében visszaesett a matematikai alapmiivelt-
ség és a matematika alkalmazdsdnak képessége.

Az IMA mér 1995- ben [124] megdllapitja, hogy a frissen végzett mérnsksk
korében hidnyossdgok mutatkoznak a legsziikségesebb matematikai elvek és fo-
galmak megértésének szintjén, és ami fontosabb, csokkent a matematika mérnski
alkalmazdsanak hatékonysdga.

Ugyanakkor, mint L. Burton és szerzétdrsai 1992-ben [86], valamint Ma-
son 1994-ben [136] megallapitjdk, a mérnskoket alkalmazé munkdltatck olyan
munkavéllal6kat keresnek, akik megtanultak tjat tanulni, rugalmasak, jé prob-
lémamegoldé és elemzd képességgel rendelkeznek, valamint csapatmunkéra al-
kalmasak.

Az 1j technolégiai eszkozok bevezetése a termelésbe vitathaté értékii, ha
nem kisérik oket a sziikséges viltozdsok a tanuléds és a tudés ellendrzése terén.

Az Engineering Council jelenti [170]: "Egy soha nem latott aggodalom
tapasztalhaté a felsboktatdsban dolgozé matematikusok, tudésok és



mérndkok kérében a mérnékhallgaték matematikai felkésziiltségét il-
letéen.”

Ez az aggodalom sajnos széleskoriien érvényes. A jelentés szerint az akkori
(1995) mérnokhallgaté tuddsszintje jéval alatta marad a 10 évvel azel6ttinek.
A jelentés 6ta sem javult helyzet, s6t a matematikai tuddsszint csokkenése foly-
tatédott.

A valtozdsok magyardzatdt a jelentés két okra vezeti vissza:

- a felvételi kiboviilésére, a szakiskoldk és nem hagyomdnyos iskoldk
didkjai is bekeriilnek az egyetemre,

- az egyetemi éveket megel6z6 oktatas kedvezo6tlen valtozdsaira.

A hazai tapasztalat, egy-két kivétellel (BME Villamosmérnoki Kar, és
a miiszaki informatikus szakirdnyok), ugyanezt tiikrézi, amint a Miskolci
Egyetem Matematikai Intézetének Teaching Mathematics for Engineering
Students c. rendezvényén (Miskolc, 1999 junius 2-5), a Szent Istvan Egyetem
Matematika tanszékeinek tandcskozasan, Godollén (1999), valamint a Rétz Las-
z16 Vandorgyfilés Felsdoktatdsi Ankétjén, a Miskolcon (2001) és Gybrben
(2002) is tobbszor elhangzott. A jelenség nem csak a mérndkképzésre
jellemzd, mert példdul az utébbi években a tudoményegyetemek néhdny
természettudomanyi képzésben - a felvételi ponthatarok tekintetében -
még a miiszaki fels6oktatdst is alulmiiltak.

1.2. A probléma megoldasdara tett lépések

Az eurdpai miiszaki egyetemek ezt a jelenséget tapasztalvan, a kévetkezd
megoldasokkal prébalkoztak és probdlkoznak jelenleg is, pl. a SEFT -
Mathematics Working Group (SEFI-MWG) 4ltal kidolgozott Mathe-
matics for the European Engineer - a Curriculum for the twenty-first
century, [92] (a tovdbbiakban Core Curriculum) szerint:
1. A matematikai anyag egyszeriisitése, de ez
- a képzés szinvonaldnak csokkenését és a kiemelked6 teljesitményti
mutaté hallgaték szamanak csbkkenését eredményezte.
2. A gyenge eredményt eléré hallgaték felzarkéztatdsa, szintrehozé érék
beiktatdsa
- ez az oktatoéi és hallgatdi terhelés novekedését eredményezte, ugyanakkor
kevés volt az eredmény, az adott hallgaték terhelhet6sége is alacsony
volt.
3. A matematikatanuldst segitd oktatdsi kézpontok mitkédtetése, pl.
Mathematics Learning Support Centre Loughborough University [137],
- ezekben kideriilt, hogy egy rendszeres és dtfogd ismeretpdtliasra
lenne sziiksége ezeknek a hallgatéknak, nem lehetett itt-ott foltozni a
hidnyossdgokat.
A Miskolci Egyetemm Matematikai Intézetében mar évek 6ta rend-
szeresen teszteltiik az els6éves hallgat6k matematikai ismereteit az els6
oktatasi héten. A mérést néhdny éven keresztiil a Miskolci Egyetem 6sszes



olyan els6éves hallgatéjara kiterjesztettiik, akik az elsé félévben valamilyen
matematika targyat tanulnak. A hallgatok tuddsszintjét tiikrozé - a nemzetkozi
és hazai tapasztalattal egybecsengd - eredményt a karok vezetésével megis-
mertettiik, és kozosen tobbféle megolddst prébéltunk keresni.

Felzarkoztato ordkat tartottak a kollegdk, amelyekre eleinte csak elvartdk
a hallgatékat, majd kotelez6vé tették azoknak, akik nem érték el a minimélis sz-
intet. A kisérletileg bevezetett tdargy a hallgatok tilterhelése miatt nem hozta
meg a kivant eredményt, és igy a kisérlet nem folytatédott.

A kollegék tapasztalata szerint a néhdny éve megsziintetett tiin. nulladik
évfolyamos oktatds - egy tobb éven &t orszagos szinten folytatott inten-
ziv felvételi elékészitd tanfolyam [151] - sokkal eredményesebb volt. Ennek az
egyetemi oktatdsra felkészité onkoltséges képzésnek - a jo eredmények dacara
- az vetett véget taldn, hogy megkiilonboztetést jelentett a felvételizdk
kozott.

Az emlitett nulladik évfolyam rendszer megsziinésével parhuzamosan in-
dultak az akkreditalt iskolarendszerii fels6foku szakképzések, roviden
mérndk-asszisztens képzések, amelyeket az egyetem mindségbiztositdsa mel-
lett szakkozépiskoldk nyijtanak, és amelyek részben dtveszik a nulladik évfolyam
szerepét, hiszen a két éves képzés utan a didkok, kiilonbozeti vizsgakkal
ugyan, de bejuthatnak felvételi vizsga nélkiil a féiskola mésodik évére,
és ennek elvégzése utdn az egyetemi képzés harmadik évfolyamédra, szintén az
eléirt kiillonbozeti vizsgdkon szerzett eredmény alapjéan.

A Miskolci Egyetem tobb koézépiskoldaval miikodik egyiitt ebben
a mérndk-asszisztens képzésben, az akkreditdcids anyag elokészitéseként a
Matematika I., II. és III. targyak tematikdjit az értekezés szerzdje dolgozta ki
[52], és jelenleg is részt vesz a targyak mindségbiztositdsdéban Homolya Szilvidval
és Szilagyi Szilvidval egyiitt.

A tapasztalat azt mutatja, hogy kevés azoknak a hallgatéknak a
szama akik tovdbbtanulnak, ennek az lehet az oka, hogy a jelentkezd hall-
gatok nagy része mar eleve nem szandékozott fbiskoldt, egyetemet végezni. A
szintek kozti atjarhatésdgnak a forditott irdnyu kihasznaldsa is adott,
de nem eléggé széles korben ismert. Ha az egyetemi, vagy f6iskolai képzésben
a hallgaté nem tudja teljesiteni az elsd féléves/éves vizsgakovetelményeket, de
bizonyos alaptdrgyakbdl eredményesen vizsgdzott, a mérnok-asszisztens képzés
nyitva all elotte.

1.3. A probléma okai, lehetséges kiutak

A jelenlegi helyzet kialakuldsdnak okait bizonyéra sokan szeretnénk tudni, és
még inkdbb azt, hogy miként lehet azon feliilkerekedni.

Abbdl a feltételezésbél indulhatunk ki, hogy a hagyoméanyos oktatési tapasz-
talat onmagdban kevés ezeknek a kérdéseknek a megolddsdra, és sziikség van
olyan, a klasszikus oktatést kiegészitd, vagy azt helyettesitd oktatdsi médszerek
bevezetésére, amelyek a megvéltozott koriilményeknek jobban megfelelnek.

A jelenlegi helyzet jelent6s javuldsdhoz elvezethetnek az aldbbiak



(egyiitt, vagy kiilon, esetleg tovabbiakkal kiegészitve):

- a matematikaoktatds tartalmi tijragondoldsa

- a szamitégéppel segitett oktatiasi mdédszerek elterjedése

- a hallgaték aktiv bevondsa az oktatds kiilonb6zd szintjein - a
”Collaborative learning”.

Az értekezés a mérndkképzés matematika oktatdsdanak néhdny ak-
tudlis kérdését tekinti at, figyelembe véve az adott témaban rendezett kon-
ferencidkon - pl. a Teaching Mathematics for Engineering Students,
Miskolc, 1999. junius 2-5 [59], a Unique and Excellent, 29. Ingenieur-
piddagogik 2000, IGIP-Symposium, Biel, 2000, [141], valamint a SEFI-
MWG European Seminar on Mathematics on Engineering, Miskolc,
2000. junius 14-16 [49], Goteborg, 2002. jinius 9-12; Vienna 2004.
janius 15-17, konferenciasorozaton megismert eredményeket.

A teljesség igénye nélkiil ismertetjiik a Matematikai Intézet oktatéinak a
téméhoz kapcsolédé tapasztalatiat, dolgozatait, részletesebben kitérve az
értekezés szerzojének eredményeire.

1.3.1. A matematikaoktatas tartalmi megijitasa

Ez szinte dllandé jelleggel napirenden van a mérnski egyetemeken [93], hiszen
minden kar igyekszik a képzését a viltozo6 igényekhez igazitani, nehezen elképzel-
heté egy 7végleges viltozata”, és dltaldban nem egy személy dolgozza ki,
hanem az oktatok csoportja. Ez irdnyban megemlitheté az utébbi években a
programozé matematikus féiskolai szak akkreditdldsa és beinditasa,
valamint a kozgazdasagi programoz6 matematikusi egyetemi szak akkreditédlds-
nak el6készitése, amelyekben az értekezés szerzdje tevilegesen részt vett [158].

A Bologna- Declaration kovetkezményeként [111], [113] az egyetemek
el6bb- utébb igen jelentésen atalakitjik az oktatds jelenlegi formadit, és ez mély
tartalmi véltozdsokat is jelent majd a tananyag strukturdldsdban.

A Miskolci Egyetemen az oktatds jelenleg négy kiilonbdzd szinten
valésul meg:

- Mérnok-asszisztens képzés (4 félév)

- Féiskolai szintii képzes (6 félév)

- Egyetemi szint{i képzés (10 félév)

- Ph.D. képzés (6 félév)

A kovetkezd évtél indul a kétszintii képzés bevezetése, ennek tapasztalatai
késdbbiekben megviltoztathatjdk a képzésen beliik a matematika oktatdsdnak
stlyat, szerepét. A tervezett képzésekben, és ez az eurdpai tapasztalat is,
csokken a matematikaoktatédsra fordithaté ido.

A kiilonb6z6 szintek kozti atjarhatésagot a kreditrendszer alkalmazasdval,
a képzési formdk és az adott képzés sajatossdgainak a figyelembe vételével az
egyetem biztositja. A Miskolci Egyetem Matematikai Intézete oktatja az
egyetem négy kardn, a hdrom mérnoki kar mellett a Gazdasdgtudoményi Karon
is, a matematika targyakat egyetemi és féiskolai szinten egyardant. Az intézet



két tanszéke dltal oktatott tdrgyak Osszesitése a dolgozat CD-mellékletének
Oktatds konyvtdrdban olvashatéak.

A matematika oktatdsanak megujitdsa soran fontos kiindulépontot képeznek
az oktatdék altal irt jegyzetek, ebben is nagy tapasztalat halmozdédott fel a
Miskolci Egyetemen, a Matematikai Intézet oktatéi dltal irt legfontosabb
tankonyvek és jegyzetek - a teljesség igénye nélkiili felsoroldsa - a dolgo-
zat CD-mellékletének Jegyzetek c. pontjaban taldlhatdé, valamint Bor-
bély Samu [182], Gaspdr Gyula [173], és Hosszi Miklés [162] publikdciéi kozt
olvashatok.

A Matematika Intézet miskolci térténetének els6 kronikdsa Kiss Barna, akinek
kéziratban olvashato részletes munkéja [132] ma is érdekes adalékokat tartalmaz
az elmilt évek eseményeir6l. Ugyancsak Kiss Barna érdeme egy tobb évtizedes
idészak szinte teljesnek mondhaté zarthelyi feladatgytijteménye, ami kiin-
dulépontja lehet egy szakirdnyd kutatdsnak. A Matematikai Intézet rovid
torténetérol, oktatéinak munkdjardl, publikiciéirél, valamint az in-
tézetben folytatott legfontosabb kutatasokrdl szdl a 40. éves jubileumi
kotet [64] mellett, a Publications jubileumi kiilonszama [159] , valamint a
dolgozat szerzdje dltal szerkesztett Jubileumi kétet [48].

Ugy tiinik, hogy a fentiekben vazolt folyamat, a matematikai alapismeretek
szintjének a dramai csokkenése egyre nagyobb felelosséget ré az alaptér-
gyak, és igy elsGsorban a matematikit oktatékra.

Ez a felel6sség egyrészt az, hogy az érettségizett fiatalok munkanélkiilisé-
gét enyhitd felpuhitott felvételi rendszerben a felsboktatdasba keriilt hallgatékat
megsziirje, és tovibbtanulni csak az arra alkalmasakat engedje, ma&s-
részt viszont - és lehet, hogy ez a fontosabb - a minimalis eléképzettségre
alapozva hasznalhaté ismereteket, tudast koézvetitsen.

A matematikai targyak tartalmi megujitdsa soran taldn a legfontosabb a
matematikai alapfogalmak helyes kialakitdsa, az értekezésben erre néhany
példan keresztiil tériink ki. Fontos a fogalmak helyes sorrendjének, az egymadsra
¢épiilé rendszerének a tanulmanyozdsa, mint a tananyag fejlesztés egyik alap-
kérdése. Ez néha olyan kérdéseket vet fel, amelyeket snmagukban is érdemes
tanulmanyozni [6].

A mérnskképzés legfontosabb fogalménak a fiiggvény fogalmat tekintve,
annak bevezetésére a Miskolci Egyetemen Maurer Gyula dltal meghonositott
utjat [140], a reldcidkat haszndljuk. Az értekezés attekinti a fiiggvény fogalma-
nak szerepét a mérnoki matematikiban, valamint néhdany szokatlannak t{in6
alkalmazasat, pl. sorozatok, vektorok, matrixok, grafok definicijéra.

A matrixok fogalmédnak bevezetésére, valamint a differencidalhanya-
dos fogalmdhoz vezetd kérdésekre gyakorlati példan keresztiil tesz javasla-
tot az értekezés.

A matrixoknak egy érdekes alkalmazdsa a komplex szdmok és kvater-
niék fogalmanak bevezetésére példa az izomorf struktirdk alkalmazdséra -
a modellezés egyik lehetéségeként - matematika oktatdsdban.

A mérnokképzésben a miiszaki példdkon keresztiil a hallgatok nem csak
a matematikai fogalmat, tételt, de azok gyakorlati alkalmazhatésdagét is megis-
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merhetik. Ezt az értekezés szerzdje Huszthy Lészl6 [121] jegyzeteibdl vett példak
dtdolgozdsdval szemlélteti: pl. fogaskerekek attételének szémitdsa, szélsdérték-
szdmitas alkalmazdsa épiiletek folyoséin torténd szallitédsi feladatra és a parabo-
latiikor merididngorbéjének felirdsa.

A logikus gondolkozdsra nevelés, a helyes kévetkeztetések tanitdsa
szintén fontos eleme kell legyen a tartalmi atgondoldsnak. Az értekezésben errdl
is sz6 esik az induktiv dton torténd, intuitiv tanitas mellett érvelve,
annak egy ”kézzelfoghatd”, egyszerii példdjan keresztiil (lasd 9.6. Az egész
szdmok néhdny tulajdonsdga).

A mérnokképzés egy fontos kérdése az értekezés mottéjaul valasztott
Walek idézetben rejlik, ”sohasem lehet tudni, hogy mikor 1ép valamely
elvont mennyiségtani tétel a miiszaki alkalmazas terére”, ezért nem el-
hanyagolhaté az, hogy a mérnokhallgatéknak, ahol lehet, a matematika néhany
kiilonleges fejezetérdl is széljunk.

Az értekezés a matematika néhdny elvontabb kérdésérdl, pl. az
inverz félcsoport fogalmardél, a kvarterniék modellezésérol és a grafok
Euler és Hamilton ttjairél, mint a miiszaki egyetemek matematikaok-
tatdsdba illeszthetd fejezetekrodl is szdl.

1.3.2. A szamitégéppel segitett oktatds

A szdmitégépek szamdnak és kapacitdsdnak ugrdsszerii novekedése elvezetett
a szamitogéppel segitett oktatdsi formdk rohamos névekedéséhez, megjelentek
a tavoktatas kiilonboz6d formai, jelentésen befolyasolva a felsboktatdst, és ezen
beliil a matematika oktatdsdt is, féleg a mérnoki egyetemeken.

Fontos tehat, hogy a mérnokhallgaték rendelkezzenek azzal az ala-
pos matematikai tuddssal, amely képessé teszi Oket a szamitégépes
szoftverek tudatos alkalmazdsdra, az eredmények helyes értelmezésére
és ellendrzésére.

A szémitégépes oktatds kiilonb6z6 kérdéseit érinteni fogjuk a szerzd dltal
koordindlt CEEPUS halézat Computer Agebra Driving Licence nydri egyetem
és intenziv kurzus sorozatdnak ismertetésével, valamint mdasok eredményeire,
tapasztalatdra hivatkozva.

A szamitégépek alkalmazdsa az oktatdsban meglehetdsen sok médszertani és
tartalmi kérdést vet fel, elég ha csak a témaban a Miskolci Egyetemen kiilonboz6
tandcskozdsokon elhangzé eléaddsokra gondolnunk [146], [186], [81], [163], [152],
[72], [133], [165], [177], [129], [187], [164].

A téma kutatasa jelenleg is folyik t6bbek kozt a Debreceni Egyetem
Matematika és szamitdstudomény Doktori Iskola, Matematika- didaktika prog-
ramjaban [154].

A Miskolci Egyetemen A Matematikai Intézet oktatéi szinte kivé-
tel nélkiil haszndljdk a DERIVE-ot, a MATLAB-ot, a Statistics for
Windows-t stb. az oktatds sordn, és a szamitégéppel segitett oktatdsban
meglehetésen nagy tapasztalatra tettek szert. Oktatéink a szamitégépes ok-
tatdsi moédszerek leirdsaban is kozzétették tapasztalataikat lasd pl.: [108], [119],
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valamint a szerzének pl. [29], [33], [56] cikkei.

Az értekezés szerzdje azt tapasztalta, hogy a szamitégéppel segitett oktatasi
formék j6 része az egyéni tanuldsban illetve a kisebb létszdmu hallgatécsoportok
oktatdasdban alkalmazhaté aktiv mddszerekkel parositva sokkal hatékonyabbak,
mint nagy létszamu hallgatésagnak tartott eléadds esetén.

Tény, hogy a szamitégép a szemléltetésben feliilmilhatatlan, de
a szemléltetés az oktatdsnak csak eszkéze, nem célja. A szamitégép
ugyanakkor nélkiilozhetetlen eszkoz a tdvoktatdsi anyagok elérhetdségében, és
végs6 soron magdnak az tdvoktatdsnak a folyamatédban is.

1.3.3. A hallgaték aktiv részvétele

A dolgozat egyik f6 célja a projektmdédszernek, mint az egyik legfontosabb
aktiv tanuldsi moédszereknek, a részletesebb leirdsa, a tém&dhoz kapcsolédo
Using Computer Algebra TEMPUS JEP-0265 egyiittmiikodés [29], [13],
és az Active Methods in Teaching Mathematics, azaz Aktiv médszerek
a Matematika oktatdsdban c. H 127 CEEPUS halézat [90] tevékenység
[62], valamint a szerzd sajat munkdja sordn szerzett tapasztalatai alapjan
pl.: [34], [38], [39], [17], [41]. A végzett mérnskhallgatok egybecsengt véleménye
szerint kés6bbi munksjuk soran féleg annak a logikus gondolkoddsmdédnak vet-
ték hasznat amit a matematikatanulds sordn alakitottak ki.

7 A matematikatorténeti szempontok érvényesitése a miszaki felsboktatds-
ban sikeresen hidalhatja dt azt az ardnytalansdgot, amely a megtanitands mate-
matika anyag mennyisége és a rendelkezésre szant idd kozott feszil” - Munkdcsy
[145]. Ennek az idéhidnynak nyilvdn a bizonyitdsok részbeni vagy teljes hidnya
a kovetkezménye és igy jelentdsen sériil az a matematika tanitdsban kiemelten
fontos cél, hogy a targy a mérnékhallgatékat a logikus gondolatmenetre
is képezze.

A matematikaoktatdsi kérdéseknek és a matematikatorténetnek az
osszekapcsoldsdra egy nagyon sikeres példdja a Mathematical MacTutor,
amit 1992-t61 kezdédden a skéciai St Andrews-i Egyetemen Edmund Robert-
son és John O’Connor fejlesztettek ki. Ez a matematikai szoftver meré-
ben eltér a megszokott computer algebra szoftverektdl, mivel féleg a mate-
matika oktatdsa szempontjiabdl kiilonlegesen fontos fejezetek vizuali-
zalasdaval foglalkozik, ugyanakkor tartalmaz egy nagyon részletes, interak-
tivan is hasznalhaté matematika torténeti részt, a MacTutor History of
Mathematics-t [138], amely azéta interneten is elérheté.

Projektmdédszer. A MacTutor programcsomag ugyanakkor lehetdvé teszi a
projektmdédszer [114], [130] alkalmazdsat az oktatds hagyomanyosnak mond-
haté formai kiegészitéseként. 1994-96 kozott az értekezés szerzdje a St Andrews-
i Egyetemen a MacTutor fejlesztésén dolgozott, majd 1996-ban a TEMPUS-
IMG-95-H-2019 sz. program vendégtandraként egy szemeszteren keresztiil ok-
tatta a MacTutor Projects cimii targyat [91]. Ezalatt dolgozta ki a matem-
atikai MacTutor programcsomag roviditett magyar valtozatat, a Hungarian
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MacTutort [57] amely azéta a Miskolci Egyetemen kisebb hallgatécsoportokkal
hasznalhaté [29], [34], [40].

A magyar valtozat segitségével azok a hallgatok, akik angolul gyengébben
tudnak, anyanyelviikon megismerkedhetnek a programcsomag fé6bb alkalmaza-
saival és 1gy képesekké vdlnak a program egészének hasznédlatara is.

Kiilon érdekességként emlithet a Mathematical MacTutor Special Curves
[169] cimil fejezete, ami az interneten is elérhetd, és interaktiv Java applet-ek al-
kalmazdsdval mintegy 70-80, a miiszaki oktatdsban is gyakran hasznalt
gorbetipus tanulmdnyozasat teszi lehetdvé. Az adott gorbék a leginkdbb
jellemz6 forméajuk mellett a lehetséges explicit, implicit, paraméteres vagy polar
koordindtds alakban is megjelennek, az internetes program &brazolja az adott
gorbéket, sot kirajzolja a gorbékhez tartozé tgynevezett kisérd gor-
béket is, mint példdul evoluta, involuta, peddlgorbe, inverz-peddlgorbe, stb.,
tehat kifejezetten alkalmas az adott gorbék megismerésére a miiszaki
alkalmazdsok szempontjabdl is.

MacTutor projektek

A MacTutor projektek oktatdsa arra irdnyitotta a szerzo figyelmét, hogy
milyen egyszerii eszkozokkel novelheté meg a matematikaoktatds hagyomaéanyos
mddszereinek a hatdsa. A St Andrews-i tapasztalatdra tamaszkodva a szerz6
kidolgozott t6bb olyan projektet, amit a St Andrews-i Egyetemen, majd a
Miskolci Egyetemen is hasznalt [29], [16], [40], és az a tapasztalat, hogy
t6bb fejezet megértése sokkal gyorsabba vilt ezen az tton.

A MacTutor segitségével olyan fejezetek, mint a sorok konvergencidja, fiigg-
vények kozelitése Taylor polinom segitségével, vagy a hatdrozott integralok koze-
lité szamitasdra haszndlt médszerek 6sszehasonlitdsa sokkal vildgosabban, ala-
posabban megértheték. A szerzd az angol nyelvii MacTutor programot
és a hozzikapcsol6dé MacTutor projecteket a Miskolci Egyetemen
koézvetleniil is hasznositani tudta az angol nyelvii oktatasban.

A program lehet6vé teszi azt, hogy az interaktiv haszndlat révén a
hallgaté egy feladatot, pl. az inga mozgdsdt, annak vizudlis tanulményozdsa
utdn, a mozgds egyenletével, és a hozzdtartozé masodrendii differencidlegyenlet
megolddsdval egyiitt, egy egységes formdban lathasson, és kisérletezhessen,
a megolddst sajit adatainak bevitelével médositva.

CEEPUS egyiittmiik6désben

A CEEPUS egyiittmiikodésben, az Aktiv médszerek a Matematika ok-
tatdsdban c. H 127 CEEPUS halézat tevékenysége sordn az angol
nyelvii MacTutor projekteket tobb izben hasznositottuk az ideldtogaté
hallgaték képzésének a kiegészitésére, pl. 3 hallgaté a Ljubljanai Egyetemrol
(University of Ljubljana), 2 hallgaté a Nagybdnyai Egyetemr6l (North Univer-
sity of Baia-Mare). A 2003-2005 kozott szervezett CEEPUS Nydri egyetem
sorozatban [90] 6sszesen mintegy 50 hallgaté vett részt, akik egyénenként, a
képzettségiiknek megfeleld szintii - MT., M1., M2., és M3. - jelii projekteket is
kidolgozték (ldsd a CD-mellékletben MacTutor Projects).
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1.3.4. A projektmdédszer haszndlata a Miskolci Egyetemen

A médszer bevezetésének célja

A MacTutor projektekkel végzett munkat Miskolcon sajnos nem tudtuk
nagyobb szdmi hallgaténak lehetdvé tenni, mivel az adott programcsomag
kizardlag MacIntosh tipusu szémitégépen futtathaté. Az egyetemen 6sszesen
4-5 ilyen tipusu szamitégép van, az is kiilonb6z6 tanszékeken, a Matematikai
Intézetben is csak két ilyen taldlhat6. A jelenleg beszerzett nagy teljesitményii
szémitégépeink remélhetdleg alkalmasak a Maclntosh-ok szimuldldsdra, igy a
kovetkezd években lehetéség nyilik a program szélesebb korii alkalmazdsédra is.

Bizonyos fejezetek MacTutorral térténé szemléltetésére projektort haszndl-
tunk, de ez nem tette lehetévé a szoftver elényeinek, az egyénre szabott aktiv,
kisérletez6 jellegének az érvényesiilését. Ekkor meriilt fel az az 6tlet, hogy meg-
tartva a MacTutor projektek eldnyeit, dolgozzunk ki a hallgaték szémara
néhiny olyan, tin. ”papir-ceruza” projekt otletet, ami kapcsolédik az
oktatott anyaghoz, de amihez a hallgaté sajat munkijiaval hozzajirul-
hat.

A projektmddszert, ami tulajdonképpen a ”learning by doing” elvet valésitja
meg a matematikaoktatdsban, egy médsik elv, a ”deeper understanding by
explaining” elve egésziti ki. A hallgatok a kisdolgozataikat be is kell mu-
tassdk tarsaiknak, és ez szitkségessé teszi az adott anyagrész sokkal mélyebb
megértését, a hallgaté nem ”csak” megérti, de meg is tudja értetni mésokkal.
Nem lebecsiilend6 a kisdolgozatok bemutatdsdval szerzett tapasztalat, és a ver-
bélis képességek ilyen médon torténd fejlesztése.

A projektmddszer alkalmazdsa

A dolgozatban a projektmdédszer alkalmazasanak eddigi tapasztalatai
[38], [41], [39], [40], [17], mellett kitériink néhany sikeresebb kisdolgozat
részletesebb ismertetésére, kiemelve azokat a tovdbbi lehetbségeket,
amelyek a projektmdédszertdl varhaték. A projektmddszer alkalmazdsaként
kialakult, legsikeresebbnek bizonyult téméakat a dolgozat 9. fejezete ismerteti, a
projet-otleteket részletesen kidolgozva az értekezés Fiiggelékében taldlhatok.

Az értekezés anyaga nem lehet teljes, ha legaldabb nagyvonalakban nem
vazolndnk azt szerencsés koriilményt, hogy a projektmdédszernek ezt a saja-
tos megvaldsitasat az is segitette, hogy a Miskolci Egyetem Matematikai
Intézetének szervezésében létrejott egy tehetséggondozdsi forma kozépiskolas
didkok szdmara, a Matematikai Onképzdkor.

A Matematikai Onképz6kor

Ez volt a projektmédszer kidolgozasanak kisérleti terepe, ahol a
matematika olyan fejezeteit ismertetjiik meg a didkokkal, amelyek a kozépisko-
lai oktatdson tilnének, de amikre nincs id6 az egyetemi oktatds alatt, bar néha
nagyon hasznosak, pl. grafok, fraktdlok, lanctoértek. Ugyanakkor fontos volt
az, hogy a résztvevd didkok elbadtik, elmagyardaztdk tarsaiknak az
adott fejezetet, masoknak magyardzva benniik is djrastrukturalédott
az adott kérdéskor.
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A kozépiskolds didkokkal és tandraikkal, a miskolci F6ldes Ferenc
és Herman Otté Gimnaziumban oktaté kollegdkkal az utébbi 10-12 év
alatt szorosan egyiittmiikédve [127], [30], alakult ki a matematikai tehet-
séggondozdsnak ez a sajatos forméja, a Matematikai Onképzdkor, amelyet
az Oktatdsi Minisztérium A Miskolci Egyetem egyiittmiikddése kdzép-
iskoldkkal a tehetséggondozasban c. pélydzaton keresztiil tdmogatott [156].

Egyilittmiik6dés a kozépiskoldakkal

A Miskolci Egyetem Matematikai Intézete a tehetséges didkok szémadra egy
sajatsdgos lehetOséget teremtett az Ifjuisdgi Matematikai Kongresszusok
(1996 [31], [35] , [58], 2000 [51], [60]) és konferencidk, matematika tdborok
(1994, 1997,1999, 2001, 2003 [156]) megrendezésével.

Ha az anyagot nem csak megérteni, de masoknak elmagyardzni is
tudja valaki, s6t mint azt az 6nképz6kori didkok teszik, rendezvényeken
el6 tudjak adni ismeretlenek el6tt idegen nyelven, ( JMC-96 [155], IMC-
98 [50], JMC-2000 [60], JMC2002 [128]) JMC2004 [20], akkor didkjainkat
sikeriilt az egyetemi munkastilushoz k6zeliteni.

Az Onképzékiron sziiletett legjobb dolgozatokbél tobb kisebb kotet késziilt
[50], [156], a munka sordn a didkok megtanultdk a Geometer’s Sketchpad c.
matematikai programot hasznélni [36], [32] és a dolgozat megirdsahoz a Scientific
WorkPlace-t hasznalték.

Az egyiittmiitkodésnek egy bevallott, de tdvolabbi célja az oktaté utankép-
zés, és igy nem véletlen taldn, hogy Szildgyi Szilvia kollegdnk elsé dolgozata
éppen a Pi Matematikai folydéirat 1992. évi kiilonszdamdaban jelent meg

[178].

2. A matematikaoktatas folyamatanak elemzése

2.1. Az oktatas tervezett folyamatdanak egy lehetséges mo-
dellje

Akdr egy targy oktatdsdnak egészére, akiar az oktatds egy egységére, egy orara
vonatkozik a modell [65], vannak hasonlésdgok a felépitésében.

Ezek a kovetkezok:

- Orientéaciés fazis

- Realizaciés fazis

- Ertékelési fazis.
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Felépitése
Bemen6 adatok gytijtése:

Kognitiv struktira:

Cselekvési koncepcio:

Informécié csere:

Kielégit6-e az orientdcio:
- DONTESI HELYZET

Orientacios fazis

és Osszetevoi

hallgaték pillanatnyi ismeretszintje
el6z6 oktatdsi tapasztalat
affektiv oldal (hozzdsllds, motivéltsdg, hangulat)

az informdcié felvételhez, feldolgozashoz sziikséges tudds

kivant cél
kiindulési allapot
a cél elérésére szolgdld eszkozok otviozése

a cselekvési koncepcié kozlése, a visszajelzés lehetdsége
esetleges médositds, végleges cselekvési koncepcié
oktaté-hallgaté kolcsonos befolydsa

a cselekvési terv elfogadtatdsa, motivacié lehetésége

elkezdhet6-e a realizdcié?
ha nem, udjra kell kezdeni az orientéciét.

Realizacios fazis

- Tuddsmintdk eléhivasa

- Realizécio:

- tényleges cselekvés, az oktatdsi
koncepcié megvaldsitdsa

- Adatok informéciok cseréje: - oktaté és hallgaté kozott
- Cselekvési terv végrehajtdsa: - dbra készitése,

szamitdsok,
- egyenletek felirdsa, megolddsa,
- probléma megoldésa

Ertékelési fazis

- Kielégité-e az oktatds: - az orientdcids és realizdcids fazis

- Elértiik-e a célt?

- Adatok:

cselekvési koncepcidinak az egybevetése
- kiils6 ellen6rzés lehetdsége
- az elért eredmények rogzitése,

- tdrolésa,
- a kognitiv strukturdlédéds
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Tekintsiik a mérnskképzés szempontjibdl matematika oktatds elézményeit,
a bemend adatokat, az elézményeket, illetve prébaljuk meg elemezni azt a
helyzetet, amit mindannyian tapasztalunk, vagy tapasztalni véliink, az egyete-
mekre felvett hallgaték targyi tuddsa, szdmoldsi készsége, affektiv hozzddllasa,
motivacidja csokkend.

Ennek t6bb oka lehetséges, a fontossdgi sorrendjiik szerint nehéz lenne rend-
szerezni Oket.

Tekintsiik 4t tovabbd a matematikaoktatds folyamatdban a legfontosabb &l-
lomdsokat, elsésorban a fogalomalkotédst, az oktatdsban, és ellenérzésben érvé-
nyesiilé hagyomédnyosnak mondhaté mddszereket, illetve ezek kiterjesztésének,
megujitdsdnak lehetoségét.

3. Az oktatas orientacios fazisa

3.1. Bevezetés

A kozépiskolai és az egyetemi oktatdsi forma egymadstél sokban kiilsnbozik.

A kozépiskoldban a klasszikus érafelépités - szdmonkérés, ismeretkozlés,
szémonkéreés, hézi feladat - elsésorban azt a célt szolgélja, hogy a tanulét szoros
ellendrzés mellett dolgoztathassak.

Az egyetemi oktatds hagyomdnyos formdja - eléaddsok, gyakorlatok, esetleg
konzultaciok, majd viszonylag hosszi idékozonként, elére bejelentett félévkozi
zarthelyik, lehetbleg ugyanarra a két hétre zsifolva ( 6.,7. illetve 12. és 13.
hét), majd a vizsgaidészak hetente 1-2 vizsgdval.

Az ismételhetd vizsgdk rendszere (vizsga, els6, mdsodik utévizsga...) azt
jelentheti, hogy egy didk egy hathetes vizsgaidoszakban, még ha nem is volt
aldfrdspétldsa, elvben 6 targybdl 18 vizsgdt is tehet. Az egyetemre fris-
sen bekeriilt didk nem tanulja meg, hogy munkastilusdanak, tanulasi
stilusdnak meg kell vdltoznia. Eltiinik a tanar ”kézenfogé” szerepe,
ugyanakkor az alapozé targyak sora esetleg egymastdl eltérd tanuldsi
médszereket kivan.

A Miskolci Egyetem Bolcsészettudomanyi Karan az elsé évben
kiilén olyan targy van, aminek az a szerepe, hogy a hallgaté megta-
nulja a konyvtarhaszndlatot, az esszéirast, a szamitégép haszndlatat.
Miért gondoljuk azt, hogy a miiszaki karokon a didkok mindezt maguk-
tél tudni fogjak?

Miért van az, hogy az a hallgatd, akit néhdny hénapja még a kozépiskoldban
még a "szEltol is ovtak”, most szégyellheti magat, ha nem tud egész éjjel raj-
zolni, és mdsnap a differencidlszamitds hathetes tomegével megbirkézni, és si-
keres zarthelyit irni. Hiszen hat hete volt rd. De nézziik meg kozelebbrol ezt
a hat hetet. Balekoktatds, évkezdd buli, 6sszemelegedd buli, sorban &llds a
menzan, sorban &llds a didkigazolvdnyért, sorban dllds a jegyzettdmogatdsért.
Az eldaddk lelkiismeretesen megadjak azt a néhdany, mondjuk targyanként 3-4
konyvet, amit feltétleniil el kell olvasni, de természetesen nem lehet megkapni.
Az oregdidkok tompitani igyekeznek a fesziiltségen, ez a Miskolci Egyetemen
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a négy-ot bar egyikét jelenti, ahol néhdny sor mellett kideriil, hogy ”"nem kell
mellre szivni, mert 6k is csak a mésodik ismételt vizsgdn mentek at”.

Az viszont tény, hogy a lemorzsolédas t6bb mint a didkok fele.

Mint a bevezet6ben mér leirtuk, a miiszakilag fejlett dllamokban (Egyestilt
Kirdlysagtol, Svédorszagon at akdr Ausztrélidig) a mérnokképzésben érdekel-
tek egyre névekvo aggodalommal tapasztaljdk azt, hogy a végzett
mérn6kok kdrében mennyire visszaesett a matematikai alapmiivelt-
ség és a matematika alkalmazdsanak képessége. Az Egyesiilt Kirdlysag
Matematikai és Alkalmazott Matematikai Intézete 1995-ben kiadott jelentése sz-
erint [124] a frissen végzett mérnokok korében nem volt ritka az, hogy hidnyossa-
gokat tapasztaltak a legsziikségesebb matematikai elvek és fogalmak megértésének
szintjén, ezek a mérnokok nem rendelkeztek a matematika hatékony mérnoki al-
kalmazdsdnak képességével.

Burton és szerz6tdrsai 1992-ben [86], valamint Mason 1994-ben [136] &l-
lapitjak meg, hogy a munkaltatok, és els6sorban a mérnsksket alkalmazé munksl-
tatok, hangsilyozzdk azt, hogy olyan munkavallalékat keresnek, akik megtanul-
tak tobbek kozt tanulni, rugalmasak, jé problémamegoldé és elemz6 képességgel
rendelkeznek, valamint csapatmunkdra alkalmasak. Az 1j technolégiai eszkozok
fontosak, de bevezetésiik a termelésben és a tanuldsban is vitathaté értékii, ha
nem kisérik 6ket a sziikséges viltozdsok a tanulds- tanitds és tudés ellendrzése
terén.

3.2. A matematikai ismeretek és képességek szintjének ha-
nyatlasa

Sutherland és Pozzi dltal a londoni Engineering Council szdmdra 1995-
ben elkészitett jelentés vildgosan fogalmaz: ” There is unprecedented concern
amongst mathematicians, scientists and engineers in higher education about the
mathematical preparadness of new undergraduates” [170] 2.0. ” Egy soha nem
latott aggodalom tapasztalhato a fels6oktatasban dolgozé matematiku-
sok, tuddsok és mérnokok korében a mérnékhallgatok matematikai
felkésziiltségét illetoen.”

A Mérnokképzés Eurépai Tarsulatdnak Matematikai Munkacsoportja SEFI-
MWG 4ltal egy tiz éves munkdval véglegesitett Core Curriculum [92] beveze-
toje szerint:

" For example in 1997 only 57% of students with mathematics A level
grade C, tested at the start of their university studies, could correctly identify
the graph of the cosine function. In 1991 all comparable qualified students
could do this”, azaz ” Példdul 1997-ben az egyetemi tanulmdnyaik kezdetén
ellendrzitt azon hallgatoknak, akik matematikabsl A szinten C osztdlyzattal
érkeztek, csupan 57%-a volt képes helyesen felismerni a cos fiigguény grafikus
képét, mig 1991-ben még minden hasonlé eldképzettségt hallgato képes
volt arra.”

Ez az aggodalom majdnem az egész vildgra érvényes, és a jelentés szerint a
mai mérndkhallgaté tuddsszintje jéval alatta marad a 10 évvel ezeléttinek.

A véiltozdsok magyardzatat a jelentés két okra vezeti vissza:
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- a felvételi feltételek kiszélesedése, ami lehet6vé teszi a szakiskoldk
végzettjeinek és mds nem hagyomanyos iskoldk didkjainak bekeriilését
az egyetemre

- az egyetemi oktatdst megel6z6 oktatdsban tapasztalt kedvezdtlen
valtozasok.

Mindkét kérdésrol, de foleg az egyetemi oktatdst megel6z6 tapasztalatokrol
a késbbbi fejezetekben részletesen szélunk.

Az als6 és kozépfokiu oktatds egyre eredménytelenebb, az oktatas fellazul,
részben a rosszul értelmezett tanari szabadsdg, részben a tankdnyv-
verseny miatt, mdsrészt a tantervek atalakitasanak elhiizédédsa, a sok bi-
zonytalansag miatt [100]. Es sajnos a mostanra kialakulni 1atszé kdzépisko-
lai torzsanyag, illetve annak a maradéka, igen nehezen illeszkedik ah-
hoz, ami a fels6foki oktatds, és igy a mérndkképzés szempontjabdl
fontos lenne [145].

Mondhatnédnk, hogy tankonyv kdosz van, mondhatndank azt, hogy tanii
vagyunk a kvantitativ és kvalitativ oktatdsi szempontok harcdnak, de ennek
senki nem oriilhet.

A tanuléi aktivitds visszaesik, a tanuldk tobbsége tul van terhelve, az értelmi-
ségi palya és ezen beliil a mérnoki palya tdrsadalmi presztizse csokken. A zseb-
szamologépek és a négyjegyii fiiggvénytablidk helytelen haszndlata
tovdbbra is széleskorii, és bar mindenki ismeri a hatrdnyait, igazabdl az egyetemi
oktatds ldtja karat.

A zsebszamolégépek és fiiggvénytablak hasznalatdnak eredetileg az lett volna
a célja, hogy cstkkentse a tanulék megterhelését. A valésdgban gyakran azt
létjuk, hogy a kozépiskolds, vagy az egyetemi hallgaté az olyan szamitdsokat,
mint 2-2,5, szivesebben végez zsebszdmoldgéppel, mint fejben, de ha az elébbi

miivelettel egy mds alakban taldlkozik, mondjuk 2 - 3 akkor mér szinte biztos,

hogy a zsebszdmoldégépet veszi igénybe, mert az g ?cért egy bizonytalansdgot
jelent szdmdra, és a torteket, ha lehet, mér csak zsebszédmolégéppel szdmolja.
Igy lesz pl. az % -6 miivelet eredménye 2 helyett 1,999... (vagy 1,98 mert a didk
azt tanulta, hogy elegendd 2 tizedes pontossdggal szdmolni).

Nem csoda, hogy az egyik rendszeresen visszatérd alapvetd hidnyossag a
tortekkel végzett miiveleteknél tapasztalhaté. Ha mar az egyszerii szdmitdsokra
is a zsebszdmol6gépet haszndljuk, akkor ugyan mi motivélja a tanulét a tort-
kifejezések esetén a miiveletek megtanuldsdra?

Mads esetben, példdul az emlitett elsdéves felméréseknél, ahol megengedtiik
a négyjegyt fiiggvénytdbla hasznédlatédt, sok hallgaté kétségbeesetten lapozgatta
a fliggvénytdbldt, a gondolkodds helyett, mintegy pétcselekvésként. Gyakran és
taldn joggal kérdezik az elsééves didkjaink, hogy ha az érettségin és a felvételin
megengedett a haszndlatuk, akkor miért nem hasznédlhaték az integralszamitas-
ban?

Sok tanulmény bizonyitja, hogy zsebszdamoldgépek és a fiiggvénytablak helyte-
len haszndlata éppen a matematikai ismeretek és készségek visszafejlesztéséhez
vezethet, holott ennek az ellenkezbje lenne a cél.

Sajnos ugyanez hatvdnyozottan igaz az &t nem gondolt szdmitégép haszna-
latra is.
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3.2.1. Tarsadalmi okok

- Az egyetemi felvételi megkonnyitése, DOMPING
- Altaldnos emberi értékek, erkslesi normék felboruldsa
- Az oktatéi munka meg nem becsiilése
- Az egyetemek normativ finanszirozdsa
- A tudds leértékelddése az iskolat frissen végzettek korében.

3.2.2. Mas okok

A tanul6t, hallgatot érd informécié-dradat a jelenleg egyetemre keriilé didksag
esetén tilnyomdrészt agressziv, tilpolitizdlt, a fogyasztéi tarsadalomra jellemz6
rekldmnyelv. Az elmilt hisz- huszontt évben felnétt gyereket mar rajzfilm
szinten is csak a brutalitds, diszkészerii hanghatds, fel-felvillané klipp- szerii
képinformdcié terheli, izlését, értékitéletét ez alakitja, elég ha egy heti TV
programot megnéziink, biztos van horrorfilm, techno- rajzfilm, hdbort, negativ
szenzacié-hajhédsz hiradds, elemi katasztréfa. Ennek kovetkezménye lehet az,
hogy a hallgatok az értelmi munkdhoz is mésként viszonyulnak, mint 10-15-20
évvel azelott. Csokken az igényiik a logikusan kikerekitett, esetleg hosszasan
magyardzott elméleti kérdések irdnt, nevezziik ezt eredeti tudasfelhalmozdsnak,
és megnd a fogyasztoi jellege az érdeklédésiiknek. Az alapozé targyak (mint
a matematika) oktatdsa sordn is rogton a haszndlhaté tuddst szeretnék latni.
Ezenkiviil az emlitett jelenségek halmozédédsa miatt a hallgaték érdekloédésének
a felkeltéséhez sziikséges ingerkiiszob megemelkedik.

Ezek utdn ”joggal” megmosolyogja a hallgaté az oktaté erdlkodését, ha az
a periodikus fiiggvények érdekes alkalmazdsairdl, egy matrixegyenlet elegans
megolddsérol, vagy egy integraldsi mddszer sokoldald alkalmazdsédrdl beszél. Ide-
genszeriiek ezek a kifejezések. Az analizis az egészen kis mennyiségeket kedveli,
a kereskedelmi média szenzdci6éhes vildga a ”gyilkol”, ”leégett”, ”felrobbant”,
”tomegkatasztréfa’ szavakat.

Van még egy terjeddben 1év6 nagyon sajnalatos jelenség. Szdmtalan kozéleti
személyiség, politikus, 1ijsdgird, hires ember nyilatkozza televiziéban, rddiéban,
ijsagban, hogy mennyire nem szerette a tanuldst, és féleg a matematika ta-
nuldsat. Mégis itt vagyok, ahol vagyok, szoktdk biiszkén kihizni magukat ezek
a nyilatkozdk.

Ez a jelenség kéros, de sajnos még kevesen gondolkoznak el a kovetkezményein.

Az oktatds demokratizdlédasa és a vele jaré gondok

Mai jelenség az, hogy a didk-6nkormanyzat képvisel6i kozépiskolai és egyetemi
szinten véleményt nyilvdnithatnak, beleszélhatnak az oktatds kérdéseibe. En-
nek a tendencidnak az irdnya helyes, hiszen az oktatds fogyasztéi az elsédleges
visszacsatoldst valdsitjik meg.

Gondot csak az jelent, hogy ezek a didk-onkormédnyzatok nem a mindség
maximalizdldsdra torekednek, mint a logikus és valds érdekiik lenne, hanem a
kovetelmények minimalizédldsdra.
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Ennek nyilvdn az az oka, hogy vdlasztott képvisel6k és népszeriiségi okokbdl
a lazitds a 6 céljuk.

Miért nem a legeredményesebb didkok lesznek, eredményeik révén azok a
didkképviselok akiket az oktatds kérdéseiben meg kell kérdezniink, és miért
ne legyenek az élsportolék a megkérdezettek a didksportban, vagy az fré-koltod
véndjiak a kulturalis eseményekben.

Miért ez az dldemokrécia és inkompetencia?

Ezeknek a kérdéseknek és hatdsoknak a figyelembevétele mind indokolt,
amikor az operativ fézisban az oktatds cselekvési koncepciéjat kidolgozzuk.

3.3. A prébalkozdsok és a tapasztalatok

A hazai és a nemzetkozi tapasztalat egyarant azt mutatja, hogy az egyetemre be-
jutott hallgaték matematikai ismeretei egyre kevésbé felelnek meg az egyetemek
altal elvartaknak. A hallgaték nagy része hidnyos matematikai ismeretekkel,
alacsony foku szdamoldsi készségekkel és a matematikdval szemben ellenérzésekkel
keriil be még a miiszaki egyetemekre is. A kollegdk beszamolnak arrél, hogy
ez a jelenség az utébbi 10-15 évben fokozédott. Lawson példdul az Egyesiilt
Kirdlysdgban a mfiszaki egyetemekre bekeriilt didkok korében végzett tanul-
méanyaban azt tapasztalta [92], hogy 1997-ben a didkoknak mindéssze 54%-a
tudta azonositani a cosinus fiiggvény képét, szemben egy 1991-es felméréssel,
amikor a hallgaték szinte mind képesek voltak erre. Lawson szerint a jelzett
periédusban bizonyos felséoktatdsi teriiletek, mint példaul a kozgazdasdgtan e-
setén nem csokkent a bejuté hallgaték matematikai tuddsszintje, de sajndlatos
moédon a mérnok képzés irdnt valéban elkstelezett hallgatok széma nagyon kevés
¢és az ide felvételizok nagy részét az elébb emlitett felkésziiletlen hallgatok teszik
ki.

3.3.1. Mais egyetemeken

Ennek a jelenségnek az ismeretében a SEFI Matematikai Munkacsoportja-
ban (MWG) az Eurépai Matematika Oktatdsi Szemindriumok (European
Seminar on Mathematics in Engineering) sorozatdban a kiilonboz6 egyetemek
tapasztalatdban haromféle elképzelés is kirajzolédott:

- A tananyag cstkkentése vagy konnyitése illetve ismétlések beiktatdsa-
val a tananyag atstrukturdldsa. Ennek a mddszernek a hétrdnya az, hogy
megbontotta a mérnskképzésben kialakult gyakorlatot a matematikdt igényld
szaktargyak oktatdsaban a kés6bb sorra keriilé fejezetek alkalmazdsdt kordbbi
idépontban igényelték. Ez a mddszer tekintve a matematikai ismeretek csokkend
tendencidjdt, dlland6 korrekcidra szorul és ”mozgé célpontra 16vés”-szerti.

- Mds egyetemeken kiilon oktatasi egységeket vezettek be - szintre
hozé targyakat. Ez a lehet6ség a modulrendszerre épitkezd egyetemi ok-
tatds esetén nehezen fér be a nem kell6képpen flexibilis oktatdsi rendszerbe.
A Miskolci Egyetem tapasztalata szerint ez a szintre hozé targy nem érte el
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a kitiizott céljat, de eredményes volt az uin. nulladik évfolyam megszervezése,
amit sajnalatos médon csupdn néhdny évig engedélyeztek.

- Bizonyos egyetemeken kiilon matematika tanitdst segité kézpon-
tokat allitottak fel, itt a Loughborough University Mathematics Learn-
ing Support Centre-t emlitjiik peldaként [137]. A kozpont anyagét T.Croft,
H.Dalgleish, B. Dawson és S. Webb &llitottdk ossze. Felépitése egy konyvtdrhoz
hasonlit, ahol a nehézségekkel kiizdé hallgaték kiilon segitséget kapnak. A
Loughborough-i Egyetemen az oktaték eldirhatjik a hallgatéknak az oktatds
soran felmeriil hianyossagaik pétlasara az adott fejezet gyakorlasat. Igy példaul
szogfiiggvények hidnyossdga esetén a hallgaté a Mathematics Learning Sup-
port Centre-ben kikeresi a szogfiiggvényekre vonatkozé rovid elméleti ssze-
foglalét, dttekinti a megoldott példdkat és néhany feladat megoldédsaval ellenérzi
tuddsdt. Ebben a kozpontban ”iigyeletet” teljesit egy-egy oktatd, aki egyrészt
segit kikeresni a megfelelé tananyagot, masrészt a hallgaténak rovid konzulta-
ciét nytjthat. Az oktatét értesitik a hallgaté megjelenésérol.

A kozpont tapasztalata az, hogy a hallgatok, akik igénybe veszik a kdzpon-
tot, gyakran kiizdenek szdmoldsi nehézségekkel és a kozpont segitsége nem pé-
tolhatja az alapvetd, hézagmentes matematikai ismeretanyagot, de bizonyos fe-
jezetek hidnyossdgai sikerrel pétolhatok.

Az Egyesiilt Kirdlysdg Mérnoki Tandcsa, a The Engineering Council,
ezeknek a hidnyossdgoknak a felszdamoldsara és a mérnskképzés megujitdsara tett
javaslatait a SARTOR . 3 [184] cimi{i dokumentumban foglalta 6ssze, amelynek
lényege, hogy egy gyakorlati (Incorporated Engineer) és egy kutaté-mérnoki
(Chartered Engineer) képzést javasol. A gyakorlati mérnskképzésben az
alapvetd matematikai technikdk ismeretét irjak eld, foként a technolégia dltal
is tdmogatott maddszerek ismeretét (Computer Algebra programcsomagok), mig
a kutaté-mérnokok ezen feliil a szakteriiletitknek megfelelé alkalmazott mate-
matikai ismereteket kiilon modulokban tanuljék.

Erdemes megemliteniink a Bristoli Egyetem mérnsk-matematikus képzésé-
ben hasznalt internet alapu tesztsorozatot [183] (TAL Test and Learn), amely-
nek célja szintén a hallgatok felkésziilésében tapasztalt hidnyossdgok potlasa. A
TAL hasznalatdhoz a hallgatok és az oktatok kiilon azonositét kapnak, az oktaté
létrehozhat egy csoportot és ezdltal figyelheti a hozzd tartozo hallgatok teljesit-
ményét hiszen a szdmitégépes rendszerbe a tesztek értékelése is be van épitve.
Az egyetem nemzetkozi egyiittmiikodésének is koszonhetd, hogy a TAL adat-
bézisa nagymeértékben novelhetd és az oktatds minden 1épcséjén haszndlhato.
A TAL miikodését M. D. J. Barry és J. H. Sims Williams koordinéljak
[72].

A hasonlé probélkozasok jelzik azt az igényt, hogy az egyetem segitséget
nyuijtson azoknak a hallgatoknak, akik erre késztetést éreznek.

3.3.2. Miskolcon

A Miskolci Egyetemen az utébbi 6t-hat évben azt tapasztaltuk, hogy sajnos
még a kozgazdédsz hallgatok felkésziiltsége is nagyon hidnyos. Egy, a kézgazdész
hallgatékra vonatkozoé felmérés utdan, néhany éve rendszeresitettiik az el-
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s6éves kozgazddsz és miiszaki hallgaték tuddsszintjének az év eleji
felmérését, az els6 oktatasi héten irt dolgozat alapjan. Ez a dolgozat az
un. kisérettségi szintjéhez igazodé feladatokat tartalmazott és a hallgatéknak a
neviik mellett csak kozépiskolai tanulmdnyainak helyét, a matematika jegyeiket
és a matematika éraszdamat kellett megadniuk.

Az eredményt alaposan elemezve Galdntai [109] arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy elfogadhaté tuddssal csak azok a hallgaték rendelkeznek, akik a
matematikiat magasabb S6raszamban tanultdk. A viszonylag nagyszdmu
felmérés (1000 felett) azt igazolja, hogy a kozépiskolai matematikai jegyek és a
felmérésen tapasztalt eredmény linedrisan fiiggott ossze, illetve a Cluster analizis
azt mutatta, hogy a legerésebb csoport a matematikdt legmagasabb éraszdamban
tanuldk csoportja volt. A mérés szamszer(i adatainak nyilvanossa tételéhez nem
jarultak hozzd az érdekeltek.

A Gazdasdgtudoményi Kar és a Gépészmérnoki Kar vezetése a Matematika
Intézet torekvéseit ldtva bizonyos kiegészitd, szintre hozé érdakat iktatott be
az els6évesek programjdba, majd kisérletképpen a 2001/2002-es oktatési évben
kotelezdvé tettitk a Gépészmérnoki Kar hallgatéinak, hogy mindazok, akik ezen
az év eleji felmérésen gyengén teljesitettek heti két éra terjedelemben egy szint-
re hoz6 targyat, matematikai alapismereteket tanuljanak. Felzarkéz-
taté orakat tartott tobbek kozt Szarka Zoltdn a Gazdasdgtudomdnyi Kar
hallgatsinak, Raisz Péterné és Toth Lajosné Tuzson Agnes a Gépészmérnoki
Kar hallgatéinak. Eleinte ezekre a felzdarkéztaté orakra csak elvartak a hall-
gatokat, majd kotelez6vé tették azoknak, akik nem érték el a minimalis szintet.
Az elképzelés szerint ennek a kisérletileg bevezetett targynak az eredményes
lezardsa eléfeltétele volt a tovdbbi matematika vizsgdknak, de a nehezebben
tanulé hallgatéknak aranytalanul megnott terhelése miatt nem hozta
meg a kivint eredményt.

Csak azok jelentkezhettek a két mésik elsé féléves matematika targybdl vizs-
gdzni, akik a matematikai alapismeretekb6l két sikeres zarthelyit irtak. A
tapasztalat az volt, hogy a hallgaték egy része még ezt a feltételt sem tudta
teljesiteni. A Gépészmérnski Kar torolte ezt a targyat a tovdabbi években.

Sokkal sikeresebbnek bizonyult a Gazdasidgtudomanyi Karnak egy,
el6z6 években szervezett, tn. nulladik évfolyama [151], ahova a hall-
gatok onkoltséges formdban jelentkezhettek, egy éven keresztiil elmélyitették
mindazokat a matematikai alapismereteket, amelyek sziikségesek voltak az els6
éves matematikai analizis felvételéhez. Ezek a hallgaték a tapasztalat szerint
a kovetkezd évek sordn felvételt nyertek a Gazdasdgtudomdnyi Kar elsé év-
folyamara és ott sikeresen teljesitették a matematika targyak kovetelményeit.

A nulladik évfolyam megszervezésének egyik vonzerejét az jelentette, hogy
az ott kimagasléan jol teljesité hallgatokat felvétel nélkiil vette fel az egyetem,
de ez ellen t6bb kifogds is felmeriilt, ezért megsziintették a nulladik évfolyamok
rendszerét.

Jelenleg az els6éves miiszaki és kozgazddsz hallgaték az eldéaddsokon és a
gyakorlatokon kiviil, az oktaték konzultdciéin keresztiil kaphatnak segitséget.

Nagyjabol az emlitett nulladik évfolyam rendszer megsziinésével parhuzamo-
san indultak az akkreditalt iskolarendszerii fels6foku szakképzések, ro-
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viden mérnok-asszisztens képzések, amelyeket az egyetem mindségbiztositdsa
mellett szakkozépiskoldk nytdjtanak, és amelyek részben dtveszik a nulladik év-
folyam szerepét, hiszen a két éves képzés utdan a didkok, kiilonbozeti
vizsgdkkal ugyan, de bejuthatnak felvételi vizsga nélkiil a féiskola ma-
sodik évére, és ennek elvégzése utdn az egyetemi képzés harmadik évfolyamara,
szintén az el6irt kiilonbozeti vizsgdkon szerzett eredmény alapjén.

A Miskolci Egyetem t6bb kozépiskolaval miikédik egyiitt ebben
mérndk-asszisztens képzésben, az akkreditdciés anyag elokészitéseként a
Matematika I., II. és III. targyak tematikdjat az értekezés szerzoje dolgoz-
ta ki [52], és jelenleg is részt vesz a tdrgyak mindségbiztositdséban Homolya
Szilvidval és Szildgyi Szilvidval egyiitt.

A tapasztalat azt mutatja, hogy kevés azoknak a hallgatéknak a
szama akik tovdbbtanulnak, ennek az lehet az oka, hogy eleve a mérnok-
asszisztens képzésre az egyetemi felvételi vizsgdk eredményének az ismeretében,
julius- augusztusban jelentkezhetnek, és a jelentkez6 hallgaték nagy része mér
eleve nem szdndékozott féiskoldt, egyetemet végezni, vagy a felvételin nem jutott
be. Ennek a lehetdségnek a forditott irdnyud kihaszndldsa is adott, de
nem eléggé széles korben ismert. Ha az egyetemi, vagy féiskolai képzésben a
hallgaté nem tudja teljesiteni az elsé féléves/éves vizsgakovetelmeényeket, de
bizonyos alaptdrgyakbdl eredményesen vizsgdzott, a mérnok-asszisztens képzés
nyitva all elotte.

3.4. Az egyetemi munkastilus kialakitdsa

Altalaban az egyetemi oktatédsba bekeriil hallgatck szamara komoly nehézséget
jelent a kozépiskolai tanuldsi mdédszerekrol hirtelen attérni a sokkal tobb 6ndllé
munkdt igénylé egyetemi tanuldsra. A legtobb karon és igy sajnos a miiszaki
karokon is, kevés gondot forditunk arra, hogy a ”gdlydk” segitséget kapjanak a
sajat egyetemi tanuldsi mdédszereik kialakitdsahoz. Régebben erre nem volt
sziikség, mert a mérnoki egyetemre bekeriilé hallgatok egyrészt megfelel6bb
tuddssal rendelkeztek, méasrészt az dtéllast ” onerdvel” meg tudték oldani. Ezeket
az egyéni tanuldsi mdédszereket szerencsés esetben mar a kozépiskolai tanul-
manyok alatt is megismerhetik a didkok, ha egyéni dolgozatokat frnak, 6néllé
munkdra szoktatjak Oket.

Az 6ndllé munka sziikségessége

Tekintve, hogy az egyetemi oktatds jorészt a statikus eléadds és
gyakorlat formdra épiil, az els6 éves hallgaték a legels6 napoktdl
azzal szembesiilnek, hogy rengeteg 1j ismeretet, ardnylag révid id6
alatt kell befogadniuk, az eldaddék tébbnyire a koézépiskolds koruk-
ban megszokott iitemnél gyorsabban beszélnek, mintegy feltételezve
a hallgaté szintetizdl6 képességét. Egyidében kell az elséévesnek fesziilten
figyelnie az 1j fogalmak bevezetését, a fogalmak megértését, segité példakat, és
ugyanakkor ezekrél jegyzetelnie. Az eldaddsok elszakadnak a kozépiskoldkban
gyakran el6forduls, ”szoszerinti” diktaldstdl, és ha az egyetemi el6adé a téablara
ir, akkor rendszerint ez csak kiegésziti a széban is elmondottakat.
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A hallgaténak dontenie kell, mégpedig azonnal, hogy az el6adds késébbi
felidézéséhez a tablara felirt, vagy irdsvetitén megjelenitett anyagbdl mennyit
jegyez le, illetve a széban elhangzott kérdésekbdl mennyit tud a folyamatos fi-
gyelés mellett lejegyezni. A hallgaté tehat egyszerre koncentral a latottakra és
hallottakra és ugyanakkor igyekszik azt tomoritve jegyzetelni, hiszen reményte-
len, hogy minden elhangzé sz6t leirjon.

Ilyenkor j6 hasznét veszi a hallgato a létezo egyetemi jegyzeteknek, és gyakran
hasznos a diktafon hasznédlata (felvetédik a kérdés, hogy az eléaddsok hang- és
képanyagdanak valamilyen régzitése mennyiben érinti a szerzdi jogokat). Ugyan-
akkor az egyetemi jegyzetek szészerinti kivetitése, esetleg felolvasdsa, felmondédsa
szemeélytelenné teszi az elbaddst (minek az el6ads, lehet, hogy felolvasni més
kifejezébben jut).

A kiilonboz6 szémitégéppel tamogatott elbaddsi formék (Power Point, stb.)
mozgalmassd teszik az eléaddsokat, alkalmasak lehetnek az el6addsok lényeges
pontjainak kiemelésére, ugyanakkor a technikai eszkézok tilzott haszndlata szin-
tén a személytelenség érzetét kelti, egy vetitett képes, hanghatdsokat sem nélkiils-
z6 eléadds éppen a nagyfoku el6készités miatt valhat hiteltelenné.

Réadasul minél bonyolultabb technikai eszkézokre tdmaszkodik egy elbadds,
anndl nagyobb miiszaki hédtteret igényel és ez magdban hordozza az eszkozok
meghibasoddsdnak a lehet6ségét.

Learning to learn tantirgy bevezetése

Az els6éves hallgaték szamdra létkérdés tehat, hogy ”megtanul-
janak” tanulni. A Miskolci Egyetem gyakorlatdban egyediil a bdlcsész
karokon van arra példa, hogy a hallgaték a konyvtarhasznalatot, a
jegyzet és bibliogréafia készitést, a kisdolgozatok irdsanak kdvetelmé-
nyeit hivatalosan, tantargyi keretek k6z6tt tanuljdk meg. A tobbi hall-
gaté mindezt a felsbéves tarsaitdl vagy a tapasztaltabb kollegdktol lesi el. A
legtobb karon a hallgaték kezdeményezésében folyik egy tin. balek-oktatds, ez
rendszerint az els6 zdrthelyikre késziti fel a hallgatékat, bar ezek az oktatdsok
gyakran az egyetemi vendégldtéipari egységekben végzdédnek. Nem ismeretlen
fogalom a hallgatck életében a zarthelyi-eldkészitd buli, utévizsga buli stb. (lasd
E/2-es klub programja).

Végiil is milyen hivatalos segitséget adunk a hallgatéknak ahhoz, hogy meg-
tanuljak a tanulds mdédszereit? Tulajdonképpen szinte semmit, és tessziik ezt
azzal a 7felkidltdssal”, hogy érettségi utdn a hallgatétdl elvdrhaté az 6ndllé
munka.

Ennek az 6nall6 munkastilusnak a kialakitdséban a projektmddszer egy
bizonyos szerepet betolthet, de mindenképpen sziikség lenne egy olyan targy
bevezetésére - és talan nemcsak a miiszaki karokon -, amely tudatositja
a hallgatéban a tanuldsi stilus, a munkastilus megvaltoztatdasanak
fontossdgat és segitséget nyujt az onilléan nehezebben tanulé hall-
gatéknak.

Ennek a targynak - egy 2 6ra eldadds, 2 6ra gyakorlat méretben gon-
dolkodva - a tartalma kiterjedhetne bizonyos tanulds-lélektani 6nismereti
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kérdésekre, a hallgatéban tudatositani kell azt, hogy masként tanul
egy vizudlisan memorizilé, masként egy belsé auditiv médon memorizalo,
sth., és jo, ha a hallgat6 felméri sajat képességeit.

Sziikség lenne az egyetemi oktatdsi folyamat kiillosnb6z6 mozzanatai sze-
repének a tudatos megismertetésére. Az elbadas, gyakorlat, laboratériumi
gyakorlat, mérések, rajzbeadds mind mds és mds oktatdsi, képzési célt szol-
gdl és tudatositani kell azt, hogy ezek a részcélok miként fiiggnek ossze. Tl
azon, hogy minden alapozé és mérnoski szakismeret targybdl ismertetjiik az adott
targy kovetelmény rendszerét, a targy iitemtervét, a zérthelyik idébeosztédsdt,
a vizsgakovetelményeket, a hallgatonak sziiksége lenne olyan alapvetd, kozosen
érvényes kérdések megismerésére, mint amilyeneket a kozos egyetemi vizsga-
szabélyzat és kovetelmény rendszer tartalmaz.

Ne csak akkor olvassa a hallgaté ezt a vizsgaszabdlyzatot, amikor a rektori
utévizsga engedély megaddsanak a feltételeit probalja kideriteni. Orvendetes az,
hogy a Miskolci Egyetem egyre boviilé internetes honlapjdn a hallgaték min-
dehhez az informécidhoz egyre szélesebb korben hozzéférhetnek, de valljuk be,
hogy az informaciok tomege lassan lehetetlenné teszi, hogy a hallgaték egy ilyen
- intellektudlis munkavégzésre felkészit6 - targy irdnyitdsa nélkiil eligazodjanak
az adott informacié halmazban.

Tehat ennek a tdrgynak egy mdsik fontos szerepe lenne az egyetemen, az ok-
tatdssal, képzéssel kapcsolatos informaciokrol vals tdjékoztatéds, az informaéacios
rendszer és ezen beliil a 2003-2004 oktatési évtdl kotelezd médon bevezetésre
keriill6 NEPTUN rendszer.

A térgy tovabbi tartalmi kérdései kézé sorolndm a lehetséges 6néllé mun-
kamdédszerek ismertetését, annak a megtanitdsit, hogy mikor és mennyit
jegyzeteljen a hallgaté. Fontos, hogy ha egy adott tdrgybdl megszerezheto az
elbado altal eldirt jegyzet, akkor azt a hallgaté néhény perc erejéig, akdr elére-
lapozva is, megismerje, hogy felmérhesse, hogy az irott jegyzethez képest az
el6adason mi az 1j informé&cio.

Ugyanez érvényes mas médon (pl. internet) kozzé tett oktatdsi anyagokra.
Fontos eleme lenne ennek a targynak annak a megtanitdsa, hogy feladat megoldas,
kisdolgozat beaddsa vagy akdr egy zdrthelyi vagy vizsgadolgozat megirdsandl a
hallgatok szdmadra milyen "iratlan” el6irdsok vannak vagy lehetnek. Lehet-
ségesnek tartom ennek a targynak a keretén beliil a hallgatékkal - a
személyiségi jogok tiszteletben tartdsa mellett - el6z6 évekbdl szdrmazo sikeres,
kovetendd példdk, konkrét zarthelyi vagy vizsgadolgozatok megis-
mertetését, illetve a jellegzetesen, évente ismétlédden eléfordulé hibdk nem-
csak éltaldnos, hanem nagyobb szdmu konkrét eseten keresztiil torténd bemu-
tatdsdt - azoknak elkeriilése végett.

Természetesen itt fokozottan figyelni kell arra, hogy a hibak felsoroldsa az-
zal a veszéllyel is jarhat, hogy a figyelmetlen hallgaték éppen azt veszik
kovetendd mintdnak. Lehet példdul olyan ”hol a hiba” jellegii eléaddst és
gyakorlatot tartani, ahol a hallgaték figyelmét az éppen dltaluk parhuzamosan
az alapozé vagy szaktdrgyakbdl tanultakra irdnyitja és mintegy a hallgatékkal
kozosen kijavitani, felfedezni az adott hibdkat.

Ennek a tdargynak természetébdl adédéan fokozott az interdiszciplina-
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ritdsa, tehdt célszerli a parhuzamosan tanult tdrgyak el6adéinak a tevoleges
bevondsa. A szorgalmi idészak utols6 harmaddban fokozottan kiva-
natos lenne a vizsgaid6szakra, mint a kozépiskolds korukban megszokott
tanuldsi terheléstél merdben eltérd jellegli idészakra koncentralni.

A vizsgaid6szak 6 hete az, amikor igazian magara hagyjuk a hall-
gatékat. Az opciondlisan igénybe vehetd, esetleges konzultdcick sem a hall-
gatok lélektani megterhelésének mennek elébe, hanem a félév kézben elmulasz-
tott, meg nem értett feladatokra dsszpontositanak.

A hallgaté figyelme egy adott targybdl vizsgara késziilve, mér nem a félévben
oktatott tdrgy egészére, hanem rendszerint az el6z6 hetekben vagy vizsgaidGsza-
kban megismert vizsgakérdésekre koncentral. Gyakori kérdés az, hogy mi véarhaté
a vizsgdn, mintegy azt feltételezve, hogy nem a targy egésze, hanem csak an-
nak bizonyos részei a kiemelten fontosak. A hallgaték egymds tapasztalatara
vannak utalva, igen népszeriiek a kiillonboz6 ”"bombabiztos tritkkok”, egy-egy
elbadora, targyra jellemz6 20-30 feladat zartkorii cirkuldciéja, természetesen a
vélt megolddssal egyiitt.

Ezeknek kiilonboz6 materializalt formdit (puskdk) a szemfiiles oktaték a vizs-
gdn rendre begytijtik, és akinek ilyen gy{ijteménye van, az képet nyerhet a targy
egy bizonyos visszajelzés formajardl - ez az, amit a hallgaték fontosnak
éreznek a targy megtanuldsa kapcsdan. Ezek a nem megengedett, de sajnos a
vizsgdn néha eléfordulé segédeszkozok (roviden puskdk) a modern technika meg-
jelenésével egyre valtozatosabb forméat dltenek. A legegyszeriibb formdja az
eléadas tomoritett tartalmanak a fénymasolén kicsinyitett valtozata.
A palmtopok megjelenése lehet6vé teszi akar tobb kotetre rigd anyag tenyérben
hordozasat és néha egy jobb zsebszamolégép akir a palmtop tulajdon-
sdgaval is rendelkezik.

A puskék elterjedésének masik, a technika altal tamogatott forméjat a mobil-
telefonok jabb generacidi jelenthetik, hiszen egy palmtop és mobiltelefon
kombinaciéjaval akir a Révay Nagy Lexikon adott célhoz igazitott
része is let6lthetd. Ennek, a hallgaték szemében taldn létkérdésnek tiind,
?puskdzni vagy nem puskdzni” kérdésnek kellemetlen kivetkezményeivel szdmol-
nunk kell és ennek koriiljarasa is ennek az adott tdrgynak a keretében torténhet
meg.

Vannak olyan orszédgok (pl. Romdnia), amelyekben a fels6oktatdsi torvény
szabélyozza azt, hogy a hallgatét akir egyetlen ilyen, meg nem engedett esz-
koz, haszndlata utdn az adott egyetemrdl vagy az orszdg Osszes egyetemérol
kitilthatjék. Nalunk ezt a kérdést térvény nem szabélyozza és a legtobb egyetem
vizsgaszabdlyzata demokratikus szemérmetességgel megkeriili. Pedig taldn, ha
nyiltan beszélnénk réla, akdr a tanulds haszndra is lehetne.

Ha példaul feltéve, (de nem megengedve?), arra biztatndnk a hallgatékat,
hogy egy adott tdrgybdl egymédssal versenyezve készitsék el a lehetd legjobb
puskdt, azt javitds végett "mutassdk be”, akkor az adott tdrgy megértésérol
bizonyédra sokkal pontosabb visszajelzést nyerhetnénk, mint masképp, példdul
kérdoives felméréssel, véleménykérés médszerével.

Természetesen ez utébbi mddszerek célja dltaldban nem a targy megértési
fokdnak, hanem rendszerint a hallgat6i megelégedettségnek a vizsgédlata. Az igy
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7eléirt” puskakészités arra sarkallhatnd a hallgatékat, hogy maguk tekintsék
4t az anyagot, de nyilvdn a puskdk vizsgdn torténd felhaszndldsa legaldbbis
vitathat6. Ugyanakkor ez a kialakult, megmerevedett helyzet, a ”puskdk”
felhaszndlasanak tiltdsa teljesen irredlisan tiikr6zi a mérndkképzés
egészének céljit.

A legtobbszor annak a fontossiagat hangsilyozzuk, hogy képessé kell
tegyiik a hallgatét a tanultak felhaszndldsdra, alkalmazdsdra, tehét
ha az el6bbi, irredlisnak tiin6 gondolatmenetet folytatva megengedhet-
nénk a hallgatéknak, hogy a vizsgdan az dltaluk legjobbnak vélt, vagy
idedlis koriilmények kozott a legjobb tudasuk szerint Osszedllitott
”segédanyagot”, puskat, hasznilhassik egy elore nem ismert feladat,
feladatcsoport megoldadsara, akkor az ellen6rzés sordn pontosan azt
mérnénk, hogy a hallgaték a tanult ismereteket mennyire értették
meg és érvényesiilne az alkalmazds képességének ellendrzése is.

Ennek az utébbi gondolatmenetnek az elemei szintén fellelheték a mar tobb-
szor emlitett projektmddszerben, hiszen ott éppen az a cél, hogy a hallgaté
egy kérdést minél t6bb oldalrél megvizsgéljon, az esetleg kiilonbozo tdrgyakban
és helyeken tanultakat egyiitt alkalmazza, és ondlléan keressen eszkozoket az
adott feladat megolddséra.

4. A mérndkhallgaték matematikaoktatasanak
sajatossagai

4.1. A matematika oktatdsa a mérnokképzésben

A mérnokképzés altalanos céljaibdl levezetheték a matematika oktatdsanak cél-
jai is, ldsd Businger és Fissler [88].

Az USA-beli Accreditation Board for Engineering and Technology (ABET)
1997-ben kiadott Engineering Criteria 2000 c¢. dokumentuma [98] az oktatasi
folyamat és a tananyag leirdsa helyett azt javasolja, hogy a mérnokképzé in-
tézetek fogalmazzdk meg vildgosan az oktatdsi céljaikat és azt, hogy az adott
célok megvalésitdasa miként mérhetd az oktatds kimend dgén, a végzettek tuddsén.

4.2. A mérnokképzés dltalanos céljai

Az Engineering Criteria 2000 [98] szerint a végzett mérnsk képes kell
legyen :

- matematikai, tudomédnyos és mérnoki ismeretek alkalmazdsédra

- kisérletek megtervezésére és vezetésére

- egy rendszernek, annak egy osszetevOjének, egy folyamatnak a megter-
vezésére

- multidiszciplindris csapatmunkéra

- mérnoki feladatok felismerésére, megfogalmazdsara és megolddsara

Ezen kiviil sziiksége van:

- a szakmai felel6sség fontossdgdnak megértésére
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- a kapcsolatteremtés képességére

- a felhaszndlt technoldgia tarsadalmi hatdsainak ismeretére

- folyamatos képzés - tovabbképzésre

- a szakma fejlédésének a nyomon kovetésére

- a korszerii technika és tudds ismeretére és arra a képességre, hogy korszer{i
eszkozoket alkalmazni tudjon.

4.3. A matematika oktatdsdnak céljai a mérnskképzésben

A matematika oktatdsdnak f6 célja a mérnoki végzettség megszerzésé-
hez sziikséges matematikai ismeretek és képességek eldallitasa.
Ennek a célnak hdrom osszetevdje Businger szerint [88]:
- A matematika, mint a mérndki oktatas eszkodze
- A gondolkodas fejlesztése
- Altaldnos nevelési célok megvalésitdsa

4.4. A matematika, mint eszkoz

Elengedhetetlen a t6bbi targy megértéséhez.

A sziikséges matematikai ismeretanyag tartalmaz:

- egy Aaltaldnos részt, mint differencidl és integrdlszamitds, differencidle-
gyenletek, linedris algebra, numerikus mdédszerek stb. és

- egy képzés-specifikus részt, pl. diszkrét matematika, logika, automatak,
valészinliség- szamitds és statisztika, operdcickutatds, optimalizélds, Fourrier
analizis, Laplace transzformacick, wavelet-ek.

Szémitégépek megjelenése és elterjedd haszndlata a mérnokképzésre is djabb
feladatokat ré, ezek megjelennek a matematika oktatdsdban is, mint a szamitégé-
pes programcsomagok, DERIVE, MAPLE, MATHEMATICA, MATLAB, MU-
PAD, STATISTICA, MACSYMA stb. ismeretének sziikségessége.

Viltozés jelent a kordbbiakhoz képest a szdmitogép alkalmazdsa a szamita-
sokban sokszor még szimbolikus szamitdsok elvégzésére is lehetdség van. Minek
tanuljon - kérdezhetik egyesek (és kérdezik is sokan!) - a didk hatdrérték-
szémitdst, derivaldst, integrédldst, ha szdmitégép azt gyis elvégzi egy- két gomb
lenyomédsa utén?

Egyes szerzdk szerint, Burton [87], James [126], " A mérndkiok egy része azon
a véleményen van, hogy a szdmitdgépes matematikai szoftverek képessé teszik a
hallgatokat mindazoknak a miszaki feladatoknak a megolddsdra, amiért eddig
a matematikdt tanulni kellett, kovetkezésképpen, foloslegessé vdlt a mérnokhall-
gatok matematikaoktatisa” .

Sutherland és Pozzi [170] a matematikaoktatds szerepét kutatva a mérnok-
képzésben azzal a szélsdséges mérnoki véleménnyel is taldlkoztak, hogy mate-
matikai eszkzok megértésére mar csak a szoftvercsomagok megiréinak van sziik-
sége, mert a mérndk ma mér csak felhaszndléja a szdmitégépnek, gépeket tervez,
utakat, hidakat épit, de az analizis mélyebb kérdéseivel nem foglalkozik.
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Ugyanakkor James [126] arra is rmutat, hogy ” A szdmitdgépek és az infor-
mdacidtehnoldgia alkalmazdsinak megndvekedett szerepe fontos a mérnokképzés-
ben. ... A szamitdgép fekete dobozként torténd haszndlatdval (az angol eredetiben
black box solution) a tapasztalt mérnokok és a mérnikképzés szerepléi nem-
csak, hogy nem értenek egyet, de nem gyozik hangsilyozni annak veszélyességét” .

Fontos tehat, hogy a mérnskhallgatok rendelkezzenek azzal az ala-
pos matematikai tuddssal, amely képessé teszi Oket a szamitégépes
szoftverek tudatos alkalmazasara, az eredmények helyes értelmezésére
és ellendrzésére.

A meérnoki tudoményok is igénylik a koltséges laboratériumi kisérletek,
mérések matematikai és szamitégépi modellezését, tehat ennek elméleti
megalapozdasa pl. sztochasztika is elobb- utébb az alapoktatéas céljai kozé keriil.

4.5. A matematika szerepe a gondolkodés fejlodésében

A kés6bbi szakmai munka szempontjabél kiemelten fontos a mate-
matika tartés hatdsanak elérése.

Ennek elemei [65]:

- A logikus és analitikus gondolkodési, érvelési képesség

- logikai szabélyok, bizonyitdsi eljarasok ismerete

- matematikai adatok kontextusbdl torténd kibontasa

- heurisztikus gondolkoddsi képesség

- elvonatkoztatds és képzettarsitds képessége

- strukturdk absztrahdlasa,

- szitudciok kozotti logikai kapcsolat felismerése

- tudatos és innovativ gondolkodés képessége

- hibédk észrevételének képessége, onellendrzés

- adatok és eljardsok 1ij médon valé kombindldsa, varidlasa

- megoldési terv megtaldlasa

- problémamegoldé képesség

- probléma felismerése, megfogalmazésa,

- verbalizdldsa, elemzése, szintézise

- alternativak fejlesztése, dltaldnositds képessége.

A mérnoki oktatds jelenlegi helyzetében meglehetésen nagy az id6 el6tti
pélyaelhagyds, pdlyamédositds. A képzés két végén, a bemenetnél és a kimenet-
nél szamszerli adatok bizonyitjdk ezt, de az, hogy ez a lemorzsol6dds milyen
iitemben, mikor torténik ritkdbban hallhatjuk. A Gépészmérnoki Kar tapasz-
talata szerint a lemorzsolédds nem egyenletes, hanem rendszerint tobblépcsos,
mindig az olyan "1j” helyzetekben bizonyul kiugréan magasnak, amikor a hall-
gatok képzése sordn véaltozik a targyak nagyobb része. Ez azt latszik igazolni,
hogy a hallgaték még nem tudtdk megtanulni a tanuldsi médszereket.

Sok végz6s azt jelzi vissza, hogy nem annyira a matematikai is-
mereteit, hanem az azok &ltal kifejlodott gondolkoddsi képességeit
hasznositja a munkdja sordan, mint azt Businger és Féssler [88] is megjegyzi:
"We often hear from graduates that they only use some of the mathematical
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tools they learnt, but that they daily use the mathematical reasoning power.”
lasd még [87].

4.6. Matematikatorténeti nevelési célok

Tudomdénytorténeti kitekintés, kapcsolat az oktatott anyaggal egy felfedezéshez
vezetd 1t megismertetése, pl. Gauss, Euler, Cardano képlet, Bolyai, Goldbach
sejtés, Zadeh és a fuzzy halmazok, stb. fontos elemei lehetnek a matematikaok-
tatdsnak.

A nem matematika szakos felsboktatds matematika tanterve és a kozépisko-
lai matematikatanitds kozotti 6sszefiiggésekrol érdekes idézni Munkdcsy Katalin
véleményét is. A fels6foku képzés szaktdrgyai a kémidtdl a nyelvészetig sok mo-
dern matematikai ismeretet alkalmaznak, e targyak oktatdi elvarjak, hogy a hall-
gatok rendelkezzenek a térgy tanuldsdhoz sziikséges matematikai ismeretekkel.

Egyre tobb intézményben vezetik be az elsé évben az egy vagy két féléves
matematikaoktatast. Az elst éves hallgaték szdmaéra viszont til magasak a
matematikai kovetelmények. Munkécsy 6sszehasonlitott néhdny fels6ok-
tatdsi matematika tantervet kozépiskolai tantervekkel [145], és azt tapasz-
talta, hogy hidnyzik azok sziikséges egymadsra épiilése.

Mivel a nem matematika szakos felsboktatdsban nem varhaté a matematika
oraszémok emelése, sem a tanftandoé ismeretek mennyiségének csokkenése, elen-
gedhetetlen, hogy a kozépiskolai matematikaoktatasban véaltozasok
kovetkezzenek be. Meg kell taldlni annak lehet6ségét, hogy a magyar kézép-
iskolai matematikatanitds megorizze hagyomanyos értékeit, a didkok
j6 problémamegoldé képességét és a tananyagban szerepld algoritmusok biztos
ismeretét, sét, ezeket az eredményeket a tanulék korédbbindl nagyobb hényada
legyen képes elérni, ugyanakkor szélesebb korii ismereteket kell szerezniiik
a didkoknak a fels6bb matematika tanuldsdhoz sziikséges alapfogal-
makat illetGen, ilyenek pl. a hatarérték, a komplex szamok, a métrixmiiveletek.

A fogalmak fokozatos érlelése, mint fontos didaktikai elv, megtorni
latszik a kozép- és a fels6oktatds hatardan. Taldn csak a valés szamfogalom,
az irracionalitds kérdése az, ami elvileg dtnytlik ezen a hatdron, egyébként csak
olyan fogalmak képezik a kozoktatds részét, amelyek megnyugtatéan térgyal-
hatok, részlegesen lezdrhatdk az érettségiig. Ez kordbban is okozott problémaékat
a tovabbtanuléknak, de ma kiilonosen élesen vetddik fel.

Néhany év alatt megdupldzédott a tovdbbtanuldk szama, igy a
kevésbé felkésziiltek is bekeriilnek a fels6oktatdsba, mdsrészt jelentésen
megno6tt a matematika szerepe a kiillonbozé szakteriileteken, a hagyomaényos
miiszaki szakirdnyd képzésen til maés teriiletek, pl. a vamtisztek képzése is
igényli a matematikat. Munkdcsy kiemeli azt, hogy a kozépiskolai matematika
tanitds valtoztatdsanak, a kialakult helyzethez torténd alkalmazkoddsnak, egyik
lehetséges médja a matematikatorténeti ismeretek silydnak novelése a tanuldsi
folyamatban.

A matematikatorténet motivaciés szerepén til két tovdabbi fontos
szempontot is emlit Munkdcsy [145] OTKA kutatdsuk tapasztalataira ta-
maszkodva .
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1. A matematikatorténet lehetdséget kindl arra, hogy alapvetd
matematikai fogalmakat torténeti keretbe illesztve, szemléletes for-
maban vezessiink be, messzemenden figyelembe véve a késobbi kor-
rekt felépités didaktikai igényeit.

2. A matematika tanitids kényes pontja a bizonyitdsok kérdése.
A Dbizonyitdsfogalom tobb mint kétezer éves fejlddésének vizsgdlata segitséget
nyujthat abban, hogy a XIX. szdzadi romantikus, idealizalt bizonyitdsfogalom-
nél sokkal természetesebb, egytttal az 6kori goroggel lényegében megegyez6 XX.
szézadi bizonyitdsfogalmat tekintsiik alapnak.

Munkdcsy véleménye szerint ha a kozépiskolai matematika érakon is széba
keriilnek olyan kérdések, amelyek kozelebb viszik a fiatalokat a kortdrs mate-
matikdban vizsgalt problémdakhoz, akkor ezaltal nem csak egy, a fels6 mate-
matikdban eléfordulé fogalmak megértését segitjiik el6, hanem &ttételesen a ta-
nulék szamoldsi képességét is fejleszthetjiik a magasabb motivacids szint kiala-
kitdsaval.

A magyar matematikatorténet szerencsére béven ad lehetdséget arra, hogy a
matematika oktatdsdban érvényesitsiik ezt a matematikatorténeti szempontot.

4.6.1. A magyar matematikatérténetbd6l vett példdak

Apdczai [99] az ismeretkozlésben a tandrt tomorségre és rovidségre intette,
egy idoben csak egy dolgot tanitson, ne kapkodjon ide-oda. Elbaddsa vilagos és
dttekinthetd legyen, hogy a tanulé meg tudja kiillonboztetni a kevésbé fontostol.
A tanul6 éberségét dllanddan frissen kell tartani, hogy figyelme ne lankadjon. A
szokratészi tdrsalgé médszert szabatos Osszefoglalds kell hogy kiegészitse. Mind
olyan elvek, amelyeket a modern oktatdsban is alkalmazni lehet. A j6 tandar
ma sem tobb az érdekfeszitd, valtozatos eldaddsokat tartd és onallé munkara,
dtmutatast adé pedagégusndl, aki tudja, mit, miért és hogyan kell tanitani. A
begyakorldst és a tanulék 6ndllé munkdra 6sztonzését Apédczai tanari gyakor-
latdban kovetkezetesen érvényesitette.

A tanitds moédszertani és didaktikai kérdései mellett Apéczai foglalkozott az
onképzés helyes eszkozeivel is. A Tandcsban [99] a helyes utat (-médszer),
amellyel a tanul6é megszerezheti a sziikséges ismereteket, 6t dologban foglalta
Ossze: olvasds, hallas, elmélkedés, tanitas, irds. Mind olyan tevékenységek,
amelyek nélkiil nem lehet alapos miiveltségre szert tenni. Az Encyclopaedis-
ban is megtaldljuk a helyes titra vonatkozé tomor el6irdsokat.

A 17. szdzad tudoménya a megértést, ésszeriiséget, a jol rogzitett ismereteket
allitotta eldtérbe. A mindennapi élet alapos matematikai, fizikai, élettani, jogi
ismereteket kovetelt. Az iskoldkban fokozatosan tért héditott a "non multa, sed
multum” elve, amit egy népi bolcsességgel ”aki sokat markol, keveset fog”-ra
magyarithatnank. Az enciklopédikus miiveltség megszerzéséért ”soka” kellett
dolgozni. Akkor az enciklopédikus miiveltség csak viszonylag jelentett tobb is-
meretet. Az ismeretkor jorészt az idejét muilt kozépkori és humanista miiveltség
ismeretanyagédnak roviasara béviilt. Napjainkban a gyors informéaciéhalmozédés
és elavulds okoz gondot.

Bolyai Farkas és Janos munkdssdga is sok szép példa idézését teszik
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lehetévé. Bolyai Farkas, mint matematikus, mai nyelven szélva gyakorlati
tiizeléstechnikai kutatdsokat végzett lisd Kemence-tan [112] 569-572,
és kutatdsainak, szémitdsainak eredményeként Erdély-szerte elterjedt az igy-
nevezett Bolyai kélyha haszndlata, amelynek tiizterében a felmelegitett levegd
minél nagyobb, optimalizdlt holeaddsra kényszeriil, ugyanakkor ezek a kdlyhak
a megfeleld hécirkuldciét, huzatot is optimadlisan biztositjdk. Miikodé Bolyai
kalyhat lehet latni a Marosvasarhelyi Teleki-Bolyai Konyvtarban is, és tobb
technika torténeti mizeumban.

Bolyai Farkas, aki kerttervezéssel és gyiimolcsfa nemesitéssel is foglalkozott,
egyik tanulménydban a terep (domboldal) délésszogének fliggvényében szdmitja
ki azt az optimadlis gyiimolcsfa iiltetési alaprajzot, ami tigynevezett félsoros
csusztatdssal a gyiimolesfak maximalis gyokérzet kifejlédését és lombkorona op-
timélis elhelyezkedését [171] biztositja.

Bolyai Farkas két kotetes akkori viszonyok kozott egyetemi szinvonalnak
megfeleld tankonyve a Tentamen, nagy gondot fordit példdul a térgeome-
tria oktatiasdban a térszemlélet kialakitdsdra, a vizualizaldsra. Taldn
matematikatorténeti érdekességnek szamit az, hogy mér az 1832-ben kiadott
konyvének fiiggelékében olyan térben kiemelhetd mértani dbrakat hasznalt,
amelyeknek a célja a didkok térszemléletének kialakitdsa [27]. Abréinak egy
része mozgathaté, forgathatd, kiilonbozd helyzetbe éllithatd, ezaltal mintegy
"miikodés kozben” mutatja be az adott matematikai kérdéseket, bizonyitasokat.

A Tentamen eredeti példanydt a Marosvasdrhelyi Reformatus Kollégium
"betiiivel” és annak nyomddjdban &llitottdk el és az elézbekben jelzett, térbeli
szemlélhetd dbrdkat tartalmazé mellékleteket valdsziniileg a kollégium didkjai
illeszthették be az eredeti példényokba aproélékos, gondos munkaval .

Bolyai Farkas irja a matematikaoktatdsrol [188]: ” Mit tanuljanak? Geomet-
riai formdkon és olvasdson kell kezdeni...Ezutdn tanuljanak aritmetikdt, aztdn
foldmérést nemcsak a tdbldn, hanem a mezdkon is. ...Mindent, amit lehet
ki kell mutatni és kézzelfoghatovd tenni. A mechanikdban minél tobb
modelldt kell mutatni, s veliik megcsindltatni, pl. hordévésd, flrészelo,
sajtold, szoloriicskolo, szecskavdgd ...masindkat, szekereket.”

4.6.2. Egyetemiink torténetébdl vett példak

A Miskolci Egyetem és jogelddjeinek a torténete is tanulsdgos példakat tar-
talmaz, még akir a matematika oktatdsdnak moédszertani kérdéseivel kapcso-
latosan is. Karman Tdédor, aki - egyetemiink jogel6djén - a selmecbdnyai
korszakban az alkalmazott mechanika tandaraként tanitott, a miiszaki
felsboktatas atalakitasban nagyobb szerepet sziant a tudomdanyoknak
és els6sorban a matematika oktatdasanak.

Fodor L&szlé, aki a Selmechédnyai Akadémidn lett tanszékvezets és 37 éven
at megszakitds nélkiil az is maradt, 1904-06 kozott a 3 éves akadémidbdl 4
éves foiskolava dtalakulé intézet elsd féiskolai rektoraként irta [181): 7 A féiskola
feladata eszerint lerakni azt az alapot, mely késébb gyakorlati ismereteknek biz-
tos ldtdssal vald megszerzésére és tudatos fejlesztésére képesit. Minél erdsebb,
minél szélesebb az alap, anndl biztosabb, anndl tigabb a rajtanyugud épiilet:
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minél tébbet képes a tudomdnyos kiképzés a foiskoldn myijtani, anndl élesebb
lesz a szemiink, tdgabb a latokorink, biztosabb az itéletink és termékenyebb az
alkotdképességiink” .

A soproni évek egy masik matematikus professzora, Walek Karoly irja
1935-6s dékani székfoglaldjdban a kozépiskolai matematika alapos elsajétitdsa-
nak sziikségességérol:

7 A magasabb miweltség megszerzésének szempontjabdl 6sszehasonlithatat-
lanul fontosabb a kézépiskoldk matematika anyaga, amely lényegileg az algebrdt,
trigonometridat és az analitikai geometridt tdrgyalja, és hdarom célt szolgal:

- elsbsorban logikus gondolkoddsra, helyes itéletre és szabatos kifejezésmdd-
ra szoktat, tehdt pedagdgiai segédeszkéz az dltaldnos miweltség alapjainak el-
sajdatitasdra;

- mdsodsorban a redlis tudomdnyok, a fizika, mechanika, kémia tanitdsdhoz
a mennyiségtant bizonyitdsok és eljardsok mddjait és meghatdrozdsait nydjtja;
vagyis mint segédtudomdny vétetik igénybe;

- végiil harmadszor, azokra a tanuldkra vald tekintettel, akik technikai pdlydra
késziilnek, a miszaki szakoktatds alapjait rakja le.”

Erdekes adalék az, hogy pontosan ez a harom teriilet, az algebra, trigonomet-
ria és analitikus geometria az, amelyet az Egyesiilt Allamokban az egyetemeken
az ugynevezett intermediate course-okban (dtmeneti kurzus), az egyetemi anyag
megkezdése el6tt ismételnek.

A matematika szerepét a természettudomanyi és miiszaki felsoktatdsban
Walek a matematikai igazsdgok kutatdsdban és a gyakorlati alkalmaz-
hatésdgban litja:

7 Attérek most a felsébb mennyiségtan méltatisdra, amelynek kételezd miwelé-
se és tanitasa egyrészt a tudomdnyegyetemek, mdsrészt a technikai foiskoldk
hatdskorébe tartozik. Mindkét fajta egyetemnek célja azonos, nevezetesen mate-
matikai igazsdgok kutatdsa és abszolut érvényt torvényekbe vald foglaldsa. Csak-
hogy az elbbbieket elvileg kizdrdlag a tudomdny oncéli fejlesztésére irdanyuld
szandék vezeti, az utdbbiak tevékenységénél pedig a levezetett matematikasi tételek-
nek a gyakorlati életre vald szdndék vezeti, az utébbiak tevékenységénél pedig a le-
vezetett matematikai tételeknek a gyakorlat alkalmazhatdsdaga is kiilonds figyelem-
be részestil.”

Walek Karoly az elvontabb matematika tanitasanak fontossiagara
is kitér:

"De nem végez kdrbaveszett munkdt az a mérnok sem, aki tudomdnysza-
kunkkal, a matematikdval a gyakorlati felhaszndlds hatsé gondolata nélkiil, tisztdn
magdért a tudomdanyért foglalkozik: mert eltekintve attdl, hogy sohasem lehet
tudni, hogy mikor lép valamely elvont mennyiségtani tétel a miszaki alkalmazds
terére, az oncéli spekuldcid élesiti és fokozza a matematikai gondolkodds készségé-
nek eroit, tehdt azokat a lelki képességeket, amelyek a technikus sajdtos is-
meretvildganak alapjait és szellemi tartalmdt megteremtik és tapldaljak. FEz a
légkor - hogy dgy mondjam - a mérndk ézondus hegyi levegdje és minél tovibb
tartézkodik ebben a légkorben, anndl egészségesebben fejlodik a technikusi lelkilete.”
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4.6.3. A matematikatorténet lehetséges szerepe

A matematikatorténeti szempontok érvényesitése a miiszaki fels6ok-
tatdsban szintén kiindulépontja lehet néhdny egyéni vagy csoport projektnek,
hiszen itt fokozottan érvényesiil a nyomaszté az ardnytalansig a meg-
tanftandé matematika anyag mennyisége és a rendelkezésre szant ido
kozott. Ennek az idéhidnynak nyilvdn a bizonyitdsok részbeni vagy teljes
hidnya a kovetkezménye és gy jelentOsen sériill az a matematika tanitdsban
kiemelten fontos cél, hogy a targy a miiszaki hallgatékat a logikus gondolatme-
netre is képezze. Erdekes megjegyezni, hogy a régebben végzett hallgaték
véleménye éppen azt igazolja, hogy az egyetemen, féiskoldn tanult matematika
ismeretek tdrgyi tudds részének csak kis hanyadat haszndltdk, de munkajuk
soran a matematika tanulds kézben kialakitott logikus gondolkodas-
nak vették nagyobb mértékben hasznat.

Matematikatorténeti adatbazisok

A matematika oktatasi kérdéseknek és a matematika torténetnek az 6sszekap-
csoldsdra egy nagyon sikeres prébdlkozds a Mathematical MacTutor, amit
1992-t81 kezd6dben a Skéciai St Andrews-i Egyetemen nagyrészt E. Robert-
son és J. O’Connor munkdjénak koszonhetden fejlesztettek ki. Ez a mate-
matika szoftver merdben eltér a megszokott computer algebra szoftverektdl,
mivel csupan a matematika oktatdsa szempontjabdl kiilonlegesen fontos fejezetek
vizualizdldsdval foglalkozik, ugyanakkor tartalmaz egy nagyon alapos mate-
matika torténeti részt MacTutor History of Mathematics [138] és ez in-
teraktivan hasznalhato.

Ha egy adott matematikai kérdésnek matematika torténeti vonatkozdsa is
van (pl. Taylor polinom és Taylor, McLaurin, Newton-Leibniz tétel
és Newton, Leibniz, Fermat sejtés és Fermat, stb.), akkor a felhaszndls
egyetlen kattintdssal elmeriilhet a matematika torténeti részben, olvashat az
adott matematikus munkdssdgarsl, munkatarsairél. Ez a matematika torténeti
rész, amelynek magyar vonatkozdsain az értekezés szerzdjének is lehetdsége volt
dolgozni 1994-1996 kozott a TEMPUS - JEP-06044 program keretében, jelenleg
interneten is elérhetd [138] és a kib6vitett forméja tobb mint 1800 matematikus
hosszabb- roévidebb életrajzat, munkassdgénak fébb adatait, referencidkat és
képanyagot tartalmaz. Az internetes valtozat népszeriiségére jellemzd, hogy
dtlagban 300 000 alkalommal érik el naponta kiilsé felhasznalok ezt a mate-
matikatorténeti adattarat, és miként a j6 tokaji bort, mar hamisitjdk is, illetve
maésoljak.

Igen népszerii példdul a matematikusok sziildhelyét dbrizolé térkép, a Birth-
place Map, vagy az egy adott napon sziiletett, elhunyt matematikusok fel-
soroldsét lehetévé tevd oldal a Mathematician of the day [139]. Az emlitett
periédusban a kozos Tempus-JEP-06044 program keretében a szerzdé harom
izben t6ltott 6-6 hetet a St Andrews-i Egyetemen, majd 1996-ban, a Tempus-
IMG-95-H-2019 program vendégoktatdjaként, egy szemeszteren keresztiil tani-
totta a MacTutor Projects cimii targyat.
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A MacTutor magyar véaltozata

A St Andrews-i kollegak segitségével sikeriilt kidolgozni egy forditéprogramot,
a Translator-t, majd a matematikai MacTutor programcsomag egy roviditett
magyar valtozatét, a Hungarian MacTutor [29]. Ezt azéta az angol eredetivel
egyiitt haszndlhatjuk a Miskolci Egyetemen olyan kisebb hallgatécsoportokkal,
akik a matematika bizonyos fejezetei irdnt érdeklédnek. A magyar valtozat-
nak az a célja, hogy azok a hallgaték, akik angolul gyengébben vagy
szinte semmit sem tudnak anyanyelviikon megismerkedhessenek a prog-
ramcsomag fébb alkalmazdsaival és igy képesek lehessenek a program egészének
alkalmazdsara is.

A briisszeli European Academic Softwer Award bizottsidga 1994-ben
a Mathematical MacTutor programcsomagot elsé dijra érdemesnek
taldlta és ebben bizonyos mérték{i szerepe az elsé magyar vdltozatnak és a
forditéprogramnak is volt. A MacTutor programcsomag magyar és angol val-
tozatdt azéta is haszndljuk a Miskolci Egyetemen, részét képezi a CEEPUS
H-127-es hdlézat Aktiv Mdédszerek a Matematika Oktatasaban cimii
egyiittm{ikodési programjanak is [89].

Szélesebb korii haszndlatdnak csupdn az az akaddlya, hogy tobbszori prébal-
kozédsaink dacdra sem sikeriilt tovabbi Macintosh szamitégépeket hasznélatba
dllitanunk a Matematikai Intézetben, bdr korldtlan szami felhaszndléi jog-
gal rendelkezik a Miskolci Egyetem és Matematikai Intézete az emlitett Tempus
egyiittmitkodésnek koszonhetden.

A magyar véaltozat felhaszndléi joga szintén a Miskolci Egyetemé.

A Special Curves fejezet

Kiilon érdekességként emlithetdo a Mathematical MacTutor internetes val-
tozatdnak Special Curves [169] cimf{i fejezete, ami interaktiv Java applet-ek
alkalmazdsdval mintegy 70-80, a miiszaki oktatdsban is gyakran hasznalt
gorbe tipust dbrazol. Az adott gorbéket explicit, implicit, paraméteres és
polér koordindtds megaddsi médjuk koziil a leginkdbb jellemzé formaban adja
meg, az internetes program &dbrézolja az adott gorbéket, sét kirajzolja a gor-
békhez tartozé tgynevezett kisérd gorbéket is, mint példdul evoluta, involuta,
pedélgorbe, inverz-pedalgorbe, stb., tehat kifejezetten a miiszaki alkalmaza-
sok szempontjai szerint érdekes goérbéket.

4.6.4. Tovabbi nevelési célok

A matematika oktatdsa sordn tovdbbi nevelési célok is megvalésulnak [65],
ezek koziil a legfontosabbak:

- Szocialis és kozosségi magatartds és munkaformdk gyakorldsa

- Esztétikai, etikai nevelés:

- Céltudatos, 6nédllé munka, 6nbizalom megerdsitése

Ez a célok mar azért sem hanyagolhaték el, mivel a hallgaték tobb-
sége ekkor keriil ki a megszokott, addigi kérnyezetébdl.

Az egyetemi oktatdsnak ez utébbi céljai természetesen nem csak a mate-
matika oktatdsa sordn valésulnak meg, de mivel hatdsaikban jelentésen befolya-
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soljak az elstdleges cél megvaldsithatésdgat, mégis kiemelten fontosak, rdaadasul
ezeknek a céloknak a megval6suldsdt még az elsénél is sokkal nehezebb mérni.

4.7. A matematikaoktatds céljainak kézvetitése

A matematika oktatdsa egy tervezett tevékenység, a fébb oktatasi formak az
el6adds, gyakorlat, konzultaciok és vizsgdztatés.

A matematikaoktatas céljai az oktatott targyakon keresztiil val6-
sulnak meg, ezért elsérendii fontossdgu ezeknek a tdrgyaknak a céljat vila-
gosan, pontosan leirni. Ez a lefrds a tanmenet, a hallgaté elsédleges (de rend-
szerint el sem olvasott) informaciéja a targyrol.

Elemezziik roviden a hagyomdnyos formét.

Ez rendszerint tartalmazza a targy fobb fogalmait, a tételek, sza-
balyok, eljarasok, fejezetek cimét - sokszor a didk szdamédra érthetetlen
szaknyelven- azaz a targy tartalmi feltételeit - heti bontdsban, tartalom-
jegyzékszerien - adja meg. Gyakori a zérthelyi dolgozat hetének megjelolése
is.

Szokasos még a targy formai kbvetelményeit is 6sszegezni néhdny sorban,
mint: ” Az aldirds megszerzésének feltétele mindkét zdrthelyi legaldbb elégséges
szintt teljesitése”, vagy 7 A sikertelen zarthelyik pétlasanak feltétele...”,

” Vizsgdra az dllhat, aki.., ...aki...nem...annak az aldirds végleges megta-
gaddsat javasoljuk”

Ezek mind adminisztrativ jellegiiek és nyilvdn sok fontos informadciét tar-
talmaznak, hiszen hosszi évek tapasztalat soréan kristdlyosodott ki ez a forma.
Mégis a didk azt érezheti beldle, hogy a kovetelmény fenyegetés, hiszen nem
a tudast jel6li meg célként, hanem a format, a zdrthelyi elégséges tel-
jesitését, felcserélve a célt egy mérési, ellenérzési forma eredményével. Sarkitva:

”Nem az a cél, hogy a hallgaté ismerje az anyagot, és alkalmazni
is tudja, hanem az, hogy valamilyen tton sikeriiljon a zarthelyi dol-
gozata”.

Természetesen ezt nem igy gondoljuk, de taldn igy mondjuk. Ennek mé-
lyebb okdt taldn a matematikaoktatdson, s6t a mérnokképzésen til kellene
keresni, és a felsGoktatds ”tomegessé véldsa” jelenségre adott kényszervalaszok
kozé soroland6é. Az emlitett formai kévetelmény, az aldirds megszerzésére
vonatkozéan azt is kdzvetiti - akarva- akaratlanul - a hallgaté felé, hogy ele-
gend6 a minimadlis tudds. Régebbi gyakorlat szerint a félévkozi munka és a
kitiind zarthelyik alapjén az oktaté "megajénlott” egy jeles, vagy j6é vizsgaje-
gyet, amit a hallgaté elfogadhatott. Tény, hogy ennek volt bizonyos hizdereje,
de az esetek igen kis szdma miatt nem volt szdmottevd. Ennek a ”megajdnlott
jegy” rendszernek és a félévkdzi munka silydanak a ndvelésére vezette be
az értekezés szerzdje a tovabbi fejezetekben leirt pontrendszert.

Az utébbi években kialakult igény szerint ezeket a tartalmi leirdsokat
a targy oktatdsanak valédi céljaival kell helyettesiteni, cselekvési,
képességi szintek megjelolésével.

Ezekben keriilni kell az dltaldnossdgokat, mint ”a kozépiskolai anyag alapos
ismerete”, " fejlett szdmoldsi készség”, ezek helyett konkrétumok kellenek, amik
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a hallgatéknak pontos informéciot jelentenek, mint pl. ” A mésodfoki egyenletek
megoldé képletének ismerete, alkalmazdsanak képessége” vagy ”Elsd és masod-
foki egyenletekre vezethetd feladatokbdl az adott egyenletek felismerésének és
felirdsdnak képessége”.

Alljon itt egy példaként a Core Curriculum, [92], egy rovid részlete, és annak
forditasa:

”Stationary points, maximum and minimum values

As a result of learning this material you should be able to:

- use the derived function to find where the function is increasing or decreas-
ing

- define a stationary point of a function

- distinguish between a turning point and a stationary point

- define a point of inflection

- locate a turning point using the first derivative of a function

- classify turning points using first derivatives

- obtain the second derived function of simple functions

- classify stationary points using second derivatives.”

azaz

? Sztaciondrius pontok és szélséértékek

A fejezet elsajdtitdsa utan a hallgaté képes kell legyen:

- felhasznélni a fiiggvény derivéltjat a fliggvény novekvd és csokkend sza-
kaszainak megtaldldsara

- a sztaciondrius pont fogalmédnak a meghatdrozasara

- megkiilénboztetni a visszatérési pontot a sztaciondrius ponttdl

- az inflexiés pont meghatarozdséra

- alkalmazni a derivéltat a fiiggvény visszatérési pontjainak megtaldlasdra

- osztédlyozni a visszatérési pontokat felhaszndlva az els6 derivaltat

- egyszerii fiiggvények mésodrendii derivéltjdnak kiszdmitdsara

- a sztaciondrius pontok osztdlyozdsdra a méasodik derivilt segitségével.”

5. Fogalomalkotas

A fogalom az a jelentéstartalom, amelyet egy sz6 magédban foglal, elvonatkoz-
tatds utjan jon létre a dolgokrdl szerzett képzetekbdl. A gondolkodds ter-
mészetes Osztone a képzetanyag rendezése, az Osszetartozé dolog-képzetek
Osszevondsa. Ugyanakkor a gondolkodds sordn letisztulnak a csupdn szem-
léleti elemek. Kialakul a fogalomképzet, ami mar nem azonos egyik dolog-
képzettel sem, az azokat jelzd szavaktdl is eltdavolodik. A fogalomképzet a
tovabbi gondolkod&si folyamat eredményeként fogalomdefiniciéva vilik. FEz
a fogalomalkotds hdrom szakasza. A gondolkodds verbalizdcidjaként kialakul
a fogalom szimbdlumdul szolgdlé szd, annak frott vagy kiejtett formégja lesz a
memoriacimke, amivel sziikség szerint el6hivhaté a fogalomképzet vagy a foga-
lomdefinicié. Bruner reprezentdciéelmélete szerint [65] a gondolkodds és igy a
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matematikai fogalomalkotas is hdrom sikon megy végbe, ezek rendre az enak-
tiv reprezentacié vagy materidlis sik, az ikonikus reprezentécié és a szimbolikus
reprezentacié.

A fogalomnak van tartalma és terjedelme.

Tartalma az dltaldnositott jegyek sszessége, a fogalomdefinicié, terjedel-
me a fogalomképzet dltal gondolt dolgok 6sszessége. A fogalom tartalma és ter-
jedelme kozott forditott ardny van, bévebb tartalom esetén kisebb a terjedelem
és szitkebb tartalomhoz nagyobb terjedelem tartozik. A matematikdban példédul
a konvergens sorozat fogalma bévebb tartalommal és kovetkezésképpen kisebb
terjedelemmel rendelkezik, mint a sorozat fogalma, ez utébbi esetén sziitkebb
a tartalom, de nagyobb a terjedelem, vagyis példaul ”tobb” sorozat van mint
konvergens sorozat, nem minden sorozat konvergens is egyben.

5.1. A fogalmak tanitdsa

Az oktatds egyik lényeges kérdése az iranyitott fogalomalkotas, a foga-
lomképzés (fogalmak tanitdsa).

Két fazisa kiilonboztetheté meg, a fogalom bevezetése és a fogalom
megerositése, bar a gyakorlatban a két fizis egybefonédhat.

A fogalom bevezetésének hiarom médja lehetséges, az induktiv, a de-
duktiv és a konstruktiv tt.

Az induktiv 1t sordn ismert példdk elemzése sordn a kozos tulajdonsagok
kiemelésével a hallgaték absztrakcié révén jutnak el az &ltaldnositdshoz.

A deduktiv dton az eléadé egy folérendelt fogalom (genus proximum) és a
meghatarozo tulajdonsdgok (differentia specifica) segitségével megadja a defini-
ciét, a hallgaték elemzik azt, majd példdkat keresnek és adnak a fogalom tar-
talmadra.

A konstruktiv ut sordn a tandr vezetésével a fogalomnak egy vagy tobb
reprezentansét dllitjak el (”4allatorvosi 16”), ezt az eljardst dltaldnositva jutnak
el a definicié megfogalmazdsdhoz.

5.1.1. Az induktiv it

Az induktiv it eldnyei

- jelent6s mennyiségii 6ndll6 munkat kivdan a hallgatéktol

- jobban hozzdjdrul az dltalanos szellemi képességek, nyelvi-logikai képességek
fejlesztéséhez

- mér a definici6 el6tt kialakulhat a helyes fogalom-képzet,

- lehetdévé teszi, hogy a hallgaték onalléan fogalmazzik meg a fogalom-
definiciét.

Az induktiv it hatranyai

- idbigényesség

- csak akkor célszeri alkalmazni, ha elegendd szamu példét és ellenpéldédt
ismernek a hallgaték
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- nagyobb el6készitést igényel az eldado részérdl, farasztébb lehet a hallgatok
inaktiv részének.

5.1.2. A deduktiv 1t

A deduktiv 1t elényei
- idémegtakaritds
- jol felkésziilnek a hallgatok a jegyzethasznélatra.

A deduktiv ut hatranyai

- olyan &ltaldnos szellemi képességek, mint az Osszehasonlitds, absztrakcio
héttérben maradnak

- a médszer alkalmazdsa feltételezi a folérendelt fogalom és a meghatédrozé
tulajdonsdgok ismeretét.

5.1.3. A konstruktiv ut

A konstruktiv it az induktiv és deduktiv 1t kézott van, azok elényeit részben
egyesiti, hdtranyait tompitja.

5.1.4. Példa az induktiv tutra

A fizikdbol ismert a kozépsebesség fogalma, ha a mozgé pont ¢ — S(t) megfelel-
tetés szerint mozog, ahol ¢ az id6t, S(t) a t idépontig megtett utat jeloli (egy
kezdeti to idépontban tortént induldst feltéve), akkor két adott, ¢; és ty idépont
kozott a mozgé pont kozépsebessége

S(tz) — S(t1)

Ve =
i to — 11

Ha a mozgés egyenletes sebességgel torténik, akkor az eldbbi vy, kozépsebesség
egyben a mozgé pontnak a pillanatnyi sebességét is kifejezi, egy t idépontban a
pont v(t) sebességére igaz, hogy v(t) = vg. A gyakorlatbdl viszont a legtobb
targy, pont nem &llandé sebességgel mozog, hanem létezik egy ¢ —— v(t),
megfeleltetés, s6t a valtozé sebességgel mozgd pont mozgdsara egy mésik men-
nyiség, a gyorsulds is jellemzd, tehdt létezik egy ¢ — a(t) megfeleltetés is.

A pillanatnyi sebesség jol kozelithetd a kozépsebességgel, amennyiben a vizs-
gdlt idétartam elég rovid ahhoz, hogy azon beliil a sebesség ”1ényegesen” ne
valtozzon. Tehdt szokds mondani, hogy ha ¢y idéponthoz ”elég kozel van” t; és
to akkor

olto) ~ S(tii :i(tl)

Ezt még pontosabban megfogalmazhat az it t — S(¢) fiiggvénybdl képezett
differenciahdnyados hatarértékeként a to pontban kovetkezdképpen:

v(ty) = lim M

t—to t—to
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Hasonléképpen a kozépgyorsulds (a ¢1 és to idépontok kozott)
v(tz2) — v(t1)
lo — 1

és a pillanatnyi gyorsulds viszonya, a ty idéponthoz ”elég kozeli” t1 és to
esetén:

ap =

v(t2) —v(t1)

to — 11

Ez a pillanatnyi gyorsulds pontosabb megfogalmazasahoz vezet, ha a t — v(t)
sebességfiiggvénybdl képezett differenciahdnyados tg pontbeli hatarértékével értel-

mezziik: ) (to)
. v(t) —v(to
alto) = fim = — =

a(to) ~

5.2. A fogalom megerositése

A fogalmak bevezetése rendszerint nem o6ncéld, tovabbi fogalmak rendszerébe
épiilhet be, de egy fogalom, vagy fogalomcsoport bevezetése utan, annak megeré-
sitését, rogzitését szolgdljék a kovetkezd tevékenységek:

1. Olyan szitudciék elemzése, melyeket a fogalom jél tiikr6z vissza,
tulajdonsiagok kiemelése, motiviciés feladatok

Példak:

- hatarérték fogalmahoz vezetd tizedes tort kozelités, ugyanakkor ellenpél-
daként a 1épcsés vonal és egyenes szakasz hossza , amely "nem kozelit egymashoz”.

- Differencidlhdnyados fogalmdhoz vezetd fizikai és geometriai kérdések

2. Egy adott fogalommal kapcsolatban kiil6nb6z6 definidlasi leheto-
ségek megkeresése, definiciék ekvivalencidja, adott definicidk feliilvizs-
galata, értékelése

Példak:

- vektorok skalar szorzatdnak megadédsa kiilonb6z6 médon, a definicick kozti
kapcsolat alkalmazdsa

- vektorok vektoridlis szorzatdnak abszolut értékére adhaté definicidk és al-
kalmazdsuk

- sorozatok konvergencidjdra, és hatdrértékére adott definicidk, egyenértékii-
ségiik, hasznélatuk

- a mésodfoku egyenlet megolddsa a valds szdmokon, és a komplex szdmok
korében

- a valds szdmok rendezése (< reldcid) nem vihetd 4t a komplex szdmok
halmazadra.

3. Egy adott fogalommal kapcsolatos példdk és ellenpéldak addsa,
fogalomrealizdlds

Példak:

- Leibniz kritérium sorok konvergencidjara

- fliggvény és primitiv fiiggvény tdrsitdsa
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4. Fogalomazonositds, szituaciék feliilvizsgdlata abbdl a szempont-
bél, hogy egy adott fogalmat reprezentialnak-e ?

Példak:

- Integralosszegek, hatdrozott integral

5. Egy fogalom bedgyazdsa egy fogalomrendszerbe, fogalomal-
taldnositas, fogalomspecializicié

Példak:

- fliggvények-relacick

- fiiggvény, injektiv, sziirjektiv, bijektiv fiiggvények,

- gyokvonds a komplex szdmok esetén

6. Egy definicié kévetkezményeinek megfogalmazasa

Példak:

- matrix determindnsdnak meghatarozasa és tulajdonsigai

- trajektoridk, ortogondlis trajektoridk és vonatkozo differencidlegyenleteik

Az, hogy az alapfogalmak és elemi miiveletek pontos ismerete mennyire
fontos a mérnskképzésben a kovetkezd fejezet is szemlélteti.

5.3. Fogaskerekek attételének szamitasa

A fogaskerekek miikodésének kérdéséhez kozelithetjiik a hallgatékat az olyan
egyszerii matematika miiveletek tulajdonsdgainak megerdsitésével, mint tortek
szorzésa- osztdsa, amivel sajnos néha nehézségeket tapasztalhatunk. Itt ”ko-
moly” szerepet toltenek be, a hallgaté érezheti a kozvetlen miivelet- alkalmazas
kapcsolatot.

Az alkalmazas leirdasa

Négy fogaskerék fogszama rendre z; = 20, zo = 25, 23 = 30, z4 = 32.
Ezek koziil hdrom, tetszélegesen kivdlasztott fogaskereket sszekapcsolunk, és
azt vizsgdljuk, hogy az elsé kerék meghajtasdval hogyan alakul a t6bbi mozgédsa
[121]. A z,, 2 fogaskerekek kozti attételt, a fogaskerékpér attételét az ia,b:%
torttel definidljuk. Ennek a tortnek a reciprok értéke a j—z Z—:, ahol w,
illetve w; rendre a két fogaskerék szogsebessége. Meg kell jegyezniink, hogy
a fogaskerekek osszekapcsoldsa esetén a forgé mozgds irdnya megvdltozik. A
tobbszoros dsszetétel esetén a fogaskerék kapcesolas egy érdekes tulajdonsagara
vildgit rd a matematikai leirds. Ha a z,, 25 fogaskerékpart osszekapcsoljuk a
2y, 2. fogaskerékpdrral, akkor a hdarom fogaskerék teljes dttétele fiiggetlen lesz
a kozbeest fogaskerék fogszamatol, azaz csak az elsé és a harmadik fogaskerék
fogszématol fiigg, de a forgds irdnya ebben az esetben megegyezik az elsd és
harmadik fogaskeréknél.

Valéban a teljes attétel

. . . Za Zb Za
1 =1a,blbe = —— = —-
Zb Zc Zc

Tehat a kozbeest fogaskerék fogszama nem befolydsolja magdt az attételt,
csupén a forgds irdnydt. Ugyanakkor miiszaki okokbdl a meghajtdsokndl azért
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is alkalmaznak tobbszoros attételt, mivel az dsszekapcsolt fogaskerekek esetén
nem elény6s az, ha til nagy a fogszémaik kozti eltérés. Ha tehdt nagy az attét,
akkor tobb fogaskerék kozbeiktatédsa a célszerit. Ugyanakkor az a tény, hogy a
fogaskerekek 6sszekapcsoldsakor pédros szamu fogaskerék esetén azonos, parat-
lan szému fogaskerék esetén ellentétes a forgds irdnya, lehetévé teszi pl. a gép-
kocsik sebességvéltéjanak mitkodtetését. Egyszeri kombinatorikai feladatként
megvizsgalhatjuk, hogy a fent emlitett négy fogaskerék koziil hdrom-harom fel-
haszndldsaval milyen &ttételek valésithatéok meg. Mivel a harom fogaskerék
Osszekapcsoldskor szémit a sorrend, az Osszes lehetséges kivédlasztds szamat a
négy elem harmadosztalyd varidciéinak szdma adja meg, azaz V;} = 4.3.2 =
24, ugyanakkor az elébbiek értelmében csak az elsé és harmadik fogaskerék
kivdlasztdsa szamit, tehdat a hdrom fogaskerék sszekapcsoldsa esetén is csak a
kovetkezd V2 = 4.3 = 12 kiilonbozd dttétel lehetséges.

. 20 4 20 2 20 5 25 5
21,22%25,21,3=%=§,Z1,4=§=§,l2,1=%=1,
i312@2§ai41:g:§7i23:§:§77:24:§a
’ 20 2 ’ 20 5 ’ 30 6 ’ 32
. 30 15 . 30 6 . 32 . 32 16
13,4:33:E7Z3,2:%:5724,2:%714,3:%:B~

A fogalmak oktatdsdnak és megerdsitésének az osszetett folyamatat a kovet-
kez6kben néhdny példan, elsdként a fliggvény fogalman keresztiil tekintjiik &t
részletesebben. A fiiggvény fogalma nem csak elsérendii fontossdgu a mate-
matika oktatdsaban és ezen beliil a mérnskok matematikaoktatdsdban, de gyakran
tapasztaljuk, hogy ”baj van vele”. Az egyike azoknak a fogalmaknak, ame-
lyeket a hallgaté ismerni vél a kozépiskolai tanulményaibdl, ezért csak ”félszem-
mel” figyel ennek a kérdésnek az oktatdsakor, ugyanakkor a fiiggvényeket az
egyetemi oktatdsban a kozépiskolai eléforduldasuknél sokkal altalanosabb foga-
lomként hasznéljuk, ldsd karakterisztikus fiiggvény, skalarfiiggvény, vektorfiigg-
vény, valés fiiggvény, komplex fiiggvény stb.

5.4. Figgvény fogalmanak attekintése

A fiiggvény fogalma mér a kozépiskolai oktatdsban is jelen van, de a fogalom pon-
tos ismerete helyett az egyetemi, féiskolai tanulményaik megkezdésekor a hallgaték a
fiiggvényt a valés fiiggvény fogalmaval azonositjak, s6t sokan annak is csak a grafikus
képével, azon beliil az elsé és masodfoku fiiggvényekrol és esetleg az alapvetd trigonome-
triai fiiggvényekrdl tudnak. A fiiggvény fogalménak az dttekintése és az alapvetd fo-
galmak tisztdzdsa a miiszaki egyetemeken azért is fontos, mert azt a hallgaték nagyon
sokféle formaban és sokszor eltérd megkozelitésben létjék viszont késdbbi matematika
és miszaki tanulmdanyaik sordn [18].

5.4.1. Alapvet6 fogalmak

Halmazok, elemek, halmazok megadasa
Idézziik fel a halmaz, az elem és a hozzdtartozds fogalmakat, amelyek alap-
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fogalmak, nem meghatdrozdssal, hanem példakon keresztiil, induktiv ton is-
merheték meg. Az alapfogalmak a tanulds sordn intuitiv fogalom-képzetek
forméjaban jelennek meg, és nagyon fontos a megfeleld szamu példa, ame-
lyek lehet6leg minél szélesebb korben szemléltetik a fogalom terjedelmét. Az
axiomatikus és naiv halmazelmélet és a kettd kozt felmeriils ellentmonddsok
kérdése a mérnoki oktatdsban elhallgathatd, hiszen a oktatds adott szintjén a
spiralitds elve érvényesiilhet, a hallgatok egyre tobbet érthetnek meg egy- egy
fejezetbol.

A halmazok és elemeik kozti Osszefiiggést a hozzatartozds reldcio fejezi ki,
egy adott e elemre és egy adott H halmazra pontosan az egyik igaz a kovetkezo
két &llitas koziil:

(a) e € H, ekkor azt mondjuk, hogy az e elem hozzdtartozik a H halmazhoz,
rovidebben e eleme H-nak

(b) e ¢ H, ekkor azt mondjuk, hogy az e elem nem tartozik a H halmazhoz,
roviden e nem eleme H-nak

A halmazok megadhatok:

- tulajdonsagaik lefrdsdval, pl.: Legyen D a tizes szdmrendszer szédmjegyeinek
halmaza. Ugyanezt szokds még D = {xz | x a tizes szdmrendszer szamgjegye}
alakban frni.

- elemeik felsoroldsaval dltaldban a kevés elemet tartalmazoé véges halmazok
adhatok meg, pl. D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, de ez utébbi lehetdséget néhdny
egyszer(i végtelen halmaz megaddsdra is szokds alkalmazni, példdul.

N=1{1,2,3,4,5,..},Z={.,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

Néhany halmaznak kiilén neve is van, az el6bbi N a természetes szdmok halmaza,
Z az egész szémok halmaza. Kiilon figyelmet érdemel az iires halmaz, jele @
vagy { }, a szdmitdstudomdnyban a [ ] is ezt jeloli.

A tovdbbi fogalmak és a legfontosabb halmazmiiveletek mér deduktiv uton
is megadhatdk, az addig kialakitott intuitiv fogalmakra tdmaszkodva.

Részhalmaz

Meghatdrozdas. Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza B halmaznak,
ha A minden eleme egyben B-nek is eleme. Jelolése A C B.

Erdekes megjegyezni, hogy az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza,
és egy halmaz énmaganak is részhalmaza, vagyis barmely A halmazra igaz, hogy
@ C A, valamint A C A. Ezek a nem valddi részhalmazok, a t6bbi (ha van ilyen)
valédi részhalmaz.

Halmazok metszete, egyesitése és kiilonbsége
Az egyszeriiség kedvéért ezeket a miiveleteket adott A és B halmazok esetén
adjuk meg a kovetkezok szerint:
- az A és B halmazok metszetét ANB jeloli, ANB={z |z € A é z € B},
- az A és B halmazok egyesitését AUB jeloli, AUB = {z |z € A vagy z € B},
- az A és B halmazok kiilonbséget A\ B jeloli, AA\B={z |z € A ész ¢ B}.
Példa. Adottak az A ésB halmazok
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A=1{2,3,5},B={1,3,7}.

Ekkor ANB ={3}, AUB =1{2,3,5,7},és A\ B=1{2,5},.B\ A={1,7}

Megjegyzések.

1. Ezeknek a fogalmaknak a rogzitését, elmélyitését szolgdlhatjék a hal-
mazmfiveletek tulajdonsdgainak tanulméanyozdsa:

ANB=BNA, AUB=BUA, de A\ B # B\ 4;
ANA=A AUA=A, de A\ A= g;
ANg =02, AUg=A, A\o=A, o\ A=g;

AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC) = (AUB)UC;

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

2. Ez a tanulményozds 1j fogalmak bevezetését is megkonnyiti:

-Ha AN B =g, akkor A és B idegen (diszjunkt) halmazok.

3. A tulajdonsdgok viszonyithatok az elézdekben megadott részhalmaz fo-
galomhoz:

-Ha A C B, akkor ANB = A és AU B = B, de ez a harom &llitds
tulajdonképpen egyenértékii egymédssal, azaz béarmelyikbdl kovetkezik a mésik
ketto.

Descartes szorzat

Fogalmak. Bizonyos esetekben haszniljuk a rendezett elempdr fogalmat,
az a és b elemek rendezett elempérjdnak a jele (a,b). Jegyezziik meg, hogy
(a,b) # (b, a) kivéve ha a = b. Hasonléan vezethetd be a rendezett elem-hdrmas,
és a rendezett elem n-es fogalma, az a,b,c elemek rendezett elem-hdarmasit
(a,b,¢), az a;(i = 1,2, ...,n) elemek rendezett elem n-esét (a1, as, ..., a,) jeloli.

Meghatdrozas. Az A és B halmazok Descartes szorzata az A X B, ahol
Ax B={(a,b) |a€ A, be B}.
Hasonléan hdrom, vagy t6bb halmaz Descartes szorzata
Ax BxC={(a,byc)|lac A, be B, ceC},
illetve

Ay X Ay x ... x A, ={(a1,a2,...,ap) | a; € A;, i =1,2,....,n}.

45



Megjegyzés. Ha az adott halmazok nem kiilsnboznek, akkor hasznédlatosak a
kovetkezd jelolések:

Ax A=A% AxAxA=A3valamint Ax Ax..x A =A™
—_—

n

Példa. Adottak az A, B és C halmazok

A=1{2,3,5},B={1,7},C ={0,4},

ekkor

Ax B=1{(21),(2,7),(3,1),(3,7),(51),(5,7)},

BxA= {( »2>: (7,2), (173)7 (7,3), (17 5)7 (77 5)} )

B? = {(1’ 1)7 (17 7)7 (75 1)5 (77 7)} ’
X BxC=

{(2,1,0),(2,7,0),(3,1,0),(3,7,0),(5,1,0), (5,7,0),

(2,1,4), (2, 7, 4)7 (3, 1,4), (3,7,4),(5,1,4), (57 7, 4)}
Reldciék

Meghatarozas. Legyen A és B két halmaz. Jelolje apb azt, hogy az a € A
és b € B elemek p reldcidban vannak. Az A és B halmaz elemei kizott eqy p
reldcid akkor ismert, ha pontosan tudjuk, hogy melyek azok az elemek, amelyek p
reldcidban vannak, vagyis ha pontosan tudjuk, hogy melyek azok az dsszetartozd
(a,b) elempdarok, amelyekre apb.

Ezeknek az elempdroknak az S, halmaza, az A X B egy részhalmaza lesz a
reldcid tartohalmaza, az

Sp={(a,b) |la€ A,be B,apb} C Ax B.

Az A és B halmazok elemei kozti, S, tartéhalmaz dltal letrt, p reldcidt ro-
viden (A, B, S,), vagy (A, B, p) jeléli.

5.4.2. Fiiggvények

Meghatarozas. Két halmaz, az értelmezési tartomdany (az elsé halmaz) és
az értéktartomdny (a mdsodik halmaz), valamint az elemeik kozti relacid, a
megfeleltetés, pontosan akkor fligguvény, ha az alabbi két feltétel egyidejiileg tel-
jestil:

(i) Az értelmezési tartomany minden elemének megfelel az értéktartomdny-
nak legaldbb eqy eleme.

(i1) Az értelmezési tartomdny minden elemének legfeljebb egy elem felel meg
az értéktartomdanybal.

Megjegyzés. Az elébbi két pont, (i) és (ii) helyett azt is mondhatndnk
roviden, hogy az értelmezési tartomany minden elemének pontosan egy elem

46



felel meg az értéktartomanyban, de mint latni fogjuk érdemes megkiilénboztetni
a megfeleltetés két tulajdonsagat, mintegy ”"alulrél” és ”feliilrél” is behatdrolni
azt, mert ez két feltétel a sziirjektiv és injektiv fiiggvények meghatdrozasanak
alapja. Ez a két feltétel nem azt a tartalmat fedi le, ami a deduktiv fogalomal-
kotds esetén genus proximum és differentia specifica néven ismert.

A fiiggvények fogalma, pontosabban a megfeleltetés koriilirdsa sokféleképpen
kozelitheté meg, de ezek koziil a legelterjedtebb, és taldn a leghasznosabb a
reldciékon [140], és a Descartes szorzaton alapszik.

Kiilonb6z6 jelolések, elnevezések

Az aldbbiakban felsoroljuk a fiiggvények esetén leggyakrabban hasznélt jelslé-
seket, elnevezéseket.

Altalaban az A értelmezési tartoméany elemeinek az f megfeleltetéssel a B

értéktartomédny elemeit hozzdrendeld fiiggvényt f: A — B, vagy A LB jeloli.

Ha az z € A fiiggetlen védltozénak a megfeleldje az y € B, akkor ezt A Y, vagy
x +— g, jeloli és azt mondjuk, hogy z-nek a képe y, vagy y az x képe (képeleme).
Egyes szerzk az y = f(z) jeloléssel fejezik ki ugyanezt a tényt, és azt mondjék,
hogy y a fiiggvénynek az = véltozéban felvett értéke, roviden a fiiggvény értéke
z-ben.

Példa. Az
f:R—=R, f(z) = 2%

vagy az

]R»L]R,xoixj

ugyanazt a fiiggvényt jeloli, de szokds, az értelmezési tartomény és az érték-
tartomany megaddsa utén, egyszertien csak az f(r) = z2, vagy az x + a2
fiiggvényrol beszélni, bar ez utébbi maga a megfeleltetés.

Gyakori fogalomzavar a fiiggvény grafja és a fiiggvény grafikus képe, a fiigg-
vénydbra koriil, ezt a két fogalmat a hallgaték gyakran felcserélik, nem haszndl-
jédk megfeleléképpen. Az itt hasznalt fiiggvény gréfja kifejezés a fiiggvényrelécio
tartéhalmazanak szokdsos elnevezése, és nem tévesztend ossze a grafokkal, mint
cstcsokbdl és irdnyitott, vagy irdnyitatlan élekbél 4116 alakzatokkal, amelyeknek
a meghatdrozdsa a fiiggvények segitségével a szokdsosnél pontosabban is megad-
haté, 1asd késébbiekben a Fiiggvények néhany tovdbbi alkalmazdsa c. fejezetet.

Meghatdrozas. A fliggvény grifja az értelmezési és értéktartomdny Des-
cartes szorzatdnak az a része, Gy C Ax B, amely az 0sszes, a fiigguény megfelel-
tetés szerint eqymdshoz rendelt x fiiggetlen vdltozot és y képelemet rendezett
(z,y) elempdrként tartalmazza. Az y = f(x) jeloléssel élve:

Gp={(z, f(z)) |z € A}.
Azoknak a fiiggvényeknek az esetében, amelyeknek értelmezési és értéktar-

tomédnya is a valds szdmok részhalmaza, ez a fiiggvénygraf sok esetben szem-
léltethetd egy fiiggvényabrdval (ez a fiiggvény grafikus képe), rendszerint egy
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gorbével, amely vdzlatosan ugyan, de lehet6éséget adhat arra, hogy a fiiggvényre
jellemzé fiiggetlen valtozo- képelem megfeleltetést vizudlisan is el tudjuk képzelni.
Ennek a fiiggvénydbranak tobbféle elnevezése haszndlatos (fiiggvény grafikus
képe, fiiggvény képe, rajza, gorbéje stb.), és az analizis oktatdsa sorén gyakran
felmeriil a fiiggvény tanulmdnyozdsa (fiiggvény menete, fiiggvény-diszkusszid),
és a fiiggvénydbra vazlatos elkészitésének igénye.

Példak

1.Példa. Az eldbbiekben megadott f : R — R, f(x) = 22, roviden z s 22
grafja:

Gy ={(z,2%) |z eR} CRxR=R?

és ennek a fiiggvénynek az dbrdja a csak egy véges részt hivatott ”szemlél-
tetni”, (az aldbbi 4 fiiggvénydbrat a szovegszerkesztd beépitett, "automatikus"
funkcidja készitette):

x — 22
2. Példa. Ez a szemléltetés, féleg ha szamitégépi programot hasznalunk,
nem biztos, hogy a fiiggvénynek a ”természetét” a legjellegzetesebb pontokban
dbrézolja. Példdul az z — (x — 10)? fiiggvénydbrat a program a kovetkezének
7l4tja”:
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20

60

x — (x —10)?

ami nyilvdn nem hibds, csak semmitmondd, hiszen ez a mésodik fiiggvény
az el6zének a jobbratoldsa, és nyilvdn a program a fiiggvénynek egy monoton
szakaszédt dbrdzolja, ami nem jellemz6 a parabola - amigy ismertnek mondhaté -
alakjara. A hallgaté szdmaéra viszont, aki esetleg nem ismeri ezt, azzal a veszély-
lyel jérhat egy ilyen ”beépitett funkcié” haszndlata, hogy téves kovetkeztetésre
juthat.

Raaddsként ez a fiiggvénydbra még a valds viltozdju valés fiigg-
vények esetében sem mindig készitheto el.

3. Példa. A

1 ha azxz €Q

J:RHRO’(@:{ 0 ha azz ¢Q

un. Dirichlet fiiggvény képének csak bizonyos pontjait tudjuk megrajzolni,
hiszen a fiiggvényértékek ”stirtin” lefedik az y = 0 és y = 1 egyeneseket.

4. Példa. Az

sinl ha azxz #0
f:R—JR,f(a:):{ Ox ha azazé:O

képe " csak” az origd kornyezetében nem rajzolhaté meg, még a gép ”igyekezete”
ellenére sem, a szamitogépgép diszkrét aritmetikdja miatt.

sin L
xT
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5. Példa. Az el6bbi két példdban a fiiggvénydbra elkészitésének lehetetlen-
sége abbdl is adddik, hogy ezek a fliggvények nem folytonosak (az egyik sehol
sem az, a masik csak az origéban), de ha az el6z6 példénak a mintdjéra az
origéban is folytonos

o1
rzsin= ha azxz #0
. — xT
f:R =R, f(z) { 0 ha azx =0
fliggvényt tekintjiik, akkor a szamitégép dltal "megrajzolt” dbrdkon az origé
koérnyékén az egyre ”pontosabb fiiggvénydbran” azt latjuk, hogy minél aprébb
részleteket nagyitunk ki, a fiiggvénydbra anndl ”kaotikusabban” viselkedik.

xsin il
T
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A Plotting curves c. MT- projekt alkalmazdsa sordan a hallgatok kife-
jezetten ezeket a kérdéseket tanulmanyozhatjéik a MacIntosh szémitégépeken al-
kalmazhaté Mathematical MacTutor szoftver segitségével, ldsd a CD-melléklet-
ben a MacTutor projects konyvtarat.

A fiiggvény fogalmanak pontositdsa

Meghatdarozas. Az (A, B,Gy) relicidt, az A halmazbeli vdltozdji B hal-
mazbeli értékekkel rendelkezd f fiigguénynek nevezziik, ha egyiddoben teljesiil a
kovetkezo két feltétel:

(i) Barmely x € A fiiggetlen vdltozo esetén létezik legaldbb eqy y € B, a-
melyre (z,y) € Gy.

(i) Barmely x € A figgetlen viltozd esetén legfeljebb egy olyan y € B létezik,
amelyre (z,y) € Gy.

Megjegyzés. Az (A, B,Gy) jelolés helyett szokds még a kivetkezo jelolések
egyikét haszndlni:

(A,B,f), f:A— B, vagy A B.

Példa. Vegyiikk az A ={1,2,3} , B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmazokat,
valamint az A x B Descartes szorzatuknak egy részhalmazat, a

Gy =1{(1,1),(2,4),(3,9} C Ax B

Az (A, B, Gy) hdrmas egy fliggvény, aminek az értelmezési tartomanya A, érték-
tartomdnya B. Ugyanez a fiiggvény még megadhaté az (A, B, f), f: A— B,

vagy A . B alakok egyikével, ahol f(z) =22, x LRSS

x — 22

Megjegyzés. A fiiggvények megaddsara hasznalt kiilonboz6 alakok més és
més szemléletet hivatottak hangsilyozni, ezért alkalmazdsuk a félreérthetdség
és a hibak elkeriilése végett fokozott koriiltekintést igényel, ldsd Késa Andras:
Virusok a matematikdban c. kényvét.

A fiiggvényfogalom mélyebb megértéséhez célszerti a fiiggvények egyenléségét,
kiterjesztését, és lesziikitését tanulményozni.

, vagy csak egyszeriien

Figgvények egyenlosége, kiterjesztése, és lesziikitése

Meghatarozas. Két figgvény, az (A1, B1,Gy,) és (A, Ba,Gy,), pontosan
akkor egyenlok, ha Ay = A, Bi = Ba, és Gy, = Gy,. Jelolése mdsképp:
(A1, By, f1) = (A2, Ba, f2).

Példa. Vegyiik ismét az A = {1,2,3} és B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} hal-
mazokat, és a fiiggvény gréfja legyen

Gy = {(1,1),(2,4),(3,9} CAx B

Vegyiik tovabba a C = {1,2,3} és D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) halmazokat.
és a g: C — D fiiggvényt, ahol g(z) = 2%, Az (A, B, Gy) fiiggvény egyenld lesz
a (C, D, g) fiiggvénnyel a kiillonboz6képpen alkalmazott jelolések ellenére, hiszen
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értelmezési tartomanyaik, értéktartomanyaik rendre megegyeznek, és a megfelel-
tetés soran az értelmezési tartomédny minden x elemének pontosan ugyanazt az
y képelemet rendelik hozza.

Ugyanakkor az (A, E, h), ahol h(z) = 22, E = {1,4,9}, esetén (A4, B,Gy) #
(A, E, h) annak dacdra, hogy f(x) = h(z) minden x € A esetén, mivel az érték-
tartomdnyuk kiillonb6z6, sét, mint azt kés6bb latni fogjuk (A, E,h) bijektiv,
mikozben (A, B, Gy) nem az.

Ugyanakkor az (A, B,Gy) az (A, E,h)-nek egy kiterjesztése, és (A, E,h)
az (A, B,Gy) egy lesziikitése. A fiiggvénykiterjesztés, és a fiiggvénylesziikités
érintheti a fiiggvény értelmezésében szerepeld barmely elemet, nem csak az
értéktartomanyt.

Meghatdrozas. Ha az (A, B,Gy) és (C,D,Gy) figguények esetén A C C',
vagy B C D wvagy Gy C Gy, akkor (A, B,Gy) egy lesztikitése a (C, D, Gg)—nek,
illetve (C, D, Gy) egy kiterjesztése az (A, B,Gy)-nek.

Filiggvény inverze, sziirjektiv, injektiv és bijektiv fiiggvények
Meghatarozas. Legyen (A, B,Gy) egy figgvény, és tekintsik a

Gp={(y,2) | (z,9) € Gy}

halmazt. Ha (B,A,Gy~) szintén figgvény, akkor ez az (A,B,Gy) figguény
imverze.
Megjegyzés. Altalaban (B, A, G -) nem fiiggvény, (csak az inverz reldcio).
Példa. Vegyiik az A ={-1,1,2,3} , ¢s B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} halma-
zokat és a
Gr={(-1,1),(1,1),(2,4),(3,99} CAx B

Nyilvdnvaléan (A, B, G¢) figgvény, de (B, A, Gy-), ahol
Gf* = {(17 _1)7 (17 1)7 (4a 2)3 (973)} c B x A

méar nem fiiggvény, hiszen a fiiggvény meghatdrozasdaban szereplé feltételek
egyikét sem teljesiti, 3 € B elemnek egydltaldn ”nincs visszafele képe”, nincs
olyan a € A amire (3,a) € Gy, ugyanakkor példdul az 1 € B elemnek egynél
tobb ”képe van visszafele” | hiszen (1, —1) € G-, mellett (1,1) € G¢-.

Ez az ellenpélda arra is j6, hogy vildgossa valjon az a két feltétel, ami az
inverz fiiggvény létezéséhez sziikséges, vagyis az inverz fiiggvény csak akkor
létezhet, ha a a fiiggvényben minden értéktartoménybeli elemnek ”van visszafele
is legaldbb egy képe” és egyik értéktartomanybeli elemnek ”sincs egynél tébb
képe visszafele”. Ezt a két tulajdonsagot egy fiiggvény kiilon-kiilon is teljesit-
heti, ez vezethet el a sziirjektiv és injektiv fiiggvények fogalmahoz.

Meghatdrozas. Legyen egy (A, B,Gy) figguény. Ha barmely y € B elem
esetén létezik legaldbb egy x € A, amelyre (z,y) € Gy, akkor (A, B,Gy) egy
sziirjektiv fiigguény.

Meghatdrozas Legyen egy (A, B,Gy) figgvény. Ha barmely y € B elem
esetén legfeljebd egy olyan x € A létezik, amelyre (x,y) € Gy, akkor (A, B,Gy)
egy injektiv fliggvény.
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Meghatdrozas. Az (A, B,Gy) figguény bijektiv, ha egyidejileg szirjektiv
és injektiv.

Megjegyzés. A bijektiv fiiggvényeknek van inverze, hiszen teljesitik az in-
verz fliggvény létezésének feltételeit, az (A, B, G) fliggvény inverze a (B, A, G ¢+ ),
ahol Gy- = {(y,2) | (z,y) € Gy}. Az (A, B,Gy) inverz fiiggvényét rendszerint
(B, A,Gy-1) jeloli, ahol f~! az inverz reldci6 jele. Mésként jelolve: Az (A, B, f)
bijektiv fiiggvény inverze a (A, B, f~1).

1. példa. Az A={-1,1,2,3} , B={1,4,9}, valamint a

Gf ={(-1,1),(1,1),(2,4),(3,9)} CAx B

esetén (A, B, Gy) sziirjektiv figgvény (de nem injektiv).
2. példa. Az A={-1,2,3} , B=1{0,1,4,7,9}, valamint a

Gr={(~1,1),(2,4),(3,9)} CAx B

esetén (A, B, Gy) injektiv fliggvény (de nem sziirjektiv).
3. példa. Az A={-1,2,3}, B={1,4,9}, valamint a

Gf ={(-1,1),(2,4),(3,9)} CAx B

esetén (A, B, Gy) bijektiv fliggvény (sziirjektiv és injektiv egyidejiileg).

Ennek a bijektiv fiiggvénynek van inverze, és ez az inverz a (B, A,Gy-1),
ahol

G ={(1,-1),(4,2),(9,3)} .

Erdekes megjegyezni azt, hogy az (A, B,Gy) fuggvény egy mds jeloléssel az
f(x) = 22 alakban is megadhatd, ugyanakkor ennek a fiiggvénynek az inverze
nem frhaté f~(z) = /= alakban, mivel ez az 1-hez az l-et és nem —l-et
rendelné.

A fiiggvények megnevezése

Az oktatds sordn gyakran kell megemliteni bizonyos fiiggvényeket, és gyakran
haszndljuk bizonyos fiiggvények gy{ijténevét, ezekben is sok tévedési lehetdség
rejlik. A valds fiiggvény, a kétvaltozos fiiggvény, vagy a vektorfiiggvény el-
nevezések helyett taldn az a jdrhaté t, ha a fiiggvényeket ”hosszi neviikon”
nevezziik, egy szovegkornyezetben legaldbb az els6 alkalommal.

Helyes tehdt a valds valtozéju valds fiiggvény (a valds fiiggvény helyett),
tovdbbd nyugodtan haszndlhatok a két- (valds) valtozos valds fiiggvény, a kom-
plex valtozéju valds fiiggvény és a 2 dimenzids vektor véltozéju valds fiiggvény
elnevezések, hiszen ezek dacdra a hasonlésdgnak, mds és méds értelmezési tar-
tomdnyra utalnak. Ez a négy - alapjdban kiilonb6z6 - eset mind beilleszthetd a
valds fiiggvény elnevezésbe, de ugyanakkor félreértésre is okot adhat.

Hasonlénak tekintheték és mégis mést-mdast jelentenek a hdrom- (valés)
véltozés valds fiiggvény, és a 3 dimenzids vektor véltozéju valds fiiggvény el-
nevezések is.

Bar kinosan preciznek t{inik, taldn helyesebb, az el6bbi fenntartédssal élve, a
skaldr-vektor, vektor-skalar és vektor-vektor fiiggvények helyett, a pontosabb fo-
galmat hasznélni, példaul kétdimenziés vektor viltozdji hdromdimenziés vektor
érteki fiiggvényrol beszélni.
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5.4.3. A fiiggvény fogalma alapvetéen fontos a mérnskképzésben

Tekintsiik 4t a mérnokképzésben a matematika oktatdsa sordn a fogalmak alka-
Imazdsainak és a fiiggvények tanulmanyozdsdnak vazlatos ok-okozat rendszerét:

Mit oktatunk? Azonnali cél Tovabbi célok

Sorozatok Konvergencia és hatédrérték Fiiggvények vizsgdlata
Fiiggvények hatdrértéke Fiiggvény lokdlis vizsgédlata Fiiggvények vizsgdlata
Fiiggvények folytonossaga  Fiiggvény lokdlis vizsgalata Fiiggvények vizsgilata

Differencidlhanyados Fiiggvény lokalis vizsgdlata Fiiggvények vizsgalata
Szélséeértékek Fiiggvény lokdlis vizsgédlata Fiiggvények vizsgalata
Kozelité megolddsok Egyenletek megolddsa Fiiggvények vizsgalata
Integrilszamitas Teriiletszdam. és prim. fiiggv. Differencidlegyenletek
Differencislegyenletek Fiiggvények keresése Alkalmazdsok

Ebbél a vézlatos felsoroldsbdl is kitiinik, hogy valéban a fiiggvények tanul-
manyozasa a kozponti célja a matematika oktatdsanak a mérnokképzésben
[18]. A matematikai analizis oktatasdban alapfogalom, a miiszaki tu-
domanyok alapvetd Gsszefiiggéseinek az oktatasa a fiiggvények ”nyel-
vén” valésul meg.

Ez indokolja azt a torekvést is, hogy mintegy megel6legezve a kés6bb elsajédti-
tott tuddst, mar az elsé eléadasoktol kezdve eléfordulnak az elemi fiiggvények,
és j6, ha a hallgaté vazolni is tudja ezeket az elemi fiiggvényeket, esetleg az
inverzeikkel egyiitt. Néha még a (valds véltozdju valés) raciondlis fiiggvények
dbrazoldsat is elvarjuk attél a hallgatétdl, aki, nemrég még kozépiskoldsként,
négy éven keresztiil tulajdonképpen a fiiggvény fogalmét tobbnyire a parabola,
vagy az egyenes képével azonositotta.

A hallgaténak nagyon roévid ideje van megemészteni a szdmadra 1j, és nehéz
fogalmakat, ez a gyakori sikertelenség egyik lehetséges magyardzata.

A fiiggvények értelmezése, és grafikus képiik intuitiv vazoldsa lehet
a fiiggvények elsddleges megkozelitése, de jé ha tudatositjuk, hogy a
tovdbbi fejezetek f6 célja éppen ennek a pontositdsa.

A sorozatok tanulmanyozdsa, a konvergencia fogalma és a sorozatok hatérér-
tékének szamitdsa hivatott elékésziteni a fiiggvények hatarértékének fogalmét.
Ugyanakkor kés6bbi célként elékésziti a sorok fogalmét is. A fiiggvények hatédrér-
tékének alapos megértése lehetévé teszi a fiiggvények lokdlis vizsgdlatét (a pont-
beli hatdrérték, a jobb és baloldali hatdrérték, a végtelenben vett hatdrérték
szémitdsa), és elvezet a folytonossag, majd a differencidlhdnyados fogalmahoz.

A folytonos fiiggvények tulajdonsigainak alapos megértése lehetévé teszi
az egyenletek kozelité grafikus megolddsdt, és az egyenlétlenségek megoldésat
is. A differencidlhdnyados, a derivdltak fogalma elvezethet a fiiggvények szél-
s6értékeinek, monotonitdsdnak és konvexitdsanak a vizsgalatdhoz, végs6 soron
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a fiiggvények menetének a vizsgilatdhoz, de most mér sokkal t&ébb tudds bir-
tokdban.

Itt keriil sor tobbnyire a fiiggvények kozelito leirdsara, Taylor polinom, majd
a sorok és fiiggvénysorok megismerésén keresztiil.

A hatédrozott integral fogalmédnak bevezetése a fiiggvénygorbe és a teriilet
fogalmanak a kapcsolatdt tételezi el, a hatdrozatlan integrél is az adott tulaj-
donsagu fiiggvény, a primitiv fiiggvény megtaldldsat jelenti.

A hatdrozott és hatdrozatlan integral kapcsolatat kifejez6 Newton-Leibniz
képlet is a primitiv fiiggvény létezéséhez kothetd.

A fiiggvényegyenletek kozott a mérnoki munkdban a differencidlegyenletek a
legfontosabbak.

A fiiggvények néhany tovabbi alkalmazéasa

A fiiggvények szokdsos alkalmazdsaik mellett méas fejezetekben is haszndl-
haték. A kovetkez6 példék ezekre a, - bizonyos esetekben szokatlan - alkal-
mazdsokra mutatnak r4.

1. Példa.

Ismert, hogy a valés sorozatokat tekinthetjiik egy olyan fiiggvénynek, aminek
az értelmezési tartoménya az {1,2,3,...,n,...} halmaz, a természetes szdmok
halmaza, és értéktartoményuk a valds szdmok halmaza, a megfeleltetés maga
az 1 — x; "indexelés”, a sorozat egy tagjdnak indexe és a sorozat adott tagja
kozott. Ebben az esetben nem szokds az itt szerepld fiiggvényt kiilon jellel
haszndlni, az i fiiggetlen véltozénak megfeleld fiiggvényérték maga a sorozat
i. tagja, ezt a sorozatok esetén az index tiikkrozi, tehdt az x; jelolés fejezi ki a
”fiiggetlen véltozo - fiiggvényérték” kapcsolatot. A sorozatot magét az igy adott
fiiggvény grafja jelenti, az

{(1,21),(2,22),(3,23) ..., (Myzp) , ...}

halmaz, amit szokds szerint

(21,22, X3, .- Ty -..)

vagy meég rovidebben (z,,), (Tn)n>1 vagy (zn)nen is jelolhet.

Ennek ellenére a sorozatokat a legtobbszor az éltaldnos tagjukkal szokds
megadni, példdul x, = %, vagy a kezdétagjaik felsoroldsdval, igy az el6bbi
sorozat (tulajdonképpen az el6bbi fiiggvény fiiggvényértékeinek a sorozata) felirhaté

mint
1 111 1
7273747"'7n7"'
2. Példa.

A valés polinomok is megadhaték az elébbi mdédon, hiszen a polinomok
tekintheték az egyiitthatdik sorozatdnak, olyan sorozatoknak, amelyekben csak
véges szamu tag nem nulla.

Kényelmi okokbdl egy

ao + a1z + asx® + azx® + ... + apa”
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valés egyiitthatdji valés polinom tekinthetd a
{0,1,2,3,....,n,n+1,n+2,...}

halmaz olyan leképzésének a valds szémok halmazdba, amelynek grifja a kovetkezé
halmaz

{(Ovao) ) (1a al) ; (270'2) y (3a a3) 5oy (nvan) ) (n + 1’0) 3 (n + 270) ) }

vagyis roviden az
((l(), 1,002,043, ..., An, 07 07 07 )
sorozat.
3. Peélda. Az {1,2,3,...,n} halmaz leképzése a valés szdmok halmazéba,

pontosabban ennek a leképzésnek a grafja az n-dimenziés vektorok fogalmahoz
vezethet, a fiiggvény gréfja:

{(170'1) ) (2,0,2) ) (3,(13) PRRY] (nvan)}
vagy roviden az
<a1,a2,a3, "'7an>

vektor fogalmat adja.
4. Példa. Az
{1,2,3,..,k} x{1,2,3,...,n}

halmaz leképzése a valds szémok halmazdba, pontosabban ennek a leképzésnek
a grafja az k x n tipusi maétrixok fogalmdnak bevezetését teszi lehetévé, a
fiiggvény grifja ebben az esetben a kovetkez6 halmaz:

{((17 1) ) all) ) ((17 2) ) al?) [ ((1,71) valn) ) ((27 1) ’a21) IR ((n’ k) ’ank)}

vagy roviden az

ail a12 ais e A1p
a1 G222 G223 ... Q2p
a1 Qg2 Qg3 Qfn

métrixot adja.

Az el6bbiekhez hasonlé gondolatmenettel megadhaté sorozatok, polinomok,
vektorok, és métrixok osszege is, de megfogalmazhatjuk a sorozat korldtossdgét,
monotonitdsdt, hatarértékét is.

5. Példa.

Meghatarozas. Vegyik az E = {e1,e2,€3,...,ex}, és V = {v1,v2,03, ..., 05}
halmazokat. Az E elemeit éleknek, a V elemeit csicsoknak, pontoknak szokds
nevezni.
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Az iranyitatlan graf, aminek élei az E halmaz elemei és pontjai a V hal-
mazban vannak, megadhaté eqy T : E — V®) alaki figgvényként, ahol

V@ = {{z,y} | z,y € V}.

Ez a meghatdrozas olyan grafhoz vezet, amiben lehetnek hurokélek és lehet-
nek tobbszorss élek is. Konnyen beldthatd, hogy ha a leképzés injektiv, akkor
nincsenek t6bbszoros élek a grafban. A hurokélek is kizdrhatdk, ha a meghatéro-
zést kiegészitjiik még egy feltétellel a kovetkezdk szerint:

I''E— {{z,y} |z, yeV,x#y}

Meghatdrozas Az eldbbiekben adott E és V halmazokon iranyitott graf egy
I':E—V xV alaki fiigguény.

Itt is érvényesiil az el6zéekben alkalmazott szempont, ha ez a fiiggvény in-
jektiv, akkor nincsenek parhuzamos élek és kizdrhatjuk a hurokéleket pl.:

I':F— {(’Ul,’vg) | (’Ul,’l}g) eV xV,u ;A’UQ}

Egy masik fontos fogalom, a métrix bevezetésének egy, az elébbiektdl eltérd
konstruktiv ttja a kovetkezd fejezetben taldlhato.

5.5. A matrixok fogalmdnak bevezetése

A miiszaki felsGoktatdsban a matrixok ismerete elengedhetetlen, ugyanakkor a
métrix fogalmanak természetesen adédé bevezetése, mint linedris terek kozotti
transzformécié matrixa, til elvontnak t{inik, hiszen a hallgaték elég keveset
vagy semmit nem tudnak még a linedris terekrél. Az aldbbiakban ismertetiink
egy olyan mdédszert, amivel a métrixok és az alapveté matrixmiiveletek fogalma
intuitiv eszkozokre tdmaszkodva bevezethet6 a linedris terek ismerete nélkiil.

Kezdjiik egy probléma felvetéssel és alkalmazzuk a fogalom bevezetésének
konstruktiv médszerét. Legyen a kiindulé példa egy irdnyitott graf, amiben
megengedettek a hurokélek és tobbszoros élek is [1]. Legyen a graf n szamu
nagyvaros kozotti vasit intercity jaratok, roviden IC jaratok grafja példdul,
amivel az adott n pont - vdros - kozotti IC jaratokat dbrézoljuk. A grafhoz
tartozé szomszédsdgi matrix [4] felirdsdval konnyen indokolhaté az n x n-es
négyzet alaku felirds, hiszen az 6sszes (7, §) pontpédr esetén i-edik pontbdl a j-
edik pontba mutaté élek szdmanak megaddsa, azaz a matrix a;; elemének az
értéke tulajdonképpen egyenértékii a graf teljes lefrasdaval, a graf ismeretében
felirhat6 a madtrix és forditva, a matrix ismeretében rekonstrudlhaté a graf.
Példéul:

b

Il
ORr Rk Rk O
O = O O =
O~ OO
OO R =
O = = OO

Sy

I
O = == O
= o N O =
Rk O~ O
oo o oo
OO = OO
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Nyilvén lathatd, hogy ha egy sor (A métrix 6todik sora) vagy egy oszlop (B
matrix negyedik oszlopa) csupa nulla, az azt jelenti, hogy az 6t6dik pontbdl nincs
egyetlen kiindul6 IC jarat sem, vagy a negyedik pontba nincsenek beérkezt 1C
jaratok (élek), bar az adott esetben (vastiti IC jératok) ez dltaldban nem tiikrozi
a valésdgot. Ugyanakkor mindkét matrix f64tldja csupa nulla elemet tartalmaz,
aminek a jelentése nyilvdnvald: egyik nagyvarosbdl sincs ugyanoda visszaérkez6
IC jérat - a konkrét példa kizérja a hurokéleket.

Meghatdrozds. Legyen K egy kommutativ test, k és n adott természetes
szamok. A K test feletti k x n-es matriznak nevezziik eqy olyan téglalap tabldza-
tot, amelynek k sora és n oszlopa van, és amelynek elemei K- bol valdk [104].

Jelolések, elnevezések. A matrixok elemeit tartalmazé tablazatot (), ]
vagy || || zrdjelben szokds megadni, az elemeknek a tabldzatban elfoglalt helyét
kettdsindex jeloli, pl. a;; -vel a métrix i. sordban és j. oszlopdban &ll6 elemet
jeloljik. Szokés pl. az [a;;], vagy az [aij};:f'f; roviditett jelolést haszndlni,

vagy, ha a magyardzat gy kivdnja akkor pl. a részletes:

air @12 13 Q1n
a1 @22 G23 A2n
azr @32 G433 a3n
ag1 ak2 Gag3 ... Qkn

A miétrixok szokdsos miiveleteinek konstruktiv tton torténé bevezetéséhez
is eljuthatunk az el6z6ek szerint. Az Osszeadds miiveletének bevezetéséhez a
két (vagy t6bb) ilyen szomszédsdgi matrix osszegét példaul két (vagy tobb)
kiilonboz6 vasiti tdarsasdg jaratainak osszesitésével szemléltetjiik.

Az el6bbi matrixok osszege A + B példdul értelmezhetd két vasiti tdrsasdg

(pl. MAV, GYSEV IC jaratainak sszesitéseként:

02 010
2 0 3 10
A+B=1]12 2 0 1 2
21 2 01
01 1 00

A maétrixok szorzasdnak a szemléltetéséhez az elébbi IC jarat szomszéd-
sdgi matrixok felhaszndlasdval a gyakorlatbdl is ismert dtszalldst, tobb lép-
csbs utazédst emlithetjiik. Azaz, két ilyen IC jérat forgalmat dbrézolé szom-
szédsdgi matrix szorzata az egy dtszédlldssal megvaldsulé utazdasok lehetdségét
fogja adni, tehat példdul, ha eredetileg X és Z vdrosok kozott nincsen direkt
jérat, de mindkett6 kapcsolatban van Y-nal, akkor a métrixok szorzata azt fogja
titkrozni, hogy hany (elvi) lehetéség van eljutni az X vérosbo6l Z-be. Itt meg-
jegyezhetjiik, hogy az IC jaratok idébeni egymédshoz kapcsoléddsdt a métrix
szorzat gy megadott alakja nem tartalmazza.

Ha példdul vennénk az elébbi A + B métrix dsszeget, akkor az:
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02010 02010
2 03 10 2 0310
(A+B?=1]2 2 0 1 2 2 2 0 1 2
2 1 2 0 1 2 1 2 0 1
01100 01100

6 1 8 2 1

8§ 11 2 5 7

(A+B?=|6 7 10 4 1

6 9 4 5 4

4 2 3 2 2

azt fejezi ki, hogy hdnyféleképpen lehet egy dtszdlldssal (pontosan két egymads
utdni, 4tszalldssal kapcsolédd titon) eljutni az adott 6t védros egyikébdl egy
mésikba.

Ugyanakkor, ha a széban forgé nagyvarosok kozotti IC jarat forgalmi grafjahoz
tartozo szomszédsdgi métrixnak a négyzete, harmadik hatvanya, és mondjuk k-
adik hatvdnya sem tartalmaz az ¢j helyen nulldtél kiilonbozd értéket, akkor
kizart, hogy az i-edik pontbdl a j-edik pontba k-nél kevesebb dtszéllassal el
lehessen jutni. Példdul ha ”IC jdrat” métrixa az aldbbi M:

02010
201 10
M=|2 001 2
01 2 0 1
00100
4 1 4 2 1
2 5 2 3 3
M2 =10 5 4 2 1
6 0 2 3 4
2.0 01 2
10 10 6 9 10
14 7 14 9 7
M3=1]18 2 10 9 10
4 15 10 8 7
0 5 4 2 1

akkor az M2, M? eredmények azt mutatjdk, hogy az 6todik és a mésodik varosok
kozott nincs direkt IC jarat, sem egy dtszdlldssal megoldhaté ut, de két dtszdl-
ldssal otféleképpen is el lehet jutni.

Az adott példdknak nyilvan az az elénye, hogy a hallgaték szem-
léletéhez kdnnyen igazodik, ugyanakkor az a hatranya, hogy az adott
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szemléltetés sajatossdgainak megfeleléen csak megszoritdasokkal alkal-
mazhaték. Nyilvdn a madtrixok elemei nemcsak természetes szdm, hanem
barmilyen valés szam is lehet, és igy a szemlélethez tulsdgosan kotédod hall-
gatéknak nehézséget is okozhat az ilyen bevezetés. Az adott példdkat lehet
finomitani, példdul a nem egész szémok megjelenhetnek a két pont kozotti kap-
csolat jellemzdjeként, lehetnek az adott kérdéshez kotddd koltségek, nyereség-
veszteség, és 1gy a negativ szamok szerepét is kiemelhetjiik. Erdekes alkalmazé-
sokat mutathatunk kiilonleges tipusu métrixok szorzasdra. Ha példdul egy A
sormétrix elemei az eladdsi adatokat (mennyiséget) jelentik termékenként, és a
B oszlopmatrix ugyanezen termékek eladasi arat tartalmazza, akkor az A - B
szorzat egy elemfi és a bevételt jelenti.

A matrixok nagyon alkalmasak példdul termelési folyamatok rész-
letes leirasara [107]. Példdul:

Egy tizem m-féle alapanyagot haszndl fel n kiilonb6z6 termék elééllitasédra.
Jelolje a;; az i-edik alapanyagbdl a j-edik termékegység el6éllitasahoz sziikséges
mennyiséget. Az a;; technoldgiai egyiitthatékbdl &ll az tn.

ai1 @12 ... Qin

A =
Um1 Am2 ... Gmnp

technolégiai métrix. Tegyiik fel, hogy az i-edik termékbdl ¢; > 0 mennyiséget
kell eldallitani (i = 1,2, ...,n). A termelési feladatot reprezentdls t = [ty ..., tn]"
vektort programvektornak nevezziik. Az At szorzat a t termelési program
anyagsziikségletét adja meg. Ha p; az i-edik eréforrds egységérat jeloli, akkor
P = [P1,D2y s pn]T vektort arvektornak nevezziik. A pT A sorvektor a ter-
mékek fajlagos anyagkoltségét mutatja. A ¢ termelési program eréforras sziik-
ségletének, azaz a program anyagkoltségének értéke p? (At). Hatdrozzuk meg a
fajlagos anyagkoltséget és a termelési program anyagsziikségletét, és anyagkolt-
ségét, ha

50 70 60 30

200 180 250 16 5
A=1]160 120 80 |,p=|10 |, t=] 7

70 90 50 2 12

170 210 130 20

A szédmitasok ez esetben ”kézzel- papiron” is elvégezheték, de pl. a MAT-
LAB, MAPLE is munkéba &llhat:

p'=[30 16 10 2 20 ]
p"A=[9840 10560 9300 ]
pT (At) = 234720
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5.6. A matrixok alkalmazasa a komplex szamok
és a kvaterniok modellezésére

A komplex szamok bevezetésekor az dsszeadds és a szorzas definicidja az algebrai
alak segitségével konnyen megoldhat6, ugyanakkor gyakran felmeriil az igény
arra, hogy a sfk pontjai és a komplex szdmok halmaza kozott kapcsolatot teremt-
stink. J6l ismert tény, hogy ha a sikon rogzitiink egy XOY koordindtarendszert,
és az a + bi komplex szdmot azonositjuk a sik (a,b) pontjdval, akkor a sik pont-
jainak, illetve az elempédroknak az

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

és

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + c)

egyenldségekkel definidlhato az dsszeaddsa és a szorzdsa.

E miiveletekre nézve a sik pontjai testet alkotnak. Az OX koordindtatenge-
lyen ezek a miiveletek a valés szdmokon definidlt ¢sszeaddst és a szorzdst in-
dukdljék, tehdt a stk pontjain definidlt miiveleteket gy is lehet tekinteni, mint
az OX tengelyen definidlt miiveletek kiterjesztését.

A komplex szdmokkal végzett miiveleteket egy jol ismert médon a 2 x 2-es
maétrixokkal is lefrhatjuk. Valéban, ha az a + bi-t, vagy a (a,b) pontot az

. a b
a+bz'—>{_b a}

matrix-szal azonositjuk, akkor a szokdsos méatrix miiveletek pontosan tiikrozik a
komplex szdmokon végzett miiveleteket, azaz a (C, +, -) és a (Ma, +, -) halmazok
kozott izomorfizmus létesithetd, ahol

=]

Azt is mondhatjuk, hogy Ms-beli métrixok modellezik a komplex szdmokat.

Ezt a gyfirtit Hamilton-kvaternié ferdetestnek, elemeit kvaterniéknak
nevezziik, és e ferdetestet H-val jelsljiik.

Legyen 1,¢,j,k a H vektortér bédzisa. H-ban a bdziselemek szorzdsa a
kovetkezOképpen van megadva:

a,bER}.

==k =—1,ij=—ji=k,jk=—kj=1iki=—ik=j.

E reldciok alapjan definidljuk két elem szorzatdt a kovetkezoképpen:

(a+bi+cj+dk)(e + fi+gj+ hk) =

(ae —bf —cg —dh) + (af + be + ch — dg)i +
+(ag + ce — bh + df)j + (ah + de + bg — cf)k.
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Igy H asszociativ gyfirti lesz [78], és 1+ 0i + 05 + Ok a gyf{irti egységeleme,
amelyet 1-gyel jeloliink. A szorzat definici6ja alapjan ldthat6, hogy ha a + b +
c+d # 0, akkor az x = a + bi + ¢j + dk kvaterniénak van inverze, azaz egység,
mivel

1 a—bi—cj—dk
L Ry C R RN

Hasonléan, mint a komplex széamok esetén az T = a — bi — cj — dk kvaterniét
az x = a + bi + ¢j + dk konjugiltjanak nevezziik. E fogalom jelentésége abban
all, hogy egy kvaterniénak és konjugdltjanak az 6sszege is és a szorzata is mindig
valés szam.

A komplex szamokhoz hasonléan a Hamilton-kvaterndkkal végzett miiveleteket
is modellezhetjiik a matrixokkal [8]. Tekintsiik az

a b c d

. . b a —-d c
a+bi+cj+dk— e d a —b
—-d —c b a

bijekciot a (H,+,-) és (My, +, ) kozott, ahol

a b c d

b a —-d c
My = e d a4 -b a,b,c,d € R
—d —c b a

Az adott leképezés bijekcié és miivelettarté. Valéban, azonnal beldthato,
hogy a hozzdrendelés sziirjektiv és injektiv, valamint az, hogy a kvaternidk
Osszegének képe a képmadtrixok dsszege.

Az aldbbi rovid szamitdssal a szorzdsra is igazolhaté, hogy a kvaternidk
szorzatdnak képe is a képmadtrixok szorzataval egyenld.

Ehhez vegyiik az a + bi + cj + dk és az e+ fi+ gj + hk kvaternidknak rendre
megfeleld:

a b ¢ d e f g h
| b a —-d ¢ , | —-f e —h g o
A=1_ 4 o _p|®aB= g h e —f métrixokat.
—-d —c b a ~h —g f e

Az adott méatrixok AB szorzata a kovetkezo:

ae—bf —cg—dh af+be+ch—dg ag—bh+ce+df ah +bg —cf + de
—be—af+dg—ch ae—bf —cg—dh —bg—ah—de+cf ag—>bh+ce+df
—ce—df —ag+bh ah+bg—cf+de ae—bf—cg—dh —be—af—+dg—-ch
—bg—ah —de+cf —ce—df —ag+bh af+be+ch—dg ae —bf —cg — dh
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azaz az adott kvaterniok
(a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+ hk)
szorzatanak, az

(ae —bf —cg —dh) + (af + be + ch — dg)i +
+(ag + ce —bh 4+ df)j + (ah + de + bg — cf)k

kvaterniénak a képe.

A maétrixokkal torténd modellezés mind a komplex szamok, mind a kvater-
nidk esetén tovabbi elonyt jelent, hiszen az adott testekben az elemek inverzének
a képe a modellezés (megfeleltetés) sordn az adott elem képének matrix inverze.

Az is konnyebben érthetévé valik a hallgatok szaméra, hogy bar az Mo-
ben a szorzds kommutativ, az My-ben mér nem az és igy még jobban megértik,
hogy a komplex szdmok kommutativ testet és a Hamilton kvaternidk ferdetestet
képeznek az 6sszeadds és szorzds miiveletére.

Megjegyzés.

A kvaterniék tovdbbi tulajdonsdgainak tanulményozdsét jelentésen megkon-
nyiti ez a mdtrix modell [8], részletesebb leirasat lasd még Fiiggelek X. rész.
A konjugdlt kvaternidk, illetve matrix képeik, tulajdonsagait tanulm&ényozva
beldthaté, hogy A = A, (Z)71 = A-1, A+ A és A- A val6sak, tehat a komplex
szémok egy sor tulajdonssga ”oroklédik” , de A- B = B - A.

5.7. A példdk és ellenpélddk szerepe

A mérnokhallgatok, és dltaldban az els6éves hallgaték szdmdra nagy megter-
helést jelent az a tomorebb, eldaddsokra alapozédoé oktatds amit a matematika és
mds tdrgyak is jelentenek. Az j fogalmak nagy szdma, a fogalmakra alapozédé
tulajdonsdgok, tételek és az, hogy begyakorldsra viszonylag kevés id6 van sok
gondot okozhat. A hallgatok egy részének még az addig biztosnak hitt tuddsa-
nyag is bizonytalannd valik.

Ezért a mérnokképzés egészére nézve fontos, hogy az alapozé tar-
gyak oktatasban a hallgaték fogalmakat, definiciékat, tételeket és a
tételekhez vezetd matematikai érvelést, bizonyitast alaposan megért-
sék. Az a hallgaté, aki megtanult logikusan gondolkozni, kévetkeztetni
- és talan ez a legfontosabb érték, amit a matematika kozvetit - az
Osszetettebb, bonyolultabb feladatokat is értelmezni, kezelni tudja
majd.

A cél az, hogy a mechanikus memorizilds helyett a hallgaték tobbet
gondolkodjanak a tanulds kézben, és képesek legyenek sajiat tévedé-
seik, hibaik felismerésére, kijavitiasara.

Ezt a célt jol szolgdljék az oktatdsba beépitett példdk és ellenpélddk.
A monotonitds elkeriilésére a példakat, ellenpélddkat néha fiiszerezhetjiik ,,Hol
a hiba” jellegli megoldédsokkal, ez utébbi kiilonosen alkalmas arra, hogy a hall-
gato sajat munkdjanak ellendérzését is megtanulja. A szdmitégépes moédszerek
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elterjedésével parhuzamosan fontossa vélik az olyan példdk ismertetése, ahol a
?szamitogép tévedhet”, azaz a szémitégépes szoftverek korldtait, megbizhatésa-
gét, alkalmazhatésdgdt is tanitani kell.

A Budapesti Milegyetem oktatéi (Wettl Ferenc megjegyzése a RLV Felsok-
tatdsi ankétjan, Miskolcon, 2001) példatarat szerkesztettek a MAPLE hibaibdl,
az adott szoftver alkalmazhatésdgdnak korldtait korvonalazva.

Az oktaté idézhet ellenpéldédkat olyan konyvekbdl mint B. R. Gelbaum and J.
M. H. Olmsted: Counterexamples in Analysis (1964), vagy O. Konnerth: Typical
Mistakes in Learning Analysis (1982), hasznalhatja az American Mathematical
Monthly szdmait, de idézhet "sajit gyiijtésii gyongyszemeket” is [14].

1. Példa.

Ellentmondést tartalmazé éllitasok.

Tekintsiik a kovetkezo ,,dllitdasokat” :

p1 : Magyarorszdg fovarosa Miskolc.

py:2-2=05.

p3 : Hungary egy magyar szo.

pa(n) : Ez a sor és a megeldz6 sorok n hamis dllitdst tartalmaznak.

Mit mondhatunk a p,(n) dllitdsrél kiilonbozé n értékekre?

Nyilvén p4(1) és ps(2) hamisak, ugyanakkor p4(3) igaz. Mit allithatunk
p4(4)-r61?

Ha igaz, akkor az utébbi 4llitas a p4(4) is hamis. Hasonléan, ha hamis, akkor
viszont py(4) igaz.

Mindketté 6nmagédban ellentmondéds, tehat a hiba az éllitdsok szerkezetében
van.

2. Példa.

,Bebizonyithaté”, hogy minden haromszog egyenld oldali. Legyen ABC egy
altaldnos haromszog. Eloszor azt ,igazoljuk”, hogy AB = AC. Jelolje P a BAC
sz0g belsé szogfelezdjének és a BC' oldalfelezd merdlegesének metszéspontjdt. A
rajz alapjén is ldthat6, hogy a P pont a hdromszog belsejében van. Jelolje D
és E az adott P pont vetiiletét az A szog széraira. Ha ez a pont a hdromszog
belsejében van, belathato, hogy az APD és APFE haromszogek valamint a PBD
és PCE haromszogek rendre egybevagdak, hiszen az APD és APFE derékszogli
héromszogekben DP = PE egyenld hosszusdgu befogék és AP atfogé kozos,
a PBD és PCE derékszogii hdromszogekben pedig szintén két befogé egyenld,
DP = PFE és BP = PC é&tfogok is egyenldk, hiszen a P pont egyenld tdvolsagra
van a BC oldal végpontjaitél. Kovetkezésképpen AB = AD + DB és AC =
AFE + EC vagyis az ABC hdromszog egyenld szart.

Ha most ezt a ,bizonyitdst” megismételjitk példaul az ABC' szog esetén is,
tehdt AB = BC is ,bizonyithat6”, vagyis az ABC héromszog egyenl oldalu.
A ,bizonyitds” konnyebb ,megértéséhez” mellékeljiikk az aldbbi dbrdkat. Az
els6 rajz a ,bizonyitdsban” leirt esetet ,szemlélteti”. Ha az el6bbi ,bizonyitds-
ban” a hdromszog szogfelezdjének és az oldalfelezd merdleges metszéspontjat a
haromszogen kiviil rajzoljuk és a rajzot az aldbbiak szerint torzitjuk, akkor
ugyanigy megismételhetd a ,bizonyitds”, csak ez esetben a ,kovetkeztetés”:

64



AB = AD — DB és AC = AE — EC, lasd kozéps6 dbra. Hol van tehdt a
hiba?

A valédi helyzetet a harmadik dbran lathatjuk, az emlitett metszéspont az
ABC héromszog koré irhaté korén van, viszont vetiiletei az AB oldal meghossz-
abbitdsdban és az AC oldalon vagy forditva az AC oldal meghosszabbitdsan és
az AB oldalon taldlhaté. A | bizonyitdsban” igazabdl nincs hiba, csak a szemlél-
tetés kozben hasznélt rajzok alapjdn t{inik dgy, hiszen a kovetkeztetés helyesen
az lenne, hogy példdul a harmadik rajzon az AB = AD—DB és AC = AE+EC.
Ez a feladat arra irdnyitja a figyelmiinket, hogy mennyire fontos a bizonyitasok
sorén a szemléltetés, hiszen egy hibds rajzbdl hibds kovetkeztetésre juthatunk.
Ugy is fel lehetne fogni ezt a feladatot, hogy a harom eset koziil csak ez a har-
madik lehetséges, hiszen ellenkez6 esetben barmely hdromszog egyenld széru,
egyenl6 oldald lesz.

3. Példa.
Két periodikus fiiggvény 6sszege, nem mindig periodikus mint azt a kovetkez6
fiiggvény is szemlélteti, f : R - R

f(x) = cos(x) + cos(zV/2)

Tulajdonképpen, azt bizonyitjuk, hogy ha egy f(z) = cos(z) + cos(z - k)
leképzés periodikus fiiggvény akkor k raciondlis kell legyen.
Indoklas: Jelslje T > 0 a periédust, tehdt:

cos(z +T) + cos((z +T) - k) = cos(x) + cos(z - k), minden x — re

Legyen x = 0, kovetkezésképpen

cosT + coskT =2
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csak akkor teljesiilhet, ha T' = 2mn és kT = 2nm, és fgy k = .
4. Példa.
Egy olyan f : R — R, amely nem korldtos egy intervallumon sem, a

kovetkezOképpen adhaté meg:

@) = n ha z =", n>0é (m,n) =1, ahol m,n € Z
Z10 haz¢Q

5. Példa.

Ismert, hogy zért intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény korldtos és
eléri szélséértékeit. A fogalom pontosabb megértésére hasznos a kovetkezd példa
egy olyan f : [0,1] — [0,1] korldtos fiiggvényre, amelynek nincs helyi szél-
sbértéke:

fa) s ha x =", n>0é (m,n) =1, ahol m,n € Z
xr) =
0 ha z ¢ Q

6. Példa.

A monoton fiiggvények tulajdonsdgainak megértéséhez hasznos a kovetkezd
f:[0,1] — [0, 1] figgvény, amely az értelmezési tartomdnynak egy részinterval-
lumdn sem monoton (sehol sem monoton):

T haz € Q
f(x)—{ l-2 haz¢Q

7. Példa.
A folytonosan derivalhaté fogalom jobban érthetévé vilik, ha tekintjiik a
kovetkez6 derivdlhato fiiggvényt, amelynek a derivéltja nem folytonos:

f(x):{x2~sin; haxz #0

0 hax =0
2z -sin £ — cos L hax #0
ahol f'(x) _{ 0o " : haxfo

8. Példa.
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

2

sin?z —sinz - cosz — 2-cos?x = 1

,»1. megoldas”: Jelolje t a tgz-et, és figyelembe véve, hogy sin? z =tg2x cos®
sin z-cos  =tgx cos? x, cos? x = az dtalakitdsok kovetkeztében az egyen-

let

1
T+tgZa”
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t2 ¢ 2
L+t 1+ 1+
alakban frhat6, aminek megolddsa t = —3,és igy « € Arctg(—3), ahol Arctg(—3)
jeloli a tgr = —3 megolddshalmazdt.
2. (helyes) megoldds: Az egyenlet dtirhaté a kovetkezd alakba:

3.cos’z +sinz-cosz =0

vagyis cosz - (3cosz +sinz) =0

aminek két megolddsa van:

1. cosz = 0, ezt az el6z6 megoldds nem tartalmazza,

2. 3cosx + sinx = 0, ami nyilvan az el6z6 megolddssal megegyez6.

Megjegyzés: az els6 megolddsban elkovetett hiba az, hogy az adott helyette-
sitések csak a tangens fiiggvény értelmezési tartomdnyan hasznalhatok, ez pedig
a cosz = 0 eset kizdrdsat jelenti.

9. Példa.
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
arctgzr + arctg(2 — x) = arctgzVv/3 + aurctgi
V3
»Megoldas”: Vegyiik mindkét oldal tangensét:

tg(arctgz + arctg(2 — z)) = tg(arctgzV/3 + arctg%)
és példaul egy computer algebra programot haszndlva ennek megolddsdra a
kovetkez6 egyenlethez jutunk:

r4+(2—-z) I\/§+%

1—x-(2—x)_1_x\/§- xg

&l

Aminek egyszeriisitése utdn a:

222 -22+V3=0

egyenletet kapjuk, aminek nincsenek valés gyokei. Ugyanakkor kénnyen beldthato,
hogy = = 1 megolddsa az eredeti egyenletnek. Hol a hiba? A vdlasz ebben az
esetben az, hogy a tangens értelmezésének megfelelden csak akkor irhaté fel egy
adott kifejezés tangense, ha az adott kifejezés kiilonbozik a § + km-tél, k egész.
A helyes megoldéshoz az elébbi gondolatmenetet ki kell egésziteniink azokkal az
esetekkel, amikor példdul az

arctgz + arctg(2 — x)
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osszeg 5 + km alaki. Tekintve, hogy az arctg értéktartomanya a (—g, %) inter-

vallum, ez az 6sszeg csak a (—m, ) intervallumban lehet, vagyis ez az érték —7
vagy 7, hasonléan a jobb oldalon szerepld

xT

V3

arctgx\/g + arctg
kifejezés értékéhez. Vegyiik most példaul az
arctge + arctg(2 — ) = g
esetet, és frjuk dt a kovetkezd alakba
0
arctg(2 — ) = 5~ arctgr

Most vegyitk mindkét oldal tangensét, az 0 < z < 2 esetben (az x < 0 és
x > 2 ellentmondéshoz vezetne):

1
2—2= tg(g — arctgr) = ctg(arctgr) = —
x

és igy
2—xz=—
x
azaz 2 — 2x +1 =0, ha = # 0, nyilvdn az = 1-hez vezet.
Az el6bbiek értelmében ez a megoldas meg kell egyezzen az
x w
arctgrV/3 + arctg— = —
g g /32
egyenlet megolddsdval. Ez dtirhato:
x

V3

alakba és az 0 < = < 2 esetben

arctg g — arctgm/g

x s 1
— =1t (——arct x\/§> = ctg(arct m\/g = ——
NS g g(arctgzv'3) o3
azaz 1
T 2
—=—, =1, x=1
V3 xV3
Az .
arctgr + arctg(2 — x) = D)
és

T ™

V3 2

eset hasonléképpen tdrgyalhatd, de megolddsuk nem tartalmaz kozos részt, a
ma&sodik megolddsa x = —1 és az elsének ez nem megolddsa. Tehdt az adott
egyenletnek az egyetlen megolddsa x = 1.

arctgxx/g + arctg
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10. Példa.

Igazoljuk a jol ismert lin%) % = 1 eredményt!
T—

»Megoldas”: A 'Hospital szabdly alkalmazdsédval:

COS T

lim =1
z—0
tehdt az eredeti hatdrérték nyilvan ugyanez:
sinz
lim =1
x—0 X

Ez a megoldds egy nehezebben érthetd hibét tartalmaz, egy korkorss induk-
ci6 sort (circulus viciosus), mivel a sinz derivéltjanak kiszamitdssdhoz,

(sinz)’ = cosz

mér eleve sziikség van 6nmagdra a

. sinz
li
x—0 I
hatarértékre.
Valéban:
. sin(z + h) —sinz 2sin & cos(z + )
lim = =
h—0 h h—0 h
h
in 2
=lim —2 - cos(z + ;) = cos®
h—0 =
2
11. Példa.

Az aldbbi példa azt szemlélteti, hogy a valés szdmsorok esetén az integral
kritérium csupén elégséges, de nem sziikséges feltétele a szdmsorok konvergen-
cidjanak. A kovetkezd f : R — R fiiggvény példa egy olyan esetre, ahol > f(n)

konvergens, bar az [ f(x)dz divergens. Vegyiik a
1

0 hazr=neNn>2

(@) = 1 hal<z< %
9\&) = zhazen—=Ln)U(nn+ i
1 kivéve a fenti eseteket

majd legyen f(z) = g(z)+ 5.

Nyilvén az [ f(z)dz = oo divergens, ugyanakkor Y f(n) = Y - konver-
1

gens.
12. Példa.
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A kett6s integrdlok esetén a legtobb konyvben az szerepel, hogy ha az in-
tegraldsi tartomdny egy téglalap, akkor az integrédldskor a véltozdk sorrendje

felcserélhet.
Valéjadban ez csak bizonyos esetekben teljesiil, mint azt a kovetkezd ellen-

példa is bizonyitja, amelyben:

11

[ [ fepdvds 2 ]]f(x, y)dzdy,

00

y% had<z<y<l1
ahol f(z,y) = —m% haO<y<z<l1
0 kiilonben

1. Ha 0 <y < 1 akkor:

1 Yy 1
1 1
/f(x,y)dxz/yjdx—/ﬁdle
0 0 Yy
11 1

oy [ [Sdedy = [1edy =1

00 0
2. Ha 0 < z < 1 akkor:

1 P 1
/f(%y)dy: —/%dy—/%dy: —1
0 0 P
11 1
és fgy //f(x,y)dydx:/(—l)-dz::—1.
00 0

Tehdt az integralds sorrendjét felcserélve a téglalap tartomdny folott két
kiilonb6z6 eredményt kapunk.

5.8. Memdriacimkék - figyelemfelkeltd abrak, megjegyzések

A matematika tanitdsanak nem kozvetlen célja, de egy téma, bizonyitds vagy
alkalmazds rogzitésére a szokdsos példdk mellett az el6adé fliszerezheti az
elbadasat egy-egy frappdns megjegyzéssel. Egy jol kivalasztott tréfa, rovid
torténet, vagy dbra, kép, rajz vagy mds utalds alkalmas arra, hogy a hallgaté az
ahhoz kapcsolt ismeretet konnyebben megjegyezze. Koztudomdési, hogy a rovid
tavi in. munkamemodria a dolgok megértésére alkalmas csak, de az 1j
ismeretnek el kell raktarozédnia a hallgaté hossziitdvi memdridjaba,
onnan pedig az ilyen ” memdriacimke” a legalkalmasabb az ismeret el6hivdsara.
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Ezt a médszert nyilvan nem lehet dllandé jelleggel alkalmazni, de sokszor hasznos-
nak bizonyulhatnak. Egy faraszté levezetés utdn, eléadot és hallgatét egyardnt
tovdbblendithet egy ilyen megjegyzés.

Nagynevi el6adok eléaddsukba eleve beépitettek ilyen elemeket, ezt magam
is megfigyelhettem, pl. Erdds Pal esetén, aki egy 1996-ban Miskolcon elhangzé
el6addsdn szinte szordl széra ugyanazokat a torténeteket mondta el, amit egy
réla késziilt és kereskedelemben is forgalmazott videén is lathatunk. Mindkettén
elhangzik pl. az a torténet egy neves matematikusrél, aki azzal nyit ajtét egy
6t felkerest idegennek - Kérem, jojjon vissza mdaskor és mdshoz!

Minden el6adé gytijthet ilyen és ehhez hasonlé torténeteket a sajat szérakoza-
séra is, de még inkdbb a hallgatéi okuldséra.

Néhdany ismert ”gyongyszem”.

1. Példa.

Események fiiggetlenségének tanitdasakor lehet hivatkozni a kévetkezore:

Repiiléut elétt beszélget két izgatott utas.

- Mondd - kérdi az egyik- te nem félsz attdl, hogy lesz egy bomba a repiilén?

- Nem -hangzik a védlasz- mert én is hoztam egyet, és annak a valdsziniisége,
hogy két bomba legyen egyszerre a gépen szinte nulla.

2. Példa.

Kiegészitd események valdsziniisége:

Oreg matematikus kérdi a fiatal meteorolégust:

- Es mondja, fiam, milyen szazalékban talsljsk el a j6 id6 - rossz id6 elére-
jelzését?

- H4t, gy 40 %-ban.

- Akkor miért nem mondja forditva? Madris jobb lenne a 60 % taldlati ardny!

3. Példa.

Weierstrass tétel

Sosem felejtem el - gondolja és mondja a didk- s magam is deriisen emlék-
szem példdul a Weierstrass tétel egy tréfas bizonyitdsdra: Hogyan lehet egy
sivatagban a hangydk egyik kirdlynjét megtaldlni (hangyakirdlyn6é = egy olyan
pont, aminek a barmely nyilt kornyezetében végtelen sok hangya van)? A valédi
kérdés annak a bizonyitdsa, hogy végtelen és korldtos szamhalmaznak van tor-
l6daspontja. A tréfas otlet szerint elsé lépésként ketté osztjuk a sivatagot, majd
az egyik felét dtszorjuk egy homokszitén. Ha csak véges szamu hangya akad
fel a szitdn, akkor a mésik felével folytatjuk az eljarast az elézé lépésben leirt
maédon.

6. A matematikaoktatas realizaciés fazisa
A Miskolci Egyetemen az oktatds jelenleg négy kiilonb6z6 szinten

valésul meg:
- Fels6foku szakképzés (pl mérnskasszisztens képzés) (4 félev)
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- Féiskolai szintii képzes (6 félév)

- Egyetemi szint{i képzés (10 félév)

- Phd. képzés (6 felév)

A négy szintre lebontott képzésrdl a CD mellékletben taldlhatok a 2003/2004
évre vonatkozo6 adatok.

A Gépészmérnoki Karon a mérnokasszisztens képzésben az egyetem egy
kozos akkreditdciés anyagot nytjt be a képzésben részt vevo kozépiskoldkkal,
az oktatdst a kozépiskoldk tandrai végzik, a targyak el6frdsainak teljesitését
a Miskolci Egyetem oktatdi egy in. mindségbiztositédsi folyamat keretében el-
lendrzik. Ez a tananyaggal kapcsolatos megbeszéléseket, konzultdcidkat, a targy
oktatdsdnak a kovetését és a vizsgdztatdsban valé aktiv részvételt jelenti. Je-
lenleg négy kiilonbozé kozépiskoldban is folyik ilyen képzés, gépészmérnoki és
villamosmérnoki szakirdnyban. Az itt végzettek az eldirt kiilonbozeti vizsgdk
letételével beiratkozhatnak médsodévre a Gépészmérnoki Karon, gépészmérnoki,
vagy villamosmérnoki féiskolai szakon. A féiskolai szakok kozt fontos szerepet
jétszik még az itt inditott Programozé matematikus szak, amelynek mar a m&-
sodik évfolyama végez.

A féiskolai szakok végzettjei szamadra is nyitott az a lehetdség, hogy az eldirt
kiilonbozeti vizsgdk eredményes teljesitése utdn beiratkozhassanak harmadévre
az egyetemi szakokra.

A Miskolci Egyetem Gépészmérnck Karén a kovetkezd szakok vannak.

- Egyetemi szint{i gépészmérnok képzés

- Miiszaki informatikai szak

- Miiszaki menedzser szak

- Energetikus mérnok szak

- Mechatronikai mérnok szak

A PhD képzés a Gépészmérnoki Kar két doktori iskoldjaban folyik:

- Sélyi Istvan Gépészmérnoki Doktori Iskola

- Hatvani Lajos Informatikai Doktori Iskola.

A kiilonbo6z6 szintek kozti atjarhatésagot a kreditrendszer alkalmazdsdval,
a képzési formdak és az adott képzés sajatossdgainak a figyelembe vételével az
egyetem biztositja. A Miskolci Egyetem Matematikai Intézete oktatja az
egyetem négy kardn, a hdrom mérncki kar mellett a Gazdasdgtudoményi Karon
is, a matematika targyakat egyetemi és foiskolai szinten egyarant. Az intézet
két tanszéke édltal oktatott tdrgyak osszesitése a dolgozat CD-mellékletének
Oktatas konyvtaraban olvashatéak.

A Miskolci Egyetemen a matematikaoktatds realizdcids fazisa meglehetdsen
egyszeriisitett. Két f6 forméaja az eldadds és gyakorlat, az in. akadémikus
oktatds keretében zajlik.

Ez megint egy olyan kérdés, amiben nem merftjiik ki az 6sszes lehetoséget,
ezekre néhany példat sorolnék fel.

6.1. Az egyetemi matematikaoktatias hagyoméanyos formai

Az eldadasok és gyakorlatok véaltakozdsa elvben megvalésitja az is-
meretkdzlést, az ismeretek megértését, és az elsajatitasat is részben,
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mivel a gyakorlatokon az elméleti kérdések jobb megértésére felada-
tokat oldunk meg.

A mérnokképzés mai rendszerében az alapozé targyakra és ezeken
beliil els6sorban a matematikiara harul az a hdlatlan feladat, hogy
a hallgatékat a tanuldsi képességeik és készségeik szerint megsziirje,
és az dtlagban harom félévi matematika utdn tanftott mérnski szaktdrgyakat
mér csak ez a vilogatott hallgatésdg ismeri meg. Ebben a forméban a hall-
gaték motivicidja a matematikatanuldsban szinte csak arra dsszpontosul, hogy
a hdrom félév matematika, a két kollokvium és egy szigorlat csak ”akaddly”,
amin tul kell 1épniiik. A hallgatok jelentés hdnyada anélkiil lesz palyaelhagyd,
hogy halvany elképzelése lenne arrél, amit végzett mérnskként dolgozna. A mo-
tivdcié alacsony szintjét a felvételi rendszer is dontden befolydsolja.
A felvételizd elvileg korldtlan szdmu helyre jelentkezhet, tehét a kozépiskola
amigy sem ellentmondédsmentes vildgat éppen tiullépé fiatal elvileg barmely, és
igy ad absurdum az ¢sszes indulé képzésre jelentkezhet. Ezek utdn elképzelhetd
az olyan felvételiz6, aki orvosi pdlya mellett, jogédsz, kozgazddsz, informatikus,
programoz6 matematikus, gépészmérnok, angol nyelvtandr, kohémérnsk vagy
teolégus hallgaté szeretne lenni.

A felvételizOk kisebb hanyada vélasztotta elsé helyen azt a mérnoki képzést,
amire végiil bejut, bar a mérnoski karok dltaldban feltoltik a meghirdetett helyeket,
de az els6évesek jelentOs része maris kényszerpélydn érzi magit. Ez pedig nem
erdsit meg a tanulds, és ezen beliil a matematika tanulds pozitiv motivicidj4t.
Marad a fenyegetettség, ”lemaradsz, ha kimaradsz” jellegli kényszer.

A miiszaki egyetemeken a matematika oktatdsanak alapvet® célja a mate-
matikai fogalmak és miiszaki alkalmazdsok kozti kapcsolat ” mitkédésé-
nek” a megtanitdsa, vagyis az, hogy egy miiszaki kérdés mogott milyen tipusi
matematikai feladat rejlik.

Tehét a miiegyetemeken oktatott matematika nem oncéld, hiszen a hallgaté
egy tételt, eljardst nem azért tanul meg elsésorban, hogy jabb tételek sord-
nak bizonyitdsat megértse, hanem féként azért, hogy valamilyen mérnoki térgy
tanuldsdban hasznosithassa azt.

A hallgaték motivildasa a mérnoki egyetemi oktatasban ezek alap-
jan kézzel foghaté kellene legyen és mégis a motiviacié hidnya tiinik
a viszonylag gyenge eredmények magyariazatanak. A mérnokképzés-
ben a matematika elhelyezése a tananyagban nyilvdnvaléan adédik,
alapozé tantdargy 1évén az els6é harom-négy félévben kap helyet. Ugyan-
akkor a fent emlitett motivaciés szempont azt indokolna, hogy az
alapvetd mérndki ismeretek birtokdban kellene elkezdje a hallgaté a
matematika tanuldsat, majd az itt szerzett matematikai ”fegyverzet”
birtokdban kellene a mérnoki tudoméanyok magasiskolajat kijarnia.

Ebbdl a szempontbdl a Bologna-folyamat és annak megvaldsitasa
sordn a miiszaki fels6oktatdsra varé dtalakitds taldn ebben az iranyban
torténod elmozdulés lesz.
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6.2. A Bologna-folyamat alkalmazasénak lehetséges kovet-
kezményei a matematika oktatasdban

Ugy vélem, hogy a fent vazolt helyzeten bizonyos fokig valtoztathat a Bologna
folyamat szerint felépiilé kétszintes oktatdsi rendszer. A tervezett
BSC fokozat esetén az az igény meriil fel Eurépa szerte, hogy ez a gyakor-
lathoz ko6zelebb &ll6, a beinditott termelési folyamatokat feliigyeld, végre-
hajto tipusi szakemberek képzését jelentené, és ezek szerint a matematika
targyak oktatdsa is az alapképzésben egyszer{isithet6, féleg az adott mérnokképzés
jellegének megfeleld szakteriilet matematikai feladatainak gyakorlati megkozelité-
sét jelentheti.

A miésodik fokozat, az MSc képzésben a hallgaték tanuldsi motivacidja
fokozédik, irdnyitottabbd vélik és a mélyebb matematikai eszkdztar hasz-
nossdga a varhatodlag tervezési és kutatasi feladatokra késziil6 mérnsk-
hallgaték szamadra is kézzel foghaté.

6.3. Matematikaoktatasi médszerek
6.3.1. A hagyomdnyos médszerek és a szamitégéppel segitett oktatas

Az elbaddsok és gyakorlatok valtakozédsa elvben megvalésitja tehat az ismeretkoz-
lést, az ismeretek megértését, és az elsajatitdsat is részben.

A didkok egyre nagyobb létszdma és az oktaték szamanak cs6kkené-
se, vagy relativ csbkkenése arra vezet, hogy az elbaddsokon egyre
tobb hallgaté van jelen. A nagyobb szamu hallgatésdg esetén az eldbadé és
a hallgaték kozti kézvetlen kommunikdcié nehezebbé valik. Az eléadé
egyre kevésbé érzékeli azt, hogy a hallgaték milyen mélységben értik az eldadott
anyagot, azok az apr6 visszajelzések, amibdl ez kideriilhetne, egyre inkdbb es-
etlegesek.

A tanulds sorédn a hallgaté egy statikus folyamat része. Figyelheti az
eldadést, igyekezhet azt alaposan megérteni, és a gyakorlaton néhdny egyszerii
példa megolddsdanak megértésével - amibe esetleg bekapcsolédhat a tdbléndl dol-
gozva egyes gyakorlatvezetOk esetén - mintegy leellendrizheti a sajat tuddsdnak,
az anyag megértésének szintjét. Az, hogy a hallgaté a tdblanal dolgozzon, sajnos
egyre ritkdbban fordul eld, mivel a gyakorlatokon is nagy a hallgaték széma, és
a hallgatéknak nem kotelez6 sem az eldaddst, sem a gyakorlatot ldtogatni.

A tanult anyag elsajatitdsdanak ez a legegyszeriibb tin.” kétlépcsés” mdédszere,
amit elég késén kovet a beszamoltatds, a vizsga. A vizsgaidészakban, a hallgaté
a sajat és mdsok jegyzetei, majd tankonyvek alapjdn igyekszik felidézni a néha
mér 7-12 héttel azeldtt tanultakat, konzultdciét kérhet, igyekszik megszerezni
az el6z6 évben feladott rasbeli vizsgasorokat, hogy az azokban eléfordulé tipus-
példékbol felkésziilhessen.

Altaldban nem a kijelslt anyagrész megértését, hanem az adott, mar ko-
rabbi vizsgdn felszinre keriilé kérdéseket tekinti a vizsgédra késziilés alapjénak.
Ha a vizsgdztaté bizonyos meghatdrozott, akar széles korbol vélogatott fela-
dattipusokat haszndl, akkor ezzel a didkot még jobban megerdsiti ebben az
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elképzelésében.

Az elbaddsok egy része a korszeril szemléltetés eszkozeit, irdsvetito,
szamitégép, szdmitégép kivetitése, vides-technika arra hasznélja, hogy az
el6adds jobb megértését célozza meg. FEz természetesen dnmagédban nem baj,
s6t kifejezetten hasznos is lehet, hiszen a megértés soran a hallgaténak tobb
informédciét nyijthat, és az eléadé-hallgaté kommunikaciés vonalat szélesiti.

Az elhangz6 és téblara irt informécio a hallgaténak auditiv és vizuélis inger,
mozgas kozbeni dbrazolds, szines képi informacié kiegészitheti, megerdsitheti az
elézbeket, de nem helyettesitheti. Az audio-vizudlis eszkozok tilzott hasznédlata
és a nagyon olajozottan pergd eléadds elveszitheti az él6 jellegét, egyre
inkdabb moziszeriivé valik, egyre kevésbé fontos az eléadé jelenléte. Egy jo
felkésziiltségii technikus és az elére elkészitett oktatéfilm esetleg foloslegessé is
teheti az eléadd személyét. Ez lenne a jové? Akkor a vildg legjobb tandrai
tanithatnanak ugyszélvan a vildg legeldugottabb sarkdn 1év6 egyetemen, legfel-
jebb a kép mindsége kiillonbozne, az is csak az alkalmazott technika miatt.

6.3.2. Tavoktatasi mdédszerek

Egy lépéssel tovabbmenve automatizalt eszkozok esetén még a technikus is
folosleges lesz, vagy a tdvoktatds eszkozeinek fejlédésével, a hallgaté otthon
maradhat, egy tdvoli helyrdl, akdr més kontinensrdl is ”jelen” lehet az el6ada-
son, s6t az sem fontos, hogy egy idében minden hallgaté ugyanazt tanulja, elég
akkor ”futtatnia” az eldaddst, ha éppen rééré kedvében van.

Ez az utépisztikus elképzelés csak abban séantit, hogy a tdvoktatds mdédsz-
ertani kutatdsa arra mutatott ra, hogy a szamitégép elotti tavoktatas
akkor hatékony, ha az oktatott anyagot egy csoport egyszerre, egy
idbben, érarendszerii beosztdssal tanulja (esetleg egymastél eltérd rit-
musban és mélységben, az egyén képességeinek megfelelden). Ugyanak-
kor sziikséges egy oktaté ”jelenléte”, aki szintén a szamitégép elott iilve az
”6érarend” szerint koveti a hallgaték haladdsdt a megértésben, és ”rendelkezésre
all” a felmeriilé kérdések - ezek a visszajelzések- megvalaszoldsara. A tdvoktatas
szakemberei gy vélik, hogy az optimadlis méret egy 10-15 f6s hallgaté cso-
port és egy-két oktaté egyiittmiikodése.

Vagyis a tdvoktatds kutatasa arra is feleletet ad, hogy a kiscsoportos
oktatas kétezer éves formdja mai is korszerii.

A gyakorlatokon ez a kiscsoportos oktatds kellene elétérbe keriiljon,
itt lenne a helye a hallgaté aktiv részvételének az oktatasi folyamat-
ban. A valésdgban a gyakorlatok nagy létszamu hallgaté részvételével
feladatmegoldé szemindriumokka vialnak, ahol a hallgaté legfeljebb
bélinthat, ha kérdezik, hogy érti-e az anyagot. Arra rendszerint nincs
id6 és mdéd, hogy a hallgatét kihivjak a tablahoz, ez a feleltetés-szerii alkalom
egyre inkdbb eltlinik, eltiinik ez a fajta visszajelzés a tananyag megértési fokardl,
a hallgat6 tuddsanak ellentrzése, illetve a hallgaté szdmadra a visszajelzés arrdl,
hogy az amit megértett mennyire hasznélhaté.

Természetesen a matematika el6addsok a miiszaki egyetemeken sem jelen-
tenek kivételt az dltaldnos szabdlyok alél, de annyiban sajdtosak, hogy a vizuélis
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eszkozok alkalmazdsa tobbnyire nem a jelenségek bemutatasat, vagy laboratéri-
umi koriilményeket helyettesitenek, hanem a szamitégép dltal nyvdjtott lehetdsé-
gekre tamaszkodnak. Es ez legaldbb kétélit fegyver.

Egyrészt a szémitégépen futtathaté egyre igényesebb matematikai szoftverek
Maple, Matlab, Mathematica egyre konnyebben kezelhetoek, a programok egy
része szinte sugallja azt, hogy az eldéadas szbvegét is mar az adott
programkornyezetben szerkessze meg a tandr, és igy az alkalmazdsok ”ter-
mészetesen” kigdrdithetdok egy gombnyomadsra. Ez nagyon hatdsos, ha a
hallgatésdg mér tudja, hogy mirdl van szé.

Akik megtanultdk a differencidl- és integralszamitdas apré buk-
tatéit, és bizony megkinlédtak egy-egy feladattal, feladat- tipussal, dtlatjak
és értékelik azt, hogy a szoftverek milyen kénnyed mozdulattal kezel-
nek nehéz feladatokat is, de lehet, hogy az egyetemi hallgaté egy szoftverben
csak a gépi miikodést fogja elsbdlegesen megldtni. Fontos azonban az, hogy a
gépben csak egy eszkozt, a matematika alkalmazdsdat megkonnyitd eszkozt lassa
a hallgaté. Cél és eszk6z bonyolult kapcsolatdban maga a matematika
a cél elérésének titja, a gép, mint eszkdz ezt az utat szolgdlja, és végiil
a matematika a mérnoki probléma megolddasihoz vezet6 it maradjon.

A szamitogép alkalmazasdanak veszélyeit csak ritkdn szokds emlegetni,
pedig ismeretiik fontos, tudomasul kell ket venniink, és tudatosan
védekezniink kell elleniik. Ezek a veszélyek abban rejlenek, hogy barmilyen
fejlett is a technika, csak akkor alkalmazhaté eredményesen az oktatdsra, vagy
a tanuldsra, ha a hallgat6 ismeri azt a matematikai fogalmat, azt a matematikai
metakommunikéciés kornyezetet, amiben elhelyezheté az adott feladat, és ekkor
valéban a gép szerepe hasznos.

6.4. Aktiv mddszerek a matematika oktatasaban

A matematika oktatdsdnak elébb vazolt statikus folyamata néhany egyszerii
mddszer, a tovibbiakban aktiv mddszerek, alkalmazédsaval dinamikussd tehetd.

Ezeknek az aktiv médszereknek a lényege az, hogy a hallgatékat bevonja az
oktatds-tanulds folyamatdba. Mivel ezek a mdédszerek az oktatott anyagtdl is
fiiggnek, dttekintésiik sordn példdkra hivatkozunk.

6.4.1. Eldadas kézben hasznalhaté aktiv mdédszerek

- A hallgaték egy csoportjianak, egy vagy tobb hallgaténak direkt
megszolitasa.

P1. : A vektorok vektoridlis szorzatdnak egyik, a fizikdabdl is ismert alkalmazdsa
az elektromdgneses indukcié vektor szamitdsa, amint azt a villamosipari

szakkozépiskolak végzettjei sajat tapasztalatukbdl is tudhatjdk.

- A hallgaték véleményének, sejtésének megkérdezése az oktatott
anyagra vonatkozdlag.
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Pl. : A pdros és paratlan fiiggvények fogalmédnak tanitdsakor célszeri megkérdezni, hogy
vajon ezen a két fiiggvénytipuson kiviil van-e még més fiiggvénytipus is, azaz van-e

olyan fiiggvény, ami se nem péros se nem paratlan, s ha van, keressiink ra példét.

Pl. : A sorok oktatdsakor célszerii egy néhdny példa bemutatdsaval kiemelni azt, hogy

egyes sorok mint az 1 + 5 + 2—2 + ...+ 27 —+ ... mértani sor konvergens,
1
de a harmonikus sor 1 + 3 + 3 + ...+ — 4+ ... divergens. Mi ennek az oka?
n
. . 1 1 1
Mi a hallgatok sejtése a 1 + — + — + ... + — + ... sorra vonatkozdéan?
22 T 32 n2

Elézbleg az is megkérdezhetd, hogy melyik a nagyobb 2", vagy n??

- Az oktatashoz kapcsoléddé, rovid részfeladatok csoportos elvégezte-
tése.

PL.: A Cramer szabdly alkalmazdsaként egy példa kozosen is megoldhato,

a részfeladatok , a determindnsok kiszamitdsa, kioszthaté tankoronként.

- Ellenpéldak, vagy hibas gondolatmenetre épiilé megoldasok koz-
lése.

. x22-bhx+8
Pl : Keressiik meg egyiitt a hibat a kovetkezd megolddsban. A lim ————
r—12x°—8x + 14

. 2x—5
7szédmitdsakor” a 'Hospital szabdly ismételt alkalmazdsaval el6bb a hm1 3
xr— €Xr —

b

2 1
majd a il_)lrnli = 3 adja a ”helyes” eredményt.

A hiba nyilvén az, hogy az adott hatdrérték szdmitdsdra nem alkalmazhaté a
1
I’Hospital szabdly, dacdra annak, hogy a helyes eredmény valéban R de ez az

x = 1 helyettesitéssel egyszeriien az eredeti tértbél kaphato.

6.4.2. Gyakorlatokon haszndlhaté aktiv médszerek

Altalaban az eldaddsokon hasznalhaté médszerek mindegyike alkalmas a gyako-
rlati munka dinamikusabbd tételere, és vannak sajdtos, csak a gyakorlatokon
alkalmazhaté médszerek, mint:

- A hallgaté bevondasa a feladatok megoldaséaba. Ez dltaldban esetlege-
sen torténik, a jelenlévo hallgatok koziil névsor alapjin, vagy csak az amigy ak-
tivabb didkok szerepeltetésével. Célszeriibb lenne elbre kozolni a beosztast, ezzel
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lehetdség adhaté a hallgatok alaposabb felkésziilésére a gyakorlatra, hiszen elére
tudjak, hogy ki kell menniiik a tdbldhoz, ez igazdn akkor hatékony, ha elére
tudhatjik azokat a feladatokat, amikbdl mintegy ”felelniiik” kell.

PlL. : A jov6 heti gyakorlaton a I'Hospital szabély alkalmazésra oldjuk meg a hallgaték
rendelkezésére bocsdjtott 15-20 feladatot tartalmazoé feladatsor 5-6 feladatét, és a

csoportbdl a feladatokat a tdbldndl a kovetkezd hallgatok oldjak meg...

- Kisdolgozatok rendszere. A késébbiekben részletesen leirt projekt-
mdédszer alkalmazésa.

6.4.3. A félévkozi munka beszamitasa

A jelenlegi rendszer a minimélis félévkozi munkdra alapoz, hiszen az aldirds
megszerzéséhez a legtobb kovetelmény lefrdsa (nyilvan adminisztrativ okokbol)
tgy kezdodik ”Vizsgara az jelentkezhet, aki legaldbb elégséges szinten megirja
a félevkozi zarthelyiket...”. Semmi sem 0sztonzi tehdt a hallgatét a félévkozi
munka magasabb szint{i elvégzésére. Szokds volt ugyan a legjobbaknak mega-
janlott jegyet adni, de ez egy nagyon sziik réteget jelentett, csak a legjobbakat.
Mi legyen a kbzepes, vagy kézepesnél valamivel jobb képességiiekkel?

Pl.: A félévkiozi munka beszamitasdra a Linedris algebra c. targy oktatdasdaban
az elsd éves gépészmérnok hallgatok és az elsd éves programozé matematikus
hallgatok szamdra a kévetkezé6 mddszert dolgoztam ki.

A wvizsgajegyet egy 100 pontos rendszerben lehet megszerezni, ezek eqy Tésze
a kotelezd munka, mds része onkéntes szorgalmi feladatok alapjin, valamint a
vizsgazdrthelyin elért pontokbdl tevodik Ossze.

A vizsgara hozhatd pontokat a két, kitelezben megirt félévkozi zarthelyi dol-
gozat pontszamanak a fele, vagy a pdtzarthelyik pontszamdnak a negyede jelenti.
A félévkizi, vagy pdtzarthelyi dolgozatok akkor sikeresek, ha legaldbb 10 pontot
elérnek a 25 pontbdl. FEzen til, a projektmddszer alkalmazdsaként, két egyéni
feladat vallalhato, ezekkel feladatonként még tovdbbi 0-5 pont szerezhetd, tehdt
a vizsgdra hozhatd pontok alsé hatdra 5 pont, felsé hatdra 35 pont.

A gépészmérnok hallgatck a kétords irdsbeli vizsgan 65 pont szerezhetnek,
sikeres a vizsgadolgozat, ha legaldbb a 30 pontot eléri. A programozé mate-
matikusok 30 pontot érd irasbeli beugrd utdn, ami 15 pont felett szamit sikeres-
nek, szobeli vizsgdt tesznek, ahol 35 pontot szerezhetnek.

A vizsgajegy a hozott és szerzett pontok alapjan a kévetkezoképp szdmithato:

- 89 pont felett jeles

- 74-88 pont kézétt jo

- 59-73 pont kézétt kozepes

- 43-58 pont kézott elégséges

- 48 pont alatt elégtelen

Ennek a pontozisi rendszernek célja a rendszeres, idében elvégzett
munka Osztbnzése, és a jobb minéség jutalmazdsa.
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Igy példsul egy olyan gépészmérnok hallgaté, aki idében megszerez egy
kozepes pontszamot, mondjuk ir két 15 pontos félévkozi zérthelyi dolgozatot és
bead egyet a két szorgalmi dolgozatbdl, ezzel mondjuk még 4 pontot szerezve,
a vizsgdra mér 19 pontot hoz és egy 40 pontos vizsgadolgozattal mér a kozepes
vizsgajegyet szerezhette meg.

Ellenpéldaként a minimé&lis hozott pontszammal - ez 5 pont, amit a potzarhe-
lyik minimaélis teljesitésével, vagy aldirdaspétlé vizsgan szerezhet - a 37 pontos
vizsgadolgozat még elégtelen vizsgajegyet eredményez. A félévkozben szerezhetd
maximélis pontszdm, a 35 pont mellett, a minimalis 30 pontos vizsgazédrthelyi
is boven elegend6 a kozepes jegyhez.

Ennek a pontrendszernek a tapasztalata az, hogy a hallgaték bizonyos
része felismerve az eldnyeit, vallalta a féelévkozi tobbletmunkat, és tapasztal-
haté az igény a minimalisndl magasabb tudds elérésére. A legszem-
bet{indbb az volt, hogy mintegy 8-10 olyan félévismétld hallgaté is belekapcsols-
dott ebbe a rendszerbe, és igyekezett magasabb félévkozi pontszamot gyiijteni,
akik mar el6z6 félévben megszerezték az aldirdst, de nem voltak elégedettek az
el6z6 évben szerzett minimadlis pontszamukkal, és kérték, hogy a vizsgédra hozott
pontjaikat az énként vallalt megismételt félévkozi zarthelyik, és kisdolgozat(-ok)
alapjdn szamitsuk.

6.4.4. Projektmddszer

A projektmédszer torténetérol

A projekt fogalma tanuldsi-tanitdsi médszerként az 1900-as évek elején for-
dult el6 elészor az USA-ban [65]. Dewey a projekt-elvet, mint a gyakorlati-
technikai problémék megoldédsara vonatkozé heurisztikus eljardst tekintette.

Kilpatrick a kovetkezOket tekinti a projektmddszer alapjdnak:

- A tanulds aktiv folyamat (cselekvés)

- A tanulénak ”teljes szivvel” részt kell vennie ebben a cselekvésben

- A cselekvés célirdnyos

- A cselekvést szocidlis kontextusban folyik (csoport, egyiittm{tkodeés).

FEurépaban két jelentésebb irdnyzat volt, kordbban Kerschensteiner munkais-
kolai koncepciéja Németorszdgban, majd a szovjet reform-mozgalmak kévetkezté-
ben, 1930/31-ben az sszes szovjet iskoldban bevezették a projektmdédszert,
majd egy évvel kés6bb visszavontdk a rendelkezéseket [65].

A projektorientalt matematikaoktatds f6bb jellemz6i Ambrus [65] szerint:

- orientdciét jelent a tanulét koriilvevd kornyezet problémadira

- a tanul6 sziikségletei, érdeklédése keriilnek a matematikaoktatds kozép-
pontjaba

- a tanuldi autonémia

- a tanuldi teljesitmény kritikus értékelése, amibe bevonhatdk a tanuldk is

- a csoportmunka és a kozos megbeszélés eldtérbe dllitédsa.

Példa. Projektmddszerrel egy tanulécsoport arra a szitudciéra keres megoldést,
hogy: ”Valaki autét szeretne vasdrolni, és azt 10 évig miikodtetni. Mi a cél-
szer{ibb, hasznalt autét venni, azt fenntartva elészor spérolni és készpénzért
djat venni, vagy egybdl tjat vdsarolni, kélesont felvéve?
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A projektmédszer 1ényege

A megértés, elsajatitds, "belséve valds”, felhasznédlhaté tudds, ezek a ta-
nulds fazisai. Ezt az Osszetett hatast szolgdlhatja a projektmdédszer, amelyben
maga a tanulé/hallgaté is részese az adott téma kidolgozdsanak, és lényegesen
jobban megérti azt. A masoknak elmagyardzott anyagrészt sokkal mélyebben
meg kell értenie a hallgaténak, az anyag belsd, memoria sikon torténd logikai
megszervezése is megvalésulhat, ez a projektmddszer 1ényege.

A projektmédszer alkalmazdsa a felsboktatasban is teret nyert és sajdtos
mddszerek kialakitdsat tette lehetéveé, ldsd pl. a Unique and Excellenct - Inge-
nieurpédagogik 2000 c. IGIP konferencidn elhangzé el6addsok egy részét [130],
[75], [82], [153], [161].

Gibson ir le [114] egy olyan kisérletet, amelynek sordn az Engineering De-
sign c. targyat az Ipari mérnok és Informaciés rendszerek program keretében, az
frorszdgi National University of Ireland (Galway)-on, szinte kizardlag a pro-
jektmédszer alkalmazdsara épitették. Ez a targy két féléves, és a négyéves
Bachelor képzés harmadik évében a kovetelmények mintegy 20%-4t jelenti.

Az értekezés szerzbje dltal kialakitott, és a Miskolci Egyetemen negyedik éve
haszndlt egyéni- és csoportprojektmdédszer bizonyos tekintetben hasonlit, mas
szempontbdl kiilonbozik a fent ismertetett eredményektdl [16].

Alkalmazhatunk egyéni és csoport projekteket, a kett6 kozott kevés az eltérés,
ezért nem targyaljuk kiilon 6ket, hanem a csoportprojektmdédszert vizsgdaljuk.

A mdédszer alkalmazisanak lépései:
- Témafelvetés
- Onkéntes feladatvallalds, egytittmitkodok kivalasztdsa
- Munkaterv, részfeladatok megbeszélése
- A téma kidolgozdsdnak kovetése, esetleges modositdsok
- A téma bemutatdsa - kiseléadds, dolgozat, beszdmolé.

Koztes tevékenységek:
- Konzultdciés lehetdség
- Irdnyftott csoportmunka, vagy elévezérelt 6nédllé munka.

Eldnyei:

Osszetett feladatok - szintetizalds, elemzés.
Csapatmunkara felkésziilés - " Team work”.
Kisdolgozat - kés6bbi publikdcidk.
Kisel6adds - verbélis készségek.

Hatranyai:

1d6- és munkaigényes.

Nehéz minden hallgatéra kiterjeszteni, féleg a ”tomegoktatas” koriilményei
kozott.
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A kovetkez6 fejezetekben a projektmddszer gyakorlati megvaldsitasanak két
példéjat elemezziik, a MacTutor projekteket és a Miskolci Egyetemen al-
kalmazott, in. egyéni és kiscsoportos, papir- és ceruza (paper and pencil)
projekteket.

7. A MacTutor projektek alkalmazdasanak tapasz-
talatai

7.1. A Mathematical MacTutor

A skéciai St Andrews Egyetem Matematikai intézetében kifejlesztett Mathema-
tical MacTutor egy olyan matematika oktatdsi és tanuldsi szoftver, ami lehetévé
teszi a projektmddszer egy viltozatdnak, a MacTutor projekteknek az alka-
Imazdsat.

A szoftver kidolgozéi Edmund Robertson és John O’Connor a mai napig
allanddan tokéletesitik azt a programcsomagot, ami 1992-ben az angol kirdlyn6
részérdl nyerte el a legjobb oktatéi programnak odaitélt Partnership Award-
ot, majd 1994-ben az Eurépai akadémiai Szoftver Nagydijat, és ez a nagydij
részben az altalam kezdeményezett magyar viltozatnak is koszonhetd, ezzel iga-
zoltuk, hogy a szoftver az dltalunk készitett fordité programmal egyiitt alkalmas
barmely nyelven torténé haszndlatra.

Ez a programcsomag tartalmaz egy egyediildllé matematika torténeti
részt is, aminek egy kib6vitett valtozata, a MacTutor History of Mathe-
matics [138] az interneten elérhetd bérki szdmara. Népszerfiségére és ismert-
ségére jellemzd adatok szintén az interneten elérhetéek, naponta dtlagosan harom-
szézezer "virtudlis latogatd” keresi fel. Mivel ez egy édllandéan béviilé adat-
bézis a jelenlegi mintegy 2100 matematikus életrajz és a hozzd ftiz6d6 sokezer
szécikk szdama is szinte naponta viltozik, novekszik. Ez az internetes matem-
atikatorténeti adatbdzis sokféleképpen haszndlhaté. Vannak, akik csak nézegetik,
mésok ki is nyitjédk, ugyanis egyik igen népszerii funkcidja az, hogy minden
naphoz hozzdrendeli azoknak matematikusoknak a nevét és adatait, akik azon
a naptdri napon sziilettek, vagy haltak meg, ldasd a Mathematicians of the
day [139] oldalt az interneten. Lehetdség van megtekinteni a matematikusok
sziiletéshelyét dbrézol6 oldalt, Birthplace Map, név és téma szerint keresni
adatokat search form, vagy csak ”lapozgatni” a programban. A Special
curves [169] fejezet tobb, mint 80 ismert, vagy kevésbé ismert gorbe adatait
tartalmazza, esetenként a fiiggvény kiilonbo6z6 alakjait, mint polar-koordindtés,
vagy paraméteres stb. fiiggvények.

7.2. MacTutor projektek

A Using Computer Algebra c. TEMPUS - JEP 06044 egyiittmiikodés
keretében 1994-96 kozt alaposan megismerhettem a Mathematical MacTutor
szoftvert, részt vehettem annak fejlesztésében, a magyar valtozat kidolgozdsaban
és tanulmdnyozhattam annak felhaszndldsat a matematika oktatdsdban, majd
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a TEMPUS - IMG-95-H-2019 vendégtanari 6sztondij keretében magam
is részt vehettem a projektmédszer oktatdsdban a St Andrews-i Egyetemen. Az
alapvetd matematikai tdrgyak oktatdsdt a 12 hetes félévben 3-3 MacTutor pro-
jekt egésziti ki, ezek elnevezése a tdrgyak elnevezését koveti, pl. M3-MacTutor
projects. A projekt oktatdsa az adott targy, az emlitett M3 a Mathematics 3 ok-
tatdsdval parhuzamosan, azt kiegészitve torténik, heti egy éra szémitégéptermi
foglalkozédsként, ebbdl az els6 hét a projekt felvezetése, ismertetése, majd egyéni
konzultécios lehetdség biztositdsa mellett a hallgaték elkészitik a projekt beszé-
mol6t, azaz egy elévezérelt egyéni munka folyik az oktaté jelenlétében.

A hallgatok az oérarendi foglalkozdson til barmennyi idét fordithatnak ra
a dolgozat elkészitésére, mivel a Maclntosh szamitégéptermek napi 24 6raban
hasznalhaték, természetesen az orarendi foglalkozds esetén elényben vannak
azok, akik az 6réra jonnek, de a szabadon maradé gépeket a tobbi hallgaté
hasznélhatja.

A harmadik héten beadott irdsbeli dolgozat értékelése 0-1-2 pont, majd ezek
a pontok a félév végi vizsgajegybe 6% erejéig beszamitanak.

A MacTutor projektek az adott matematikai targy anyagahoz szorosan kapcs-
olédnak, de az egyéni munkanak megfelelden sok részlet és otlet alapjdn kiegésziil-
nek. A didkok a MacTutor program kiilonboz6 fejezeteit hasznalva kisérleteznek
az adott feladattipusokkal, interaktivan vdlthatnak a fejezetek kozott, beleértve
a matematikatorténeti részt is.

A programcsomag vizudlis szemléltetésre és a tanulmdnyozott kér-
dések dinamikus kezelésére alkalmas, egyszerii kezelhetdsége szinte
provokilja a didkok aktiv bekapcsolédasat, az ”akkor mi lesz, ha
megvaltoztatom a feltételek egy részét” tipusi kisérletezést.

A St Andrews-i Egyetemen tartézkodva kidolgoztam egy néhany olyan Mac-
Tutor projektet is amelyek mérnskhallgatéknak oktatott matematika tdrgyak
kiegészitésére is alkalmasak, és ezek koziil néhdny - a paraméteresen adott
fiiggvények, polar koordindtakban adott fiiggvények, bizonyos feliiletek dbra-
zoldsdra vonatkozé projektek bekeriiltek a St Andrews-i Egyetem projekt-téaraba
is.

Ugyanakkor ezeknek a projekteknek a magyar megfelel6jét is elkészitettem,
majd ezeket a Miskolci Egyetemen is alkalmaztam az dltalam oktatott tdrgyak
gyakorlati oktatdsdanak kiegészitéseként. Az eredeti, angol nyelvii projekteket
is hasznédltam a Miskolci Egyetemen az angol nyelvii képzésben mindharom
félevben ( Mathematics 1-3), valamint a CEEPUS egyiittm{ikodés keretében
a Miskolci Egyetemen tanulé kiilfoldi didkok (3 szlovén, 2 romén) oktatdsdban
is. A H 127 CEEPUS haélézat Computer Algebra Driving Licence nyari egyetem
programjdban is beiktattuk a MacTutor projekteket.

7.3. A MacTutor projektek alkalmazasdanak elonyei és hat-
ranyai

A modszer eldnye az, hogy dtfoghatja az egész évfolyamot (St Andrews-
ban), a szdmitégép hasznélatdval j6l alkalmazkodik a hallgaték egyéni
munkatempdjdhoz, alkalmas az oktatott anyag kiilonb6z6 részeinek
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osszekapcsoldsara, a feladatok alkalmazhatésdganak megértésére. A
programcsomag kénnyen kezelhetd, nagyon j6 a vizudlis megjelenitése és ezdltal
megvaldsithaté a tanult anyagnak a rogzitése vizudlis sikon is (Bruner elmélete
szerinti enaktiv és ikonikus reprezentdcié kozti kapcsolat valésul meg). A kisér-
letezés soran megfogalmazott megfigyelések, a leirdshoz hasznalt fogalmak a
szimbolikus reprezentédciét segithetik.

A modédszer hatranya az, hogy ugyanazt a projektet haszndlja minden
hallgatdé, igy megn6 a madsolds veszélye, tehat az 6nédllé munka veszélybe
keriilhet, a hallgatok részérdl nagy énfegyelemre van sziikség azért, hogy valédi
céljat elérhesse.

Egy mésik hatranya az, hogy nem fedi le az oktatott matematika
teljes egészét, inkdbb a kényes, nehezen értheté és konnyen vizualizédlhatéd
fejezetekre Gsszpontosit.

Hatranynak szamit az is, hogy jelenleg a hazai gyakorlatban nem terjedt
el a MacIntosh szdmitégépek haszndlata, és igy példdul a Miskolci Egyetemen
minddssze 4-5 ilyen szamitégép van, ebbdl kettd a Matematikai Intézetben. Ezt
a hatranyt részben ki lehet kiiszobolni a kivetitok alkalmazdsdval, és az egyéni
MacTutor projektek helyett valamilyen csoport projektként miitkodtetni, de ezzel
éppen az egyéni munka jellege vész el, igaz a csapatmunka viszont megerdsitheto.
Eppen ezért volt alkalmas az angol nyelvii képzésben és a kiilfsldi
hallgaték oktatdsdban, mivel 6k kis létszamban voltak.

A szamitégépek korldtozott szdama volt az egyik oka annak, hogy kidolgoz-
tam és negyedik éve alkalmazom a projektmddszer egy masik valtozatdt, ami
egyéni vagy csoportos kisdolgozat elkészitésével és annak nyilvdnos (gyakorla-
tokon torténd) eldaddsdval végzddik.

8. Az egyéni és kiscsoportos projektek alkalmaza-
sanak tapasztalatai

8.1. A projektek célja

Az egyéni és kiscsoportos projektmddszer nem hivatott helyettesiteni az oktatdas
klasszikus forméit, hanem csak kiegésziteni, elmélyiteni azt, lehetévé téve az
egyéni munkdn keresztiil a hallgatok aktivabb bekapcsolédédsat a képzés egészébe.
A projektek eredménye nyilvanossa és elérhetévé vélik a hallgaték szaméra.

8.2. A projektek felépitése

8.2.1. Témafelvetés

Az sltalam oktatott targyak esetén az eléadds keretében, néha sziinetében, vagy
a gyakorlatokon az adott anyagra vonatkozd, vagy azzal kapcsolatba hozhaté
tovabbi alkalmazédsokat emlitek, megadva a forrdsmunkdk adatait és kérvona-
lazva azt, hogy a tovdbbiakban milyen formaban hasznosithatéak ezek az is-
meretek.
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Megemlitem azt, hogy 1-2 esetleg 3, kiilonboz6 kisdolgozat is késziilhet az
adott téma terjedelmétdl fiiggben.

8.2.2. Onkéntes feladatvallalds, egyiittmiikodék kivalasztasa

A felvetett kisdolgozat témékra a hallgaték énkéntesen jelentkeznek, az el6ada-
son éppen megértett, érdekesnek, alkalmazhaténak taldlt anyagrésszel kapcso-
latosan. A jelentkezés az eléadds sziinetében, konzultaciékon, vagy gyakorlaton
torténik, és egy téma elvéllaldsakor a jelentkezd (esetleg tandcsot kérve) azt is
eldonti, hogy egyénileg, vagy egy-két tdrsdval kozosen késziti el a kisdolgozatot.
A projektmddszer itt leirt haszndlatdban részt vettek Székelyné Homolya Szil-
via, Szildgyi Szilvia és Rozgonyi Erika kollegdk is, akiknek segitségével ardnylag
nagy szamu hallgatét sikeriilt bevonni ebbe a munkdba.

8.2.3. Munkaterv, részfeladatok megbeszélése

Néhany kiilonleges téménak 1-2 oldalas irdsbeli felvezetdje adott, mds esetekben
csak a szébeli utasitdsok, vagy az eldaddson elhangzottakat vehetik a hallgaték
alapul, és a témahoz kapcsol6dé elérhetd irodalmat.

Konzultacion a hallgaté a témédval megismerkedik, és az elsé héten bemutat
egy elézetes munkatervet, és beszamol arrél, hogy milyen forrdsmunkakat talélt,
megbeszéljiik a dolgozat elkészitésének forméjat (Word.doc, Latex.tex file vagy
hasonlo).

8.2.4. A téma kidolgozdsianak kdvetése, esetleges médositasok

A kovetkezt 2 hét alatt a hallgaté konzultaciét kérhet a feladat kidolgozaséval
kapcsolatban, ha elakad tjabb segitséget kaphat, ha esetleg mdédositani akarja
a kisdolgozat témédjat ezalatt megteheti. Gyakran el6fordul, hogy a témat tul
kevésnek, vagy tul soknak taldlja a hallgatd, vagy éppen valamelyik dttanul-
manyozott anyagban érdekes kiegészitést taldl, amit szintén be akar venni a
dolgozatba.

8.2.5. Beszamolo

Harom hét utén az elsé gyakorlaton beadhatja az elkésziilt kisdolgozatot, ennek
egy példanydt a tankor rendelkezésére bocsdatja, egy masik példanya az
eléad6nél marad.

A gyakorlaton 5-10 percben a dolgozat egy altala kivalasztott részletét (kisels-
adds) a tdrsainak elmagyardzza, majd a hallgaték és a gyakorlatvezetd kérdéseire
vélaszol.

Ha kiscsoportos dolgozat késziilt, akkor a beszdmoléban és az értékelés-
ben kitériink arra is, hogy a csoport tagjai milyen részt véallaltak a dolgozat
elokészitésében, bemutatdsdban.
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8.2.6. Ertékelés

A hallgatdk jelenlétében a gyakorlatvezetd pér széban értékeli a dolgozatot és
kozli a szerzett pontszamot, amit a hallgaté a vizsgdra hoz a tobbi, félevkozi
zéarthelyiken szerzett ponttal egyiitt.

8.3. A mdédszer eldonyei

Irdnyitott csoportmunka, vagy eldvezérelt 6nallé munka torténik, a
hallgaté aktivan foglalkozik a tanult anyaggal.

Az tsszetett feladatok lehetséget teremtenek a tanult anyag szintetizala-
sdra, elemzésére.

A kiscsoportos projekt tovdbbi elénye a csapatmunkiara felkésziilés -
”Team work”-.

Kisdolgozat elkészitésének szerepe felkésziilni a késébbi szakdol-
gozatok megirdsdra, egyben a tobbi hallgaté szdamara ezéltal vélik elérhetoveé
a kisdolgozatban érintett fejezet.

Fontos az egyéni munka és feleldsség kérdése, hiszen a dolgozat nyilvanossa
vélik, hibdival, elényeivel, értékelésével egyiitt.

Kiselbadés jelentosége:

- verbalis készségek fejlédése

- szimbolikus reprezentdcié megerdsitése, a médsoknak elmagyardzott
anyagrészt sokkal mélyebben meg kell értenie a hallgaténak, az anyag belso,
memdria stkon torténd logikai megszervezése is elérhetd.

A ”learning by doing” elv tovabbfejlesztéseként a ” better understand-
ing by explaining” | vagy ”deeper understanding by explaining” elv
alkalmazdsa val6sul meg.

8.4. A modbdszer hitranyai

Nagyobb mennyiségii munk&t igényel az oktatok részérol.

Nem fedi le, nem fedheti le az oktatott anyag 6sszes fejezetét.

Nem terjesztheto ki, éppen az nkéntes jellege miatt, a hallgatésdg egészére,
féleg az olyan alaptérgyak, mint a matematika esetében. A projektmaédszer
alkalmazdsdnak Gibson dltal leirt fels6oktatdsi kisérletében [114], amelyben az
Engineering Design c. tdrgybdl az egész harmadik évfolyam szdmadra kotelezové
tették, azt tapasztaltdk, hogy a mdédszer elonyei jobban érvényesiilnek nagyobb
tanuldsi tapasztalat esetén.

Atfedések, ismétlések nem keriilhet6k el.

A hallgatok altal elkovetett hibak csak nehézkesen, esetleges utdjegyzékkel
javithatok ki.

8.5. A deeper understanding by explaining elve

A ”learning by doing” elv a begyakorlason keresztiil vezet el az adott fejezet
alaposabb megértéséhez, a feladatok egy fejezetben tanultaknak alkalmazdsa
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mellett az alkalmazdssal jaré kisebb nagyobb nehézségek megolddsa sordn a
hallgaté mélyebb osszefiiggéseiben érti meg matematikai tételek " miikodését”, a
tételek pontos kijelentésének atismétlése, az alkalmazdsukhoz sziikséges feltételek
ellendrzésén keresztiil a tételek rogzitése és képesség szinten torténd beépiilése
is végbemegy.

Ennek az elvnek a tovabbfejlesztéseként a ”better understanding by ex-
plaining”, vagy ”deeper understanding by explaining” elvrél beszél-
hetiink, hiszen a kiseléaddsokra késziilé hallgaténak a téarsai elott azt kell bi-
zonyitania, hogy nemcsak megértette az adott tételt, alkalmazdst, hanem annak
elmagyarazédsdra is képes. A verbdlis készségek fejlesztése mellett, a hall-
gaténak at kell gondolnia, hogy a tdarsai milyen kérdéseket tehetnek
fel, hiszen azokra is neki kell vdlaszolni, melyek azok a pontok ahol a
megértés soran neki is nehézségei tamadtak és hogyan sikeriilt azokon
tuljutnia. Nagyon fontos szempontja kiseléaddsoknak, hogy egész masképpen,
"més szempontbdl” tudja elmagyardzni az adott kérdést egy olyan valaki, aki
a hallgatésag soraibdl keriil ki, azokkal tsszemérhetd tudésa, és az eléaddsokon
keresztiil az oktaté is jobban lemérheti azt, hogy miként értették meg a hallgaték
az anyagot.

A kiseléaddsok bevezetésének az is elényds kovetkezménye lehet, hogy a hall-
gat6 nem csak a sajdt kiselbaddsdnak az anyagét kénytelen sokkal alaposabban
megérteni ahhoz, hogy azt méasokkal is megértethesse, de az eldadé és a tar-
sai altal elmondottakra is jobban oda kell figyeljen, mivel hivatkoznia
kell az anyag 6sszefiiggéseire, legaldbb a sajdt eléaddsat megeldz6 két-hdrom
elbadast a szokasosnal is nagyobb figyelemmel kell kévetnie, hogy ne ismételje
a masok &ltal elmondottakat.

Raadédsul a kiseldaddsok kiértékelését helyben meg tudjuk oldani
és ebbe a hallgatékat is bevonjuk, akkor ez a figyelmi kényszer egy djabb di-
menziéval gyarapszik. A hallgaténak arra is gondot kell forditania, hogy amit
elmond, azt a tdrsai is jol fogadjak. Természetesen a hallgatoi értékelés még mas
kovetkezménnyel is jarhat, a kiscsoport szociolégiai kérdéseit, esetleges viszaly-
koddst, vagy kolcsonos segiteni akardst is gyakran észrevehetiink. A legjobb
a kisel6adds, illetve az ebbdl az alkalombdl elkészitett kisdolgozat nyilvdnos
ismertetése, pl. internet, vagy a tankoérben néhdny mésolat kiosztdsa.

8.6. A kisdolgozatok alkalmazdsdnak eredménye, tapasz-
talata

Szerencsésnek bizonyultak azok a kisdolgozat témék, amelyek az eldadds, vagy
gyakorlat anyagdhoz szorosan kapcsolédtak és esetleg egy egyszeriibb, frap-
pans megolddsra hivtdk fel a hallgaté tarsak figyelmét. Ilyenkor a
hallgaté, még ha kozepes képességii is, az adott kérdés ”szakem-
berévé” vilt és ez a ”presztizs” gyakran eredményezte azt, hogy tjabb
kisdolgozatot is viallalt.

A tovabbi fejezetekben ismertetett kisdolgozatok kozott ilyen ”presztizs-
noveld hatdsiak voltak pl. a résztortek kiszamitdsdanak egy gyorsabb mddszere,
az el6zd fejezetek egyikében lefrt mdédszer a matrixok és a komplex szdmok,
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kvaternick fogalménak az osszekapcsoldsdra, vagy az értekezésben nem rész-
letezett, Cardano képlettel kapcsolatos kisdolgozatok. A kapott pozitiv vissza-
jelzésért valéban meg kellett dolgozni, de nem volt elérhetetlen, amit véllal-
tak, és ilyenkor a vizsgdn is megmutatkozott az eredmény. Mivel a kisdolgoza-
tok véllaldsa nem volt kotelezd, és egy hallgaté tobb dolgozatot is véllalhatott
(gépészmérnoki, és miiszaki informatika szakon 2, programozé matematikus és
kozgazdasagl programtervezé matematikus szakon 3), az eredmények mérése
csupan kozvetett, de igy is jelentés. Nem alkalmazhattunk tin. kontrollcsopor-
tot, hiszen nem lehet eltérd esélyt biztositani az azonos karon tanulé hallgatok-
nak, gy az eredmények értékeléséhez hozzatartozik azis, hogy nem tudhatjuk,
hogy a kisdolgozatok alkalmazdsa nélkiil.

8.6.1. A projektmoédszer alkalmazssa

A kovetkezd targyak oktatdsa sordan hasznédltuk kollegdimmal a projektmddszert:
Linedris algebra gépészmérnok hallgatéknak, I. félév

2003-04- ben 214 hallgaté, 35 kisdolgozatot adott be.

2004-05- ben 212 hallgatd, 83 kisdolgozatot adott be, vizsgaeredményeiket
tekintve: 67 elégtelen 17 kisdolgozatot adtak be, 72 elégséges 28 kisdolgozat, 27
kozepes 16 kisdolgozat, 21 j6 eredmény 18 kisdolgozat, és 3 jeles, akik 4 kisdol-
gozatot adtak be.

Linedris algebra I. programozé matematikus és kizgazdasédgi programtervezo
matematikus hallgatéknak, I. félév

2003-04- ben 28 hallgat6 6 kisdolgozatot adott be.

2004-05- ben 55 hallgat6 10 kisdolgozatot adott be. A hallgaték ered-
ménye: 13 elégtelen, 28 elégséges, 9 kozepes, 3 j6, 2 jeles. A kisdolgozatok
szerzoi kozt: 1 elégtelen, 4 kozepes, 1 j6 és 1 jeles.

Diszkrét matematika 2. mfiszaki informatikus hallgatéknak, II. félév,

2003-04- ben 134 hallgaté 84 kisdolgozat,

2004-05- ben 120 hallgaté 57 kisdolgozatot adott be.

Ez utébbi téargy gyakorlati jeggyel zérul.

2003-04- ben a hallgaték eredménye és a beadott kisdolgozatok szdma kozti
Osszefiiggés jelemz6 adatai:

Elégtelen gyakorlati jeggyel zarta a félévet 18 hallgats, 6k 4 kisdolgozatot
adtak be.

Elégséges volt 67 hallgaté gyakorlati jegye, 6k 6sszesen 24 kisdolgozatot ad-
tak be, néhdnyan 2-3-at is.

Kozepes eredményt 28 hallgaté ért el, 24 kisdolgozatot adtak be.

J6 eredményt 16 hallgaté ért el, beadott kisdolgozataik szdma 17.

Jeles gyakorlati jegye 5 hallgaténak volt, 8k 4 kisdolgozatot irtak.

2004-05- ben ezek az adatok a kovetkezok voltak:

Elégtelen gyakorlati jeggyel zarta a félévet 38 hallgats, 6k 4 kisdolgozatot
adtak be.

Elégséges volt 62 hallgaté gyakorlati jegye, 6k dsszesen 29 kisdolgozatot ad-
tak be, néhdnyan 2-3-at is.

Kozepes eredményt 11 hallgaté ért el, 11 kisdolgozatot adtak be.
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J6 eredményt 7 hallgaté ért el, beadott kisdolgozataik széma 11.

Jeles gyakorlati jegye 2 hallgaténak lett, egyikiik 2 kisdolgozatot is irt.

Lathato, hogy féleg az elégséges és jo eredmény eléréséhez segitette a hall-
gatokat a kisdolgozatok rendszere.

8.6.2. A legfontosabb kdvetkezmények

A modszer alkalmazdsdnak nyomén az el6z8, mintegy 10-12 év tapasztalatd-
val Osszevetve jelentésen noétt azoknak a hallgatéknak a szdma, akik szébeli
vizsgédra jelentkeztek. Azokbdl a targyakbol, amelyek oktatdsdaban kiprébéltuk
a projektmddszert, azel6tt is adott volt a lehetség az irasbeli vizsga helyett
szOban vizsgdzni, vagy az frasbeli eredményének javitdsdara szébeli vizsgdn, de a
hallgatok nagyon ritkdn, vagy egyéltalan nem éltek vele.

Csokkent az ismételt vizsgdk szdma az adott tdrgyakbdl, kiilonésen azokra
vetitve akik kisdolgozatot adtak be. A kisdolgozatot vallalé hallgaték kozt ala-
csonyabb volt a kés6bbi "palyaelhagyds", azoknak a szdma, akik tanulményi
okokbdl félévet ismételtek. A kisdolgozatot beaddk étlag eredménye jobb volt
a vizsgdn a tobbi hallgatéhoz viszonyitva, ez részben annak is betudhaté, hogy
eleve a jobb képességiiek, vagy a tanuldsban motivalt hallgatok véallaltdk ezt a
tobbletmunkat.

9. Megvalésult projektek, kisdolgozatok

A kovetkezdk tartalmaznak néhanyat azok koziil a projektstletek koziil, ame-
lyeket az oktatdsban tobbszor alkalmaztunk, és amelyek a leghatdsosabbnak bi-
zonyultak. Ezek egy részét publikdcidkban is kozzé tettem. A projektotlet céljét
és véazlatos lefrdsdt a dolgozat, a teljes leirdsukat a Fiiggelék tartalmazza. Egy-
egy projektotlet a feldolgozdsa soran lett egyre sszetettebb, ugyanis ezeknek a
felhasznaldskor a hallgatok tdmaszkodhattak az el6z6 években kidolgozott pro-
jektek anyagdra, egy projektotlet fejlodik, alakul. A felhaszndlds soran a hall-
gatdk az Otlet és a matematikai tartalom megértése utan a rendelkezésiikre 4116
szakirodalombdl, azt sajét munkdjukkal kiegészitve alkalmazdsokat, példdkat
keresnek és az anyagbdl késziil6 kisdolgozatban részletezik azokat is. A dolgo-
zat bemutatdsakor egyrészt magdt a médszert, eljardst, otletet ismertetik, majd
annak &ltaluk legjobban megértett alkalmazasét.

9.1. A harmadfoki polinom gyo6keirol

A projektotlet célja

A kozépiskoldbdl ismert masodfoki polinom fiiggvény érdekes szimmetria
tulajdonsédgait dltaldban ismerik a hallgaték. Ezeknek a tudatositdsa, ismétlése
utdn a harmadfokd polinom fiiggvény esetén hasonlé tulajdonsdagokat kereshetiink
és taldlhatunk, és ezeknek a megismerésével, alkalmazédsdval a hallgatok a tenge-
lyes szimmetria és pontszerinti szimmetria geometridbdl megismert fogalméhoz
tdrsitani tudjdk a paros, illetve paratlan fiiggvények dltaldnosabb értelmezéseként
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az adott fliggvénytulajdonsagokat. Begyakorolhatjak a derivaltak alkalmazasat,
és a Cardano képlet alkalmazédsardl is tébbet tudnak majd. Ezt a projektotletet
megeldzben az elsd félév elején szo keriilt a Cardano képletrdl, amir6l minden
évben tobb hallgaté irt kisdolgozatot.

A projektotlet leirdsa

Ismert, hogy a mésodfokid polinom édltal értelmezett

fR—=R, f(z)=ax’ + bz +c

fiiggvény, roviden médsodfoku fiiggvény képe egy parabola és mar kozépiskolas
ismeretek alapjén a hallgaték tobbsége ismeri a parabola szimmetria tulajdon-
sdgainak kovetkezmeényeit [70]: a paraboldnak szimmetria tengelye lesz az

b
T =—7-,
2a
azaz: b b
f(=ge =) = f(=5= + ),

bérmely z-re teljesiilni fog, és példdul a gyokok is szimmetrikusan helyezkednek
el ehhez az értékhez képest.
Az a kérdés, hogy a harmadfoki polinom &ltal értelmezett

f(x) = ax® + ba® +cx +d

roviden harmadfoki fiiggvény rendelkezik-e valamilyen hasonlé szimmetria tu-
lajdonsdggal? A vidlasz az, hogy valéban létezik egy pontszerinti szimmetria,
ennek a felfedezése és targyaldsa szintén alkalmas egy egyéni vagy csoport pro-
jekt témajanak (a projektotlet részletes lefrdsa: Fiiggelék 1.).
Megallapitas [10].
Az
f=azd+bz?+cx+d

valds egyiitthatds polinomhoz rendelt fligguény grafikus képe szimmetrikus az

pontra nézve.
Bizonyitas: Elégséges beldtni, hogy bdrmilyen valés x esetén:

floge) = =g =) = fl= 5= +2) = f(=25),
vagyis

b b

)= f gt 2) + f-a—2)

2f(_£ 3a

Foao) = alm ) + b o) () +d
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Fo et 7) = a2+ B +2) e+ ) +d
f(f% —x) = a(f% —z)* + b(f% —z)? + c(f% —x)+d,
tehat
flogn +2) 4 S5 —2) =
- an% + 29% - zg—z +2d = 2f(f%).

9.2. Integradl Osszegek alkalmazdsa

A projektotlet célja

A hatdrozott integral helyes értelmezése az integral szamitas egyik alapvetd
kérdése, ennek a fogalomnak a megerdsitését, mélyebb megértését egésziti ki ez a
projektotlet. A kiilonboz6 integrél osszegek meghatarozédsa a hallgatok szamara
néha mesterkéltnek tiinnek, de a kivetkezd néhdny példa jol szemlélteti azt, hogy
miként lehet a hatdrozott integrdl definiciéja mellett az integrdl tsszegeknek
néhény konkrét alkalmazdsat is bemutatni. Az adott dsszegek hatarértékének
és a hatdrozott integral fogalmanak Osszekapcsoldsdval a hallgaték maguk is
?gydrthattak” példat olyan osszegek hatdrértékének a kiszdmitdsdra, ami mads
mddszerrel jéval nehezebben oldhaté meg.

A projektotlet leirdsa
Elméleti hattere

A hatdrozott integrél értelmezése soran kiilonboz6 integral-osszegekkel taldl-
kozhatunk. Nyilvdnvald, hogy a hatdrozott integral pontosan akkor létezik, ha
ezek az integril-osszegek konvergensek. Ez azt is jelenti, hogy ha egy hatdarozott
integral 1étezik, mert pl. van primitiv fiiggvénye az adott intervallumon, vagy
az intervallumon folytonos fiiggvény integrédljat tekintjiik, akkor ez a hatdro-
zott integrdl egyben mindenfajta, sajatos formaban felirt integral-osszegnek a
hatarértéeke is [5] .

Ha az f Riemann integralhaté az elmélet szerint a oa, (f,£)) [125] Riemann

b
integral osszeg hatdrértéke az [ f(z)dz, ahol A, a felosztdsokat, & az adott

a
felosztasnak megfelel6 k. intervallumhoz tartozé fiiggetlen véltozét jeloli.
Ha tehat adott egy integrdlhaté f : [a,b] — R fliggvény és az [a,b] inter-
vallumnak egy egyenld kozii felosztdsa mégpedig a b_T“ hossziisdgu részinterval-

lumokra, akkor az [a, b] intervallum osztépontjainak halmaza:

b—a b—a b—a b—a
a,a+ ,a+2—— ,a+(n—1) ,a+mn
n n n n
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Ehhez képezziik a

integrédlosszeget, ahol

rendre az f fliggvénynek az

b— b—
{a—i—(k—l)na,a—o—k na}

részintervallumok jobboldali végpontjéban felvett értékei, ekkor az elébbiek
értelmében:

n—oo mn n

n b
lim Zf(a—i—kbia)bia:/f(x)dx
k=1 .

Alkalmazdasa

Ha bizonyos sszegek hatdrértékének a kiszdmitdsa [94] a célunk, akkor mér
csak azt kell felismerniink, hogy milyen fiiggvényhez és milyen intervallumhoz
tartozo6 integral- osszeg irhato fel (a projektstlet részletes leirasa: Fiiggelék II.).

1. Példa.

Széamitsuk ki a kovetkezd osszeg hatdrértékét:

1m€+ﬂ+ﬁ+““%
n—oo n\/ﬁ

Az adott Osszeg a jelzett atalakitdsok utan

)

m&+ﬁ+ﬁ+mﬂﬂz/ﬁm:§ﬁé=§

9.3. Integralok kozelit6 kiszamitasanak két kiilonb6z6 méd-
szere

A projektotlet célja

A hatdrozott integralszamitds alapvetd kérdéseinek elsajatitdsa utdn meriil
fel annak az igénye, hogy az olyan fiiggvények hatdrozott integraljét is kiszamit-
suk (a miiszaki alkalmazdsok nagy része ilyen), amelyeknek nem ismert a pri-
mitiv filggvénye. A projekt megvaldsitdsa sordn a hallgaté megismeri az inte-
gralok numerikus szdmitdsdnak tobb lehettségét, és tapasztalni fogja a kiilon-
boz6 mddszerek eldnyeit, hatranyait, osszehasonlithatja az eredmények pon-
tossagdt, az elvégzendd miiveletek mennyiségét. Adott esetben a miiszaki al-
kalmazds soran valasztani tud a rendelkezésére all6 mddszerek koziil, kritikus
szemmel nézve a kapott eredményeket.
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Amellett, hogy a téglalap (trapéz, Simpson) médszeren keresztiil a hallgaté
a hatdrozott integrélok fogalmat is mélyebben megérti, a Taylor polinommal
val6 kozelités lényegének megértése 1j kornyezetbe helyezve, elmélyiti azt.

A projektotlet leirdsa
Az alkalmazds alapelve

Gyakran taldlkozunk olyan fiiggvény hatdrozott integraljanak kiszdmitdsé-
val, aminek nincs primitiv fiiggvénye vagy nagyon koriilményes azt megkeresni.
Ilyen esetekben a szédmitds elvégzése, még ha csak kozelitd értékre is jutunk,
lényeges lehet a gyakorlati alkalmazdsokban. Ennek érdekében tobb mddszer is
ismeretes, a projektotletben két ilyen eljardst tanulményozunk és a kiillonboz6
esetekben Osszehasonlitjuk a pontossdgukat. Ez a két eljards merében kiilon-
boz6, mivel az egyikben a fiiggvényt helyettesitjiik az adott intervallumon egy
jOl kozelité polinommal, a masikban numerikus mdédszerek egyikét, a téglalap
modszert alkalmazzuk (a projektotlet részletes leirdsa: Fiiggelek II1.) .

A két médszer 1ényegét, tobbek kézt, ugyannak a feladatnak két-
féle megoldasaval is 6sszehasonlithatjuk:

9.3.1. Taylor, MacLaurin polinomok

37

T .
A feladat a [ #2%dzx értékét kiszémitani, ha elébb az integrandusz fiiggvény

4

szamlédléjaban kozelitd értéket helyettesitiink, azaz:
3m 3

sir;xdx ~

z—.iz3+i:175

p\a%p‘
»\a%p‘

9.3.2. A téglalap mddszer, és mas moédszerek

Ugyanazt a feladat a téglalap médszerrel (10 részintervallummal, a részinterval-
lumok kezdbpontjaban vett értékekkel szamolva):

sinx

dz ~ .93326

x

ISH \.&‘;"

Pontosabb a szdmitds, ha a részintervallumok koézepe szerinti téglalapokat
vessziik, ekkor:

sin x

dr ~ .97146.

T

N:l\»h‘if
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A trapéz mddszer.
A trapéz médszer [71] még nagyobb pontossdgot ad, mar n = 10-re is:

o

s

4 .
sinx

dr ~ .9804.

T

M:!\

A Simpson mddszer.
Hasonl6éan nagyobb lesz ez a pontossdg a Simpson médszerrel [71]:

sin x

dr ~ .97444.

INE \P‘Cf

9.4. Szélséértékszamitas egy gyakorlati alkalmazdsa

A projektotlet célja

A szélsbértékszamitast a hallgaté kiilon- kiilon megtanulja az egyvaltozos
valés fiiggvények, és a tobbviltozés fiiggvények esetén is. A vdzolt otlet arra
alkalmas, hogy egy olyan mfiszaki kérdés megolddsara késztesse a hallgatét,
amelynek egyszeriisitett forméja egyvaltozds, de a val6sdghoz kozelebb 4116 meg-
fogalmazdsa sordn tobbvaltozoés szélséértékproblémahoz vezet.

A projektotlet leirdsa

1. Példa. Az a feladat [121], hogy vizszintes helyzetben &t kell vinni
egy hosszi rudat (pl. létrat) egy derékszogben megtort folyosén. Legfeljebb
mekkora lehet a rid hossza, ha a folyosék a, és b szélessége méterben kifejezve
a=2,b=37

Megoldas: A folyosdk kiilsé falat tekintsiik egy koordindtarendszer tenge-
lyeinek olyan helyzetben, hogy a folyosck belsé falainak taldlkozasa (sarka) az
S (a,b) pont legyen. Az S ponton dthaladé m irdnytényezdjii egyenes egyenlete:

y—b=m(z—a)
Ez az egyenes a koordindtatengelyeket (a folyosé kiilsé falait) az

—b+ma
m

o =

és az
Yyo=b—ma

pontokban metszi, ezek d tdvolsdgdnak a négyzete:

2
d? = <b+ma> + (b — ma)?
m
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A feladat tehdt megkeresni a rid hosszanak maximumat, ami egybeesik jelen
esetben az adott d tdvolsdg minimumaéval. Igazabdl konnyebb a d? kifejezés
minimumdt megkeresni, tehét a

21+m2
m2

fm) = = (bjnm) + (b ma)® = (b -+ ma)

kifejezés szélsbértékei kozt egy lokdlis minimumot keresiink.
Ha most a konkrét szimadatokkal, a = 2,b = 3, dolgozunk, a rid hosszédra

d= \/<_b:nma>2+(b—ma)2

(Y s

azaz kerekitve a 7 méter értéket adddik.

2. Példa. Ha most a feladatnak egy tsszetettebb valtozataként, egy derék-
szogben megtort a és b szélességii folyoson egy c szélességil, [ hosszisdgu téglalap
alaki targyat tekintiink, akkor az el6bbi feladat jelentheti egy parkoléhazban,
vagy szlik ttkeresztezOdésben befordulni képes (adott ¢ szélességii) gépkocsi
maximélis [ hosszdnak a megkeresését. Megjegyezhetd, hogy pl. az autébuszok
gydrtasdban az tin. csuklés- buszok két részének a kiillon mozgdsa lehetoveé teszi
egy nagyobb méret{i autébusz dthaladdsat egy viszonylag sziikebb helyen.

Ugyanez a feladat a raktdrhelységek tervezésénél gyakran eléfordul, hiszen
ott az egyik lehetséges f6 szempont a raktdrozo feliillet maximaélissd tétele, amit
nyilvdn a folyosék méretének sziikitésével is érvényesithetnek.

Egy lehetséges megoldas egy vazlata

Az 6sszetettebb feladat matematikailag tobbféleképpen megfogalmazhato,
ezek egyike a kovetkez6: tekintsiik ismét a folyosé kiilsé falait a rendszer ko-
ordindtatengelyeinek, és legyen a bels6 oldalak metszéspontja ismét S(a,b).
Most viszont nem az S ponton &dthaladé egyenest, hanem az S kézépponti,
¢ sugarud kort érintd egyeneseket irjuk fel. Az S kozéppontu ¢ sugard kor egyen-
lete:

(x—a)® +(y—b)° =

A kor egy (m,n) pontjdban a kor érintdjének egyenlete:

(z—a)(m—a)+(y—b) (n—b) =

és ez az érintd a tengelyeket rendre az:

, _ 2 b h2 2, a2 o h2 2 .
B L S ;:Lbf bo+e”6g az Yo = — A= R0 1< “fri’ib bote pontokban metszi.

Az el6bbi metszéspontok d tavolsdganak a minimuma alapjdn hatdrozhaté

meg a keresett maximalis [ értéke, ahol

o =
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5 (ma—a2+bn—b2+02>2 < ma—a2+bn—b2+02>2
d- = + (-

m-—a -n+b

Az egyszertiség kedvéért megint a d? minimumadt keressiik, legyen

(m,n) — f(m,n)

tehdt a kovetkezd fiiggvény (feltételes) minimumét kell megkeresni:

m—a -n+b

2 = f(m.n) = (maa2+bnb2+02>2+ (_maa2+bnb2+02>2

vagyis az

2n? —2bn + b2 +m? —2ma + a?
(m —a)® (—n+1b)°

f(m,n) = (ma — a® +bn — b* + ¢°)

fliggvény szélsbéértékeit keressiik az

(m—a)®+ (n—1b)?=c

feltétel mellett.

A matematikai probléma tehdt egy kétviltozos fliggvény feltételes szélsbérté-
kének(szélsdértékeinek) a megtaldldsa.

Ez a széls6érték kérdés megoldhaté a viltozok szdménak csokkentésével, vagy
a Lagrange mddszerrel, mindkét esetben a szamitégépes matematikai szoftverek
alkalmazdsa indokolt.

Megjegyzés. A feladat az egyszeriibb véltozatban megoldhaté gy is, hogy
az m paraméter(az egyenes irdnytényezdje helyett, az egyenes és az abszcissza-
tengely kozti ¢ szoget tekintjiik véltozénak. Ebben az esetben az m = tgy miatt
igy sem lesz sokkal egyszeriibb a szédmitas, de a bonyolultabb feladatot ugyanigy
tekintve, eleve egyvaltozés fiiggvény szélséértékéhez juthatunk (a projektotlet
részletes lefrdsa: Fiiggelék IV.).

9.5. Homoru reflektortiikbr merididngérbéje

A projektotlet célja

Mérnokhallgatok széamara érdekes technikatorténeti adalék lehet az, hogy
a bolygédugattytis motor elve sokkal régebbi, mint a pontos miiszaki meg-
valdsitdsa és ennek egyik oka az volt, hogy nem tudtdk azt, hogy milyen a
legmegfelel6bb feliilet. Végiil az tette lehetdvé a miiszaki kivitelezést, hogy az
1940-es évek végén sikeriilt megoldani azt a differencidl egyenletrendszert, ami
a dugattyihdz és a dugattyu feliiletét irja le. Tehdt a miiszaki elképzelés mate-
matikai megfogalmazdsa, a matematikai kérdés megoldésa, és végiil a szémitasok
utjan nyert eredmény felhaszndldsa vezetett eredményre, a jé miiszaki megoldédshoz.
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Az aldbbi példan keresztiil megvildgithaté ez az it (a projektotlet részletes
lefrdsa: Fiiggelék V.).

A projektotlet leirdsa

A hallgatok ismerik a parabola geometriai tulajdonsagat, mégis érdekes az
adott feltételt kielégitd differencidlegyenlet felallitdsdn és megolddsén keresztiil
végigkovetni azt, ahogy a mfiiszaki tulajdonsdg matematikai megfogalmazdsdn
keresztiil megtaldljuk a valaszt a problémaéra.

Felvethetd a kérdés[121]: Milyen gorbét kell az x-tengely koriil megforgatni,
hogy olyan homort tiikor feliiletét kapjuk, amely az x-tengellyel parhuzamosan
bees6 fénysugarakat az origéban veri vissza?

A mellékelt dbran az x-tengellyel parhuzamosan bees6 fénysugéar a P pontban
éri el a tiikor feliiletét, a rajz szerint a feltételezett merididngorbét.

A P pontbeli beesési merdleges és az adott pontbeli érinté merdlegesek,
tehdt a fényvisszaverddés torvénye szerint a sugdarmenet az elébbi dbra szerint
alakul, ahol az AOP haromszog egyenld szdri, mivel a P csicsndl 1&v6 8 szoge
megegyezik az A csicsndl 1év6 szoggel, ez utébbi ugyanis parhuzamos szaru
szogként egyenld a beérkezd fénysugédr és a meriddngorbe érintéje kozt jelolt
szoggel, ami szintén B a fényvisszaverddés torvénye alapjan.

Tehdt az AOP egyenlszarti haromszog O pontnal 16v6 kiilst szoge a v = 2.
Tovdbbs a merididngorbét leiré fiiggvény derivaltja a P pontban az 3y’ = tg[3,
igy ott felirhaté: ¥ = tg23, majd az ismert képlet szerint: ¥ = azaz,
eljutunk a keresett differencidlegyenlethez:

2/
Yo 2 w40,y £ £l
T 1-()

A kapott egyenlet a kovetkezd alakban irhato:
) +ay L =0ar0y £ 1

Ebbol
Ll /14 (1) ,
Yy = y 7$7é07y 7&:{:17y7é0

x

A megoldashoz ez a két differencidl egyenlet vezet el. A szimmetria mi-
att feltételezhetjiik azt, hogy csak a fels félsikban keresiink megoldést, ahol
feltehetd y > 0, s6t 3" > 0.

A szédmitdsok elvégzése utan az

P =C%*+2Cz,y =/C2+2Cz,z>0,C > 0.
és az

K
v =2Kz+ K2 y= \/2K93+K27K>0,—5 <z <0.
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1. dbra. Homoru reflektortiikér meridiangsrbéje

megolddsokhoz jutunk, és ldthatélag a két megoldds egyforma alaku.

Vilasszuk most ki azt a gorbét, amire y(—%) = 0, ekkor a mdsodik megoldas
szerint

0=+vK? — K, ennek megolddsai K =0, K = 1.
Tehat ezen az intervallumon a keresett megoldads:

1
y:\/2x+1,0>x§—§.

Ha folytonos gorbiilettel illesztjiik a mésik intervallumon (z > 0) taldlhaté
megoldéshoz, akkor ott az y(0) = 1,y/(0) = 1 feltételeket kell venniink, igy a
VC? =1 mellett az: vy = ﬁ -bdl, a \/% =1, azaz C = 1 adddik, teh4t
a keresett megoldas:

1
y:\/2x+1,x§—§

azaz mint varhaté volt, egy parabola két, egymdshoz illeszked6 ive.
A reflektortiikor merididngsrbéje tehat ebben az esetben a szimmetridt is
figyelembe véve

1
y=+v2zx+1,22 —3

Az sltalanos esetben, ha az el6z6ek szerinti folytonos gorbiilettel csatlakozunk
az = 0-ban akkor az
C
y==+V2Cx+C%x 2 3

<
27

azaz az x = — < vezéregyenesii (

5 O) fékuszpontu parabola lesz a megoldés.
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9.6. Résztortekre bontas egy gyorsabb mdédszere

A projektotlet célja

A hatdrozott integralok oktatdsa soran gyakran taldalkozunk olyan integrél-
szémitdsi feladattal, amit pl. véltozdcserével tortek integréldsra vezetiink vissza
(gondolhatunk irraciondlis fiiggvényeket, szogfiiggvényeket, vagy hiperbolikus
fiiggvényeket tartalmazo példdkra). Ezért a tortek integréldsa hangstlyosabb
szerepet kap. A résztortekre bontas amigy algebrai feladatét az oktatok tapasz-
talata szerint a hallgaték nehezebben sajatitjak el. A résztortekre bontdsnak ez
a modszere, féleg az egyszeriibb feladatok megolddsa sordn, 1ényegesen leroviditi
a szamitasokat, és igy ez a mdédszer, bar a megtanuldsa bizonyos foku tobblet-
munkdra épiil, mégis népszerii a hallgaték kozott. Tobbszor tapasztaltuk, hogy
azok a hallgaték, akik ezt a mddszert alaposan elsajatitottdk, valésdgos ”sza-
kértbive” viltak a fejezetnek. A maédszer elsajatitdsa tortekkel végzett miiveletek
gyakorldsa mellett még a fiiggvényeknek a pontosabb tanulményozdsét is ered-
meényezi, foként az értelmezési tartomanyuk végpontjaiban.

A projektotlet leirdsa

Maga a lefrds az dltaldnos esetben sokkal bonyolultabbnak t{inhet mint a
mddszer alkalmazdsa, féleg az egyszerii esetekben.

Az aldbbi tort az ismert médon felirhaté résztortek osszegeként (lasd a pro-
jektotlet részletes lefrasdban: Fiiggelék VI.) :

8(z —2) 1 3 3

G- 12+ 122 +1)  @=12 a-1 (@1
5 2(z —2)
41 2 +1

Ugyanezeket az egyiitthatékat mésképpen, bizonyos esetekben sokkal rovi-
debben is meghatédrozhatjuk. Tekintsiik ismét az adott felbontast:

8((E — 2) - A1 n A2 +
(r—12(x+1)2=2+1)  (@-12  z-1
Bl Bg MCC+N

(z+1)2+x+1+ x2+1

Szorozzuk most mindkét oldaldt (x — 1)2-nel:

8(x — 2)
Grit@Esn - AtAE-b+
Bl B2 MI+N

—1)2
(z-1) (x+1)2+x+1+ x2 41

Ha most ez utébbi azonossdgba x = 1-et ”behelyettesitjiikk”, az Ay = —1-hez
jutunk, ami természetesen megegyezik az el6zéekben kapott eredménnyel.
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Itt felhivhatjuk a hallgaték figyelmét arra, hogy a két el6bbi azonos-
sdg nem teljesen egyenértékii, hiszen mig az elsének nincs értelme
z =1 és x = —1 esetén, a mdsodiknak = = 1-ben méar van értelme.
A hallgaték még pontosabban megérthetik ennek a moédszernek a lényegét,
ha az utébbi egyenléségben az x = 1 behelyettesitése helyett a kifejezések
hatarértékérdl beszéliink, ha z — 1.

9.7. Az egész szamok néhdny tulajdonsiga

A projektotlet célja

A projektmddszer alkalmazdsa ebben az esetben arra vezethet, hogy egy-
két hallgaté vagy egy kisebb hallgatécsoport tanuldsat katalizélja. A tanult
anyagrészhez kapcsol6dd, de a tanultakat kicsit més szempontok szerint dssze-
fog6 kérdések arra osztonzik a hallgatot (hallgatékat), hogy a tanultakat meé-
lyebben megértsék, azok alkalmazdsanak feltételeit pontosabban megismerjék
és alkalmazni tudjdk a szokatlanabb feladat-helyzetekben. A megvaldsitasa
sordn a hallgaté az intuitiv gondolkoddsméd kialakitdsdra kaphat mintat [103],
arra, hogy egy egyszeriinek tin6 szamitdsi feladat tovdbbgondoldsa mire veze-
thet . Erre a kovetkezetes, logikus gondolkoddsmdédra feltétlen sziiksége van a
mérnokhallgaténak. Ennek az induktiv dtnak egy jo példdja ez a kisdolgozat,
ami az egész szdmok egy tulajdonsagdrol szol.

9.7.1. Torténete

A kisdolgozat (egyéni projekt) megvalésuldsdnak 1980-as évekre visszanyulo
torténete a matematikai indukcié tanitdsa sordn a kovetkezd példa megolddsa
utdn kezdddott:

Példa: Igazolja, hogy n® — n mindig oszthatd 30-al, ha n > 1,n € N.

A didkoknak az volt a tennivaléja, hogy néhdny egyszerii esetben kozvetlen
szamitdssal ellenorizzék az adott allitast, és ha igaznak bizonyul, akkor &l-
taldnosan is igazoljak

Ez a feladat annak a szemléltetésére is alkalmas, hogy az induktiv tton
kapott sejtés a matematikai indukciéval torténé bizonyitds mellett gyakran kozvet-
leniil is beldthato.

A feladat megolddsat kovetd ordan Nemes Attila szakkozépiskolds, aki ma
kitiind mérnok, egy kérdést tett fel, amiben az egész szamoknak egy nagyon
egyszerti, dltala észrevett tulajdonségaval foglalkozott. Eszrevette ugyanis, hogy
két egymast kovetd egész szdm harmadik hatvényainak a kiilsnbsége hdrommal
osztva mindig 1-et ad maradékul. Ezt a tulajdonsdgot tobb tucat esetben el-
lenérizte a zsebszémolégépével és a nagy szdmu példa kiszdmitdsa utdn azt
allftotta, hogy ez mindig igy kovetkezik be.

Nemes Attila szavaival élve "egy kis felfedezést tett a matematikaban" és
megfogalmazott egy sejtést, egy tételt. Azt kérte, hogy mondjak véleményt,
hogy ez a megdllapitds tdjdonsdgot tartalmaz-e vagy sem, mivel mindenképpen
a sajit eredményének érezte a tulajdonsdg észrevételét, és szerette volna tudni,
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hogy mennyire van igaza. A jelzett tulajdonsdg hivatalos bizonyitdsat ardny-
lag konnyen beldtta, de szerencsére nem veszitett érdeklddésébdl. Tandcsomra
elméleti dton is, meg a zsebszdmolégéppel is prébalkozott az adott tulajdonsédg
tovabbi ellendrzésével, a tulajdonsdg kapcsdn megfogalmazéds tovdbbi &llita-
sokkal.

A kovetkez6 hetekben szinte minden alkalommal, amikor taldlkoztunk a tu-
lajdonsag djabb és ujabb véltozataival, esetenként dltaldnositdsdval jelent-
kezett. A tulajdonsdgok egyre osszetettebb alakjdnak bizonyitdsa kozben, tu-
lajdonképpen a tanult anyag egy tekintélyes része rendre széba keriilt, hiszen a
matematikai indukcié mellett polinomok gyokeirdl, polinomok oszthatésagarol,
Bézout tételérdl, komplex szamok algebrai, majd trigonometriai alakjdnak felirdsarol,
ezek alkalmazdsardl szoltak ezek a bizonyitédsok.

Nemes Attila az dltala felvetett kérdés egyre pontosabb, szélesebb korii
megolddsa révén észrevétleniil megtanulta a matematika fent emlitett fejezeteit,
st azokat alkalmazni kényszeriilt. Tehét akarva-akaratlanul ennek a néhdny tu-
lajdonsdgnak és a tulajdonsdg kovetkezményeinek koszonhetéen a tanult anyag
jelentds részét nagyon alaposan megtanulta, sot alkalmazni is tudta nem egysz-
erii begyakorl6é példdkon, hanem ”élesben” egy elméleti bizonyitds sordn. Az
altala felvetett egyszerii feladat motivalta abban, hogy jé néhany eléaddson
keresztiil fesziilten figyeljen, kizbevetett kérdéseivel a tanultak alkalmazhatésdgé-
nak hatdrat, lehetéségét igyekezett felfedezni és mire ezt a kisdolgozatot megirta,
mér nem csak azt tartotta fontosnak, hogy zsebszamolégéppel, sok-sok példén
keresztiil felismerjen valamilyen szabélyszeriiséget, hanem azt is, hogy a tanult
elméleti tételek alapjéan, esetleg elméleti iiton prébalja felfedezni, megfogalmazni
a még lehetséges tulajdonsdgokat. Ez a folyamatosan visszacsatoldsokkal tarki-
tott kozos munka mintegy 8 hétig tartott és eredményeképp sziiletett meg egy
kozos dolgozatunk [47].

A dolgozat felépitése pontosan nyomon koéveti a projekt sordn kialakulé
aprébb lépéseket, és tiikrozi azt a sorrendet, amint az adott tulajdonsdgokat
"felfedeztiik" és bebizonyitottuk. Ennek a projektnek kiilon érdekessége az,
amint Nemes Attildnak a matematikatanuldssal szembeni magatartdsa megval-
tozott. Fegyelmezett, jéindulati, szemlélédd, tobbnyire passziv emberbdl egy
szenvedélyesen vitatkozd, nagyon aktiv, a matematikdt nagy becsben tarté didk
lett, kés6bb egyetemet végzett és jelenleg egy sikeres mérnoki iroda vezetdje.

A Fiiggelék VII. része ennek a dolgozatnak a részleteit idézi fel, nyomon
kovetve azt, hogy milyen matematikai ismeretek meglétét, alkalmazdsi képességét
tételezi fel és a munka hogyan egésziil ki egyre sszetettebb matematikai esz-
kozokkel. A dolgozat nyomédn az utébbi években a Miskolci Egyetemen is tobb
kisdolgozat sziiletett.

9.7.2. Az egész szamok néhdny tulajdonsdiga

Eszrevehetd, hogy két egymads uténi egész szam harmadik hatvanyainak kiilsnb-
sége hdrommal osztva 1-et ad maradékul, azaz:

(n+1)°—n’= 3 - Ms+1, M4€Z, ahol Ms= n(n + 1) €Z.
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Ezt a tulajdonsdgot magasabb kitevOkre is dltalanosithatjuk. A negyedik
hatvdnyra nem érvényes a hasonlé tulajdonsdg, tehat a pdros szémokat elvetjiik,
az 0todik és hetedik hatvdnyra ismét érvényes egy hasonlé tulajdonsdg, de a
kilencedik hatvdny esetén nem, tehdt a paratlan szémokra sem mindig igaz.

Felotlik tehdt az a gondolat, hogy csak primszamkitevokre érvényes a kovetkezo:

1. Tulajdonsdg. Tetszoleges p > 3 primszdm és bdrmely n egész szim
esetén:

(n+1)"=nP=p - M,+1,ahol n(n+1)| M, és MyEZL.
tovdbba:

Ha p > 5, akkor még (n2 +n+ 1) | M,.

2. Tulajdonsag. Ha p egy hdromndl nagyobb primszam és n valamint k
tetszbleges egész szdmok, akkor:

(n+k)f—nP=p-n-k-(n+k) M+EKP,

ahol M € Z.
3. Tulajdonsag.
Ha p > 3 egy primszam és n valamint k > 0 egész szdmok, akkor:

(n+k)? —n? =p- M, +k,
ahol ﬁpeZ.

Alkalmazasok.

1. A 3. Tulajdonsigbdl egyszerii helyettesitéssel bizonyithaté az un. kis
Fermat tétel:
Ha n =0 és k = a, akkor (12) alapjan:

=l

a? - 0=p-M,+a

vagyis o

a? —a=p-M,
ez Fermat kis tételének egyik alakja.
2. A 2. és 3. Tulajdonsédg alapjdn mésképp is bebizonyithatjuk a kis Fermat
tételt:
A 2.Tulajdonsdg alapjén:
(n+a)’ —n? =p- M, + a? (k=a)
A 3. Tulajdonsag alapjan:

(n+a)”—n”=p~ﬁp+a.
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A fenti két sor kiilonbsége:

tehat

Feltevidik a kérdés, hogy a taldlt tulajdonsdg nem jellemzi-e a primszémokat,
vagyis abbdl, hogy:

(n+k)? —nP=p-M,+k"

igaz barmely n és k-ra, kovetkezik-e, hogy p primszéam.
Ez a kérdés nyitott marad, és kiilon érdekessége az, hogy a kis Fermat tétel
megforditdsdra ellenpélda adhaté [167].

9.8. Grafok alkalmazasai

A projektotlet célja

Bar a gréfok tanitdsa nem mindig képezi részét a miiszaki felsoktatdsnak,
tekintve a grafok sokoldali miiszaki alkalmazasait valszinii, hogy el6bb-utébb
kotelezd részévé vilik a gréfelmélet a mérnoki egyetemek matematikaoktatdsa-
nak (A projektotlet részletes leirasa a Fiiggelék VIII. részben taldlhato) [20].

Két alapvet6 grafelméleti kérdés az Euler-gréfok és a Hamilton-grafok kérdése
nyilvdn megkeriilhetetlen, példdul logisztikai tervezések, utvonalak, sz&llitds,
informécié dramlat. Az Euler-grafok jelentésége abban &ll, hogy egy adott
graf éleinek olyan bejardsdt jelentik, amelyekben minden élet pontosan egyszer
jarunk be. Ilyen példdul egy miiszaki objektum 6rzése sordn a biztonsdgi be-
jarasi utvonal, de Euler utak szerepelnek példdul aramkorsk tervezésénél is. A
miiszaki informatikus vagy programozé matematikus hallgatéknak, de taldn a
logisztikai szakirdnyon tanulé gépészmérnok hallgatéknak sem érdek-
telen feladat egy-egy ilyen Euler ttvonal tervezése.

A Hamilton utak, korok keresése (amikor a graf osszes pontjan keresztiil
haladé utat keresiink) fontos lehet gazdasédgi kérdésekben, pl. egy orvoslatogaté
utjanak megtervezése, vagy egy tevékenység (pl. kiterjedt nemzetkszi projekt)
megvalésitdsi terve.

9.8.1. Euler és Hamilton utak

Projektotlet leirdsa

Legyen T : E — V2 egy irdnyftott graf megaddsa, ahol a graf éleinek halmaza
E ={e1,e9,€3,...,en}, csucsai a V = {v1,va,v3,...v; } halmazban vannak.
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Vegyiik a P métrixot, aminek p;; elemei azoknak az e, éleknek az "algebrai
osszege", amelyek a v; csicsot a v; csicesal kotik ossze, ha ilyen élek ninc-
senek, akkor legyen az érték 0. Parhuzamos élek és hurokélek ebben az esetben
megengedettek.

P = me} s ahol

P — { €xtey+ ... ha ey ey, ... v; ésv; kizti élek ek és =1k

0 kiilonben

Euler "6svénynek" nevezziik egy Euler it egy részét .

Allitas. A P madtriz "hatvdnyai” Euler "Gsvényei" az adott grafnak, ha a
hatvdnyozdst o kovetkezd szabdlyok szerint végezziik el:

(i) 0 és barmely mas elem szorzata 0,

(i) a szorzds nem kommutativ, de a kapott szorzatok "dsszege” eltérd Euler
osvényekként értelmezhetd,

(iii) érvényes a jobboldali disztibutivitds,

() a szorzat értéke 0 ha két azonos tényezot tartalmaz, a tényezok helyétol
fiiggetlendil.

Az Euler utak, vagy korok a Pelemei lesznek.

Egy adott graf Hamilton utjdnak, ha létezik, a grafnak egy olyan bejardsat
mondjuk, amely a graf minden csicspontjén egyszer halad dt. Ez a Hamilton
1t zarodé, ha az utolsé cstcsbdl van él az elsé csticsba, és nyitott, ha az utolsé
csucs és az elsd kozt nincs éle a gréafnak.

Tekintsik aT': E — V2 (V2 =V x V,|V| = k > 3) irdnyitott grafot, ahol
E = {ej,eq,€3,...,e,} a graf éleinek halmazdt, és V = {v1,v9,vs,...v5} a graf
pontjainak halmazat jeloli. A gyakorlatban szokds a graf e € F élének megfeleld
képet I'(e) = (vs,v;) helyett a v;v; szorzattal jelslni, ez esetben nem kommu-
tativ "szorzatra” gondolunk, tehdt v;v; # v;v;. Rendeljiik hozzd a gréfhoz két
matrixot, a szomszédsdgi matrixnak egy olyan Hs-vel jelolt véltozatét, ahol az
¢éleket a két végpontjuk jellemzi, majd ennek egy részét tartalmazé G matrixot
amivel a Hamilton utakat el6 fogjuk allitani. Megjegyzés, ha a médszert irdnyi-
tatlan grafokra alkalmazzuk, akkor az alkalmazds érdekében minden élet két
oda-vissza irdnyitott élparral lehet helyettesiteni.

Az egyszeriiség kedvéért zarjuk ki a tobbszoros éleket, és a hurokéleket, bar a
végeredmény szempontjabdl teljesen mindegy, hogy van-e t6bbszorss él, hurokél.
Csak abban az esetben kell figyelembe venni a t6bbszoros élek szamat, ha meg
kell kiilonboztetni két Hamilton utat aszerint, hogy két adott pont kozott a
tobbszoros élek koziil melyiket vélasztjuk.

Ha a grafban van v;-bél v;-be mutaté él, akkor az h;; elem a Hy—ben a v;v;
"nemkommutativ” szorzat, és g;; elem a G-ben v;, kiilonben Hj és a G tobbi
eleme 0, tehat

viv; ha wvan él v;-bol v;-be

0 Liilénben i=1.késj=1.k

Hjy = [hyj], ahol h;; = {
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v; ha wvan él v;-bol v;-be
G =lgi], ahol g;j = { 0] kiilonben '

Jdi=1.késj=1.k

A tovabbiakban a graf esetén Hamilton 6svénynek nevezziik barmely Hamil-
ton ut részét.

Allitas. Beldthatd, hogy a H, = H,_y -G rekurziv dsszefiiggés elballitja a
graf r hosszisdagu Hamilton dsvényeit, amennyiben ezt ”szorzdst” a kovetkezd
szabdlyok betartisdaval végezziik:

(i) a 0 és barmely elem szorzata 0,

(i) a szorzdas “mem kommutativ”, de a kapott szorzatok "dsszege” eltérd
Hamilton dsvényekként értelmezhetd,

(#4i) a szorzatra érvényesil a jobboldali disztibutivitds,

(iv) a szorzat 0 ha két azonos tényezdt tartalmaz.

Az eljdras alkalmas arra, hogy eldoéntse, hogy van-e Hamilton ut egy adott
grafban, konstruktiv médon meg is adja az 6sszes Hamilton utat, mint pontok
rendezett sorozatdt, és ennek alapjdn, a graf adatai szerint minden esetben el-
donthetd az, hogy zdrédé, vagy nyitott-e az adott Hamilton ut. Ha a rekurziv
dton kiszdmitott Hj minden elem 0, akkor nincs Hamilton it a gréfban, a
nulldtdl kiilonboz6 elemek egy-egy Hamilton dtat jellemzd pontsorozatot jelen-
tenek, és végiil egy ilyen 1t zdrédd, ha van a grafnak az utolsé pontbdl az elsébe
mutaté éle.

9.9. Az inverz félcsoportokrél

A projektotlet célja

A miiszaki egyetemek oktatdsdban nem kozvetlen feladat az algebrai struk-
turdk oktatdsa. Mégis a hallgaté taldlkozik olyan fogalommal, mint az inverz
létezése, ldsd matrixok, vagy fiiggvények inverze. Az inverz elem fogalmanak a
bevezetésére tobbnyire a semleges elem 1étezése mellett, azt kovetden keriil sor.
A projektben kihasznalhat6 az inverz fogalmanak az altalénosabb értelmezése,
és egy ilyen értelmezés logikus tovdbbgondoldsa. A mddszer arra is alkalmas,
hogy a hallgaté figyelmét magdara az inverz keresésére irdnyitsa, annak tulajdon-
sdgainak ismeretében.

Ugyanakkor a projektotlet a matematikai egy olyan fejezetére példa, aminek
az miiszaki matematikaoktatdsban is lehet szerepe, gondoljunk a parcidlis transz-
forméciok invertdlhatésagéra.

A projektotlet leirdsa
A csoport fogalménak a bevezetésekor megismerkediink a félcsoport és a
monoid fogalmdval is.

Ha egy G x G — G miivelet asszociativ, azaz:

(Va,b,c:a-(b-¢c)=(a-b)-c
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(a mitvelet jele ”-"), akkor (G, -) félcsoportot alkot.
Amennyiben a félcsoportban semleges elem is létezik, azaz:
(e € G gy, hogy

MzeG:z-e=e-z=u1,

akkor (G, -) monoid.

Egy olyan monoidot, amelyben minden elemnek létezik szimmetrikusa, azaz
(V)z € G,(3)z~ ", amelyre: x-2~! =21 - 2 = e, csoportnak nevezziik.

Ebben a sorrendben logikusnak latszik, hogy a szimmetrikus elem fogalmat
csak a semleges elem fogalma utdn vezetjiikk be. Mégis kimutathatd, hogy a
szimmetrikus elem fogalma bevezethetd a semleges elem létezésétdl fiiggetleniil
[44].

Meghatarozas. Egy olyan (G, -) félcsoportot, amelyben teljesiil a kovetkezd
két feltétel:

(i) MaeG @AbeG:a-b-a=aésb-a-b=b,

(i) a G idempotens elemei eqymaskozt felcserélhetok, (eqy a elemet idem-
potensnek nevezink, ha a®> = a) inverz félecsoportnak neveziink.

A Fiiggelék IX. részben kideriil, hogy az ily médon meghatarozott elem az
inverz elem tulajdonsdgai koziil nagyon sokat teljesit, tehdt jogos az elnevezése

[2].

Definicié.

Az S szimmetrikus inverz félcsoportban x <y pontosan akkor, ha az aldbbi
hat ekvivalens feltétel egyike teljesiil:

(o) zy ' =az7!
(6) ='y=1a
(7) yat=za!

(0) ylz=a2"12

() wylz=2

(O o lyet =t

A kisdolgozat elmélyitéseként tanulmédnyozhatjuk a rendezés néhdny egysze-
rii tulajdonsdgat is [25], ami elvezethet néhdny tovabbi eredményre [7].

10. A matematikaoktatds ellenorzési, értékelési
fazisa

Brown [85] szerint a hallgaték ellendrzésének, értékelésének a kévetke-
z6 fobb céljai lehetnek:

- a tanulmédnyi elérehaladast méri a hallgaté és az oktaté szemszogébol

- lehetdvé teszi az oktaté szdmdra az oktatds hatékonysdganak a mérését

- a didk szdmadra egyéni, az évfolyam szdamadra egy kozos visszajelzés egy
adott eléadds egészérdl
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- hozzdsegiti a hallgatékat a tanulményok elvégzéséhez

- a jobb hallgaték szamadra bizonyos foku sikerélményt nytjt

- lehet6vé teszi a hallgaték tanuldsi médszereinek az ellenérzését

- lehetévé teheti a jovébeli munkaadd szdméra az alkalmazésra keriilé hall-
gatdk teljesitményének megismerését

- a kozosen végzett munkdnak egy nyilvdnos értékelése

- a hallgatok szédmadra a visszajelzés 6sztonzi az alaposabb tanuldst

- motivilhatja a hallgatokat

- kiemeli (diagnosztizalja) a hallgatok erdsségeit és gyengeségeit és ezdltal
kialakitja a hallgatok onellendrzési készségeit.

Az ellendrzés eredménye felhaszndlhato:

- egy fokozat vagy végzettség megszerzéséhez (dllamvizsga, felvételi vizsga)

- egy kovetelmeény (aldirds, vizsga) teljesitésének a mérésére illetve a teljesit-
mény minésitésére (sikeres, sikertelen vagy 1-5-ig osztdlyzatok révén)

- egy hallgaténak a jobb megismerésére

- a hallgatok kivélasztdsa (pl. szakirdnyok, tuljelentkezés esetén)

- a hallgatoé jovObeli teljesitményének az elérejelzésére.

A miiszaki fels6oktatdsban, és ezen beliil a matematika oktatasdban
az ellendrzési formak nagyon szorosan kétddnek az eldaddasok anyagdhoz
és tilnyomorészt irdsbeli ellendrzések. Ez az ellenérzés 1ényegében ”ter-
mék ellendrzés”, azaz a megszerzett tuddst mérik valamilyen forméban, ahol
a "termék” a hallgaté dltal elsajdtitott, megértett tételeket és azok alkalmazdsat
jelenti.

Mivel az el6addsok nagy része példdkon, feladatokon keresztiil kozeliti meg
a matematikai alkalmazdsokat, értelemszerfien az ellendrzés tobbnyire frasbeli
(zarthelyi dolgozat, vizsgadolgozat) és inkdbb a feladatok megoldédsédra irdnyul.

A megszerzett tudas felhaszndlhatésdagat, alkalmazasi készségét le-
egyszeriisitve, feladatmegoldé készségeket, képességeket ellendrziink.
A hallgaté a matematika megértése mogott ritkan taldlkozik azzal az igénnyel,
hogy az ellenérzés sordn a megszerzett tudds alkalmazdsi képességét vizsgdljuk.
Az ellendrzésre szant feladatsorok, amint a tapasztalat mutatja, tobb-
nyire csak formalizdlt, matematikai nyelven kozelitenek a feladathoz
(Oldja meg a kivetkezo egyenletrendszert..., Szamitsa ki a kovetkezd hatdro-
zott integrdlokat..., hatdrozza meqg a szélsbértékeit a kovetkezo fiiggvénynek...,
Irja fel a sor konvengencia tartomdnydt..., Szamitsa ki a kovetkezo gorbék altal
hatdrolt teriiletet..., Igazolja, hogy az integrdl dtalakitdsi tételben szerepld integ-
ralok értéke megegyezik...) és ritkdbban taldlkozunk olyan ”alkalmaz&si
feladattal”, aminek a sz6vegébdl kell a hallgaténak kihdmozni azt a
matematikai feladatot, aminek az ellen6rzésére toreksziink. Igaz ugyan,
hogy az alkalmazott matematikai feladatok, 1évén a matematika alapozé targy,
nehezen kothetdk ossze az adott mérnoki szakismeretekkel, hiszen a hallgaté a
matematikdt a késébbiekben fogja a mérncki tdrgyak megértésében hasznosi-
tani. Ugyanakkor, ha nem toreksziink arra, hogy a lehetségek szerint
maér az alapozé félévekben a matematika gyakorlati alkalmazhatésagat
hangsiilyozzuk, akkor a hallgaté motiviaciéja nagyon alacsony szinten
marad, esetenként a matematikdt csak kotelezd silyosbitdsként fogja fel, egy
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lekiizdésre varé nehézségként, és minél hamarabb maga mogott szeretné tudni,
esetleg minimalis eredménnyel a matematika szigorlatot.

Tehat a matematika oktatdsdban is, de az ellendrzés sorén is torekedniink kell
olyan gyakorlati alkalmazédsok bemutatdsdra, felhaszndldsara, amelyek erdsitik
a hallgatéban azt a képet, hogy a matematika a mérnoki tudoméanyok kifejezési
nyelve.

A mérnokképzésben a matematika oktatdsa sordn kialakulé ellenérzési mod-
szerekben az utébbi években Mustoe szerint elmozdulds tapasztalhaté az
oktaté altal irdnyitott verseny-kdrnyezet (tutor-led competitive en-
vironment) irdny4dbdl a hallgaté kézpontu egyiittmiitkédés (student-led
collaboration) fele, és az eldadés-tartalmi ellenérzése helyett - ”termék el-
len6rzés” - a tanuldsi folyamat ellendrzése kezd kialakulni.

Mustoe ezeknek az ellendrzési formdknak az alkalmazhatésagat a
kovetkezd kovetelményekhez fiizi:

- legyenek gazdasdgosak az id6 és a befektetett munka szempontjabdl

- legyenek 6sszhangban az adott targy oktatasi és tanulési stratégia-
javal

- az ellendrzés igazsiagos legyen és ugyanakkor alkalmas legyen a hall-
gatdk tuddsszintjében tapasztalhaté kiillonbségek mérésére

- nyerje el a hallgaték beleegyezését, bizalmat

- nyerje el a felhasznalék bizalmat

- fogja at az oktatds kiilonb6z6 formadit (mérje a fogalmak megértését,
a készségek kialakuldsat, a problémamegolddsi készséget és ugyanakkor mérje a
vizsgdzonak azt a képességét, hogy Osszefiiggd, beszamolé jellegii dolgozatban
bizonyitsa, hogy képes a megszerzett tuddst széles kdrben alkalmazni).

A SEFI szemindriumon a matematika oktatds ellendrzésének, mérésének
kérdése kiilon kerekasztal témadja is volt, ahol felmeriiltek mindazok a lehetséges
problémdk, amelyek a mérnckoktatdsban tapasztalhatok:

- a hallgaték és az oktaték tilterhelése

- az oktatds mérésének a torléddsa, tul sok félévkozi ellendrzés (zarthelyi
dolgozatok) esik egy idébe, egy-két hét leforgdsa alatt néha hat-nyolc térgybdl
is zarthelyi irds van.

A Miskolci Egyetemen a zédrthelyi idopontok egyeztetését a dékani hivat-
alok tanulmdnyi osztdlya igyekszik megoldani, visszajelezve, ha a kiillonboz6
tanszékek til nagy szdmu zédrthelyit terveznek egyazon hétre.

- gyakran kevesellik a hallgaték a zarthelyikben kittizott feladatok
megolddsédra szant id6t

- a zarthelyi dolgozatokban elktvetett hibdk, tévedések elemzésére, magya-
rdzatdra nagyon ritka esetben keriil sor, tehdt nem elégséges a visszajelzés,
amit a hallgatdk a félévkozi tudasukrol szereznek

- nagy eltéréseket tapasztalnak a kiilonb6z6 targyak kdévetelmény-
rendszerében

- a hallgatdék teljesitményének a mérésére alkalmazott szempontok
gyakran nem vildgosak, a hallgaté nem érti meg pontosan, hogy a dolgoza-
tanak értékelésekor mi az, amit elvartak volna téle

- a kittizott feladatok megértésében is nagy eltérések tapasztalhaték.
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A matematika oktatdsdban leggyakrabban haszndlt ellen6rzési for-
mak

- egy-kettd oras felevkozi irdasbeli dolgozat

- egy-kettd ords vizsgadolgozat

- sz6beli vizsgaztatds

- sz6beli vizsgat megel6z6 frasbeli (beugro) teszt, rendszerint kizaré jelleggel,
célja a felkésziiletlen hallgaték kisziirése

- folyamatos ellenérzés

- feladat beadds: kozos vagy egyéni feladatsorok kiosztdsa, majd hatdridére
torténd beaddsa

- egyéni vagy csoport projektek

10.1. Az ellenorzési formak elemzése, 6sszehasonlitdasa
10.1.1. A félévkozi zarthelyi dolgozatok

Altalaban 5-6 hét eléadds és gyakorlat elhangzésa utén, féként az oktaték
(de néha a hallgatok is) sziikségét érzik annak, hogy az elhangzott
anyag megértésérol és elsajatitasardl visszajelzést kapjanak, hiszen az
elbaddsok anyaga piramis-szeriien egymadsra épiil, és a tovabbi kérdések
megértése az eldzmények megtanulasat feltételezi.

A félevkozi (zarthelyi) dolgozat tehat a hallgaték szamdra egy kény-
szeritd koriilmény és a megvaldsuldsa is tobbnyire formalis. Az idéhidnnyal
kiizdve a félévkozi zdrthelyi dolgozatok a tanult anyagnak tobbnyire egy 5-8
feladatot tartalmazé részbeni ellenérzését jelentik.

Az oktaté ebben a kényszerhelyzetben két rossz koziil vdlaszthat: vagy
t6bb tucat aprd, rovid kérdést tesz fel és igy az anyagot mélységben
egyaltaldn nem tudja ellendrizni, vagy az emlitett 5-8 feladaton keresztiil
csak az eldaddsok anyaganak egy részét ellendrzi. Arra mér végképp
nem jut id6 és lehetéség, hogy dtfogdbb jellegii gyakorlati, alkalmazds-jellegii
kérdéseket ellendrizziink, hiszen ilyen kérdésekbdl néha egynek a megolddsa is
tobb o6rat igényel.

A félévkozi zarthelyiknek az idopontja a matematika targyakbdl 4l-
taldban az 5-8. illetve 11-13. oktatéasi hétre esik és tobb, parhuzamosan oktatott
targy esetén is ezek a legzsiifoltabb hetek.

Az idépontok kivdlasztdsa snmagaban is nehéz feladat, hiszen ennél korabbi
hetek vilasztdsa azt jelentené, hogy az elsd zarthelyire a hallgaté még nem
ismert meg kell6 mennyiségii anyagot. A mdsodik zdrthelyi elére hozdsa azzal
jarhat, hogy a hallgaték az utolsé 3-4 heti eldaddsok anyagdnak megértését, a
félév végi oktatdsi tilterhelés miatt, szinte teljesen elhanyagoljdk.

A zarthelyik szémdnak a novelése a hallgaték jelentds tiulterhelésével jérna,
csokkentése az ellenérzés gyengitését eredményezné. Ha a zarthelyik szamét
nagyon megnoveljiik, akkor egy maés tipusu, a folyamatos ellenérzési médszerrdl
beszéliink, ennek elényeit, hatrdnyait ldsd ott.

A félévkozi irasbeli dolgozatok eldnyei:
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- megvalésitja a visszajelzést a hallgaték szaméra, a sikeres dolgozat
fokozza a hallgaté 6nbizalmat és javitja hozzadllasét, motivaciéjat

- az oktaték szdmadra a dolgozatok eredménye az anyag befogadasianak
mértékét jelzi vissza

- a hallgaték vizsgatapasztalatat ndveli, megkoénnyiti a vizsgara valé
késziilést

- megnoveli a targy silyat, fontossagat, elfogadottsagat

- mas ellen6rzési formaknal megbizhatébbnak, objektivebbnek tartjik a
hallgatok is

- az frasbeli alkalmas arra, hogy a hallgatéknak a teljesitményét "nyomds
alatt” mérje vizsgakoriilmények koézott (kiilfoldi gyakorlatban a vallalati
osztondijas hallgatok félevkozi eredményérdl a véllalat tudomadst szerezhet)

A félévkozi irdsbeli dolgozatok hatranyai:

- arendszeres tanuldst nem kifejezetten tdmogatja, a hallgatok tobbsége
csak a zéarthelyi elétti napokban (éjszaka) késziil (hegy alatt abrakol)

- nem alkalmas arra, hogy a tananyag tdvolabbi részeinek az 6ssze-
fliggd kérdéseit megerodsitse a hallgatékban, hiszen az elsé zédrthelyiben el-
lenérzott témdkat a masodik zérthelyire a hallgaték mér nem ismétlik at. Jel-
legzetes példa az analizis oktatdsaban az elsé zarthelyire a differencidlési, de-
rivaldsi kérdések a jellemzoek, és ha a mésodik zarthelyit az integrélasi technikdk
megismerése utdn fratjuk, akkor kellemetlen meglepetésként értékelik a didkok
egy bonyolultabb differencidlasi lépés beiktatdsat ebben a méasodik zdrthelyiben
(”Nem szamitottunk arra, hogy még egyszer meg kell tanulni a derivaldst...”).

- a hallgatékban az a téves kép alakulhat ki, hogy a félévkozi
zarthelyi elégséges teljesitése kiozel elegend6 a sikeres vizsgdhoz. Ezek
ugyanis az anyag kisebb részének az ellenérzését jelentik és a zdrthelyik pon-
tozédsa is az dltalanos gyakorlat szerint alatta marad a vizsgdk szigorisdganak.
A vizsgdra a hallgaté az anyag egészét kell megtanulja és rendszerint sokkal
magasabb kovetelményeknek kell megfeleljen, mint félév kozben. Taldn ez a
mélyebb oka az els6 félév utdn tapasztalhaté nagyobb foki lemorzsolédédsnak.

A felévkozi teljesitmény mérésének ugyanakkor egyoldali eszkoze a zérthe-
lyik rendszere, mivel azok eredményét, kivéve a gyakorlati jeggyel zdrulé tér-
gyak esetén dltaldban nem viszi tovdbb a hallgaté a vizsgdra. Ez azt is ered-
ményezheti, hogy a vizsgdk eléfeltételeként megszerzett aldirds, mint kovetelmény
csak a minimalis tudésbeli igényt kozvetiti a hallgaté fele.

Az értekezés szerzdje a Linedris algebra tdargyak oktatdsaban a félevkozi
hallgatéi munka egy lehetséges beszémitasdra egy olyan pontrendszert dolgozott
ki (lasd a CD mellékletben), amelynek alkalmazdsa eredményesnek tiinik.

10.1.2. Vizsgadolgozatok

A félév lezarasanak és értékelésének leggyakrabban hasznalt, s taldn legfontosabb
eszkoze. A félévkozi zarthelyi dolgozatokkal szemben, ahol az ismeretek megért-
ését és elsajdtitasdat mérik, itt elétérbe keriil az ismeretanyag elmélyitése, alka-
Imazdsi képessége. A vizsgadolgozat rendszerint az anyag Osszefiiggé-
seinek megértési fokat és alkalmazasanak képességét ellendrzi, esetleg a
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félevkozi zarthelyiktol eltéréd médon (ha a félévkozi zarthelyi féleg a gyakorlatok
anyagét ellenérzi akkor a vizsga az el6adds anyagénak, az elméleti kérdéseknek
a megértését is ellendrzi).

A vizsgafeladatokon keresztiil lehetéség van arra, hogy a tanul-
takat a megszokottol kissé eltéré mdédon, ijszeriien ellendrizziik, a gyakorlati
alkalmazasok feldl kozelitve a kérdéseket. Rendszerint ezek a vizsgafelada-
tok, amelyekben a tanult anyagnak egy addig ismeretlen, tjszerti alkalmazdasét
kérjiik, a legnehezebb vizsgakérdéseknek szamitanak, dacdra annak, hogy a
megolddsukhoz nem sziikséges a tanultakon kiviil mds ismeret.

Az ilyen kérdésekre csak azok a hallgaték tudnak védlaszolni, akik a tanul-
takat mélyebb 6sszefiiggéseiben is értik, esetleg tapasztalatot szereztek a matem-
atikdban tanultak alkalmazédsdra. Az ilyen feladatokon keresztiil érvényesiil-
het a logikus gondolkodéasra nevelés eredményessége, ugyanakkor hogyha
félév kozben nem gyakoroltatjuk eleget erre a meglepetés-elemre val6 felkésziilést,
akkor a hallgaték nagy tomege képtelen a kovetelmények teljesitésére. Ilyen
esetben az ellenérzés csak nagyon kis részben éri el céljit, hiszen nem a tan-
ult ismeretanyag elsajétitdsat ellendrizziik elsésorban, hanem annak alkalmazgsi
képességét. Helytelen lenne tehdt a vizsgasorok osszedllitdsaban tilsillyal alkal-
mazni ezt a meglepetés-elemet, taldn egy kozéputas megoldds a leghelyesebb.

Elégséges, kozepes mindsitést érhessen el a hallgaté akkor is ha "csak" az
eldaddsokon és gyakorlatokon elhangzottakat tudja maradéktalanul, de nyilvan
a j6 és jeles mindsitéshez sziikség van egy-két ilyen fogés kérdésre is, amelyekben
a tanultak alkalmazdsdnak képességét is mérjiik.

Az irasbeli vizsgdk eldnyei:

- a tanult anyag nagy részének az ellendrzésére alkalmas

- ardnylag nagy szami hallgaté tudasanak egyidejii mérése,

- viszonylag objektiv és igazsdgos, ha az frdsbeli alatt megfelel6 a felii-
gyelet és ha a javitds azonos pontozds szerint torténik

- a hallgaté a vizsgadolgozatba betekintést nyerve, pontosabb vissza-
jelzést kap, tanulhat sajét hibgjabol

- alkalmas a vizsgdkkal kapcsolatos értékelés utélagos ellendrzésére

Az irasbeli vizsgdk hatranyai:

- nem lehet az egész félév anyagat ellendrizni ilyen médon, a kivédlasz-
tott feladatok nyilvan az el6adé altal fontosabbnak tartott fejezetek ellenérzését
jelentik és ez nem biztos, hogy egybeesik az oktatds sordn a tovdbbiakban
fontosnak bizonyul6 fejezetekkel

- egy része a hallgatéknak irdsban nem tudja meggy6zden bizonyitani tudédsa-
nak szintjét

- gyakori az id6hidnyra valé hivatkozés

- az frasbeli dolgozat megolddsdnak a lefrdsa nehezebben javithato, az dthiza-
sokkal t{izdelt dolgozat nehezen javithatd, dttekinthetetlen

- az irasbeli dolgozat értékelése, annak objektivitisa dacéara is,
tobb kétséget ébreszthet, az oktats felel6ssége eldonteni, hogy egy esetleg
elkovetett szamoldsi hibdt mennyire tart silyosnak, nyilvan egy 90%-ban hibét-
lan megold&s sokkal értékesebb, mint egy hidnyzoé vagy teljesen hibas megoldis,
mégis egyes esetekben sziikmarkian kell bannunk a részpontokkal. Az oktaté
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érvényesitheti azt a szempontot, hogy egy mérnéknek a matematikai
szamitdsok soran véletleniil sem szabad tévednie, hiszen munkdjanak
eredménye (esetleg hid, alagut, felvond, kozlekedési jarmii) nem lehet hibés
akarcsak 1%-ban sem, mds szempont szerint, ha egy megoldas elvileg
tokéletes, de tartalmaz egy-két szdmitdsi hibat, akkor teljes értékiinek
tekinthetd, hiszen a gyakorlatban, egy-egy fontosabb alkalmazgdsndl, amigy is
tobbszorosen ellenérzik a szamitdsokat.

- az frasbeli dolgozat gyakran nem a hallgaté valédi tudasat meéri,
hanem a tudas eldhivdsdnak reakciéidejét. Egy 8-10 feladatot tartal-
mazé kétérds vizsgadolgozat sordn a hallgaté valédi teljesitménye csak akkor
érvényesiilhet, ha megszokta a folyamatos, magasszinti koncentracién torténd
teljesitést, nincs id6 lazitdsra, de rendszerint az eredmények ellendrzésére sem.
Az frdsbeli vizsga a legkevésbé alkalmazkodik a hallgaté egyéni munkatem-
péjahoz.

10.1.3. A szébeli vizsga

A szobeli vizsga sordn az oktaté vélaszthat tobb lehetéség koziil kijelolheti
onkényesen vagy a hallgato elézetes teljesitményének ismeretében azokat a kérdé-
seket, amelyekre a hallgatéonak felelnie kell, vagy a vizsgazonak vélasztania kell
egy tételsorbdl egy-két-hdrom kérdést.

Ilyenkor a tételek szervezésében is lehetséges a kérdéseket egyesével lefrni,
ilyenkor t6bb (t6bb fajta) tételsorbdl hiizhat a didk, példdul elméleti, gyakorlati
kérdés, de gyakori a komplex tételek elédllitdasa, amelyek eleve tobb kérdést
tartalmaznak.

A szébeli vizsgdztatas barmelyik valtozatat is tekintjiik, a hallgatok és az ok-
tatok kapcsolata itt sokkal személyesebb. A vizsga sordn oktaté és vizsgdzo
a tananyag szokdsos kérdésein til a metakommunikécié révén is kap-
csolatba keriil. Az ideges, tiirelmetlen vizsgaztaté negativan befolydsolhatja a
vizsgdzo teljesitményét, a nyugodt, fesziiltség mentes szébeli vizsga ugyanakkor
a hallgat6 teljesitményét fokozhatja. A metakommunikécids kolcsonhatds ny-
ilvdn azt is eredményezheti, hogy a vizsgdzé magatartdsa is befolydsolhatja az
oktatét. A nagyobb pszichikai teher természetesen a hallgatén van és mivel
ez a vizsgiztatdsi médszer kevésbé elterjedt a miiszaki karokon az alaptdrgyak
oktatdsdban, a hallgaték gyakran idegenkednek tole.

A szébeli vizsga eldnyei:

- a vizsgdz6 esetleges hibdjara az oktaté felhivhatja a figyelmet és igy a
hallgaté kénnyebben rddobbenhet az elkovetett hibédra, ha tuddsa hidnytalan,
akkor képes a hibat kijavitani, bizonyitani felkésziiltségét.

- az eredményt azonnal a hallgaté tudomédsara hozhatjuk

- a hallgaté és el6adé kozotti kapcesolatot személyes ismeretség szintjére emel-
heti

- a szobeli vizsga az egyetemi vizsgaszabdlyzat szerint nyilvanos, ezért a
vizsgdn résztvevo hallgatdk, esetleg oktaték a vizsgdzénak feltett kérdésekbdl,
a felelet tartalmabol kovetkeztethetnek a vizsgakovetelmények szintjére

A szébeli vizsga hdtranyai:
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- a nagyobb pszichikai terhelés miatt a hallgaték kevésbé szivesen
valasztjak (ha valaszthato)

- a vizsga eredménye éppen annak személyes jellege miatt, a vizsgdzo eset-
leges gatldsossdga, vizsgadrukk, bizonytalansag, faradtsdg miatt nem tiikrozi a
hallgaté felkésziiltségét

- a vizsgdara vdrva a hallgatéknak no a pszichikai terhelése, faradnak,
nyilvdn eldonyben van az, aki kevesebbet varakozik a vizsgdra és hatranyban
az, akire késobb keriil sor

- a hallgaték megitélésének objektivitdsa azaltal is sériil, hogy nem egy-
forma a teljesitoképességiik a kiilonb6z6 napszakokban

- sokkal kevesebb hallgaté vizsgdazhat egy nap, megnd az oktaté vizs-
gaterhelése

- ha ugyanabbdl a tdrgybdl tobb oktaté vizsgdztat, akkor még fokozot-
tabban kialakulhatnak a szubjektiv megitélések miatti egyenlétlen-
ségek - egyik oktaté szigoribb, mdsik elnézdbb, az egyik tiirelmetlen, a ma&sik
nyugodtabb.

10.1.4. Az irasbeli vagy szébeli vizsgiat megel6z6 beugré kérdéssor -
minimum teszt

Célja az "igényesebb" vizsgdk esetén a felkésziiletlen hallgatdk kisziirése és rend-
szerint a vizsga kovetelményszintjeihez képest joval kevesebbet, az alapfoku
kérdéseket, fogalmakat ellendrzi.

A beugré kérdéssor eldnyei:

- a vizsgdztatét megkiméli a folosleges id6toltéstol a beugrd sikertelen-
sége esetén a vizsga tovdbb nem folytathatd, azaz az frdsbeli tobbi részét
rendszerint nem javitjdk vagy a vizsgdzé nem dllhat szébeli vizsgédra

- a minimdl kérdések elézetes kozlése rdiranyitja a figyelmet azokra az
alapfogalmakra, amelyeknek az ismeretét a vizsgaztaté elsddlegesnek tartja
és a vizsga szempontjabdl alapvetd fontossaguaknak 1tél

A beugré kérdéssor hatranyai:

- az esetleges vizsgadrukk akaddlyozhatja a hallgatét a rendszerint fe-
szitett koriilmények kozott (rovid id6, pattogé ritmus) feltett kérdések megva-
laszoldsaban

- tulajdonképpen megkettdzi az aldiras szerepét, tehat ha egy félév nem
elegendé ahhoz, hogy az oktaté felmérje azt, hogy a hallgaté képes-e vizs-
gdra dllni, akkor mit varhatunk el egy tizperces-féléras rovid beugrétol? Ha
a felévkozi ellendrzés alapos volt, akkor meg foloslegesen tessziik ki a hallgatét
egy stressznek, nem érvényesiil a megszerzett jog elve

- eleve bizalmatlansdgot, rosszindulatot tételez fel a hallgatok részérdl, hiszen
a vizsgdra jelentkez6 nem elsGsorban a beugré anyagdabdél, hanem a
vizsga anyagdbdl késziil.

Ha pedig valaki csak a beugréra koncentral, akkor mi lesz a beugrd ered-
ményével, sikeres minimél teszt tovdbbvihet6-e a sikertelen vizsga esetén az is-
mételt vizsgdra? Rendszerint nem, ugyanakkor példdul egy jogositvanyért vizs-
gézva a részeredmények toviabbvihetok.
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10.2. A félévkozi munka értékelése
10.2.1. Folyamatos ellen6rzés

A hallgatok folyamatos ellenérzése, bar bizonyos esetekben kivdnatos lenne, az
egyetemi oktatdsi form&tdl idegen, megvalésitdsa a viszonylag magas hall-
gaté/oktaté ardany miatt nehézkes. Torténnek prébdlkozasok még a mate-
matika terén is, példdul minden héten zarthelyi fratdsdval. Ilyenkor kovetelmény
lehet minden zdrthelyi maradéktalan teljesitése, de elképzelhetd az is, hogy a
félév elismerésének feltételeként példdul tizennégybdl tiz sikeres zdrthelyit kell
irjon egy hallgato.

A folyamatos ellen6rzés eldnyei:

- a hallgatcékat kényszeriti az eléadds szorosabb kovetésére és a folyamatos
tanuldsra

- az oktaténak nagyobb segitséget nyijt a folyamatos visszajelzés

- féleg els6 éven, mivel kozel dll a kozépiskolai munkastilushoz, kénnyebbé
teszi az dtmenetet az egyetemi tanuldsi stilus kialakftdsdhoz, ha fokozatosan
megsziinik

A folyamatos ellen6rzés hdtranyai:

- az egyéni munka kialakitdsat hatriltatja, amennyiben dllandésul

- tulsdgosan toredezetté teszi a félévet, ha egyes sikertelen ellendrzéseket a
hallgaté még pétolhat is, akkor lehet, hogy tizennégy hét alatt huszonnyolc mini
zérthelyit is ir

- a hallgaték folyamatos ellenérzése til sok idét von el az oktatédstol

10.2.2. Feladatok beadasa

Az oktatds kiegészitéseként jol haszndlhaté mddszer a tanult anyaghoz fiizdd6
feladatok, feladatsorok kiosztdsa és a megolddsuk hatdridére torténé beadasa.
A hallgaték a feladatsorok megolddsdhoz az eldadédsokon és gyakorlatokon ta-
nultakat at kell ismételjék és azok mintdjdra, azoknak otleteit alkalmazva kell a
feladatsorokat megoldaniuk.

Eléfordul, hogy ugyanazt a feladatsort kapja minden hallgaté és elvarjuk,
hogy egymastdl fiiggetleniil dolgozzanak, esetleg err6l nyilatkozzanak.
Természetesen ilyenkor nehezen dllapithaté meg, hogy a hallgaté valéban 6ndl-
l6an, sajdt erejébdl dolgozott, vagy segitséget vett igénybe, esetleg csupdn mé-
solta a feladatok megolddsdt. Ha a hallgaté nyilatkozik arrdl, hogy a felada-
tokat onélléan, sajit erejébdl oldotta meg, akkor a vizsgdztaté ”mintegy
felmentést kap”, ha a hallgaté a vizsgdn nem tud hasonlé feladatot
megoldani, ”arrél a vizsgaztaté mar nem tehet”.

Ugyanezt a célt mér sokkal jobban szolgdljdk az olyan feladatsorok, amelyek-
ben minden hallgaté mas és més feladatokat kap. Erre a Valészintiségszdmitas
targy esetén a Miskolci Egyetemen Fegyverneki Sandor és Raisz Péter
dolgoztak ki egy olyan szdmitégépes programot, amely minden hall-
gaténak mdas-mas bemend adatokkal generdlja a feladatsorokat.

Ezzel a mdédszerrel fokozottan érvényesiil a hallgaté egyéni munkdra kény-
szeritése, de itt sem zdarhaté ki az ”idegenkeziiség”, a hallgatéknak ebben az
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esetben sem drt nyilatkozniuk a munka 6nallé elvégzésérdl, az elébb emlitett
felmentés elv itt is érvényesiil.

A feladatbeadds el6éirhaté kotelezé feltételként is, de létezik a feladatbea-
désnak védlaszthaté mdédja is, ez esetben jutalompont, elénysk szérmazhatnak
beldle, mint a szerz6 éltal a Linedris algebra targyak esetén alkalmazott pont-
rendszerben (1d4sd CD mellékletben).

A feladatbeadds elényei:

- megnoveli a tantdargyra forditott effektiv tanulasi idét

- lehetdséget ad a tantdrgy alkalmazdsainak kifejtésére

- lehet6séget ad esetleges kiegészitd tanulményokra

- fokozza az 6ndllé munka, jegyzethasznalat, konyvhaszndlat hatékonysagdat

- nincs szorosan id6hoz kotve, a lassabban dolgozé hallgaté is sikerrel telje-
sitheti

- hasznélhaté jutalmazdsra, 6sztonzésre is - ez esetben fokozhatja a hallgatok
pozitiv hozzdillasat a targyhoz.

A feladatbeadas hatranyai:

- a hallgatéi terhelés jelentés novekedése

- a kiils6 segitség igénybevételének til nagy a kisértése

- az oktatdi terhelés, adminisztracié is lényegesen novekszik

- a feladatbeadds pétolhatdsdganak szabdlyozdsdval az elobbi hdtranyok még
csak novekednek

- a kotelez6 feladatbeadds elmulasztdasa biintetd jellegii, fokozza a hallgatok
elutasit6 hozzdallasét az adott targyhoz.

10.2.3. Egyéni vagy csoport projektek

A projektek abban térnek el a feladatsorok kiadasatol, hogy nem elsésor-
ban az adott targy begyakorldasdnak eszkozeként haszndljuk, hanem az adott
targy ismeretanyagdnak szélesebb korii felhaszndlhatésdgat sugalljak.
A projektek téméja az oktatott targy kiegészitései egy-egy olyan irdnyba, amely
a hallgaténak hasznos lehet, de nem tartozik a tdrgy szorosan vett anyagdhoz.

Ha a projekt egyéni, akkor fokozottan érvényesiil az egyéni munkamaéd-
szer, kutatéi hajlam kialakuldsa, az 6nellendrzés igénye. A csoport pro-
jektek alkalmazdsdval a teamwork, csoportmunka elve érvényesiil foko-
zottan és ez az adott targy ismeretkorének kiszélesitésén til, mdsodlagos célként,
a csoportmunkaban kialakulé szerepkorok gyakorldsédra is lehetoséget nyijt.

Mindkét tipusi projekt esetén lényeges az, hogy a hallgaték a kiadott témat
onalléan jarjak koriil, a kijelolt konyvészeti anyagon til, més irdnyba is kutakod-
janak, az adott ismeretanyagot rendszerezzék, feldolgozzak és egy beszdmold
elkészitésével, valamint annak bemutatdsdval ismereteikrdl szdmot adjanak.

A projektmunka sordn fokozottan érvényesiil a learning by doing elv,
ugyanakkor a kisdolgozat elkészitése és annak igényes bemutatdsa mér tuillép
ezen, nevezziik ezt a better understanding by explaining elvnek.

Ahhoz, hogy a projekt eredményeit a hallgaté tdrsainak bemutathassa, az
anyag sokkal mélyebb fokd megértésére van sziiksége, nem mechanikus repro-
dukcid, hanem dinamikus expozicié kovetkezik be. A hallgaté a projekt meg-
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valésitdsdval nyilvan sok idot tolt el, és a projekt elmagyardzdsa, illetve az ered-
mények tomor bemutatdsa nagyon alapos felkésziiltséget tételez fel.

A téarsaik el6tt bemutatott eléaddashoz a jelenlévék hozzdszélhatnak, és ez a
hozzész6léds - megbeszélés - mindségileg mas, mint az oktatds nagy részében zaj-
16, oktaté-hallgato viszony. Itt hallgaté-hallgatoé viszony alakul ki, Karinthy
Frigyest parafrazdlva nem az oktaté emel fel fél kézzel ”hiiszezer b betiivel
kezd6d6 sz6t”, hanem az egyik hallgaté bizonyitja a masiknak, hogy egy
kis odafigyeléssel, egy villalhat6é és mar elvégzett munkival tébblet-
tudashoz juthat. Gyakran fordul elé ugyanis az oktaté-hallgaté viszonyban
az, hogy a hallgaté nem érzi tudédsiat 6sszemérhetének a targy kovetelményeivel
és ez a projektmddszer lehetéséget ad az egyéni értékek érvényesiilésének.

Konkrét példaként emliteném a Gépészmérnoki Karon egy matematikabol
kozepesnél gyengébben teljesité hallgaté esetét, aki amikor a differencidl egyen-
letek fejezetnél széba keriilt a Wankel motorok kérdése, snként vallalt egy kise-
l6addst a bolygd-dugattyd torténetérdl és valéban igényes, alapos eldaddst is
tartott ebbdl a témdbdl, majd utdna latvianyosan javult a teljesitménye
a matematika tanuldsban, ”szégyellt kevesebbet tudni, felkésziiletleniil jonni
a gyakorlatra”.

A projektmdédszer elényei:

- a leghatédsosabb az 6ndllé munkavégzés megtanuldsdhoz

- hozzdjarul a hallgaté verbélis képességeinek és készségeinek a kifejlédéséhez,
ez fontos lehet, hiszen a mérnok, munkdja soran, barmikor keriilhet olyan helyzet-
be, hogy eredményeirdl kisebb-nagyobb kozonség elétt beszémolét kell, hogy
tartson

- a kisel6adds leirdséhoz a hallgat6 gyakorolja a matematikai szovegszerkesztok
hasznalatat és ez késébb hasznosul a diplomamunkéja sorédn, az abban eléfordulé
matematikai rész megirdsakor

- gyakorolja a csoportmunkdban a szerepmegosztist, esetleg a bemutato
tobbszori megismétlésénél a csapat felkésziilhet szerepcserékre vagy esetleg hidny-
z6 csapattag helyettesitésére

- a csoport projektek erdsitik a kozosségi szellem kialakuldsédt, az elhiizédé
csoport projektek résztvevéi mikro- szocioldgiai szemmel bizonyos fokig elkiiloniil-
nek, osszetartanak, kiilonlegesnek érzik magukat.

A Miskolci Egyetemen mitkodé Matematikai Onképzd Koér tagjai (pl.
az 1997-1998-as oktatdsi évben) rendszeresen az 6nképzokori foglalkozdsok id6-
pontjatdl fiiggetleniil is osszejdartak és megiinnepelték egymads sziiletésnapjat és
névnapjat. Tudtak egymds eredményeir6l, gondjairdl és évek multén is tartottdk
a kapcsolatot. A kozosen elért eredmény tdrgyiasulasanak egy érdekes példdja a
kovetkez6: a Potsdam-i Ifjisdgi Matematikai Kongresszuson elért els6
helyezés dijaként kapott kozos szamitogépet eladtdk, hogy a kapott pénzbdl a
kor minden tagja egy nagy teljesitmény{i zsebszdmolégépet kaphasson.

A projektmdédszer hatranyai:

- nem tehet6 kotelezévé, hiszen az adott targy alapkovetelményein til mutato
anyagrészt tartalmaz

- elokeészitése és megvaldsitdsa a hallgaténak és az oktaténak is egyardnt
jelent6s tobbletmunkdt jelent
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- a hallgaték nehezebben juthatnak sikerélményhez, hiszen nem minden hall-
gaté képes 6ndllé munkavégzésre

- értékelésiik fokozottan szubjektiv, az oktaté érdeklédési teriiletével kap-
csolatos

- csoportprojekt hitranya lehet az, hogy csak bizonyos szerepkoroket gyako-
rol, példdul az iigyeskez{i rajzoléra mindig a rajzok elkészitése harul, de nincs
raldtdsa a bonyolultabb szdmitdsokra. Ha a bemutatds valamilyen idegen nyel-
ven torténik, akkor a csoportban példaul angolul tudé nyilvan az el6adéds bemu-
tatdsakor kap fontos szerepet és lehet, hogy a projekt kivitelezésében kihtizza
magdt a kozos munka alél vagy ha példdul a csoportbdl csak egy hallgaté tudja a
bemutatét Power Pointban elkésziteni, akkor a tobbiek nem is éreznek késztetést
annak megtanuldsara.

Egyéni projektek kozott emlithetném tobbek kozott egy programozé mate-
matikus foiskolds munkdjat, amelyben a maradék osztilyok Z, gytiriijében
végzett miiveletek elvégzésére alkalmas programot irt, 3 < p < 21 kozott.

Ugyanez a féiskolds egy grafelméleti alkalmazasként elkészitette egy
racs-szerkezet kimerevitését modellezd programot. Ebben a gyakorlati
témdban arra a kérdésre keresett és kapott vdlaszt, hogy egy sikracs, amely a
racspontok koriil szabadon elfordul, milyen feltételek kozott lesz merev, azaz
hény négyzetbe és hova kell elhelyezni 4tl6 alakd merevitéseket ahhoz, hogy a
kapott racs teljesen merev legyen.

Sikeres egyéni projektek voltak tébbek kozt a Cardano képlet alkalmazdséra,
a szimmetrikus polinomok tulajdonsigaira, a periodikus fiiggvények tanulmé&-
nyozdsara, a determindnsok geometriai alkalmazdsaira, a komplex szdmok és
kvaterniék kapcsolatara, integrdlok alkalmazdsara osszegek kiszédmitdsara, vagy
a hatdrozott integrdlok kozelitos szdmitdsdra kiirt dolgozat-témdak. Ezeknek
tobb véltozatdbdl lesziirt tapasztalatot és a kisdolgozatok részletezését az érteke-
zés egy eléz6 fejezete tartalmazta, megvaldsult projektek cimmel.

A csoport projekt megvalésitasinak egy igen szép példdja az a tiz-
szerz6s Theorems in the Geometry of the Triangle cimii kotet, amin a
Matematikai Onképzé Kor tiz tagja mintegy félévet dolgozott.

A kotetben szerepld kérdések, fogalmak, tételekrdl elébb rendre szébeli kisel-
addst tartottak, a kiseloadds szovegét elobb magyarul irtdk le, megtanulva
kozben a Scientific WorkPlace és a Geometers’ SketchPad cimii programcso-
magok haszndlatat.

Ezutédn a potsdami Ifjusdgi Matematikai Kongresszusra késziilve, elo-
addsaik sz6vegét angolra forditottdak, azt tobbszorosen ellenérizték, és
egymasnak felmondtdk. Az Ifjisagi Kongresszuson torténd bemutatéra késziilve
el6adasaikhoz félidkat készitettek, szémitégépes kivetitésre is fel voltak késziilve,
de "ha minden kotél szakad alapon” a bemutatéhoz sziikséges rajzokat - mint-
egy harmincat - A/0-d4s méretben is elkészitették. Az eléaddsaik egybefiizott
szovegével a kor két tagjdnak gondos utémunkdival késziilt el az a kiskotet, ami
a kor munkdjiat abban az idében jellemezte.
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11. Elhanyagolt tanulasi- oktatasi tapasztalatok
felélesztése és 1ij modszerek keresése

Meg vagyok gy6zédve, hogy minden kollegdnak sok ilyen ttlete van, mds kérdés,
hogy alkalmazza-e azokat, megosztja-e a tapasztalatdt masokkal? Ezért érzem
fontosnak a matematikaoktatdssal kapcsolatos tandcskozédsokat.

11.1. Aktiv moédszerek

Egyéni:
- Tanulds a kozvetlen miiveletvégzés, munka kozben
- Learning by doing elv
- Onkeépzés
- Konstruktiv mdédszer.
Csoportos (ugyanazok mellett):
- A tanultak mélyebb megértése mdsoknak tjramagyardzva
- Deeper understanding by explaning elv
A projekt-mdédszer:
- A projekt téméja komplex feladat, tobb targyhoz kotve
- F6 érv a felhasznédlhatdsag
Elbny: csoportmunka, egymds motivildsa, énkontrol
Hatrany: A munkamegosztds mérése nehéz, évatosan kell alkalmazni.

11.2. Az aktiv oktatds egyik jellemzoOje a hasznossagi elv

Olyan jelenség, miiszaki kérdés koré csoportositjuk az anyagot, aminek kvetkez-
ménye egy djabb tudds megszerzése. Ennek a mdédszernek a szaktanszékek ok-
tatéi is nagy ellenz6i, azt mondja: Ne a matematika alkalmazdsait tanitsuk,
mert akkor mit csindlnak majd 6k? Ez azért is veszélyes, mert a matematika
alapoz6 részének a silya jelentdsen csokkent mar a szamitogépek bevezetésekor
is, és ez a tendencia no.

Az aktiv médszerek terén a 2000/2001-es oktatdsi évtdl kezdve a Miskolci
Egyetem Analizis Tanszékén egyes tdrgyak oktatdsa sordn tapasztalatot sz-
ereztiink [38]. Az angol MacTutor projektek alkalmazdsa lehetdséget nyujtott
példdul az idelatogaté kiilfsldi hallgaték programjénak a kitoltésére.

A 2001/2002 évben ezeket a tapasztalatokat szélesebb korben is sikeriilt
kiprébdlni [39], és sikeriilt a Miskolci Egyetemen kiviil még tovdbbi tizenegy
egyetemet is bevonni egy CEEPUS halézat kiépitésébe [17], CEEPUS Net-
work H 0127 [90], aminek a témdja Active Methods in Teaching and
Learning Mathematics [41].

A hélézatban szerepet vallalt a hazai Szent Istvan Egyetem Ybl Miklos
Foiskolai Kara mellett, a Kassai Miiegyetem Villamosmérnoki Kara, a Prégai
Miiszaki Egyetem Villamosmérnoki és Epitémérncki Kara, a Hradec Kralove-i
Egyetem (Csehorszdg), a Ljubljana-i Egyetem Epitémérnski és Geodéziai Kara,
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a Lublini M{iszaki Egyetem Kornyezetvédelmi- és Vizgazdalkoddsi Kara, a Nagy-
banyai és a Marosvasarhelyi Egyetem, a Bukaresti Epitémérnoki Miiegyetem,
valamint a Russe-i Egyetem is.

A 2003., 2004. és 2005. évek nyardan Computer Algebra Driving Licence
cimmel Nydri egyetemet szerveztiink a Miskolci Egyetemen, 2005 &prilisiban
pedig egy intenziv kurzust, amelynek a programjaban (14sd CD-melléklet) ezeket
az aktiv mddszereket is hasznositottuk.

A nyéri egyetem hallgatéinak nyilvanos beszdmoldja, a kiseléadasok sorozata,
a Magyarorszdgi CEEPUS Iroda munkatdrsainak monitoring ldtogatdsa alatt
zajlott, és értékelését egy hazai és kiilfoldi oktatékbdl ll6 bizottsdg végezte.

11.3. A szamitogép haszndlatanak elonyei és hatranyai a
matematika oktatasdaban. Médiahasznalat lehet6ségei

A gépek haszndlatdnak vannak tagadhatatlan elényei, szamitdsok gyorsasdga,
pontossiga, adatok képi megjelenitése.

Ugyanakkor mar a zsebszamolégép is okozott visszafejlédést a matematikai
gondolkoddsban, valészin{i hogy a szamit6gép széleskorii elterjedése is rejt néhany
veszélyes buktatoét.

A tennivalé a helyes egyensiily meghatarozasa, és a numerikus
moédszerek alapos ismerete, az eredmények tudatos értékelése.

Fontos a matematika oktatdsdnak keretében konkrét, valészerti gyakorlati
alkalmazdsok bemutatdsa, akdr a fogalmak kialakitdsanal, akdr az eredmények
targyaldsandl. Fontos, hogy ezek az alkalmazdsok, gyakorlati példdk jol atgon-
doltan a megfeleld ismeretkdzegben jelenjenek meg, és megolddsukkal az adott
elméleti kérdés felépitését, a fogalom mélyebb megértését segitsék eld.

A szamitégépek szamanak és kapacitdsanak ugrdsszerti novekedése elvezetett
a szamitégéppel segitett oktatdsi formdk szerepének rohamos novekedéséhez,
megjelentek a tavoktatds kiilonb6z6 formadi, jelentésen befolydsolva a felséok-
tatdst, foleg a mérnoki egyetemeken, és ezen beliil a matematika oktatdsat is.

Egyes szerz6k szerint, Burton [87], James [126], a mérnokok egy része azon
a véleményen van, hogy a szémitégépes matematikai szoftverek képessé teszik a
hallgatékat mindazoknak a miiszaki feladatoknak a megolddsdra, amiért eddig
a matematikdt tanulni kellett, kovetkezésképpen, foloslegessé valt a mérnokhall-
gatok matematikaoktatdsa. Ugyanakkor az idézett szerz6 arra is rdmutat, hogy
a szamitogép ”fekete dobozként” torténd haszndlatdval a tapasztalt mérnskok
és a mérnokképzés szerepléi nemcsak, hogy nem értenek egyet, de nem gy6zik
hangsilyozni annak veszélyességét. Fontos tehat, hogy a mérndkhallgaték
rendelkezzenek azzal az alapos matematikai tuddssal, amely képessé
teszi 6ket a szamitégépes szoftverek tudatos alkalmazdsira, az ered-
mények helyes értelmezésére és ellendrzésére.

Ezirdnyu tapasztalatokkal szinte minden egyetemen rendelkeznek a kollegék,
de a szamitogépek alkalmazdsa az oktatdsban meglehetdsen sok mdédszertani és
tartalmi kérdést is felvet. Ezeknek a kutatdsa az utébbi években fellendiilt,
elég csak a témédban a Miskolci Egyetemen kiilonboz6 tandcskozédsokon elhangzé
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eléaddsokra gondolnunk [146], [186], [81], [163], [152], [72], [133], [165], [177],
[129], [187], [164].

A téma kutatasa jelenleg is folyik t6bbek kozt a Debreceni Egyetem
Matematika és szamitdstudomény Doktori Iskola, Matematika- didaktika prog-
ramjaban [154].

A Miskolci Egyetemen az Alkalmazott Matematikai Tanszék oktatéi
szinte kivétel nélkiil haszniljadk a DERIVE-ot és a MATLAB-ot az ok-
tatds sordn, és a szamitégéppel segitett oktatdsban meglehetésen nagy tapaszta-
latra tettek szert. A szoftverek haszndlatanak megkdnnyitésére késziilt a
hallgaték szémadra a [105] jegyzet. Az Analizis Tanszéken csak bizonyos tar-
gyak oktatdsa sordn, leginkdbb csak bemutaté jelleggel tortént szamitégéphasz-
nédlat, ennek az oka az, hogy a tanszék zommel nagy létszdmid hallgatdsdgot
oktat, eldaddson altaldban 200-300, gyakorlatokon 50-60 fét, és nagyszami
hallgatéval nem megoldhaté a szamitégép aktiv haszndlata.

A Matematikai Intézet oktatoi a szamitégépes oktatdsi modszerek leirdsaban
is kozzétették tapasztalataikat lasd pl.: [108], [119], valamint a szerzének pl.
[29], [33], [56] cikkei.

Az értekezés szerzije azt a kbvetkeztetést vonta le a sajat tapasz-
talatdbdl, hogy a szamitégéppel segitett oktatdsi formak j6 része az
egyéni tanuldsban illetve a kisebb létszami hallgatécsoportok ok-
tatasdban alkalmazhaté aktiv mdédszerekkel parositva sokkal hatéko-
nyabbak, mint a nagy létszamu hallgatésdgnak tartott el6adas esetén.
Ennek értelmében a szerzd ilyen irdnyd eredményeinek nagyobb részét egy el6z6
pont, A hallgatok aktiv részvétele, tartalmazza.

Tény, hogy a szdmitégép a szemléltetésben feliilmilhatatlan, de a
szemléltetés az oktatdsnak csak eszkdze, nem célja. Ugyanakkor a tdv-
oktatdsban a szdmitogép nélkiilozhetetlen eszkozzé vilik a tdvoktatdsi anyagok
elérhetéségében, és végsd soron magdnak az oktatdsnak a folyamatdban.

A szerz6 véleményét (matematikai megfogalmazasban: létszam és hatékonysdg
szorzata dllando) aldtdmasztani latszik két kovetkeztetés:

- A Miskolci Egyetem Tavoktatasi Kozpontjéban a 2001 évi MicroCAD kon-
ferencidn elhangzott az a vélemény, hogy hidba iil a szdmitégép eldtt egyidében
az tavoktatds két fészerepldje, hallgaté és tandr, a tapasztalat szerint 10-15 £6
esetén lehet hatékony az oktatds.

- A szamitogépes szoftverek alkalmazdsdnak tapasztalata a matematikaok-
tatdsa terén is ezt igazolja, pl. Perjésiné Hdamori Ildikénak a témadaba vigd
kutatdsa [154]: 7...a CAS rendszer ( CAS jelentése Computer Algebra Sys-
tems, szamitdgép-algebrai rendszerek, szerzd megjegyzése) ...elsajatitasa, csak
kisebb tanuldcsoportoknal, szamitdgépes kornyezetben lehetséges,...haszndlatdnak
eredményességét noveli, ha azt egyszert feladatok tandri iranyitdssal torténd,
tabldas-krétas megolddsa eldzi meg,...alkalmazdsa nem a matematikai fogalmak,
eljarasok pontos megfogalmazadsa és alkalmazdsa helyett, hanem azok elbsegitése
érdekében kell térténnie.”

Megjegyzés. A fenti idézetben a kiemelések is Perjésiné Hamori Ildik6t6l
szdrmaznak!
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12. A nemzetko6zi egyiittmitk6dés szerepe

Munkénkat nagyban segiti, ha mas oktaték tapasztalatait meg tudjuk ismerni,
az értekezés szerzdje az utébbi években a kovetkezd tandcskozdsokon vett részt,
mint eléadé vagy szervezo:

8th SEFI European Seminar on Mathematics for Engineers, Priga, 1995

9th SEFI European Seminar on Mathematics for Engineers, Helsinki, 1998

Matematika Oktatdsa Mérnokoknek, Miskolc, 1999 jinius 2-5.

IGIP "Unique and Excellent", Biel, 2000.

10th SEFI European Seminar on Mathematics for Engineers, Miskolc., 2000
junius 15-17.

2001. évben az emlitett matematika oktatdsi konferencidkon szerzett tapasz-
talat alapjan megszerveztiikk a Rétz Lészl6 Matematikatandri Vandorgytilés Fel-
s6oktatdsi szekcigjat (ezt megeldzben hosszi éveken keresztiil sziinetelt), amely
azota is Wjra mitkodik ( 2001 Miskolc, 2002 Gy6r, 2003 Békéscsaba).

11th SEFI European Seminar on Mathematics for Engineers, Gotegorg, 2002
junius 9-12.

12th SEFT European Seminar on Mathematics for Engineers, Vienna, 2004
juinius 14-17.

6th Junior Mathematical Congress, Stockholm, 2004, juinius 23-28.

10th International Congress on Mathematical Education, Copenhagen, Den-
mark, jilius 4-11, 2004.

Ezeknek a konferencidknak a tanulsagait az értekezés megirasakor is hasznosi-
tottam.

Az IGIP konferencidn, Unique and Excellent, [141] a szerzd a Mac-
Tutor projektekrdl tartott eldadést [16], és nagyon érdekes kérdést ismert meg
F. Kath dolgozataban [130], a mérnskoktatas i.n. PARADIGMA VALTASAT,
amely rdébresztette arra, hogy mindaz amivel mi kinlédunk, az mas orszdgok-
ban sincs megoldva. Ennek a paradigma-véltdsnak egyszerii az alapelve. Ha
eddig a tanérdk anyaga volt a kozpontban, most a hallgaté keriil oda, és ha
sziikséges, az egész oktatdst 4t kell alakitani erre a szemléletmdédra.

12.1. A matematika oktatdasanak kérdéseirdl rendezett kon-
ferenciak

Tekintve, hogy a miiszaki egyetemek végzettjei gyakran keriilnek kapcsolatba
munkdjuk sordn méds orszagokban végzett miiszaki értelmiségiekkel, fontos az,
hogy a matematika oktatdsa kiilonbozé orszdgok miiszaki egyetemein nemcsak
a matematikai eredmények fejlédésével tartson 1épést, hanem mindazzal, ami a
matematika oktatdsa terén a tobbi (eurdépai) orszdgban torténik. Eurépa sz-
erte két fontosabb nemzetk6zi mérndk-szervezet fogja egybe dltalaban
a mérnodk-oktatas problémadit az IGIP (Ingenieurpadagogik) és a SEFI
(Société International pour la Formation des Ingénieurs). Mindkeét szer-
vezet rendez nemzetkozi tandcskozdsokat a mérnsk-oktatds teriiletén, a SEFI-
nek az egyik legaktivabb munkacsoportja éppen az MWG (Mathematics Work-
ing Group), a Matematika Munkacsoport. Ez utébbi kétévenként rendez egy-
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egy hdromnapos eurépai szemindriumot, ahol a meghivott eléadék és tobb més
kollega osztja meg tapasztalatait a résztvevokkel és az elhangzottakat kerekasz-
tal megbeszéléseken vitatjdk meg. A 10" SEFI European Seminar on
Mathematics in Engineering, a szemindrium-sorozat 10. kiaddsa 2000-ben
a Miskolci Egyetemen keriilt megrendezésre és ebben a munkdban a helyi szer-
vezdbizottsig vezetdje az értekezés szerzdje volt. A szemindrium munkédjaban a
Miskolci Egyetem oktatéi koziil néhdnyan el6adéds megtartdsdaval vettiink részt és
az itt megjelent mintegy 18 orszdg képviseldivel megosztottuk tapasztalatainkat.
A szemindriumon elhangzé eldaddsok hozzdjdrultak ahhoz, hogy felmérhessiik
azokat a nehézségeket, amelyekkel mds orszdgok miiszaki egyetemein oktatd
matematikus kollegék eddig is taldlkoztak és alkalmunk volt arra, hogy a Miskolci
Egyetemen oktatott matematika tdrgyak tartalmat a SEFI &dltal kidolgozott
Core Curriculum, a mfiszaki egyetemeknek egységesen ajdnlott matematikai
torzsanyag tartalméhoz viszonyitsuk.

Az elmult két évben ebben a téméban az intézetiink keretében rendezett
tandcskozdsokon a mi tapasztalatainkat egybe tudtuk vetni a magyarorszdgi
kollegdk és Eurdépa mds orszdgaiban oktatok tapasztalatdval. Sok hasonlésdg
tapasztalhatd, az itt felvetett kérdések egy részérdl igen alapos tanulményok
jelentek meg a két konferencia-kotetben, ezek a Proceeding of the Teaching
Mathematics for Engineering Students [59], és a Proceedings of the
10th SEFI -MWG European Seminar on Mathematics on Engineering
Education [49].

A SEFI szemindrium egy értékes anyaga az CORE CURRICULUM [92].
Ez SEFI Matematikai munkacsoportjanak 1992-ben megjelent (szerkesztok L.
Mustoe és D. Lawson) dokumentuménak az dtdolgozott kiaddsa, amely a munka-
csoport 10 éves tevékenységét tiikrozi.

Alapotlete egy olyan nemzetkozileg elfogadhaté eurépai standard kialakitésa,
aminek két {6 célja:

- Az eurdpai egyetemek hallgatéi mobilitdsdnak el6feltételét, az
azonos kévetelményeket biztositani, mivel ez a dokumentum eléirja, azt,
hogy egy mérnok-hallgaténak mi a minimélisan elvarhaté ismereti szintje, és

- Védelmet jelentsen a nagy egyetemi tantervmoddositasok olyan
iranyzatai ellen, amelyek a matematika oktatasat a szamitégépi ka-
pacitiasok névelésével parhuzamosan cs6kkenteni akarjak.

A CORE ZERO megadja mindazt amit egy didktol elvarunk az egyetemre
felvétele utdn, a tobbi rész meg azt irja le, hogy milyen kozos képzési célok
fogalmazhaték meg azon eurdpai egyetemek végzoseinek, akik elfogadtak mint
irdnyad6 dokumentumot.

12.2. A CEEPUS H-127 halozat miikodésérol

A SEFT szemindriumon résztvevo kollegdkkal nem szakadt meg az egyiittmiikodés
egyrészt szakmai téren (t6bb kozos publikdcié sziiletett a résztvevd kollegdkkal),
madsrészt a matematika oktatas terén, ahol a publikdciokon til sikeriilt kiépiteniink
egy széleskoril egyiittmiikodést, felhasznalva a CEEPUS, Central European
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Exchange Program for University Students [89], Kézép-Eurépai Egyetemi
Tanulményi Csereprogram &ltal nyijtott palydzati lehetdségeket.

A negyedik éve kiépitett hdlézatban jelenleg hét orszdg tizenkét egyetemérdl,
ill. egyetemi karardl vesznek részt kollegdk, a halézat koordindldsat a Miskolci
Egyetem Matematikai Intézete, és az értekezés szerzdje végzi. A halézat felépité-
sében nagy szerepet jatszott a SEFI szemindrium megrendezésében szerzett
tapasztalatunk és az a kapcsolatrendszer, ami a SEFI munkacsoportjéban végzett
munkdnak koszonheté. A H-127 jeliit CEEPUS halézati tevékenység
témdja: Aktiv mdédszerek a matematika oktatdsdban és tanuldsiaban
[90], lehetOséget teremt arra, hogy a CEEPUS csereprogram [89] altal biz-
tositott pdlydzati lehetéséget felhaszndljuk, dacdra annak, hogy a matematika a
miiszaki oktatdsban dltalaban alapozé targy és mint ilyen, az els6 két ill. harom
félév sordn a matematika tdrgyak oktatdsa nagyrészt befejezddik.

A hélézat munkdja sordn sikeriilt a tizenkét partner hozzajaruldsaval olyan
valtozatos lehet6ségeket taldlnunk, amelyekben a matematika oktatdsdval és
tanuldsdval szorosan Osszefiiggésben tudtuk megvalésitani a hallgaték cseréjét.
A hallgaté-cserének ugyanis az adott pdlydzati lehetoségben az egyik
feltétele az, hogy minimum két eredményesen lezart félév utéan a hall-
gaték a csereprogram keretében lehetdleg egy egész szemesztert a
vendéglats intézményben toltsenek, ott hallgassanak (lehetdleg) min-
den, az adott félévre vonatkozé targyat, ott teljesitsék a félévkozi
feltételeket, ott vizsgdzzanak, majd a félév eredményes lezdriasa utdn
a résztanulmdnyi eredményeiket a kiildé egyetem elismerje.

A mi halézatunk téméajahoz kotédéen értelemszeriien nehéz volt ezt a feltételt
teljesiteni, de végzos, diplomamunkdjukat iré hallgaték hathatés segitséget kap-
tak és rovid, intenziv kurzusok szervezésével sikeriilt a CEEPUS hélozat dltal
megengedett rovidebb iddszakokat is kihaszndlnunk.

A Miskolci Egyetemen és parhuzamosan a Nagybdnyai- és Marosvasédrhelyi
Egyetemen is szerveztiink 2003-2005 években, a nydri sziinet alatt egy-egy inten-
ziv kurzust, nydri egyetemet, aminek a cime Computer Algebra Driving Licence
volt. A résztvevok megismerkedtek a legfontosabb matematikai szoftverekkel és
elsajatitottak azok felhasznaldsanak alapelveit. A nydri egyetemek hatvan éras
intenziv el6adés és gyakorlat-sorozatot jelentettek, szdmitégépes laboratériumi
munkdval kombindlva.

A résztvevbk a megismert szoftverekkel kapcsolatos ismereteikrél gyakorlati
vizsgdn adtak szdmot és a halézat alapvetd témédjanak gondolatmenetét kovetve
(Aktiv Modszerek a Matematika Oktatdsaban és Tanuldsdban) dolgozatot frtak
a megismert szoftverek egy kivédlasztott alkalmazdsdrél. Az igényesen megirt
dolgozatot eredményesen bemutattdk és megvédték az oktatdk, a nydri egyetem
tobbi résztvevoje és meghivott vendégek, jelenlétében.

A nagybédnyai és a marosvésédrhelyi egyetemek dltal szervezett roméniai nyéri
egyetemnek még az volt a kiilonlegessége, hogy a résztvevok, akik zommel
gépészmérnok hallgatok, voltak ipari egységekben (Nagybdnydn) és egy mo-
dern gépgyértds- technoldgiai laboratériumban (Marosvasarhely) is ldtogatést
tettek, szakmai tapasztalatuk bévitése érdekében. A résztvevéok munkdjuk elis-
meréseként mindkét orszdgban igazolast kaptak: Computer Algebra Driving
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Licence - Basic Level cimen.

Terveink szerint kiterjesztjitkk ennek az intenziv kurzusnak a tevékenységét
a haldzat egészére, tervezziik az alapfoki szint mellett a kozépfoku és felséfoku
szintnek megfelelé forméjdt is kidolgozni és reméljiik, hogy ez az egyiittmiikodd
egyetemek a gyakorlatdban idovel hivatalosan elismert, esetleg kredit pontokkal
jaro részképzéssé valik.

12.3. CEEPUS Computer Algebra Driving Licence nyari
egyetem

A CEEPUS H-127 hélézat [90] programjaban egyiittmiikodd egyetem hallgatéi-
nak részére szervezett nyari egyetem f6 célja a kiilonbozé egyetemeken ta-nulé
hallgatok bevondsa egy kozos programba, kozelebbrél a matematika ta-nuldsa
sordn hasznslhaté fontosabb szoftverek alapfoki felhaszndl6i ismereteinek el-
sajdtitdsa. A hallgaték mintegy 20 o6ra el6addson ismerték meg azt az ot
legfontosabb szoftvercsomagot, amiknek a felhaszndldsat aztdan kozel 25 6rén
keresztiil gyakoroltak. Mindegyik szoftvercsomag megismerését egy-egy rovid
teszt zdrta, amelynek sordn a hallgaték alapfoku feladatok megolddsédval bi-
zonyitottdk be, hogy rendelkeznek az adott szoftver alkalmazdsahoz sziikséges
alapfoku felhasznél6i ismeretekkel, ldsd CD melléklet.

A nyéri tdbor programjaban szerepelt még mintegy 15 6ra didk- eldadds is,
ezek harmas célt szolgéltak:

- a hallgatok a kiseldadds elokészitése sordn egy-két szoftver hasznélatét
élesben gyakoroltdk, elmélyitették,

- a kisel6addsok lefrdsdval tapasztalatot szereztek egy majdani didkkori dol-
gozat elkészitéséhez, megismerkedtek a matematikai szoveg szerkesztésével, a
szoftverek segitségével kiszamitott eredmények beillesztését is gyakoroltdk a
szerkesztett szovegbe

- a kisel6addsaik kozben a tdrsaiknak elmagyardzott anyagot sokkal alapo-
sabban meg kellett értsék (érvényesiilt a deeper understanding by explaining
elv), ugyanakor gyakorlatot szereztek az eldaddshoz sziikséges eszkozok - tabla,
frasvetitd, projektor- hasznalatdban.

A nyéri egyetem résztvevoinek a teljesitményét hazai és kiilfoldi oktatok
és szakemberek értékelték, a Miskolci Egyetemrdl Kwami Agbeko, Nagy Fe-
renc, Kortesi Péter, az Ujvidéki Egyetemr6] Takdcsi Arpad valamint a CEEPUS
Magyarorszagi Iroddjanak vezetéi Csernovitz Adél és Toth Krisztina.

A hallgatok egy igazoldst, (Certificate) kaptak a nydri egyetemen szerzett
tuddsuk elismeréseként, aminek a minésitése Basic level Computer Algebra
Driving Licence - Alapfoki Komputer Algebra Felhasznaléi szint.

A CEEPUS halézat kozos munkdjaként ki szeretnénk dolgozni ennek a miskolci
nydri egyetemnek a folytatdsaként az Intermediate level, és Advanced level
fokozatait, ez utébbi esetén specidlis alkalmazdsokat terveziink.
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13. Konkluziék

Amellett, hogy a kozépiskolai oktatds szinvonala hatdrozottan csokken, egyre
tobb olyan oktatasi forma jelenik meg amelyekben a matematika
hangsiilyosabb szerepet kap:

- Atképzeés, levelezd oktatas felértékelddése

- Tévoktatds, Open University, E-learning megjelenése

- Post- secondary képzés, a mérnok-asszisztens képzés

A szédmitégépes szoftverek egyre bonyolultabb szamitdsok elvégzését teszik
lehet6vé, és ez a mérnoki alkalmazédsok szempontjdbdl egy megnovekedett igényként
jelentkezik a matematika terén is. A szamitégépek elterjedése egy meghatarozé,
de nem egyediili kérdés.

A hallgaték tanuldsi motivaciéja csbkken, ezt az oktatdsi formak
bovitésével lehet részben kezelni.

Eurépa, sét az egész vildg szerte elindult egy standardizdlasi folyamat,
ez jol kovetheté6 a CORE CURRICULUM-ban is.

A jelenlegi helyzetben sokkszer{ien gyors valtozasoknak vagyunk részben
szenvedd tandi ill. alanyai, mint oktatdk ill. hallgaték. Mindaz ami a kozépisko-
ldban véltozott az elmilt 10-15 év alatt, fokozottan, de késleltetve érzédik az
egyetemi oktatdasban.

Szakmadk, szakirdnyok tiinnek el, mdsok meg gombamdd szaporodva jelennek
meg, a feltételrendszerek, elképzelések sokasdga gyakran kidolgozatlan, atgon-
dolatlan, &sszeegyeztethetetlen, kovetkezetlen. Gyakori a menet kozben kor-
rigdldsra szorulé megoldds. A piacorientdltsdg kiszolgaltatotta teszi az
oktatast. Ennek a kérdésnek a kezelésére is alkalmas a Core Curricu-
lum [92].

A mérnokhallgatok matematikaoktatdsdnak fébb céljai levezethetdk
a mérnoki targyak oktatéinak, és az egyetem utdni alkalmazasoknak,
a felhaszndl6i oldalnak igényeibdl. Fontos az oktatds folyamatahoz sziik-
séges a matematikai ismeretek koherens részhalmazédnak kivilasztdsa, elsésorban
a megtanithatésdg szempontjabol, az oktatds-tanulds alkalmazhaté mddszere-
inek széleskorii ismerete és fontos az hallgaték képességeinek megismerése, az
elozetes tudasszint felmérése. Ez utébbi az egyetemi oktatdsban gyakran
mell6zott szempont, ellenérvként gy hangzik, hogy az egyetemi szintet sok ok-
taté szerint nem kialakftani, hanem tartani kell.

Fontos, hogy a hallgatok kialakithassék sajat munkastilusukat, és ehhez
meg kell adnunk minden segitséget. A hallgatéknak meg kell tanulniuk
TANULNI.

Az egyetemi tanuldsi stilus kialakitdsaban is jelentds lehet a projekt-
médszer alkalmazdsa, annak méasodlagos hatdasa.

Igen lényeges az oktatdsi folyamat felépitése, az egymadsra épiil6
kérdések alapos ismerete. A fogalmak pontos megadidsa, a tételek
vilagos, tomoér megfogalmazassa.

Néhéany ilyen fontos fogalomkornek a tanitdsat elemeztiik részletesebben, a
szokdsosndl dltalanosabb, dtfogébb és egységesebb szemléletmddot javasolva a
fiiggvények, illetve a métrixok fogalmanak a bevezetésére és megerdsitésére.
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Annak érdekében, hogy az oktatdsra fordithaté idét jobban kihasznaljuk,
mindannyian valamilyen mddszerrel igyeksziink a tételek bizonyitdsa helyett
legaldbb azok szemléltetését, megértetését, alkalmazhatésdgat meg-
magyarazni, erre adhat lehetéséget egyebek kozt a matematikatorténeti
szempontok hangstilyosabb érvényesitése, a szamitogépes szemléltetés,
a modellek, vagy az ellenpélddk.

Nagyon fontos a matematika oktatdsdban keresni az adott miiszaki
tudomdnyok fébb kutatasi teriiletén torténd alkalmazdsok leirdsat,
megismertetését.

A kiilonboz6 fejezetek oktatdsdaban a fogalmakat szerencsés dolog konkrét
miiszaki kérdés, kézzelfoghaté probléma megoldasaként bevezetni, és tobb példén
keresztiil bemutatni az adott eredmények, tételek alkalmazhatésdgdt, illetve az
alkalmazdsok korldtjait. Fontos az elméleti tételek és a szamitdsok ered-
ményeinek értelmezése. Nem csak a szamitasi technika begyakorldsa,
de a kapott eredmények helyes értékelése is hozzatartozik a tanulads-
tanitds egységéhez.

A hallgatok akkor tudjék alkalmazni is a matematikdban tanultakat, ha
gyakran keriilnek olyan helyzetbe, hogy egy-egy miiszaki kérdés megolddsra meg
kell keressék a megfeleld matematikai eszkozt, esetleg t6bb megoldas koziil ki kell
véilasszdk e legeredményesebbet. Napjainkban fontossd valik a médszerek
pontossidga mellett azok gyorsasdga is.

A hallgaték 6ndllé munkdra nevelése olyan szoftvert és szamitégé-
pes hdatteret igényelne ami pillanatnyilag csak részben &ll a hallgaték
rendelkezésére. Egy erre a célra alkalmas programcsomag a Mathema-
tical MacTutor, aminek korldtlan felhasznéléi jogdval rendelkezik a Miskolci
Egyetem Matematikai Intézete, és ehhez kapcsolédik, mint egy kiilon lehetdség,
a magyar viltozat is ami szintén elérhet6 és alkalmazhato.

A MacTutor projektek mdédszerét kiterjesztve a hallgaték szamdra
kidolgozott aktiv médszerek alkalmazasdval, a kisdolgozatok megirdsa-
val, és bemutatasdval a hallgaték mélyebben megérthetik az oktatott
anyagot, és a tuddsuk alkalmazhatésdgardl is visszajelzést kaphat-
nak. A tapasztalat az, hogy a projektmdédszernek a dolgozatban is-
mertetett formdja jél alkalmazhaté a hallgaték aktivizdldsara, a ta-
nulds folyamat ezaltal az oktaté és hallgaté egyiittmitkodésévé va-
lik. Az&ltal, hogy a hallgaték kisdolgozataikat bemutatjak tarsaiknak, tobb
hasznos célt is megvaldsitanak. Alaposabban, mélyebben el kell sajatitaniuk
a kérdéses fejezetet, és meg kell taldlniuk azt a mddot, amivel tdrsaiknak is
érdekessé tehetik annak megértését. Megnd a hallgaték motivdltsdaga, a
kiseldadasra késziild hallgatoké és a tobbi hallgatéé egyarant. A hall-
gatétarsak, amellett, hogy egy 1j szempontbdl ldtjik az adott kérdéskort és
annak alkalmazdsait, szembesiilnek azzal az érzéssel, hogy mindezt egyik hall-
gatétarsuk mondja el, és rdébrednek arra, hogy ez nekik is sikeriilhet. Fontos
tehat az, hogy a kisdolgozataikat a hallgatok bemutassdk, ezédltal a verbadlis
képességeik és készségeik fejlodnek. Ha a dolgozatok leirva is hozzaférhetdk
a tobbi hallgatonak, akkor azok tovdbbi hasznositdsa is biztosfthatd, tébb pro-
jektotletet évrdl évre alaposabban kidolgoznak a hallgaték, egyre mélyebben
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megismerve az adott kérdéskort.

A moédszer alkalmazdsdnak nyoman ndtt azoknak a hallgatéknak a szdma,
akik szébeli vizsgdra jelentkeztek. Azokbdl a targyakbdl, amelyek oktatdsaban
kiprébéltuk a projektmddszert, azelétt is adott volt a lehetdség az frasbeli vizsga
helyett széban vizsgdzni, vagy az frasbeli eredményének javitdsara szébeli vizs-
gdn, de a hallgaték nagyon ritkdn, vagy egydltaldn nem éltek vele.

Csokkent az ismételt vizsgdk szdma az adott targyakbdl, kiilonosen azokra
vetitve akik kisdolgozatot adtak be.

A kisdolgozatot beadé hallgaték kozt alacsonyabb volt a késébbi "palyael-
hagyds", azaz azoknak a szdma, akik tanulményi okokbdl félévet ismételtek.

A kisdolgozatot beaddk dtlag eredménye jobb volt a vizsgan a tobbi hall-
gatéhoz viszonyitva, de ennek az értékeléséhez az is hozzatartozik, hogy a kis-
dolgozat megirdséra a hallgaték onkéntesen jelentkeztek.

A mérnskképzésben a projektmddszer, és kiilondsen a kiscsoportos pro-
jektmodszer alkalmazdsa eredményesen készitheti fel a hallgatét a diploma-
munkdnél elvdirhaté 6néllé tanuldasra, kutatdsra, és a "team work" a csa-
patmunka mddszereinek megismerésére.

14. Ko6szOnetnyilvanitas

A dolgozat megirdsaval kapcsolatban elsésorban a témavezetémnek, dr. Horvath
Jend professzornak mondok koszonetet, aki a dolgozat témadjéra irdnyitotta fi-
gyelmemet, és tandcsaival segitette a munkamat.

Koszonettel tartozom hajdani tandraimnak, a marosvdsédrhelyi iskoldkban
és a kolozsvari egyetemen eltoltott esztenddk szellemisége sokat segitett eddigi
életem, munkam sordn, és remélem igy lesz a tovdbbiakban is.

Koszonet illeti a volt és jelenlegi tandrtdrsaimat és tanftvanyaimat, akikkel
egyiitt dolgozva, tapasztalataim gyarapodtak, lemérhettem munkdm hasznossa-
gét, és akiknek visszajelzései tovdabbi lendiiletet adtak.

Kiilon koszonet illeti azokat a kollegdkat, akikkel kozosen dolgoztunk az
értekezésben leirt kérdések egy részében, vagy akik dtolvastdk a késziilo kézirat
egyes fejezeteit és értékes észrevételeikkel segitettek abban, hogy az ott taldlhaté
hibdk szdma csokkenjen.

Csalddomnak a nyugodt hatteret és biztatdst koszonom, valamint azt a segit-
séget, amit a valtozatos tevékenységek - konferencidk, kiadvanyok, kiilfoldi utak-
megszervezésében nytjtottak.

15. Az értekezés CD-mellékletének tartalma

CADL CEEPUS Summer University - Nydri egyetem programja
CEEPUS H 127 - hélézat dokumentumai
Jegyzetek - ME oktatéinak jegyzete
JMC - Ifjusdgi Matematikai Kongresszusok anyaga
Kisdolgozatok - Hallgatck kisdolgozatai
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MacTutor - A szoftver dltalaban
MacTutor projects - A Mac Tutor projektlista
Mais hivatkozasok - Néhdny nehezebben hozzéférheté cikk
Oktatds - a ME képzési ismertetdje, oktatdsi szintek lefrdsa
Onképzdksr - diskok dolgozatai
Publikilasra benyujtott dolgozatok
RLV Fels6oktatasi ankét - programok
Sajat eredmények - Néhdny a szerz6 dolgozatai koziil
SEFI -MWG - a SEFI szemindrium anyaga
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Fuggelék
Megvalosult projektek, kisdolgozatok

Az I-IX. részben ismertetiink néhdnyat azok koziil a projekt- 6tletek koziil,
amelyeket az oktatdsban tobbszor alkalmaztunk, és amelyek a leghatdsosabb-
nak bizonyultak. A kovetkez6 leirdsok egy- egy projekt- dtletnek a feldolgozasa
soran lettek egyre Osszetettebbek, ugyanis ezeknek a felhaszndlaskor a hall-
gatok tdmaszkodhatnak az el6z6 években megtanult projektek anyagédra, egy
otlet fejlédik, alakul. A felhaszndlds sordn a hallgaték az otlet és a mate-
matikai tartalom megértése utdn a rendelkezésiikre all6 szakirodalombdl, azt
sajat munkdjukkal kiegészitve alkalmazdsokat, példdkat keresnek és az anyagbdl
kesziild kisdolgozatban részletezik azokat is. A dolgozat bemutatdsakor egyrészt
magat a modszert, eljardst, otletet ismertetik, majd annak altaluk legjobban
megértett alkalmazdsdt.

Modellezés

A X. rész a matrixok alkalmazasat mutatja be a komplex szdmok és a kvater-
niék modellezésére.
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I. A harmadfoki polinom gyokeirol

A projektotlet célja.

A kozépiskoldbdl ismert masodfokd polinom fiiggvény érdekes szimmetria
tulajdonsédgait dltaldban ismerik a hallgaték. Ezeknek a tudatositdsa, ismétlése
utdn a harmadfoku polinom fiiggvény esetén hasonlé tulajdonsdgokat kereshetiink
és taldlhatunk, és ezeknek a megismerésével, alkalmazdsdval a hallgatok a tenge-
lyes szimmetria és pont szerinti szimmetria geometridbdl megismert fogalméhoz
tarsitani tudjdk a paros, illetve paratlan fiiggvények dltaldnosabb értelmezéseként
az adott fliggvénytulajdonsdgokat. Begyakorolhatjdk a derivdltak alkalmazdsat,
és a Cardano képlet alkalmazédsardl is tébbet tudnak majd. Ezt a projektotletet
megeldzben az elsd félév elején szo keriilt a Cardano képletrdl, amir6l minden
évben tobb hallgaté irt kisdolgozatot.

A projektotlet leirdsa

Ismert, hogy a médsodfokud polinom é&ltal értelmezett

fR-R, f(z)=az? +bx+c

fiiggvény, roviden médsodfoku fiiggvény képe egy parabola és mar kozépiskolas
ismeretek alapjén a hallgaték tobbsége ismeri a parabola szimmetria tulajdon-
sagainak kovetkezményeit [70]: a paraboldnak szimmetria tengelye lesz az

b
2a’

azaz:
b b

floge =) = f=5z + 1),

bérmely z-re teljesiilni fog, és példdul a gyokok is szimmetrikusan helyezkednek
el ehhez az értékhez képest.
Az a kérdés, hogy a harmadfokiu polinom &ltal értelmezett

f(x) = ax® + ba® +cx +d

roviden harmadfokt fiiggvény rendelkezik-e valamilyen hasonlé szimmetria tu-
lajdonsdggal? A valasz az, hogy valéban létezik egy pontszerinti szimmetria,
ennek a felfedezése és targyaldsa szintén alkalmas egy egyéni vagy csoport pro-
jekt témajanak

Ennek a két alapvetd szimmetria tulajdonsagnak jol ismertek a legegyszeriibb
esetei, az ordindtatengelyre szimmetrikus fiiggvényeket paros, az origéra szim-
metrikus fiiggvényeket paratlan fiiggvényeknek nevezziik. Gyakran fiiggvény-
tulajdonsdgként is kiemeljiikk 6ket, a pdros és pdratlan fiiggvényeknek a sz-
erepe tobb fejezetben is fontos. A periodikus fiiggvényekre felirhaté Fourrier
sorok egyiitthat6i péaros és pdratlan fiiggvények esetén részben eltiinnek, az
origéra szimmetrikus intervallumon a pdratlan fiiggvények hatdrozott integrélja
eltiinik, a péaros fiiggvények integrdlja a fél (pl. nemnegativ) intervallumon
szamitott hatdrozott integral kétszeresével egyenld. A két adott szimmetria tu-
lajdonsag dltaldnosabban is ismert, és adott, az ordindta tengellyel parhuzamos
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egyenes szerint szimmetrikus, vagy adott, az origétdl kiilonbozd pont szerint sz-
immetrikus fiiggvényeknek az integralszamitdssal kapcsolatos tulajdonsdgainak
a tanulményozdsa és lefrdsa is alkalmas egyéni és csoport projekt témaéanak.
Tovabbi alkalmazds annak a tdrgyaldsa, hogy milyen a mdsodfoki polinom
gyokeinek természete és helyzete egy vagy két valés szdmhoz viszonyitva (mind-
két gyok nagyobb, mint egy adott szdm, illetve kisebb, mint egy adott szdm,
vagy egy adott szdm a gyokok kozott van vagy a gyokok két adott szdam kozé
esnek, stb.).
Az
flx)=az® +ba* +cx+d

valds egyiitthatés harmadfokd polinom esetén a gyokok természetének vizs-
galata nem ilyen egyszerii. A fiiggvényabréazolas segitségével mégis targyalhato
a gyokok természete.

Az f polinomhoz rendelt

flx)=az® + bz +cx+d
fiiggvény elsérendii derivéltja
fr(z) = 3az? + 2bx + ¢

Jeloljiik az elsérendii derivalt gyokeit a-val és S-val. Az f polinom gyokei akkor
és csakis akkor valésak és egymadstol kiilonbozok, ha f(a)f(8) < 0 (a figgvény
széls6 értékei ellentétes elbjeliiek). Ha f(a)f(8) = 0, akkor kétszeres gyvke, ha
pedig f(a)f(B) > 0, akkor egy valds és két konjugdlt komplex gytke van az f
polinomnak.

A H = f(a)f(B) kifejezés szimmetrikus a-ra és S-ra nézve

H = (ad®+bo?+ca+d)(af®+b6%+cf+d) =
a?a® B + aba? B (a + B) + acaf(a® 4+ B?) + ad(a® + ) +
+b%(a? + %) + beaB(a + B) + bd(a? + 82) + Faf + cd(a + ) + d2,

tehdt kifejezhetd az a és B Osszegének és szorzatdnak segitségével

2b
és c

A szamitdsok elvégzése utdn a

dacd — b2 c? + 4b3d — 18abed + 27a?d>
27a?
kifejezéshez jutunk, ami a kovetkez6 alakban is felirhaté

H =

_ 3(bc — 3ad)? + 4(ac® — b?c? + b>d)

H
27a2
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Megaéllapitas.
Az
flx)=az® + bz +cx+d

polinomnak tehdt:

(a) H<O esetén hdrom kiilénbozé valds gyoke van;

(b) H=0 esetén van egy kétszeres valds gyoke is;

(¢) H>0 esetén egy valds és két komplex gyoke van.

Megjegyzés. A harmadfoki egyenlet megolddséra ismert képlet [176] fel-
tételezi az egyenlet 2 4+ px 4+ ¢ = 0 alaku felirdsat és akkor a megolddsok:

rT = u-+v
To = Eu-+ v
xr3 = 2u +ev

alakiak, ahol
1 V3

e=Tp iy

u= §/—§ T GRHER v= {/—g — G+

A megfeleld helyettesitéssel a H kifejezés:

é

4p3 +27¢°
o= 270
27

vagy
_ 4Py (22
Hf4(3) +(2)

alaki, és bebizonyitott, hogy az egyenlet gyokei csak akkor valésak, ha H < 0,
csak akkor van egybees6 valds gyocke, ha H = 0 és két komplex gyvke csak H > 0
esetén van. Ez a bizonyitds csak algebrai iton torténik, de a gyokok komplex
felirdsa miatt nagyon hosszadalmas.

A mdsodfoku
f=ar?+bx+c

polinom szimmetria tengelye az

egyenes. A harmadfoku

f=azd+ bz +cx+d
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polinom nem tengelyesen szimmetrikus, hanem szimmetria kozépponttal ren-
delkezik.
Megallapitas [10].
Az
f=azd+bz?+cx+d

valds egyiitthatds polinomhoz rendelt fligguvény grafikus képe szimmetrikus az

b

§= (5 f(-5-)

pontra nézve.
Bizonyitas: Elégséges beldtni, hogy barmilyen valds x esetén:

b b b b
f(*@ *f(*@ — ) :f(*@ +$)*f(*£),
vagyis
b b b
Qf(—gfa) Zf(—g‘i‘ﬂ?)'i‘f(—?ja - z)
b b b b
f(*@) = a(*@)3 + b(*@)Q +C(*$) +d

b _ b 3 b 5 b
f(—3—a+x)_a( 3a+$) +b( 3a+x) + ¢ 3a+x)+d

b b, b, b
gy =a(— - b(—— — o) +d
fl=g, —2) =al-5- —2)" +b(-5- —2)" +c(~5- —2) +d,
vagyis
b b3 b2 b
Y= at b e 4d
g 3a> a27a3+ 9a? 63a+
b b b b,
f(—3fa+x) = —aw—FSa@x—Ba?’—ax + ax”® +
+bb2 ot ba? el g extd
9a? 307 T T3 T
b b b2 b,
f(—%—x) = —aﬁ—?)aﬁi—?)agm —az’ +
+bE+2bi tbe? el —cxtd
9a? 307 T T3y T T
tehat

b b
flog to)+ f(-g —2) =
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b B b b
+2 22 L od=2f(—

- _2q— 2
a27a3 9q2 3a 3a

).
Alkalmazss.

A harmadfoki polinom gytkeinek helyzetét egy vagy tébb valds szdamhoz
viszonyitva, az elé6bbi megéllapitdsra tdmaszkodva, néhdny esetben megvizsgal-
hatjuk [45]:

1. eset:

(1 > m)A(z2>m)A(z3>m) <

& (H<0)A (—% >m) A [(af (m) < 0) V (af'(m) > 0)].

(1 < m)A(za<m)A(xz3<m)e

& (H<0)A (f% <m)A[(af(m) >0)V (af'(m) <0)].

(1 < m)A(z2>m)A(xg>m) <

& (H<0)A(af(m) >0)A (m<—3%)v(af/(m)<0)

4. eset:
(r1 < mAM<za<n)AMn<z3) S
< (af(m) >0) A (af(n) <0).
5. eset:
(z1,22,23 € [m,n]) &
(H < 0)A(af(m)<0)A(af(n)>0)A
ANm < —3% <n)A(f'(m)- f(n) > 0).
6. eset:
(2 — 21 >x37x2)<:)(a'f(f%)>0)/\(H<0)
7. eset:

b
——)<0)A(H <0),
) < 0) A (H <0)
ahol A az 7és”, V pedig a "vagy” sz6t jeloli.

A felsorolt esetek nem meritik ki az tsszes lehetdségeket.

(x2 —x1 <3 —22) & (a- f(
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II. Integral osszegek alkalmazdsa

A projektotlet célja. A hatdrozott integrél helyes értelmezése az integréal
szémitas egyik alapvetd kérdése, ennek a fogalomnak a megersitését, mélyebb
megértését egésziti ki ez a projektotlet. A kiilonbozo integral dsszegek meghata-
rozdsa a hallgaték szdmdara néha mesterkéltnek tiinnek, de a kovetkezd néhany
példa jol szemlélteti azt, hogy miként lehet a hatdrozott integral definicidja mel-
lett az integrél tsszegeknek néhdny konkrét alkalmazdsét is bemutatni. Az adott
Osszegek hatarértékének és a hatdrozott integral fogalménak 6sszekapcsoldsa-
val a hallgaték maguk is ” gydrthattak” példdt olyan osszegek hatdrértékének a
kiszdmitdsdra, ami mas maédszerrel jéval nehezebben oldhaté meg.

A projektotlet leirdsa
Elméleti hattere

A hatdrozott integrél értelmezése soran kiilsnboz6 integral-osszegekkel taldl-
koz-

hatunk. Nyilvdnvald, hogy a hatdrozott integral pontosan akkor létezik, ha
ezek az integril-osszegek konvergensek. Fz azt is jelenti, hogy ha egy hatdrozott
integral 1étezik, mert pl. van primitiv fiiggvénye az adott intervallumon, vagy
az intervallumon folytonos fiiggvény integrédljat tekintjiik, akkor ez a hataro-
zott integrél egyben mindenfajta, sajétos formdban felirt integrél-osszegnek a
hatdrértéke is [5] .

Ha az f Riemann integralhaté az elmélet szerint a oa, (f,&}) [125] Riemann

b
integral osszeg hatdrértéke az [ f(z)dz, ahol A, a felosztdsokat, &} az adott

felosztdsnak megfeleld k. intervallumhoz tartozé fiiggetlen valtozot jeloli.
Ha tehdt adott egy integralhaté f : [a,b] — R fiiggvény és az [a, b] inter-
vallumnak egy egyenld kozii felosztdsa mégpedig a ”,_—L“ hossziisdgu részinterval-

lumokra, akkor az [a, b] intervallum osztépontjainak halmaza:

b—a b—a b—a b—a
a,a+ ——,a+2——,...,a+ (n—1) ,a+mn
n n n n

Ehhez képezziik a

n n

if(a+kb—a)b—a
k=1

integralosszeget, ahol
b—a

fla+k )

rendre az f fliiggvénynek az

b—a’a+kb—a

o+ =)

részintervallumok jobboldali végpontjdban felvett értékei, ekkor az elébbiek
értelmében:
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b
A 7_za = /f(x)dm

Alkalmazdasa

Ha bizonyos sszegek hatdrértékének a kiszdmitdsa [94] a célunk, akkor mér
csak azt kell felismerniink, hogy milyen fiiggvényhez és milyen intervallumhoz
tartozé integral- osszeg irhaté fel.

1. Példa.

Szémitsuk ki a kovetkezd osszeg hatdrértékét:

I+ V24+ VB4 n
i ( ny/n

Az adott 6sszeg rendre dtalakithato:

- (1+xf+\f+ A+ n
n—oo nf

o (LFV2HV3E YRl

)

)=

T e -

hme(a—i—k )f ahol f:[0,1] = R, f(z) =z,

ez viszont egy integralhaté fiiggvény, és ismert, hogy:

Tehat felirhato:

- (1+f+f+ A+
n—oo nf

)—/fdx— 2avi)y =

A vézolt médszer nyilvdan méds moédositasokkal is alkalmazhatd, pl. ha az
integral-osszeget nem a részintervallumok felsé, hanem az alsé végpontjdban,
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vagy akdr egy koztes pontjaban (felezdpont) irjuk fel, vagy ha az interval-
lum felosztdsa nem n, hanem pl. 2n, 2" részre torténik. Ezekben az esetek-
ben a megfeleld mdédositasok utan hasonléan szamithaté ki az adott Osszegek
hatédrértéke.
2. Példa.
Szamitsuk ki a kovetkez6 osszeg hatarértékét:
i (l—i-cos——f—cos2 + ... + cos ("21)”

n— 00 n

).
Az adott 6sszeg rendre dtalakithato:

1+ cos 7= +c052”+ +cos ™ 21)"

lim (
n— oo n

lim ((1 + cos " 4 cos 2n 4o+ cos
m -— - e —
n—00 2n 2n 2n n

. - ml.1 T
nlin;o];f(O—o— (k- 1)§£)E ahol f : {O, 5} — R, f(z) = cosz,

ez viszont egy integralhaté fiiggvény, és ismert, hogy:

/f(x)das = /Cosxdac =sinz g =1.
0 0
Tehat felirhato:
z
14 cos & 4 cos 2T + ...+ cos (n=1)m ]
hm( 271 2n 2n ):/COSSCCZZZSile g =1.
n—oo n

0

Az elv alkalmazhat6 a hatdrozott integrél helyett példdul az improprius in-
tegralok esetén is, bizonyos megszoritdsokkal. Elégséges példdul ha az integ-
randusz fiiggvény pozitiv és monoton csskkend lasd pl.:[102].

3. példa.

Szémitsuk ki a kovetkezd osszeg hatdrértékét:

z 2441

Az adott 0sszeg rendre atalakithato:
(\/ﬁ+\/§+\/§+...+1)

1 1
lim ( )=) =

S
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ahol

ez viszont egy improprius integrdlhoz vezet, és ismert, hogy

1 1 1

1 , 1
/f(x)dx = /ﬁd.’ﬂ = all){)r_l‘ro/ﬁdx = aE{)r-li-OQ\/E
0 0 a

Tehat felirhato:

1 =2.
a

1
—dr =
N

) 2. +1
oy (VTR

ot— -

1

. 1 .
lim —dx = lim 2vz
a—0+40 xT a—0+4+0

a

1 =9
a

Bizonyos esetekben az adott dsszeg csak egy fels6 korlatjat tudjuk meghatdrozni,
de ez is fontos, hiszen a feliilr6l korldtos pozitiv tagu Osszegek egy monoton
novekvd sorozatot alkotnak, tehdt az sszegek-sorozata (sor) monoton né és
feliilrél korldtos akkor konvergens a sorozat (a sor konvergens). Tehdt ez a
moédszer alkalmas bizonyos sorok konvergencidjanak a vizsgdlatdra is.

4. Példa.

Igazoljuk, hogy az

1 1 1
=14+ —F—+—=+..+—=
V2 3V3 n/n

egy konvergens sor részosszege.

Sn

o0
Az adott sor feliilré] korldtozhaté az [ ﬁdm improprius integral egy lehet-
1

séges integral 6sszegének hatarértékével, csak példaul elengedjiik azt a kikotést,
hogy a részintervallumok hossza csokkend kell legyen.
Felirhatjuk:

1 71
Sp <1+ lim ( ——=dx =3,
x

1 1
+ + .t 1§1+/
n—0o 2\/2  3v/3 n¢# 1mf

mivel az [1,00) intervallum egy lehetséges felosztdsa az {1,2,3,...,n,...}, és
ekkor a részintervallumok hossza 1, ez ugyan nem csvkken a 0-hoz, de alkal-
mas arra, hogy alulrél korldtozza az integral értékét. Tehdt maga az Gsszeg is
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hatarértékben az adott improprius integralnak egy alsé korlatja. Ugyanakkor:

[e%s) b
1 2
/m\fx b [xmx bggo< \f+\f)

Tehat

1 1 T
+m+ﬁ+ \/»_ -ﬁ-[\[dx

azaz a sor feliilrdl korldtos és emellett a sor pozitiv tagu, tehat monoton névekvé,
és 1gy konvergens.

5. Példa.

Legyen f : [0,1] — R Egy Riemann-értelemben integrdlhaté fiiggvény. Az
(an)n>1 szigorian pozitiv tagi sorozat a kovetkezd tulajdonsaggal rendelkezik:
lim max(ay, g, ..., Gn)
n—oo a1 +ag + ... + a,

=0

Bizonyitsuk be, hogy

n
a) limz a1+a2+ +ak) /f(x
nooor—" a1 + a2+ .+ G ar + a2 + -t an

) Zkf( K= 5 [ fa)da

Megoldas:
a) Vegyiik a (A,)n>1 felosztasok sorozatat, ahol

A —{() a1 ay + az a1 +az+...+ag 1}'
" "a1+as+..tap ai+as+..+an, ar+as+..+ay, ;

és amelyre a felosztds normaéja

max(a1, ag, ..., Gn)
ay +az + ... +ap

— 0.

18]l =

Ha a fliggvényértékeket pontosan a felosztdsi pontokban vessziik, azaz

O W T e N U
a1 +ag+ ...+ an

rogton beldthato, hogy az egyes felosztdsokhoz tartozé Riemann-féle 6sszeg

a1+a2+...+ak ay
fgk Zf a1+a2+...+an)a1+a2+...+an
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és igy ezen Osszegek sorozatdnak hatdrértéke (mivel a felosztdsok norméja tart

nulldhoz), éppen [ f(x)dz

0
b) Tekintsiik a
12 22 2
An - {O, 72, 72, ceey 72, “eey 1}
n?’'n n
felosztdsokat, amelyekre az osztépontok

k2

—,k=1,2,...,n.
77,2’ )<y y T

Tp =

Eszrevehetd, hogy a2} —2}_, = 2ol < Lﬁl s ezért ||AL ]| — 0.

n2 —
Az egyes kozbeesd pontokat 1ujbdl a felosztdsi pontokba vélasztva,

k2
&r € [xz_l,xZ] Ly =ap = ﬁ(k =1,2,...,n);
"2k —1, k?
on, (f, &) Zf &)@ ):ZTJC(E):

"k
ahonnan:
1 < k: 1 1 - k:
k=1 k:

Mivel az f fiiggvény integralhatd, igy korldtos is, tehdt létezik olyan M > 0,
amelyre | f(z)] < M, barmely x € [0,1] értékre. Ennek alapjdn

2n? Zf

vagyis az (1)-es Osszefiiggés jobboldaldn a masodik tag hatarértéke nulla.
Az (1) osszefiiggésben hatdrértékre térve kapjuk:

n 1
o1 k2 1
Jim T 2 MG =3 [ faas
-1 0

n

1
- 2n22

k=1

2
F| < M

n2’| = 2n?2 -0
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III. Integrélok kozelito kiszamitasanak két kiilon-
b6z6 modszere

A projektotlet célja. A hatdrozott integralszamitas alapvetd kérdéseinek
elsajatitdsa utdn meriil fel annak az igénye, hogy az olyan fiiggvények hatéro-
zott integréljat is kiszémitsuk (a miiszaki alkalmazdsok nagy része ilyen), ame-
lyeknek nem ismert a primitiv fiiggvénye. A projekt megvaldsitdsa sordn a
hallgaté megismeri az integrélok numerikus szamitdsdnak tobb lehetdségét, és
tapasztalni fogja a kiilonb6z6 médszerek elényeit, hatranyait, dsszehasonlithatja
az eredmények pontossdgat, az elvégzendd miiveletek mennyiségét. Adott eset-
ben a miszaki alkalmazds sordn vdlasztani tud a rendelkezésére &ll6 médszerek
koziil, kritikus szemmel nézve a kapott eredményeket.

Ugyanakkor a téglalap médszeren keresztiil a hatdrozott integralok fogalmat
is mélyebben megérti, a masik médszer megismerése alkalmas a Taylor polinom-
mal valé kozelités 1ényegének megértésére, ij kornyezetbe helyezve azt.

A projektotlet leirdsa
Az alkalmazds alapelve

Gyakran taldlkozunk olyan fiiggvény hatarozott integréljanak kiszamitdsa-
val, aminek nincs primitiv fiiggvénye vagy nagyon koriilményes azt megkeresni.
Ilyen esetekben a szamitds elvégzése, még ha csak kozelité értékre is jutunk,
lényeges lehet a gyakorlati alkalmazasokban. Ennek érdekében tébb mddszer
is ismeretes, most két ilyen eljardst tanulmédnyozunk és a kiilonboz6 esetekben
Osszehasonlitjuk a pontossdgukat. Ez a két eljards merdben kiilonb6zd, mivel
az egyikben a fiiggvényt helyettesitjiik az adott intervallumon egy jol kozelitd
polinommal, a mésikban numerikus mdédszerek egyikét, a téglalap médszert al-
kalmazzuk.

A két mdédszer lényege
Taylor, MacLaurin polinomok

Egy f:la,b] — R, az adott intervallumon legaldbb (n+1)-szer derivilhaté
filggvénynek az xy € [a, b] pontban felirt n-ed foku Taylor polinomja a kvetkezd:

M (g
Taif e = feo)+ T a4

) ()
%(m —x)? 4 ...+ fT('l‘o)(x —z0)"

rovidebben:

" £ (2
Tl 4] = flao) + 3T (o)
k=1

Az elkovetett hibdnak felsé hatdra a maradéktag maximuma:
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_ )

Ry [f|a]= m(x—%)ka\f—xd < |z = 2ol
a maradéktag,
(nt1)
Rolflal s mar Ty

Ha a képletben xy = 0, akkor a
és jele M, [f | z] .
1. Példa.

polinomot MacLaurin polinomnak nevezziik

Tekintsiik az f(z) = sinx fiiggvényt a [—m, ] intervallumon, és frjuk fel a 5.

foki Taylor polinomjit az xg =
hasonlitjuk 6ssze a hibdt az x =

pontban, illetve a MacLaurin polinomjat és
pontban.

cos(%
Ts[sin | z] = sing—i— 1('2)(33—%)4-
—sin(F) .o cos(%) T3
TR R A VA
sin(%) ., cos(%) .5
T2 TR A DA
azaz: . ) e, 1 .
Tﬂsm\x]:l—a(:ﬂ—a) +E(x—§)
Hasonléan:
: . (0 —sin(0
Mssin |z] = sin0+ CO;§ )(a: -0)+ 5121’1( )(:L“ —0)? +
—cos(0) 5 sin(0) 4 cos(0) 5
T(m—O) +T($—O) +T(:1c—0) )
azaz: . - .
My [sin | z] =2 — —a° + —a°.

3! 5!

Az elkdvetett hibat most kozvetleniil a pontos értékkel vethetjiik 6ssze:

. 1 =
o)

2 T4
_ 4 il AN Y S 4
2) 4!(4 2) 70743,
173 1x

mig a pontos érték sin(j) = .70711 (6t tizedes pontossdggal).
Lathat6, hogy mindkét kozelités elég jo, ahhoz képest, hogy csak 5. foku

polinommal kézelitettiink. Nyilvdn

ad.

a nagyobb fokt polinom még jobb kézelitést
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2. példa.

37
.
Az el8bbi eredményt felhaszndlva ki lehet szdmitani pl. a [ SEdr értéket.

4
Vegyiik most a MacLaurin polinomot, ekkor a kozelitd integral

o

2T
4

37
1.3, 1.5 p 2 4 3 5
T — 527 + 52T i
/m—wdx:/(1_£+L)dx:(x_£+L)3 _
T 6
i i

3 (F)° OGP, 7 (3P (3
=7 - * )= G718 T

=.99154.
18 600 ) 9915

Elvben nagyobb pontossdgot ad, ha a 6. foki MacLaurin polinomot hasznaljuk,
ekkor az integrél kozelitését az elébbiek alapjan:

z2 20

6 T 120 s0100% =

ISF \p‘;"
8
\
K=
&w
+
8 ol
ch
\
=
8
3
U
8
Il
el S~ fF

(z — ror o 7 )
18 600 42280

37
P =
™
P

G )’ N S (%)7) —( (5, 5 (%)7)
418 600 422807 ‘4 18 ' 600 42280
= .99154.

Lathat6, hogy mégsem kaptunk nagyobb pontossdgot, vagyis az eléz6 ered-
mény mér kell6 pontossdgu.

A téglalap mdédszer, és mas mdédszerek
Ha adott egy integrdlhaté f : [a,b] — R fliggvény és az [a, b] intervallumnak

egy egyenld kozii felosztdsa mégpedig a I’_T“ hosszisédgu részintervallumokra,
akkor az [a,b] intervallum osztépontjainak halmaza:

b—a b—a b—a b—a
a,a+ ,a+2 yema+(n—1) ,a+n ,
n n n n

és ehhez képezziik a

Zf(aJrkb_a)b_a

n n
k=1

Osszeget, akkor az

b

[r@e= Y pa+ 122000

n n
A k=1

)
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egy kozelitését kapjuk (felsé végpont szerinti téglalapok tertilete).
Hasonl6an jarhatunk el az alsé végpontok szerinti téglalapok Osszegének
felirasdval, ekkor a kozelitést a

ity b—a b—a
> fla+k—)—

k=0

Osszeg adja.
Vehetjiik még a részintervallumok kozéppontja szerinti téglalapok osszegét
is, ekkor a kozelitést a

if(a—i—(%—i—l)b

k=1

- a) b—a
2n n
Osszeg adja.

3. példa.
Vegyiik ugyanazt az integrélt, hogy 6ssze lehessen hasonlitani az eredményeket,

3

4 .
és legyen n = 10 a részintervallumok szdma. Ekkor az [ S dx kozelitd értékét

a kovetkezd Osszeg adja:

W<MQ+%XﬁWZ+%MﬁNZ+TU+
us T ™ 27 T 3T
20 Z+% Z+% Z+ﬁ
L <sm<1 +55)  sin(§ +55) | sin(f + 0)) .
us 4am T 57 T 6
20 Z+ﬁ Z+% Z+ﬁ
ﬂ<mw+$msm$ﬁm+mq+%»+
7 8 9
200 i+x I+ T4 or
sin(Z + 107
s ]020) =.93326
20 T+ %55

Lathatd, hogy a mdédszer egy tizedes pontossdggal adja az eredményt.
Pontosabb a szdmitds, ha a részintervallumok kozepe szerinti téglalapokat
vessziik, ekkor:

20\ I+% i+ T4
YREES LSS LT EL N
20\ §+% T4 R
n (sin(G o N singf 4 ) sG]+ )
20 ™y 13w T m 4 Iom + ™4 1 +
4 0 4 0 1 0
lsm(% + 1‘%) =.97146
19 -
0 G+



A szamitds pontossdga ugy is novelhetd, ha a részintervallumok szamat
noveljiik, pl. n = 20-ra, vagy n = 40-re.
Megjegyzés.

Al

Az elébbi példdban szerepld Si'%dw kozelitd értékét mas modszerekkel, a

4
trapézmaddszerrel, vagy a Simpson mdédszerrel is kiszamithatjuk, és igy lehetéség
van ezeknek az eredményeknek az ¢sszehasonlitdséra.
A trapéz mddszer.

A trapéz moédszer [71] még nagyobb pontossdgot ad, mar n = 10-re is:

lsin% ks sin(%Jrzlo)+sin(%+%)+sin(§+gg) L
40 = 40 T4 Ty 27 ™oy 3T
1 47T 20 1 0 173
o7 sin(g—l—él)+s1n(4+gg)+s1n(§+2’5) N
40 T, 4 T4 5m Ty bm
i 1720 4720
o7 sin(§ + ;—0) N sin(§ + g—g) N sin(§ + gg)) N
T T T 8m ™ 9
WO\ T+ 1t Tt
sin(T 4 0=
msin(Et ) ggo

A Simpson moédszer.
Hasonléan nagyobb lesz ez a pontossag a Simpson médszerrel [71]:

4
120 %
pr (G ) | sG5| s+ 3
120 T4 Ty 2 T 4 31
4 20 4 20 4 20
2 T (sin@ o) | sin(f + 55) | sin( 4 )) .
s 4m ™ 5T T 67
120 T+ 3% 1T 20 Tt 20
2™ (sinui +5) , sin(F+55)  sin(f+ )) .
™ s T 8 T o
120 1t 1120 11T 3%0
LT (St | sn( 3R | sn(E 5
120 T4 EET T 4 b
4T 10 4 0 4T 40
CEETIRETES N
7 9 i1
120 I+ = I+t It
T sin(% + 135) N sin(Z + 15077) N sin(§ + %) N
120 Ty 13w m 4 15w Ty Iin
4T 40 1 0 71t 70



7 sin(§ + 127) 7 sin(% + 107)
9 10
120 z42r T30 z4 1=
Ezeknek a mddszereknek a leirdséra lasd pl. [71] .

A trapéz moédszerben hasznédlhaté képlet:

b n—1
/f(x)dx ~ b%)(f(a) I 2> flatk
k=1

a

b—a
n

)

a Simpson képlet pedig:

[r@ar ~ =@+ s+

b b—a

n

4if(a+ (2k +1) )
k=0

n—1
—a
5 )+2;f(a+k

Az adott képletek pontossaga fiigg az n értékétdl is de a fiiggvénytdl és az
intervallumtdl is.
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IV. Szélsoértékszamitas egy gyakorlati alkalmazésa
A projektotlet célja. A szélstértékszamitdst a hallgaté kiilon- kiilon
megtanulja az egyvdltozos valds fiiggvények, és a tobbviltozds fiiggvények es-
etén is. A véazolt otlet arra alkalmas, hogy egy olyan miiszaki kérdés megoldasara
késztesse a hallgatot, amelynek egyszeriisitett formdja egyviltozds, de a valésdghoz
kozelebb 4116 megfogalmazasa soran tobbvaltozos szélséértékprobléméahoz vezet.

A projektotlet leirdsa

1. Példa. Az a feladat [121], hogy vizszintes helyzetben &t kell vinni
egy hosszi ridat (pl. létrat) egy derékszogben megtort folyosén. Legfeljebb
mekkora lehet a rid hossza, ha a folyosék a, és b szélessége méterben kifejezve
a=2,b=237

Megoldas: A folyosdk kiils6 faldt tekintsiik egy koordindtarendszer tenge-
lyeinek olyan helyzetben, hogy a folyosdk belst falainak taldlkozdsa (sarka) az
S (a,b) pont legyen. Az S ponton dthaladé m irdnytényez6jii egyenes egyenlete:

y—b=m(z—a)
Ez az egyenes a koordindtatengelyeket (a folyosé kiilsé falait) az

—b+ ma
m

Xro =
és az
Yo =b—ma

pontokban metszi, ezek d tdvolsdganak a négyzete:

2
d? = (—b:—nma) + (b—ma)?

A feladat tehat megkeresni a rid hosszdanak maximumat, ami egybeesik jelen
esetben az adott d tdvolsig minimumdval. Igazabél konnyebb a d? kifejezés
minimumat megkeresni, tehdt a

21+m2
2

fwozfz(ﬁym):wwwmf=«w+m@

m
kifejezés szélsbértékei kozt egy lokdlis minimumot keresiink. Az m valtozdéju
m — f(m) fiiggvény m szerinti derivéltja

+m? 2 2m3 — 2m(1 +m?)

F1(m) = 20 (=b +ma) (-2 & (—b+ ma)

m2

m4
frtm) =2 (b 1 g

aminek a gyokeit akdr matematikai szoftver alkalmazasdval is szémithatjuk:
b 1, 5
my= -, my = g\/(—ba ),
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s = — e /() — 12 /)

1 1 V3, ——
my = —% Y (—bCL2) + 527 Y (—ba2)

Ha most a konkrét szamadatokkal, a = 2,b = 3, dolgozunk, az

2m -3
Frim) =272 (3 4 2m?)
gyokei
3 1
mi = 577712 = —5 v 12,

1, 1. .~
mgz — Z \/‘ 12 — ZZ\/g\J/ 12,
1 1
a feladat megolddsahoz az
1
my = 75\3/12 ~ (—1.1447)

vezet, és ez rid hosszédra

d= \/<_b;’:7m>2+(b—ma)2

i \/<3+2(1.1447))2+(3_2(_1.1447))2 ~7.0235

(—1.1447)

azaz kerekitve a 7 méter értéket adja.

2. Példa. Ha most a feladatnak egy tsszetettebb valtozataként, egy derék-
szogben megtort a és b szélességii folyosén egy ¢ szélességil, [ hosszisdgu téglalap
alaku targyat tekintiink, akkor az el6bbi feladat jelentheti egy parkoléhazban,
vagy szlik ttkeresztezOdésben befordulni képes (adott ¢ szélességil) gépkocsi
maximélis | hosszdnak a megkeresését. Megjegyezhetd, hogy pl. az autébuszok
gydrtasdban az un. csuklésbuszok két részének a kiillon mozgédsa lehetévé teszi
egy nagyobb méret{i autébusz dthaladdsat egy viszonylag sziikebb helyen.

Ugyanez a feladat a raktdrhelységek tervezésénél gyakran eléfordul, hiszen
ott az egyik lehetséges f6 szempont a raktdrozo feliilet maximédlissd tétele, amit
nyilvdn a folyosék méretének sziikitésével is érvényesithetnek.

Egy lehetséges megoldas egy vazlata

Az osszetettebb feladat matematikailag tobbféleképpen megfogalmazhato,
ezek egyike a kovetkez6: tekintsiik ismét a folyosé kiils6 falait a rendszer ko-
ordindtatengelyeinek, és legyen a belsd oldalak metszéspontja ismét S(a,b).
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Most viszont nem az S ponton dthaladé egyenest, hanem az S kozéppontu,
¢ sugarui kort érint6 egyeneseket irjuk fel. Az S kozépponti ¢ sugari kor egyen-
lete:

(x—a)’+(y—b)°=c

A kor egy (m,n) pontjdban a kor érintjének egyenlete:

(z—a)(m—a)+(y—b) (n—b)=c

és ez az érintd a tengelyeket rendre az:
2 2,2 2 2, 2 .
To = Wés az Yo = —% pontokban metszi.
Az elébbi metszéspontok d tavolsdgdnak a minimuma alapjan hatarozhato

meg a keresett maximadlis [ értéke, ahol

m-—a -n+b

2 <ma—a2+bn—b2+02>2+ < ma—a2+bn—b2+02>2
Az egyszerfiség kedvéért megint a d?> minimumét keressiik, legyen

(m,n) — f(m,n)

tehdt a kovetkez6 fiiggveny (feltételes) minimumét kell megkeresni:

maa2+bnb2+02>2+< maa2+bnb2+02>2

dzzf(m,n):< “n+b

m—a
vagyis az

on? —2bn + b2 +m? — 2ma + a2

m,n) = (ma —a®+bn —b? + 2 5 5
f ) ( * * ) (m—a)"(—n+1b)

fliiggvény szélséértékeit keressiik az

(m—a)® + (n—b)* = ¢

feltétel mellett.

A matematikai probléma tehdt egy kétviltozos fiiggvény feltételes szélsdértéké-
nek(szélsbértékeinek) a megtaldldsa.

A feltételes szélséérték meghatdrozdsa és az idevdgé szamitdsok elvégzése
utdn az keresett [ hosszisag:

l:d—c(bin a—m

)

Konkrét példdnak vegyiik az elébbi példa adatai szerinti a = 2m és b = 3m
méretil folyosdkon dthaladé ¢ = 1.05m szélességii jarmiivet.

a—m b—n
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2n2 —6n+94+m2—4m+4
(m— 27 (n + 3

f(m,n) = (Qm —44+3n—-9+ (1.05)2)

szélsbertekét (maximumat) kell szémitani az

(m —2)%*+ (n—3)% = (1.05)°

feltétel mellett.

Ez a szélstérték kérdés megoldhaté a viltozok szdménak csokkentésével, vagy
a Lagrange maédszerrel, mindkét esetben a szamitégépes matematikai szoftverek
alkalmazdsa indokolt.

Megjegyzés. A feladat az egyszeriibb valtozatban megoldhaté gy is, hogy
az m paraméter(az egyenes irdnytényezdje helyett, az egyenes és az abszcissza-
tengely kozti ¢ szoget tekintjiik vdltozénak. Ebben az esetben az m = tgy
miatt igy sem lesz sokkal egyszeriibb a szamitds, de a bonyolultabb feladatot
ugyanigy tekintve, eleve egyvéltozos fliggvény szélséértékéhez juthatunk.
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V. Homor1 reflektortiikor merididngorbéje

A projektotlet célja. Mérnokhallgatok szaméra érdekes technikatorténeti
adalék lehet az, hogy a bolygédugattyus motor elve sokkal régebbi, mint a pon-
tos miiszaki megvalésitdsa és ennek egyik oka az volt, hogy nem tudtdk azt, hogy
milyen a legmegfelel6bb feliilet. Végiil az tette lehetévé a miiszaki kivitelezést,
hogy az 1940-es évek végén sikeriilt megoldani azt a differencidlegyenletrend-
szert, ami a dugattyihdz és a dugattyu feliiletét frja le. Tehdt a miiszaki
elképzelés matematikai megfogalmazdsa, a matematikai kérdés megoldésa, és
végill a szémitdsok ttjan nyert eredmény felhaszndldsa vezetett eredményre, a
j6 miiszaki megoldédshoz. Az aldbbi példén keresztiil megvildgithaté ez az tt.

A projektotlet leirdsa. A hallgatok ismerik a parabola geometriai tu-
lajdonsédgat, mégis érdekes az adott feltételt kielégité differencidlegyenlet feldl-
litdsdn és megoldasdn keresztiil végigkovetni azt, ahogy a miiszaki tulajdonség
matematikai megfogalmazdsdn keresztiil megtaldljuk a vdlaszt a problémara.

Felvethet6 a kérdés[121]: Milyen gorbét kell az x-tengely koriil megforgatni,
hogy olyan homort tiikor feliiletét kapjuk, amely az x-tengellyel parhuzamosan
bees6 fénysugarakat az origéban veri vissza?

A mellékelt abrén az x-tengellyel parhuzamosan beest fénysugér a P pontban
éri el a tiikor feliiletét, a rajz szerint a feltételezett merididngsrbét.

A P pontbeli beesési merdleges és az adott pontbeli érintd merdlegesek,
tehdt a fényvisszaver6dés torvénye szerint a sugdrmenet az eldbbi dbra szerint
alakul, ahol az AOP hidromszog egyenld szérui, mivel a P csicsndl 16v6 [ szoge
megegyezik az A csicsndl 1évd szoggel, ez utébbi ugyanis parhuzamos szard
szogkeént egyenld a beérkezd fénysugdr és a meridangérbe érintéje kozt jelolt
szoggel, ami szintén B a fényvisszaverddés torvénye alapjan.

Tehét az AOP egyenlészéaru hdromszog O pontnal 16v6 kiils6 szoge a v = 20.
Tovdbba a meridiangorbét leiré fiiggvény derivaltja a P pontban az y' = tg[3,

igy ott felithaté: ¥ = tg283, majd az ismert képlet szerint: ¥ = 13@-‘;5[3, azaz
eljutunk a keresett differencidlegyenlethez:
2 /
Yo 2 w#0,y # L
T 1=(y)
A kapott egyenlet a kovetkezd alakban irhato:
Yy +2y =L =02 40,y #=1.
x x
Ebbél
1441+ (1)
y = f(g”)vwoyy’ #£1, y #0.
xr
Rendezve:

2
+ <x) F 1w #0,y #+1,y#0.
y
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: meréleges
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i

b B e
A 0 X A X

2. dbra. Homoru reflektortiikor merididngorbéje

A megolddshoz ez a két differencidl egyenlet vezet el. A szimmetria mi-
att feltételezhetjiik azt, hogy csak a fels6 félsikban keresiink megoldast, ahol
feltehetd y > 0, s6t 3’ > 0.

Ezért tekintsiik az

T

2
y’=—§+ <z> +1,z#0,y #£1L,y#0

egyenletet, ami az ¥ = wu,y’ = u'z + u helyettesitéssel a kovetkez6 alakban
frhaté:

1 1\?
vrt+u=—=+ <> +1,2#0,u#0,
u u
vagyis :
1 val 2
u'x—i—u:—f—l-%,x;ﬁ(),u;ﬁ().
u u

1. eset. Ha x > 0, azaz v > 0 ( y > 0), akkor:

V1 21
u’x—}—u:—’—iu,x#(),u#(),
u

rendezve:

udu dx
=T Oa Oa
V1+u? —(1+u2) x 7 0u?

ami a t = /14 u2 > 1, helyettesitéssel, figyelembe véve azt, hogy tdt = udu,
rendre a kovetkez6khoz vezet:
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tdt dx dt dx
/t—t27/;’ I—_tf/;,lnC—ln(t—l)—lnm,(C>0)
vagyis:

Y\ 2
2(t—1)=C,a 1+(7) 1) =c¢,
z
amit a kovetkezképpen irhatunk:
Va4 y? 732 12 2_ 2
x| ————-1|=C,v2?2+y?> —2=C, majd y* = (C + z)* — z=,
z

és rendre
2 =C%?+2Cz,y =/C2+2Cx,z>0,C > 0.

2. eset. Ha x < 0, azaz u < 0 ( y > 0), akkor az:

1 V1 2
u'ac—i—u:—f—i,x#(),u;é(),
u u

egyenlethez jutunk, amit szintén az el6z6 helyettesitéssel oldunk meg.
Vegyiik az:

—/1 2 _1
u’x—l—uzi,x#o,u#o,
U
vagyis
udu dx
=——,x#0,u#0,
V1+u? 4 (14 u?) x 7 7

egyenletet, amiat = v/1 + u? > 1, helyettesitést és a tdt = —udu (u < 0)0sszefiiggést
figyelembe véve, elvezet az:

/ tdt /dm dt /dx <0
= —_ - = — .
t+12 ) 1+t z’ ’

aminek a megolddsa:

In(t+1)=—-In(—z)+In K,z <0,K >0

azaz rendre:

2
K—x(tJrl),K—x( 1+(£) +1>,ésmivelx<0:
x

167



2 2
K:_x<1_v$+y>,[(:_x+ a3

T

majd:
Va2t =x+ K, 22 +y° = (z + K)?,

és végiil:

K
y2:2K:x+K2,y:\/2Kw+K27K>0775§x<0.

Lathatolag a két megoldds egyforma alakd.

Viélasszuk most ki azt a gorbét, amire y(—%) = 0, ekkor a mésodik megoldas
szerint

0 = vK? — K, ennek megolddsai K =0, K = 1.

Tehét ezen az intervallumon a keresett megoldés:

1
y:\/2x+1,0>w§—5.

Ha folytonos gorbiilettel illesztjiik a mdsik intervallumon (x > 0) taldlhato
megolddshoz, akkor ott az y(0) = 1,y/(0) = 1 feltételeket kell venniink, igy a
VC? = 1 mellett az: ¢y = 2\/% -bdl, a % =1, azaz C = 1 adddik, tehét
a keresett megoldds:

1
y:\/2x+1,x§—§

azaz mint varhaté volt, egy parabola két, egymdshoz illeszked ive.
A reflektortiikér merididngorbéje tehat ebben az esetben a szimmetridt is
figyelembe véve

1
y==+ 2:5—1—1,:152—5.

Az sltaldnos esetben, ha az eldzdek szerinti folytonos gorbiilettel csatlakozunk
az x = 0-ban akkor az

C
y==+ 2036—0—02,3:2—5,

C

azaz az © = —$ vezéregyenesii (5, O) fékuszponti parabola lesz a megoldés.

2
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VI. Résztortekre bontés egy gyorsabb mdédszere

A projektotlet célja. A hatdrozott integrdlok oktatdsa sordn gyakran
talalkozunk olyan integralszamitdasi feladattal, amit pl. valtozdcserével tortek in-
tegraldsra vezetiink vissza (gondolhatunk irraciondlis fiiggvényeket, szogfiiggvénye-
ket, vagy hiperbolikus fiiggvényeket tartalmazé példdkra). Ezért a tortek inte-
graldsa hangsilyosabb szerepet kap. A résztortekre bontds amugy algebrai fe-
ladatét az oktatok tapasztalata szerint a hallgaték nehezebben sajatitjdk el. A
résztortekre bontdsnak ez a médszere, féleg az egyszeriibb feladatok megoldasa
sordn, lényegesen leroviditi a szdmitdsokat, és igy ez a médszer, bar a megtan-
uldsa bizonyos fokud tobbletmunkara épiil, mégis népszerii a hallgatok kozott.
Tobbszor tapasztaltuk, hogy azok a hallgatok, akik ezt a médszert alaposan el-
sajatitottdk, valésdgos ”szakért6ive” valtak a fejezetnek. A mddszer elsajatitasa
tortekkel végzett miiveletek gyakorldsa mellett még a fiiggvényeknek a pon-
tosabb tanulményozdsdt is eredményezi, foként az értelmezési tartomdnyuk vég-
pontjaiban.

A projektotlet leirdsa

Maga a leirds az dltaldnos esetben sokkal bonyolultabbnak t{inhet mint a
modszer alkalmazdsa, féleg az egyszerii esetekben.

Tekintve, hogy a valdés polinomok a valés szdmok felett felbonthaték elsé
és mdsodfoki valés polinomok (irreducibilis tényez6k) szorzatdra, az f(xz) =
ggi; alaku tortfiiggvények (ahol P(z) és Q(x) valds egyiitthatéjui polinomok)
egyértelmilen résztortek osszegeként irhatok fel [125].

Legyenek x1, 22, ..., 2 a Q(x) polinom valds gyokei és jelsljiik rendre oy, g,

,a-val ezeknek a gyokoknek a tobbszorosségi fokdt. Legyenek tovabbé
az ai + tby, ag + iba,...;a; + ib; a By, B, ..., B; t6bbszorosségi foku komplex
gyokok, illetve az azonos tobbszorosségii konjugdlt komplex gyokok a; — by,
ap—1by,...,a;—ib;. Ezeket a konjugdlt komplex gyokpdrokat tartalmazzak rendre
az x? +2p12 + q1, 2% + 2p2x + ga,..., 2 4 2p;x + g; valés masodfoku tényezék az
adott tobbszorosségi foknak megfeleld hatvanyokon. A Q(z) polinom felirhaté
tehdt a kovetkez® alakban (ahol Qg € R):

Qo(z — )™ ..(z — xk)ak-(fzﬂ%pﬁ + %)Bl (x2+2p2x + QQ)BZW(JUQJFQPJ'QU + ‘Jj)ﬁj
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P(z)
Qo(r — )" ..(x — xk)ak($2+2p1$ + 91)ﬁ1~--($2+2pjx + Qj)ﬁj

felbontdsa tehdt

C@t+ _A;)al + _A”al,ﬁ... xAj"; +.t
1 r—x) 1
A1 Apa Ak
(z— )™ (x—xk)a"‘_l T — T
Miiz+ N1 M2z + N2 Mg x4+ Nig, Tt
(@ +2pz+q)" @ 42pz+q) " 2 +2pw+qp
Mjiz + Nj Moz + Njo Mg, x+ Njg,
(332+2ij + Qj)B’ (352"‘2193‘35 + %)Bj_l C T2pm g

Megkaptuk tehdt a ggg felbontasat (x_ih)a és (x2¥;p;]iq) 7 alaku résztortek
Osszegére. Az adott Ak, My, N egyiitthatok meghatédrozasat a megfelelé miive-

letek elvégzése utdn két polinom azonos egyiitthatéiként szokds meghatdrozni,
de ez a médszer meglehetdsen nehéz, ardnylag egyszerii esetekben is.

Példa.
Bontsuk fel a

8(z —2)
(z—1)*(z +1)*(2* + 1)

tort fiiggvényt résztortek osszegére!
A megoldés sordn az el6bbi felbontdsi képlet szerint felirhatjuk, hogy:

8(3372) _ Al A2 Bl
= o1 a1 @yt
B> Mx + N

Jr3(:—1—1+ 2 +1

Ahol meg kell hatdrozni az Ay, Ay, By, Ba, M és N egyiitthatékat. Szorozzuk
be mindkét oldalt az
(x — 1)%(z + 1)2(2? + 1) kifejezéssel, a kapott polinom-azonosség:

Az + 1222 + 1) + Ag(z — D3 (z + 1)*(2® + 1) +
Bi(z — 1)2(z? + 1) + Ba(z + 1)(z — 1)?*(2® + 1) +
+(Mz + N)(z —1)*(z + 1)?

8(z—-2) =

amit dtrendezhetiink a kovetkezok szerint:
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8(x —2) = Ay(z* + 223+ 222 + 22 +1) +
Ay(z® + a2t —2 — 1) + By(a* — 22 — 222 — 22 + 1) +
+By(x® —at —x+ 1)+ M(2® — 223 + 2) + N(2? — 22° + 1)

A két polinom megegyez6 fokszamu tagjainak egyiitthatéit azonositva a
kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

As+By+M = 0

Ai+As+B1—By+N = 0

Ai—-Bi—-M = 0

Ai+Bi1—N = 0

241 — Ay —2B1— B+ M = 8
A1 —Ay+Bi+By,+N = -16

Az Ay, Ay, By, By, M és N ismeretlenekre.

A megoldédshoz a harmadik és negyedik egyenletbdl:
M+ N
2

 N-M

Ay 5

aBl

Majd az els6 és médsodik egyenletet atirhatjuk a kiovetkezé forméba:

Ag+ By = —M, Ay — By = —2N
ahonnan:
M+ 2N _2N-M
2 TP 2
Végiil Ay, As, By,és Ba-t az 6todik, hatodik egyenletbe helyettesitve:

Ay =

AM = 8,4N = 16

és tehat
M=2 N=-4

)

Ezek utdn
Ay =—-1,A,=3,By = —-3,B, = -5

Az adott tort felbontdsa igy:

8(z —2) 1 3 3

12 +12@2+1)  (@=12 z-1 @+12
5 2(x - 2)
Cz+1 2 +1
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Ugyanezeket az egytitthatékat mdasképpen, bizonyos esetekben sokkal révi-
debben is meghatédrozhatjuk. Tekintsiik ismét az adott felbontést:

8(217*2) _ Al + A2 +
(z—1)2(z+1)2(a2 4+ 1) (z—-1)2 =z-1
B Bo Mx+ N
(x+1)2 JrJ[J—i-l+ x2+1

Szorozzuk most mindkét oldaldt (z — 1)%-nel:

8(z —2)
—(l‘ n 1)2(1:2 n 1) A+ AQ(CE — 1) +
B, By Mx+ N

(ac—i-l)QJraz:—b—lJr z2 41

(z—1)°

Ha most ez utébbi azonossdgba x = 1-et ”behelyettesitjiik”, az A; = —1-hez
jutunk, ami természetesen megegyezik az eléz6ekben kapott eredménnyel.

Itt felhivhatjuk a hallgaték figyelmét arra, hogy a két el6bbi azonossag
nem teljesen egyenértékii, hiszen mig az elsének nincs értelme z =1
és x = —1-re, a masodiknak mar x = 1-ben van értelme. A hallgatok
még pontosabban megérthetik ennek a mddszernek a lényegét, ha az utébbi
egyenldségben az x = 1 behelyettesitése helyett a kifejezések hatdrértékérsl
beszéliink, ha * — 1. Hasonl6 médon hatdrozzuk meg a B; egyiitthatét, az
eredeti azonossdgot ezittal (z + 1)%-nel szorozva:

8(z —2)
A1 Ag Mz + N

12
(z+1) (96—1)2+gz:—1Jr z?2+1

Mindkét oldal hatdrértékét véve, ha x — —1-hez, By = —3-hoz jutunk. Az
eredeti azonossdgba helyettesitsiik be a mér meghatdrozott A, és Bi-et:

8(z — 2) S S T
(x—1)2(x+1)2224+1)  (z-1)2 z-1
AQ B2 M$+N

3371+:1c+1+ 2 +1

Az ismeretlen egyiitthatds tagokat jobboldalon hagyva a kévetkez6 azonossa-
got kapjuk:

8(x —2) + (x+1)%(x2 + 1) + 3(z — 1)?*(z2 + 1)
(x—1)2(x+1)%(22+1)
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AQ Bg MI+N
x71+x+1+ 2 +1

A baloldal szamldldja oszthaté lesz (x —1)(x+1)-el. A szdmitds a kovetkezd:

4ot —4a® + 82 +dx —12=4(z — 1)(z + 1)(z* — 2 + 3)
Majd a baloldal egyszeriisitése utdn azt kapjuk, hogy

4(z? —x+3) Ay By Mx+ N

G- D)@+ D@ +1) o-1 a+1 " 241
és az el6z6ekben leirt médszerrel meg tudjuk hatdrozni az As, By értékeit.
Rendre (x — 1)-el megszorozva mindkeét oldalt és 1-et behelyettesitve Ay = 3-at
illetve (z + 1)-el torténd szorzds és x = —1 behelyettesitése utdn By = —5-6t
kapunk. Ezeket az értékeket az elébbi alakba visszahelyettesitve:

4(z? -1 +3) 3 5 Mx+ N

(r—D(x+1)(22+1) =x-1 7$+1+ 22 +1
A jobboldalon hagyva az ismeretlen egyiitthatékat

4(a? —2+3) =3+ 1)(a* + 1) +5(x —1)(a*+1)  Mz+ N
(x—D(x+1)(22+1) a2+l

és a baloldalt (z — 1)(x + 1)-gyel egyszeriisitve a kivint

2:17—47Mx+N
224+1 2241

azonossdghoz jutunk, tehdt M =2, N = —4.

A kapott eredményeket Osszesitve a kapott felbontds megegyezik az el6z6
felbontédssal.

Megjegyzés.

Az M és N egyiitthatok az elébbiektél eltéréen, mar elsddlegesen is meghatd-
rozhatdk az eredeti alakbdl azt az (x2 + 1)-el végigszorozva :

8(x — 2) B .
Go1P@r1e - MrrN+

A A B B

2 1 2 1 2
1

Ha+1) (m71)2+az71+(x+1)2+z+1

és az © = i-t behelyettesitve az (22 + 1) tiinik el, és az azonossiagbdl az
kovetkezik, hogy:

8(i — 2) .

————5=Mi+ N

G-+ T
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vagyis

8(i—2) .
=Mi+ N
@ — 1) 1+
és igy:
8(Z4 2 _oi—1)= Mi+ N

vagyis M =2, N = —4.
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VII. Az egész szamok néhany tulajdonsiga

A projektotlet célja. A projekt médszer alkalmazédsa ebben az esetben arra
vezethet, hogy egy-két hallgaté vagy egy kisebb hallgatocsoport tanuldsét kata-
lizélja. A tanult anyagrészhez kapcsolédd, de a tanultakat kicsit mds szem-
pontok szerint dsszefogd kérdések arra 6sztonzik a hallgatét (hallgatokat), hogy
a tanultakat mélyebben megértsék, azok alkalmazasdnak feltételeit pontosab-
ban megismerjék és alkalmazni tudjak a szokatlanabb feladat-helyzetekben. A
megvaldsitdsa sordn a hallgaté az intuitiv gondolkoddsmad kialakitdsdra kaphat
mintat [103], arra, hogy egy egyszeriinek tiind szamitési feladat tovdbbgondo-
ldsa mire vezethet . Erre a kovetkezetes, logikus gondolkoddsmdédra feltétlen
sziitksége van a mérnokhallgaténak. Ennek az induktiv tdtnak egy jé példéja ez
a kisdolgozat, ami az egész szdmok egy tulajdonsdgérdl szol.

Torténete

A kisdolgozat (egyéni projekt) megvalésuldsanak 1980-as évekre visszanytlo
torténete a matematikai indukcié tanitdsa sordn a kovetkez6 példa megolddsa
utdn kezdodott:

Példa: Igazolja, hogy n® — n mindig oszthaté 30-al, ha n > 1,n € N.

A didgkoknak az volt a tennivaldja, hogy néhédny egyszerii esetben kozvetlen
szamitdssal ellendrizzék az adott &llitdst, és ha igaznak bizonyul, akkor A4l-
taldnosan is igazoljak

Ez a feladat annak a szemléltetésére is alkalmas, hogy az induktiv tton
kapott sejtés a matematikai indukciéval térténé bizonyitds mellett gyakran kozvetleniil
is belathato.

A feladat megolddséat kovetd érdan Nemes Attila szakkozépiskolds, aki ma
kitiiné mérnok, egy kérdést tett fel, amiben az egész szamoknak egy nagyon
egyszeril, altala észrevett tulajdonsagaval foglalkozott. Eszrevette ugyanis, hogy
két egymast kovetd egész szdm harmadik hatvdnyainak a kiilonbsége hdrommal
osztva mindig 1-et ad maradékul. Ezt a tulajdonsdgot tobb tucat esetben el-
lendrizte a zsebszdmoldégépével és a nagy szamui példa kiszdmitdsa utdn azt
llitotta, hogy ez mindig igy kovetkezik be.

Nemes Attila szavaival élve "egy kis felfedezést tett a matematikdban" és
megfogalmazott egy sejtést, egy tételt. Azt kérte, hogy mondjak véleményt,
hogy ez a megéllapitds ijdonsdgot tartalmaz-e vagy sem, mivel mindenképpen
a sajat eredményének érezte a tulajdonsdg észrevételét, és szerette volna tudni,
hogy mennyire van igaza. A jelzett tulajdonsdg hivatalos bizonyitdsat ardny-
lag konnyen beldtta, de szerencsére nem veszitett érdeklédésébol. Tandcsomra
elméleti dton is, meg a zsebszdmolégéppel is prébédlkozott az adott tulajdonsag
tovabbi ellendrzésével, a tulajdonsdg kapcsdn megfogalmazéds tovdbbi &llita-
sokkal.

A kovetkezd hetekben szinte minden alkalommal, amikor taldlkoztunk a tu-
lajdonsag tjabb és djabb véaltozataival, esetenként dltalanositasaval jelen-
tkezett. A tulajdonsdgok egyre Osszetettebb alakjénak bizonyitasa koézben, tu-
lajdonképpen a tanult anyag egy tekintélyes része rendre széba keriilt, hiszen a
matematikai indukcié mellett polinomok gytkeirdl, polinomok oszthatésdgarol,
Bézout tételérdl, komplex szamok algebrai, majd trigonometriai alakjanak felira-

175



sardl, alkalmazdsardl is széltak ezek a bizonyitdsok.

Nemes Attila az dltala felvetett kérdés egyre pontosabb, szélesebb korii
megolddsa révén észrevétleniil megtanulta a matematika fent emlitett fejezeteit,
s6t azokat alkalmazni kényszeriilt. Tehdt akarva-akaratlanul ennek a néhény tu-
lajdonsdgnak és a tulajdonsdg kovetkezményeinek koszonhetéen a tanult anyag
jelentés részét nagyon alaposan megtanulta, sét alkalmazni is tudta nem egysz-
erii begyakorlé példdkon, hanem ”élesben” egy elméleti bizonyitds sordan. Az al-
tala felvetett egyszerii feladat motivalta abban, hogy jénéhany eléaddson keresztiil
fesziilten figyeljen, kozbevetett kérdéseivel a tanultak alkalmazhatésdganak hatarét,
lehetdségét igyekezett felfedezni és mire ezt a kisdolgozatot megirta, mar nem
csak azt tartotta fontosnak, hogy zsebszémolégéppel, sok-sok példan keresztiil
felismerjen valamilyen szabélyszeriiséget, hanem azt is, hogy a tanult elméleti
tételek alapjdn, esetleg elméleti iton prébélja felfedezni, megfogalmazni a még
lehetséges tulajdonsdgokat. Ez a folyamatosan visszacsatoldsokkal tarkitott
kozos munka mintegy 8 hétig tartott és eredményeképp sziiletett meg egy kozos
dolgozatunk [47].

A dolgozat felépitése pontosan nyomon koveti a projekt sordan kialakuld
aprébb lépéseket, és tiikrozi azt a sorrendet, amint az adott tulajdonsdgokat
"felfedeztiik" és bebizonyitottuk. Ennek a projektnek kiilon érdekessége az,
amint Nemes Attildnak a matematika tanuldssal szembeni magatartdsa megval-
tozott. Fegyelmezett, jéoindulati, szemlélodd, tobbnyire passziv emberbdl egy
szenvedélyesen vitatkozd, nagyon aktiv, a matematikdat nagy becsben tarté didk
lett, késbbb egyetemet végzett és jelenleg egy sikeres mérnoki iroda vezetdje.

Idézziik fel ennek a dolgozatnak a részleteit, nyomon kovetve azt, hogy mi-
lyen matematikai ismeretek meglétét, alkalmazdsi képességét tételezi fel és a
dolgozat hogy egésziil ki egyre sszetettebb matematikai eszkozokkel. A dol-
gozat nyomdn az utébbi években a Miskolci Egyetemen is tobb kisdolgozat
sziiletett.

Az egész szamok néhany tulajdonsdga

Eszrevehetd, hogy két egymds utdni egész szam harmadik hatvanyainak
kiilonbsége hdrommal osztva 1-et ad maradékul, azaz:

(n+1)°—n’= 3 - M3+1, M3€Z, ahol Ms= n(n + 1) €Z.

Ezt a tulajdonsdgot magasabb kitevOkre is dltaldnosithatjuk. A negyedik
hatvanyra nem érvényes a hasonlé tulajdonsag, tehédt a pdros szdmokat elvetjiik,
az otodik és hetedik hatvanyra ismét érvényes egy hasonlé tulajdonsig, de a
kilencedik hatviny esetén nem, tehat a paratlan szdmokra sem mindig igaz.

Felotlik tehdt az a gondolat hogy csak primszamkitevokre érvényes a kvetkezo:

1. Tulajdonsdg. Tetszbleges p > 3 primszam és barmely n egész szim
esetén:

(n4 1)’ =nP=p - M,+1,ahol n(n+1)| M és MycZ.

tovdbbd:

Ha p > 5, akkor még (n*+n+1) | M,.
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Bizonyitas:
Legyen p > 3 primszam és n egy tetszoleges egész szdam. Felirhatjuk, hogy:

(n+1)P —nP = <€>n”+ (?)np‘l ot (pp 1)n+ (i) —n?,

vagyis

(n+1)P —nP = (Z)n”—l + <§>n”_2 ot <pf 1)n+ 1. (1)

Belathato, hogy:

Py _ plp—1p—-2)...(p—k+1) B
<’€) = Rk-Dk—2).321 _Pte 1sk<p

ahol Ly egy egész szdm, mivel a (Z)kombinéciés egyiitthatok egész szémok,
tehdt a nevezoben 1év6 tényezokkel lehet egyszeriisiteni s az egyszeriisités nem
érinti p-t, mert p primszéam és 1 < k < p.

Tehat:

B)y=p-Lp,1<k<pés L€

Vezessiik be az LpnP~% = L) € Z jelolést. Behelyettesitve az (1) osszefiig-
gésbe:

(n+1)P—nP = pLi+pLy+..+pL,_+1
= p(Li+Ly+..+ L, ,)+1,
tehat
(n+1)P —nP =p- M, +1,
ahol

My,=Ly+Ly+..+L, € (2)
Még azt kell bizonyitani, hogy

n(n+1) | M,

illetve ha p > 5, akkor
(n®+n+1)| M,

a) Az (1) eredmény alapjan beldthato, hogy n | M. (3)
b) A (2) alapjén beldthatd, hogy

m+1)P—nP=p-M,+1,
innen kifejezve a p - M,,-t:

p-M,=(Mn+1)P—nf -1,
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vagyis p - M), egy polinom n-ben.
Vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

P My = f(n) = (n+ 1) P 1
Bézout tétele alapjan bebizonyitjuk, hogy (n+ 1) | f(n).

Val6ban,
f(=1)=0p—-(-1)=0 (p=2k+1).
Tehat
(n+1) [ f(n),
azaz
(n+1)[p- M,

és mivel p primszam, kovetkezik
(n+1)| My (4)
c) Ha p > 5, akkor még igazolnunk kell, hogy
(n®*+n+1)| M,

Vegyiik ismét az el6z6 b) pontban bevezetett f(n) polinomot, és szintén
Bézout tételére tdmaszkodva igazoljuk, hogy:

(n®+n+1)]| f(n).
Megmutatjuk, hogy

(n—mn1) | f(n)
és
(n —n2) | f(n),
ahol ny és ny az n? +n + 1 polinom gyckei , vagyis
27r+,_ T 1+, 3
Ny = COS — + i8N — = —— + §—
! 3 3 2 27
Cos47r+'s' il L_,v3
= — in—=—= —i—.
"2 3 T 2 "2

Megjegyzés.

A p > 5 primszdm a 6-tal valé oszthatésdg szempontjébdl csak a 6k + 1 és
6k + 5 maradékosztdlyok valamelyikébe sorolhatd, mivel a tébbi esetben a 6k,
6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 alaku szdmok Osszetettek, 2-vel, vagy 3-mal oszthatdk
(k = 0 esetén a 2, ill. 3 primszdm de 5-nél kisebbek). Ennek megfeleléen két
esetet tdrgyalunk:

c1) Feltételezziik, hogy a p > 5 primszdm 6k + 1 alaky, k € Z akkor:

f(n1) = (nq + )% —pfF+t —1
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és tudjuk, hogy:

_ 27r+_ . 27
np = cos— +isin—
n+1 = cosz—l—isinI
! 3 3
Tehat:
6k +1 6k + 1 6k +1)2 6k +1)2
f(nl)zcos( + )W—O—isin( * )F—cos( + )W—z‘sin( + )77—1
vagyis:

2 2
f(n,) =cos (2k7r+g) +isin (2/{:7r+g) —cos (4k7r+;) —isin <4k7r+;> -1

2 2
f(nl):cosg—o—isin%—cosg—ising—l
1 1
,+i§+,_i§_1:0
2 2 2 2

f(n1) =0, tehat
(n—n1) [ f(n).  (5)

Hasonléan az no esetén:

4T 4w
COS — + 281N —

3 3

T2

1 57T+, Y
n = COS — 781N —.
2 3 3

(6k+1)5m o (Bk+1)5m  (6k+ 1T (6k+ Ddm

f(n,) =cos 3 isin 3 0s 3 3
4 4
—cos [ 10km+ 2 ) isin (10572 ) — cos ( Skt 2T ) —isin (kT 1
3 3 3 3
5m s 5 A7 . Arw 1
= — in — — — —tsin — —
COS 3 ) 3 COS 3 ) 3
1 V3 1 V3
flma) =5 —i+5+ig 0,

azaz f(ng2) = 0, tehdt

(n—mng) | f(n).  (6)
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co) Feltételezziik, hogy a p primszam 6k + 5 alaku, k € Z.
Ekkor

f(?’LQ) _ (n2 + 1)6k+5 _ ngk+5 -1

és tudjuk, hogy

—eosT isin T 41 = cos T 4 isin 2T
TNy = COS 3 7sin 3 Ty = cos 3 1sin 3
Tehét:
6k +5)5 6k +5)5 6k +5)4 6k +5)4
f(nz):COS( +5) W+Z‘Sin( +5) 71—fcos( +5) W*isin( +5) 7T71’
3 3 3 3
vagyis:
25 25 20 20
=Cos <10k7r+37r> +4 sin (10/{:7r+37r> — co8 <8k:7r+37r> —i¢sin <8k:7r+37r> -1,
2 2
f(nz)ICOS%—l—z‘Sing—cos%—isin%—l:(},
f(n2) = 0, tehdt
(n—mn2) [ f(n). (6
Hasonléan:
6k +5 6k +5 6k +5)2 6k - 5)2
f(n1):COS( ha )W-l—isin( + )W—cos( * )F—'sin( + )7T_1’

1 1
=cos <2k7r+5;> +4 sin <2k7r+5;> — Ccos (4k7r+gﬂ> —isin <4k7r+(;r> -1

flny) :cos%r—kisin%r—cos%—isin%—l:()
f(n1) =0, tehat
(n—n1) | f(n). (5

Az (5), (6), illetve (57), (6°) alapjén kovetkezik, hogy:

(n®+n+1)| f(n). (7)

Az adott tulajdonsdg altalanosithatd, ha n + 1 helyett n + k-t vesziink:
2. Tulajdonsag. Ha p egy hdromndl nagyobb primszaim és n valamint k
tetszbleges egész szdmok, akkor:

(n+k)P—-nP=p-n-k-(n+k) M+EkKP,
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ahol M € Z.
Bizonyitas: Legyen p > 3 egy primszdm és n, k két tetszoleges egész szdm.
Felirhatjuk, hogy

(n+k)P —nP = (g)n” + <Zl)>n”_1k + (Z)n”_QkQ + ..+ (i) kP —nP,

(n+ k)P —nP = (zf)nplk + (g)nPQkQ + ...+ KP. (8)

Az el6z6 tulajdonsdg bizonyitdsdbdl tudjuk, hogy

<z> =p- Ly, és Lj, = LpnP~".

Ugyanakkor:
(n+ k)P —nP =pLik+pLsk® + ...+ pL%_ k"' + kP
tehdt:
(n+k)P —nP =p-M,+k",
ahol

M, =Lik+ L3k’ + ...+ L _ k" € Z

Bizonyitani kell még, hogy

a) n|MP7 .
b)  (n+k) | My,
c) k| M,.

A (8) alapjédn:

(n+ k)P —nP = (ﬁ))nplk + <§>np2k2 + ..+ <pp 1>nkp1 + kP,

azaz: -
m+EkP —nP=p-M,+ kP

és mivel p primszdm, azonnal kovetkezik, hogy
n | Mp

és o
k| M,. (9)
b) Legyen

p-T, = T(n) = (n+ k) —n? — k.
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Bézout tétele alapjéan

F(k) =0 = (~h)" —k" =0

tehat B
(n+k)| f(n),

azaz

(n+k)| M,  (10)

Az 1. Tulajdonsig egy masik altaldnositdsa a kovetkezo:

3. Tulajdonsag.

Ha p > 3 egy primszam és n valamint k > 0 egész szdmok, akkor:

(n+ k)P —nP :p-ﬁp—i-k,

ahol ﬁp €.

Bizonyitas:
Az 1. Tulajdonsdgot alkalmazzuk rendre az n,n+ 1,..., n+k — 1,n + k egész

szamokra, azaz:

m+1)P—nP=p-Mp;1+1,
m+2P—(n+1)P =p-Myo+1,
m+3)P—n+2P=p-Mys+1,
(b= 1P — (04 k=27 = p- Mypy +1,

(n+ kY = (n+k—1) = p- My +1
Osszeadva ezeket:
M+ kP —nP =p(Mp1+ Mpo+Mps+ ...+ My 1+ M)+ k, (11)

azaz:

(n+k)p—np=p~ﬁp+k. (12)
Alkalmazasok.

1. A 3. Tulajdonsdgbdl egyszerii helyettesitéssel bizonyithaté az un. kis
Fermat tétel:
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Ha n =0 és k = a, akkor (12) alapjan:

ap—0:p~ﬁp+a

vagyis o
a’ —a=p-M,
ez Fermat kis tételének egyik alakja.

2. A 2. és 3. Tulajdonsag alapjén mésképp is bebizonyithatjuk a kis Fermat
tételt:
A 2.Tulajdonsdg alapjén:

(n+af = =p-M,+a*  (k=a)
A 3. Tulajdonsig alapjén:
(n+a)? —nP :p-ﬁp—i—a.

A fenti két sor kiilonbsége:

tehat

Feltevodik a kérdés, hogy a taldlt tulajdonsdg nem jellemzi-e a primszémokat,
vagyis abbdl, hogy:
(n+k)? —n?=p-M,+kP"

igaz barmely n és k-ra, kovetkezik-e, hogy p primszam.
Ez a kérdés nyitott marad, és kiilon érdekessége az, hogy a kis Fermat tétel
megforditdsdra ellenpélda adhaté [167]:

Ellenpélda. A emlitett tétel forditott tétele az lenne, hogy ha bérmely
egész a szamra
a?P —a=p-M,

akkor p primszam. Viszont az a = 2, és p = 341 esetén
231 2 =341 M,

és mégis

341 =31-11
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VIII. Grafok alkalmazdsai

A projektotlet célja. Bér a grafok tanitdsa nem mindig képezi részét
a miiszaki felsboktatdsnak, tekintve a grafok sokoldali miiszaki alkalmazésait
valészinti, hogy el6bb-utébb kotelezd részévé valik a grafelmélet a mérnoki egyete-
mek matematikaoktatdsanak.

Két alapvet6 grafelméleti kérdés az Euler-gréfok és a Hamilton-grafok kérdése
nyilvdn megkeriilhetetlen, példdul logisztikai tervezések, dtvonalak, sz&llitds,
informécié dramlat. Az Euler-grafok jelentésége abban &ll, hogy egy adott
graf éleinek olyan bejardsdt jelentik, amelyekben minden élet pontosan egyszer
jérunk be. Ilyen példdul egy miiszaki objektum 6rzése sordn a biztonsagi be-
jérasi utvonal, de Euler utak szerepelnek példaul aramkorsk tervezésénél is. A
mfiszaki informatikus vagy programozé matematikus hallgatéknak, de taldn a
logisztikai szakirdnyon tanulé gépészmérnok hallgatéknak sem érdek-
telen feladat egy-egy ilyen Euler ttvonal tervezése.

Euler utak
A projektotlet leirdsa

Legyen egy véges irdnyftott I' graf cstcsainak halmaza A = {1,2,...,k}
valamint o : A x A — N U {0}, ahol «a(i,j) > 0 az i csdicsbdl a j csticsba
mutaté élek szémat jelenti (tobbszoros élek és hurokélek is megengedettek).
Jelolje tovabba @4 (i) és ®_(4) rendre az i-edik csicspontbdl kiinduld illetve
beérkez6 élek szamét valamint (i) = max {®4 (i), P_(i)}. A ~ graf éleinek egy
szdmozdsa legyen e, ea, ..., €,, és jelolje egy e él kezdd pontjat o(e), végpontjat
7(e), azaz az e €l a o(e) csicsbdl a 7(e) csticsba mutat.

Egy véges osszefiiggd I' graf akkor Euler graf, ha az aldbbi feltételek egyike
teljesiil:

(a) @4 (i) = P_(i) minden i € A

(b) van olyan p,q € A, amelyre

i(p)=1+P_(p)és ®_(q) =1+ P1(q)
kiilonben ®4 (i) = ®_(i) minden i € A\ {p, q} esetén.

Egy I' graf Euler utjdnak (minden élet egyszeresen lefedd ttnak) nevezziik
a graf éleinek egy m permutaciGjdt, amelyre 7(er(y) = 0(er(r41)) minden 1 <
r<n-—1¢s Tgl {o(es), T(e,)} = A.

A grafelmélet egy alapvetd tétele szerint egy véges irdnyitott grafnak akkor
van Euler 1tja, ha a graf maga is Euler graf. Ha az el6bbi feltételek koziil
(b) teljesiil, akkor Euler utrél beszéliink, melynek kezdépontja p, végpontja
g. Ha pedig (a) teljesiil, akkor Euler korrél beszéliink, amely a graf barmely
csucspontjaban kezd6dhet. A két esetet egyiitt is tekinthetjiik, csak Euler utak
esetén p és ¢ killonboznek (paratlan Euler graf) és Euler korok esetén p egybeesik
g-val (péros Euler graf).

Amennyiben T egy Euler graf (és rogzitettnek tekintjiik az elébb emlitett p
és g pontokat), akkor a I' graf Euler tutjainak halmazat E(T") jeloli,

E(T) c Sym(n)
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, ahol Sym(n) az élek {ey, ea, ..., e, } halmazdnak permutdcioit jelsli.
A T Euler utjainak |E(T)| szdmat a kivetkezOképpen szamithatjuk [1]:

B = (@+()! T (D4() - 1)})det G
i€A\{q}
Ha p # g, akkor G = G*, ahol G* = [g;;] az a k x k tipusi madtrix, amelyre
_ —a(i, j), hai#j
Jig _{ V(i) = a(i,i), hai=j °
ha p = ¢, akkor G egy (k — 1) x (k — 1) tipusd métrix az elébbi G* métrix
f6atl6jan 1eve g;; tetszolegesen vélasztott elem minormétrixa (a det G értéke
fiiggetlen az ¢ megvélasztasatol).

1. Példa.
Legyen a I' graf csucspontjainak A halmaza:

A={1,2,3,4,5}

A gréf éleinek szdamat a kovetkezdképpen adjuk meg:

aliyi+1) = ad,1)=21<i<3),
a(i,b) = ab,i) =1(1<i<4)és
a(i,j) = 0 a tobbi esetben.

Tekintve, hogy a graf minden csicsara igaz az, hogy a bemend élek szdma
és a kimend élek széma megegyezik, ez egy pdros Euler gréaf. Az Euler utak
szamdnak kiszdmitdsdhoz felirhatjuk a kovetkezd 5 x 5-6s G* grafot:

3 -2 0 0 -1
o 3 -2 0 -1
G* = o o 3 -2 -1
-2 0 0 3 -1
-1 -1 -1 -1 4

Vegyiik a G*—ban a gs5 elem G minormatrixét

3 -2 0 0
0o 3 -2 0
G= o 0 3 =2
-2 0 0 3

és szamitsuk ki annak determindnsat, detG = 65.
A graf Euler utjainak szdma tehat pl. ¢ = 5-et vélasztva:

|E()| = (4! (21)*)65 = 24960

Osszehasonlitasul a graf 16 élének megfelel
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16! = 20922 789 888 000

szamu lehetséges sorrend, ezek kozott 24960 az Euler utak szdma, ardnyuk

16!
24960

= 838252800

2. Példa.
Legyen a I' graf csucspontjainak A halmaza:

A=1{1,2,3,4,56,7,8,9}

A graf éleinek szdamat a kovetkezdképpen adjuk meg:

a(i,i+1) = «o8,1)=2(1<i<7),
a(i,9) = a(9,i)=1(1<i<8)és
a(i,j) = 0 a tobbi esetben.

Tekintve, hogy a gréf minden csicsara igaz az, hogy a bemend élek szdma
és a kimend élek szdma megegyezik, ez egy paros Euler graf. Az Euler utak
szémdanak kiszémitdsdhoz felirhatjuk a kovetkezd 9 x 9-es G* gréfot:

3 -2 0 0 0 0 0 0 —17
0 3 -2 0 0 0 0 0o -1
0 0 3 -2 0 0 0 0o -1
0 0 0 3 -2 0 0 0 -1
G* = 0 0 0 0 3 -2 0 0o -1
0 0 0 0 0 3 -2 0 -1
0 0 0 0 0 0 3 -2 -1
-2 0 0 0 0 0 0 3 -1
| -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 8 |
Vegyiik a G*—ban a ggg elem G minormatrixét
'3 —2 0 0 0 0 0 0 ]
0 3 -2 0 0 0 0 0
0 0 3 -2 0 0 0 0
a— 0 0 0 3 -2 0 0 0
0 0 0 0 3 -2 0 0o |’
0 0 0 0 0 3 -2 0
0 0 0 0 0 0 3 -2
| -2 0 0 0 0 0 0 3 |

és szamitsuk ki annak determinansat, detG = 6305.

A gréf Euler titjainak szdma tehdt pl. ¢ = 9-et vdlasztva:

|E(T)| = (8! (21)*)6305 = 65079 705 600
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Osszehasonlitasul a graf 32 élének megfelel

32! = 263130836 933693 530 167 218 012 160 000 000

szamu lehetséges sorrend, ezek kozott ,mindossze” 65079 705600 Euler 1it.
Hamilton utak
Projektotlet leirdsa

Egy adott graf Hamilton utjdnak, ha létezik, a grafnak egy olyan bejardsat
mondjuk, amely a graf minden csicspontjén egyszer halad dt. Ez a Hamilton
it zar6dé, ha az utolsé cstcsbdl van él az elsé csticsba, és nyitott, ha az utolsé
csucs és az els6 kozt nincs éle a gréfnak.

Tekintsik a ' : E — V2 (V2 =V x V,|V| = k > 3) irdnyitott grafot, ahol
E = {e1,e9,€3,...,en} a graf éleinek halmazdt, és V = {v1,va,v3,...01} a graf
pontjainak halmazdt jeloli. A gyakorlatban szokds a graf e € E élének megfelel
képet I'(e) = (vs,v;) helyett a v;v; szorzattal jelslni, ez esetben nem kommu-
tativ "szorzatra” gondolunk, tehdt v;v; # v;v;. Rendeljiik hozza a gréfhoz két
matrixot, a szomszédsdgi métrixnak egy olyan Hs-vel jelolt véltozatét, ahol az
éleket a két végpontjuk jellemzi, majd ennek egy részét tartalmazé G matrixot
amivel a Hamilton utakat el6 fogjuk allitani. Megjegyzés, ha a médszert irdnyi-
tatlan grafokra alkalmazzuk, akkor az alkalmazas érdekében minden élet két
oda-vissza irdnyitott élparral lehet helyettesiteni.

Az egyszeriiség kedvéért zarjuk ki a tobbszoros éleket, és a hurokéleket, bar a
végeredmény szempontjabdl teljesen mindegy, hogy van-e t6bbszorss él, hurokél.
Csak abban az esetben kell figyelembe venni a t6bbszoros élek szamat, ha meg
kell kiilonboztetni két Hamilton utat aszerint, hogy két adott pont kozott a
tobbszoros élek koziil melyiket vdlasztjuk.

Ha a grafban van v;-bél vj-be mutaté él, akkor az h;; elem a Hy—ben a v;v;
"nemkommutativ” szorzat, és g;; elem a G-ben v;, kiilonben Hj és a G tobbi
eleme 0, tehdt

v;v;  ha van él v;-bdl v;-be

0 Filénben vi=1.késj=1.k

HQ = [hij]y ahol hij = {

v; ha wan él v;-bol v;-be

G = [91‘,7‘17 ahol g;; = { 0 Liilonben i=1.k ésj=1.k
A tovébbiakban a graf esetén Hamilton 6svénynek nevezziik barmely Hamil-
ton 1t részét.

Allitas. Belathatd, hogy a H, = H,_, - G rekurziv ésszefiiggés elbdllitja
a graf r hosszusdgu Hamilton dsvényeit, amennyiben ezt ”szorzdst” a kévetkezd
szabdlyok betartdisdval végezziik:

(i) a 0 és barmely elem szorzata 0,

(i) a szorzds “mem kommutativ”, de a kapott szorzatok "dsszege” eltérd
Hamilton osvényekként értelmezhetd,
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(i4i) a szorzatra érvényesil a jobboldali disztibutivitds,
() a szorzat 0 ha két azonos tényezot tartalmaz.

Az eljdras alkalmas arra, hogy eldoéntse, hogy van-e Hamilton it egy adott
grafban, konstruktiv médon meg is adja az 6sszes Hamilton utat, mint pontok
rendezett sorozatdt, és ennek alapjdn, a graf adatai szerint minden esetben el-
donthetd az, hogy zarédd, vagy nyitott-e az adott Hamilton 1t. Ha a rekurziv
dton kiszdmitott Hj minden elem 0, akkor nincs Hamilton it a gréfban, a
nulldtdl kiilonb6zé elemek egy-egy Hamilton utat jellemzd pontsorozatot jelen-
tenek, és végiil egy ilyen 1t zdrédo, ha van a grafnak az utolsé pontbdl az elsébe
mutaté éle.

Példa.

Legyenek a kovetkezd Hs,és G métrixok, amelyek az elézd leirds szerint
egy adott grathoz tartoznak, amelynek pontjai x1,x2, 3, z4,25. (Az adott Ha
métrix ismerete elegend® ahhoz, hogy a gréfot teljes egészében ismerjiik, az x;
pontbdl az x; pontba mutaté irdnyitott élet ez esetben szokds x;x;-vel jelolni).

0 xxe maxs 0 z25
0 0 X3 0 ToIs
H2 = 0 0 0 T3T4 0
0 T4 0 0 T4y
T5T1 T5Ty T5T3 0 0
0 T I3 0 X5
0 0 T3 0 Is
G= 0 0 0 =4 O
0 22 0 0 =5
r1 T X3 0 0
0 T1T5L2 T1T2T3 + T1T5L3 X1X3T4 T1T2T5
o5 0 ToX5T3 ToX3T4 0
H3 = 0 T3T4T2 0 0 X3X4T5
T4T5L1 T4T5L2  T4ToT3 + T4T5X3 0 X425
0 T5X1T2 T5T1X3 + T5Xox3 X5T3T4 0
0 T T1T5T2T3+ T1T2T3T4+ 21 T3TaTs
T1T2T5X3 T1T5L3L4
0 0 ToT5T123 T2T5T324 T2T3T4Ts
L3L4T5L1 T3L4T5T9 0 0 T3X4T2XT5
Hy = T4T52123+
T4T2T5L] X4T5X1T2 T4T5T2XL3+ 0 0
T4ToX5T3
0 T5X3L4T2 T5X1T2X3 T5T1L3TF 0
L T5L2L3T4
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L1T5X3T4T2 T1X5T2X3T4 L1X3T4X2T5
0 + 0 + +
L1X3T4T5T L1XT5X3T4 L1XoI3X4T5
LoX3T4T5T1 0 0 ToX5L1L3T4 0
T3T4T2T5T1 T3T4T5L1T2 0 0 0
LyToT5X1T3
0 0 + 0 0
LyL5TL1X2T3
0 L5X1X3T4T9 0 T5L1L2X3T4 0
T1T5T3T4T2 T1T5X2X3T4 W
0 + 0 + +
T1T3T4T5T2 T1T2XT5L3L4 W
T3 T4T5T1 0 0 TaT5T1 7374 0
L3L4T2X5T1 L3X4T5L1T2 0 0 0
T4TaT5T1 T3
0 0 + 0 0
T4T5T1 T3
0 U501 237472 0 T5T175T 374 0

Megéllapithatjuk, hogy az adott grafnak pl. xix5x3%4%2 €gy nem zérédo
(nyilt) Hamilton ttja, ugyanakkor Tszix3z4T2 zdrédé Hamilton it (ezt jelsltiik
a folé irt nyillal).
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IX. Az inverz félcsoportokrél

A projektotlet célja. A miiszaki egyetemek oktatdsdban nem kozvetlen
feladat az algebrai struktirdk oktatdsa. Mégis a hallgaté taldlkozik olyan fo-
galommal, mint az inverz létezése, 1ldsd métrixok, vagy fiiggvények inverze. Az
inverz elem fogalmdnak a bevezetésére tobbnyire a semleges elem létezése mel-
lett, azt kovetben keriil sor. A projektben kihaszndlhaté az inverz fogalménak
az altaldnosabb értelmezése, és egy ilyen értelmezés logikus tovabbgondoldsa. A
mddszer arra is alkalmas, hogy a hallgaté figyelmét magédra az inverz keresésére
irdnyitsa, annak tulajdonsdgainak ismeretében.

Ugyanakkor a projektotlet a matematikai egy olyan fejezetére példa, aminek
az miiszaki matematikaoktatdsba is lehet szerepe, gondoljunk a parcidlis transz-
formécidk invertdlhatésagéra.

A projektotlet leirdsa

A csoport fogalmédnak a bevezetésekor megismerkediink a félcsoport és a
monoid fogalméval is.
Ha egy G x G — G miivelet asszociativ, azaz:

Ma,b,c:a-(b-¢c)=(a-b)-c

(a miivelet jele ”-7), akkor (G, -) félcsoportot alkot.
Amennyiben a félcsoportban semleges elem is 1étezik, azaz:
(e € G tigy, hogy

MzeG:z-e=e-z=uz,

akkor (G, -) monoid.

Egy olyan monoidot, amelyben minden elemnek létezik szimmetrikusa, azaz
(V)z € G, (3)z71, amelyre: -2~ =271 . 2 = ¢, csoportnak nevezziik.

Ebben a sorrendben logikusnak latszik, hogy a szimmetrikus elem fogalmat
csak a semleges elem fogalma utdn vezetjiikk be. Mégis kimutathatd, hogy a
szimmetrikus elem fogalma bevezethet6 a semleges elem létezésétol fiiggetleniil

[44].

Meghatarozds. Fgy olyan (G, -) félcsoportot, amelyben teljesiil a kovetkezd
két feltétel:

(i) MaecG @beG:a-b-a=aésb-a-b=Db,

(i) a G idempotens elemei egymdskozt felcserélhetdk, (egy a elemet idem-

potensnek neveziink, ha a® = a) inverz félesoportnak neveziink.

A tovdbbiakban kideriil, hogy az ily médon meghatarozott elem az inverz
elem tulajdonsdgai koziil nagyon sokat teljesit, tehdt jogos az elnevezése [2].

1. Tulajdonsdg. Ha a és b eqy G inverz félcsoport olyan elemei, melyre:

a-b-a=a
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és

b-a-b=b,
akkor a-b és b-a idempotens elemek.
Bizonyitas:
(a-b)-(a-b)=(a-b-a)-b=a-b
és
(b-a)-(b-a)=(b-a-b)-a=0b-a.
Jelolés.

Egy G inverz félcsoport idempotens elemeinek halmazit Eg-vel jeloljiik.

2. Tulajdonsag. Ha (G,-) egy inverz félcsoport, akkor a meghatdrozds (i)
feltétele alapjin minden elemhez rendelt b egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas:

Legyen a € G egy tetszbleges elem és legyen b és ¢ két olyan eleme G-nek,
amelyre teljestil:

a-b-a=a és b-a-b=0>,

valamint

a-c-a=a és c-a-c=c.

Akkor az 1. Tulajdonsédg alapjan a - b, b- a, a - ¢, ¢ - a idempotens elemek,
tehdt az (ii) feltétel alapjdn felcserélhetk egymads kozott. Igy tehdt:

a-c = (a-b-a)-c=(a-b) (a-c)=
(a-c)-(a-b) = (a-c-a)-b=a-b
ba = b-(a-c-a)=((b-a) (c-a)=
(cra)-(bra) = c-(a-b-a)=c-a
vagyis

a-c=a-b é b-a=c-a
ezutdn az elsét balrdl c-vel, a mésodikat jobbrdl b-vel megszorozva:

c-a-c=c-a-b és b-a-b=c-a-b,

tehat
c-a-c=b-a-b, wvagyis c=c-a-c=b-a-b=">
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és igy c =b.

Tehét az inverz félcsoport barmely eleméhez egyértelmiien hozzarendelhetiink
egy Yinverz elemet”, jelsljiik a~!-nel.

3. Tulajdonsig. FEgy inverz félcsoportban a® = a akkor és csakis akkor
teljesiil, ha ™' = a.

Bizonyitas:

Ha

ad=a-a-a=a

akkor a teljesiti a meghatdrozés (i) feltételét, tehdt

Forditva, ha

akkor az (i) feltétel alapjén a =a-a '-a=a-a-a=ad.

4. Tulajdonsag. Egy inverz félcsoport barmely idempotens eleme énmagd-
nak inverze.

Bizonyitas:

Ha e € Eg akkor

A=c-ece=(c-e)-e=c-e=c¢

tehdt a 4. tulajdonsdg alapjdn

e l=e.

5. Tulajdonsdg. Fgy G inverz félcsoportban, barmely a elemre:
(a™H)™ ' =a.

Bizonyitas:

Azonnal beldthaté az inverz elem egyértelmiisége, valamint az (i) feltétel
szimmetridja alapjan.

6. Tulajdonsdg. Ha G egy inverz félcsoport, akkor egy szorzat inverze
egyenld az inverzek forditott sorrendt szorzatdval.

Bizonyitas:

Igazolnunk kell, hogy

(V)a,be G e:(a-b) P =b"1at.

Ellenérizniink kell, hogy az ily médon adott b~ - a~! teljesiti-e az adott (i)
és (ii) feltételeket?



b t-aH-(a-b)-(b7r-ah) =
b lo(@ta)-(b-b7Y) et
bbb (a7t a)-at
bbb -(ataat) = bloah

Tehat b= - a1 teljesiti az (i) feltételeket, és fgy az a-b inverze, vagyis:
(a-b)t=b"1.a7L

7. Tulajdonsag. Egy G inverz félcsoport barmely két idempotens elemének
a szorzata is idempotens, vagyis:

(V)e,fGEG:>€~f€Eg.

Bizonyitas:
Legyen e és f két tetszoleges idempotens elem a G inverz félcsoportnak,
szamitsuk ki az (e f) - (e f)-et:

(ef)-(e-fl=c (fe)f=cef-f=(ce)(f-f=ef

tehdt e - f szintén idempotens, vagyis e - f € Fg.

Kovetkezmény.

Egy G inverz félcsoport idempotens elemeinek halmaza, Fq stabil részhalmaz
a miweletre nézve, tehdt (Eg,-) rész-inverz félcsoportja G-nek.

8. Tulajdonsag. Egy G inverz félcsoport akkor és csakis akkor csoport, ha
az idempotenseinek halmaza egyelemft, vagyis E = {e}.

Bizonyitas:

Ha Eg = {e}, akkor barmely a € G esetén a - a~! idempotens, vagyis
a-a~' = e, hasonléan a~! - a = e, tehat létezik egy semleges elem is, tovabbd
minden elemnek egy és csak egy inverze létezik, tehat G csoport.

Forditva nyilvdnval6, mert minden csoportban egyetlen semleges elem létezik.

Erdekes megjegyezni, hogy az inverz félcsoportokra egyik legegyszeriibb pél-
dét ugy kaphatjuk, hogy egy adott H halmaz esetén tekintjiikk az f : A — H
injektiv részleképzések F(H) halmazét, ahol az A C H. Az F(H) a fliggvény
Osszetételre nézve szimmetrikus inverz félcsoportnak nevezett inverz félcsoportot
képez. A Preston-Clifford tétel szerint barmely H inverz félcsoport részinverz
félcsoportja az F(H) szimmetrikus inverz félcsoportnak, azaz bedgyazhaté a
H felett képezett szimmetrikus inverz félcsoportba. Ennek a tételnek az egyik
legfontosabb kovetkezménye az, hogy tetszdleges S szimmetrikus inverz félcso-
porton rendezés értelmezhetd [3].

Definicié.

Az S szimmetrikus inverz félcsoportban x < y pontosan akkor, ha az aldbbi
hat ekvivalens feltétel egyike teljesiil:

(o) zy ' =mz7!
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8) aly=ala
1 1

() ya ==z
0) yla=x"lz
() wylz=2

) zlyzt =2t
A kisdolgozat elmélyitéseként tanulmanyozhatjuk a rendezés néhdny egysz-

erfi tulajdonsdgat is [25].
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X. A matrixok alkalmazdsa a komplex szamok
és a kvaterniok modellezésére

A komplex szdmok bevezetésekor az tsszeadds és a szorzds definicidja az
algebrai alak segftségével konnyen megoldhaté, ugyanakkor gyakran felmeriil
az igény arra, hogy a stk pontjai és a komplex szamok halmaza kozott kapce-
solatot teremtsiink. Joél ismert tény, hogy ha a sikon rogzitiink egy XOY ko-
ordindtarendszert, és az a+bi komplex szdmot azonositjuk a sik (a, b) pontjaval,
akkor a sik pontjainak, illetve az elemparoknak az

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

és

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + ¢)

egyenldségekkel definidlhaté az dsszeaddsa és a szorzdsa.

E miiveletekre nézve a sik pontjai testet alkotnak. Az OX koordindtatenge-
lyen ezek a miiveletek a valés szdmokon definidlt ©sszeaddst és a szorzdst in-
duk&ljak, tehat a sik pontjain definidlt miiveleteket gy is lehet tekinteni, mint
az OX tengelyen definidlt miiveletek kiterjesztését.

A komplex szdmokkal végzett miiveleteket egy jol ismert médon a 2 x 2-es
maétrixokkal is lefrhatjuk. Valéban, ha az a + bi-t, vagy a (a,b) pontot az

. a b
a+bz»—>{_b a}

maétrix-szal azonositjuk, akkor a szokdsos métrix miiveletek pontosan tiikrozik a
komplex szdmokon végzett miiveleteket, azaz a (C, +, -) és a (Ms, +, ) halmazok
kozott izomorfizmus 1étesithetd, ahol

=]

a
—b

a,bGR}.

Valéban, az a+bi — [ b ] hozzérendelés bijektiv leképezés és miivelet-

tarté, hiszen

(a1 + b1%) + (az + boi) = (a1 + az) + (b1 + be2)i

valamint

ar+ax  bi+b | | a1 b 4| @ by
—(b1+0b2) ar14ax | | -1 w

tehat

(a1+b1i)+(a2+b2i)»—>[_a1 b1}+[a2 bQ],

és hasonléan igaz, hogy
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(a1 + bli)(ag + bgi) — a1 by . a2 ba
—by —by

a1 a2

mert

(a1 + bli)(ag + bQZ) = ((IlCLQ — blbg + (a162 + agbl)i)

(a1a2 — b1b2 + (a1b2 + a,zbl)i) — [ ayag — b1b2 ale + CLle :| ,

—(a1bs + azb1) aiaz — bibs

és valéban

ar by ] as  bo . aias — bibs a1bs + ashy
*bl a1 *bz a9 o *blag — a1b2 *b]bg + ajas

Tehét az a + bi — miivelettarté leképzés. Az, hogy a leképzés

a
—b
bijektiv egyszerii gyakorlatként beldthatd.

Injektiv, mert egyenld képekhez egyenld 6selem tartozik, ha

a1 b1 | | ax by
—b1 a1 - —b2 a9
akkor ay = ay és by = by, tehdt a; + iby = ao + ibs.

a

Sziirjektiv, mert minden Ms-beli b

Z ] métrix képe egy komplex

szamnak, pl az a + bi -nek.

Azt is mondhatjuk, hogy Ms-beli métrixok modellezik a komplex szamokat.

Legyen OXYZ a térben kivdlasztott koordindtarendszer. Felmeriil a kérdés,
nem lehet-e olyan miiveleteket definidlni a hdromdimenziés tér pontjain, hogy
ezek a miiveletek az XOY és XOZ koordindtasikokon a komplex szémok miivele-
teit indukaljék, azaz a tér pontjain a miiveletek az XOY és XOZ sikokon definidlt
miiveletek kiterjesztései legyenek. Az aldbbiakban belatjuk, hogy ez lehetetlen
[78].

Tegyiik fel, hogy az 6sszeaddsnak és szorzdsnak van ilyen kiterjesztése. Jelol-
jik a + bi + cj-vel a tér azon pontjat, amelynek (a, b, c) a koordindtai. Ekkor
e miiveletek az a + bi pontokon, tovdabbd az a + ¢j pontokon egybeesnének a
komplex szdmokon definidlt miiveletekkel. Legyen tovdbbd az ¢ és j pontok
szorzata

’L] =a1 + bll + Clj.
Ha ezt az egyenldséget beszorozzuk balrdl i-vel, akkor az asszociativitas
alapjan

—j = Z(Zj) = z'(a1 + bll + Clj) = ali — b1 + Clij =
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=a1i— b1 +ci(ar + b1t + c1j) = (crar — b1) + (a1 + e1br)i + C%]

Az egyenldség kovetkezménye az, hogy ¢ = —1, ami ellentmondds a valds
szémtestben.

Legyen OXYZK a négydimenziés térben kivdlasztott koordindtarendszer.
W. Hamilton 1843-ban fedezte fel, hogy lehet olyan 6sszeaddst és szorzast értelmez-
ni a négydimenzids tér pontjain, melyek az XOY, XOZ, illetve XOK koordina-
tastkokra a komplex szdmokon definidlt ¢sszeaddst és szorzdst indukaljdk. Ez
volt az els6 példa nem kommutativ gyfiriire, ami nagy hatédst gyakorolt a mate-
matika és fizika fejlédésére.

Ezt a gyliriit Hamilton-kvaternié ferdetestnek, elemeit kvaternidknak
nevezziik, és e ferdetestet H-val jelsljiik.

Legyen 1,4,j,k a H vektortér bézisa. H-ban a bdziselemek szorzdsa a
kovetkezOképpen van megadva:

==k =—1,ij=—ji=k,jk=—kj=1iki=—ik=j.

E reldciok alapjan definidljuk két elem szorzatdt a kovetkezéképpen:

(a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj + hk) =

(ae —bf —cg —dh) + (af + be + ch — dg)i +
+(ag + ce — bh + df)j + (ah + de + bg — cf)k.

gy H asszociativ gyftirti lesz [78], és 1+ 0i + 0 + Ok a gyfiri egységeleme,
amelyet 1-gyel jeloliink. A szorzat definiciéja alapjén ldthatd, hogy ha a + b +
c+d # 0, akkor az x = a + bi + ¢j + dk kvaterniénak van inverze, azaz egység,
mivel

1 a—bi—cj—dk
T ettt d

Hasonl6éan, mint a komplex szdmok esetén az * = a — bi — ¢j — dk kvaterniét
az x = a + bi + ¢j + dk konjugdltjdnak nevezziikk. E fogalom jelentésége abban
all, hogy egy kvaterniénak és konjugdltjanak az tsszege is és a szorzata is mindig
valds szdm.

A komplex szémokhoz hasonl6an a Hamilton-kvaternékkal végzett miiveleteket
is modellezhetjiik a matrixokkal [11]. Tekintsiik az

a b c

. . a —-d c
a+bi+cj+dk — d a —b
—d —c b a

bijekciot a (H,+,-) és (My, +, ) kozott, ahol
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a b c d

-b a —-d c
My = e d 0 —b a,b,c,d € R
—-d —c b a

Az adott leképezés bijekcié és miivelettarté. Valéban, azonnal beldthato,
hogy a hozzdrendelés sziirjektiv és injektiv, valamint az, hogy a kvaternidk
Osszegének képe a képmadtrixok dsszege.

Az aldbbi rovid szdmitdssal a szorzdsra is igazolhaté, hogy a kvaternidk
szorzatdnak képe is a képmdtrixok szorzatdval egyenld.

Ehhez vegyiik az a + bi + cj + dk és az e+ fi+ gj + hk kvaternidknak rendre
megfelel:

a b c d e f g h
“boa—d e | ap=| L ¢ hg .

A < d a —b|P? b= —g h e —f matrixokat.
—d —c b a ~h —gq f e

Az adott méatrixok AB szorzata a kovetkezo:

ae —bf —cg—dh  af +be+ch—dg ag — bh + ce + df ah +bg —cf + de
—be—af+dg—ch ae—bf —cg—dh —bg—ah—de+cf ag—bh+ce+df
—ce—df —ag+bh ah+bg—cf+de ae—bf—cg—dh —be—af-+dg—-ch
—bg —ah —de+cf —ce—df —ag+bh af+be+ch—dg ae —bf —cg —dh

azaz az adott kvaterniék
(a+bi+cj+dk)(e+ fi+ gj+ hk)
szorzaténak, az

(ae = bf —cg — dh) + (af + be + ch — dg)i +
+(ag + ce — bh + df)j + (ah + de + bg — cf)k

kvaterniénak a képe.

A maétrixokkal torténé modellezés mind a komplex szamok, mind a kvater-
nidk esetén tovabbi elényt jelent, hiszen az adott testekben az elemek inverzének
a képe a modellezés (megfeleltetés) sordn az adott elem képének matrix inverze.

. b . .
Valbban, az a+bi komplex szam képének, az [ a } madétrixnak az inverze

a
—b

e b + bi kompl im inverzének i (a — bi)
aZ gm0 8782 az a+ bi komplex szdm inverzének, az oy (a — bi

komplex szémnak a képe.
Hasonléan az a + bi + ¢j + dk kvaternié képének, az

a b c d

b a —-d c
A= —c d a b
—-d —c b a
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métrixnak az inverze az

a2+b2;gc2+d2 - a2+b2aic2+d2 - a2+b2di02+d2 - a2+b2fcik02+d2
A—l — a2+b240r02+d2 a2+b2+52+d2 a2+b2;r02+d2 a2+b2;+02+d2 ,

a2+b2§cz+d2 a2+bi+cz+d2 a2+b2+gz+d2 a2+b2-gcz+d2

PRI R PRI R P B P R

azaz a * = a + bi + ¢j + dk kvaterni6 inverzének, az

1 a—bi—cj—dk
€T e ———
a? 4 b2 4 2 + d?

kvaterniénak a képe.

Az is konnyebben érthetévé valik a hallgatok széamara, hogy bar az Ms-
ben a szorzds kommutativ, az My-ben méar nem az és igy még jobban megértik,
hogy a komplex szamok kommutativ testet és a Hamilton kvaternidk ferdetestet
képeznek az osszeadds és szorzds miiveletére.

Val6ban

|: ay bl :| . |: as b2 :| _ |: a1a2 —blbg a1b2+a261 :|

b —by a2 —biaz —aiby  —bibs + ajas
és

a9 b2 . al bl _ a1a — b1b2 a1b2 -+ a2b1
—by ag —by ar | | —biag —arby  —biby +aray

tehdt az ilyen tipusui 2 X 2-es négyzetes métrixok szorzdsa kommutativ (a valds
szdmok szorzdsdnak a kommutativitdsa kovetkeztében), ugyanakkor a kvater-
nidk esetén elegendo egy ellenpéldét adnunk annak az igazoldsdra, hogy a kvater-
nidk szorzatdban a tényezok sorrendje nem mindig cserélhet fel.

Ellenpélda.

1 1 0 O
-1 1 0 O
Legyen A = 0 0 1 -1
0O o0 1 1
0 0 1 1
) o o0 -1 1
ésa B = 1 0 0
-1 -1 0 0
0 0 0 2]
0 0 -2 0
AB=1 19 9 0 o0
20 0 0
[0 0 2 0]
0 0 0 2
B-A=1 0 0 0
| 0 -2 0 0 |




és lathato, hogy A- B # B - A, tehdt az 1+ ¢ kvaternio és a j + k kvaternick
szorzata nem cserélhetd fel

I+ +k) #G+R)(1+1)

Ha ugyanezt a kvaternié szorzat alapjdn ellenérizziik, akkor az eredmény a
”form4lis algebrai” szamitdsban vératlan:

I+ +k) #G+R)(1+1)

hiszen

1+ +k) =

=0-0-0-0+0+0+0—-0)i+(14+0—-140)j+(1+0+1—-0)k=

=042k

és

U+kRA+19) =

=0-0-0-0+(0+0+0-0)i+(0+1—-0+1)j+(0+1+0—-1)k=

=0+4+25

Megjegyzés.

A kvaterniok tovdbbi tulajdonsdgainak tanulméanyozdsét jelentésen megkon-
nyiti ez a matrix modell [8].

A komplex szédmok konjugéltjidhoz hasonléan a kvaterniéknak is bevezethet®
a konjugéltja, az

b a —-d c
A= —c d a —b

—d —c b a

konjugaltja az

a —b —c —d
— b «a d -—c
A= c —d a b

d ¢ —-b a

A konjugdlt kvaternick, illetve métrix képeik, tulajdonsdgait tanulmanyozva
belathats, hogy A = A, (Z)_l =A-1 A+ Aés A- A valésak, tehdt a komplex
szédmok egy sor tulajdonsdga ”oroklédik” , de A- B = B - A.
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