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1 BEVEZETES

Az értekezéstink két egymastol jol elvalaszthatd részbol all.
Az els6 részben a

ho(z,y) fo(go(x,y)) + .. + ha(®,y) fu(gn(,y)) = F(z,y)

alaku linearis, kétvaltozos fliggvényegyenletekkel foglalkozunk. Felhasznalva
Péles eredményeit kapjuk, hogy létezik egy linearis parcidlis differencidl ope-
rator amely "megol” minden tagot az egyenlet bal oldaldban, kivéve az
elsot. Azaz kapunk egy differencidl-fliggvényegyenlet. A kovetkezo fejezetben
a kapott differencial-fliggvényegyenlettel foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy
bizonyos feltételek mellett a kapott egyenlet atalakithato egy kozonséges
differencialegyenletté, amelynek a megoldasai megegyeznek a differencial-
fiiggvényegyenlet megoldasaival, és a rendje altalaban kisebb, mint az eredeti
egyenlet rendje

Az értekezés masodik részében t-konvex fiiggvények stabilitasaval fog-
lalkozunk. Az els6 ilyen tipusu vizsgalatok Bernstein és Doetsch nevéhez
flizodnek, akik 1913-ban megmutattak, hogy ha egy fliggvény Jensen-konvex
és az értelmezési pontjanak valamely pontjaban korlatos, akkor konvex. Ezt
az eredményt késébb tébben &ltaldnositottdk (Ng és Nikodem 1993-ban,
Pales 2000-ben, és Péles és Hazy 2004-ben). Az dltalunk vizsgalt fliggvények
teljesitik az

fltz+@Q—ty) <tf(r)+ 1 —t)f(y) + Zsilx —y7, (z,y € D)

egyenlStlenséget, ahole = (eq,...,ex) € [0, 00", p = (po, ..., px) € [0, 1[FF!
és t € [0, 1] rogzitett paraméterek.

Els6 1épésként ezen fiiggvények regularitasi tulajdonsagaival foglalkoz-
tunk. Megmutattuk, hogy ha egy f fiiggvény az értelmezési tartoméanyanak
egy pontjaban lokalisan feliilrol korlatos és teljesiti az el6z6 egyenlotlenséget,
akkor f lokalisan korlatos D-n. Ha p minden komponense pozitiv, akkor
kapjuk, hogy az f fiiggvény folytonos.

Majd egy kevésbé altalanos esettel foglalkoztunk, amikor a hibatag csak
két részbol allhat. Ebben az esetben jobb eredményeket tudtunk elérni, a
kapott konvexitasi tulajdonsdg pontosabb lesz, mint az altalanos esetben.
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ElsoO rész

2 LINEARIS FUGGVENYEGYENLETEK MEGOLDASA
SZAMITOGEPPEL

2.1 LINEARIS KETVALTOZOS FUGGVENYEGYENLET
REDUKCIOJA DIFFERENCIAL-FUGGVENYEGYENLETRE.

Legyenek adottak a go, ..., gn, ho, ..., he, F € C¥(Q) fiiggvények gy, hogy
Q0 = ¢:(Q) nyilt minden i = 0,...,n-re, és fo € C*(Q),..., fn € C*(Q)

ismeretlen fiiggvények. Ebben a részben a

(2.1) ho(z,y) fo(go(x,y)) + -+ + ha(x,y) fulgn(2,y)) = F(z,y)

fiiggvényegyenlettel foglalkozunk.

Péles Zsolt [Pal92]-ben megmutatta, hogy elegendéen magas rendbeli dif-
ferencialhatosagot feltételezve létezik egy linearis parcialis differencial opera-
tor (valtozo egyiitthatékkal és k kisebb, mint 2n — 1 renddel) amely " megol”
minden tagot az egyenlet bal oldalaban, kivéve az els6t. Azaz a fiiggvény-
egyenletbdl kapunk egy k-ad rendi linearis differencial-fiiggvényegyenlet.
Megmutatta tovabba, hogy a differencidlegyenlet egyiitthatéi meghataroz-
hatéak az adott g;, h;, F' fiiggvények ismeretében.

2.2 A DIFFERENCIAL-FUGGVENYEGYENLET MEGOLDASA

Alkalmazva az el6z6 fejezetben leirt eljarast a (2.1) tipusu fiiggvényegyenle-
tekre egy inhomogén, linearis differencidl-fiiggvényegyenletet kapunk az f
ismeretlen fiiggvényre a kovetkezo alakban:

(2.2) b(z, ) [P (gle,9) +. . +lo(z, ) f(9(z,y) = L(z,y),  (z,y) €,
ahol 0 C R? egy nyilt, sszefiiggd halmaz, ly, 1, . .., l;, g, L adott valés fiigg-
vények (-n és ¢(Q2) nyilt halmaz, tovdbba f : g(Q2) — R egy k-szor differ-
encialhaté ismeretlen fiiggvény.

A rovidség kedvéért (2.2)-t az alabbi alakban hasznéljuk a tovabbiakban:

(2:3) b (fPog)+...41-(fog) = L.

Az egyenletet homogénnak nevezziik, ha L = 0. Az egyenletet k-ad rendi
differencidl-fiigguényegyenletnek nevezziik, ha [ # 0.
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A megoldasi modszer a kovetkezo: Tekintsiink egy k-ad rendd lineéris
inhomogén differencial-fliggvényegyenletet. Az elsd lépésben konstrudlunk
egy ujabb differencidl-fliggvényegyenletet, amelynek a rendje nem nagyobb,
mint az eredeti egyenleté és a kapott egyenletrendszer megoldasa megegyezik
az eredeti egyenlet megoldasaval. A mdsodik lépésben pedig a kapott egyen-
letrendszerbol eléallitunk egy kisebb rendii differencial-fiiggvényegyenletet,
amelynek a megoldasa megegyezik az egyenletrendszer megoldasaval. A
kapott egyenletre pedig ismételjiik az el6z0 két 1épést mindaddig, amig a
legutoljara kapott egyenlet egytitthatéi ki nem elégitenek egy parcidlis dif-
ferencidlegyenlet-rendszert. Végiil a t = g(z,y) helyettesitéssel kapunk egy
kozonséges differencidlegyenletet.

A kovetkezé lemma garantalja, hogy mindig el6 tudunk allitani egy diffe-
rencial-fiiggvényegyenletet gy, hogy az egyenlet rendje ne novekedjen.

1. LEMMA. ([H&z04b]) Legyen lo,l1, ..., lk,g €s L adott valds értéki diffe-
rencidlhato figgvény Q-n (igy, hogy g(2) nyidt halmaz), tovabbd legyen f egy
(k + 1)-szer differencidlhatd valds figgvény g(2)-n. Ekkor, alkalmazva a

Do =0yg -0, — 0,9 - 0y
differencidloperdtort a (2.2) egyenletre, az egyenlet rendje nem novekszik.

Nyilvanvald, hogy a (2.2) egyenletbdl és a kapott egyenletbdl &ll6 egyen-
letrendszer megoldédsa megegyezik a (2.2) egyenlet megoldasaval.

A kovetkez6 lemmaban megmutatjuk, hogy létezik egy differencidl-fligg-
vényegyenlet, amelynek a megoldasa megegyezik az egyenletrendszer megol-
dasaval, és a renje kisebb a (2.2) egyenlet rendjénél.

2. LEMMA. ([H4z04b]) Tekintsiik a kivetkezd két egyenletet:

k
(2.4) Z hi(z,y) - fO(g(z,y)) = H(z,y) (z,y) € Q,
(2.5) Zli(fv,y) D g(z,y)) = L(=z,y) (z,y) € Q,

ahol a hg, hy,..., hi,lo,l1,. .. lm, g9, H, L : Q — R adott analitikus fiigguények
és hy, l, # 0 Q-n. Tegyiik fel, hogy k > m. Ekkor vagy nincs kézos megolddsa
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ezeknek az egyenleteknek, vagy léteznek olyan analitikus wg,wy, ..., ws, W :
Q — R figgvények, (ahol s < m) igy, hogy a k-szor differencialhaté megol-
ddsa a

(2.6) Zwi(%y) O g(x,y)) = W(x,y) (z,y) € Q

egyenletnek megegyezik a (2.4), (2.5) egyenletekbdl &ll6 egyenletrendszer
megoldasaval.

Most mar megfogalmazhatjuk ennek a résznek az egyik f6 eredményét,
amely azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett tetszoleges differencial-
fiiggvényegyenletet tekintve tudunk konstrudlni egy olyan egyenletet, ame-
lynek megoldasai megegyeznek az eredeti egyenlet megoldasaival, a rendje
altalaban kisebb, mint az eredeti egyenlet rendje, és az egyiitthatoi kielégi-
tenek egy parcidlis differencialegyenlet-rendszert:

3. TETEL. ([H4z04b]) Tekintsiik a

2.7) le(z, ) fF (g2, y) + ...+ lo(z,y) flg(z,y) = L(z,y), (x,y) €Q,

egyenletet, ahol Q@ C R? eqy nyilt, osszefiiggé halmaz, lo,li, ... ly, g és L
adott valds értékid analitikus fiigguények Q-n (dgy, hogy g(Q) egy nyilt hal-
maz), tovabbd f egy wvalds ismeretlen figgvény g(Q)-n. FEkkor létezik egy
differencidl-fiigguényegyenlet

(2.8) hn(z,y) ™ (g(z,y))+.. . +ho(z,y) f(9(z,y)) = H(z,y), (2,y) € Q,

(ahol m < k) melynek (k + 1)-szer differencidlhato megolddsa egybeesik a
(2.7) egyenlet megoldasaval és a hg, hy,..., hy,, H fiiggvények kielégitik a
kovetkez6 egyenletrendszert:

minden 7 = 1,...,m — 1 esetén és
(2.10) 09 - (hy - OyH — H - Oyhyy,) = 0yg - (B, - 0o H — H - Oyhy).

Tegytik fel, hogy h,, # 0 az €2 halmazon. Ekkor a (2.9) és (2.10) egyen-
leteket osztva h2 -mel kapjuk, hogy

Oyhi - hyy — Oyhuy - by Ozhi + hpy — Ozhyy, - Dy
R e T

m m
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minden ¢ =0,...,m — 1 esetén és
OyH - hyy — Oyl - H 0.H - hy, — Ophy, - H
8:09( h2 ) :ayg ( h2 )7
amelybol
h; h;
adodik minden ¢ = 0,...,m — 1 esetén és

H H

h; ) H :
Ezért Dg h_) =0és Dy (h_) = 0. Ha léteznek olyan Ky, K1, ..., K,,_1,

m

K differencialhato fliggvények tgy, hogy

hi(z,y)
b (7, )

minden ¢ =0,...,m — 1 esetén és

H(z,y)
hm(x,y)

akkor a (2.11) és (2.12) egyenletek nyilvéanvalan teljesiilnek.

Ezért, most adunk egy elegendo feltételt a Ky, K1, ..., K,,_1, K fiiggvények
létezésére. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd definicidra:

Legyen Q2 C R? egy nyilt halmaz, g : Q@ — R. Ekkor Q-t (simdn)
g-0sszefiiggének nevezzilk, ha minden olyan (zo,v), (z1,y1) € € esetén,
amelyre g(xo,y0) = g(r1,y1), 1étezik egy olyan (z,y) : [0,1] — Q differ-
encialhaté fiiggvény, amelyre (2(0),y(0)) = (2o, y0), (x(1),y(1)) = (z1,y1) és
atr— g(z(t),y(t)) fiiggvény konstans.

= Ki(g9(z,y))

= K(g(7,y)),

4. LEMMA. ([H4z04b]) Legyen Q C R? egy nyilt halmaz, g egy differencidlhatd
valds értéki figguvény Q-n dgy, hogy (0.g,0,9) # (0,0) Q-n. Tegyiik fel, hogy
Q simdn g-dsszefiiggd. Ha Doy = 0 (ahol ¢ egy differencidlhato fiiggvény Q-
n), akkor létezik egy @ : g(2) — R fliggvény gy, hogy p(x,y) = ®(g(x,y)).
Tovdabba, ha ¢ és g k-szor folytonosan differencidlhato fugguény, akkor ® is
az.
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Ezek utan mar megfogalmazhatjuk ennek a témakornek a végso eredmé-
nyét, amely azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett minden differencial-
fliggvényegyenlet esetén létezik egy olyan kozonséges differencidlegyenlet,
amelynek megolddsai megegyeznek a differencial-fiiggvényegyenlet megolda-
saival:

5. TETEL. ([Haz04b]) Tekintsik a

(2.13) Lo(z, 9) f(g(z, ) + ... +lo(2,y) f(9(z,y)) = F(z,y), (2,y) €,

ahol Q C R? eqy nyilt, simdn g-6sszefiiggé halmaz, lo, 1y, ..., l,, g és F adott
valds értékid analitikus figgvények Q-n (dgy, hogy g() egy nyilt halmaz,
tovdbbd (0,9, 0yg) # (0,0) Q-n), tovdbbd f egy valds figgvény g(2)-n. Ekkor
létezik eqy kozonséges differencidlegyenlet

(2.14) FU) + Kt (0 fT 0 () + .+ Ko(8) (1) = K(t),

(aholm <n, Ko, K1, ..., K1 és K differencidlhatd valds értéki figguények)
amelynek (n+1)-szer differencialhatd megoldasa lokalisan megegyezik a (2.13)
megoldasaval.

2.3 A fegsolve PROGRAM MUKODESE

A fegsolve prorgam MAPLE! V, Release 4 nyelven késziilt, amely a (2.1)
alakd egyenletek megoldasara hasznalhaté. A programot a kovetkezo utasi-
téssal indithatjuk:

fegsolve(ho(z, y) * fo(go(z, y)) + - + ha(z, y) * fulgn(z, y)) = F(z,9),

[f07f17 s >fn])7

ahol a fegsolve program elsé paramétere a fliggvényegyenlet, amelyet meg
akarunk oldani, a mésodik paramétere pedig az ismeretlen fiiggvények listdja.
A program a fliggvényegyenletet a lista els6 elemére oldja meg.

A program forraskédja letoltheto a kovetkezd weblaprol:

www.uni-miskolc.hu/~matha

IMAPLE is a registered trademark of Waterloo Maple software



Masodik rész

3 t-KONVEX FUGGVENYEK STABILITASA

3.1 Az (e,p,t)-KONVEX ESET

Jeloljon a tovédbbiakban (X, |- |) egy normélt teret, D C X egy nemiires,
konvex részhalmazat X-nek. Az f fiiggvényt (g,p,t)-konvexnek nevezziik,
ha teljesiti az

(3.1)

fltz+ A —ty) <tf(z)+ 1 —t)f(y) + Zeilx —y

b (z,y € D)

egyenlétlenséget, ahole = (g, ..., ;) € [0,00[", p = (po,...,px) € [0, 00
és t € [0, 1] rogzitett paraméterek.

Els6 1épésként az (g, p, t)-konvex fiiggvények korlatossagi és folytonossagi
tulajdonsagaival foglalkozunk. Az els6 tételiinkben megmutatjuk, hogy ha
egy (g,p,t)-konvex fiiggvényrsl tudjuk az értelmezési tartomanydnak egy
pontjaban lokélisan feliilrol korlatos, akkor a fliggvény lokalisan korlatos a
teljes értelmezési tartomanyan. A szimmetriat felhasznélva feltehetjiik, hogy
0<t<1/2

6. TETEL. ([HP]) Legyen € = (eo,...,e1) € [0,00F™, p = (po,...,px) €

[0,00[F! és t €]0,1/2]. Ha f: D — R az értelmezési tartomdnydnak egy
w € D pontjdban lokdlisan felilrél korldtos (€,p,t)-konvez fiigguény, akkor f
lokalisan korldtos D-n.

A kovetkezo tételek azt mutatjak, hogy néha elegendd lényegesen gyengébb
regularitasi tulajdonsigot feltételezni. Példaul, ha a fiiggvény értelmezési
tartomanya véges dimenzios, akkor felhasznédlva a Steinhaus és Piccard téte-
leket (lasd [Ste20], [Pic42]) hasonlé allitdst kaphatunk, mint az el6z6 tételben.

7. TETEL. ([HP]) Legyen € = (eo,...,e) € [0,00**, p = (po,...,px) €
[0, 00[F! ést €]0,1/2]. Legyen tovdbbd D egy nyilt konvex részhalmaza R™-
nek és legyen f : D — R egqy (€,p, t)-konvex figguény. Tegyiik fel, hogy létezik
eqy S C D pozitiv mértéki Lebesque-mérhetd halmaz (vagy egy mdsodik
kategoriaji Baire-mérhetd halmaz) és eqy g - S — R Lebesque-mérhetd (il-
letéleg egy Baire-mérhetd) figguény gy, hogy f < g az S halmazon. Ekkor
f lokdlisan korlatos D-n.
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A kovetkez6 eredmény azt mutatja, hogy ha a p minden komponense
pozitiv, akkor az (g,p,t)-konvex fliggvények lokalis feliilr6l korlatossagabdl
kovetkezik a folytonossdguk. A tétel bizonyitdsa analdg a [Kuc85]-ben leir-
takkal.

8. TETEL. Legyenek adottak &€ = (gq,...,c;) € [0,00F*, p = (po,...,px) €
10,001, és t €]0,1/2]. Ha f : D — R egy (€,p,t)-konvex és lokdlisan
felulrol korlatos D valamely pontjaban, akkor folytonos.

Legyen B(I) az I := [0, 1] intervallumon értelmezett korlatos, valds értéki
fiiggvények tere ellatva a kozonséges szuprémum normaval. Egy rogzitett
p > 0ést €]0,1/2] esetén definidljuk a T,,; : B(I) — B(I) operdtort a

kovetkezoképpen:
S s \? 1
1-— S — — ha 0<s< —
( t)f<1—t)+<1—t) ’ a0—5—2’

1—s 1—s\? 1
1 — - <s< 1
( t)f<1—t>+(1—t>’ ha 5 <s<1

El6szor megmutatjuk, hogy a

(3.2) p(s) = (Traw) (s) (s €0,1])

egyenletnek 1étezik egyértelmii megoldasa. Tovabba tekintve a

(Tpif) (s) =

(3-3) O(s) < (T4®) (s) (s €[0,1]),

(3.4) U(s) = (W) (s) (s €0,1])

egyenlotlenségeket vizsgaljuk ezek megoldasanak kapcsolatat az egyenlet meg-
oldasaval.

9. TETEL. ([HP]) A (3.2) egyenletnek egyértelmiien létezik egy ¢ : [0,1] —
R folytonos, nemnegativ, korlatos és 1/2-re szimmetrikus megolddsa (azaz
©(s) = ¢(1 — s) minden s € [0, 1] esetén). Tovabba, ha ® : [0,1] — R egy
korlatos megoldasa a (3.3) egyenl6tlenségeknek és W : [0, 1] — R egy korlatos
megoldasa a (3.4) egyenl6tlenségeknek, akkor teljesiil a

P<p<V

egyenlotlenség.
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Megjegyezziik, hogy a ¢, értékeit nem konnyli meghatérozni, mivel a
kapott fliggvények ”fraktdl”-szertiek. Ahhoz, hogy ¢, -t becstilni tudjuk egy
kénnyebben szamolhaté fiiggvénnyel bevezetjiik a ¢, : [0,1] — R fliggvényt
a kovetkezoképpen:

(3.5) dp(s) == (s(1 —s))P

Ha 0 < p < 1, akkor a ¢, és ¢, fiiggvények rendelkeznek a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

10. TETEL. ([HP]) Ha 0 <p < 1, akkor

¢p(3) s ¢p(5)
(3:6) a(1/2) = Pl < 2T

Az (g,p,t)-konvex fliggvényekre vonatkozo f6 eredmények:

(s €10,1]).

11. TETEL. ([HP)]) Legyenek adottak az € = (gq,...,ex) € [0,00[F és a
p = (po,...,pr) € [0,00F*t vektorok, és legyen tovdbbd t €]0,1/2]. Ha
az f D — R egy (€,p,t)-konvez, az értelmezési tartomdnydnak valamely
pontjaban felilrol korlatos fugguény, akkor

3.7  fsz+ (1 =9y <sf(zx)+(1—9)f(y)+ 25190;01 )z —

teljesil minden x,y € D és s € [0,1] esetén, ahol a pp,; figguények a T, ,
operdtorok fizpontjai.

Felhasznalva a 10. Tétel jobboldali egyenlotlenségét, ha mindegyik p;
paraméter kisebb mint 1, akkor azonnal kapjuk a kévetkezoé eredményt:

12. KOVETKEZMENY. ([HPO04]) Legyenek adottak € = (g, .. .,er) € [0, oo[F+1,
p=(po,...,pr) € [0,1[F*, ést €]0,1/2]. Ha az f : D — R az értelmezési
tartomanydnak valamely pontjaban felilrdl korldtos (€, p,t)-konvex figguény,
akkor

(3.8)

f(sx+ (1 —=35)y) <sf(x)+( +Z 1_tpz—

5 (s -)r—))"

teljesiil minden x,y € D és s € [0, 1] esetén.
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3.2 Az ((g9,€1),(0,p),t)-KONVEX ESET

Ebben a fejezetben azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor £ = 1,
po =0, ést €]0,1], azaz az f : D — R figgvény ((g0,€1), (0, p), t)-konvex,
vagyis teljesiti a kovetkezd egyenlotlenséget:

flr+ (1 —t)y) <tf(z)+ 1 —1)f(y) +eo+elz—yl

minden z,y € D esetén, ahol g9,e1 > 0,p > 0 és t €0, 1].
Egy rogzitett p > 0 és t €]0,1/2] esetén bevezetjikk a S,; operatort a
kovetkezoképpen:

( (

p
S S
a-07(13) + (%)
min 1—;‘ 1—t . ha0<s<t,

(Spif) (s) = min hat<s<1-—t,

—_
|
N
—
N
—_
| V)
~
~_
+
/—\ /_\
—_
| V)
~
~_
=

1—-s\" [’
1—1¢ ),

min » (> hal—t<s<L
(1—1)f 1—s L 1—s

\ 1—1¢ 1—1¢ )

Konnyen lathat6, hogy S,+(f) < T,:(f) barmely f fiiggvény esetén.

~
—
N
[—
| |
v

+
—
| |
w
~_
=3

Ebben a részben a kovetkezo fliggvényegyenlettel foglalkozunk:

(3.9) p(s) = (Spep) () (s €[0,1]).

Els6 eredményként itt is meghatarozzuk a (3.9) fiiggvényegyenlet nemnegativ,
korldtos ¢ : [0,1] — R megolddsat. Ezt a megolddst a tovdbbiakban 7 -gal
fogjuk jelolni.

13. ALLITAS. Legyen a (¢,) : [0,1] — R figgvénysorozat a

®1 = 0,
(3.10)

Pni1(s) = (Spaen) (5)
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képlettel definidlva. Ekkor o, monoton novekvd, nemnegativ, folytonos fiigg-
vények sorozata és az alabbi modon definidlt ¢ fiigguény teljesiti a (3.9) egyen-
letet:

(3.11) p(s) = lim @y (s) (s €[0,1)),
Tovébba ez a fliggvény folytonos, nemnegativ és s = 1/2-re szimmetrikus a
[0, 1] intervallumon, azaz ¢(s) = ¢(1 — s) minden s € [0, 1] esetén.

Mivel S, .(f) < T,.(f) barmely f fiiggvény esetén, ezért az S,; operdtor
fixpontja nem haladhatja meg a 7T}, ; operator fixpontjat.

Most vizsgéljuk a (3.9) egyenlethez kapcsolédé kovetkezd két fliggvény-
egyenlotlenséget:

(3.12) U(s) < (S5p W) (s) (s €[0,1]),

(3.13) D(s) > (Sp®) () (s €[0,1]).

14. ALLITAS. Legyen U : [0,1] — R egy felilrél korldtos megolddsa a (3.12)
figgvényegyenletnek és ® : [0, 1] — R egy alulrdl korlatos megoldasa a (3.13)
egyenletnek. Ekkor ¥ < ¢, < @, ahol a 5, fiiggvény a (3.9) egyenlet
egyértelmli megoldasa.

A kovetkez6 allitasunkban 6ssze fogjuk hasonlitani a (3.9) egyenlet megolda-
saként kapott o7, fiiggvényt az édltalanos esetben is haszndlt ¢, : [0,1] — R
fiiggvénnyel:

Pp(s) = (s(1 —s))"

Ha 0 < p < 1, akkor a ¢, és ¢, , figgvények rendelkeznek a kovetkezd
tulajdonsaggal:

15. ALLITAS. Ha 0 <t <1/2 és0 < p < 1, akkor

o 6,(s) < ¢ (9)

(3.14) —(t(l =)

1 1
< max {t,, A YR T s gy t)p} Pls)

minden s € [0, 1] esetén.
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Most mar minden eszkoziink adott ahhoz, hogy kimondhassuk ehhez az
esethez kapcsolodd legfébb eredményeinket:

16. TETEL. Legyen D egy nyilt konvex részhalmaza az (X, |-|) normdlt térnek.
Legyenek e, 1, p nemnegativ konstansok és legyen t €]0,1/2] régzitett. Ha
az f: D — R fiiggvény ((0,1), (0,p),t)-konvez és lokdlisan feliilrél korldtos
az értelmezési tartomanyanak valamely pontjaban, akkor

(3.15)  fsz+(1—s)y) <sf(x)+ (1 —s)f(y)+eo/t +e10,,(s)|z —yl”
teljesil minden v,y € D és s € [0,1] esetén, ahol a ¢}, figguény a (3.9)
egyenlet egyértelmli megoldasa.

Felhasznalva az el6z6 tételiinket és a 15. Allitdst azonnal kapjuk a kovet-
kez6 eredményt:

17. KOVETKEZMENY. Legyen D egy nyilt konvex részhalmaza az (X,| - |)
normdlt térnek. Legyenek €q, €1,p,t nemnegativ konstansok, ahol t €]0,1/2]
és0<p<1. Haf:D— R egy ((co,€1),(0,p),t)-konvez figgvény, amely
lokdlisan feliilrol korldtos az értelmezési tartomanyanak valamely pontjaban,
akkor

flsz+ (1= s)y) < sf(x)+(1—5)f(y) + o/t
1 1
t—t (12— t/2)p — (1 —)—2(1/2 1)

rerms | S b= 9l = o

minden x,y € D és s € [0, 1] esetén.

3.3 ZARO MEGJEGYZESEK

Ha 0 < p < 1, akkor a T, illetve az S, ; operatorok ,; és ¢y, fixpontjait
nagysagrendileg a ¢,(s) = (s(1 — s))P fiiggvény jol kozeliti.
A p =1 esetben (t = 1/2 esetén) a
¢(s) = max(—slog,s, —(1 — s)logy(1—s))

1
—slog, s Ogsgi,
1
—(1—s)logy(1 —s) 5 <s <1,
fliggvény ad jo nagysagrendi becslést.
Nem ismert azonban, hogy p > 1 esetén milyen egyszeriien értelmezheto
fliggvény ad pontos nagysdgrendi kozelitést ¢, -re illevte ¢} ,-ra
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4 ANGOL NYELVU TEZISEK

This PhD dissertation contains new results in the theory of functional equa-
tions. It consists of two parts, which are different from each other.

In the first part of our dissertation we deal with the linear two variable
functional equation

(4.1) ho(z,y) fo(go(,y)) + -+ + hu(m,y) fu(gn(z,y)) = F(2,9)

where n is a positive integer, go, g1, -, 9n, ho, h1,..., hy, and F' are given
real valued analytic functions on an open set 2 C R?, furthermore fo, f1. ..,
fn are unknown functions.

Applying the results of Pales [Pal92] we get recursively an inhomoge-
neous linear differential-functional equation in one of unknown functions for
fi, fo, ..., fn, respectively.

One of our main results states that the solutions of the differential-
functional equation obtained are the same as that of an ordinary differential
equation (under some assumptions), whose order is usually much smaller
than the order of the differential-functional equation.

According to the results of Zsolt Péles, it can be shown that, assuming
sufficiently high-order differentiability, there exists a linear partial differential
operator (with variable coefficients and order k less than 2n—1) which "kills”
all of the members in the left hand side of the equation (4.1), except the first
one. That is, applying the differential operator to the equation (4.1), it yields

D[h0<x7y)f0(g()(xay))] = DF(ZL’,y), (%,y) € Q;

which is a linear differential-functional equation of order at most k. We
recall the algorithm employed to the construction of the program. Using
the algorithm of Péles for the functional-equation of type (4.1), we get an
inhomogeneous linear differential-functional equation for f, of the form:

(4.2) L(z,y) fP(g(z, )+ +lo(z, ) f(9(z,y) = L(z,y),  (z,y) €L,

where © C R? is an open, connected set and [y, l1,...,ls, g and L are given
real functions on 2, ¢(2) is an open set and f : g(2) — R is a k-times
differentiable unknown function.

For brevity, we write (4.2) in the form

(4.3) b (fPog)+...41-(fog) = L.
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We call this equation a homogeneous equation, if L = 0. This equation
is called a k-th order differential-functional equation if [ # 0.
The solving method is the following. Consider the k-th order inhomogeneous
linear differential-functional equation. In the first step we construct another
differential-functional equation, whose order is not greater than the order of
the original equation and the solutions of the system of these both equations
are the same as that of the original equation. In the second step, we create a
smaller order differential-functional equation whose solutions are the same as
that of the system of equations. We repeat this two steps until getting such
differential-functional equation whose coefficients satisfy a certain system of
partial differential equations. Finally, with substitution ¢ = g(z,y), we get
an ordinary differential equation.

The next lemma enables us to produce a new differential-functional equa-
tion from (2.2) without increasing the order of equation.

1. LEMMA. Let ly,ly,...,lx, g and L be given real valued, differentiable func-
tions on € (such that g(2) is an open set), furthermore f be a (k+ 1)-times
differentiable real function on g(2). Then, applying the differential operator

Do =0,9-0, — 0,99,
to the equation (4.1), the order of the resulting equation does not increase.

Applying the differential operator Dg to a k-th order differential-functional
equation we get an m-th (m < k) order equation. In the next lemma we prove
that there exists a smaller order differential-functional equation, whose solu-
tions are the same as that of the system of these equations.

2. LEMMA. Consider the following two equations

(4.4) Z hi(z,y) - f(g(z,y)) = H(z,y) (z,y) € Q,
(4.5) Zl@-(azy) D g(x,y)) = L(z,y) (z,y) € Q,

where the functions ho, hi,..., hi,lo,ly, ... lm, g, H, L : Q@ — R are analytic
and hg,l, # 0 on Q. Assume that k > m.
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Then either there is no common solution of these equations, or there exist
analytic functions wg,wy, ..., ws, W : Q@ — R (where s < m) such that the
k-times differentiable solutions of the equation

(4.6) Zwi(fv, y) - fO(g(z,y)) = W(z,y) (z,y) € Q

are the same as that of the system of equations (4.4), (4.5).
Now, we can formulate one of our main result.

3. TETEL. Consider the equation

(4.7) Lz, y) fP(g(z,y)+. . +lo(z,y) fl9(z, ) = L(z,y),  (z,y) €L,

where 0 C R? is an open, connected set and ly,ly,...,l;, g and L are given
real valued, analytic functions on Q0 (such that g(Y) is an open set), further-
more f is an unknown real function on g(£2). Then there exists a functional-
differential equation

(4.8)
he (2, 9) ™ (g(2,9) + -+ hola, ) f(g(x,y)) = H(z,y),  (,y) €9Q,

(where m < k) whose (k+ 1)-times differentiable solutions coincide with that
of (4.7) such that hg, hq, ..., h,, H satisfy the following system of equations

(4.9) 029+ (hy - Oyhi — hi - Oyhu,) = 0yg - (Bu, - Ohi — hi - Ophyy,)
foralle=1,...,m —1 and

(4.10) 0xg - (hm - OyH — H - Oyhy,) = 0yg - (hy - 0o H — H - Ophy,).
Assume that h,, # 0 on . Then dividing (4.9) and (4.10) by h?,, we get

(4.11) Do (;L—m) =0

and

(4.12) Do (%) = 0.
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If there exist differentiable functions Ky, K1, ..., K,,_1, K such that

—— = Ki(g(z,y
foralli=0,...,m—1and
H(z,y)
= Kg(z,y
him (2, y) (gle,9)
then (4.11) and (4.12) are obviously valid.
Now, we give a sufficient condition for the existence of Ko, K1,..., K,,_1,

K. We need the following definition:

Let Q C R? be an open set, g : 2 — R. We say that € is (smoothly) g-
connected if for all (zo,yo), (x1,y1) € 2 such that g(xg,yo) = g(x1,y1), there
exists a differentiable function (z,y) : [0,1] — Q such that (x(0),y(0)) =

(20, 90), (2(1),y(1)) = (z1,51) and ¢ — g(z(t), y(t)) is constant.

4. LEMMA. Let € be an open set, g be a differentiable, real valued function on

Q such that (0,9, 0yg) # (0,0) on . Assume that Q is smoothly g-connected.
If Doy = 0 (where ¢ is a differentiable function on 1), then there exists a
function ® : g(2) — R such that p(z,y) = ®(g(z,y)). Moreover, if ¢ and
g are k-times continuously differentiable functions, then ® is also a k-times
continuously differentiable function.

Now, we are able to formulate the final result of the first part of our
dissertation:

5. TETEL. Consider the equation

(4.13)
(@, y) [P gz, 9) + o 4+ (e, 9) f9(,) = Lix,y),  (v,y) €,
where 0 C R? is an open, smoothly g-connected set and ly,l1,. .., s, g and

L are given real valued, analytic functions on Q (such that g(2) is an open
set, (0x9,0,9) # (0,0) on Q), furthermore f is an unknown real function on
g(Q). Then there ezists an ordinary differential equation

(4.14) FOE) + Kot (O ™V @) + .+ Ko(O) f(t) = K (¢).

(where m < k and Ko, K1,..., K, 1 and K are differentiable real valued
functions) whose (k + 1)-times differentiable solutions locally coincide with

that of (4.13).
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The computer-program  fegsolve is written in the Computeralgebra-
System MAPLE V| Release 4. It can be used for solving functional-equations
of type (4.1). The program can be started with the command:

fegsolve(ho(z,y) * fo(go(x,y)) + - + b2, y) * fu(gn(2,y)) = F(z,9),
[fa:fz, cee 7fn]>;

where the first parameter of fegsolve is the functional-equation to be solved
and the second parameter is the list of unknown functions in the functional-
equation. The program solves the functional-equation for the first element
of the list.

The source code of the program can be downloaded from the webpage

www.uni-miskolc.hu/ ~ matha
or please send your request to the e-mail address:

matha@Quni-miskolc.hu

In the second part of our dissertation we deal with approximately t-convex
functions. More precisely we investigated the generalization of the results of
Bernstein and Doetsch [BD15], Nikodem and Ng [NN93] and Pales [P4l00].

Let (X,]-|) be a normed space and D C X be a nonempty open convex
set.

A real valued function f defined on an open convex set D is called (g, p, t)-
convex if it satisfies the inequality

flz+(1—t)y) <tfx)+ (1 —2t)f +Z€Z|$—

for x,y € D,

where € = (g¢,...,&x) € [0,00[**, p = (po,...,pr) € [0,00F* and t € [0, 1]
are fixed parameters.
We intend to find functions ¢,, ; : [0,1] = R (i =0,1,...,k) so that

Di

(4.15)  f(sz+ (1 —s)y) <sf(z)+(1—s)f —i—Zélqﬁpl Yx —y

hold for all z,y € D and all s € [0, 1].
First we show some regularity properties of (€, p, t)-convex functions (6. Té-
tel).
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6. TETEL. Let D be an open convex subset of a real normed space (X, |- |).

Let where € = (gg,...,e) € [0,00F p = (po,...,px) € [0,00[F! and
t €]0,1/2] be fized parameters. If f : D — R is (€,p,t)-conver and locally
bounded from above at a point s € D, then f is locally bounded on D.

The next theorem essentially weakens the local boundedness assumption
if the underlying space is of finite dimension. It can be derived from 6. Tétel
adopting the argument followed in [HP04] (that is based on Steinhaus’ and
Piccard’s theorems (cf. [Ste20], [Pic42])).

7. TETEL. Let e = (gg,...,ex) € [0,00[*™, p = (po, ..., px) € [0,00**, and
t €]0,1/2]. Let D be an open convex subset of R™ and f : D — R be an
(e, p, t)-convex function. Assume that there exists Lebesque-measurable set of
positive measure (or a Baire-measurable set of second category) S C D and a
Lebesgque-measurable (resp. Baire-measurable) function g : S — R such that
f<gonS. Then f is locally bounded on D.

The next result states that if all the components of p are positive then the
local upper boundedness of an (g,p, t)-convex function yields its continuity
as well.

8. TETEL. Let ¢ = (gg,...,&x) € [0,00*™, p = (po, ..., px) €]0,00F, and
t€]0,1/2]. If f: D — R is (g, p, t)-convex and locally bounded from above at
a point of D, then it is continuous.

In our investigation we need to introduce the operator T,,; : B(I) — B(I)
(where B([I) is the space of bounded real-valued functions defined on I :=
[0, 1] equipped with the usual supremum norm and p > 0 and ¢ €]0,1/2] are

fixed) by
s s\’ 1
1—1 — 0<s< =
( )¢(1—t)+(1—t> =7=9

1—s 1-s\" 1
1—t Scs<l,
( >¢(1—t)+(1—t) 2 ==

Our first result concerns the solution of the functional equation

(4.16) w(s) = (Traw) (s) (s €10,1])

and the corresponding functional inequalities

(Tp0) (s) =

(4.17) O(s) < (Tp:®) (s) (s €[0,1]),
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(4.18) U(s) > (T,,0) (s) (s €0,1]).

9. TETEL. There exists a unique bounded function ¢ : [0,1] — R such that
(4.16) holds. Furthermore, ¢ is continuous, nonnegative and is symmetric
with respect to s = 1/2, i.e., ¢(s) = p(1 — s) for all s € [0, 1]. In addition, if
®:[0,1] - R and ¥ : [0,1] — R are bounded solution of (4.17) and (4.18),
then & < ¢ < W holds.

In order to compare ¢,; with a function that is defined in more com-
putable terms, introduce the function ¢, : [0,1] — R by the following for-
mula:

(4.19) bp(s) == (s(1 —s))P
The functions ¢, and ¢, ; have the following property:
10. TETEL. If0 <p < 1, then

¢p(5) s ¢p(5) or s
(4:20) () S =0 gy Fors el

The following result offers a generalization of the theorems of Bernstein

and Doetsch [BD15], Ng and Nikodem [NN93] and the results of Péles [P4l00]
and Hézy and Pdles [HP04].

11. TETEL. Let € = (gg,...,c) € [0,00[*, p = (po,...,pr) € [0, 00[F"1,

andt €]0,1/2) If f : D — R is (e, p, t)-convex and locally bounded from above
at a point of D, then

(4.21)  f(sz+ (1 —s)y) <sf(x)+(1—s)f(y) + Zslgopl ) —

for all x,y € D and s € [0,1], (where py,,; is the fized point of the operator
sz‘ﬂf')

Applying the right hand side inequality of 10. Tétel, if the parameters p;
are smaller than 1, we immediately get the following result.

12. KOVETKEZMENY. Let e = (gg,...,e;) € [0,00* p = (po,...,pr) €
[0, 1[**Y, and t €]0,1/2]. If f: D — R is (g, p,t)-convex and locally bounded
from above at a point of D, then
(4.22)

f sz + (1= s)y) < sf(x) +Z Hm_

5 (s1=s)lr—y))"
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for all z,y € D and s € [0, 1].

Finally, we deal with the special case, when k =1 and py = 1

13. TETEL. Let D be an open convex subset of a real normed space (X, | -|).
Let g, e1,p be nonnegative constants and t € |0,1/2] fized. If f: D — R is
locally bounded above at a point of D and ((£9,€1), (0, p),t)-convez function,
then

fsz+(1=s)y) <sf(x) +(1—5)f(y) +eo/t + 1y, ,(s)[x =yl

for all z,y € D and X € [0, 1], where @, , is the fized point of the operator
Spt-
If 0 <p<1, then

o) <max{ L 1
Pt 3 = T 12— /2 — (1— 6)-p(1/2 — 1)

-y

Applying this inequality, we immediately get the following result.

14. KOVETKEZMENY. Let D be an open, convex subset of real normed space

(X,] - |). Let €,0 be nonnegative constants, 0 < p < 1. If f: D — R
is (€,0,p,t)-conver (where t € |0,1/2])and locally bounded from above at a
point of D, then

fz+ (L= Ny) < Af(x)+(1=N)f(y)+0/t

1 1 P p
+€maX{tP—t; /2=i/27 - —t)lp(l/Q—t)p)} (A1 —=X))Plx —y]

for all z,y € D and X € [0, 1].
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