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Bevezetd fogalmak

1.1. Bevezet6 fogalmak

1.1.1. Definicié. Tekintsik a D C R™ halmazt. Az f: D — R fiiggvényt
n-vdltozos valos értékii fiiggvénynek vagy skaldrmezdnek nevezziik.

1.1.2. Megjegyzés. Az el6z6 definicid értelmében tehat a tobbvaltozos valds
értékd fiiggvények (vagyis a skalarmezdk) olyan fiiggvények, amelyek értelme-
z€si tartomanya R"™ valamely részhalmaza, értékkészletiik R vagy R valamely
részhalmaza.

1.1.3. Példa. Az f(z;y;2) = x+zy+yz+ 22 egy hdromvéltozos valds értéki
fiiggvény.

1.1.4. Megjegyzés. Ha specidlisan az f tobbvaltozos fiiggvény kétvaltozos,
akkor geometriai interpretdcidjat a haromdimenziés Descartes-féle koordina-
tarendszerben ugy kapjuk, hogy az xy sikban az (z; y) koordinétdji ponthoz az
f altal hozzarendelt z értéket mérjiik fel merSlegesen.
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1.1.5. Definicié. Ha f egy n-valtozos, valds értéki f fiiggvény, akkor az
{(a:l;...;xn;f(xl;...;xn)) | (z1;5...52,) € Df}
halmazt az f fiiggvény grafikonjanak nevezziik.
1.1.6. Megjegyzés. Kétvaltozds, valds értékii f fliggvény esetén az
{(@3y; f(z:9)) | (z5y) € Dy}
halmaz az f fliggvény grafikonja.

1.1.7. Definicié. Az f: D C R? — R kétviltozés fiiggvény c valés szimhoz
tartoz6 szintvonala az f(x;y) = c egyenlet megolddsainak halmaza. Tehdt a ¢
értékhez tartozé szintvonal az

{(z;y) € R?| f(azy) = c}

halmaz.
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1.1.8. Példa. Az f(z;y) = 2 + y? fiiggvény c > 0 értékhez tartozo szintvo-
nala azon pontok halmaza a sikon, amelyekre az 2% + 32 = ¢ egyenlet teljesiil.
Tehat a szintvonalak a /¢ sugard korvonalak.

Példaul a c = 1;4; 9 értékekhez tartoz6 szintvonalak az origé kézéppontu 1; 2; 3
sugart korvonalak.

1.1.9. Definicié. Kétvaltozos fiiggvény paramétervonalai a kétvaltozos fugg-
vény egyik valtozdjanak rogzitésével kapott egyvaltozds fliggvények.

1.1.10. Példa. Az f(x;y) = 2% + y? fiiggvénynek az y viltozé rogzitésével
kapott paramétervonalai az f(z;yo) = 22 + yg egyvaltozds fiiggvények, ame-
lyek grafikonjai paraboldk. Az x valtozé rogzitésével kapott paramétervonalak
az f(zo;y) = a3 + y? egyvaltozés fiiggvények, melyek grafikonjai szintén
parabolak.

1.1.11. Megjegyzés. Az elGbbick alapjan a szintvonalak a kétvaltozos fiigg-
vény grafikonjanak a ,,vizszintes”, a paramétervonalak a kétvaltozés fiiggvé-
nyek grafikonjdnak a ,.fiigg6leges” sikkal val6 metszetei.

1.1.12. Példa. Az f(x;y) = 22 + y? fiiggvény grafikonja:

1.1.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,,) C R"™ vektorsorozat konver-
gens, ha minden koordindtasorozata konvergens. Ekkor a hatdrérték az egyes
koordindta sorozatok hatarértékeibdl képzett vektor.

1.1.14. Példa. Az (1; ;) sorozat konvergens, hatdrértéke: (0;0).
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1.1.15. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f: D C R"™ — R fiiggvény folytonos
az xg € D helyen, ha minden (x,,) C D, x,,, — x¢ sorozat esetén f(x,,) az
f(x0)-hoz konvergal.

1.1.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D C R"™ — R fiiggvénynek a D
halmaz egy z( torlédasi pontjaban létezik a hatdrértéke és az A-val egyenld, ha
minden (x,,) C D', &, — x( sorozat esetén f(x,,) az A-hoz konvergal.

1.1.17. Tétel. Egy fiiggvény egy adott pontban pontosan akkor folytonos, ha
ott 1étezik a hatdrértéke és megegyezik a fiiggvényértékkel.

1.1.18. Tétel. Ha egy fiiggvénynek 1étezik hatarértéke egy adott helyen, akkor
az egyértelmiien meghatdrozott.

1.1.19. Megjegyzés. Az egyviltozos fiiggvények korében megismert dsszeg-,
kiilonbség-, szorzat-, hdnyadosfiiggvény folytonossdgéira és hatarértékére vo-
natkozo tételek a tobbvaltozos fliggvények korében is érvényesek (természete-
sen a megfeleld altalanositassal).
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Kidolgozott feladatok

1. Feladat. Szamoljuk ki az f(x;y) = 2% + 2y fiiggvény helyettesitési értékét
az (1; —2) helyen!

Megoldas:
A helyettesitési érték:
f(1;-2) =12 +2.(-2) = -3.

2. Feladat. Egy fogyaszt6 két terméket fogyaszt. Az A termékbdl x darabot,
a B termékbdl y darabot. Hasznossdgi fiiggvénye az U (z;y) = xy fuggvény.
Milyen hasznossédgi szint tartozik ahhoz az esethez, amikor az A termékbdl 2
és a B termékbdl 6 darab terméket fogyaszt a fogyasztd?

Megoldas:
Ki kell szamolnunk az U fiiggvény helyettesitési értékét az (2; 6) helyen:
U(2;6) =26 =12.

3. Feladat. A villanyszdmlank 3 tételbdl tevddik 6ssze. Az alapdij 500 forint,
a nappali dram dija kW h-ként 30 forint, az éjszakai dram dija kW h-ként 20
forint. Ha z kWh nappali dramot és y kWh éjszakai dramot fogyasztunk, akkor
mennyit kell fizetniink?

Megoldas:

A fizetend6 dij:
f(x;y) = 500 + 30x + 20y.

4. Feladat. Hatirozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az

f(z;y) =In(x + 1)+ Iny
fliggvény értelmezve van! Abrazoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomanya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy z + 1 > 0 és y > 0. Tehat az értelmezési tartomény:

Df={(z;y) eR*|z > ~1ésy > 0}.

Az értelmezési tartomdny dbrazoldsa:
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5. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazét, ame-

lyen az

flzy) = V25 — 2% — ¢
fiiggvény értelmezve van! Abrazoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy

2% —a2—y >0 = 22+42<25.

Tehat az értelmezési tartomdny egy origd kdzéppontd, 5 egység sugard zért
korlemez:
Dy = {(z;y) € R*|2? + y* < 25}.

Az értelmezési tartomany dbrazoldsa:

7 2
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6. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazét, ame-
lyen az

f(z;y) =In(y — )
fiiggvény értelmezve van! Abrdzoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fuggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy
y—xz>0 = y>uzx

Tehat az értelmezési tartomany:

Dy ={(z;y) € R?*|y > x}.

Az értelmezési tartomany abrazolasa:

<

7. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-

lyen az
T+ 2y

@y = 5710

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:
Mivel az 22 — 7z + 10 = 0 egyenlet megoldésa:

TEVA9-40 T+3
- 2 27

1,2
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ezért x # 2, illetve x # 5. Tehat az értelmezéEsi tartomany:
Dy ={(z:y) € B2 £ 2 2 #5).
8. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az
f(z;y) = arccos (22 + y* — 2)
fliggvény értelmezve van és dbrdzoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy

—1<2?4+92-2<1 = 1<22+42<3.
Tehat az értelmezési tartomany:
Dy = {(z;y) e R*|1 < 2” +¢* < 3}.
Az értelmezési tartomdny tehat egy origd kozépponti 1 sugard és egy origd
kozépponti /3 sugart kor altal hatarolt korgyfird.

Az értelmezési tartomdny dbrdzoldsa:

1
-2}%-1 1
%

9. Feladat. Tekintsiik az f: R2 — R, f(x;y) = 222 + 2y fiiggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legbdvebb részhalmazit, amelyen az f
fliggvény értelmezve van!

b) Szdmoljuk ki az f(—1;2) figgvényértéket!

¢) Szamoljuk ki az f(2; —3) fiiggvényértéket!

d) Oldjuk meg az f(z;1) = 10 egyenletet!
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e) Adjuk meg az f fiiggvény értékkészletét!

f) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény z = 8 értékhez tartozé szintvonaldt és dbra-
zoljuk a szintvonalat!

g) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény z = c értékhez tartozo szintvonalat!

h) Adjuk meg az x = 2 értékhez tartozé paramétervonalat!

i) Adjuk meg az y = 1 értékhez tartoz6 paramétervonalat!

j) Abrizoljuk az f fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:

a) Az f fiiggvény értelmezési tartoménya a teljes R? sik.

b) Behelyettesitve az f fiiggvénybe az x = —1 és y = 2 értékeket azt kapjuk,
hogy
f(=1;2) =2-(-1)*+2-2* = 10.
c) Behelyettesitve az f fliggvénybe az x = 2 és y = —3 értékeket azt kapjuk,
hogy
f(2;-3)=2-22+2-(-3)% = 26.

d) Mivel f(x;1) = 22242, ezért az 22°+2 = 10 egyenletet kell megoldanunk,
amibdl azt kapjuk, hogy = = £2.

e) Mivel minden z, y valés szdm esetén 2 > 06s y2 > 0, ezért az f fiiggvény
értékkészlete: f(z;y) € [0; 00].

f) A z = 8 értékhez tartozé szintvonal azon (z;y) € R? pontok halmaza,

amelyekre
222 +2y? =8 = w2 +y? =14

teljesiil, amely egy origd kdzéppontd, 2 sugari korvonal:
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g) A szintvonalak a

21’2+2y2zc = $2+y i

egyenlet megolddsai, vagyis az origd kdozéppontd, \/g sugard korvonalak.
h) Az x = 2 értékhez tartoz6 paramétervonal
f2y) =2-442-y° =8+2¢7
azaz egy parabola.
i) Az y = 1 értékhez tartoz6 paramétervonal
f(z;1) = 222 + 2,
azaz szintén egy parabolat kaptunk.

J) A fiiggvény grafikonja:

10. Feladat. Tekintsiik az f: R? — R, f(z;y) = /y — « fliggvényt!

a) Hatirozzuk meg az R? siknak azt a legbdvebb részhalmazit, amelyen az f
fliggvény értelmezve van!

b) Szamoljuk ki az f(1;2) fiiggvényértéket!

¢) Oldjuk meg az f(x;1) = 3 egyenletet!

d) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény z = c értékhez tartoz6 szintvonalat!

e) Hatarozzuk meg az f fuiggvény z = 2 értékhez tartozo szintvonalat és dbra-
zoljuk a szintvonalat!

f) Adjuk meg az x = 2 értékhez tartoz6 paramétervonalat!

g) Adjuk meg az y = 1 értékhez tartozé paramétervonalat!
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Megoldas:

a) Az f fiiggvény értelmezési tartomanya:

Dy = {(z;y) € R?*|y > z}

b) Behelyettesitve az f fiiggvénybe az x = 1 és y = 2 értékeket azt kapjuk,

hogy
f;2)=v2-1=1.

c) Mivel f(xz;1) = /1 — x, ezérta /1 — x = 3 egyenletet kell megoldanunk,
amibdl azt kapjuk, hogy = = —8.

d) A z = c értékhez tartozé szintvonal azon (z;y) € R? pontok halmaza,
amelyekre
Yy—xr==c = y=x+ 2

teljestil.
e) A z = 2 értékhez tartozo szintvonal: y = x + 4.

f) Az x = 2 értékhez tartoz6 paramétervonal:

f(Zy) =Vy—2
g) Az y = 1 értékhez tartoz6 paramétervonal:

flz;1) =1 — 2.
11. Feladat. Hat4rozzuk meg az

n
<(n+;7);— 2n, (1 N i) ; %>

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

Az els6 koordinata sorozat esetén
(n+1)2*—-2n n’+2n+1-2n n*+1 1 1

3n2 3n2 3n2 3 3n2’
ezért
. (n+1)?=-2n 1
lim ~———— = —.
n—00 3n2 3

A masodik koordinata sorozat esetén

2 n
lim (1 + > = e
n—0o0 n
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A harmadik koordinata sorozat esetén

lim {/n = 1.

n—oo

Tehat minden koordinéta sorozat konvergens, és a vektorsorozat hatarértéke:

L o

—e*; 1.

()
12. Feladat. Konvergens-e az

(03w

Egy vektorsorozat akkor konvergens, ha minden koordinitasorozata konver-
gens.

sorozat?

Megoldas:

Mivel a (—1)™ sorozat nem konvergens, ezért a vektorsorozat nem konvergens.

13. Feladat. Konvergens-e az

<<1+z>n; %;2”)

sorozat?
Megoldas:
Mivel a 2" sorozat nem konvergens, ezért a vektorsorozat nem konvergens.

14. Feladat. Hatarozzuk meg a
lim (2% +¢°
(x;y)—>(1;2)( )
hatarértékét!
Megoldas:
A hatdrérték:

lim (124+2%) =09,
(z39)—(1;2)

15. Feladat. Hatiarozzuk meg a
. z? + 2xy + y?
lim ———~
(3)—(0:0) T+y

hatarértékét!
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Megoldas:
Mivel
2 2 2
x4+ 2xy + T 4+
N ) S "
r+vy r+y
ezért
2 2
2
im YV (e4y)=040=0.
(z3y)—(0;0) T+y (259)—(0;0)

16. Feladat. Hatarozzuk meg a

22 — 2

lim
(z3)—(0;,0) 22 — 2y

hatarértékét!
Megoldas:
Mivel
-y’ (w-y) - (@t+y w4y
2v -2y  2-(z—y) 2
ezért
, z? — 92 . r+y 040
lim = lim =—=0.
(zy)—(0:0) 20 — 2y (zy)—(0;0) 2 2
17. Feladat. Létezik-e az
2zy
f(asy) = 2242

fiiggvénynek az origéban hatdrértéke?
Megoldas:

Ha a fiiggvénynek 1étezne az origéban hatdrértéke, akkor teljesiilne, hogy min-
den (zn;yn) — (0;0) sorozat esetén az f(xy,;yy,) figgvényértékek sorozata
ugyanahhoz a szdmhoz konvergdl.

Azonban jelen esetben, ha tekintjiik az (%, %) és az (%, %) sorozatokat, akkor
a fiiggvényértékek sorozata nem ugyanahhoz a szdmhoz konvergél. Ugyanis

egyrészt

. 2zy oy .
lim ) = l1m T 1 = lim = 1,
(@)= (5i) T7HYT ooy gy oo
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masrészt
1 1 2
2{[}:1/ ‘non2 . 3 . 2n4
im 724_ 5 = lim — 1 = lim e uni5+ 3
11\ n—oo — — n—ro0 n—oo n n
(:c;y)—)(;;n—z) Yy n? n? n?

Tehit a fiiggvénynek nem létezik a hatdrértéke az origéban.

18. Feladat. Vizsgiljuk meg, hogy a

. . . T
lim <hm sin )
T—00 \ y—00 4x + Yy

. . . ™-x
lim ( lim sin )
y—00 \ —00 dx +y

hatarérték megegyezik-e?

Megoldas:
Mivel
lim sin =sin0 =0,
Y—00 4 + Y
ezért
lim (lim sin T > =0
T—00 \ y—00 4y + Y
Mivel
. . LT \/§
lim sin =sin— = —,
x—00 dx +y 4 2
ezért

\V)

. . .. T
lim ( lim sin > = —,
y—00 \ T—00 4o + Y 2
tehat a két hatarérték értéke nem egyezik meg.
19. Feladat. Hatdrozzuk meg a g fiiggvényt igy, hogy a
sinx — siny
r—y
g(z;y), haz —y #0
fliggvény folytonos legyen!
Megoldas:
Mivel a

,haz —y#0

sinz —siny
T=Y

= 0.
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az x — sin x fliggvény differenciahdnyadosa, ezért

. sinz — siny
lim ——= = cosuz,
z—y—0 r—1Y
igy ha g(x;y) = cosz, akkor az f az origéban folytonos lesz, tehat minden
pontban folytonos lesz.

20. Feladat. Folytonos-e az
x-y
——5, ha(z;y) # (0;0
flasy) = &+ v ) 700

5, ha (z;y) = (0;0)
figgvény az origéban?
Megoldas:

Az f fuggvény akkor lesz folytonos az origéban, ha minden (x,,; y,,) — (0;0)
sorozat esetén
f(l'n; yn) — f(O; O) =0.
Tekintsiik az (%; 1) sorozatot! Ekkor
1

lim f<1;1> = lim 2 :%;ﬁf(o;o).

n—oo —
7L2

Tehat van olyan (0; 0)-hoz konvergald sorozat, amelyre a fiiggvényértékek so-
rozata nem f(0;0)-hoz konvergdl, igy az f fiiggvény nem folytonos az origé-
ban.
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1.2. Tobbvaltozos fiiggvények differencialhatésaga

1.2.1. Definici6. Tegyiik fel, hogy D C R" nyilt halmaz! Azt mondjuk, hogy
az f: D — R fiiggvény (rotdlisan) differencidlhato az x¢y € D helyen, és
derivdltja az a € R" vektor, ha

lim fleo+h)— f(zo) —a-h _

h—0 |h 0.

Az a vektort az f fiiggvény g helyen vett gradiensének vagy gradiens vek-
toranak nevezziik. Az f fiiggvény gradiens vektorara szokds a grad f vagy a
V f jelolést is haszndlni.

1.2.2. Megjegyzés. Ha specidlisan f egyvaltozds differencidlhaté fiiggvény,

akkor
lim f(zo+h)— flzg) —a-h —0
h—0 h

azt jelenti, hogy
iy { @0+ 1) — f(@o) a-h —o,
h—0 h h

azaz

i @0t R — flwo) fi { @0+ ) = flwo) _
h—0 h h—0 h

1.2.3. Tétel. (a gradiens vektor tulajdonsédgai)

Ha f és g totélisan differencialhat6 fiiggvények és ¢ € R, akkor
e grad (c- f) = c-grad f;
e grad (f + ¢g) = grad f + grad g;
e grad (f-g) =grad f-g+ f-gradg;

f) _gradf-g— f-gradg

e grad ( 5
g g

1.2.4. Tétel. Legyen D C R” nyilt halmaz! Az f fiiggvény pontosan akkor
totdlisan differencidlhaté az zo € D helyen, ha 1étezik olyan a € R™ vektor,
melyre

lim f(z) = f(x0) —a- (x — x0)
T—T0 |z — x|

=0.

1.2.5. Megjegyzés. Kétviltozods fiiggvény totdlis derivaltjdnak geometriai je-
lentése:
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az = f(x;y) fiiggvénynek az (:co; yo; f(xo; yo)) pontjdba érintGsik rajzolhatd,
melynek egyenlete:

z=a1-z+a2-y+ f(zo;yo),
ahol a = (a1;a2) az f fiiggvény (xo; yo) pontbeli derivaltvektora.

1.2.6. Definicié. Legyen D C R” nyilt halmaz! Az f: D — R fiiggvényt az
i-edik vdltozoja szerint parcidlisan differencidlhatonak nevezzik az g € D
helyen, ha 1étezik a

flxo+1t-e;) — f(xo)

lim
t—0 t
hatarérték, ahol ey, ..., e, az R™ természetes bazisvektorat jeloli. Az elébbi

hatarértéket az f fuggvény xo-beli i-edik vdltozo szerinti parcidlis differencidl-
hdnyadosanak, parcidlis derivdltfiiggvényének vagy parcidlis derivdltjdnak ne-
vezzik.
Az f fuggvény parcélis derivaltjara az alabbi jelolések haszndlatosak:
of
oif;

’Lf 8

9.0
T

Dif; [

1.2.7. Megjegyzés. Egy (x;y) — f(x;y) figgvény (zo;y0) pontbeli x sze-
rinti parcidlis derivdltjdnak geometriai jelentése rogzitett y = yo esetén az
x — f(x;y0) fuggvény xo-beli érintGegyenesének meredekséges.

Egy (z;y) — f(x;y) fiiggvény (z0; yo) pontbeli y szerinti parciélis derivaltja-
nak geometriai jelentése rogzitett x = x esetén az y — f(xo;y) fiiggvény
yo-beli érintbegyenesének meredeksége.

1.2.8. Megjegyzés. Egy n-viltozos fiiggvény valamely véltozd szerinti par-
cidlis derivaltjat ugy szamoljuk ki, hogy minden mds véltozés konstansnak te-
kintiink a derivalds soran.

1.2.9. Példa. Az f(z;y;2) = -y + y - z + 22 fiiggvény x viltozé szerinti
parcidlis derivaltfiiggvénye:

fe(zsy;2) = y.
Az f fiiggvény y valtozé szerinti parcialis derivaltfiiggvénye:
fywiysz) =2 + 2.
Az f fiiggvény z valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvénye:

fL(wsyi2) =y + 2.
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1.2.10. Tétel. Legyen D C R” nyilt halmaz! Ha az f: D — R fuggvény
totalisan differencidlhaté az zo € D helyen, akkor létezik minden valtozd sze-
rinti parcidlis derivéltja és a derivaltfiiggvény:

(O1f (0); - - -3 0nf(20)).

1.2.11. Példa. Az f(x;y) = 2% + y? fiiggvény esetén f.(z;y) = 2z és
fy(x;y) = 2y. A derivéltfiiggvény az (1;2) pontban: (2;4).

1.2.12. Megjegyzés. Totdlisan differencidlhaté6 fiiggvény minden valtozé sze-

rint parcidlisan differencidlhaté és a gradiens vektor a parcidlis derivaltakbol
képzett vektor.

1.2.13. Tétel. Legyen D C R” nyilt halmaz! Ha az f: D — R fiiggvény
parcidlisan differencidlhaté az zg € D helyen és a parcidlis derivaltfiiggvények
folytonosak, akkor f totdlisan differencidlhato.

1.2.14. Megjegyzés. Minden totalisan differencidlhat6 fiiggvény parcidlisan
differencidlhaté minden valtozé szerint, azonban az éllitds megforditdsa nem
igaz.

Attdl, hogy egy fliggvénynek 1étezik minden valtozd szerint a parcidlis derivalt-
fliggvénye még nem biztos, hogy totdlisan differencidlhaté.

Ha azonban a parcidlis derivaltfiiggvények folytonosak is, akkor mar totalisan
differencidlhat6 a fiiggvény.

1.2.15. Definici6. Az f: D C R" — R fiuggvény v € R" irdnymenti de-
rivdltja az x¢ € D helyen:

lim flxo+1-v) —f(iﬂo)‘
t—0 t

Jelslés: ,f; L: Dy f; f)

1.2.16. Megjegyzés. Egy fiiggvény v irdnymenti derivaltja szemléletesen azt
fejezi ki, hogy az értelmezési tartomdny egy adott pontjabdl a v irdnyban ha-
ladva mennyi a fiiggvényértékek véltozasi gyorsasiga.

1.2.17. Megjegyzés. Egy skalirmezs gradiense egy pontban megadja a legna-
gyobb meredekség irdnyét és a legnagyobb meredekség nagysagit. Egy lokélis
minimumban, egy lokdlis maximumban vagy egy nyeregpontban a gradiens
értéke nulla.

A gradiens segitségével tetszdleges iranyd meredekség meghatarozhaté. Ez a
meredekség éppen az irdnymenti derivalt.
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1.2.18. Tétel. Ha az f fiiggvény totalisan differencidlhatd, akkor az irdinymenti
derivalt a gradiens vektor és az adott irdnyba mutat6 egységvektor skaldris szor-
zata:

v
grad f - m

1.2.19. Definici6. Egy (z;y) — f(z;y) kétvaltozds, totdlisan differencidlhaté
fiiggvény érintdsikjdanak egyenlete az (z; yo) helyen:
z = f(z0;90) + fo(z0390) - (x — @0) + f'y(z0;y0) - (¥ — %o)-
1.2.20. Tétel. Egy (z;y) — f(z;y) kétvdltozds, totdlisan differencidlhaté
fiiggvény érintGsikjanak egyenlete az (z¢; yo) helyen:
z = f(zo;yo) + grad f(wo;yo) - (z — o3y — yo)-
1.2.21. Definicié. Egy (z;y) — f(z;y) kétvaltozos, totdlisan differencidlhatd
fiiggvény linedris kizelitése az (x¢; yo) helyen:
f(z;y) = fzoiyo) + grad f(zo; yo) - (z — o3y — vo)-

1.2.22. Definicio. Tobbvaltozos fiiggvény mdsodrendii parcidlis derivdltfiigg-
vényei az els6rend( parcidlis derivaltfiiggvények parcidlis derivaltfiiggvényei.

Tobbvéltozés fiiggvény m-edrendii parcidlis derivdltfiiggvényei az m — 1-ed-
rendd parcidlis derivaltfiiggvények parcidlis derivaltfiiggvényei.

A miésodrendd parcidlis derivéltfiiggvény jelolései:
. P
’ 8£Ei8xj

Az m-edrend( parcidlis derivéltfiiggvény jelolései analég médon toérténnek.

. . . . //
azajf ) DZD]f7 fxzx]

Az fg'f)x ., parcidlis derivaltfiiggvényeket tiszta m-edrendii parcidlis derivdlt-

fiiggvényeknek mondjuk, ha i; = ... = i,,. Ellenkez§ esetben vegyes mdsod-
rendii parcidlis derivdltfiiggvényekrdl beszEliink.

1.2.23. Megjegyzés. Az (x;y) — f(x;y) kétvaltozds fiiggvény tiszta masod-

o~ 2 .. z s el oz 17 .21 21 z sl oz
re/fldu derivaltfiggvényei f;, €s f,, . vegyes parcidlis derivéltfiiggvényei [, €s

yz
1.2.24. Tétel. (Young-tétel.)
Ha egy tobbvaltozos fiiggvény parcidlis derivaltfiiggvényei folytonos fiiggvé-
nyek, akkor a vegyes masodrend( parcidlis derivéltfiiggvényei egyenlek, azaz

1 1

Tix; ST X



22 Tobbvdltozos fiiggvények differencidlhatosdga

1.2.25. Kovetkezmény. Az (z;y) — f(x;y) figgvény esetén, ha f; és f
folytonos fiiggvények, akkor

fay(@3y) = frp(;y).
1.2.26. Definicié. Ha f: D C R? — R kétszer parcidlisan differenciglhaté
fiiggvény és
fow(x;y) + fo,(x5y) =0,

akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény eleget tesz a kétdimenzios Laplace-
egyenlemmek.

1.2.27. Definicié. Ha f: D C R?® — R kétszer parcidlisan differencidlhat6
fiiggvény és
e (s 2) + foy (@35 2) + [l y52) = 0,

akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény eleget tesz a hdromdimenzids Laplace-
egyenletmek.

1.2.28. Megjegyzés. A Laplace-egyenletet kielégitik példaul allandésult al-
lapoti homérséklet-eloszlasok a térben, a gravitaciés potencidlfiiggvények, és
az elektrostatikus potencialfiiggvények.

1.2.29. Példa. Az f(x;y;2) = 2% +y? — 222 fiiggvény eleget tesz a haromdi-
menzids Laplace-egyenletnek, ugyanis egyrészt

folwiy;2) =22 = (T3 y; 2) = 2,
masrészt
folwy;z) =2y = fl(ryz) =2,
harmadrészt
filmy;2) =4z = fl(zy;2) = —4,
igy

Fow (@595 2) + [y (w5 y;2) + [l (2y52) =242 -4 =0.

1.2.30. Definicié. Ha u: D C R? — R kétszer parcidlisan differencidlhaté
fiiggvény és ¢ € R olyanok, hogy teljesiil az

upp(t;2) = ¢, (t2)

egyenlet, akkor azt mondjuk, hogy az u fiiggvény eleget tesz az egydimenzids
hulldmegyenletnek.
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1.2.31. Megjegyzés. Ha a vizben allunk, akkor a 1abunkon érezhetjiik a vizszint
mozgdsit, ahogy a hulldimok elhaladnak. Ilyenkor periodikus fiiggdleges moz-
gdst latunk az 1d6 fiiggvényében. Ezt a jelenséget a fizikdban az egydimenzids
hulldmegyenlettel fejezik ki. Az u a vizfelszin magassaga, x a tdvolsig-véltozo,
t az id6véltozd, és c a sebesség, amivel a hullimok haladnak.

1.2.32. Példa. Az u(t;x) = sin(z + c- t) fiiggvény eleget tesz a hullimegyen-
letnek, ugyanis egyrészt

uy(t;z) = cos(x +c-t)-c = uy(t;x) = —sin(z +c-t) -,
masrészt
ul,(t;z) = cos(x +c - t) = ul(t;x) = —sin(x + ¢ - t),
igy

up(t;x) = ¢ - ulf, (t ).
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Kidolgozott feladatok

21. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y) = 22 + 6xy + > fiiggvény els6-
és mdsodrendii parcialis derivaltfiiggvényeit! Adjuk meg a derivéltfiiggvények
helyettesitési értékét az (1;0) helyen!

Megoldas:

Az elsérendi parcidlis derivaltfiiggvények:
fo(z3y) = 22 + 6y
f{/(as7 y) = 6z + 3y°.

A masodrendd parcidlis derivéltfiiggvények:

foz(x3y) =2 fuy(x3y) = 6
fie(x5y) =6 fo(@3y) = 6y.

Az elsérendi parcidlis derivéltfiiggvények helyettesitési értékei az (1;0) he-
lyen:

f2(1;0)=2-14+6-0=2
£(1;0)=6-1+3-0> =6.

A madsodrendi parcialis derivaltfiiggvények helyettesitési értékei az (1;0) he-
lyen:

f;/x( ) ) =2 f;/y(l;O) =6
Sy (1;0) = 6 fr(1;0) =6-0=0.

22. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = In(2? + y3) fiiggvény elss- és
maésodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit! Szamoljuk ki az f)/ (1;1) értéket!

Megoldas:

A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivéltjai az aldbbiak:

1
k() = Inz K(x) = -
b(z;y) = 2*+y° Vy(z;y) = 2z

. _ 2
by(z;y) = 3y
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Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiils6 fliggvény derivéltjdba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivaltjdval. Tehdt az elsérendi parcidlis derivaltfiigg-
vények:

1 2x
!/
1 392
/ 2
y@y) = 5 T8 Tty

A masodrendd parcidlis derivaltfiiggvények kiszdmolasdhoz a tortfiiggvény de-
rivalasi szabdlyat kell alkalmaznunk:

2. (22493 —2x-2¢ 2y — 222

1" . o _ .
(T3 Y) = (22 + 52 NCEYDE
—3y% - 2z —6xy?
fg/g,y(xW) =73 32 (2 32’
(@ +y%)? (22 +y?)

" —2z - 3y? —62y?
y:r(%;y): 2 3\2 (2 EAVE
(2 +y°)* (22 +y°)

6y - (2% +y%) — 3y - 3y*  6x?y — 3y!

Mol — _ ‘
Syy(@39) (22 + y3)2 (22 + y3)2
Az fI' (1;1) érték:
2—2
;’m(l; 1) = 7 = 0.

23. Feladat. Hatérozzuk meg az f(x;y) = \/x + y? fiiggvény elsérendi par-
cidlis derivaltfiiggvényeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény Osszetett. A kiilsG fiiggvény, a bels fiiggvény és ezek derivalt-
jai az alabbiak:

8
I
I

k(z) = Va=a? K@) =
b(z;y) = x+y? by (25y) = 1
by (z;y) = 2y.

DO
[\V]
D
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Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiils6 fliggvény derivéltjdba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivaltjaval. Tehdt az elsérendl parcidlis derivaltfiigg-
vények:
1 1
frlmy) = ——— 1= —F—;
»(@:9) 2 x4 y? 2\ + y?
1 2y

Y
7'2 _= = .
2. \/x + y? Y 2'\/x—|—y2 \/x—i—y?

24. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = /a3 4 2zy + y? figgvény elss-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényeit!

Megoldas:

folzsy) =

Az f fiiggvény Osszetett. A kiilsG fiiggvény, a belsd fiiggvény és ezek derivalt-
jai az alabbiak:

1
k(z) = \/E:x% K(z) = %-x_%:?ﬁ
b(z;y) = 2+ 22y +y? b (z;y) = 3z + 2y
by (z;y) = 2x + 2y.

Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint a kiilso fiiggvény derivaltjdba
a véltoz6 helyére beirjuk az eredeti bels6 fiiggvényt, majd az eredményt szo-
rozzuk a belsé fiiggvény derivaltjdval. Az x véltozoé szerinti parcidlis derivalt-
fiiggvény:

1 322 + 2y
filzsy) = (32 +2y) =

2 /a3 + 2xy + 32 2. /23 + 22y + 42

Az y valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvény:

1 2z + 2y
fysy) = (20 42) = =
2@+ 2y +y 2. /a3 + 2zy +y
Tty

B \/$3+2$y+y2'

25. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = e*¥ fiiggvény elsd- és masodrendii
parcidlis derivaltfiiggvényeit, tovdbba az ! (0; 1) értéket!

Megoldas:

Az f fiiggvény Gsszetett. A kiilsG fiiggvény, a belss fliggvény és ezek derivaltjai
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az alabbiak:
k(x) = e* K(x) = €
b(w;y) = 2y bp(ziy) = 2y
by(vsy) = 2z

Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiils6 fliggvény derivéltjdba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivaltjdval. Tehdt az elsérend parcidlis derivaltfiigg-
vények:

filzy) = e*Y - 2y;
folzy) = 2™ - 22,

A mésodrendi parcidlis derivéltfiiggvények kiszdmoldsdhoz a szorzatfliggvény-
re és a konstansszorzora vonatkozé derivéldsi szabélyt alkalmazzuk:

xvy 2xy'43/2§

) =
(x, y) = &2 . dxy + 2 . 2 = ¥ . (day + 2);
e (T3y) = XY Ay 4 ¥ .2 = Y . (doy + 2);

)

foy(sy) = e . 4g%,

z f(0;1) érték: eV - 4 - 12 = 4.

26. Feladat. Adjuk meg az f(z;y) = tg(2? + zy + y?) fiiggvény elsérendd
parcidlis derivéltfiiggvényeit és az f. (x;y) méasodrendd parcidlis derivaltfiigg-
vényt!

Megoldas:

Az f fiiggvény Osszetett. A kiilsG fiiggvény, a bels fiiggvény és ezek derivalt-
jai az alabbiak:

k(z) = tgx K(z) = Cos%z
b(z;y) = o+ zy+y? Vy(zy) = 2x+4y

by(r;y) = 2y+ua.
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Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiils6 fliggvény derivéltjdba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivaltjaval. Tehdt az elsérendl parcidlis derivaltfiigg-
vények:

D (e o)) — - (2 = ;
fa(®3y) cos?(z? + zy + y?) (22 +9) cos?(z? + zy +y?)’
fy(z:y) (Zy+a)=

B cos?(z2 + zy + y?) cos?(z? + zy + y?)’

Az fI' parcidlis derivéltfiiggvényt a hanyadosfiiggvény és az osszetett fiigg-
vény derivalasi szabdlydval kapjuk:

_ 2-cos? (P +ay+y?)  (2z+y)-2-cos(x? +ay + y?)

Mo — — ’
2z (T3 Y) cost(zZ + 2y + 42) cost (22 + zy + y?)
(—sin(z® + 2y +9%)) - 2z +y)
cost(z? + zy + y?) .
Tehat
2 - cos(z? + zy + 2
sy = 2 -

cos3(x? + zy + y?)
2z +y)-2- (—sin(z? + 2y +¢?)) - 22
cos?(z? 4+ zy + y?)
2cos(z? + zy + y?) + (822 + 4xy) - sin(z? + y?)
B cos?(z? + y2) .

27. Feladat. Hatarozzuk meg az

5
z° + 2y
rY) = ——=
f(@;y) @+ y)°
fliggvény elsérendi parcidlis derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:

Az els6rendl parcidlis derivaltfiiggvények kiszamoldsdhoz a hanyadosfiigg-
vény derivalasi szabalyat alkalmazzuk igy, hogy a nevez§ Osszetett fiiggvény:
: (5t +y) - (2 +y)* — (@° +2y) -3 (x+y)
fo(@sy) = 5
(z+y)
v (x+y)®— (2 +ay)-3- (z+y)?
(x +y)° ‘

folasy) =
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28. Feladat. Hatdrozzuk meg az

flziy) =¥ +y°
fliggvény elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:

Felhasznaljuk, hogy 0sszeget tagonként differencidlunk, tovabba az x szerinti
parcidlis derivéltfiiggvény esetén az x¥ fiiggvény kitevdje konstans, igy a de-
rivdltja y-2¥~!, mig az y” fiiggvény esetében az alap a konstans, igy a derivaltja
y* - Iny.

Az y szerinti derivéltat ,,forditott szereposztdssal” hasonléan kapjuk. Tehdt az
els6rendi parcidlis derivaltfiiggvények:

folwiy) =y-a¥ ' +y" Iny
folwsy) =a? - Inz+z-y" "
29. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y;2) = 2° +xy + y> + y - sinz - cos 2
fliggvény elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:
Az els6rendi parcialis derivaltfiiggvények:
fi(z;y;2) =322 +y+y-cosx - cos z;
fz’/(alc7 y;2) = + 3y* +sinx - cos z
fi(z;y;2) = —y - sinz - sin 2.
30. Feladat. Tekintsiik az f(z;y; 2z) = In(2? + zyz + y?) fiiggvényt!
a) Szamoljuk ki az f(1;0;0) értéket!
b) Adjuk meg az f fiiggvény els6érend( parcidlis derivaltfiiggvényeit!

¢) Hatarozzuk meg az(oka)t a ponto(ka)t, amely(ek)ben az f fiiggvény vala-
mennyi elsérendd parcidlis derivaltfiiggvénye zérus!

d) Adjuk meg az f fliggvény tiszta masodrendi parcialis derivaltfiiggvényeit!
e) Hatdrozzuk meg az f;, parcidlis derivaltfiggvényt!

f) Szamoljuk ki az f;/, (1;0; 1) értéket!

Megoldas:

a) Az f(1;0;0) érték: f(1;0;0) =1n(1 +0+0) = 0.
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b) Az f fiiggvény x valtozé szerinti parcidlis derivaltfiggvénye:

2z +yz

/ . . e
fm(xvyvz) x2—|—$yz+y2'

Az f fuggvény y valtozd szerinti parcidlis derivéltfiiggvénye:

T2+ 2y

ot o) — _
fo(@5y;2) O N—

Az f fiiggvény z véltozoé szerinti parcidlis derivaltfiiggvénye:

I (e 5 — LY
fz(‘rvyvz) x2+xyz+y2'

¢) Meg kell oldanunk a
2x + yz _
22+ oyz +y?
Tz + 2y B
2 +ayz +y?

Ty 0
22 +ayz+y? )

egyenletrendszert. Az utols6 egyenlet csak akkor teljesiil, ha x = 0, vagy
y = 0. Ha = = 0, akkor a masodik egyenletb6l y = 0 ad6dik. Ebben az
esetben a z értéke tetszdleges. Ha y = 0, akkor az els6 egyenletb6l x = 0.
Ebben az esetben is z tetszSleges. Tehdt a (0;0;¢) pontokban lesznek az
elsérendti parcidlis derivaltfiiggvények nulldk, ahol ¢ tetszdleges valés szam.

d) Az f fuggvény x valtozé szerinti parcidlis derivéltfiiggvényének az x val-

toz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvénye:

2- (22 +2yz + %) — 2z +y2) - (22 + y2)

" o _
f:cx(xay7z) (x2+wyz+y2)2

222 + 2xyz + 2y? — 4a? — 2xyz — 2wyz — Y222 .

(22 + zyz + y2)?
—222 4 2y% — 22yz — 222

(22 + zyz + y?)?
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Az f figgvény y valtozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvényének y valtozd
szerinti parcidlis derivéltfiiggvénye:
2 (22 +ayz +y2) — (22 +2y) - (w2 + 2y)

(22 4+ zyz + y2)?

_ 202 + 2xyz + 2y% — 2222 — 2wyz — 2wyz — 4y? _

B (22 4+ zyz + y2)? B

222 — 2y% — 2xyz — 2222
(2% + 2yz +y?)?

Az f fuggvény z valtozo szerinti parcialis derivaltfiiggvényének z valtozd
szerinti parcidlisderivaltfiiggvénye:

foy(@5y;2) =

_a?y?
22+ zyz +y2)2’

Y (zy;2) = (

e) A keresett derivaltfiiggvény:
z- (2?2 4 xyz +12) — 22 4+ y2) - (w2 + 2y)
(22 + zyz + y2)?
222 + zy2? + Pz — 22022 — day — zy2® — 2y°2
(22 + zyz + y?)2 -
—y?z — 2%z — dzy

(22 + zyz + y2)?
£ Az f,(150; 1) értek:

(@Y z) =

-1
fry(1;0:1) = 7 =L
31. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 2% +5xy+y fiiggvény P = (2; —1)
pontbeli gradiens vektorat!
Megoldas:

A fiiggvény els6rendd parcialis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési értékei
a P pontban:

fula,y) =2z + 5y =  f(P)=4-5=-1
f;(x,y) =5r+1 = f;(P) =1
A gradiens vektor: grad f(P) = (—1;11).
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32. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y;2) = 2> + bxy? + y + 22 fiiggvény
P = (2; —1;0) pontbeli gradiens vektorat!

Megoldas:

A fliggvény els6rendi parcidlis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési értékei
a P pontban:

f;($7yvz):3x2+5y2 = fa/r;(P):17
fo(z,y,2) = 10zy 41 = fi(P)=-19
fi(z,y,2) =22 = fiP)=0.

A gradiens vektor: grad f(P) = (17; —19;0).

33. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y) = 2° + y? — 4wy fiiggvénynek a
P = (1; —2) pontbeli v = (3;4) irdnymenti derivaltjat!

Megoldas:

A fliggvény elsérendi parcidlis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési értékei
a P pontban:

folw,y) = bz* — 4y = fi(P)=13

fy(a,y) =2y — 4o = fi(P)=-8.

A gradiens vektor grad f(P) = (13;—8). Az irdnyvektorral egyezs iranyu
egységvektor felirdsahoz kiszdmoljuk az irdnyvektor hosszat:

lo| = /32 +42 =5,

igy az irdnyvektorral egyezd irdnyd egységvektor

3 4
vw=|=;=].
0= \55

Az irdnymenti derivalt:

3 4 7
fo(P) =0, f(P) = grad f(P) - vy = 13- . (=8) - St
34. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x;y) = % + o™ filggvény P = (0;1)

y
pontbeli v = (—5; 12) irdnymenti derivaltjat!

Megoldas:

A fiiggvényt dtirhatjuk f(x;y) = 23y =2 + e alakra. Az els6rendi parcidlis
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2o 2 2 2

322
felz,y) =32y +e .y = ety = fu(P)=1
9 3
folw,y) = =20y % + ™z = —y—ngre”y'w = f(P)=0.

A gradiens vektor: grad f(P) = (1;0). Az irdnyvektor hossza:
v = V/(=5)2 + 122 = 13,

igy az iranyvektorral egyezd irdnyu egységvektor:

_ 5 12
S EISEY
Az irdnymenti derivalt:

FA(P) = 0, f(P) = grad f(P) - vg = 1- (—153) b0 2B

35. Feladat. Adjuk meg azokat az irdnyokat, amelyekben az f(x;y) = 22 +y?
fiiggvény a P = (1; 1) pontban leggyorsabban nd/leggyorsabban csokken/nem
véltozik!
Megoldas:
Mivel

fo(P) = grad f(P) - vo = |grad f(P)| - [vo] - cos o = [grad f(P)]| - cos p,

ahol ¢ a gradiens vektor és az irdnyvektor altal bezart szog, ezért az f flugg-
vény akkor nd a leggyorsabban, ha cos = 1, azaz ha v éppen a gradiens
irdnyaba mutat. Tehat az f értelmezési tartomanyanak minden pontjaban ab-
ban az irdnyban novekszik a leggyorsabban, amerre a P-beli gradiens mutat.
Ebben az irdnyban az irdnymenti derivalt a gradiens hossza:

fo(P) = |grad f(P)].

Hasonl6an, az f fiiggvény —grad f(P) irdnyban csokken a lehetd leggyorsab-
ban (azaz akkor, amikor cos ¢ = —1, vagyis ¢ = ). Ebben az irdnyban az
irdnymenti derivalt:

fo(P) = —|grad f(P)].

A gradiensre mergleges irdnyban az irdnymenti derivalt 0, ekkor ¢ = 7/2 és
fuP)y=0.
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Az f(z;y) = 2% + y? fiiggvény elsérend(i parcidlis derivéltfiiggvényei és azok
helyettesitési értéke a P pontban:

felzsy) = 22 =  fUP)=2-1=2
folz,y) =2y =  fi(P)=2-1=2

A P-beli gradiens vektor: grad f(P) = (2;2), igy a v = (2;2) irdnyban a leg-
gyorsabb a novekedés, a —v = (—2; —2) irdnyban a leggyorsabb a csokkenés,
a ,,nulla valtozds” irdnya merGleges a gradiensre, azaz (—1;1) és (1; —1).

36. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y) = 8 — 422 — 2y fiiggvénnyel leirt
domb legmeredekebb lejtdjének irdnyét az P = (1; 1) pontban!

Megoldas:

Az f(z;y) = 8 — 42 — 22 fiiggvény elsérendd parcialis derivéltjai
falasy) = —8a =  fi(P)=-8-1=-8
fo(z,y) = —4y =  fi(P)=-4-1=—4

A P pontbeli gradiens vektor grad f(P) = (—8;—4), igy a legmeredekebb
lejts irdnya: (8;4).

37. Feladat. Az elektromos potencidl az (x;y; z) pontban
fzy;2) = Va2 + 2y% + 322
Milyen irdnyba kellene elindulni a P = (2; 3;4) pontbdl ahhoz, hogy az elek-
tromos potencidl novekedése maximaélis legyen?
Megoldas:
A gyokot hatvanyalakban felirva
Flaiys2) = (22 + 29 + 32%)2
adodik. Az elsérendd parcidlis derivaltfiiggvények és azok P pontbeli helyet-
tesitési értéke:
x
V2 + 2y? + 322
2y
Va2 +2y? + 322
3z

Va2 + 22 + 322

N[

-2z

Fulzsys2) = 5 - (2% + 297 + 32%)7

N

(@t 422 +32%)72 4

folw;y;2) =

<
I

NI

flayiz) = = - (22 +2y° + 32%) 72 - 62

N = N N
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2 6 12
"(P) = —; '"(P)= —; fl(P)=—~.
fuP) = i f(P)= i fUP) = o
A P pontbeli gradiens vektor:
2 6 12
rad f(P) = ; ; .
grad f(P) <\/7O V70 \/70>

Tehat az (1;3; 6) irdnyban lesz maximadlis a potencidl novekedése.

38. Feladat. Egy lejts feliiletét az f(x;y) = y? - e 2**! hozzérendelési sza-
ballyal megadott fiiggvény grafikonja frjale. A P = (%, 1) pont folott egy
vizcseppet ejtiink le. Milyen irdnyba fog elindulni a vizcsepp? Mekkora az
adott pontban a maximélis meredekség?

Megoldas:
Az f fiiggvény elsOrendi parcialis derivaltfiiggvényei:

filzsy) =y e 27T (=2)

folw;y) =2y - 721,

A parcidlis derivaltfiiggvény helyettesitési értékei a P pontban:
fe(P)=1-(-2) = -2

fI(P) = 2.

Tehdt a gradiens vektor: grad f(P) = (—2;2). A vizcsepp abba az irdnyba fog
elindulni, amely irdnyban a lejté a leginkabb lejt, azaz amerre a legkisebb az
irdnymenti derivalt értéke, vagy a gradienssel ellentétes irdnyba.

A vizcsepp a (2; —2) irdnyba fog elindulni. A maximélis meredekség a gradiens
irdnydban van, értéke a gradiens vektor hossza:

VTR = B=2. 3

39. Feladat. Van-e olyan v irdny, amerre az f(z;y) = x?—3xy+4y? fliggvény
derivéltjaa P = (1;2) pontban 14?

Megoldas:

Az f fiiggvény elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
falasy) =22 — 3y
fz'/(as7 y) = —3x + 8y.
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A parcidlis derivéltfiiggvény helyettesitési értékei a P pontban:
fi(P)=2-1-3-2=—4

T

fi(P)=-3-1+8-2=13.

Tehdt a gradiens vektor: grad f(P) = (—4;13). A viltozds maximélis gyor-
sasiga, vagyis gradiens vektor hossza:

V(=4)2 4132 = /16 + 169 = V185 < 14,

ezért nem lehetséges, hogy az irdnymenti derivalt értéke 14 legyen.

40. Feladat. Irjuk fel az f(z;y) = x? + y® — xy figgvény P = (—1;2)
pontbeli érintdsikjanak az egyenletét!

Megoldas:
A fiiggvényérték a P pontban: f(P) = (—=1)2 +2% — (=1)-2 =11,

Az elsérendii parcidlis derivaltfiiggvények és azok helyettesitési értékei a P
pontban:

falz,y) =2z —y = f(P)=-4
folz,y) =3y —a = fi(P)=13.

A P-beli gradiens vektor grad f(P) = (—4;13). Ha a P pont koordinatai
(x0;Y0), akkor az érintdsik egyenlete:

z = f(zo;0) + grad f(wo; yo) - (z — 205y — ¥o)-
Behelyettesitve a megfelelé adatokat azt kapjuk, hogy
z=114(=4;13) - (z + 1L,y — 2).
A skaldris szorzat elvégzése utan
z=11—-4x -4+ 13y — 26

adédik. Osszevonva az egynem(i tagokat és atrendezve az egyenletet azt kapjuk,
hogy a sik egyenlete:
—4x + 13y — z = 19.

41. Feladat. Irjuk fel az f(xz;y) = 2> + y> — 9 fiiggvény P = (1;2) pontbeli
érintbsikjénak az egyenletét!

Megoldas:
A fiiggvényérték a P pontban: f(1;2) = 12 4+ 22 — 9= —4,
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Az elsdrendii parcidlis derivaltfiiggvények és azok helyettesitési értékei a P
pontban:

folz,y) = 2 = Py =2
folz,y) =2y = fi(P) = 4.

A P-beli gradiens vektor grad f(P) = (2;4). Haa P pont koordinatdi (zo; yo),
akkor az €rintdsik egyenlete:

z = f(zo;0) + grad f (zo; yo) - (z — 205y — ¥0)-
Behelyettesitve a megfeleld adatokat azt kapjuk, hogy
z=—44(2;4) - (x — Ly —2).
A skaldris szorzat elvégzése utan
z=—442-(z—-1)+4-(y—2)=—-4+2x—-2+4y—38

adédik. Osszevonva az egynemii tagokat és dtrendezve az egyenletet azt kapjuk,
hogy a sik egyenlete:

20 + 4y — 2z = 14.

42. Feladat. [rjuk fel az f(z;y) = x cosy — ye® figgvény P = (0;0) pontbeli
érintbsikjanak az egyenletét!

Megoldas:
A fiiggvényérték a P pontban:
f(0;0)=0-cos0—0-e”=0.

Az els6rendd parcialis derivaltfiiggvények és azok helyettesitési értékei a P
pontban:

fe(a,y) = cosy —y-e” =  fi(P)=1
f{,(%y) =—z-siny —e” = f;(P) = —1.

A P-beli gradiens vektor grad f(P) = (1;—1). Ha a P pont koordinatai
(z0; yo), akkor az érintGsik egyenlete:

z = f(zo;90) + grad f (zo; yo) - (z — 205y — ¥o)-
Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
z=0+(1;—-1) - (x —0;y —0).

A skaldris szorzat elvégzése utan z = x — y adédik.
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43. Feladat. Megmérjiik egy derékszogli haromszog befogdit: ¢ = 80m és
b = 80 m. A mérés pontossaga mindkét befogd esetén 1 m. Hatdrozzuk meg az
atfogo relativ és abszolut hib4jat!

Megoldas:

Ha a derékszogii haromszog atfogdja c, akkor a Pitagorasz-tétel alkalmazasaval
azt kapjuk, hogy ¢ = a? + b%. Ebbdl c-t kifejezve

c:\/a2+b2:(a2—|—b2)%

adddik. Tehat c egy kétvaltozos fiiggvény az a és a b fiiggvényében. A parcidlis
derivaltfiiggvények:

1 1 a
(a;b) = =(a®> +b*) 72 - 2a
(@:0) = 5(a® +) e

1
& (a;b) = = (a® + b2)_% -2b = L

a

2 2 + b2
A parcidlis derivaltfiiggvények helyettesitési értékei:
80 1 2
¢ (80;80) = _ L2
80-v2 V2 2
80 1 V2
,(80;80) = =—=—.

Az abszolit hiba:

Ac=|d,(a;b) - Aa} + ‘cg(a; b) - Ab} =

A relativ hiba:

Ac V2 1

© 80-v2 80
44. Feladat. Egy téglatest egy csticsbol kiindul6 éleit megmérve azt kapjuk,
hogy a = 50 cm, b = 30 cm €s ¢ = 40 cm.

A mérés pontossiga rendre 1 cm; 0,5cm; 0,5cm. Hatdrozzuk meg a felszin
relativ és abszoltt hibajat!

Megoldas:

A téglatest felszine: A = 2ab+2ac+2bc. Tehat A egy haromvaltozos fiiggvény
az a, b és c fiiggvényében. A parcidlis derivaltfiiggvények és azok helyettesitési
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értékei:
Al (a;b;¢) = 2b + 2c¢ = Al (50;30;40) = 2-30 + 2 - 40 = 140
Aj(a;b;c) = 2a + 2¢ = Al (50;30;40) = 2-50 + 2 - 40 = 180
Al (a;b;c) =2a+ 2b = A/(50;30;40) = 2-50 + 2 - 30 = 160.
Ekkor az abszolut hiba:
AA = |A)(a;b;c) - Aa| + |Ay(a; bs ) - Ab| + | AL (a;b;¢) - Ac| =
=140-1+180-0,54 160 - 0,5 = 140 + 90 + 80 = 310 cm?.

A felszin névleges értéke A = 9400 cm?, igy a relativ hiba:

AA 310
1 — 9400 0,033 = 3,3%.

45. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z,y) = xy? fiiggvény linedris kozelitését
a P = (1;2) helyen, majd annak segitségével adjuk meg 1,02 - 2,032 kozelits
értékét!
Megoldas:
A fiiggvényérték a P helyen:
f(1;2)=1-22=4.
Az f fiiggvény parcidlis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési értékei:
L@y =y = [fi(P)=2"=4

fo@y) =20y = fi(P)=2-1-2=4
A P pontbeli gradiens vektor: grad f(P) = (4;4).
Ha a P pont koordindtai (xo; yo), akkor a linedris kozelités

f(z;y) = f(wo;90) + grad f(zo; o) - (x — xo;y — Yo).
Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
floyy) 4+ &4)- (e —Ly—-2)=4+4-(2—-1)+4-(y—-2) =
=444r —4+4y — 8 =4z + 4y — 8.

Ezt felhaszndlva

£(1,02;2,03) ~4-1,02+4-2,03—8 =4,08 + 8,12 — 8 = 4,2

adddik. (Megjegyezziik, hogy a pontos érték: 4,203318.)
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46. Feladat. Tekintsiik az f(z;y) = 22 - y figgvényt és legyen z(t) = sint és
y(t) = Int! Adjuk meg az f(z(t); y(t)) fiiggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
Mivel

f(z();y(t) = sin?t - Int,
ezért

1 in? ¢
f(z(t);y(t)) = 2sint - cost - Int + sin® ¢ - ;= sin2t - Int + SH; .

47. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f(x;y) = e~2Y - cos 2z fiiggvény eleget
tesz a kétdimenzids Laplace-egyenletnek!

Megoldas:
Mivel egyrészt

fi(z;y) = =27 - sin 2z = ! (xy) = —4e7%Y - cos 2z,
masrészt

folzy) = —2e™% . cos 2 = (T3 y) = 4e%Y - cos 2z,
ezért

fow(@39) + fo, (25 y) = —4e™% . cos 2z + 4™ - cos 2z = 0.

48. Feladat. Mutassuk meg, hogy az u(t; x) = In(2x + 2ct) figgvény eleget
tesz az egydimenziés hullimegyenletnek!

Megoldas:
Mivel egyrészt
2c —2c- 2c¢
! (¢ _ " (4 _
w(tie) = 55 u(t®) = B oy
masrészt
2 —-2.2
/ t _ " t —
ua(bi7) = 5o Uaa(B:7) = o 5oy
ezért
upy () = & - ul, (£ @),
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1.3. Kétvaltozos fiiggvények Taylor-polinomja

1.3.1. Definici6. Tekintsiik az (z; o) € R? pontot! Legyen az f olyan kétval-
tozés fiiggvény, amely legaldbb n-szer totdlisan differencidlhat6 az (xo;yo)
kozéppontd nyilt téglalapon, vagyis 1étezik olyan r > 0, amelyre f differen-
cidlhaté az |zg — r; zo + [ X Jyo — r; Yo + r[ halmazon! Ekkor az f fiiggvény
n-edrendd (xo; yo) pont koriili Taylor-polinomja:

T(x;y) = f(zo;y0) + fr(20;y0) - (x — m0) + fy(wo;y0) - (¥ — yo)+
b (i) - (o — o) + 20 (i) - (2 = 0) - (v — o)+
+ i, (@03 yo) - (y — wo)?) +
+...+ % - (fe(@os o) - (x = z0) + [ (03 90) - (v — 10))" ,

ahol az utolsé tagban a derivéltra vonatkozé ,hatvanyozéds” az n-edrendd de-
rivéltat jelenti.
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Kidolgozott feladatok

49. Feladat. Tekintsiik az f(2;y) = €>® - In(1 + y) fiiggvényt! Irjuk fel az f
fiiggvény P = (0;0) pont koriili masodrendl Taylor-polinomjat, majd annak

7 2z

segitségével szamoljuk ki a /e - In 1,1 kozelits értékét!
Megoldas:

Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivaltfiiggvényei:

fa(xsy) = * -2 In(1 + y);

1 2x

,{L‘; :e2:p.7: e .
Ty(39) l+y 14y

Az f fiiggvény masodrend parcidlis derivaltfiiggvényei:

Te(zsy) =e* - 4-In(1 +y);

1 2:13_2
) =2 —— = =
14y 1+y
-1 e
) = =

(1+y)? (1+y)?

Az f fiiggvénynek, valamint az elsG- és masodrend(i parcidlis derivaltfiiggvé-

so 2t 2

f(p) 0
2(P) 0
5 (P) 1
va(P) 0
2y(P) 2
oy (P) -1
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Az f fiiggvény masodrend( Taylor-polinomja:

T(x;y) = f(P) + fo(P) - (x — x0) + f,(P) - (y — vo)+
b (FL(P) - (2 = o) +2£2,(P) - (& — w0) - (s — yo) b

+ [, (P) - (y — y0)?) -

A megfelel6 adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

1
T(m;y):0+0+y+§-(0+2-2-(z—0)‘(y—0)—1'y2):

=y +2zy — y22
Mivel /e = ez, ezért
o2 = 2 = x = E
Mivel
In(l1+y)=1In1,1 = y:0,1:%,
ezért

+2-

ot ( Dar(hL)-
1
4

1 1 /1\% 29
— (=) =L —0.145.
10 2 < ) 500 ~ 149

1
10 10
A pontos érték négy tizedesjegy pontossaggal: 0,1571

50. Feladat. Tekintsiik az f(x;y) = e® - cosy fiiggvényt! Irjuk fel az f fiigg-
vény P = (0;0) pont koriili masodrendd Taylor-polinomjat!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
folasy) = e - cosy;
fylasy) = —e” -siny.
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Az f fiiggvény masodrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
fra(@iy) = € - cosy;
fry(3y) = —€® - siny;

(5 y) = —e® - cos y.

Az f fiiggvénynek, valamint az elsG- és masodrend(i parcidlis derivaltfiiggvé-

2o 2t 2

f(p) 1
fz(P) 1
fy(P) 0
v (P) 1
vy (P) 0
oy (P) -1

Az f fuggvény masodrendti Taylor-polinomja:

T(x;y) = f(P)+ fo(P) - (x — o) + f(P) - (¥ — yo)+
1

t 57 (fla(P) - (@ = @0)* + 25, (P) - (& = o) - (y = yo) +

+ fyy(P) - (y = 90)°) -
A megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy
1 2 2 ? oy
T(a:;y)=1+a:+5.(x +0-z-y—y°) =lto+ 5 -5
51.Feladat. Tekintsiik az f(z;7y) = \/z-e? fiiggvényt! Irjuk fel az f fiiggvény
P = (4;0) pont koriili mdsodrendt Taylor-polinomjat!

Megoldas:

-eY.

D=

Az f fuggvényt dtalakitva azt kapjuk, hogy f(x;y) = =

Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
1

folwiy) =5 v el

folzy) = V- eV
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Az f fiiggvény masodrendd parcialis derivaltfiiggvényei:

1
fo(@sy) = ~1 a7 o

1
oy(Tiy) =5 272 e

w(@y) =V -ev.

Az f fiiggvénynek, valamint az els6- és masodrend( parcidlis derivaltfiiggvé-

2o 2 2 2

f(P) 2
2(P) 1
)(P) 2
wP) | -
#(P) i
w(P) 2

Az f fiiggvény masodrendii Taylor-polinomja:

T(x;y) = f(P) + f2(P) - (x — o) + f(P) - (y — yo)+

+ % (i (P) - (z — 20)? + 2f1,(P) - (z — o) - (y — yo)+
+ fi,(P) - (y —w0)?) -

A megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

1
T(:c;y):2+1~(x—4)+2y+

1 1 1
= (=242 2 (p—4)- 22 ) .
Az 0sszevondsokat elvégezve
2
T Ty 3x 3
T(zy) = —— 492+ =2+ = =
(z;y) 64+y + 1 + 3 +y+4

adodik.
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52. Feladat. Tekintsiik az f(z;y) = z - Iny fiiggvényt! Irjuk fel az f fiigg-
vény P = (2;1) pont koriili mdsodrendd Taylor-polinomjét! A kapott Taylor-
polinom felhasznélasaval szamoljuk ki 1,9 - In 1,1 kozelits értékét!

Megoldas:
Az f fiiggvény elsOrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
3 x
fe(miy) =Iny & fi(zy) = ;-
Az f fiiggvény masodrend parcidlis derivaltfiiggvényei:
( 1, x
fro(zsy) =0 & fl (z;y) = , o foy(@3y) = —

Az f fiiggvénynek, valamint az els6- és masodrendi parcidlis derivaltfiiggvé-

so L 0 2

f(P) 0
fz(P) 0
fy(P) 2
e (P) 0
vy (P) 1
oy (P) —2

Az f fuggvény méasodrendli Taylor-polinomja:
T(x;y) = f(P)+ fo(P) - (x — z0) + f(P) - (y — o)+
+ % - (fre(P) - (@ = m0)* + 2f1,(P) - (z — x0) - (y — o)+
+ f,(P) - (y—w0)?) -
A megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy
T(riy) = 04042 (y— 1)+ o - (042 (2~ 2) - (y— 1)

1
—2-(y—1)2):2y—2+§-(2:Uy—2:v—4y+4—2y2+4y—2):

:2y—2—|—xy—x—y2—|—1:—yQ—I—xy—:C—I—Qy—l.
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Az 1,9 - In 1,1 kifejezés kozelits értéke:

T(1,9;1,1) = -1,12419-1,1-1,9+2-1,1 — 1 = 0,18.

53. Feladat. Tekintsiik az f(z;y) = Inz - Iny fiiggvényt! irjuk fel az f fiigg-
vény P = (1;1) pont koriili masodrendd Taylor-polinomjat!

Megoldas:
Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
folz;y) = —-Iny

-Inxz.

L= ]|+

folasy) =
Az f fuggvény méasodrend( parcidlis derivaltfiiggvényei:
1
ea(®y) = —— -Iny;

foy(@3y) =

9

SN

1
)
(i) = = In

Yy ry) = y2 xX.

Az f fuggvénynek, valamint az elsd- és masodrend( parcidlis derivaltfiiggvé-

so 2 0 2

o | O | O | O
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Az f filgevény masodrendd Taylor-polinomija:
T(riy) = 1(P)+ S4(P) - (& — 0) + Fy(P) - (v — o)+
b (F(P) - (2= o) + 200, (P) - (2~ 20) - (s — o)+
+ fo,(P) - (y —0)?) -

A megfelel6 adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

T(w;y):%'2-(w—l)'(y—l):(x—l)-(y—l):xy—w—erl-
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1.4. Matrixok definitsége

1.4.1. Definicié. Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix! Azt mondjuk,

hogy A

e pozitiv definit, ha minden x € R™ \ {0} esetén 27 - A -z > 0;

e pozitiv szemidefinit, ha minden = € R esetén a2l A-x>0:;

e negativ definit, ha minden z € R™ \ {0} esetén 7 - A -z < 0;

e negativ szemidefinit, ha minden = € R™ esetén 27 - A - 2 < 0;

e indefinit, ha az el6bbiek egyike sem teljesiil.

1.4.2. Példa. Az

matrix esetén ha

akkor

(o a)-(

1 0 T T 2 2
0 1>’<x2>:($1 xg)-<x2)=£€1+x2,

ami minden (z1; x2) # (0;0) esetén pozitiv, ezért a matrix pozitiv definit.

1.4.3. Megjegyzés. Mivel a definicié szerint nehezen donthetd el egy matrix
definitsége, ezért a kdvetkez6kben megadunk két kritériumot, amely segitségé-
vel lényegesen konnyebben jutunk eredményre.

1.4.4. Definici6. Legyen

aip a2 - Qip
a1 a2 - Q2p

Anl QAp2 -+ Qpp
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egy tetsz6leges n x n tipusd matrix! A

D1 = det ail;
D2 — det ailr a2 :
a1 a2

ail a2 a3
D3 =det | a1 az a3

azyp as2 as3

aip aizg - Aln

a1 a2 -+ A2p
D,, = det

Anl Ap2 -+ Qpp

determinansokat bal felsé sarok minor determindnsoknak nevezziik.

1.4.5. Tétel. Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix! Az A matrix
e pontosan akkor pozitiv definit, ha A minden bal fels§ sarok minor
determindnsa pozitiv;
e pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha A minden bal felsé sarok mi-
nor determindnsa nemnegativ és legalabb az egyik nulla;
e pontosan akkor negativ definit, ha A elsG bal fels sarok minor deter-
mindnsa negativ, és a sarok minor determindnsok valtakoz6 el6jeldek;

e pontosan akkor negativ szemidefinit, ha A elsé bal felsé sarok mi-
nor determindnsa negativ vagy nulla, és a sarok minor determindnsok
valtakozo eldjeltiek tgy, hogy legalabb az egyik nulla;

e pontosan akkor indefinit, ha az A matrix bal fels6 sarok determinan-

sai kozott vannak pozitiv és negativ elGjeliiek is, de a negativ definit
esetben megadott feltételt6l eltérd moédon.

1.4.6. Példa. Az A = ( ; g > matrix esetén az elsd bal felsé sarok minor

determinans:
D = det(?) = 2.
A masodik bal fels6 sarok minor determinans:

DQZdet(2 3

3 5>:2~53.3=1.



Mdtrixok definitsége 51

Tehat minden bal fels6 sarok determindns pozitiv, igy a matrix pozitiv definit.

1.4.7. Tétel. Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix! Az A matrix

e pontosan akkor pozitiv definit, ha A minden sajatértéke pozitiv;

e pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha A minden sajatértéke nem-
negativ;

e pontosan akkor negativ definit, ha A minden sajatértéke negativ;

e pontosan akkor negativ szemidefinit, ha A minden sajatértéke nem-
pozitiv;

e pontosan akkor indefinit, ha az A matrixnak van pozitiv és negativ

sajatértéke is.
1.4.8. Példa. Tekintsiik az
1 2
=2 3)
matrixot! A sajdtértékek a karakterisztikus egyenletének gyokei. A karakter-

isztikus egyenlet:
1—A 2
det < 9 9\ ) =0.

det(lg)\ 2EA>:(1—>\).(2—>\)—4,

ezért a zardjelek felbontdsa és az 6sszevonds utan azt kapjuk, hogy a karakter-
isztikus egyenlet:

Mivel

A —31-2=0
adddik. A mésodfoki egyenlet megoldoképletét alkalmazva

3+V9+8  3+V17
. =

A2 =

2
adodik, igy a sajatértékek:
3+ V17
AL = SV >0
2
és
3—V17
)\2 = T < 0.

Azt kaptuk, hogy az A matrixnak pozitiv és negativ sajatértéke is van, ezért a
matrix indefinit.
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Kidolgozott feladatok

54. Feladat. Tekintsiik a

matrixot!
a) Szamoljuk ki az 27 - A - x szorzatot!
b) Adjuk meg az A métrix sajatértékeit!

¢) Hatdrozzuk meg a kvadratikus fiiggvény bal fels sarok minor determinén-
sait!

d) Hatdrozzuk meg a matrix definitségét haromféleképpen: deinici6 szerint, a
sajatértékek segitségével, valamint a bal fels§ sarok minor determindnsok
felhaszndl4sdval!

Megoldas:

a) Vezessiik be az

jelolést. Ekkor

2 2 T
(:Ul 1’2)-(2 _1>-<m;>:2x%+4x1x2—x§.

b) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a

2—A 2
det( 9 _1_/\>—0

egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk,

hogy
(2—A)-(-1-X)—4=0.

A zardjelek felbontésa és az dsszevonds utdn

M-A-6=0
adédik. A madsodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk,
hogy

1+v1+24 145

2 2
amibdl \; = 3, illetve g = —2 adddik.

A=
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9

d)

A bal fels6 sarok minor determinansok:

Dy = det(2) = 2,

Dy=der( 5 % )=-2-1--0

illetve
2 -1

Példdul (1;1) esetén a

222 + 4x129 — T3
kifejezés értéke:

2:124+4-1-1-12=5>0.

Példaul (0; 1) esetén a

222 4 4x1x9 — 25
kifejezés értéke:

2:024+4-0-1-1>=-1<0.

Tehat az A matrix indefinit.

Mivel a matrix bal fels sarok determindnsaira azt kaptuk, hogy D; pozitiv
és Do negativ, ezért a mitrix indefinit.

Mivel az A matrixnak pozitiv és negativ sajatértéke is van, ezért a matrix
indefinit.

55. Feladat. Adjuk meg az

-2 4 0
A= 4 -9 0
0 0 -2

matrix definitségét!

Megoldas:

Az A matrix elss bal felsd sarok minor determinédnsa:

Dy = det(—2) = —2.

A masodik sarok minor determinans:

Dgz(_i _3):1816:2.
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A harmadik sarok minor determinansa:

2 4 0
Dy=det| 4 -9 0 |=-4
0 0 -2

Mivel a kvadratikus fliggvény matrixa bal fels6 sarok determindnsai negativ,
pozitiv, negativ el§jeltiek, ezért a matrix negativ definit.

56. Feladat. Adjuk meg az

A:

_= W N =
OO O N
NN O W
O =

matrix definitségét!

Megoldas:

Az A mitrix elsd bal felsd sarok minor determindnsa:
Dy =det(1) = 1.

A masodik sarok minor determinans:

pom (L 2)<0mim s

A tobbi sarokdetermindnst nem sziikséges megnézni. A métrix indefinit.

57. Feladat. Hatdrozzuk meg az

A=

o O O
O O N W
S w oo
T O O =

matrix definitségét!

Megoldas:

Az A matrix elsé bal felsd sarok minor determinansa:
Dy =det(1) = 1.

A masodik sarok minor determinans:

D2:<(1) g>:2022.
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A harmadik sarok minor determinans:

1 30
D3=10 2 0 | =6

0 0 3

A negyedik sarok minor determindns:
1 3 0 4
02 00
Dy =det A = det 0030l= 30.

00 05

Mivel minden sarok minor determindns pozitiv, ezért a métrix pozitiv definit.
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222

1.5. Kétvaltozés fiiggvények lokalis szélsoértéke

1.5.1. Definicié. Az f: D C R? — R fiiggvénynek az (xo;y0) € D pont
lokdlis maximumhelye, ha van olyan (xq;yo) kozéppontu nyilt korlap, amely-
ben minden (x; y) szdmparra f(z;y) < f(xo;yo) teljesiil.

Az f: D C R? — R fiiggvénynek az (zo; yo) € D pont lokdlis minimumhelye,
ha van olyan (z; yo) kozéppontd nyilt korlap, amelyben minden (x;y) szam-
pérra f(z;y) > f(xo; yo) teljesiil

Py

1.5.2. Tétel. (lokalis sz€lsGérték 1étezésének sziikséges feltétele)

Haaz f: D C R? — R (totdlisan) differencidlhaté fiiggvénynek lokalis szél-
s6értéke van az (xo;yo) € D pontban, akkor az (z¢; yo) pontban az elsSrendi
parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk, azaz f; (wo;yo) = 0 és f; (wo; yo) = 0.

1.5.3. Definicié. Azon (zo;yo) € D pontokat, amelyekben az f: D — R
(totalisan) differencidlhat6 fiiggvény elsérendii parcidlis derivaltjai nulldk, sta-
ciondrius pontnak is nevezzik.

1.54. Példa. Az f(z;y) = 22 + y? fiiggvénynek a (0;0) pont staciondrius
pontja, mert

felwsy) =20 & f(z;y) =2y,
igy f1(0;0) =0, és f,(0;0) = 0.

1.5.5. Definici6. Az f: D C R? — R kétszer (totdlisan) differencilhatd fiigg-
vény Hesse-mdtrixa az (xo;yo) € D pontban az

T Y
T [ frw(T0;Y0)  fay (o3 Y0)
M (zo;y0) = " "
Y \ fye(xoiyo)  fyy(To5v0)
matrix.

1.5.6. Példa. Az f(x;y) = 2% + y? fiiggvény els6rendii parcidlis derivaltfiigg-
vényei:
folwy) =22 &  fi(zy) =2y
A masodrendi parcidlis derivaltfiiggvények:
fow(z3y) =2 fay(;y) =0
fie(259) =0 fog(@59) = 2.
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Ezt felhasznalva, a Hesse-matrix:

Ty

x (2 o)
M = .

y\0 2
1.5.7. Tétel. (lokalis sz€lsGérték 1étezésének elégséges feltétele)
Legyen f: D C R? — R kétszer differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
az f figgvénynek az (z¢;yo) € D pontban az elsérend parcidlis derivaltfiigg-
vényei nulldk. Tekintsiik az f fiiggvény masodrenddi parcidlis derivaltjaibol
képzett

z Y

fU( e (203 y0) f;’y(wo;yo)>

M (x0;y0) =
y \ fyw(zoiyo)  fuy (205 90)

Hesse-matrixot. Legyen Dy = f1/, (z0; yo) és Dy = det (M (xo; y0))-

rx

Ha Dy > 0és Dy > 0, akkor az f fiiggvénynek az (xo;yo) pontban lokdlis
minimuma van.

Ha Dy < 0és Dy > 0, akkor az f fiiggvénynek az (zo;yo) pontban lokdlis
maximuma van.

Ha Dy < 0, akkor az f fiiggvénynek az (x¢; yo) pontban nincs szélsGértéke.

Ha Dy = 0¢&s Dy = 0 vagy D1 = 0és Dy > 0vagy D1 > 0és Dy = 0 vagy
D1 < 0és Dy = 0, akkor a Hesse-matrix vizsgédlataval nem donthet6 el, hogy
az f fiiggvénynek az (xo; yo) pontban van-e szélsGértéke.

1.5.8. Példa. Az f(x;y) = 22 + y? fiiggvénynek a (0; 0) pontban lokélis min-
imumhelye van, ugyanis a (0; 0) staciondrius pontja és a Hesse-matrix bal felsd
sarokdetermindnsainak mindegyike pozitiv.

1.5.9. Kovetkezmény. Legyen f: D C R? — R kétszer differencidlhaté fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek az (xo;yog) € D pontban az elsGrendd
parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk. Tekintsiik az f fiiggvény masodrend( par-
cidlis derivaltjaibdl képzett

T Y

T ( alc/x<m0;y0) f;ly(xo;y0)>

M (xo;y0) =
y \ fye(zoiyo)  fyy(To;v0)

Hesse-matrixot.
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Ha M (zg;yo) pozitiv definit az (x;yo) pontban, akkor az f fiiggvények az
(z0; yo) pontban lokdlis minimuma van.

Ha M (zo;yo) negativ definit, akkor az f fiiggvénynek az (zo;yo) pontban
lokdlis maximuma van.

Ha M (x; yo) indefinit, akkor az f fiiggvénynek az (xq; yo) pontban nincs szél-
sOértéke.
Ha M (z¢;y0) pozitiv szemidefinit vagy negativ szemidefinit, akkor a Hesse-

matrix vizsgdlatdval nem donthetG el, hogy az f fiiggvénynek az (z¢; yo) pont-
ban van-e szélséértéke.

1.5.10. Megjegyzés. Kétviltozos fiiggvény lokalis szélsGértékének meghata-
rozdsa a gyakorlatban:

1. Kiszamoljuk az f fiiggvény elsérendii parcidlis derivaltfiiggvényeit, vagyis
az f, és f, deriviltakat.

2. Megoldjuk az

fo(zy) =0
folz;y) =0

egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megolddsai a lehetséges szE&ls6érté-
kek, mds szdval staciondrius pontok.
3. Kiszamoljuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivaltfiiggvényeit, majd

7 2z

azokbdl eldallitjuk az

x y
x (i) fo,(Ty)
M(z;y) = v v

y \ fow(@y)  fyy(@39)

Hesse-matrixot.

4. Kiértékeljilk a Hesse-mdtrixot a staciondrius pontokban és alkalmazzuk a
1.5.7 tételt annak eldontésére, hogy a staciondrius pontban van-e szélséérték
és ha igen, milyen tipusu.

1.5.11. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy az f: D C R? — R fiiggvénynek
az (zo;y0) € D pont staciondrius pontja! Legyen az f fiiggvény Hesse-
matrixdnak (xo; yo) pontbeli helyettesitési értéke M (zo;yo)! Legyen tovabba
ezen matrix els6 eleme D1, és determinansa D! Ekkor elkészithetjiik az alabbi
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tablazatot:

D; elbjele

D, elGjele

Hesse-métrix definitsége

lok. sz€IsGérték

+ + pozitiv definit lok. minimum
+ negativ definit lok. maximum

0 — indefinit nincs

+ - indefinit nincs

— — indefinit nincs

+ 0 pozitiv szemidefinit nem eldonthetd

— 0 negativ szemidefinit nem eldonthet6

0 + pozitiv szemidefinit nem eldonthetd

0 0 poz. és neg. szemidef. | nem eldonthet6
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Kidolgozott feladatok

58. Feladat. Szdmoljuk ki az
f(zyy) = 222 — 4o + 4% — 8y.
fliggvény staciondrius pontjait!
Megoldas:
Az elsérendd parcidlis derivaltfiiggvények:
fa(wiy) = 4o — 4
fi(z;y) =8y — 8.

A staciondrius pont a
dr —4 = 0}

8y —8=0
egyenletrendszer megolddsa, azaz P = (1;1).
59. Feladat. Szdmoljuk ki az
flasy) = a® — day + 2y°.
fliggvény staciondrius pontjait!
Megoldas:
Az els6rendi parciélis derivaltfiiggvények:
fo(zy) =20 — 4y
fo(@;y) = —da + 4y.
A staciondrius pont a
20 —4y =0
—4x + 4y = 0}
egyenletrendszer megoldésa.
A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy —2z = 0, igy x = 0. Ezt behe-
lyettesitve példaul az els6 egyenletbe y = 0 adédik.
60. Feladat. Tekintsiik az f(z;y) = 223 + 16y> — 24xy fiiggvényt!
a) Szamoljuk ki az f fiiggvény elsérendi parcidlis derivaltfiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény staciondrius pontjait!



Kétvdltozos fiiggvények lokdlis szélséértéke 61

¢) Adjuk meg az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit!
d) Hatarozzuk meg az f fiiggvény Hesse-matrixat!
e) Adjuk meg a Hesse-matrix helyettesitési értékét a staciondrius pontokban!

f) Szdmoljuk ki az el6bbi Hesse-métrixok bal felsd sarokdetermindnsait, majd
azokbol kovetkeztessiink a matrix definitségére és az f fiiggvény lokdlis
sz€ls6értékére! Eredményeinket foglaljuk tdblazatba!

g) Amennyiben az f fiiggvénynek van lokalis minimuma vagy maximuma, 4gy
szadmoljuk ki a lokdlis széls6érték értékét!

Megoldas:

a) Az f fuggvény els6rendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
falw;y) = 62% — 24y
fol@sy) = 48y% — 24z

b) A staciondrius pontok az

622 — 24y =0
48y? — 24z = 0}

egyenletrendszer megolddsai. Az els$ egyenlet oszthaté 6-tal, a mdsodik

oszthat6 24-gyel, igy az
22 —4y=0
22— =0

egyenletrendszert kapjuk. A mésodik egyenletbl x = 2y? adédik, amit
behelyettesitve az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

dyt —4y =0 = yt—y=0.
Az egyenletbdl y-t kiemelve
y- (> -1)=0

adodik, igy y1 = 0 és yo = 1. A megfeleld x értékek z; = 0 és zo = 2.
Tehdt az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és
P2 = (2; 1)

¢) Az f figgvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényei:
we(wy) = 122 (T3 y) = —24
ve(T3y) = —24 oy (T3y) = 96y.
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d) A Hesse-matrix:

x Y
M ) z (120 —24
ry) = .
y \ —24 96y

so 2t 2

e -( 5 4):

A Hesse-matrix helyettesitési értéke a P, pontban:
24 —24
M<P2):(—24 96)'

Az M (Py) matrix bal fels$ sarokdetermindnsai Dy = 0, illetve

0 —24

D22d6t<_24 0

> =0—-576 = —576.

Mivel Dy negativ, ezért az M (P;) matrix indefinit, a P; pontban nincs szél-
s6értéke az f fiiggvénynek.

Az M (P,) matrix bal felsd sarokdeterminansai D; = 24, illetve

B 24 —24\ 5
Dg—det<_24 96)_24-96—(—24) —1728.

Mivel D, és Dy pozitiv, ezért az M (P») métrix pozitiv definit, a P, pontban
lokdlis minimuma van az f fiiggvénynek.

Az aldbbi tdblazat mutatja a kapott eredményeket:

stac. pont D, D, Hesse-matrix def. | lok. sz. érték
P = (0;0) 0 — indefinit nincs
P, =(2;1) + + poz. definit lok. min.

g) Az f fiiggvény lokélis minimumértéke:

f(2;1)=2-2°+16-1°—24-2-1 = —16.



Kérvdltozos fiiggvények lokdlis szélséértéke 63

61. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 23+ — 3xy + 2 fiiggvény lokalis
széls6értékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsOrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
folasy) = 3% — 3y
fo(@;y) = 3y° — 3a.

A lokalis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -3y =0
3y =3z =0

egyenletrendszert. Mindkét egyenlet oszthat6 3-mal, igy az

z? — y=20

y2 —z=0
egyenletrendszert kapjuk. Az elsé egyenletbsl y = 22 adédik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

(3?2 -z =0 = zt—z=0.

Az egyenletbdl z-et kiemelve

r-(x3—1)=0
adaddik, igy 1 = 0 és xo = 1. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 1. Tehat
az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P, = (1;1).

A lokdlis sz€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
v fre(y)  fo,(T;y)
M(z;y) = v v

y \ fow(@y)  foy(@39)

Hesse-féle matrixot. Mivel
fa/:,a:(x; y) = bz f;ly(:n;y) =-3
foe(x3y) = =3 foy (@) = 6y,
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ezért az el6bbi matrix

€z Y

A ) x ( 6x -3
Try) =
/ y\—3 6y

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(P)) = < _g _8>-

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

0 -3
Dg—det< s 0>_0—9_—9.

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

M(Py) = ( o )

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 6, illetve

6 -3

D22d6t< _3 6

>:36—9:27.

Mivel Dy és Ds pozitiv, ezért a P, pontban lokélis minimuma van az f fligg-
vénynek, amelynek értéke:

f=13+1>-3-1-1+42=-1+2=1.
62. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = o3 +y% — 62y + 4 fiiggvény lokdlis

P

szélséértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsérend parcidlis derivaltfiiggvényei:
fola;y) = 32% — 6y
fy(zsy) = 2y — 6.

A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 —6y=0
2y —6x =0
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egyenletrendszert. A masodik egyenletbdl y = 3z adddik, amit behelyettesitve
az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

322 — 18z = 0 = 3z-(z—6)=0,
igy 1 = 0 és xo = 6. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 18. Tehdt az f
fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P> = (6; 18).

A lokalis szEls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
v [ oY) fr,(z3y)
M(x7 y) = 1 . 1 .
y \ fom(z3y)  foy(@39)

Hesse-féle matrixot. Mivel

frw(T3y) = 62 2 (wy) = —6
foe(x3y) = —6 foy(@3y) =2,

ezért az el6bbi matrix

€T Y

I T 6x —6
(x7y>_y<_6 2)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(P) = < _2 _g>

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve
0 —6
Dg—det<_6 2>—0—36——36.
Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

M(Py) = < f’g _g >

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = 36, illetve

Dy=der( % 7

e 2):7236:36.
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Mivel D, és Do pozitiv, ezért a P> pontban lokélis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke:

f(6;18) =6+ 182 —6-6- 18 +4 = 216 + 324 — 648 + 4 = —104.

63. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = o3 — 322+ 6y +y> + 10 fliggvény
lokalis szélsdértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
fi(z;y) = 322 — 6z + 6y
fé(x, y) = 6x + 2y.

A lokalis széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nullak legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 —6x +6y =0
6z 42y =0

egyenletrendszert. Az elsd egyenlet oszthatd 3-mal, a masodik egyenlet os-
zthat6 2-vel, igy az
z? — 2z + 2y =20
x+y=0

egyenletrendszerhez jutunk. A mdasodik egyenletbdl y = —3x adédik, amit
behelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy

22— 20 —62=0 = 22— 8z =0 = x-(x—8)=0,

igy x1 = 0 és xo = 8. A megfelels y értékek y; = 0 és yo = —24. Tehdt az f
fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P> = (8; —24).
A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-

hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y

Mizsy) = w( e (T3) xy(x;y)>

y \ Jyu(@59) [y (739)
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Hesse-féle matrixot. Mivel

(T3 y) = 62 — 6 wy(T3y) =6
"N W o(mein) —
fym(xay) _6 fyy(x,y) _2a
ezért az el6bbi matrix
z Y
M( ) r {6x—6 6
TyY) =
Y 6 2

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor
—6 6
M(Py) = < 6 9 > .
A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —6, illetve

—6 6
D2—d6t< 6 2)——12—36——48.
Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljilk a P» pontban, akkor
42 6
M(Py) = ( 2 ) |
A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = 42, illetve
42 6
Dg—det< 6 2 ) =84 — 36 = 48.

Mivel D, és Ds pozitiv, ezért a P, pontban lokélis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke:

f(8;—24)=8%—3-82+6-8-(—24) + (—24)* + 10 =
=512 — 192 — 1152 + 576 + 10 = —246.

64. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y) = x> — 75z + 2y? — 4y fliggvény
lokalis szélsdértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
folw;y) = 32% =75
fylzy) =4y — 4.
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A lokalis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

32> —75=0
dy—4=0
egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy 322 = 75, amibél
x? = 25 kovetkezik, tehdt x = £5. A masodik egyenletbdl y = 1 adédik.

Tehat az f fuggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (5;1) és
Py, = (-5;1).

A lokélis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett
x (Y
v (fi(@y)  foy(zy)
M(z;y) = v v
y \ fow(zy)  fyy(@39)

Hesse-féle matrixot. Mivel

foz(@3y) = 62 foy(x3y) =0
foe(39) =0 foy(@3y) = 4,

ezért az el6bbi matrix

x {6z O
M(:r;y)—y<0 4>

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiilk a P; staciondrius pontban, akkor
30 0
= (2 0).
A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 30, illetve

30 0

Dgzdet( 0 4

>:120—0:120.

Mivel D, és Do pozitiv, ezért a P, pontban lokélis minimuma van az f fliigg-
vénynek. Ertéke:

f(5;1)=5%—75-54+2-12 —4-1 = —252.
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Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P, pontban, akkor

M(Py) = ( *38 2 )

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —30, illetve

-30 0
Dg—det< 0 4>——120—O——120.

P

Mivel D5 negativ, ezért a P, pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

65. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = (z — 3)% + (y + 5)2 + 1 fiiggvény
lokélis szEls6értékeit!

Megoldas:

Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivaltfiiggvényei:
fe(zy) =2 (z - 3)
foy(zy) =2 (y +5).

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcialis derivaltfiiggvényei nullak legyenek, igy meg kell oldanunk a

2-(:3—3):0}

2-(y+5)=0

egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 3, y = —5.
Tehat az f fiiggvénynek egy staciondrius pontja van: P = (3; —5).

A lokalis szEls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbol képzett

Y

T
z [ fi(xy)  fo, (T y)
M(z;y) = ( Y Y

y \ foe(@y)  fy(@3y)
Hesse-féle matrixot. Mivel

foz(@3y) =2 fay(x39) =0
fie(@59) =0 Soy(@59) = 2,
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ezért az el6bbi matrix
Ty

M(z;y) = ;j <(2) 3)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiikk a P staciondrius pontban, akkor azt kapjuk,

hogy
M(P):(S g)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = 2, illetve

2 0
Dg—det<0 2)—4—0—4.

Mivel D és D pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke:

f3;-5)=0B-32+(-5+52*+1=1.

66. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y) = e**¥ fiiggvény lokilis széls6érté-
keit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
falziy) = - 2y
Fylwy) = e 22,

A lokalis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

e*™ . 2y =0
¥ .22 =0
egyenletrendszert. Mivel e?*¥ #£ 0, ezért az els§ egyenletbdl azt kapjuk, hogy

y = 0, mig a mésodik egyenletbdl azt, hogy x = 0, igy az egyetlen staciondrius
pont P = (0;0).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliiggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az



Kérvdltozos fiiggvények lokdlis szélséértéke

71

azokbdl képzett

x y
r (oY) fr(z3y)
M(x’ y) = 1 1

y \ foe(xsy)  foy(@5y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

Fia(wy) = 2 - dy? 1 (w5y) = €2 - dgy + &2V .2
f;lx@y y) = &2 Ay + ¥V . 2 f;’y(x, y) = e . 422,

ezért az el6bbi matrix

Z Y
T ( ey . g e . 4y + eV . 2)

M(z;y) =
(#:9) ey . 4y + €27V . 2 ey . 432

Y

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P pontban, akkor azt kapjuk, hogy
0 2
= (2.

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

0 2
Dz—det<2 0)-0—4——4.

Mivel D5 negativ, ezért a P pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

67. Feladat. Hatirozzuk meg az f(x;y) = %0 + % +xy (x > 0,y > 0)

Py

fliggvény lokalis szélsdértékeit!
Megoldas:

Az f figgvény elsOrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
50
fol@wiy) = ——5 +y

20
fy(asy) = Y t+x
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A lokalis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

50

_2 -0
x2+y
20
Yy

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

x2
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
20 x?
— =0 = -20- =0
(20)? e 2500 "
x

adddik. Tehat

4
———4z=0 = —z'+1252=0 = =z (—2®4125)=0.

Egy szorzat csak ugy lehet nulla, ha valamelyik tényez6je nulla, igy azt kapjuk,
hogy x = 0 vagy x = 5. Mivel z > 0, ezért az egyetlen megoldds x = 5.
Ekkor y = 2. Tehdt az egyetlen staciondrius pont P = (5;2).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliiggvény masodrend(i parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
w( e (T3) g’g’y(x;y)>

M(z;y) = J\ ,

v (T3Y)  foy(5y)
Hesse-féle matrixot. Mivel
100
foalwiy) = —5 fay(zsy) =1

40
foe(zsy) =1 Sog(@5y) = "
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ezért az el6bbi matrix

z Y

x %0 1

M (z;y) = 0
Yy 1 v

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

100 4 4 1
53 5
23

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = %, illetve

|
5

Dgzdet :4—1:3
1 5

Mivel Dy és Do pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fligg-
vénynek. Ertéke
50 20
f(5:2)=—+ —+2-5=230.
5 2
68. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = In(z?+y%+1)+5 figgvény lokalis

szEélsdértékeit!

Megoldas:
Az f fiiggvény elsOrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
2x
(. _
2y
1. _ )

A lokalis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rend( parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

2x —0
2y 41
2
o,
.7)2 + y2 +1
egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 0, mig a masodik-
bdl azt, hogy y = 0. Tehét az egyetlen staciondrius pont P = (0;0).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

Y

X
1! 1/
v foo(@y)  fo,(T3y)
M) = y( )

v (@) fyy (5 y)
Hesse-féle matrixot.
A tiszta médsodrendd parcidlis derivaltfiiggvények

2. (22 + 92+ 1) — 42?222 4+2y% 42

" . — =
fra(@3) (22 4+ 92 +1)2 (22 +y? + 1)
& 2., .2 2 2 2
2-(x*+y"+1)—4y 22 — 2y° + 2
Fyy(xiy) = =

(22 +y2+1)2 (22 +y2+1)%

A vegyes masodrendd parcidlis derivaltfiiggvények

—4xy
Mol — 1 (0 —
fyx(wvy) = fxy(wvy) = m
Tehat a masodrend parcidlis derivaltfiiggvényekbdl képzett matrix
z Y
—222 +2y% + 2 —4zxy
@+ +17 @+ 1P

M (x;y) =

—4xy 222 — 292 + 2
Y

(22 +y2+1)2 (22 +y2+1)?

Ha a métrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(é (1)>

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 1, illetve

1 0
nget(o 1>1—01.

Mivel D és D pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fiigg-
vénynek. Ertéke
£(0;0) =In(0® + 0> + 1) + 5 = 5.
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69. Feladat. Az f(x;y) = 22+ 3y + 2zy + kx +ly +m fliggvénynek a (3; 1)
pontban lokélis minimuma van, amelynek értéke 15. Szamoljuk ki a k, [ €s m
konstansok értékét!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
filz;y) =20 +2y+k
fé(az,y) = 6y + 2z + [.

Mivel (3; 1) lokalis szélsGértéke az f fiiggvénynek, ezért

fa(3:1) = 0}

fy(3;1) =0
azaz

6+2+k=0

6+6+l:0}’

igyk=—-8¢és1l=—12.

Mivel a sz€lsGérték értéke 15, ezért
f(3;1) =15 = 9+34+6—24—12+ m = 15,

tehat m = 33.

70. Feladat. Hirom szdm 6sszege 150. Hatarozzuk meg a szdmokat tigy, hogy
a négyzetosszegiik minimadlis legyen!

Megoldas:
Legyenek a keresett szdmok z, y és z! Ekkor
T +y+ 2z = 150.
A z ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy
z=150 —x —y.

Keressiik az
flay) =27 +y* + (150 — z — y)?

fliggvény minimumat.
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Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:

fi(z;y) =22 4+2- (150 —z —y) - (—1) = 4z + 2y — 300

fol@;y) =2y +2- (150 — 2 — y) - (=1) = 2z + 4y — 300.

A lokdlis széEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

dz + 2y — 300 = 0
2z + 4y — 300 = 0

egyenletrendszert. Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a mésodik egyenlet kétsze-
resét, akkor azt kapjuk, hogy y = 50. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
x = 50 ad6dik. Tehat az egyetlen staciondrius pont P = (50; 50).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

T
x ( fl(ey)  fr(zy)
M(z;y) = ( " "

y \ fin(@y)  foy(@5y)

Hesse-féle matrixot.

Mivel
fr(xy) =4 S (@y) =2
Fo(59) =2 Foy(@y) = 4,

ezért az el6bbi matrix

z (4 2
M(w;y):y<2 4>-

Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(p):(;1 Z)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 4, illetve

4 2
Dz—det<2 4)-16—4—12.
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Mivel Dy és Do pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fliigg-
vénynek. A z értéke:

z = 150 — 50 — 50 = 50.
A minimélis négyzetosszeg:
50% + 502 4 502 = 7 500.

71. Feladat. Egy feliil nyitott téglatest alaki doboz térfogata 256 dm?>. Hata-
rozzuk meg az éleit ugy, hogy a felszine a lehet6 legkisebb legyen. Adjuk meg
a minimadlis felszint is!

Megoldas:
A téglatest egy csucsbdl induld éleit jelolje: x, y és z, tigy, hogy az alapélek
legyenek x és y! Ekkor a térfogat:

x-y-2=256 (z>0,y>0,2>0),

amibdl példdul a z ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy z = %6. A doboz

felszine:
256 256 512 512
A=axy+2z2+4+2yz=ay+2x- — 42y - — =y + — + —.
Ty Ty ) Z
A feladat tehat az

512 512
Alwyy) =ay+— + —~ =ay+512-y ' +512- 27"
Yy T

kétvaltozos fiiggvény szélsdértékének meghatirozasa.

Az A fiiggvény els6rendd parcidlis derivaltfiiggvényei:

- 512
Al (z;y) =y —512 2 2:y_?
- 512
A (zy) =z —512-y 2:30—?.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendi parcialis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

512
_ 20
22
512
r— " =0
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egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl kifejezve az y ismeretlent azt kapjuk,
hogy y = %2 Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

512
o (512)2
(%)
adodik. Az egyenletet dtalakitva azt kapjuk, hogy
512 z?
T — 505557 =0 = r———==0,
261}44 512

s

igy
5120 —z* =0 = z- (512 —23) = 0.

Mivel = # 0, ezért 512 = 23, tehdt x = 8. Ezt az értéket behelyettesitve

példaul az y — 53%22 = 0 egyenletbe azt kapjuk, hogy
L 0 = =8
Y761 T y=e

Tehat az A fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (8;8).

A lokalis széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasdhoz meg-
hatdrozzuk az A fiiggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Yy
x (AL (ry) AL (z;y)
M(x’ y) = A// A/l
y \ Ay (z3y) A (z;9)
Hesse-féle matrixot. Mivel
AL (z3y) = 1024277 AL (zy) =1
Ay (z5y) =1 Ay, (zy) = 1024y,
ezért az el6bbi matrix
x Yy
T % 1
xT
M(x;y) = L 1o
Yy 3

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a staciondrius pontban, akkor

M(x;y)=<? ;)
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A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = 2, illetve

2 1
poman(2 }) 110

Mivel D; és D, pozitiv el§jeld, ezért a P pontban lokélis minimum van.

Mivel x = y = 8, ezért z = 26%? = 4. Ekkor a felszin:

A = xy + 2zy + 222 = 64 + 64 + 64 = 192 cm?.

72. Feladat. Egy téglatest egy csticsabol indul6 éleinek az 6sszege 15 cm. Ha-
tarozzuk meg az éleit igy, hogy a térfogata maximalis legyen! Adjuk meg a
maximalis térfogatot is!

Megoldas:
A téglatest egy csticsbdl indulé éleit jeldlje: z, y és z! Ekkor

r+y+z=15 (a>0,b>0,c>0),

amibdl példaul a z ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy z = 15 —z —y. A
téglatest térfogata

V=zx-y-z=z-y (16— —y) = 15zy — 2%y — x/°.
A feladat tehéat a
V(z;y) = 15zy — 2y — xy°
kétvaltozos fiiggvény szEéls6értékének meghatirozdsa.
AV fiiggvény elsérend( parcialis derivaltfiiggvényei:
Va(z;y) = 15y — 2y — o
V,(z;y) = 15z — 2 — 2xy.

A lokdlis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

15y — 22y —y*> =0
15x7x272xy:0

egyenletrendszert. Mivel y # 0 és z # 0, ezért az elsG egyenletet oszthatjuk
y-nal és a mdsodik egyenletet oszthatjuk z-szel. Ekkor az

15-22—-—y=0
15—2—-2y=0
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egyenletrendszerhez jutunk. Ha az els6 egyenlet kétszeresébdl kivonjuk a mé-
sodik egyenletet, akkor azt kapjuk, hogy 15 — 3z = 0, igy * = 5. Ezt az
értéket visszahelyettesitve példdul a 15 — 2z — y = 0 egyenletbe azt kapjuk,
hogy y = 5. Tehit a V' fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami
P = (5;5).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk a V fiiggvény mdasodrend(i parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
z (Vi (zy) Vi(zy)
M((E7 y> = VI/ . V// .

y \ Vyulzsy) Vi (z5y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

Viw(z3y) = —2y Vé;(a:,y) =15—-2x -2y
V(23 y) =156 — 22 — 2y Vo (@3y) = =2z,
ezért az el6bbi matrix
z Y
M(z;y) = x( 2 15_2x_2y>
y \ 15 —22 -2y —2x

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a staciondrius pontban, akkor

M(z;y) = ( __1(5) __1(5) )

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —10, illetve
-10 -5
Dg—det< 5 _1O>—100—25—75.

Mivel D; negativ és Do pozitiv el§jeld, ezért a P pontban lokdlis maximum
van.

Mivel x = y = 5, ezért z = 15 — 5 — 5 = 5cm, ezért a téglatest térfogata
xr = y = z = 5 cm oldalak esetén lesz maximadlis. Ekkor a térfogat:

V =5%cm® = 125 cm?.
73. Feladat. Tekintsiik az
f(K;L) =15K? — K3 4121 — L*
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termelési fiiggvényt, ahol K a munkaeszkdzok darabszdma, L a munkdsok
szdma. Hogyan vélasszuk meg a K és L értékeket ahhoz, hogy a termelt meny-
nyiség a lehetd legnagyobb legyen? Mennyi ekkor a termelt mennyiség? A
termelt mennyiséget (egy hétre vonatkozédan) darabban értjiik.

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
f1e(K; L) = 30K — 3K*>
fr(K; L) = 24L — 3L

A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

30K —3K* =0
24L — 3L* =0
egyenletrendszert. Az els6 egyenletben 3K -t kiemelve azt kapjuk, hogy
3K - (10— K) =0,

igy K = 0, illetve K9 = 10.
A masodik egyenletben 3 L-et kiemelve azt kapjuk, hogy
3L-(8—L) =0,

igy L1 = 0, illetve Lo = 8.

Tehét a staciondrius pontok: P; = (0;0), P, = (0;8); P3 = (10;0) és
Py = (10;8).

A lokalis szélstérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz kisza-
moljuk az f fiiggvény méasodrend parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az azok-
bél képzett

K L
K }/(K(Kﬂ L) }/(L(K; L)
LK ’ LL )
Hesse-féle matrixot. Mivel
%K(K;L):30_6K },(L(K§L):0
Tx(K;L) =0 70(K;L) =24 - 6L,
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ezért az el6bbi matrix
K L

K (30-6K 0
M(K; L) =
L 0 24 — 6L

lesz.

Ha az M matrixot kiértékeljitk a P; pontban, akkor
30 0
MW”(O M)'
A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 30, illetve

30 0

D22d6t< 0 24

) =30-24—-0="720.
Mivel Dy > 0 és Ds > 0, ezért a P, pontban lokdlis minimuma van az f

fliggvénynek.
Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

M“@:(? 34)

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai Dy = 30, illetve

30 0
D%4m<0 _M>_—na

Mivel D> negativ, ezért a P, pontban nincs szélsGértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P3 pontban, akkor

MU@_<_? i)'

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = —30, illetve
-30 0
Dg—det< 0 24)——30-24—0——720.

v Loy 2

Mivel Dy < 0, ezért a Ps pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P, pontban, akkor

MU®:<_? g4>
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A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —30, illetve
=30 0
Dy = det ( 0 —24 > = —30-(—24) = 720.

Mivel D1 < 0és Dy > 0, ezért a Py pontban lokélis maximuma van az f
fiuggvénynek. Ennek az értéke:

f(10;8) =15-10% — 103 + 12 - 82 — 8% = 756.

Tehat azt kaptuk, hogy a 10 munkaeszkoz és 8 munkds esetén tudjuk a lehetd
legnagyobb mennyiséget legyartani. Ekkor 756 darab termét gyartunk le egy
hét alatt.

74. Feladat. Egy irodaban kétféle szamit6gép miikodik, A és B. Az A szami-
togép a orat miikodik, a B szamitégép b orat iizemel naponta. A napi teljesit-
ményt az

f(a;b) = 18a + 20b — 2a” — 4b> — ab

fliggvény irja le, ami a naponta tesztelt programok szamaét jelenti. Tudjuk azt
is, hogy egyik szamit6gép sem iizemelhet egy nap 6 6rdnal tovabb. Hatdrozzuk
meg, hogy hany 6rdt miikddjenek az egyes gépek optimdlis esetben, azaz, ha a
lehetd legnagyobb teljesitményt szeretnénk elérni!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsOrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
fi(a;b) =18 —4a—b
fi(a;b) =20 — 8b — a.

A lokalis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

18—4a—-b=0
20-8b—a= O}
egyenletrendszert. A mdasodik egyenletbdl kifejezve az a ismeretlent azt kap-
juk, hogy a = 20 — 8b. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
18—-80+4+32b—-0=0
adaddik, igy b = 2. Ebbdl azt kapjuk, hogy
a=20—-8-2=4.

Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (4;2).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

a b

M(a:h) = a [ fl(a;b)  fl(a;b)
b \ f(asb)  fl(asd)

Hesse-féle matrixot. Mivel

wa(a;b) = —4 fap(a;b) = —1
po(a;b) = —1 7 (a;b) = =8,

ezért az el6bbi matrix
a b

a -4 -1
M(a;b)_b<—1 —8)

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

mr = (7f ).

lesz.

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = —4, illetve
—4 -1
Dg—det<_1 _8>_32—1_31.

Mivel D1 < 0és Dy > 0, ezért a P pontban lokalis maximuma van az f
fiiggvénynek.

Tehat 4 6rat kell az elsd szamitdégépnek és 2 6rat a masodik szamitégépnek
tizemelni. Mivel

f(4;2) =72440 — 32 — 16 — 8 = 56,
ezért napi 56 program tesztelése a maximadlis teljesitmény.

75. Feladat. Egy villalat kétféle terméket forgalmaz. Az A termékbdl ¢; da-
rabot, a B termékbsl g9 darabot ad el naponta. Az A és B termékekhez tartozé
inverz keresleti fiiggvények rendre

filqr) =200 — ¢1
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fg((]g) =168 — qs.
A termékek egységdrait dollarban értjiik.
A két termékhez tartoz6 egyiittes koltségfiiggvény:

C(q1;q2) = 600 + 4q1 + 4qo.

Hatarozzuk meg, hogy hany terméket forgalmazzon az egyes termékekbdl a
vallalat ahhoz, hogy a nyeresége a lehetd legnagyobb legyen! Mennyi ekkor a
nyereség? Maximadlis nyereség esetén mennyi az egyes termékek egységara?

Megoldas:
A nyereségfiiggvény a bevételi fliggvény és a koltségfiiggvény kiilonbsége:
(q1592) = q1 - (200 — 1) + g2 - (168 — g2) — 600 — 4g1 — 4g2 =
= 200q1 — ¢i + 168g2 — g5 — 600 — 4q; — 4gp =
= —q} — ¢3 +196¢; + 164¢> — 600.
A II fiiggvény els6rendi parcialis derivaltfiiggvényei:
I, (q1; q2) = —2q1 + 196
I, (q1; g2) = —2q2 + 164.

A lokdlis széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

—2¢1 + 196 = 0
22+ 164 =0

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢; = 98, a masodikbdl
pedig azt, hogy ¢ = 82.

Tehat a IT fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (98; 82).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk a II fiiggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

q1 q2
q (17, (q1592) 105, (q15 42)
H//

M(qi;q2) =
72 Hfllzlh (Q1; Q2) 292 (QIS QQ)
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Hesse-féle matrixot. Mivel
I, q (013 q2) = —2 I . (q1:q2) =0
I (qi5q2) =0 I (a1 q2) = =2,
ezért az el6bbi matrix

q1 q2

g (-2 0
M(q1;q2) =
(@) @(0 _2)

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P)—<O2 02>.

lesz.

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = —2, illetve
-2 0
Dg_det< 0 _2>—4—0—4.

Mivel D; < 0és Dy > 0, ezért a P pontban lokdlis maximuma van a 11 fiigg-
vénynek.

Tehat az elsd termékbdl 98 darabot, a masodik termékbdl 82 darabot kell érté-
kesiteni. Ekkor
I1(98; 82) = —98% — 822 1+ 196 - 98 + 164 - 82 — 600 = 15 728.

Az elso termék egységdra ekkor f1(98) = 200 — 98 = 102, a masodik termék
egységdra f2(82) = 168 — 82 = 86 dollar.

76. Feladat. Egy kukoricatermesztéssel foglalkozé véllalat egy négyzetméter
terméteriiletbdl szarmazod bevételét (dollarban) az

R(T;z) =10T- (1 —e™ %),

sz

figgvény irja le, ahol 1" a fdliasatorban 1év6 hémérséklet és = a négyzetmé-
terenként felhasznalt miitragya mennyisége. Tudjuk, hogy a miitragya négy-
zetméterenkénti koltsége 20z dollar és a megfeleld hdmérséklet fenntartdsdnak
koltsége 0,472 dollar négyzetméterenként.

a) Irjuk fel a koltségfiiggvényt!
b) Adjuk meg a nyereségfiiggvényt!
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¢) Milyen hémérséklet és miitrdgyafelhasznélds esetén érjiik el a lehet6 legna-
gyobb hasznot?

Megoldas:

a) A koltségfiiggvény: C(T'; x) = 20z + 0,472,

b) A nyereségfiiggvény a bevételi fiiggvény és a koltségfiiggvény kiilonbsége:
(T;2) = 10T - (1 —e™®) — 20z — 0,4T°.

c) A I fiiggvény elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
Wr(T;2) =10 (1 —e ) — 0,87
I (T;z) = 10T - e~ " — 20.
A lokalis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-

rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk
a

10-(1—-e*)—-08T=0
107 -e7* =20 = O}
egyenletrendszert.
A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
r=2.
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
1,6

e—.Z’

10 — 10e™* — 0

adddik, amit atalakitva az
—10e™%* +10e - 1,6 =0

egyenlethez jutunk. Bevezetve az e™™

—10y2 +10y—1,6 =0

= y jelolést a

madsodfoku egyenletet kapjuk. A méasodfoki egyenlet megoldéképletét al-

kalmazva
~ —10++100—-64 —10+6
Y12= ~20 T
adédik, igy y1 = é, illetve yo = %.
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Mivel y = e™ 7, ezért egyrészt

1 1
e_x:g = —:rzlng = x1 = 1nb5,
masrészt
4 4 5
= = —r=In- = =In-.
e 5 rz=In E r9 = 1In 1
Mivel x1 = In 5, ezért
2
5
Mivel 2o = In %, ezért
2
Ty =5 =25
5

Tehat a IT fiiggvénynek két staciondrius pontja van, ezek P, = (10;1In5) és
P = (2,5;111%).

A lokalis széls6érték 1étezése elegendd feltételének alkalmazasdhoz megha-
tarozzuk a II fiiggvény masodrend parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

Hesse-féle matrixot. Mivel
Wy (T 2) = —0,8 7. (T;x) = 10e™*
gT(Tv I’) =10e™" ng (T7 ':U) =—-10T"- e_xa

ezért az el6bbi matrix
T /( —-08 10e™*
M(T;z) =
z \ 10e™®* —10T -e™*

lesz.
Ha az M matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

ey = (5% )
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A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = —0,8, illetve
-0,8 2 _ _
nget( 9 20)16—412.

Mivel Dy < 0és Dy > 0, ezért a Py pontban lokélis maximuma van a II
fliggvénynek.

Tehat 10°C hémérsékletet kell biztositani a féliasatorban és Inb =~ 1,61
egység mitragyat kell négyzetméterenként felhasznalni. Ekkor egy négy-
zetméter termdteriiletbdl a nyereség:

4
I1(10;In5) = 100 - =T 20In5 —40 =40 — 201n5 ~ 7,81 dollar.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P,) = < _378 —820 >

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = —0,8, illetve
-0,8 8 _ _
Dg—det< 3 _20>—16—64——48.

Mivel Do < 0, ezért a P» pontban nincs szélséértéke a I fiiggvénynek.

77. Feladat. Hatdrozzuk meg az z +y — z = 1 sik azon pontjat, amely a lehetd
legkozelebb van a P = (0; —3; 2) ponthoz!

Megoldas:

Legyen az x + y — z = 1 sik egy tetszSleges pontja @ = (x;y; z). Ekkor a P
és () pontok tavolsaga:

dpg = V22 + (y +3)2 + (z — 2)2.
Mivel a @) pont illeszkedik a sikra, ezért

r+y—z=1 = z=x+y—1,
igy azt kapjuk, hogy
dpq = Vol + (y+3)2+ (2 - 22 = Va2 + (y + 3)2 + (z +y — 3)2.

A dpg fliggvénynek pontosan ott van sz€ls6értékhelye, ahol a dQPQ fuggvény-
nek, igy az

flasy) =2+ (y+3)° + (2 +y - 3)°
fliggvény minimumhelyét keressiik.
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Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
folzy) =20 +2 (x+y—3)=4x+2y—6
fol@sy) =2-(y+3)+2 (x+y—3) =2z +4y.

A lokalis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rend( parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

dr+2y—6=0
2c+4y =0

egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 2, y = —1.

Tehdt az f fiiggvénynek egy staciondrius pontja van: S = (2; —1).

A lokdlis sz€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbol képzett

)

Mizsy) = x < e (T3Y) xy(x;y))

y \ fy(@59)  fyy(739)

Hesse-féle matrixot. Mivel

me(wiy) =4 (T3 y) =2
e (T3 y) = 2 o (T3y) = 4,

ezért az el6bbi matrix
Ty

A4(x;y)==§ (3 i)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik az S staciondrius pontban, akkor azt kapjuk,

hogy
M(S):<‘21 i)

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 4, illetve
4 2
D2:det<2 4>:16—4_12.

Mivel D, és Do pozitiv, ezért az S pontban lokélis minimuma van az f fligg-
vénynek. A keresett pont: @ = (2; —1;0). A minimdlis tdvolsag:

dpg=Vi+4+4=V12=2-3.
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222

1.6. Harom- és tobbvaltozos fiiggvények lokalis szélsoértéke

1.6.1. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ebben a fejezetben a masodrendd par-
cidlis derivaltfiigggvények esetén a fliggvény argumentumdaban a valtozékat
nem mindig frjuk ki.

1.6.2. Definicié. Az f: D C R® — R fiiggvénynek a P € D pont lokdlis
maximumhelye, ha P-nek van olyan nyilt kdrnyezete, amelyben minden fiigg-
vényérték legfeljebb f(P).

Az f: D C R® — R flggvénynek a P € D pont lokdlis minimumhelye, ha
P-nek van olyan nyilt kdrnyezete, amelyben minden fiiggvényérték legaldbb

f(P).

1.6.3. Tétel. (lokalis sz€lsGérték 1étezésének sziikséges feltétele)
Haaz f: D C R™ — R differencidlhaté fiiggvénynek a P € D pontban lokalis

sz€ls6értéke van, akkor az P pontban az els6rend parcidlis derivaltfiiggvényei
nullak.

1.6.4. Példa. Az f(z;y;2) = 22 + y* + 22 fiiggvénynek a (0; 0; 0) pont staci-
ondrius pontja, mert

fulwiyiz) =2z & fi(my;2) =2y & fl(wmiy;2) = 2z,
igy f(0;0;0) =0, f,(0;0;0) = 0¢és f2(0;0;0) = 0.

1.6.5. Definicio. Az f: D C R™ — R kétszer differencidlhaté fiiggvény
Hesse-mdtrixa a P € D pontban az

1 9 ve Tn
LUl 3:7/1-'171 (P) ;3/11'2 (P) M -'gliﬂn (P)
x2 :1/3/21‘1 (P) élzarz r) ... C/U/QCUn (P)
M(P) =
Tn a/clnacl (P) é‘lnxg (P> s é‘lnxn (P)

matrix.

1.6.6. Példa. Az f(x;y;2) = 2 + y? + 22 fiiggvény els6rendii parcidlis deri-
valtfiiggvényei:

folmiys2) =22 & fi(wy:2) =2y 6 fl(x;y:2) = 2z
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A madsodrend( parcidlis derivaltfiiggvények:

(Y 2) =2
ve(T3y;2) =0
Y (zy;2) =0

Ezt felhasznalva, a Hesse-matrix:

X

M=y
z

S N R

0

Py

oy (T5y;2) =0
Ty 2) =2
I (wy;2) =0

v (zy;2) =0
v (r3y32) =0
Yy z) = 2.

y oz
0 0
2 0
0 2

1.6.7. Tétel. (lokalis sz&élsoérték 1étezésének elégséges feltétele)

Legyen f: D C R"™ — R kétszer differencidlhat6 fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
az f figgvénynek a P € D pontban az elsérend(i parcidlis derivaltjai nulldk.
Ilyenkor a P pontot staciondrius ponimak is nevezziik. Tekintsiik az f fiiggvény
madsodrendd parcidlis derivéltjaibdl képzett

1 9 ‘e In
1 ;‘/111 (‘P) 1,7/112 (P) cte glafn (P)
x2 :;:/211 (P) 9/3/2:132 P) ... 3/5/21'71, (P)
M(P) =
Tn anld (P) alslnxz (P> M a/:/nafn (P)

Hesse-matrixot.

Legyenek D; (i = 1,2,...,n) az M (P) matrix bal fels6 sarokdetermindnsai,

azaz legyen

‘Dl :f:g11‘1(P)7
legyen
1o (P) f2yay (P)
Dy = det( o o :
T2T1 (P) 2T (P)
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altaldnosan
;llxl (P) ;/11’2 (P) R 5/0/1562‘ (P)
ooy () fiey(P) o [, (P)
Di = det
:;2331 (P) :;2332 (P) cte Jljlimi (P)

Ha D; > Ominden¢ = 1,2, ...,n esetén, akkor az f fiiggvénynek a P pontban
lokalis minimuma van.

Ha (—1)% - D; > 0, akkor az f fiiggvénynek a P pontban lokélis maximuma
van.

Ha D; > 0 minden ¢ = 1,2,...,n esetén, tovdbbd létezik olyan ¢ szdm,
melyre D; = 0 (azaz minden bal fels6 sarokdetermindns nemnegativ és koziiliik
legaldbb az egyik nulla), vagy (—1)* - D; > 0 és létezik olyan i szdm, melyre
D; = 0 (vagyis az elsd bal fels6 sarokdetermindns negativ, ezt kdvetéen val-
takozé elGjeliiek a determindnsok, és legaldbb az egyik determindns ezek koziil
nulla), akkor a sarokdetermindnsok vizsgdlatdval nem donthetd el, hogy van-e

% 2oy L

sz€ls6értéke az f fliggvénynek a P pontban.

Ha a sarokdetermindnsok el6jelére az el6bb felsorolt esetek egyike sem teljesiil,

akkor az f fiiggvénynek nincs szélséértéke a P pontban.

1.6.8. Példa. Az f(z;y;2) = 2% + y? + 22 fiiggvénynek a (0;0;0) pontban
lokdlis minimumbhelye van, ugyanis a (0;0; 0) staciondrius pontja és a Hesse-
matrix bal fels§ sarokdeterminansainak mindegyike pozitiv.

1.6.9. Kovetkezmény. Legyen f: D C R™ — R kétszer differencidlhat6
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek a P € D pontban az elsérendi
parcidlis derivéltjai nulldk. Tekintsiik az f fiiggvény masodrendd parcialis de-
rivaltjaibdl képzett

I xTo . Tn
.:L'l .;/1931 (P) ;/1332 (P) ttt :Itl1xn (P)
172 :;/21‘1 (P) ;;lgatg(P) ctt ggl‘n(P)
M(P) =
Tn gnxl (P) gﬂ,xg(P) s zlrlnmn (P)

Hesse-matrixot.
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Legyenek D; (i = 1,2,...,n) az M (P) métrix bal fels§ sarokdeterminénsai,
azaz legyen

Dl = fa/;/1:c1(P)a
legyen
1o, (P) f2yay (P)
D2 = det I (P) I (P) ;
2T 2T
altalanosan
:1,7/11'1 (P) :1,7/11'2 (P) ctt chlll'i (P)
9/9/2561 (P> 2/7/2502 (P> N a/clgcci (P>
Dz' = det
3/3/1'331 (P> 3/3/1$2(P> ttt grbxl(P>

Ha M (P) pozitiv definit, akkor az f figgvénynek a P pontban lokdlis mini-
muma van.

Ha M (P) negativ definit, akkor az f fiiggvénynek a P pontban lokalis maxi-
muma van.

Ha M (P) pozitiv szemidefinit vagy negativ szemidefinit, akkor a sarokdeter-
mindnsok vizsgalataval nem donthetd el, hogy 1étezik-e szélséértéke az f fliigg-
vénynek a P pontban.

Ha M (P) indefinit, akkor az f fiiggvénynek nincs szélsGértéke a P pontban.
1.6.10. Megjegyzés. Tobbvaltozoés fiiggvény lokdlis szélsGértékének meghata-
rozasa a gyakorlatban:

1. Kiszamoljuk az f fiiggvény els6rendd parcidlis derivaltfiiggvényeit.

2. Megoldjuk az

fo,(@15225 .. 5 p) =
fc:jg(xl;x27 axn) =
fzn(xl;x27 ;xn) :0

egyenletrendszert.

Az egyenletrendszer megoldasai a lehetséges sz€lséértékek, mas szdval sta-
ciondrius pontok.
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3. Kiszamoljuk az f fiiggvény masodrend( parcidlis derivaltjait, majd azokbdl
eldallitjuk az

T T2 e In
1 1 "
1 w1y Jaize o Jaa,
1/ 1 1/
T2 Tox1 Toxa ToTn
M(z1;22;. .. 520) =
T 1 " 1
n TnTl TnT2 et TnTn

Hesse-matrixot.

4. Kiértékeljiik a Hesse-madtrixot a staciondrius pontokban és alkalmazzuk a
1.6.7 tételt annak eldontésére, hogy a staciondrius pontban van-e széls6érték
és ha igen, milyen tipusu.
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Kidolgozott feladatok

78. Feladat. Hatdrozzuk meg az

flaiyis) =2 —ay+y* +22 = 2: 45

fliggvény lokalis széls6értékeit!

Megoldas:

Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivaltfiiggvényei:
falwsy;z) =2z —y
fo(ziy;2) = —x + 2y
fulzsy;2) =22 - 2.

A lokalis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

20 —y =0
—x+2y=0
22—2=0

egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 2x. Ezt behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe x = 0 adédik, igy y = 0. A harmadik egyen-
letbdl z = 1 kovetkezik.

Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (0;0; 1).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

" 1" 1

Z Tx Ty Tz

f// 1 1"

M(x;y;2) = ye  Jyy  Jyz
z " 1 1/

2T 2y 2z
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Hesse-féle matrixot. Mivel

fow =2 foy=-1 frz=0
fyw = —1 Ty = Fye
fir=0 fiy=0 fr.=2,
ezért az el6bbi matrix

x Yy z
z /2 -1 0
M(z;y;2)=y| -1 2 0
z\0 0 2

lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

2 —1 0
MP)=| -1 20
0 0 2

A kapott matrix elsd bal fels6 sarokdetermindnsa: Dy = 2.
A masodik bal fels6 sarokdetermindans:

2 -1

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

2 -1 0
Dy =det| -1 2 0 ] =6.
0 0 2

Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P pontban lokélis
minimuma van az f fliggvénynek, amelynek értéke:

f0;0,1) =02 —0-0+0*+12-2-1+5=4.
79. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flriy;2) =2+ —3ay + 22 — 42+ 2
fiiggvény lokalis szélsdértékeit!

Megoldas:
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Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
falwiy; 2) = 3% = 3y
fo(@;y;2) = 3y° — 3
fl@y;2) =22 — 4.

A lokalis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -3y =0
3y =3z =0
22—4=0

egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 2. Az els6 és
masodik egyenlet oszthaté 3-mal, igy az

2 —y=0

v —z=0
egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbsl y = x? adédik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

(%) =2 =0 = at —x=0.

Az egyenletbdl z-et kiemelve
z-(z*—1)=0

adodik, igy 1 = 0 és o = 1. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 1.
Tehat az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (0;0;2) és
Py = (1;1;2).

A lokalis szEls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y z
" " "
Tx Ty Tz

i iz 1
M(z;y;2)= Y| Jyz Jyy  Tyz

" " "
zx 2y 2z
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Hesse-féle matrixot. Mivel

e = 02 vy =3 vz =0
fyz =3 by = 6y y= =0
fe=0 foy =0 f.=2,

ezért az el6bbi matrix
x Yy =z
z /6x —3 0
M(z;y;2) = y| =3 6y 0
z\ 0 0 2

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

0 -3 0
MP)=| -3 00
0 0 2

Az elsé bal fels6 sarokdetermindns: D1 = 0.

>:O9:9.

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

A masodik bal fels6é sarokdeterminans:
0 -3

D22d6t<_3 0

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

6 —3 0
M@P)=| -3 6 0
0 0 2

A kapott métrix els6 fels6 sarokdeterminansa: D; = 6.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

6 -3
Dg—det<_3 6>_36_9_27'
A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:
6 -3 0
Dy=det| -3 6 0 | =2-(-1)%-(36—-9) =54

0 0 2
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Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P» pontban lokélis
minimuma van az f fliggvénynek, amelynek értéke:

f(1;1;2)=134+13-3-1-1422-4.2+4+2=-3.
80. Feladat. Hatirozzuk meg az
f(wsy;2) = 20 +ay + 4yt vz + 22+ 4

fliggvény lokalis szélstértékeit!
Megoldas:
Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivaltfiiggvényei:

folwyy;2) =da+y+ 2

folz;y;2) = x4 8y

filzyy;2) = o + 22.

A lokdlis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

dx+y+z2=0
r+8y=20
r+22=0

egyenletrendszert. A mdsodik egyenletbdl kivonva a harmadikat azt kapjuk,
hogy z = 4y. A masodik egyenletbdl x = —8y adddik. Ezeket behelyettesitve
az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

=32y +y+4y =0,

igy y = 0. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy z = 0 és z = 0.
Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (0;0;0).

A lokélis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z

" " "
TT Ty rz

8

1 1/ !
M(z;y;2) = Y| Jya Jyy Jyz

" " "
2x 2y 2z
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Hesse-féle matrixot. Mivel

frn =4 foy=1 fr.=1
fyn =1 fyy =8 fy-=0
fn=1 fiy=0 fr=2,
ezért az el6bbi matrix
T Yy z
x /4 1 1
M(z;y;2) = y[ 1 8 0
z\1 0 2

lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

1
8
0

N O

A kapott matrix elsd bal fels6 sarokdeterminansa: D = 4.
A masodik bal felsé sarokdeterminans:

4 1
Dg—det<1 8)—32—1—31.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

4 1 1

Dy3=det|{ 1 8 0 | =64—-8—-2=054.
1 0 2

Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P pontban lokélis
minimuma van az f fliggvénynek, amelynek értéke:

£(0;0;0) = 4.
81. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flziy;2) = —a? + 20—y — 2y — 22% — dyz
fiiggvény lokalis szélsdértékeit!

Megoldas:
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Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
fol@;y;2) = =23 42
folziy;2) = =2y —2 — 4z
filwiysz) = —4z — 4y.

A lokalis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivéaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

—2x+2=0
—2y—2—-4z=0
-4z -4y =0

egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 1. A harmadik
egyenletb6l y = —z addédik. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe azt
kapjuk, hogy

22—-2—-42=0 = z=—1

Ezt felhasznélva y = 1 adédik. Tehat az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius
pontja van: P = (1;1; —1).
A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z

i 1" "

Z Tz Ty Tz

1 1 1!
M(z;y; 2) = Yy yx vy yz

i 1" 1

z 2T 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
f;/:v:_Q fa/c,y_o falzlz_o
=0 iy =2 =1
fiw=0 foy=—4 fr. =4,

ezért a Hesse-matrix:
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Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

-2 0 0
M(P) = 0 -2 —4
0 —4 —4
A kapott matrix els6 bal fels6 sarokdeterminansa: Dy = —2.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

-2 0
Dg—det< 0 _2)_4—0_4.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

-2 0 0
D3 = det 0 -2 —4 | =-2-((-2)(—4) — (-4)?) = 16.
0 —4 —4

Mivel Dy < 0, D2 > 0és D3 > 0, ezért a P pontban nincs széls6érték.
82. Feladat. Legyen x > 0,y > 0 és z € R. Hatdrozzuk meg az
1 1
flzy;2) = E+§~I—ﬂcy+z2—2z+1

Py

fliggvény lokalis szélsdértékeit!
Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
1
folwy;2) === +y
x
, 1
fy(ziyi2) = —atT

fil@sy;2) =22 — 2.

A lokdlis szélstérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-

rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

—%er:o
1

—?—I—a::()
22-2=0)
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egyenletrendszert.

Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = x—g Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe

1
42 =0

1\2
(32)
adddik, ami ekvivalens a

—attr=0 = z-(=2*+1)=0

egyenlettel. Mivel = # 0, ezért azt kapjuk, hogy = = 1. Ezt felhaszndlvay = 1
adddik. A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 1. Tehat az f fiiggvény
staciondrius pontja: P = (1;1;1).

A lokalis szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk az f fiiggvény masodrendi parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

1 " 1"

Zz T Ty Tz
1! 1 1
M(ﬂfQ?J;Z) = fyr vy yz
" 1 1
z 2T 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
"o 3 e -
Txxr — .’ES Yy xrz T
2
"o "o "
fym_l fyy—? fyz—o
Y
1/ " 1
fz:r:o fzy:O fzz:27
ezért az el6bbi matrix
x Yy =z
2
x5 1 0

M(zy;2) = y| 1

S
o

N

o
o
[\)
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lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

A kapott métrix elsd bal felsd sarokdetermindnsa: Dy = 2.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

2 1
Dzzdet =4-1=3.
1 2

A harmadik bal felsé sarokdeterminans:

210
D3=det| 1 2 0 | =8-2=6.
00 2

Mivel Dy > 0, Dy > 0¢és D3 > 0, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az
f fiiggvénynek, amelynek értéke:

fLL) =14+14+14+1-2+1=3.
83. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flasy;2) =2 — 48z +y° —3y° + 22 — 22+ 1

Py

fuggvény lokalis szEélsdérték helyeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei
fola;y; z) = 32 — 48
fy(w;y; 2) = 3y* — 6y
filziyi2) =22 - 2.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rend( parcialis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 —48 =0
3y2 —6y =0
22—2=0
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egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 44, a misodik
egyenletbdl azt, hogy y = 0, illetve y = 2, mig az utolsé egyenletbdl azt, hogy
z = 1. Tehat az f fiiggvénynek négy staciondrius pontja van. Ezek az aldbbiak:

Py =(4;0;1) Py = (=4;0;1)
Py = (4;2;1) Py =(—42;1).
A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-

hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y z
v (1 1l S
M(zyy;2) = Y| Joe Foy fi
VA
Hesse-féle matrixot. Mivel
fiu =6 fry =0 fi.=0
fie =0 iy =6y~ 6 i =0
=0 fzy =0 =2
ezért az el6bbi métrix
T Y z
x [ 6z 0 0
M(z;y;2)= y| 0 6y—6 0
z\0 0 2

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

24 0 0
M@P)=| 0 =6 0
0 0 2

A kapott métrix els6 bal fels6 sarokdeterminansa: D; = 24.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

240
Dg—det( 0 _6>_—144.

Mivel D> negativ, ezért a P, pontban nincs szélsGértéke az f fiiggvénynek.



Hdrom- és tobbvdltozos fiiggvények lokdlis szélsdértéke 107

Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P, pontban, akkor

24 0 0
MP)=| 0 6 0
00 2

A kapott matrix els6 fels6 sarokdeterminansa: D; = 24.

A masodik bal fels6é sarokdeterminans:

24 0
Dg—det( 0 6)-144.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

24 0 0
D3 = det 0 6 0 | =144-2=288.
0 0 2

Mivel minden bal fels§ sarokdetermindns pozitiv, ezért a P, pontban lokalis
minimuma van az f fiiggvénynek.

Ha az M métrixot kiértékeljiik a P5 staciondrius pontban, akkor

-24 0 0
M(Ps) = 0 —6 0
0 0 2
A kapott métrix els6 bal fels6 sarokdetermindnsa: D = —24.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

24 0
DQ—det< 0 _6>_144.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

-24 0 0
D3 = det 0 -6 0 | =288.
0 0 2

Tehat a Ps pontban nincs széls6érték.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P, staciondrius pontban, akkor

—24 0 0
M(Py) = 0 6 0
00 2

A kapott matrix els6 bal felsé sarokdeterminansa: Dy = —24.
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A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

-24 0
Dg—det( 0 6>—144.

Mivel D negativ, ezért a P pontban nincs szélsGértéke az f fiiggvénynek.
84. Feladat. Hatarozzuk meg az

flziyszu) = 22 +y? — 62 — zy + 22 — 22 + 2u® — 4u
fliggvény lokalis szélsdértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsOrend( parcialis derivaltfiiggvényei:

fe(wiy;zu) =22 — 6 —y
fo(xsy;ziu) =2y — =
fi@y; zu) = 22 — 2
falwsys zu) = du — 4.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendi parcialis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

20 —6—y =20
2y —x =10
22—-2=0
du—4=0

egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy v = 1, mig a har-
madikbdl azt, hogy z = 1.

A masodik egyenletbdl x = 2y adédik, amit behelyettesitve az els6 egyenletbe
azt kapjuk, hogy y = 2.

Ezt felhasznilva z = 4 adddik.
Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (4;2;1;1).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliiggvény masodrend(i parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
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azokbdl képzett
x Y z U
" " " "
x xrx Yy Tz ru
11 " 1" 1"
Y yr 9y yz yu
M(x§y§z§u) = " " " "
zT Y zZ zZU
" " " "
u uxr uy uz uu
Hesse-féle matrixot. Mivel
" " " "
fac:c:2 fa:y__l fmz_ fa:u:
" " " "
fyx:_l fyy fyz fyu:
" " " "
fzxzo fzy:O fzz fzu:
1" " " "
fua::O fuy* fuz*O fuu:
ezért az el6bbi matrix
r Yy z u
T 2 -1 0 0
y|l -1 2 0 0
M (z;y; 2;5u) =
z| O 0 2 0

u\0 0 0 4

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

2 -1.0 0
1 20 0
M(P) = 0 0 2 0
0 0 0 4

A kapott matrix elsd bal fels6 sarokdeterminansa: Dy = 2.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

2 —1
Dg—det<_1 2)_4—1_3.

A harmadik bal fels6 sarokdetermindns:
2 —_
D3 = det —1
0

SN =

0
0 | =6.
2
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A negyedik bal felsé sarokdetermindns:

2 -1 0 0
B -1 200 | _ _—
Dy=det| o 4 9 o |=4 (-D*-6=24
0 00 4

Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek, amelynek értéke:

f4;2,1;1) =42 +22-6-4—-4-24+12-2.142-12—4-1=—15.
85. Feladat. Hatirozzuk meg az
flzyy;z3u) = 23 + y? — 6oy + 222 — 4z 4+ u® — 6u+3
fiiggvény lokalis szEéls6érték helyeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
fol@;y; z3u) = 3% — 6y
fo(;y; z3u) = 2y — 6z
filwsyszu) = 42— 4
fu(@;y; 25u) = 2u — 6.

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 —6y=0
2y —6x =0
4z—4=0
2u—6=20

egyenletrendszert. Az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy v = 3, mig a har-
madikbdl azt, hogy z = 1. A mdsodik egyenletb6l y = 3z adddik, amit behe-
lyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy

322 — 182 =0 = 3z - (x —6) = 0.
Tehat 1 = 0, illetve z9 = 6, igy y1 = 0, illetve yo = 18 adddik.

Tehat az f figgvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (0;0;1;3),
illetve P, = (6;18;1;3).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcialis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y z U

1 " 1 1
TrT Ty Tz Tu

" " 1 1"

M(x§y52;u) = 5 " " " 11

zxr zY zZ ZU
u\ £ 11,
Hesse-féle matrixot. Mivel
f.;/z = 6z f;/y =—6 fgz = fgu =
=6 =2 I fon =
fle=0 foy = f2. fow =
fgxzo fgy_ flltlz_o leju:
ezért az el6bbi matrix
T Yy zZou
r /6x —6 0 O
yl -6 2 0 0
M (z;y; z;u) =
z 0 0 4 0
u \ 0 0o 2 2

lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

0 -6 0 0
6 2 0 0
M(P) = 0 0 4 0
0 00 2

A kapott matrix elsé bal felsd sarokdeterminansa: Dy = 0.
A miasodik bal fels6 sarokdetermindns:

0 —6
Dg—det<_6 2)——36.

P

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
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Ha az M matrixot kiértékeljiik a P> staciondrius pontban, akkor azt kapjuk,
hogy

36 -6 0 0

6 2 0 0
M(Py) = 0 0 4 0
0 0 0 2

A kapott métrix els6 bal fels6 sarokdeterminansa: D; = 36.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

36 —6
DQ—det<_6 2)—36.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

36 —6 0
Dy=det| =6 2 0 | =4-36=144.
0 0 4
A negyedik bal fels6 sarokdetermindans:
36 —6 0 O
-6 2 00
Dy = det 0 040 |7 2-144 = 288.
0 0 0 2

Mivel minden bal fels§ sarokdetermindns pozitiv, ezért a P, pontban lokalis
minimuma van az f fiiggvénynek.
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1.7. Kétvaltozés fiiggvények abszolit szélsoértéke

1.7.1. Definicié. Az f: D C R? — R fiiggvénynek az (xq;yo) € D pont
abszoliit maximumhelye, ha minden (z;y) szdmparra f(x;y) < f(zo;yo) tel-
jestil.

Az f: D C R? — R fiiggvénynek az (zo;yo) € D pont abszoliit mini-
mumbhelye, ha minden (z;y) szdmpérra f(x;y) > f(xo;yo0) teljesil.

1.7.2. Tétel. Korlatos és zart halmazon értelmezett fiiggvénynek van abszoluit
minimuma és abszolit maximuma.

1.7.3. Tétel. Az abszolit szEélsGérték meghatarozasanak 1épései:

1.

Soroljuk fel a tartomdny belsejében azokat a pontokat, ahol a fiiggvénynek

lokalis széls6értéke lehet, és szdmoljuk ki a fliggvény helyettesitési értékeit
ezekben a pontokban.

. Soroljuk fel a tartomdny hatardn azokat a pontokat, ahol a fiiggvénynek

7z

lokalis szélséértéke lehet, és szamoljuk ki a fiiggvény helyettesitési értékeit
ezekben a pontokban.

. Vélasszuk ki a helyettesitési értékek koziil a legnagyobbat és a legkisebbet.

Mivel az abszoldt maximum és minimum lokalis is, ezeknek €l§ kell for-

dulniuk a lokdlis széls6értékek kozott, igy a legnagyobb érték az abszolut
maximum, a legkisebb érték az abszolit minimum.
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Kidolgozott feladatok

86. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 2z — 2 + 2y — y? + 2 fliggvény

7z

abszoltt szélséértékeit az x = 0, y = 0, y = 9 — x egyenesek altal meghatédro-
zott zart hdromszdgtartomanyon!

Megoldas:
A hiromszdgtartomdany az aldbbi:

]

B
170 1 2 3 4 5 6 7 8 9

O = N W h O O N O ©O

A tartomdny belsejében a lehetséges szélsGértékhelyek az fl(x;y) = 0 és
fy(z;y) = 0 egyenletrendszer megolddsai.

Mivel f;(z;y) = 2 — 22 és f,(2;y) = 2 — 2y, ezérta

2-2x=0

2—-2y= O}
egyenletrendszer megolddsa: x = 1, y = 1. Legyen P, = (1;1)! Ez a pont
benne van a hdromszogtartomanyban. A fiiggvényérték a P; helyen:

f(P)=2-1-1*+2-1-1*+2=4.

Ezutédn a tartomdny hatarain kell vizsgalédnunk.

Az egyik hatar az y = 0 egyenlet(i egyenes azon szakasza, amelyre 0 < z < 9.
Ezen a halmazon

f(zyy) = f(2;0) = 22 — 2* + 2.

Ennek a derivaltfiiggvénye: f'(x) = 2—2x. A 2—2x = 0 egyenlet megoldésa:
x = 1. Legyen P, = (1;0)! Ekkor azt kapjuk, hogy

f(R)=2-1+2=3.
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A madsik hatdr az x = 0 egyenletii egyenes azon szakasza, amelyre 0 < y < 9.
Ezen a halmazon

fxsy) = f(0;y) =2y — y* + 2.

Ennek a derivéltfiiggvénye: f'(y) = 2—2y. A 2— 2y = 0 egyenlet megoldésa:
y = 1. Legyen P3 = (0;1)! Ekkor azt kapjuk, hogy

f(Py)=2-1+2=3

A harmadik hatdr az y = 9 — x egyenletli egyenes azon szakasza, amelyre
0 < x < 9. Ezen a halmazon

flay)=f(;9—2) =20 —a2?+2-(9—2)— (9—2)>+2=
=27 —224+18 -2 — 81+ 18z — 22> +2 =
=18z — 222 — 61.

Ennek a derivdltfiiggvénye: f'(z) = 18 — 4z. A 18 — 4z = 0 egyenlet megol-

T
ddsa: z = 5. Legyen Py = (3;3)! Ekkor azt kapjuk, hogy

9 97 41
P)=18--2-(2) —61=——.
A haromszogtartomany hatdrai még a (0;0), (9;0) és (0;9) pontok. Legyen
Ps = (0;0), Ps = (9;0) és P = (0;9)! Ekkor a P5 pontban a helyettesitési
érték:
f(P)=2-0-0+2-0-0*+2=2.
f(P)=2-9-92+2=—61.
A P; pontban a helyettesitési érték:
f(Pr)=2-9-9%+2=—61.

Tehat azt kaptuk, hogy a fiiggvény maximuma 4, amit a P; = (1;1) pontban
vesz fel, minimuma —61, amita Ps = (9;0) és P; = (0;9) pontokban vesz fel.

87. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 22 4+ xy + y? — 6z + 2 fiiggvény
abszolut szélsGértékeit az [0; 5] x [—3; 0] téglalapon!

Megoldas:

A téglalaptartomany az aldbbi:
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0A D
2 -1, 97/ 5 6
-2
-3
4P C
A tartomdny belsejében a lehetséges szélsGértékhelyek az fL(z;y) = 0 és

fy(z;y) = 0 egyenletrendszer megolddsai.
Mivel f;(2;y) = 22 +y —6és f,(z;y) = x + 2y, ezért a
2¢+y—6=0
T+ 2y = 0}

egyenletrendszer megolddsa: * = 4, y = —2. Legyen P, = (4;-2). A
figgvényérték a P, helyen:

f(P)=16—-8+4—24+2=-10.
Ezutdn a tartomdny hatérain kell vizsgalédnunk.

Az egyik hatar az y = 0 egyenletii egyenes azon szakasza, amelyre 0 < z < 5.
Ezen a halmazon

f(z;y) = f(2;0) = 2% — 6 + 2.
Ennek a derivaltfiiggvénye: f'(x) = 22 —6. A 22—6 = 0 egyenlet megolddsa:
x = 3. Legyen P = (3;0)! Ekkor azt kapjuk, hogy
f(P)=9—-1842=-T7.

A masik hatar az y = —3 egyenletli egyenes azon szakasza, amelyre 0 < z < 5.
Ezen a halmazon

f(z;y) = fo;-3) =22 —324+9—-6z+2=2a%—9z+11.
Ennek a derivaltfiiggvénye: f'(x) = 22 —9. A 22 —9 = 0 egyenlet megolddsa:
x = 5. Legyen P3 = (3; —3)! Ekkor azt kapjuk, hogy
81 81 37

f(Ps) Z—?‘f‘ll: 1

A harmadik hatar az z = 0 egyenletli egyenesnek azon szakasza, amelyre tel-
jesiil, hogy —3 < y < 0. Ezen a halmazon

flzy) = f(0y) = y* +2
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Ennek a deriviltfiiggvénye: f'(y) = 2y. A 2y = 0 egyenlet megolddsa: y = 0.
Legyen Py = (0;0)! Ekkor azt kapjuk, hogy
f(P1)=04+0+2=2.

A negyedik hatdr az x = 5 egyenletli egyenesnek azon szakasza, amelyre tel-
jesiil, hogy —3 < y < 0. Ezen a halmazon

flzy) = f(5;9) =25+ 5y +y*> —30 + 2 = 3? + 5y — 3.

Ennek a derivéltfiiggvénye: f'(y) = 2y+5. A 2y+5 = 0 egyenlet megoldésa:
Y= —%. Legyen P5 = (5; —%)! Ekkor azt kapjuk, hogy

f(P5) = (—5>2—25—3:—37.

A téglalaptartomdny hatdrai még a (0; —3), (5;—3), (5;0) és (0;0) pontok,
azonban a (0; 0) mar kordbban szerepelt.
Legyen Ps = (0;—3), Pr = (5;—3) és Py = (5;0)! Ekkor a Ps pontban a
helyettesitési érték:
f(Ps) = (-3)*+2=11.
A P pontban a helyettesitési érték:
f(P)=25—154+9—30+2=—9.

so 2t 2

f(Pg) =25—30+2=—3.

Tehat azt kaptuk, hogy a fiiggvény maximuma 11, amita P = (0; —3) pontban
vesz fel, minimuma —10, amit a P, = (4; —2) pontban vesz fel.
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222

1.8. Feltételes szélsoérték

Elméleti 6sszefoglalo

Feltételes széls6érték meghatarozasakor bizonyos értelmezési tartomanyra vo-

Py

natkozo feltételeket is figyelembe vesziink a sz€éls6érték meghatdrozdsahoz.

1.8.1. Definicié. Tekintsiik az f: D C R™ — R differencidlhat6 fiiggvényt és
ag;: D C R* — R differencidlhaté fiiggvényeket, ahol ¢ = 1,...,m < n.
Ekkor az
LA A2 5 Ami 213221 2n) = A1 g1 (@13 225 -5 @)+
+ A2 ga(@1; @5 s Tn) + .+
+ A - gm(xl; Z2s...; xn)‘f’
+ f(z15 2255 m)
fliggvényt Lagrange-fiiggvénynek nevezziik.
1.8.2. Példa. Legyen f(z;y) = x+3y és tekintsiik a g(z; y) = 22 +y feltételt!
Ekkor a Lagrange-fiiggvény:
Lzy) =A@ +y)+2+3y=X-2"+ - y+z+3y.

1.8.3. Tétel. (lokalis sz&lsdérték 1étezésének sziikséges feltétele)
Tekintsiik az f: D C R™ — R differencidlhat6 fiiggvényt, tovabba legyenek
gi: D C R™ — R differencidlhat6 fiiggvények, ahol7 =1,...,m < n.

Ha az f fuggvénynek a P € D pontban a
g1(P) =0, g2(P) =0, ..., gm(P) =0

feltételek mellett lokalis szélsGértéke van és a g; ,feltételek” (i = 1,...,m)
egymdstdl fiiggetlenek, azaz a

(91),(P) oo (91), (P)

(9m)e, (P) - (gm)5, (P)

matrix rangja m, akkor 1étezik olyan () € R™ pont, hogy a Lagrange-fiiggvény
elsérend( parcidlis derivaltfiiggvényei a (Q; P) € R™ x D pontban nulldk.
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P

1.8.4. Tétel. (lokdlis sz€lsGérték 1étezésének elégséges feltétele)

Tekintsiik az f: D C R™ — R kétszer differencidlhaté fiiggvényt és legyenek
minden ¢ = 1,...,m < nesetén g;: D C R™ — R kétszer differencidl-
hat6 fiiggvények. Tegyiik fel, hogy a (Q; P) € R™ x D pontban a Lagrange-
fliggvény els6rendd parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk valamint a

(91),(P) oo (91, (P)

(), (P) - (gm)h (P)

matrix rangja m. Tekintsiik az L fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiigg-
vényeibdl képzett

M(Q;P) =
LY 5, (@3 P) oo LY\ (Q;P) LY . (@;P) ... LY, (Q;P)
L (@) o L (QiP) L, (QiP) ... LY. (Q:P)
LI\ (@ P) .. LI (Q;P) L7, (Q;P) ... Ly, (Q;P)
QP . I (QiP) L (Q5P) .. Ll (Q:P)

mdtrixot. Jelolje D; az M (Q; P) métrix bal fels6 sarokdetermindnsait.

Ha (—1)™ - D; > 0 minden j = 2m + 1,...,n + m esetén, akkor az f
fiiggvénynek a P pontban lokdlis minimuma van a megadott feltételek mellett.

Ha (—1)™%7 . D; > 0 minden j = 2m + 1,...,n + m esetén, akkor az f
fiiggvénynek a P pontban lokélis maximuma van a megadott feltételek mellett.

1.8.5. Megjegyzés. Feltételes szElsGérték meghatdrozasa a gyakorlatban:

1. Meghatdrozzuk az 1.8.1 médon definidlt Lagrange-fiiggvényt.

2. Kiszamoljuk a Lagrange-fiiggvény elsérendi parcidlis derivaltfiiggvényei.

3. Az els6rendii parcidlis derivalt fiiggvényeket egyenldvé tessziik nulldval és
megoldjuk a kapott m + n darab ismeretlent tartalmazé egyenletrendszert.
Az egyenletrendszer megoldasvektordnak utolsé n koordindtdibdl képzett
pontok az f fiiggvény lehetséges sz&lsGértékei, mas szoval staciondrius pont-
jai.

4. Megkonstrudljuk a Lagrange-fiiggvény masodrendd parcialis derivaltfiigg-
vényeibdl all6 1.8.4 tételben szerepld matrixot, amit kiértékeliink azon sta-
cionarius pontokban, amelyekben a 1.8.3 tételben szereplé matrix rangja m
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és alkalmazzuk a 1.8.4 tételt annak eldontésére, hogy a staciondrius pontban
van-e sz€ls6érték és ha igen, milyen tipusu.

1.8.6. Megjegyzés. Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor az (x; y) — f(x;y)
fiiggvény kétvaltozos és egyetlen g(z; y) = 0 feltételiink van. Ekkor a (feltéte-
les) szE&lsGérték meghatdrozdsa az aldbbi médon torténik:

1.

Meghatérozzuk az
L(Xzsy) = A g(zy) + fa59)

Lagrange-fiiggvényt.

2. Kiszamoljuk a Lagrange-fiiggvény elsérendii parcidlis derivalt fiiggvényeit.

. Az elsbrendii parcidlis derivaltfiiggvényeket egyenl6vé tessziik nullaval, az-

az megoldjuk a

L\(\z5y) =0
Li(Xzy) =0
Ly(Xzy) =0

egyenletrendszert. Legyen az egyenletrendszer megolddsa, azaz a staciona-
rius pont (Ao; Zo; Yo)-

. Megkonstrudljuk a Lagrange-fliggvény mdasodrendd parcidlis derivéltfiigg-

vényeibdl allé
LiWNasy) LY, (Nasy) LY, (A asy)
MNzy) = | LiLNzy) L.(Nasy) Ly, (A z;y)
Lys(Naiy)  Ly,(Aasy) Ly, (N2 y)
matrixot. Kiértékeljiik a matrixot a staciondrius pontokban. A 1.8.4 tételben
n=2&m=1,ezért2m + 1 =3 ésn+ m = 3, tehdt csak a
L5\ (o zo;y0) Ly, (Ao; wos o) LK, (Mos 20; o)

Dy =det | Ly(Moszos90) Ly, (Moswo; o) Ly, (Ao; zo; yo)
L\ (Qoszosvo) Lz (Xoszosyo) Ly, (Aos Zo; yo)
determinanst kell tekinteniink.

Ha (—1)' - D3 > 0, azaz D3 < 0, akkor az f fiiggvénynek az (x¢; o)
pontban lokdlis minimuma van.
Ha (—1)*3 . D3 > 0, azaz D3 > 0, akkor az f fiiggvénynek az (xo; o)
pontban lokdlis maximuma van.
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1.8.7. Példa. Hatirozzuk meg az f(x;y) = x + y fiiggvénynek az 22 + 3> =

Py

200 feltétel mellett a lokalis sz&lsdértékét!
Megoldas:
Legyen g(x;y) = 22 + y? — 200. A Lagrange-fiiggvény:
Lxziy) =X g(z3y) + flasy) = A- (@ +y* —200) + 2 +y =
=X 22+ \-y? — 200\ + 2 + y.
Az L figgvény elsérend( parcidlis derivéltfiiggvényei:
LA\ 23 y) = 22 + % — 200
L\ zyy) =2\ + 1
Ly,(\zyy) =20y + 1.

Tehét az
z? 4+ y% = 200
2 +1=0
22y+1=0
egyenletrendszert kell megoldanunk.
A maésodik egyenletbdl x = —%, a harmadik egyenletbdl y = —% adaodik.
Ezeket behelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
1 1
— + — = 200.
4\? + 4\? 00
Tehat
1 1
—_—9 2 _ _—
e =20 = A=
fgy A1 = o5 és Ao = —o. Tehdt a1 = —10és y; = —10, illetve x5 = 10 és

yo = 10 adédik.

Tehat a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontjai:

(Q; P1) = <210;—10;—10> € (Q2; P2) = <_2103 10; 10) :

7z

A feltételes szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény masodrend( parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
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azokbdl képzett
A x Y
AL (Nasy) L, (Nsasy) LY, (A2 y)
M\ ay) = o | L(hay) Li,(hay) L, (Aa;y)
y \ LjpnNasy)  Lig(Nasy) Ly, (Aziy)
matrixot. Mivel
(Azsy) =0 Yo\ a5y) = 22 Yy(Asmiy) =2y
Li(Nmy) =20 L (hazy) =21 L (Nzy) =0
mzy) =2y Ly (\zy) =0 Ly, (A my) = 2,

ezért az el6bbi matrix

ATy
A/0 22 2

M\ z;y)= x| 2 2Xx 0
¥y \2y 0 2A

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q1; P;) staciondrius pontban, akkor

0 —20 —20
M(@Qy;P)=| 20 g5 0
-20 0 £

Mivel az M (Q1; P;) métrix determindnsa

0 —20 —20
Dy=det| -20 { 0 | =-40<0,
-20 0 45

ezért a 1.8.6 megjegyzés szerint az f fiiggvénynek a P; = (—10; —10) pontban
minimuma van. A minimumérték:

f(~10; —10) = —20.
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Ha az M matrixot kiértékeljiik a (Q2; P) staciondrius pontban, akkor

0 20 20
M(QyP)=] 20 —35 0
20 0 —35
Mivel az M (Q2; P>) métrix determindnsa
0 20 20
Dy=det| 20 —75 0 | =80>0,
20 0 —15

ezért a 1.8.6 megjegyzés szerint az f fiiggvénynek a P, = (10;10) pontban
minimuma van. A minimumérték:

£(10;10) = 20.
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Kidolgozott feladatok

88. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 22 + y fiiggvénynek az x —y = 0
feltétel mellett a lokélis szEéls6értékét!

Megoldas:
Legyen g(z;y) = z — y! A Lagrange-fiiggvény:
Lzy) = A-glasy) + flay) = A- (@ —y) +2” +y =
=Xz —XNy+a®+y.

Az L fiiggvény els6rendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
L\(\zy) =z —y
L (\zyy) = A+ 2
L,(Nzy) = =AM+ 1.

Tehat az
r—y=20
A+22=0
-A+1=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A harmadik egyenletb6l A = 1 adddik. Ezt behelyettesitve a masodik egyen-

letbe azt kapjuk, hogy = = —%. Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = —%.

Tehdt a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja: (Q; P) = (1;—3; —1)

A feltételes szElsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk az L fliggvény mdsodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A T Y
A (LN ary) LY, (Nay) LY, (N 23y)

MX\ay) = x| L(Noy) L,(Nasy) Ly, (A ;)
y \ Lyy(Nszyy)  Ly,(Nzy) Ly, (A asy)
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matrixot. Mivel
NAzy) =0 eNimy) =1 YA ay) = —1
Nmy) =1 Ly (Nzy) =2 Ly, (Mzy) =0
mdzy)=—-1 Ly (hay)=0 Ly (Aay) =0,

ezért az el6bbi matrix

Aoy

A/0 1 -1
MNzy)=2z| 1 2 0
y\—1 0 O

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

01 -1
M@@P)=| 12 0
~10 0

adodik. Mivel az M (Q; P) métrix determindnsa

01 —1
Dy=det| 1 2 0 |=-2<0,
-1 0 0

ezért az f fiiggvénynek minimuma van a P = (—%; —%) pontban. A mini-

mumérték:
f 1y 1 1 1
27 2) 4 2 4

89. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = x - y fiiggvénynek az x + y = 200
feltétel mellett a lokélis szEélsGértékét!

Megoldas:
A feladat feltétele szerint:

T+y=200 =  x+y—200=0,

igy legyen g(z;y) = = + y — 200.
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A Lagrange-fiiggvény:
Lxzy) = A-g(@y) + flay) = A (2 +y—200) + 2y =
=Az+ A y—200A+2z-y.
Az L fiiggvény elsérend(i parcidlis derivéltfiiggvényei:
L\(\x3y) = o +y — 200
Ly(hzy) = A +y
L,(\z5y) = A+ .

Tehat az
z+y—200=0

A4y=0
Adx=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A masodik egyenletbdl kivonva a harmadik egyenletet azt kapjuk, hogy y = x.
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe 2z = 200 adddik, igy « = 100, ami azt
jelenti, hogy y = 100 és A = —100. Tehét a Lagrange-fiiggvény staciondrius
pontja: (Q; P) = (—100;100; 100)

A feltételes szElsGérték 1€tezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatdrozzuk az L fiiggvény mdsodrendi parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Y
AL (Nasy) L, (Nsasy) LY, (Asasy)
M(\zy) = = | LIL(Nasy)  Li(hay) LY, (M z;y)
y \ LpnNwsy)  Lig(Nasy) Ly, (Az;y)
matrixot. Mivel
L (N z39) =0 L, (\zy) =1 yhay) =1
zy) =1 L. (\zy) =0 L, (\zy) =1

mTy) =1 Ly (Aasy) =1 Ly, (\a;y) =0,
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ezért az el6bbi matrix

A Xy

A/0 1 1
MNz;y)=2z| 1 0 1
y\1 1 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

011
M@QP)=| 10 0
110
Mivel az M (Q; P) métrix determindnsa
011
D3=det| 1 0 0 | =1>0,
110

ezért az f fiiggvénynek maximuma van a P = (100; 100) pontban. A maxi-
mumérték: f(100;100) = 10 000.

90. Feladat. Egy téglatest térfogata 64 cm?. Hatdrozzuk meg az éleit gy, hogy
a felszine a lehetd legkisebb legyen!

Megoldas:
Legyenek a téglatest élei x, y és z. Ekkor a térfogata:
V=x-y z=064
Legyen g(x;y;2) = x -y - z — 64. A téglatest felszine:
Alzsy;2) =2 (z-y+ax-z2+y-2).
A Lagrange-fiiggvény:

L(Xasy;z) = A g(asy; 2) + Awsys 2) =
=N (x-y-z—64)+2-(z-y+z-2+y-2)=
=Ax-y-z—64\+2-(z-y+xz-z2+y-2).
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Az L fiiggvény elsérend(i parcidlis derivéltfiiggvényei:

LA\ zsy52) = -y - 2 — 64

L \zyy;2) =Xy -2+2y+ 22
L;()\;x;y;z):)\-x-z+2m+2z
LL(\xy;2) =Xz y+ 20+ 2y.

Tehét az
r-y-z2—64=0

Ay-z4+2y+22=0
Ax-z4+2x+22=0
Az-y+2x+2y=0
egyenletrendszert kell megoldanunk.
A misodik egyenletbdl kivonva a harmadikat, azt kapjuk, hogy
ANz (y—x)+2y—2x=0,
igy
(y—z)-(A-z+2)=0.

Ez csak ugy lehet, ha y = x vagy A- z+2 = 0, azonban ha A - z +2 = 0, akkor
a harmadik egyenletbdl z = 0 addédik, ami nem lehetséges.

A masodik egyenletbdl kivonva a negyediket, akkor azt kapjuk, hogy
Ay -(z—x)+2z—22 =0,
igy
(z—z)-(A-y+2)=0.

Ez csak ugy lehet, ha z = x vagy A-y+2 = 0, azonban ha A -y 42 = 0, akkor
a negyedik egyenletbdl y = 0 addédik, ami nem lehetséges.

Tehat azt kaptuk, hogy © = y = 2. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe

x> = 64 =>x=4

adédik, igy * = y = z = 4. A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = —1.
Tehdt a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja: (Q; P) = (—1;4;4;4)
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A feltételes szElsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk az L fiiggvény mdsodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

M(X; x5 y;2) =
A T Y z
MODGNzsysz) LY (Nasyiz) Ly (Nayiz) L (N aiy52)

v| DhNwsysz) Li(Nwsyiz) Liy(Nwy2) Liz(Aaiy;2)

v | LpNsziysz) La(Nasyiz) Ly, (L osy;2) Ly (A 2593 2)

2\ LLWNmy;z) L (Gmysz) Lo,(Nwy;z) DL (Asasy;2)

matrixot. Mivel

s y; 2) = f myz) =y 2

mNzyiz) =y -2 L' (Azy;2) =0
L(\zyy;2) =2 2 L// STy ) =242

//)\0‘355;?]; )—«73 Y L” ()\ x;y;z):/\.y+2

és

whizyz) =z U (Nayiz) =2y
L// (>‘ Ty;2) = A2+ 2 L// Jxyy ) =Ny +2
L// (A TiY5 2 ) L/l ()\ $,y72>_)\$—|—2
L ()\ T;y;2) = A-x 42 L (N\x;y;2) =0,
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ezért az el6bbi matrix
A x Y z
A 0 Y-z Tz -y
x| y-z 0 Az+2 Ay+2
M\ z;y;2) =
ylx-z A-z+4+2 0 A-x+2

zy ANy+2 Ax+2 0

I\

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiikk a (Q; P) = (—1;4;4;4) staciondrius pontban,
akkor
0 16 16 16

16 0 -2 -2
16 -2 0 -2
16 -2 -2 0

M(Q; P) =

A 1.8.4 tételben m = 1 és n = 3, ugyanis egy feltétel van és 3 véltozds a
fiiggvény, igy a D3 és D, sarokdetermindnsokat kell kiszamolnunk. A Dj
sarokdetermindns értéke:

0 16 16
D3 =det | 16 0 -2 = —512 — 512 = —1024.
16 —2 0
A
0 16 16 16
16 0 -2 =2
Dy = det

16 -2 -2 0

determinéns értékének kiszdmoldsdhoz eldszor a harmadik sorbdl vonjuk ki a
masodik sort és a negyedik sorbdl vonjuk ki a misodik sort. Ekkor azt kapjuk,

hogy

0 16 16 16 0 16 16 16

16 0o -2 -2 16 0 -2 -2
det = det

16 —2 0 -2 0 -2 2 0

16 -2 -2 0 0 -2 0 2
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A kapott determindnst az elsd oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk, hogy

0 16 16 16
6 0 -2 o 16 16 16
Dy = det =16-(—=1)%-det | —2 2 0 | =
0 -2 2 0
-2 0 2

0 -2 0 2
= —16- (64 + 64+ 64) = —3072.

Mivel (—1)}- D3 = 1024 és (—=1)'- Dy = 3072, gy (—1)*- D3 > 0és (—1)*-
Dy > 0, ezért az A fiiggvénynek minimuma van a P = (4;4;4) pontban. A
minimumérték:
A(4;4;4) = 2- (16 + 16 + 16) = 96 cm”.
91. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(sy;z5u) = 22 + 2y + 22 + 6u
fiiggvénynek a 2x + y — z = 20 és —y + u = 40 feltételek mellett a lokalis
sz€1sGértékét!
Megoldas:
Legyen g1(x;y;z;u) = 2x +y — 2 — 20 és go(x; 95 2;u) = —y +u — 40. A
Lagrange-fiiggvény:
LA Aoy asys zu) = A - gu(@5 5 25u)+
+ X2 ga(miys 2 u) + f (595 250) =
=M 2r+y—2—20)+ X2 (—y+u—40)+
+ 2% + 2y + 2% + 6u.
A zaréjeleket felbontva
LA A525y52;u) =20 -2+ A1 -y — A1 -2 — 20\ —
— oY+ Ao u—40Xg + 22 + 2y + 22 + 6u
adddik. Mivel az

<(91)§c (g1)y (91)% (91);>:<2 1 -1 0>
(92)% (92)y (92)% (92)y

matrix rangja 2, ezért alkalmazhat6 a 1.8.3 tétel.
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Az L fiiggvény elsérend(i parcidlis derivéltfiiggvényei:

Ly, (M dos sy 25u) = 20+ — 2 — 20
L LA A2 2595 25u) = —y +u — 40
L (s Aos w35 25u) = 20 + 22
L;()\ Aoy T3y z3u) = A\ — Ao + 2
LL(A; ho; 595 23u) = =Xy + 22
L!,(A1; Ao; w595 2;u) = Ao + 6.

A szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele szerint az L fiiggvény elsérendi
parcidlis derivaltfiiggvényeinek nulldnak kell lenni, igy az

2 +y—2—-20=0
—y+u—40=0
201 +2x =0
AMl—XA+2=0
A +22=0
A+6=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

Az utols6 egyenletbdl Ay = —6 adddik. Ezt behelyettesitve a negyedik egyen-
letbe azt kapjuk, hogy Ay = —8. Ezt behelyettesitve az 6todik egyenletbe
z = —4 adddik.

A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy © = 8, az els6bdl pedig azt, hogy
y = 0, végiil a masodik egyenletbdl azt, hogy v = 40.

Tehat Q = (—8; —6) és P = (8;0; —4;40), igy a Lagrange-fiiggvény staciona-
rius pontja: (Q; P) = (—8; —6;8;0; —4; 40).

A feltételes szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fiiggvény masodrendi parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az



Feltételes szélsoérték 133

azokbdl képzett

AM A2 T Y z U

" " " " " "
)‘1 L)\l)q L)\l)\z L)qx L)xly L)\lZ L)qu

" " " " " "
)‘2 L)\g)q L)\Q)\Q L>\21‘ L>\2y L)xgz L)\Qu

" " " " " "
€T L;v)q Lx)\g L:(::r ny sz Lxu

M(Ais Ags 3y 23 u) =

y L/l

"
yA1 L

! ! " !
YA2 Lyw Lyy Lyz Lyu

" " " " " "
z Lz)q Lz)\g Lz:}c Lzy Lzz L

ZU
" " ! U U "
w \ L', LU, LU, LI, LI L

uu

matrixot. A megfeleld derivaltakat kiszdmolva az el6bbi matrix

Al X Ty z U
M/ O 0 2 1 -1 0
] 0O 0 0 -1 0 1
z 2 0 2 0 0 0

M (Ais Ags sy 23 u30) =

1 -1 0 0 0 O
z -1 0 0 O 2 0
U 0 1 0 O 0 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

0 02 1 -1 0

0 00 -1 01

M(Q: P) = 2 02 0 00
1 -1 0 0 00O

-1 00 0 20

0 0 0 00

\V)

adodik. Mivel a 1.8.4 tételben most n = 4 és m =
determinansokat kell kiszamolnunk.

, ezért a D5 és Dg
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A
0 2 1 -1
0 0 -1 0
Dy = det 2 2 0 0
1 -10 0 O

-1 0 0 0 2

determindns értének kiszdmoldsdt a mdsodik sor szerinti kifejtéssel végezziik:

0 02 -1

D5 =(—1)-(=1)5-det 2 020

-1 0 0

-1 0 0 2

A kapott determindnst a médsodik oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk, hogy

0 2 -1

Ds=(=1)-(=1)-(=1)° - det 2 2 0

-1 0 2

A kapott matrix determindnsét Sarrus-szabdllyal szamolva:
D5 =—1-(0—-10) = 10.

A
0 2 1 -1 0
0 0 -1 0 1
2 2 0 0 0
Dg = det
1 -1 0 0 00
-1 0 0 0 20
0 1 0 0 0 0

determindnst az utolsé sor szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
02 1 -10

00 -1 01
Dg = (—1)8 - det 2 2 00
10 0 0
-1 0 2 0
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A kapott determindnst a negyedik sora szerint kifejtve

2 1 -1 0

D= (-1 -det| - = 1
2 0 00
0 0 20

adddik. A kapott determindnst a harmadik sora szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
1 -1 0
Dg=(-1)-2- (=D -det| =1 0 1 | =-2-(-2)=4.

0 20

Mivel (—=1)2- D5 > 0és (—1)% - Dg > 0, ezért az f fiiggvénynek minimuma
van a P = (8;0; —4; 40) pontban. A minimumérték:

f(8;0; —4;40) = 8% 4 (—4)? + 6 - 40 = 320.
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1.9. Halmazok és tobbvaltozoés fiiggvények konvexitasa

1.9.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy R" egy S részhalmaza konvex, ha barmely
két pontjat 0sszekotd szakasz teljes egészében a halmazban van, azaz barmely
x,y € S esetén

Azx+(1-=XN)-yeSs (x;y € 9).

1.9.2. Megjegyzés. Az alabbi abran egy konvex és egy nem konvex halmaz
lathaté:

Konvex Nem konvex

1.9.3. Példa. Az
S ={(z;y) eR" |2 +y* < 4}
halmaz konvex.

1.9.4. Definicio. Legyen S C R™ konvex halmaz! Az f: S — R fiiggvény
konvex, ha minden z; y € S esetén

Fuz+1=N)y) <A fl@)+ A= fly)  (Ae[01)).
Az f fuggvény konkdv, ha — f konvex.
1.9.5. Tétel. Legyen S C R™ konvex halmaz! Az f: S — R fiiggvény pon-

tosan akkor konvex, ha a masodrendd parcidlis derivaltakbdl képzett Hesse-
matrixa pozitiv definit vagy pozitiv szemidefinit.

1.9.6. Tétel. Legyen S C R™ konvex halmaz! Az f: S — R fiiggvény pon-
tosan akkor konkdv, ha a masodrendd parcidlis derivaltakbdl képzett Hesse-
matrixa negativ definit vagy negativ szemidefinit.



Halmazok és tobbvdltozos fiiggvények konvexitdsa

137

Kidolgozott feladatok

92. Feladat. Rajzoljuk fel a

D = {(z;y) e R?|z? +4? = 25}

halmazt! Korlatos-e? Zart-e? Konvex-e

Megoldas:

?

A halmaz az origd kdzéppontd, 5 egység sugard korvonal:

6 l5 4302

h A b Eo =2 nvwasloo

-6

01 2 3 45 6

A halmaz korlatos és zart, de nem konvex.

93. Feladat. Rajzoljuk fel a

D ={(z;y) € R*|2® + y* — 4z + 6y < 12}

halmazt! Korlatos-e? Zart-e? Konvex-e?

Megoldas:

Az egyenl6tlenséget atalakitva azt kapjuk, hogy

(-2 -4+ (y+3)?*-9<12

A halmaz tehdt a (2; —3) kozéppontd, 5 egység sugart korlemez:

= (z—2)%+(y+3)2 <25
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%/({ 7 8

-9

A halmaz korlatos, zart, €s konvex.
94. Feladat. Rajzoljuk fel a
D={(z;y) eR*|z+y <3 z>0; y>0}
halmazt! Korlatos-e? Zart-e? Konvex-e?
Megoldas:

A halmaz egy hiromszdglemez:

0

3 2 140 1 2%\4

-2

A halmaz korlatos, zart, é€s konvex.

95. Feladat. Vizsgdljuk meg konvexitds szerint az
flasy) = 32° — 29

fliggvényt!

Megoldas:
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Az els6rendii parcidlis derivaltfiiggvények:

folzy) =922 & fi(zmy) = —dy.

A masodrendi parcidlis derivaltfiiggvények:

fox(@3y) = 182 foy(@3y) =0
fou(x39) =0 foy(ziy) = —4.

A Hesse-matrix:

T Y

o w (Y f(@Y)\ 1se o
M (x;y) = y ( Z/J/x(x;w gl//y(m;y)> B < 0 —4 )

A matrix elsé bal fels6 sarokdeterminansa: D = 18x.
A masodik bal felsé sarokdeterminans:

Dgzdet< 18 0

o 4 ) — 18z - (—4) = —72a.

Ha x < 0, akkor D; < 0 és Dy > 0, vagyis ebben az esetben az M matrix

negativ szemidefinit, igy az f fiiggvény konkayv.

Ha z > 0, akkor D; > 0 és Dy < 0, vagyis ebben az esetben az M matrix

indefinit, igy az f fiiggvény nem konvex, nem konkayv.
Tehat azt kaptuk, hogy az f fiiggvény konkav a

D = {(x;y) e R*|z < 0}
halmazon.
96. Feladat. Vizsgdljuk meg konvexitds szerint az
flasy) = (@ =3)" + (y +1)°
fliggvényt!
Megoldas:
Az elsdrend parcidlis derivaltfiiggvények:
frlmy)=3-(x=3)> & filzmy)=2-(y+1).

A masodrendi parcidlis derivaltfiiggvények:

fon(x3y) =6 (x — 3) S (z5y) =0

foe(x39) =0 foy(@siy) =2
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A Hesse-matrix:

T Y

"

T fou(@; oy (T g —
M(m;y)=y< ,,( & y)>=<6 (0 3) g)

v (T3 y) [y ()

A matrix elsd bal felsg sarokdetermindnsa: D1 = 6 - (z — 3).
A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

lb:da<6«%_$ g>:m-@—$.

Ha x > 3, akkor M pozitiv szemidefinit, igy ekkor az f fiiggvény konvex.
Tehat azt kaptuk, hogy az f fiiggvény konvex a
D= {(z;y) e R?|z >3}
halmazon.
97. Feladat. Vizsgiljuk meg konvexitds szerint az
flasy) = (x = 3)° + 4
fliggvényt!
Megoldas:
Az els6rend parcidlis derivéltfiiggvények:
folwsy)=2-(x=3) &  flxy) =4y".

A masodrendd parcidlis derivéltfiiggvények:

f:gx(muy):2 f:::/y(x;y) =0
ve(z3y) =0 o (w5y) = 1297,

A Hesse-matrix:

x Yy
) T g;r (l’; y) :/B,y (.T; y) 2 0
M(.’E7 y) = 1 . 1 . = 0 12y2 .
y \ fo(iy)  foy(z:y)
A matrix elsé bal fels6 sarokdeterminansa: D = 2.

A masodik bal felsé sarokdeterminans:

_ 2 0 . 2
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Tehit Dy > 0és Dy > 0, ezért M pozitiv szemidefinit, igy a teljes R2-n konvex
az f fiiggvény.

98. Feladat. Vizsgéljuk meg konvexitds szerint az
flriy) =z +ny  (z;y>0)

fliggvényt!

Megoldas:

Az elsérendd parcidlis derivaltfiiggvények:
1 1
Pl < (e o)) —
fm(l‘vy)_g €S fy(way)_g

A madsodrendi parcidlis derivaltfiiggvények:

1
f;/:c(x;y) = _ﬁ fglc/y(x;y) =0
1
fie(@iy) =0 foy(@3y) = —

A Hesse-matrix:

z Y
" 1" 1
€T a:x(xvy) xy(x;y) T2 0
M (x5y) = . S =1 ° L
Yy yz‘(xay) yy(l‘ay) 0 _y72
A matrix elsd bal felsd sarokdeterminansa: D = — 5.
A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

1
—= 0 1
Dy = det N = .
2 < 0 _12> x2,y2

Y
Tehdt D1 < 0 és Dy > 0, ezért M negativ definit, igy a teljes értelmezési
tartomdnyon, vagyis a

D= {(z;y) eR*|z > 0; y > 0}
halmazon konkav az f fiiggvény.
99. Feladat. Vizsgiljuk meg konvexitds szerint az
f(ziy) =lny —e”
fliggvényt!
Megoldas:
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Az elsérend parcidlis derivéltfiiggvények:
. 1
fol@y)=—e" & fylwy) =,

A masodrendi parcidlis derivaltfiiggvények:

me(wiy) = —e” vy (x3y) =0
1
ve(z3y) =0 (T y) = ——.

A Hesse-matrix:
€T Yy

[ fr(wsy)  fo,(25y) e 0
M(‘Tay): ( " i " . :( 0 _y12>

Y y:r:(xﬂy) yy(xvy)

A matrix elsd bal fels6 sarokdeterminansa: D1 = —e®.
A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

D2=det< 7596 _0% > :%.
m Yy
Tehat Dy < 0és Dy > 0, ezért M negativ definit, igy a teljes R%-n konkdv az
f fiiggvény.
100. Feladat. Vizsgiljuk meg konvexitas szerint az
flay;2) =a® +y? +2°
fliggvényt!
Megoldas:
Az elsérendi parcidlis derivaltfiiggvények:
folwsyiz) =20 & fy(my;2) =2y & flw;y;2) = 327

A maésodrend( parcidlis derivéltfiiggvények:

fow(sy;2) =2 foy(@5y;2) =0 Joz(z3952) =0
foe(5y52) =0 Fog (@55 2) =2 fyz(@5952) = 0

fl(zsy;2) =0 fo (@5 y;2) =0 foz(m3y52) = 62
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A Hesse-matrix az
T Y z
v fr(@iy;2) fo(ziyiz)  fi(zyz)
M(zy;2) = y | foe(yi2)  fo,(vsyi2)  fra @y 2)
2\ fa(myi2) fo(@yz) flL(zy2)

matrix. A adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

2 0 0
M(z;y;2)=|( 0 2 0
0 0 6z

A matrix elso bal fels6 sarokdeterminansa: D = 2.
A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

2 0
Dg—det<0 2)—4.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

2.0 0
Ds=[0 2 0 |=2-
0 0 62

Ha z > 0, akkor M pozitiv szemidefinit, igy ekkor az f fiiggvény konvex.
Tehat azt kaptuk, hogy az f fiiggvény konvex a

D ={(z;y;2) € R*|z > 0}
halmazon.
101. Feladat. Vizsgiljuk meg konvexitds szerint az
floyy;2) =2® + 42 + 22 +yz
fliggvényt!
Megoldas:

Az els6rendii parcidlis derivéltfiiggvények:

felmiyiz) =2z & fulmyiz) =2y+z & flzyy;2) =22 +y.
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A madsodrend( parcidlis derivaltfiiggvények:

frw(wiy;2) =2 foy(@3y;2) =0 foz(z3932) =0
foe(sy52) =0 Jog(@5y;2) =2 fyz(m3y52) =1
fle(@3y;2) =0 fh(wyz) =1 fozlwiy;2) =2

A Hesse-matrix:
x Y z
r fon(@yiz)  foy(@yiz)  foa(my;2)
M(z;y;2) = y | fow(zsys2)  fo,(xy32) [ (w95 2)
2\ fa(my2) fo(myz) flL(zy;2)

Az adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

M(z;y;2) =

O O N
=N O
N = O

A matrix elsé bal fels6 sarokdeterminansa: D = 2.

A masodik bal felsé sarokdeterminans:

20
DQ—det<O 2)—4.

A harmadik bal fels6 sarokdetermindns:

2 0 0
Dy=| 0 2 =2.(4-1)=6.
0 1

1
2
Az M mitrix pozitiv definit, ezért az f fiiggvény a teljes R? halmazon konvex.
102. Feladat. Vizsgéljuk meg konvexitds szerint az

flasy;z) = o +y° + 22
fliggvényt!
Megoldas:
Az els6rend parcidlis derivaltfiiggvények:

folwiyiz)=¢" & fllwiyiz)=2y & flwmy;z) =2z
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A maésodrend( parcidlis derivaltfiiggvények:

(T z) =€ (T3 y;2) =0 foz(z3y52) =0
ve(T3y;2) =0 (T3 y; 2) = 2 fyz(x3y32) =0
fh(@y;2) =0 fh(wy;2) =0 for(@sy; 2) =2

A Hesse-matrix az alabbi:
T Y z
v fon(@yi2)  foy(@y2)  fra(7y;2)

M(zsyi2) = y | foe(mys2)  fo,(myi2)  foo(z;y;2)

2\ fl(my;2)  fl(ys2) [y 2)

Az adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

eiE

M(z;y;2)=1{ 0
0

o N O

0
0
2

A matrix els6 bal felsé sarokdeterminansa: D = e”.

A masodik bal felsé sarokdetermindns:
e

x 0 "
DQ—det<O 2)—26.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:

e® 00
D5 = 0 2 0 | =4~
0 0 2

Mivel Dy > 0, Dy > 0és D3 > 0, ezért az M matrix pozitiv definit, igy az f
fiiggvény a teljes R? halmazon konvex.
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1.10. Kettos integral és alkalmazasai

1.10.1. Definicié. Legyenek a, b, ¢, d olyan valés szamok, amelyekre a < b és
¢ < d! Ekkor a

T = [a;b] X [¢;d]
halmazt téglalaptartomdnynak nevezziik.

1.10.2. Példa. A T' = [0; 1] x [0; 3] halmaz egy téglalaptartomany.

1.10.3. Tétel. Legyenek a, b, c,d olyan valds szdmok, amelyekre a < b és
¢ < d! Ekkor a

T = [a;b] X [¢;d]
téglalaptartomany teriilete: (b — a) - (d — ¢).

1.10.4. Definicié. Legyenek u;: R — R ésuy: R — R folytonos fiiggvények,
valamint a és b olyan valés szamok, amelyekre a < b teljesiil! Ekkor az

N ={(z;9) eR*|a <z <bésui(z) <y <us(x)}
halmazt elsdfajii normdltartomdnynak nevezziik.
1.10.5. Példa. Ha u;(x) = sinx + 1,5 és ug(z) = sin(2x) + 5, akkor az
Ny ={(z;9) €R*|1 <z <5ésuy(r) <y <us(z)}
halmaz els6faji normaltartomany:
CDCAD N
P

»

ANTIPENCE

oft 2 3 41 6 7
1.10.6. Definicié. Legyenek v1: R — R és vo: R — R folytonos fiiggvények,
valamint ¢ és d olyan valés szamok, amelyekre ¢ < d teljesiil! Ekkor az

Ny = {(z;9) e R*[c <y <désvi(y) <o < va(y)}

halmazt mdsodfajii normdltartomdnynak nevezziik.
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1.10.7. Példa. Ha vy (y) = \/y és v2(x) = siny + 3, akkor az
Ny ={(z;y) e R*|1 <y <désvi(y) <z <vp(y)}

halmaz masodfaji normaltartomany:

o =~ N W |[K

0/1 3/ 4

-2 2/‘
1.10.8. Megjegyzés. Az elobbi definiciok alapjan a téglalaptartomanyok mind
az els6faji normaltartomany, mind a masodfaji normaltartomany definici6jat
kielégitik.

1.10.9. Definicié. Legyen D egy sikbeli normaltartomany! Legyen f: D — R
olyan korlatos fiiggvény, amely a D majdnem minden pontjdban folytonos.
Legyen n € N tetsz6leges és tekintsiik az % oldali négyzeteket! Legyen
{Ky;...; Ky} azon négyzetek halmaza az eldbbi négyzetekbdl, melyeknek
van ko6zos pontja a D halmazzal! Ekkor az f fiiggvény Riemann-integrdlja a D
normaltartomanyon:

R
//Df:nlgﬂom';f(“i) (u; € K; N D).

1.10.10. Megjegyzés. Kétviltozos fiiggvény adott tartoméanyra vonatkozé Rie-
mann-integraljanak geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjanak az adott hal-
mazzal bezart el§jeles térfogata.

1.10.11. Megjegyzés. Egy sikbeli tartomdany teriilete az f(x;y) = 1 konstans
fliggvény Riemann-integralja.

1.10.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f és g kétvaltozds valds értéki fiiggvények
a D normaltartomanyon Riemann-integralhat6ak! Ekkor

a) [[pA-f=X-[[,fminden X € R esetén;

b [[p(f+9)=[[pf+ [[pg
¢) Ha D = D;UDs és Teriilet(D1ND2) = 0, akkorffo = ffD1 f+ffD2 f.
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1.10.13. Definicié. Egy halmaz dsszefiiggd, ha nem éll el§ két nem iires nyilt
diszjunkt halmaz uniéjaként.

1.10.14. Tétel. (az integralszamitas kozépértéktétele)
Ha f folytonos valds értéki fiiggvény a D Osszefiiggd korlatos tartomanyon,
akkor 1étezik (u;v) € D 1dgy, hogy

//D f = teriilet(D) - f(u;v).

1.10.15. Megjegyzés. Az el6bbi tétel szerint folytonos kétvaltozos valds értékid
fiiggvények esetén a D értelmezési tartomanynak van olyan (u; v) pontja, hogy
a D alapu, f(u;v) magassdgu test térfogata éppen az | p [ intergdllal egyezik
meg.

1.10.16. Tétel. (Fubini-tétel)
Ha T = [a;b] X [c;d] (vagyis T egy téglalaptartomany), akkor

//Tf(l‘;y):/b /df(:z‘;y)dy dx:/d /bf(x;y)dm dy.

1.10.17. Példa. Az f(z;y) = 6xy fuggvény integrilja a T = [0;1] x [0;2]
halmazon:

2 1

1
27y=2
// 6xy—/ /nydy dx—/[&;y] dz =
T 0 0 v=0
1

0

- /121:da: = [62%]; = 6.
0

1.10.18. Tétel. Legyenek u;: R — R és uz: R — R folytonos fiiggvények,
valamint a és b olyan valds szaimok, amelyekre a < b teljesiil! Az

Ny ={(z;y) eR*|a <z <bésui(z) <y <ug(x)}
normaltartomanyan az f kétvaltozos fiiggvény integralja:

b [ u2(z)

/le(w;y)Z/ / f(z3y)dy | da.

a uy ()
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1.10.19. Példa. Tekintsiik az
Ni={(z;y) eR*| 1<z <22 <y<az+2}
els6faji norméltartomanyt és az f(x;y) = 2xy fiiggvényt! Ekkor
2 [ a42 2

/ REUE [ [ 2man)ac= [ [%f]z:? de —

—1 22 -1

2

2
—/[acyﬂzif dx—/as-(w+2)2—x-x4dx—
21 21
2
_ 2 5 _
—/x(x +4x +4) — 2z’ dx =
1
2
:/x3+4x2+4x—x5dx:
21

2

+——+2 1
— 4+ — x4 — — = —.
43 6|, 4

{ac‘l 423 5 af

1.10.20. Tétel. Legyenek v1: R — R és vo: R — R folytonos fiiggvények,
valamint c és d olyan valés szamok, amelyekre ¢ < d teljesiil! Az

NQZ{(Q:'§Z/) €R2’c§y§désvl(y) SI'SUQ(Z/)}

normaltartomanyan az f kétvaltozés fiiggvény integralja:

d [ va(y)
/NQf(SC;y)Z/ /f(w;y)dx dy.
¢ \vi(y)

1.10.21. Tétel. (Integraltranszformacio.)
Ha az zy-sik minden (z; y) koordinétdji pontjahoz hozzarendeljiik az uv-sikbdl
az (z(u;v); y(u; v)) pontot, vagyis az

fziy) = f(2(usv);y(usv)
helyettesitéssel éliink, és az xy-sikbeli D tartomany uv-sikbeli megfelel6jét a
G tartomany jeloli, akkor

//D flay)dedy = //Gf(l“(uw);y(uw)) | det J(u; v)| dudv,
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ahol

az ugynevezett Jacobi-matrix.

1.10.22. Megjegyzés. Korszer(i tartomanyok esetében tigynevezett polarkoor-
dinatds helyettesitéssel éliink. Ilyenkor az

x(r;p) =1 cose y(r;p) =r-singp

helyettesitést hajtjuk végre. Ekkor a Jacobi-matrix determinansa:

[ cos —7r - sin
det J(r; ) = det f :D = det } 4 LA
v Y sinp 7-cosp

=1 (cos® p +sin? p) = 7.

Tehat ebben az esetben, ha K egy korszer(i tartomdany, akkor

//Kf(aﬁ;y) dxdyZ// fx(ri@)y(r; @) - rdrde.

1.10.23. Példa. Tekintsiik az f(z;y) = /22 + y? fiiggvényt és a
K = {(z;y) e R? |2? + 3 < 45 y > 0}

halmazt! Ez a K halmaz egy origd kozéppontd, 2 sugard zart fels6 félkorlap.
Az f fuggvény K halmaz folotti integralja:

™ 2
//f:/ /\/T2~c0s2<p+r2‘sin2cp~rdr dy =
K 0 \0

s

:O/ 0/2r2dr dwzo/[g}

™

8 8
— [ Sqp=2m
/3‘0377

0

1.10.24. Tétel. Az f: D C R?> — R integralhat6 fiiggvény dtlagértéke a D

halmazon:
1
Teriilet(D) D
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1.10.25. Példa. Kiszamoljuk a [0; 1] x [0; 2] halmazon az f(z;y) = 6zy fiigg-
vény étlagértékét. Mivel a [0; 1] x [0; 2] halmaz egy téglalap, melynek oldalai
1 és 2 egység hosszisdguak, ezért a teriilete: 2. Az atlagérték:

1 /2 1
1 1 1
2-/ /nydy dx—§ / 3$y 2-/12xd$—
0 \o 0 0
Lo

1.10.26. Tétel. Ha D egy valtozé strtiségi vekony siklemez, melynek stirtisége
az (z;y) koordinataju pontban o(x;y), akkor a siklemez tomege:

M= [ ot

Az x tengelyre vonatkoz6 forgatényomaték:

MI—//Dy-Q(x;y)

Az y tengelyre vonatkozo forgatonyomaték:

My—//Dw-@(w;y)-

.. s Lo (My, M,
A tomegkozéppont: S = (Wy, W)
1.10.27. Megjegyzés. Amennyiben a siiriség a siklemez minden pontjdban
allando, vagyis a stiriséget megadé fiiggvény konstans (tehat a siklemez ho-

mogén eloszlasi), akkor a tomegkozéppontot stilypontnak mondjuk.
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Kidolgozott feladatok

103. Feladat. Szamoljuk ki az f(z;y) = = + 2y fiiggvény integraljat a
T={(z;9) eR?*| —1<2<1;0<y<2}

halmazon!
Megoldas:
Az integral értéke:

1 2 1

//:n—i—Qy:/ /x+2ydy d:c:/[xy—l—yQ]zﬁ dr =
T

—1 0 —1
1

:/2x+4dx: [:132+4:c]171:57(—3):8.
1

104. Feladat. Szamoljuk ki az f(x;y) = 322 - siny fiiggvény integraljat a T'
halmazon, ha T" = [—1; 1] x [0; ] halmazon!

Megoldas:

Az integral értéke:

1 T 1
// 31‘2'51113/2/ /3:L‘2-Sinydy dx:/[—3:n2-cosy]yzg dr =
T
-1 \o -1

1 1
= /31’2 + 322 dx = /6z2 dx = [2x3]i1 = 4.
-1 -1

105. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z;y) = x - ?Y fiiggvény integraljit a T hal-
mazon, ha T" = [0; 1] x [0; 4] halmazon!

Megoldas:
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Az integrdl értéke:

106. Feladat. Adjuk meg az x + y + z = 4 sik alatti térfogatot a T = [0; 1] X
[0; 2] téglalap folotti részen!

Megoldas:
A feladatunk az f(z;y) = 4 — x — y fiiggvény 1" halmaz folétti integrdljanak

kiszamolasa. Az integral értéke:
2

1 1 r =2
//4—x—y:/ /4—aj—ydy dx:/[ély—:ny—} dz =
4 0 0 2 dy=0

0

1 1
—/8—2x—2dx—/6—2xdx— (62 — 2], = 5.
0 0

107. Feladat. Tekintsiik a
D:{(x;y)€R2]0§x<g; Ogygcosw}

halmazt és az f(x;y) = y - sin z fiiggvényt!

a) A D halmaz els6- vagy masodfaji normaltartomany?
b) Rajzoljuk fel a D halmazt!

¢) Hatirozzuk meg a D halmaz teriiletét!

d) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a D halmazon!
e) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a D halmazon!

Megoldas:

a) A D halmaz els6faji normdltartomany, mert az = valtozé hatarai konstan-
sok.

b) A D halmaz:
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¢) A D halmaz teriilete:

CcosxT

3 > 3
// 1:/ /ldy da::/[y]gigosx dx:/cosxdx:
D
0 0

0 0

= [sinz]§ = sing =1

d) Az f fiiggvény integralja a D halmazon:

% cos % 2 . Y=Cos T
. . y* - sinx
//y-smx:/ /y-smajdy dx:/ = dr =
0 0 0
%1 1 |
2
:/-coszw-sin:rdw: —Z.cosPx| =-=.
2 6 0 6
0

e) Az f fuggvény atlagértéke a D halmazon: %.

108. Feladat. Tekintsiik a
1
D:{(x;y)eRQ\ogxgzL; 2x§y§\/5}

halmazt és az f(z;y) = 2x + 2y fuggvényt!

a) A D halmaz els6- vagy masodfaji normaltartomany?
b) Rajzoljuk fel a D halmazt!

¢) Hatarozzuk meg a D halmaz teriiletét!

d) Szdmoljuk ki az f fiiggvény integraljat a D halmazon!
e) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a D halmazon!
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Megoldas:
a) A D halmaz els6faji norméltartomény.

b) A D halmaz:

¢) A D halmaz teriilete:

4 NS 4 ) 5 94 4
3 X
1: 1 = —_ = — | — . 2 — ==
//D / / dy | dz /\/:f 2:13de‘ [3 X2 4}0 3
o \i, 0

d) Az f fiiggvény integralja a D halmazon:

4 vz 4
// 2x+2y:/ /2:E+2ydy dx:/ 2xy+y Id:p:
b 0 1z 0
4 4
o 1o 3 5 o
2 -V t+r—=w -1 dz = 2x2+:1c—1x dz =
0 0
4 4
_ |9 xg+$2 5 23 _ 4x%+x2 5 a3 _
a 52 4 3| |5 2 4 3|
0
80 38
=256+8— — = ——
* 3 3
38 19

Az atlagérték: —— - — = ——.

e) Az atlagérté 13 >

109. Feladat. Legyen a D halmaz az A = (0;0), B = (4;0), C = (4;4)
pontok &ltal meghatarozott haromszogtartomdny és tekintsiik az f(z;y) = 4ay
fliggvényt!
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a) Abrazoljuk a D tartoményt!

b) Irjuk fel a haromszdgtartomanyt normaltartomanyként!
c) Hatdrozzuk meg a D tartomdny teriiletét!

d) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a D halmazon!
e) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a D halmazon!

Megoldas:

a) Az ABC haromszogtartomany abrazolasa:

b) Normadltartomanyként felirva a hdromszdgtartomanyt azt kapjuk, hogy

Ny ={(z;y) €eR?*|0<x<4;0<y <z}

¢) A D tartomdny teriilete: % = 8.

d) Az integral értéke:

//Nlélxy

4 T 4
/ /4xy dy | dx = / [2a:y2]‘zzg dr =
0 \o 0

4 4

4
:/2903(1;,;: [x] — 198.
2 0

128
e) Az f figgvény atlagértéke a D halmazon: 3 = 16.

o

110. Feladat. Tekintsiik a
D={(z;y) eR*| —1<z <22 <y<az+2}

halmazt!
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a) Elso6faju vagy médsodfaji norméltartomény-e a D halmaz?
b) Rajzoljuk fel a D halmazt!
¢) Szamoljuk ki a D halmaz teriiletét kettds integral segitségével!

Megoldas:
a) A D halmaz els6faji norméltartomény, mert az x valtozd hatdrai rogzitettek.

b) A D halmaz dbrdzolasa:

i
‘ ‘ N WA OO

32 01 2 3
¢) A D halmaz teriilete:
2 [ a+2 2
y=x+2
//1—/ /1dy dx—/[y} dz =
D y=z2
-1 \g2 -1

2 x? 2377
:/x—i—Z—xde: — 4+ 2z — — =
2 3],
-1
22

111. Feladat. Rajzoljuk fel a

D={(r;y) eR*| —2< <2 22 —4<y<4—2%}
halmazt és szamoljuk ki a teriiletét kettds integral segitségével!
Megoldas:
A D halmaz:
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-3 \‘\\k 3

_57
A halmaz teriilete:
2 4—x2 2
y=4—z?
//1:/ /ldy dm:/[y} dx =
D y=x2—4
—2 x2—-4 -2
2 2
:/4—x2—x2+4dx:/8—2x2dx:
—2 —2
2431? 16 16 64
= |8 — — =16—-——+4+16— — = —.
[ T3 }_2 3 " 3 3

112. Feladat. Tekintsiik az f(z;y) = In(2? + y?) fiiggvényt és a
K={(z;y) eR?|1< 2> +y*><4; y >0}

halmazt! Abrizoljuk a K halmazt és a megfeleld integraltranszforméci fel-
haszndldsaval szamoljuk ki az f fiiggvény K halmaz folotti integraljat!

Megoldas:
A K halmaz:
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-3 \L y1 2
3
Az integral értéke:
// = In(r? - cos? p +r? -sin? @) - rdr | dp =

r-In (7*2 - (cos? ¢ + sin® @))dr | dp =

J
/

— T P Y—

™ 2
:/ r-lnr?dr dgpz/ /2r-ln7‘dr dep.
0 \1 0 \1
A parcidlis integrélés képletét felhasznélva azt kapjuk, hogy
2 2
/7’ Inrdr=— lnr—/ fdr = T— lnr—/rdr = T—-lnT—T—+c,
2 2 4

aholc € R. Ez alapJan a keresett integral értéke:
2

K m T2 T22
//f:2~/ /r-ln'rdr dg0:2~/[2-ln7’—4] dp =
K 1
0

1 0
™

T ) 5 .
—2~/2ln2—1—|—4d<p—2-/21n2—4dgp_2.<21n2_4),77_

0 0
113. Feladat. Tekintsiik az

A={(z;y) eR*|z>0; Va<y<2 Vz}

2
B:{(x;y)GRQ\mZO; Zgygﬁ}
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halmazt és legyen D = A N B! Tekintsiik tovdbbd az f(x;y) = xy fuggvényt!
a) Rajzoljuk fel a D halmazt!

b) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a D halmazon!
Megoldas:

a) A D halmaz:

3 .0

b) Vezessiik be az u = % ésv = % helyettesitést! Ekkor az elsé egyenletbdl
azt kapjuk, hogy y = u - /. Ezt behelyettesitve a mdsodik egyenletbe

U
V= = VvV=— = T=u
2 3
X €Tr2

win

Y

wln

adodik, igy

ol

<
ol
Il

I
Wl

Yy=u-u
A Jacobi-matrix determinansa:

1 2 2 5
o brd oot il ()0
det , , = det =
u y’U
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<v <1l Az f

Az j tartomdnyon az u és v hatdrai: 1 < u < 2 és %

fliggvény integrdlja a D halmazon:

114. Feladat. Tekintsik a D = {(z;y) € R?|0 < 2 < 2, 0 < y < 2}
halmazt és az f(z;y) = 22 + y? fiiggvényt!

a) Rajzoljuk fel a D halmazt!

b) Hatdrozzuk meg a D halmaz teriiletét!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény integraljat a D halmazon!
d) Szamoljuk ki az f fiiggvény atlagértékét D halmazon!

Megoldas:

a) A D halmaz:

b) A D halmaz egy négyzet, teriilete: 4.
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¢) Mivel
2 /2 2 _ 2
y3 y=2 8
/ /$2+y2dy dx:/[x2y+] dx:/2x2—|—dx:
3 1y=o 3
0 0 0 0

23 8 12 16 16 32
8.1 — _
3 0

3 3 37

3

32
ezért az f fiiggvény integralja a D halmazon: 3

d) Az f fiiggvény atlagértéke a D halmazon az f fiiggvény integrljanak és a
halmaz teriiletének a hanyadosa, azaz

1 32 8

433
115. Feladat. Hatirozzuk meg a tomegkozéppontjat annak a haromszog alakd
vékony lemeznek, amelyet az y = = és y = 2 — x egyenletl egyenesek, va-
lamint az y tengely hatdrol, tovdbba stirisége az (z;y) koordindtdju pontban
o(z;y) = 6z + 3y + 3!

Megoldas:

A hiaromszogtartomény az aldbbi:

AL 1 }\
1

A hiromszogtartomanyt jeloljiik D-vel! Ekkor

D={(z;y) eR*|0<z<1;2<y<2—2z}
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A siklemez tomege:

1 /2-2 1 =2z
M—/ /6:):+3y+3dy dx /[6363/4——1-34 de =
0 \z 0 y=r
L 2
:/m (2—z)+3 (2—23;) +3.(2—1) 6z 3z dr =
0

1
1
/—12x2+12d:z:: [—43}34—123:} — _44+12=38.
0
0

Az x tengelyre vonatkozé nyomaték:

2—x

1
Mm://y-gz/ /6xy+3y2+3ydy de =
D
0

xT

1
32197277

= / [3xy2 + 3+ g] dx

0 y=e

— ;xz dx =

I 1 oar
:/—2x3—6$2—6x+14d9§: —§x4—2x3—3x2+14x =5
0

0
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Az y tengelyre vonatkozé nyomaték:
2—z

1
My://x-gz/ /6x2+3xy+3xdy de =
D
0

T

1 y=2—x
/ {63: Y+ — + Bxy} de =
0 y=r

1
:/6x2-(2—x)+'2+3x-(2—x)—6x3—§x3—3x2dx=
0

1
—/12:02—63734-637—63624—gx3+6x—3x2—6w3—2w3—3w2dx—
0

/ 3 4 21
:/—123: +12$dx:[—3m +6m}0:—3+6:3.

0
A tomegkozéppont:
g_ M, M,\ (3 17
M M) \816)
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1.11. Harmas integral és alkalmazasai

1.11.1. Definicio. Legyenek a,b,c,d,e és f olyan valés szamok, amelyekre
teljesiil, hogy a < b, ¢ < dés e < f! Ekkor a

T = [a;] x [c;d] x [e; f]
halmazt téglatesttartomdnynak nevezziik.

1.11.2. Tétel. Legyenek a, b, c,d, e, f olyan valds szamok, amelyekre a < b,
c < dése < f! Ekkor a

= [a;b] x [¢;d] x [e; f]
téglatest téfogata: (b—a)-(d—c)- (f —e).
1.11.3. Definicié. Legyenek a és b olyan valés szamok, amelyekre a < b,

tovdbbad uy,us: R — R és vy, v9: R? — R szintén folytonos fiiggvények!
Ekkor az

N ={(z;y;2) e R*|la <2 <b é ui(z) <y < us(x) és
vi(z;y) < 2z < valwy)}

halmazt hdromdimenzios normdltartomdnynak nevezziik.

1.11.4. Definicié. Legyen D egy térbeli normdltartomany és f: D — R olyan
korlétos fiiggvény, amely a D majdnem minden pontjdban folytonos. Legyen
n € N tetszbleges és tekintsiik az 1 oldald kockdkat! Legyen {Ki;...; K,,}
azon kockdk halmaza az el&bbi kockakbol melyeknek van kozos pontja a D
halmazzal! Ekkor az f fiiggvény Riemann-integrdlja a D normdltartomanyon:

/// =l ? Zf“z (u; € K; N D).

1.11.5. Megjegyzés. Egy térbeli tartomdny térfogata az f(z;y;z) = 1 kon-
stans fiiggvény Riemann-integrélja.

1.11.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f és g haromvaltozds valés értékd fliggvé-
nyek a D norméltartomanyon Riemann-integralhatéak! Ekkor

a) [[JpA-f=X-[[[,fminden X € R esetén;
b [[Ip(f+9)=[[Ipf+ []]pgs

¢) Ha D = Dy U Da, és Térfogat(D1 N Dy) = 0, akkor teljesiil, hogy

W= 1 1,
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1.11.7. Tétel. (az integralszamitas kozépértéktétele)
Ha f folytonos valds értéki fiiggvény a D Osszefiiggd korlatos tartomanyon,
akkor 1étezik (u; v;w) € D tgy, hogy

///Df = térfogat(D) - f(u;v;w).

1.11.8. Megjegyzés. Az eldbbi tétel szerint folytonos haromvéltozds valds ér-
tékd fuiggvények esetén a D értelmezési tartomdnynak van olyan (u; v; w) pont-
ja, hogy a D alapd, f(u;v;w) magassagi ,test” térfogata éppen az [[[}, f
intergallal egyezik meg.

1.11.9. Tétel. (Fubini-tétel)
Ha T = [a;b] X [¢;d] X [e; f] (vagyis T egy téglatesttartomany), akkor

///Tf(x;y;z):/b /d /ff(w;y;Z)dz dy | da.

1.11.10. Példa. Kiszamoljuk az f(x;y;z) = 6zyz figgvény integraljat a T'
halmazon, ahol T' = [0; 1] x [0;2] x [0; 3] halmazon:

1 /2 /3
/// 6ryz —/ / /nyzdz dy | dx =
4 0 \o \o
1/ 2 1 /2
:/ /[3my22]i3 dy dx:/ /27mydy dz =
0 \o 0 \o
[ 272270 / 1
_/[ K ] d:c—/54mdx— [2722]} = 27.
0 v=0 0

1.11.11. Tétel. Legyenek a és b olyan valés szamok, amelyekre a < b, tovabba
ur: R — Résuy: R — R folytonos fiiggvények, valamint v1: R? — R és
vo: R? — R folytonos fiiggvények! Ekkor az
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haromdimenzidés normaltartoményon az f haromvaltozds fiiggvény integralja:

//Nf(m;y;

/|

uz(z) [ va2(z3y)

[ wi(z) \vi(z;y)

1.11.12. Példa. Tekintsiik az

N =

normdltartomdnyt és az f(x;y;2) =

J1f -

Il
LSS~ O~

1
(I+z+y+2)3

/f(m;y;z)dz dy | dz.

{(:B;y;z)GRSH)g:Egl;0§y§1—x;0§z§1—az—y}

figgvényt! Ekkor

2 1
s +E_Z 5
111 5
16 4 2 16

1
T+ - ln\1+x|] =

In2=——+=

0

1
In 2.
2
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1.11.13. Tétel. (IntegraltranszformAcio.)
Ha az xyz-tér minden (z; y; z) koordindtdji ponthoz hozzarendeljiik az az uvw-
térb6l az (x(u; v; w); y(u; v; w); z(u; v;w)) pontot, vagyis az

Flasysz) = fa(u v w);y(usv;w); 2(w v w))
helyettesitéssel éliink, és az xyz-térbeli D tartomany uvw-térbeli megfeleljét
a G tartomdny jeloli, akkor

// f(z;y;2)dedydz =
/// x(u; v;w) y(u;’u;w);z(u;v;w)) - | det J(u; v;w)| dudv dw,
ahol

/ / /

:Eu :EU xw

C oy _ / / /
J(u> U3 ’IU) - yu yv yw
/ / !/

Zu Zv Zw

az ugynevezett Jacobi-matrix.

1.11.14. Megjegyzés. Gyakori az igynevezett hengerkoordindtas helyettesités.
Ilyenkor az

z(r; ;3 h) =1 - cos @; y(ripsh) =r-sing;  z(r;p;h) =h

helyettesitést hajtjuk végre. Ekkor a Jacobi matrix determindnsa:

x, xfp xh
det J(r;p;h) =det | v yio Y | =
Z 2z, 2,

cosp —r-sinp 0
=det| sing r-cosp 0 | =r-(cos’p+sinyp)=r.
0 0 1

Tehét ebben az esetben, ha az eredeti D tartomdanyra végrehajtva a transzfor-
maciét a G tartomanyt kapjuk, akkor

//Df(x?y%Z)dwdydz:
/// w(r; @3 2);y(r; @3 2); 2(r; 3 2)) - rdr dp d.
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1.11.15. Megjegyzés. Szintén gyakori az ugynevezett gombkoordinatds he-
lyettesités. Ilyenkor az

x(r;u;v) = r-cosu-sinv;  y(r;u;v) = r-sinu-sinv;  z(r;u;v) = r-cosu

helyettesitést hajtjuk végre. Ekkor a Jacobi métrix determinénsa:

T, Ty, T,

det J(r;u;v) =det | v vl vy, | =
! / !
27" Zu Z’U

sinu-cosv r-cosu-cosv —r-sinu-sinv

= det sinu-sinv r-cosu-sinv r-sinu-cosv =

cos U —r-sinu 0
=r?.sinu.

Tehét ebben az esetben, ha az eredeti D tartomanyra végrehajtva a transzfor-
maciét a G tartomanyt kapjuk, akkor

///Df(m;y?z)d%dydz:
— ///G £ (s u0);y(rs ws 0); 2(r 5 0)) -2 - sinwdr dudo.

1.11.16. Tétel. Az f: D C R3> — R integralhat6 fiiggvény atlagértéke a D

halmazon:
[érfogat(D) D

2

1.11.17. Tétel. Ha o(x;y; ) a stirisége egy olyan testnek, amely a tér egy D
tartoményat tolti ki, akkor a test tomege:

Mz///DQ(fv;y;Z)-

Az yz sikra vonatkoz6 nyomaték:

Myzz///Dx-Q(x;y;Z)-

Az zz sikra vonatkoz6 nyomaték:

M, z///Dy'Q(fc;y;Z)'
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Az zy sikra vonatkoz6 nyomaték:

My, z///Dz'g(w;y;Z)'

S — MyZ . M$Z . Mxy
M™ M’ M)

A tomegkozéppont:

1.11.18. Megjegyzés. Amennyiben a siirliség a siklemez minden pontjaban
allandd, vagyis a stirliséget megado fiiggvény konstans (tehat a siklemez ho-
mogén eloszldsi), akkor a tomegkozéppontot stilypontnak mondjuk.
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Kidolgozott feladatok

116. Feladat. Tekintsiik a
N={(z;;2) eR}0<2<1; -1<y<0; 0< 2 < 3%}
halmazt és az f(z;y; z) = 2x fuggvényt!
a) Hatdrozzuk meg az N halmaz térfogatat!
b) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat az N halmazon!
¢) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét az N halmazon!
Megoldas:

a) Az N halmaz térfogata:

1 0 [ 4?2

///1:/ / /1dz dy | dz =

N

0 \-1 \0
1 0 1 0
z=y?
—/ /[z} S dy d:c—/ /yzdy dz =
0 \-1 - 0 \-1

1 1

31y=0 1

1 1 1
0 y=—1 0 0

b) Az f fuggvény integralja az N halmazon:

[l = [ o) o) -
(

-1 0

/ 2xy3 y=0 / 2x x2 ! 1
:/[ y} dx:/dx:[} = —,
) 3 y=—1 ) 3 3]g 3

c) Az f fuggvény atlagértéke az N halmazon: 1.
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117. Feladat. Tekintsiik a 7" = [0; 1] x [0; 2] x [0; 3] halmazt és az
f(zyy;2) = 2x + 4y + 62

fliggvényt!

a) Hatdrozzuk meg a T" halmaz térfogatat!

b) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a 7" halmazon!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a 1" halmazon!

Megoldas:

a) A T halmaz térfogata: 1-2-3 = 6.

b) Az f fuggvény integralja a T halmazon:

1 /2 /3
///2x+4y—|—6z:/ / /2:{3+4y—|—62dz dy | de =
T 0 0 0
1/ 2
212=3
:/ /[2x2+4yz+32]z20 dy | de =
0 0
1/ 2 1
:/ /6:1:+12y+27dy dx:/[ny+6y2+27y]Zz§ dz =
0 0 0

1
:/12x—|—24+54d$: (62 + 782] ) = 84.

0
c) Az f figgvény éatlagértéke a 1" halmazon: %4 = 14.
118. Feladat. Tekintsikk a 7" = [—1;0] x [0; 1] x [0; 2] tartomdnyt, valamint az

f(x;y; 2) = 36zyz fuggvényt!

a) Hatdrozzuk meg a T" halmaz térfogatat!

b) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a 7" halmazon!
¢) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a T' halmazon!

Megoldas:

a) AT halmaz térfogata: 1-1-2 = 2.
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b) Az f fiiggvény integralja a 7" halmazon:

0 /1 /2
/// 36xyz :/ / /36xyz dz | dy | dz =
T -1 \0o \o
0 /1 0 /1
:/ /[18:63422]2;3 dy | dx :/ /72:vydy do =
-1 \0 -1 \0

0 0
-1 4

c) Az f fuiggvény éatlagértéke a 1" halmazon: —% = -9
119. Feladat. Adjuk meg az v +y%+ 22 = 6 egyenlet(i gomb és a z = 22+
egyenletd paraboloid 4ltal hatarolt test térfogatat!
Megoldas:
Mivel 22 + y? = 2z és 22 + y> + 2% = 6, ezért
z+22=6 = 22 4+2-6=0.
A masodfoki egyenlet megolddképletének alkalmazdsval azt kapjuk, hogy

~1+v1+24 -1+5

2 2
igy 21 = 2és 29 = —3. Mivel 22 + y? = 2z és 2% + y% > 0, ezért z > 0, tehit
csak z = 2 lehetséges.

21,2 =

Mivel 22 4 32 = 2 és z = 2, ezért 22 + 32 = 2, ami egy 2 sugard korvonal
egyenlete.

YA

2

_ ZJj

-2

-]
<Y

<Y

¥
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Tehét a

H:{(x;y;z)eR3| —V2<2<V2 és —nggm és
a? +y? <z <a2?+y?)

halmaz térfogatat keressiik.

A H halmaz térfogata:
V2—zZ [ V6-a2—y?

V2
V:/ / / 1dz | dy | d=.

-2 \=v/2—22 —\/6—x2—y2

Tekintiik a hengerkoordindtas helyettesitést, azaz legyen
x(rigsh) =r-cosg;  y(ripih) =r-sing;  2(r;p;h) = hl

Ekkor a Jacobi matrix determinansa:

T, T, T,
det J(r;p;h) =det [y y, v, | =
Z 2, 2,

cosp —r-sing 0
=det | singp r-cosp 0 | = r-(congJ—i—SinQ ©)=r.
0 0 1

Ezt falhaszndlva a H halmaz térfogata:

V:/ / /rdh dr | de.

0 \o 2
Mivel
612
/ rdh=r- (\/ﬁ—rz) =r \/m—r?’,
r2
ezért
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Mivel

V2 V2
R e A (R L A
) 3 4 - 3 4 -
0 0
_ 8 ., 6/6_ 11 66
3 3 3 3

27
11 —11
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1.12. Osszefoglalo feladatok az elsé fejezethez

120. Feladat. irjuk fel az
flzy) =2 y> =3y +4
fiiggvény P = (2; 1) pontbeli és a
g(w;y) = 32° + ¢

fiiggvény @ = (1;0) pontbeli érintGsikja metszésvonaldnak paraméteres és
paramétermentes egyenletrendszerét!
Megoldas:

Az f fuggvény értéke a P pontban:
f(P)=4—-3+4=5.

Az elsdrendii parcidlis derivaltfiiggvények és azok helyettesitési értékei a P
pontban:

filz,y) = 22y = fi(P)=4
fo(w,y) = 3a*y® =3 = fi(P)=09.

A P-beli gradiens vektor grad f(P) = (4;9). Haa P pont koordinatai (xo; yo),
akkor az érint6sik egyenlete:

z = f(zo;y0) + grad f(zo;50) - (z — 20;y — o)
Behelyettesitve a megfeleld adatokat azt kapjuk, hogy
2=5+4+(49)  (x —2;y —1).
A skaldris szorzat elvégzése utdn
z=5b+4r—-8+9y—9

adédik. Osszevonva és trendezve az egyenletet azt kapjuk, hogy a sik egyen-
lete:

dor + 9y — 2z = 12.
A g fuggvény értéke a () pontban:
g(Q)=3-1>+1=4.
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Az els6rendd parcialis derivaltfiiggvények és azok helyettesitési értékei a @)
pontban:

9gu(x,y) = 6z = 4,(Q)=6
gy(z,y) = ¢ = gQ =1

A @ pontbeli gradiens vektor grad g(@)) = (6;1). Ha a @) pont koordinatai
(z0; yo), akkor az érintGsik egyenlete:

z = g(o; yo) + grad g(zo; yo) - (x — w03y — yo)-
Behelyettesitve a megfeleld adatokat azt kapjuk, hogy
z=4+(6;1)-(z —1;y —0).
A skaldris szorzat elvégzése utan
z2=4+4+6x—-6+y
adédik. Osszevonva és dtrendezve az egyenletet azt kapjuk, hogy a sik egyen-
lete:
6r+y—z=2.
Az érint6sikok metszésvonalat az
dr +9y — 2 =12
br+y—2z=2

egyenletrendszer megoldédsa adja. Az els§ egyenlet —3-szorosat hozzdadva a
masodik egyenlet 2-szereséhez azt kapjuk, hogy

—25y + z = —32.
Ha y = t, ahol ¢ tetszbleges val6s szam, akkor
z = 25t — 32.

Ezt felhasznalva
124+ 2-9y 12+ 25t —32 -9t

x 1 1 =4t — 5.
adddik. Tehat a paraméteres egyenletrendszer:
r=4t—-5
y=t
z = 25t — 32

A paramétermentes egyenletrendszer:
r+5 = z+32
T AT
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121. Feladat. Héany darab staciondrius pontja van az
flayy) =" — 22" +y° = 3y
fliggvénynek?
Megoldas:
Az els6rend parcidlis derivéltfiiggvények:
fulwsy) = 4a° — da
fylasy) = 3y* — 3.

A staciondrius pontok a

43 — 42 =0
3y2—-3=0

egyenletrendszer megold4sai.
Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

4r-(z2—=1)=0 = 4x=0 vagy z*—-1=0,
igyr1 =0,z9 =1ésx3 =—1.
A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
32 -3=0 = =1,

igyy1 = 1€y = —1.
A staciondrius pontok:

Py =(0;1) Py = (0;—-1) Py =(1;1)
Py =(1;-1) Ps = (-1;1) Ps = (-1;-1).
122. Feladat. Hany darab staciondrius pontja van az
flriy;2) =a3 =3z +4° -3y + 25— 32
fliggvénynek?
Megoldas:
Az els6rend parcidlis derivaltfiiggvények:
Folwy;2) =32° =3
fo(@;y;2) = 3y° — 3
Filwsys2) =327 = 3.
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A staciondrius pontok a

322 -3=0
3> —3=0
322-3=0

egyenletrendszer megold4sai.
Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

322 -3=0 = 2?=1,
igyz; =18 a9 = —1.
Hasonléan y = 41 és z = £1.
A staciondrius pontok:
P=(1;1;1) Py=(1;1;-1) Py=(1;-1;1)
Py=(1;-1;-1) Ps=(-1;1;1) Ps=(-1;1;-1)
P7:(_1,_171) PS_( 17 17 1)
123. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 2z+y fiiggvénynek az 22 +y = 3
feltétel mellett a lokalis szEélsGértékét!

Megoldas:
Legyen g(x;%y) = 22 +y — 3! A Lagrange-fiiggvény:
Lzy) = A-glasy) + flasy) = A (@ +y —3) + 22 +y =
=X-224+ Ny —3\+2z+y.

Az L figgvény elsérend(i parcidlis derivéltfiiggvényei:
L\(\ayy) = 2" +y -3
L.\ x;y) = 2\ + 2
Ly(\zy) =X+ 1.

Tehat az
2 +y=3
22 +2=0
A+1=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.
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A harmadik egyenletb6l A = —1 adddik. Ezt behelyettesitve a masodik egyen-
letbe azt kapjuk, hogy = = 1. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 2.

Tehat a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja: (Q; P) = (—1;1;2).

A feltételes széls6érték 1€tezésének elegendd feltételének alkalmazdsdahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény mésodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Y
AL (Nasy) LY, (Nsasy) LY, (A z3y)

M(X\z;y) = | Liy(hzyy) Lp(hzyy) Lo, (Aay)
y \ Lpn(Nzsy) Lyp(Nasy) Ly, (A2 y)
matrixot. Mivel
LN z39) =0 L, (Nmy) =20 LY,(A\apy) =1

mXzy) =2z Ly (Mzy) =23 Ly, (Aazy) =0

mAzy) =1 Ly, (\z3y) =0 Ly, (X zy) =0,
ezért az elGbbi matrix
A x oy
A/0 2z 1
M\zy)= x| 222X 0
y\1 0 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

0 21
M@@P)=|2 -2 0
1 00

adédik. Mivel az M (Q; P) matrix determindnsa

0 21
D3=det| 2 =2 0 | =2>0,
1 00

ezért az f fiiggvénynek maximuma van a P = (1;2) pontban.



Osszefoglalé feladatok az elsé fejezethez 181

A maximumérték:
f(1;2)=2-14+2=4.
124. Feladat. Tekintsiik a
D={(z;y)] —2<x<2és 2> <y<05z?+2}
halmazt!

a) Konvex vagy konkdv-e a D halmaz?
b) Szdmoljuk ki a D halmaz teriiletét!

Megoldas:

a) El6szor abrazoljuk a halmazt:

w A 01O

4 312 1,01 p 3

A halmaz konkdv, mert példaul az

3 3
~-=.3 4 Z.3
(29) © (29
pontokat 0sszekotd szakasznak nem minden pontja van benne a D hal-

mazban.

b) A D halmaz teriilete:

2 [ 05z%242 2
— 2
=[] o) = fureran
D y=r
-2 2 -2

2
372
8 8 16
:/0,5x2+2—x2dm:[2x—%} =4——4+4——-=—.
-2
-2
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125. Feladat. Hatdrozzuk meg az

fz;y;2) =y -sinz + e
fiiggvény P = (0; 1;0) pontbeli gradiens vektorat!
Megoldas:

A fliggvény elsérendi parcidlis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési értékei
a P pontban:

fg/c(wayéz):y-cosm = f(P)y=1

¢
R
=

I
)

fz'/(:):, y;z) =sinx
filw,y; z) = 4e' = fi(P)=4
A gradiens vektor: grad f(P) = (1;0;4).
126. Feladat. Hatdrozzuk meg az
fxy; 2) = In(a® + zy +9° + 2)
fiiggvény P = (0; 1;0) pontbeli gradiens vektorat, majd az f fiiggvény P pont-
beli v = (3;4;0) irdinymenti derivaltjat!
Megoldas:

A fliggvény elsérendi parcidlis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési értékei
a P pontban:

20 +y

! 12) = = '(P) =1
f:p(x7yuz) SCQ—f—JJy—I-yg-i-Z fm( )
/ 37+3y2 /

12) = = P)=3
fy(x7yaz) :C2+xy+y3+z fy( )

1

filw,y; 2) = = '(P) = 1.

X2 tay+yt+z
A gradiens vektor: grad f(P) = (1;3;1).
Az iranyvektor hossza: |v] = /32 + 42 = 5.
Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy az irdnyvektorral egyezo iranyd egységvek-

tor:
3 4
= (2:550).
Vo <5757 >

Az irdnymenti derivélt: f,(P) = grad f(P) vy =1- % +3- % =3.
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127. Feladat. Tekintsiik az
f(a5y;2) = 2% - cos(2y) + 2

fliggvényt!

a) Adjuk meg az f fiiggvény elsGrendi parcidlis derivaltfiiggvényeit és azok
helyettesitési értékeit a P = (2; Z; 1) pontban!

b) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény P pontbeli gradiens vektorat!

¢) Szamoljuk ki az f figgvény P pontbeli v = (—3;4;0) irdnymenti de-
rivaltjat!

d) Adjuk meg az fl’,’y(:v; y; z) masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényt!

"

" (x;y; z) masodrendd parcialis derivaltfiiggvényt!

e) Adjuk meg az
Megoldas:

a) A fiiggvény elsérendl parcialis derivaltfiiggvényei és azok helyettesitési
értékei a P pontban:

fu(@,y; 2) = 2x - cos(2y) =  fi(P)=—4
f{,(l‘,y; z) = —272. sin(2y) = z//(P) =0
filz,y;2) =1 = fiP)=1

b) A gradiens vektor: grad f(P) = (—4;0;1).

¢) Az irdnyvektorral egyezd irdnyu egységvektor felirdsahoz kiszamoljuk az
irdnyvektor hosszat:

o] = /(=3)2 + 42 = 5.

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy az iranyvektorral egyezs irdnyu egység-

vektor:
3 4
=(—=;=;0]).
Vo < 5757 )
12

Az irdnymenti derivalt: f, (P) = grad f(P) - vo = %£.

d) Az f,, (x;y; z) masodrendd parcidlis derivaltfiiggvény:

f;’y(x;y; z) = —4z? . cos(2y).

e) Az f! (x;y; z) mdsodrendd parcidlis derivéltfiiggvény: f7,(z;y;z) = 0.
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128. Feladat. Szamoljuk ki az f(z;y) = 10z - cosy fiiggvény integraljat a T'
halmazon, ha T' = [0;2] x [0; 5 ]!

Megoldas:

Az integral értéke:

2 [ % 2
// 10x‘cosy:/ /10x-cosydy dx:/ 10x siny _:dx:
T _
0 \0 0

10z dz = [52%]2 = 20.

I
o

129. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = z+2y fiiggvénynek az xz —y? = 1
feltétel mellett a lokélis szEéls6értékét!

Megoldas:
Legyen g(z;y) =  — y? — 1! A Lagrange-fiiggvény:
Lzy) = A-g(asy) + flzy) = A (e —y* =) +o+2y =
=XAz—-XyP—A+x+2y.

Az L figgvény els6rendi parcidlis derivaltfiiggvényei:
Li(Xayy) =2 -y 1
L(\zy)=A+1
Ly,(\a5y) = =2y + 2.

Tehat az
x—y2:1
A+1=0
—2)\y+2=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A madsodik egyenletb6l A = —1 adédik. Ezt behelyettesitve a harmadik egyen-
letbe azt kapjuk, hogy y = —1. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 2.

Tehat a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja: (Q; P) = (—1;2; —1).

A feltételes szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fiiggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
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azokbdl képzett
A x Y
AL\ (Nasy) LY, (Aszyy) LY, (A2 y)
MXzyy) = z | L(Nzy)  Li(Nasy) Ly, (A z;y)
y \ LjpnNasy) Ly (Nzy) Ly, (Aaiy)
matrixot. Mivel
LA a59) =0 L (N asy) =1 WwNiTy) = —2y
X zy) =1 Lys(Nizy) =0 Ly, (\a;y) =0
mNzy) =2y Ly (Nzy) =0 Ly, (Aasy) = =2,
ezért az el6bbi matrix

ATy
A 0 1 -2y

M\ zy)= = 1 0 0
y\—2y 0 =2\
lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

01 2
M@Q;P)=| 1 0 0
2 0 2
adodik. Mivel az M (Q; P) métrix determindnsa
01 2
Ds=det| 1 0 0 | =—2<o,
2 0 2

ezért az f fiiggvénynek lokdlis minimuma van a P = (2; —1) pontban.
A minimumérték:
F1;2) =242 (=1) =0.
130. Feladat. Vizsgéljuk meg konvexitds szerint az
flz;y;2) =Inz+lny+1Inz (z;y;2 > 0)
fliggvényt!
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Megoldas:

Az els6rendd parcialis derivaltfiiggvények:

1 1 1
falwiy;2) = — & f{,(msy;Z)Zg & fiwiyiz) = -

A maésodrend( parcidlis derivéltfiiggvények:

1
fao(wiyiz) = ——  fo(@iy;2) =0 Joo(2552) =0
NN Moo 1 v ) —
fyx(x7yvz)_0 yy(xﬂyaz)__? fyz(xayaz)—o
" 1 1
Te(T5y;2) =0 w(y;2) =0 feo(wiyiz) = =

A Hesse-matrix az
x Y z
T @y 2)  fa(Tiyi2)  fiL(75y;2)
M(zyy;2) = y | fiulmys2)  foy(@y;2)  fi(@y;2)
2\ fa(myiz) fh(@yse)  fl(zy;z)

matrix. A adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

-5 0 0
M(z;y;2) = 0 —y% 0
0 0 —=x
A matrix elsd bal felsd sarokdetermindnsa: Dy = —w%.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans:

1
—z 0 1
Dy = det A :xz-yQ.

Yy
A harmadik bal fels6 sarokdeterminans:
_ 1 0 0
x2
Ds = ! SR
3 = 0 7 0 __:L‘2-y2-z2'
0 0 —%

Tehat D < 0, Dy > 0és D3 < 0, vagyis a Hesse-matrix negativ szemidefinit,
ezért az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak minden pontjaban konkav.
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131. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flasy;zu) = 2% +y- 2+ 2 -u® + x - sin(2y)
fliggvény elsérend parcidlis derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:
Az els6rend parcidlis derivaltfiiggvények:
fe(@;y; 23u) = 22 + sin(2y)
f;(um y;z;u) = z + x - cos(2y) - 2
fi@ys zu) = y + o
fulw;ys z3u) = 2zu.
132. Feladat. Rajzoljuk fel a
D={(z;y) ER?}|[0<2<4é 0<y<5és y>dar—a’}
halmazt! Konvex-e a halmaz?
Megoldas:

A halmazt koordinitarendszerben dbrizolva az alabbi dbrat kapjuk:

A halmaz konkdv, mert példdul az

(v3) © ()

pontokat 0sszekotd szakasznak nem minden pontja van benne a D halmazban.
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133. Feladat. Az f(z;y;2) = 2° + xy + y? — 2% + 62 fiiggvény P pontbeli
gradiens vektora:
grad f(P) = (5:5;4).
Hatarozzuk meg a P pontot!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
falwiy;2) =327 +y
fy(zsy;2) = o 42y
fi(z;y;2) = =22 +6.
Mivel grad f(P) = (5; 5;4), ezért meg kell oldanunk az

3m2+y:5
r+2y=>5
—2z+6=4

egyenletrendszert.

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 1.

A masodik egyenletbdl x = 5 — 2y adddik.

Behelyettesitve az els egyenletbe azt kapjuk, hogy
3-6-2y)2+y=5 = 12> —59y+70=0.

A masodfoku egyenlet megoldéképletével

59+ V121 59+ 11

Y 24
adodik, igy y1 = 2 és yo = 33,
5 . —_ 14 _ 35 _ _5
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy x1 = 1és 29 =5 — 2 = —¢.

Tehat két lehetséges pont van:
5 35
P =(1;2,1) é Po=|—7;-—7;1].
1 ( y <y ) es 2 ( 612’ )
134. Feladat. Hatarozzuk meg az A paraméter értékét ugy, hogy
1 /2

/ /A-m-ydy de =2

0 \0
teljesiiljon!
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Megoldas:
Mivel

1/ 2 1 _
y? y=2
/ /A-x-ydy dx:A-/[x-] dzr =
2 ],-0
0 \o 0
; 1
:A-/2xdx:A'[:c2} = A,
0
0

ezért A = 2.

135. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z;y) = y - sin(x 4 y) fiiggvény integraljat az

N = {(; y)€R2|0<y<§ y < <3y}

halmazon!
Megoldas:

Az integrél értéke:

3 /3y
//y-sin(:z:—i—y):/ /y-sin(x+y)dx dy =
N
0 Y

/ —y-cos(x +y)|az 3yd / —y - cos(4y) +y - cos(2y) dy.
0 0

Mivel egyrészt

in(4 in(4 in(4 4
/y-cos(4y)dy:y-smi Y) _/Smil Y) dyzy-smi y)_’_cosl(6y)+61’

masrészt

sin(2 sin(2 sin(2 cos(2y
/y~COS(2y)dy=y- (y)—/ ;y)dyzy- (2y)+ i)+02,
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ahol ¢1, co € R, ezért

/ —y - cos(4y) + y - cos(2y) dy =
0

INIE]

_ [—y- sin(4y) _ cos(4y) Ly sin(2y) n cos(2y)

4 16 2 4,

m sin2m  cos2m w sinm  cosm cosO  cosO

5 1 16 T2 72 T4 Tis T4
1 1 1 1 1

T a6 4 2

136. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = (x - y)*Y figgvény = véltozd
szerinti parcidlis derivaltfiiggvényét!

Megoldas:

Vegyiik mindkét oldal természetes alapu logaritmusét! Ekkor azt kapjuk, hogy

In f(a;y) = In(z - )™,

A logaritmus megfelel6 azonossaganak alkalmazasaval

In fz;y) = (z-y) - In(z - y)
adddik. Mindkét oldalt az x valtoz6 szerint derivdlva azt kapjuk, hogy

1 1
) Selzy)=y-In(z-y)+z-y- Rl

Ebbdl
1
fe(zsy) = f(z3y) - <y'1n(l‘-y) oy y>

adodik, igy az x véltoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvényre azt kapjuk, hogy

fol@y) = (z-y)"" -y (In(z-y) +1).
137. Feladat. Legyen a H halmaz az A = (—4;0), B = (4;0) és C = (0;4)
pontok altal meghatarozott zart haromszogtartomany és tekintsiik az

fz;y) = 2° — 4oy + 4% + 62

fliggvényt!
a) Abrazoljuk a H halmazt!
b) Szamoljuk ki a H halmaz teriiletét!
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¢) Irjuk fel a H halmazt két normaltartomany uniéjaként!

d) Kett8s integral segitségével adjuk meg a H halmaz teriiletét!
e) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a H halmaz folott!

f) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a H halmazon!

g) Szamoljuk ki az f fiiggvény lokdlis sz€lsGértékeit!

Py

h) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény abszoliit sz€lsGértékeit a H halmazon!
Megoldas:
a) A H halmaz képe:

4|C
A B
5 4 -3 -2-1101 2 3 4 5
-2
b) A H halmaz teriilete:
84
T=——=16.
2
c) Legyen
H = {(z;9) eR*|0<2<4é 0<y<4—zx},
és

Hy={(z;y) €ER?| —4<2<0é 0<y<z+4}.

d) A H; halmaz teriilete:
4

4 f4- 4 A
// 1:/ /ldy dx:/[y}y_ dz =
Hy y=0
0 0 0

4 124
:/4—xdx:[4x—] =16 -8 =8.
2 0
0

xT
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A H5 halmaz teriilete:

0 /atd 0
y=z+4
// 1:/ /ldy dx:/[y] dzx =
Ho y=0
-4 \0 —4

0
2 0
:/x+4dx:[x2+4x] = -84 16 =38.
4
4

A H halmaz teriilete:
Teriilet(H)://lz// 1+// 1 =16.
H H, Ho

e) Az f figgvény integrilja a H; halmaz folott:

4 41—z
// f:/ /x2—4xy—i—y2—|—6xdy dz =
Hy
0 0
¢ 3 y=d-z
_ 2 2 ¥ _
/ Ty — 2zy° + — + 6zy dz =
0 & v=0

S~

64 — 48z + 1222 — 23
3

:/4x2—x3—2x-(16—8x+x2)+

o

4
3 64
+24x—6x2dx:/—10-”;+18x2—24x+3dx:

0

4 64 1
= |52 y62®— 1222+ —z| =64
6 37,
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Az f fiiggvény integralja a Ho halmaz folott:

0 44
/ f:/ /x2—4xy+y2+6xdy dz =
Hs
-4 \0

0 3 y=z+4
_ 2, 9.2 1 I _
= / Ty — 2zy° + = + 6xy dz =
4 ; v=0

(z +4)°

4
/:c2 (x+4)—2z-(xz+4)2+ +6x - (r+4)dr =
0

3 + 1222 + 48z + 64+

2% 4+ 42? — 22 - (2% + 8z +16) + 3

I
O\%

4
3

64
+6x2+24a:dx:/—2.‘g—2x2+8x+3dx:

Az f fiiggvény integralja a H halmaz folott:

[,/ //Hlf+/H2f—64+ -2

f) Az f fuggvény atlagértéke a H halmazon:
I 256 16
16 3 3
g) Az f fiiggvény els6rendd parcialis derivaltfiiggvényei:
fe(zy) =22 — 4y +6
f;(:v, y) = —4x + 2y.

A lokalis szélsbérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rend parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk
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20 — 4y +6 = O}
-4z +2y =0
egyenletrendszert. A mdsodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 2z. Ezt
behelyettesitve az elsd egyenletbe
2r =8z +6=0 = r=1
adodik, igy y = 2. A stacionarius pont: P = (1;2).

7z

A lokalis széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsahoz el6-
szOr meghatdrozzuk az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvé-
nyeit, majd az azokbdl képzett

x y
w( e (5 9) !g’y(x;y)>

M(z;y) = J\ Y

v (T3Y)  foy(T5y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

fow(@3y) =2 foy(w3y) = —4
foe(ziy) = —4 foy(@59) = 2,

ezért az el6bbi matrix

I T 2 -4
(x7y>_y<_4 2)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P)z(_i _;1)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 2, illetve

2

Dg—det<4 9

>—4—16——12.

Mivel D5 negativ, ezért a P pontban nincs szélsGértéke az f fiiggvénynek.
h) Tekintsiik el6szor azt a hatart, amikor y = 0 és —4 < x < 4! Ekkor
f(z) = f(z;0) = 22 + 6a.
Ebben az esetben f’(z) = 2z + 6, amelynek zérushelye x = —3.
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se 2t 2

Legyen P} = (—3;0)! A P; pontban az f fiiggvény helyettesitési értéke:
f(P)=(-3)%*+6-3=2T.

Tekintsiik most azt a hatart, amikor y = = + 4 és —4 < x < 0! Ekkor

fr;o+4)=2"—do- (x+4) + (v +4)* + 62 = —22° — 2z + 16.

Ebben az esetben f’ (z) = —4x — 2, amelynek zérushelye z = —3.

Legyen P, = ( 53 2) A P, pontban az f fiiggvény helyettesitési értéke:

o= () -+ () ) oo ()5

Tekintsiik most azt a hatart, amikor y = 4 — x és 0 < x < 4! Ekkor
flz;4—x) =2 -4z - (4—2)+ (4 —2)® + 62 = 622 — 18z + 16.

Ebben az esetben f/(z) = 12z — 18, amelynek zérushelye x = %

LegyenPg—(2,2

2 2
() () 300 ()2
A helyettesitési érték a Py = (—4;0) pontban:
F(Py) =16 — 24 = —8.
A helyettesitési érték a Ps = (4;0) pontban:
F(Ps) = 16 + 24 = 40.
(

A helyettesitési érték a Ps = (0;4) pontban:

f(Ps) = 16.
Az abszolit minimum: —8, amelyet a (—4; 0) pontban vesz fel a fiiggvény.

Az abszolit maximum: 40, amelyet a (4;0) pontban vesz fel a fiiggvény.
138. Feladat. Az
A={(z;y) eR?|0<2<5 0<y<5—uz}
halmaz konvex-e?
Megoldas:

A halmazt dbrazolva egy zart haromszoglemezt kapunk, ami konvex halmaz:
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o =~ N W ~ OO

21012 3 4 5 6

139. Feladat. Tekintsiik a 7' = [0; 1] x [0;2] x [—1; 1] halmazt és az

flryy;2) =+ 2y + 32

figgvényt! Szamoljuk ki az f fliggvény integréljat a T’ halmaz folott!

Megoldas:

Az f fiiggvény integralja a T" halmaz folott:
1 /2 1
///a:+2y+32=/ / /x+2y+32dz dy | de =
g 0 \0 \-1
1 2 32’2 z=1
:/ /[xz—l—2yz+] dy | doe =
0 0 2 z=—1
1 /2 1
= / /23:+4ydy dz = / [2wy+2y2]zz§ dr =
0 \0 0

1
—/4x+8d:r— [2x2—|—8x]é:10.
0

140. Feladat. Tekintsitk a 7" = [0; 1] x [0; 1] x [0; 1] halmazt és az

flayy;2) = 2 +y? + 22

fliggvényt!
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a) Hatdrozzuk meg a 7" halmaz térfogatit!
b) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a 7" halmazon!
¢) Adjuk meg az f fiiggvény atlagértékét a 7" halmazon!

Megoldas:
a) AT halmaz térfogata: 1-1-1=1.
b) Az f fuggvény integralja a T halmazon:

1 /1 /1
///x2+y2+22:/ / /a:2+y2+z2dz dy | dz =
T 0 \0o \o
1 /1 JEEps
=/ /[m22+y2z+] dy | do =
3 z=0
0 \o
1 /1 1 5 y=1
_ 2 2 _ 2 y 1 _
—/ /x—i—y—i— dy dx-/wy—i— + -y de =
3 3 37
o \0 0 v=
1
2 3 9t
2
= Sdr =%+ 22| =1
/af +3x [3+3m]0

c) Az f fiiggvény atlagértéke a T halmazon: 1.

141. Feladat. Egy fogyaszté két terméket fogyaszt, ezek X és Y; az X ter-
mékbdl x, az Y termékbdl y darabot. A fogyasztd ezen két termékhez tartozd
hasznossagi fiiggvénye:

U(z;y) =2Inz + 2y.

Az X termék egységara 20 forint, az Y termék egységdra 100 forint. A fo-
gyasztd pontosan 3 000 forintot szeretne kolteni a két termékre. Hatdrozzuk
meg, hogy melyik termékbdl hdny darabot vdsdroljon, ha azt szeretné, hogy a
haszna a lehetd legnagyobb legyen!

Megoldas:

A feladat feltétele szerint 20z + 100y = 3 000.

Az U fiiggvény szélsdértékét keressiik a 20x + 100y = 3 000 feltétel mellett.
Legyen g(x;y) = 20x + 100y — 3 000.



198 Osszefoglalé feladatok az elsé fejezethez

A Lagrange-fiiggvény:

L\ z;y) =X g(x;y) + U(z;y) = A - (20x + 100y — 3000)+
42z + 2y = 20\ + 100\y — 3000\ + 2Inz + 2y.

Az L fiiggvény elsSrendi parcidlis derivaltfiiggvényei:

L\ (\;z;y) = 20z + 100y — 3000
, 2
L, (N z;y) = 20\ + p
Ly, (A ;) = 100X + 2.
Ezt felhasznélva az
20z + 100y — 3000 = 0
2
200+ —-=0
x
100A+2=0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
A=— %. Ezt behelyettesitve a mdsodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

——=-=0 = 10 — 22 =0,
r 5

igy x = 5. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe

100 + 100y = 3000 = y=29
adédik. Tehdt a staciondrius pont (Q; P) = (—%; 5; 29)
A feltételes szElsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk az L fliggvény masodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Y
AL say) LY (Nmy) LY, (N 73y)

M\ zy) = 2| Liz(Nasy) L,(Azy) Ly, (A o3 y)
y \ LjpnNary)  Lig(Nary) Ly, (Aziy)
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matrixot. Mivel

(sasy) =0 YN z3y) =20 Yy (X5 i) =100
9
Ia(ziy) =20 Ll (Azy) = = L, (Aasy) =0
X zy) =100 Ly, (A z;y) =0 Ly, (Aiz;y) =0
ezért az elébbi matrix
A x Y

A/ 0 20 100
M zy)= x| 20 =% 0
y\100 0 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

0 20 100
M(@Q;P)=| 20 —% 0
100 0 O

Mivel az M (Q; P) matrix determindnsa

0 20 100
20 -2 0 |=800>0,
100 0 0

ezért az U fiiggvénynek maximuma van a P pontban. Tehidt az X termék-
bdl 5 darabot, az Y termébdl 29 terméket kell fogyasztanunk ahhoz, hogy a
hasznossdg a lehet6 legnagyobb legyen.

142. Feladat. Legyen a H halmaz az A = (0;0), B = (6;0), C = (10;4)
és D = (4;4) pontok &ltal meghatarozott zért paralelogramma tartoményt és
tekitnsiik az f(z;y) = 2xy fiiggvényt!

a) Rajzoljuk fel a halmazt!

b) Irjuk fel a H halmazt elsGfaji normdltartoményok uniGjaként!

¢) Irjuk fel a H halmazt masodfaji normaltartomanyként!

d) Adjuk meg a H halmaz teriiletét!

e) Szamoljuk ki az f fiiggvény integraljat a H halmaz f6lott Ggy, hogy a H
halmazt els6faji normaltartomanyok uniéjanként tekintjiik!
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f) Szamoljuk ki az f fliggvény integraljat a H halmaz folott ugy, hogy a H
halmazt masodfaji normaltartomanyként tekintjiik!

g) Adjuk meg az f fliggvény atlagértékét a H halmazon!
Megoldas:

a) A H halmaz:

4 D C
0 B ‘ i
Alo 2 4 6 8 10
-2

b) A H halmaz els6faji normaltartoméanyok unidjaként:
H = H;UH;UHs,
ahol a H1 halmaz
Hy ={(z;9) eR*|0< 2 <4,0<y <z},
a Hy halmaz
Hy={(z;9) e R*|4 <2 <6,0 <y <4},
és a H3 halmaz

Hy = {(z;9) e R?|6 <z < 10,2 —6 <y < 4}.

¢) A H halmaz masodfaji normaltartomanyként:

H={(z;y) eR*|0<y <4,y <z <y+6}
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d) A H halmaz teriilete:
4 [ y+6 4

Jla= [\ [ ra) = fraztan

4
:/y+6—ydy: [6y], = 24.
0
e) Az f fuggvény integralja a H, halmaz folott:

4 x 4
// f:/ /2xydy dx:/[:cyQ]z:gdx:
Hy
0 \o 0
4 4

4
:/xgdx:[x] = 64.
4]
0

Az f fiiggvény integralja a Ho halmaz folott:

6 4 6
=4
// f:/ /Qxydy dm:/[myﬂzzodm:
Ho
4 \o 4
6

= /1695 da = [82%]% = 160.
4
Az f fiiggvény integralja a H3 halmaz folott:

10 4 10
— — 21y=4 —
//}{3f_/ /Qxydy dx-/[wy]y:xﬁdx—
6 \z—6 6
10 10
= /16:6—36-($—6)2dx:/—x3+12m2 —20xdx =
6 6

$4 10
= { + 423 — 103[;2} = 320.
4 6

Mivel H = H{ U Hy U Hg, ezért

//Hf://Hlf*//Ibf+/Hf=64+160+320:416.
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f) Az f fuggvény integrilja a H halmaz folott:

4 y+6

//Hf_/ /mdm d/ gy
0

4
:/y+6 Sy — ydy—/12y + 36y dy =
0 0

= [4y® + 18y = 544.
g) Az f fiiggvény atlagértéke a H halmazon:
54 _ 68
24 3
143. Feladat. Az f(z;y) = 2%+ pry +y? fiiggvénynek a P = (0;0) pontban
milyen p paraméter esetén lesz lokdlis minimuma?
Megoldas:
Az f fiiggvény elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
fulasy) = 22+ py
fy(aiy) = 2y + pa.

A masodrendd parcidlis derivéltfiiggvények:

(3 y) =2 w(Ty) =p
ve(T5y) =D (T3 y) = 2.
A Hesse-matrix:
Ty

x [ 2
M(zyy) = y(p ;’)

A Hesse-matrix determindnsa: Dy = 4 — p?.
A matrix pontosan akkor pozitiv definit, azaz pontosan akkor van lokélis mini-
muma az f fiiggvénynek, ha 4 — p? > 0, vagyishap € | — 2;2[.

144. Feladat. Szamoljuk ki az f(z;y) = 2% — zy + y'0 + €2* fiiggvény

2y (5 y) harmadrendd parcidlis derivéltfiiggvényét!

Megoldas:
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Mivel f!(z;y) = 322 — y +e2® - 2és f7 (z;y) = 6z + e2® - 4, ezért
ey (Tiy) = 0.
145. Feladat. Konvex vagy konkdv-e a
H={(z;y) eR? |z >26és Vo —2>y>14 -z}
halmaz?
Megoldas:

A halmazt abrazolva

N

13
12
11

-
o

o = N W M OO0 O N 0 ©

01 2345678910111213?\\1516

lathatd, hogy a halmaz konkav.

146. Feladat. Egy téglatest felszine 8 cm?. Hatdrozzuk meg az éleit tigy, hogy
a térfogata a lehetd legnagyobb legyen! A feladatot a Lagrange-fiiggvény al-
kalmazasaval oldjuk meg!

Megoldas:
Legyenek a téglatest élei x, y és z. Ekkor a felszine:
A=2zxy+2x2+2yz=24 = ay+zxzz+yz—12=0.
Legyen g(z;y; z) = xy + xz + yz. A téglatest térfogata:
V(z;y; 2) = zyz.
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A Lagrange-fiiggvény:
LXsziy;2) = A g(wy;2) + Vs y; 2) =
=\ (zy+xz+yz—12) 4 zyz =
= \zy + Azz + Ayz — 12\ + zy=z.
Az L fiiggvény elsérend(i parcidlis derivaltfiiggvényei:

L\(\szyy52) = 2y + 22 +yz — 12

L(\zyy;2) = Ay + Az +yz
P (N e ) —

Ly,(\z3y;2) = Az + A2 + 22

Lo\ msy;2) = Ao+ Ay + xy.

Tehét az
Yy +zz+yz =12

Ay +Az4+yz=0

A+ Az +22=0

A+ Ay +ay=0
egyenletrendszert kell megoldanunk.
A misodik egyenletbdl kivonva a harmadikat, azt kapjuk, hogy

A(y—2)+(y—2)-2=0,

igy

(y—z)- (A+2)=0.

Ez csak dgy lehet, ha y = x vagy A + z = 0, azonban ha A 4 z = 0, akkor a
harmadik egyenletbdl z = 0 adédik, ami nem lehetséges.

A masodik egyenletbdl kivonva a negyediket, akkor azt kapjuk, hogy
A(z—z)+(2—x)-y=0,
igy
(z—x)-(A+y)=0.

Ez csak tgy lehet, ha z = z vagy A + y = 0, azonban ha A\ + y = 0, akkor a
negyedik egyenletbdl y = 0 adddik, ami nem lehetséges.

Tehat azt kaptuk, hogy © = y = z. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
62° =24 =z =42
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adoédik. A geometriai tartalom miatt x = 2, igy x = y = 2z = 2. A mésodik
egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = —1. Tehat a Lagrange-fiiggvény stacionarius

pontja: (Q; P) = (—1;

2;2;2)

A feltételes szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az

azokbdl képzett

M\ zy;2) =
A
AL \(Nzsys 2)

x| LI\(N\z5y; 2)

y | Ly 2)

z \ L\(Ns w55 2)
matrixot. Mivel

1 .
A )\7.%', Yz

LY (N a5y 2)
L (A x5 y;2)
Ly (AN x5 y;2)

Ll (N y;2)

Ny ) =y+ 2

(

(
(s zy; 2

(

"
AT ys 2

JN Ty z
L" ATy z) =

Ly, (X xy; 2

/\/\/\/\

L” ATy 2

\_/\_/\_/\_/

z) =
)
z)=x+ =z
zZ)=z+y

=xr-xr+=z

=0

=x+ A

y
LY, (N a5 y; 2)

Ly, (N 25 y;2)
Ly, (X x5y 2)

L7, (N @3 y; 2)

Xe(Xsm3y5 2
L// (
Ly (X z3y; 2
2

L. (x5 y; 2

(N y; 2
L//

L/l

AA,_\/_\

L. (N x5y 2

ATy z) =

ATy 2

A3 y; 2

\/\/\/\/

LY, (X z;y; 2)
L (A3 y;2)
Ly (X z3y; 2)

L (N a;y; 2)

=y+z

=z4+ A

=y+A

=y+A
=x+ A

=0,
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ezért az el6bbi matrix

A x Y z
A 0 y+z z+z xz+y
x| y+=z 0 Z4+A y+A
M\ a;y;2) =
ylx+z z+A 0 T+ A
z\r+y y+A z+A 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiikk a (Q; P) = (—1;2;2;2) staciondrius pontban,
akkor

4
0
M(Q;P) = 1
1

— O =

4
1
1
0

NS S )

A 1.8.4 tételben m = 1 és n = 3, ugyanis egy feltétel van és 3 viltozds a
fliggvény, igy a D3 és D, sarokdetermindnsokat kell kiszamolnunk. A Dj
sarokdetermindns értéke:

0 4
Dsg=det]| 4 0 1 =16+ 16 = 32.
4 1
A
0 4 4 4
4 0 1 1
Dy = det

4 1 0 1
4 1 10

determinéns értékének kiszdmoldsdhoz el6szor a harmadik sorbdl vonjuk ki a
masodik sort és a negyedik sorbdl vonjuk ki a masodik sort. Ekkor azt kapjuk,

hogy

0 4 4 4 0 4 4 4

4 0 1 1 4 0 1
det = det

4 1 0 1 01 -1 0

4 1 1 0 0 1 0 -1
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A kapott determindnst az elsd oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk, hogy

04 4 4
4 4 4
40 1 1 ;
Dy = det =4-(=1P-det| 1 -1 0 |=
01 -1 0
1 0 -1
01 0 -1

=—4-(4+4+4)=-48

Mivel (—1)'*3 . D3 = 32 és (—1)**. Dy = 48, {gy (—1)'*3 . D3 > 0
(~1)*%. Dy > 0, ezért az A fiiggvénynek maximuma van a P = (2;2;
pontban. A maximumérték:

és
2)

V (2:2;2) = 8cm®.






2. fejezet

Sikgorbék, térgorbék, feliiletek
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2.1. Sikgorbék megadasa, differencialasa, érintGegyenese

2.1.1. Definicié. Az r: R — R? tipusi fiiggvényeket sikgorbéknek nevezziik.
Amennyiben

r(t) = (x(t);y(t)),
akkor az x és y egyvaltozds, valds értékd fiiggvényeket a sikgorbe koordindta-
fiiggvényeinek hivjuk.

A koordinatafiiggvényeket sorvektorként és oszlopvektorként is szokas irni.

2.1.2. Példa. Az
r(t) =19 +1-v, teR
sikgorbe grafikonja a v irdnyvektort, ry ponton dthaladé egyenes.

Ha o = (z0;yo) és v = (v1; v2), akkor

r(t) = (vo;y0) + 1t - (v1;v2),

18y
r(t) = (wo +t-visyo +1-v2).
Ebbdl megkapjuk a mér kordbban tanult paraméteres egyenletrendszert:

x(t) =z +t- vy }
y(t) =yo +1-vo

2.1.3. Megjegyzés. Minden olyan sikgorbe esetén, melynek koordinatafiigg-
vényei polinomok vagy raciondlis tortfiiggvények (az ilyen gorbéket algeb-
rai gorbéknek nevezziik) 1étezik olyan f: R? — R fiiggvény tgy, hogy a
sikgorbe megadhaté f(x;y) = 0, y-ra nézve implicit alakban. Bizonyos ese-
tekben a sikgorbe grafikonja leirhat6 egyvaltozoés fiiggvény segitségével, ekkor
a sikgorbe megadhaté y = g(x) explicit alakban valamely g: R — R fiiggvény
segitségével.

A Kkétféle alak kozotti konverzié két kiilonboz6 irdnya két eltérd nehézségii
problémat takar. Az algebrai gérbék esetén barmely paraméteres alakban meg-
adott alakzat atirhat6 implicit formdba, bar gyakorlatilag adédhatnak szdmitdsi
nehézségek. Egy implicit formdban megadott sikgdrbének azonban nem biz-
tos, hogy létezik paraméteres alakja, és ha létezik is, annak felirdsdra nincs
ltaldnosan hatékony és egyszer(i szdmitdsi mddszer.

2.1.4. Példa. Azr: [0;27] — R?, r(t) = (cost;sint) fliggvény grafikonja az
orig6 koriili egységnyi sugard korvonal, amely megadhat6 az

2+ -1=0
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implicit egyenlettel is. Ebben az esetben y = g(z) alakban nem adhat6 meg a
sikgorbe.

Az r: [0;1] — R2, r(t) = (t;t?) fiilggvény grafikonja egy parabolaiv a [0; 1]
intervallumon, amely megadhat6

y=ua
explicit alakban.

2.1.5. Definicié. Legyenek a és b olyan valés szamok, melyekre a < b teljesiil!
Azt mondjuk, hogy az

r:a;b[— R, r(t) = (z(t);y(t))

sikgorbe differencidlhaté a ty € ]a; b| helyen, ha a koordindtafiiggvényei diffe-
rencidlhatéak a tg helyen.
Ha a sikgorbe differencidlhaté a ¢y helyen, akkor a derivéltja

r'(to) = (2'(to); ¥/ (to))-

A koordinétafiiggvények derivéltjait szokds ‘é—f, illetve %’ modon is jelolni.

2.1.6. Példa. Tekintsiik az
t% + 3t + €
r(t) =
cos(2t)
sikgorbét! Ekkor

, 2t + 3 + 2
r'(t) = , .
—2sin(2t)

2.1.7. Megjegyzés. Ha r egy differencidlhaté sikgorbe, akkor fizikaban az id6
szerinti derivaltat vesszd helyett ponttal is szokds jelolni.

2.1.8. Példa. Egy mozg6 pont hely-id6 fiiggvénye:

(t)_<\/m>

= 2
et 5t+2

Ekkor
2t+3
i) = 2-VE2+3t+1

ot”—5t+2 (2t — 5)
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2.1.9. Megjegyzés. Egy sikgorbe adott pontbeli differencidlhdnyadosénak ge-
ometriai jelentése a sikgorbe adott pontbeli érintévektora.

Ha t — r(t) egy mozgé pont hely-id6 fuggvénye, akkor a differencialhdnya-
dosa egy adott pontbeli értékének fizikai jelentése az adott idépontban a pilla-
natnyi sebesség.

2.1.10. Definicié. A ¢ — r(t) = (z(t);y(t)), ahol t € [a;b] sikgdrbe sima,
ha a koordinatafiiggvényei differencidlhatéak az |a; b[-on és az ]a; b[-on nincs
olyan t( paraméter, amelyre z’(t() és y/'(to) egyszerre zérus.

2.1.11. Megjegyzés. Az, hogy egy sikgorbe sima azt jelenti, hogy nincs éles
csdcspontja.

2.1.12. Definici6. Az r sikgorbe érintdegyenese a ty paraméteri pontban:

e(t) =r(to) +r'(to) - (t —t0)  (t€R).
t2 + 2t

2.1.13. Példa. Megadjuk az r(t) = < s

> sikgorbe érintéegyenesét a

to = 1 helyen!

2t +2 3 4
Mivel ' (t) = ( 5 ), ezért r(tg) = < 5 ) és 1’ (tg) = ( 5 > Ezt

felhasznélva azt kapjuk, hogy az érint6egyenes:

w0-(3)+ () en=(310),

aholt € R. Az x = —1 + 4t egyenletbdl a ¢ paramétert kifejezve azt kapjuk,
hogy t = IT“. Ezt behelyettesitve az y = —5 + 3t egyenletbe

3-(x+1) -20+3z+3 3 17
y=—dt = 4 Y

adodik.
2.1.14. Megjegyzés. At — r(t) = (x(t);y(t)) sikgorbe érintSegyenesének

fon. Y (to)
meredeksége: (i)

2.1.15. Megjegyzés. Legyent € [a;b]! Az r(t) = (z(t);y(t)) sikgorbének a
to paraméter( (z(to); y(to)) pontjdban vizszintes érintSje van, ha y/(to) = 0 és

' (to) # 0.
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2.1.16. Megjegyzés. Legyen ¢ € [a;b]! Az r(t) = (x(t);y(t)) sikgdrbének a
to paraméter(i (z(to); y(to)) pontjdban fiiggdleges érintSje van, ha 2’(tg) = 0
és y'(to) # 0.
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Kidolgozott feladatok

147. Feladat. Készitsiink értéktdblazatot, amely tartalmazza az
r(t) = (%0%) (€ [-22))

sikgorbe t = —2; —1;0; 1; 2 paraméterd értékeit, majd vazoljuk fel a sikgorbe
grafikonjat!

Megoldas:
At =—-2;-1;0;1; 2 értékek esetén az r(t) értékei:

t —2 -1 0 1 2

r(t) | (4-8) | (1;=1) | (0;0) | (1;1) | (4;8)

A sikgorbe grafikonja:

148. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (t—1;¢%) (t€[0;3)
sikgorbét!
a) Adjuk meg a sikgorbe koordinatafiiggvényeit!
b) Készitsiink értéktablazatot, amely tartalmazza az r(t) sikgorbe

t=0;1;2;3

paraméter( értékeit!
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¢) Vazoljuk fel a sikgorbe grafikonjat!
d) Hatérozzuk meg a ¢t — r/(t) derivaltfiiggvényt!

e) Irjuk fel a sikgorbét implicit egyenletként, amennyiben lehetséges, adjuk
meg explicit médon, azaz egyvaltozds, valds értékd fliggvényként!

Megoldas:

a) A koordindtafiiggvények:
z(t)=t—-1
y(t) = t2.

b) At =0;1;2;3 értékek esetén az r(t) értékei:

t 0 1 2 3

r(t) | (=1;0) | (0;1) | (1;4) | (2;9)

c) A sikgorbe grafikonja:

N WA O OO N 0 O

-

A

10 1 2 3

d) A derivaltfiiggvény:
() = (2'(t);y' (1) = (1;2¢).

e) Mivel x = t — 1 és y = t2, ezért az elsd egyenletbdl a t paramétert kifejezve
azt kapjuk, hogy t = x + 1. Ezt behelyettesitve az y = t> egyenletbe azt
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kapjuk, hogy y = (x + 1)2. Mivel t € [0;3] ésx =t — 1, ezért x € [—1;2].
Tehat az explicit alak:
y=@+1)? (ze[-12).
149. Feladat. Adjuk meg az r(t) = (2t + 1;¢3 — t? + 1) sikgorbét explicit
alakban, azaz y = f(z) médon!
Megoldas:
Az x = 2t + 1 egyenletbdl a t paramétert kifejezve azt kapjuk, hogy
z—1
2

Ezt behelyettesitve az y = t3 — > + 1 egyenletbe

_ x—1 3 r—1 2+1_
Y=\ 2 -
332 -1 2 _9ox+1
_z 3z* + 3x o T + 11—
8 4
a® =322 +3z—1—-222+40-2+8 2® -5+ T7x+5
8 - 8

t=

adodik.
150. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (4cost;4sint) (t € [g;ﬂ'] )

sikgorbét!

a) Adjuk meg a sikgdrbe koordinétafiiggvényeit!

b) Készitsiink értéktdbldzatot, amely tartalmazza az r(t) stkgorbe t = Z; 3% 7
paraméter értékeit!

¢) Vazoljuk fel a sikgorbe grafikonjat!

d) Hatérozzuk meg a ¢t — r/(t) derivaltfiiggvényt!
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:

x(t) =4cost
y(t) = 4sint.
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b) At=Z;3%; 7 értékek esetén az r(t) értékei:

T 3m
2 1

r(t) (0;4) | (=2-v2;2-V2) | (—4;0)

c) A sikgorbe grafikonja:

d) A derivaltfiiggvény:
r(t) = (a/(t);y'(t)) = (—4sint; 4 cost).
151. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (24 3cost; 3+ 3sint) (t € [0;27])

sikgorbét!
a) Adjuk meg a sikgdrbe koordindtafiiggvényeit!
b) Készitsiink olyan értéktdblazatot, amely tartalmazza az r(t) sikgorbe

T 3T

t=0; 53 m - 2
,27r ™

2
paraméter( értékeit!
¢) Vazoljuk fel a sikgorbe grafikonjat!

d) Hatdrozzuk meg a t — r/(t) derivaltfiiggvényt!
Megoldas:

a) A koordinatafiiggvények:

x(t) =2+ 3cost
y(t) =3 + 3sint.
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b) At=0;%;m3T;

27 értékek esetén az r(t) értékei:

)90y T
t 0 z 30 2n
r(t) | (5:3) | (2:6) | (=153) | (2:0) | (5;3)
¢) A sikgorbe grafikonja:
6
4
3
2
0
-1 0 1 2 4
-1

A grafikon a (2; 3) kozéppontu, 3 sugard korvonal.

d) A derivaltfiiggvény:

r'(t) = (w/(t);y'(t)) = (—3sint; 3 cost).

152. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

ri(t) = (t:1%)

és az

Megoldas:

At =0;1;2; 3 értékek esetén az rq(t) értékei:

ro(t) = (Vt;t)

ugyanazon sikgorbe két kiilonboz6 paraméteres eldallitasa!

t € (053]

t €10;9]

t

T1 (t)
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At =0;1;4;9 értékek esetén az ry(t) értékei:

t 0 1 4 9

r2(t) [ (0;0) | (1;1) | (2:4) | (3;9)

Az ri(t) és az ro(t) gorbék grafikonja ugyanaz:

153. Feladat. Tekintsiik at — r(t) = (2(t); y(t)) sikgorbét, ahol
r(t) = (4t — 2;2t%)  (t €[0;2]).

a) Adjuk meg a sikgrbe koordinétafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényeit!

¢) Adjuk meg at — 1/(t) fiiggvényt!
d) Hatarozzuk meg a koordinatafiiggvények masodrendi derivaltfiiggvényeit!

e) Adjuk meg az y'(z(t)) derivaltfiiggvényt!
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:

x(t) =4t —2
y(t) = 262
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b) A koordindtafiiggvények derivaltfiiggvényei:
2 (t) =4
y'(t) = 4t.
c) At 1r/(t) fiiggvény:
r'(t) = (4;4t).
d) A koordinatafiiggvények masodrendd derivaltfiiggvényei:
2"(t) =0
y'(t) = 4.
e) Az y'(x) derivaltfiiggvény:
d
)= = =

:LJ
154. Feladat. Tekintsiik at — r(t) = (z(t); y(t)) sikgorbét, ahol

?2+1 2
===
r(t) <t2—8’t2—8>

és tekintsiik a 9 = 3 paraméter(i pontot!

a) Adjuk meg a sikgdrbe koordindtafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a koordindtafiiggvények derivaltfiiggvényeit a ¢y helyen!
¢) Adjuk meg az r'(t() értéket!

Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:
t2+1
t) =
2t
t) = ——.
y(t) 73

b) At — x(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
n 2t - (12 —8) — (2 +1)-2t 23— 16t — 23 — 2t
2'(t) = — _
(= 5p = 5p
—18t
GEOR
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At — y(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
2-(t2—8)—2t-2t —2t*—16

/
t) = = .
y(t) (12 — 8)2 (t2 — 8)2
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei a tg = 3 paraméter( helyen:

—18-3

"(to) = =—54

@ (to) (9 —8)2

—-2-9—-16

"(t)) = ———— = —34.

r'(tg) = (—54; —34).
155. Feladat. Tekintsiik a ¢ — r(t) = (z(t);y(t)) sikgorbét, ahol

T(t) — (2Sint; tg2 t)
és tekintsiik a g = 0 paraméter( pontot!
a) Adjuk meg a sikgorbe koordinatafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényeit a ¢( helyen!
¢) Adjuk meg az r'(t() értéket!
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:

H?(t) — QSil’lt

y(t) = tg?t.
b) At — x(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
2’ (t) =25 . In2 - cost.
A t — y(t) koordinatafiiggvény derivaltfiiggvénye:
1 2tgt

'"(t) =2tgt- = .
vt T S
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei a ty = 0 paraméterd helyen:
7' (tg) =In2
Y (to) = 0.

c) At 7r'(t) fiiggvény helyettesitési értéke a o = 0 helyen:
' (to) = (In2;0).



222 Sikgorbék megaddsa, differencidldsa, érintéegyenese

156. Feladat. irjuk fel az
r(t)=2t+ ;3 —t*+1)  (t€][0;2))

sikgorbe érintéegyenesének egyenletét a tg = 1 paraméter( helyen!
Megoldas:
Mivel 7/ (t) = (2; 3t% — 2t), ezért 1/ (to) = (2;1).
Az érintGegyenes egyenlete:

e(t) = r(to) +r'(to) - (t = to).
Mivel r(tg) = (3; 1), ezért az érintGegyenes egyenlete:

e(t) =3 1)+(21)-(t—1) = et)=(3;1)+ (2t —2;t—1),

azaz
e(t) = (2t + 1;1).
Tehdt x = 2t + 1 és y = t. Az els6 egyenletbdl az t-t kifejezve azt kapjuk,

rz—1

hogy ¢t = %5=. Ezt behelyettesitve az y = t egyenletbe
_xz—1 N 1 1
Y= Y=o

adodik.
157. Feladat. Irjuk fel az
r(t) = (e;2e7" — 1)
sikgorbe érintéegyenesének egyenletét a tg = 0 paraméterti helyen!
Megoldas:
Mivel r/(t) = (et; —2e™t), ezért r'(tg) = (1; —2).
Az érintGegyenes egyenlete: e(t) = r(tg) + r'(to) - (t — to)-
Mivel 7(tg) = (1; 1), ezért az érintSegyenes egyenlete:
e) = (L) +(1;-2)-(t=0) = e(t)=(L1)+(t-21),
azaz
e(t) = (1+1t1-2t).

Tehatx = 1+t ésy =1 — 2t. Az els6 egyenletbdl az ¢-t kifejezve azt kapjuk,
hogy t = z — 1. Ezt behelyettesitve az y = 1 — 2t egyenletbe

y=1-2-(z—1) = y=3-2z
adodik.
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158. Feladat. Az r(t) = (2t — 1;t3) sikgorbe érintGegyenesének meredeksége
a tg paraméter( helyen: m = % Adjuk meg a t¢ értékét!

Megoldas:
A koordinétafiiggvények:
x(t)=2t—1 és y(t) =1t
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
g (t)=2 é o (t) =3t

Az érintbegyenes meredeksége:

Mivel m = %, ezért

igy to = £1.
159. Feladat. Az r(t) = (t3;t + t) sikgorbe érintGegyenesének meredeksége
a tg paraméter( helyen: m = 1. Adjuk meg a t; értékét!
Megoldas:
A koordinétafiiggvények:
z(t) =13 és y(t) =t> +t.

A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:

() =3t2 & y(t) =2t +1.
Az érintGegyenes meredeksége:

y'(to)  2to+1
l‘/(to) N 3t(2] '

m =

Mivel m = 1, ezért

=1 = 2ty + 1 = 35,
3t2 0 0

tehat 31% — 2tp — 1 = 0. A mésodfoku egyenlet megolddképletének alkalma-
zésédval azt kapjuk, hogy

t—2 1 = to = ! to=1
= — =—- és =1
0 6 0 3 0
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160. Feladat. Legyen t € [—2;2]! Az r(t) = (t? — 5;t3 — 3t + 1) gorbe
mely pontjdban lesz az érintGegyenes vizszintes, illetve mely pontjdban lesz
fliggbleges?

Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
x(t)=t*—5 és y(t)=t> -3t +1.
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
() =2t é o (t) = 3t* - 3.

Ezt felhasznalva:

A gorbe érintGje viszintes a | — 2; 2| intervallum azon ¢ paramétert pontjdban,
melyre 3t? — 3 = 0, azaz t = 1 esetén. Ezen t értékek esetén 2t # 0.

At = 1 paraméterérték esetén a gorbe pontja: P, = (—4; —1).
At = —1 paraméterérték esetén a gorbe pontja: P, = (—4;3).

A gorbe érintGje fiigglleges a | — 2; 2[ intervallum azon ¢ paraméterd pontjéban,
melyre 2t = 0. Ekkor ¢t = 0. Ezen t esetén 3t> — 3 # 0.

At = 0 paraméterérték esetén a gorbe pontja: @ = (—5;1).
161. Feladat. Az
r(t) = (263 — 1262 + 18t + 3;2t3 — 9t + 12t +2)  (t € [-5;5])

gorbe mely pontjdban lesz az érintéegyenes vizszintes, illetve mely pontjaban
lesz fiiggbleges?

Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
z(t) =263 — 126> + 18t +3 & y(t) =263 — 9% + 12t + 2.
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
o'(t) = 6t — 24t +18 és o/ (t) = 6t> — 18t + 12.

Ezt felhasznalva:

y'(t) 6t — 18t + 12
Z'(t) 612 —24t + 18
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A gorbe érintGegyenese viszintes a | — 5; 5[ intervallum azon ¢ paraméterd pont-
jaban, melyre

62— 18t +12=0 =  t*-3t+2=0
teljesiil. A masodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazdsaval azt kapjuk,
hogy
3£v9-8 3+1
2 2
azaz t; = 1, illetve to = 2. Ezen paraméterértékek esetén z’ értéke:

(1) =6-24+18=0 & a/(2)=24—48+18 = —6#0.

t120 =

Tehat a to = 2 paraméter esetén vizszintes az érintS. Ekkor a gorbe pontja:
P=(16—-48+36+3;16 — 36 +24 4+ 2) = (7;6).

A gorbe érintGegyenese fiiggbleges a | — 5; 5] intervallum azon ¢ paraméterd
pontjiban, melyre
662 —24t+18=0 =  t*—4t+3=0

teljesiil. A mésodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazdsdval azt kapjuk,

hogy
4+16—-12 4+2
2 2
azaz t1 = 1, illetve to = 3. Ezen paraméterértékek esetén 1/ értéke:

Y(1)=6—-184+12=0 és ¢y (3)=54—-54+12=12+#0.

t10 =

Tehat a to = 3 paraméter esetén fiiggbleges az érintd. Ekkor a gorbe pontja:
Q= (54—108 + 54+ 3;54 — 81 + 36+ 2) = (3;11).

162. Feladat. Legyen ¢t € R! Adjuk meg az r(t) = (2 + t; 1 — 2t) sikgorbét
explicit alakban, azaz y = f(x) médon!

Megoldas:
A koordinétafiiggvények:
x(t) =2+t és y(t) =1—2t.

Mivel x = 2+t, ezértt = x—2. Ezt behelyettesitve az y = 1—2t Osszefiiggésbe
azt kapjuk, hogy

y=1-2t=1-2-(x—2)=1—-2x+4=5—2x.
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163. Feladat. Legyen t € [0;27]|! Adjuk meg az r(t) = (5cost;5sint)
sikgorbét implicit alakban, azaz f(z;y) = 0 médon!

Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
x(t) = bcost és y(t) = 5sint.
Mivel
2%+ y? = 25cos® t + 25sin’t = 25 - (cos® t 4 sin® t) = 25,
igy azt azt kapjuk, hogy
2242 —25=0.
164. Feladat. Hatirozzuk meg az
r(t) = (1+t+1%2—1)

sikgorbe t = 1 és t = 2 paraméter(i pontjaiba mutaté vektorok hajlasszogét!

Megoldas:
Hat = 1, akkor
r(1) = (3;1).
Ha t = 2, akkor
r(2) = (7;0).
A két vektor altal bezart szog koszinusza:
r(1)-r(2)
T ORI
Mivel
r(1)-r(2) =21,
tovabba
r(D)=vV9+1=V10 é [r(2)] =17,
ezért

21

cosa = = a = 18,43°.

=
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2.2. Sikgorbék gorbiilete, ivhossza, fizikai alkalmazasai

2.2.1. Definicié. Az r(t) = (z(t); y(t)) sikgdrbe gorbiileti fiiggvénye:
[2'(t) - y"(t) = ' (D) - I"gt)l ‘
(@®)*+ )

At — k(t) figgvény t( helyen vett helyettesitési értékét a sikgorbe ¢y paramé-
terbeli pontjahoz tartoz6 gorbiiletének mondjuk.

k(t) =

2.2.2. Megjegyzés. Azr(t) = (z(t);y(t)) sikgorbe gorbiileti fiiggvénye:
a'(t) a"(t) )’
det
H(t)_' ) <y’(t) y' (1)
()] '

2.2.3. Megjegyzés. Szemléletesen egy sikgorbe gorbiilete azt mutatja meg,
hogy az egyeneshez képest a sikgdrbe grafikonja ,,mennyire gorbiil”. Az egye-
nes gorbiilete 0.

2.2.4. Példa. Legyen t € [0;27] és R > 0! Tekintsiik az

r(t) = (R-cost; R -sint)
sikgorbét! Ekkor a koordinatafiiggvények:
z(t) = R - cost és y(t) = R -sint.
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:
2'(t) = —R-sint és y'(t) = R - cost.
A koordinatafiiggvények masodrendi derivaltfiiggvényei:
2"(t) = —R - cost és y"(t) = —R - sint.
A gorbiilet:

k() = RZ.sin?t+ R? - cos®t _ R2 _
(R2-sin?t + R2 - cos2t)2  (R?)

L
=.

njw

1
Azt kaptuk, hogy az R sugaru kor gorbiilete: s
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2.2.5. Definicié. Legyen t € [a;b]! Haat — r(t) = (x(t);y(t)) sikgorbe
sima, és at = a és t = b paraméterli pontokon kiviil nem metszi 6nmagat,
akkor az ivhossza:

b b
L:/|r’(t)|dt:/\/(x’(t))2+ (v (1))? dt.

2.2.6. Példa. Az r(t) = (1 + t;2t — 3) gorbe ivhossza a [0; 2] intervallumon:

2
/\/12+22dt: [V5-t]2=2-5.
0

2.2.7. Definicio. Ha kivalasztunk egy P(t() kezdGpontot a ¢ + 7(t) sima gor-
bén, akkor ¢ értékéhez hozzdrendelhetjiik a gorbe P(t) = (x(t);y(t)) pontjat,
és a P(tg) és P(t) kozotti irdnyitott tdvolsagot:

s(t) = /t I ()| dr.

Hat > to, akkor s(t) értéke a P(to) és P(t) kozotti tavolsag.
Hat < g, akkor a tdvolsag negativ elgjellel.

Az s elGjeles tavolsdg minden értéke meghatdrozza az r gorbe egy pontjat, igy
s paraméterezi a sikgorbét. Ennek a paraméterezésnek ivhosszal valo paramé-
terezés a neve.

2.2.8. Megjegyzés. Lathatd, hogy t novekedési irdnydban s is novekszik, il-
letve ¢ csokkenési irdnyaban s értéke is csokken. A gorbe bizonyos, a fizikdban
is hasznalt vizsgdlatdhoz az {vhosszal valé paraméterezés jobban hasznélhat6.

Példaul ivhosszal valé paraméterezés esetén a sikgdrbe gorbiilete kiszdmolhatd
tgy, hogy (s) = [r”(s)|.
2.2.9. Példa. Legyent > 0! Az r(t) = (t + 2;t + 4) sikgorbe esetén

) =1 = M= V2

Ezt felhasznalva:

s@):/ﬁdT:wﬁ.T]g:\/ﬁ-t.
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Tehat azt kaptuk, hogy
s=vV2-t =  t=

Az tvhosszal valé paraméterezés:

r(s) = ( +2; ) .
R
2.2.10. Definici6. Az xy sikban fekvd, explicit alakban megadhat6é y = f(z)
fiiggvény grafikonjdnak ugynevezett természetes paraméterezése az

r(t) = (t (1))

S

moédon definiélt sikgorbe.

2.2.11. Példa. Az f(x) = x? fiiggvény grafikonjanak természetes paramétere-
zése:
r(t) = (t:1%).

2.2.12. Megjegyzés. Tekintsiik az y = f(x) fiiggvény grafikonjdnak az
r(t) = (t f(1))
természetes paraméterezését! Ekkor a gorbiiletet megado fiiggvény:
f"t)
2
(1+ (7®)°)

Ezen képletbdl kovetkezik példaul az, hogy inflexiés pontban a gorbiilet nulla
(hiszen inflexiés pontban a fiiggvény masodrendi derivaltjdnak értéke nulla).

'%(t) = 3

2.2.13. Definicié. Az r sikgorbe érintd egységvektora:

r'(t)
T(t) = ——~.
[ (t)]
2.2.14. Megjegyzés. Adott sikgorbének tetszOleges szami eldallitasa 1étezik
R — R? tipust fiiggvény segitségével.

7z

A kiilonboz6 elbdllitdsokban altaldban kiillonbozik egy adott ponthoz tartozd
érintdvektor hossza.

Ez egy mozg6 pont hely-idd fiiggvénye esetén ugyanazon palya kiilonbozd se-
bességgel vald befutdsdnak felel meg a fizikdban.

7z

Megmutathatd, hogy differencialhat6 sikgorbe ivhosszparaméteres el6allitasa-
ndl az érintévektor hossza barmely pontban egységnyi.
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2.2.15. Definicio. A ¢ +— r(t) sikgorbe normdlisa az érintére merdleges.

A normélis vektor irdnydba mutaté egységvektor az igynevezett normdlis egy-
ségvektor.

2.2.16. Megjegyzés. A t — r(t) hely-id6 fuggvény normadlisa a gyorsulds-
vektor, vagyis a t — r(t) hely-id6 fiiggvény masodrendd derivaltfiiggvénye a
gyorsuldsvektor.

2.2.17. Megjegyzés. Egy lovedék mozgdsat leir6 sikgorbe meghatirozasahoz
feltessziik, hogy a 16vedék tigy viselkedik, mint egy fiiggleges sikban mozgd
tomegpont, amelyre az ttja soran csak egyetlen erd, az idében allandoé, lefelé
mutaté gravitacios erd hat.

A gyakorlatban azonban egyéb korrekcidkat is figyelembe kell venni, példaul
a lovedék anyagét, a légellendllast, és egyéb tulajdonsdgokat. Ezektd]l most el-
tekintiink.

Ha o egy lovedék kilovési szoge (emelkedési szoge), vg a 1ovedék kezdbsebes-
sége, akkor a mozgds pélydjat az

: 1 2
r(t) = vo-cosa-t;vo-sma-t—§-g~t
sikgorbe grafikonja irja le.
2.2.18. Példa. Egy origéban elsiitott dgyd 500 i+ kezdGsebességgel, 60°-os

z 2

emelkedési szoggel 16vi ki a 16vedéket. Ekkor 10 mésodperccel késdbb a 16ve-
dék az

1
r(10) = <500 €0s60° - 105500 - $in 60° - 10 — 5 -9 - 102> ~ (2500; 3 840)

helyen lesz, vagyis 3 840 méter magasan, az agyutdl vizszintesen 2 500 méter
tavolsagra lesz a 16vedék.
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Kidolgozott feladatok

165. Feladat. Egy anyagi pont palyéjat az r(t) = (t3; 3t + 2) sikgorbe frja le.
Adjuk meg a sebességvektort és a gyorsulasvektort!

Megoldas:
A sebességvektor:
v(t) =7 (t) = (3% 3).
A gyorsuldsvektor:
a(t) =r"(t) = (6t;0).
166. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (%) (te[0;9)
sikgorbét!
a) Hatdrozzuk meg a gorbiiletet megado fiiggvényt!
b) Szamoljuk ki a gorbiiletet a ¢ = 1 paraméterd pontban!
¢) Melyik pontban lesz a gorbiilet maximaélis?
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:
x(t)y=t & y(t) =t
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:
Pt)=1 é  y(t) =2t
A koordinétafiiggvények mdsodrendd derivéltfiiggvényei:
Z'(t) =0 és y'(t) = 2.
A gorbiileti fiiggvény:

12 — 0| 2
k(t) = 3 3
(14+4t2)z (14 4t?)2

b) A gorbiilet a t = 1 paraméter pontban:
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2
¢) A k(t) = ———— gorbiiletet megadé fiiggvény értéke akkor legna-
(1+4¢2)2

gyobb, amikor a nevezs a legkisebb, vagyis hat = 0. Tehat a P = (0;0)

pontban maximdlis a gorbiilet.
167. Feladat. Tekintsiik az

r(t) = (t;In(sint)) (t €]0;7[)

sikgorbét!
a) Hatdrozzuk meg a gorbiiletet megad¢ fiiggvényt!
b) Szdmoljuk ki a gorbiiletet a t = 7 paraméter(i pontban!

c) Melyik pontban lesz a gorbiilet maximalis?
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:
xz(t) =t és y(t) = In(sint).
A koordinatafiiggvények derivéltfiiggvényei:

1
() =1 és y'(t) = i -cost = ctgt.

sin
A koordinétafiiggvények masodrendd derivaltfiiggvényei:
1
" z
x (t) =0 €S y//(t) =~ 3,
sin” ¢
A gorbiilet:
1 1
/{(t) o sin? t sin’ ¢
(1 + Ctg2 t)% sin? t+cos2 ¢ %
sin? t
’ - Sil}2 t ¥ 12
= T = S“it =sint.

_1 2 sin® ¢
sin? ¢

b) A gorbiilet at = 7 paraméter( pontban:

<7T) LT \/ﬁ
Kl—)=sin— =—.
4 4 2

c) A gorbiilet a ¢ = 5 paraméter(i pontban, vagyis a (%, O) lesz legnagyobb.

A gorbiilet maximalis értéke: 1.
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168. Feladat. Szamoljuk ki az r(t) = (¢? + 1; 2t? — 3) gorbe fvhosszit a [0; 2]
intervallumon!

Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
c(t)=t*+1 é  y(t)=2t*-3.
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:
P(t)=2t é () =4t
Mivel
(') + (v (t)? = 4t + 16t* = 207,

ezért az ivhossz:

0

L:/Q\/ﬁdt:/gt-\/%dt:[\/%-t;r:zx/?:z;-\/%.
0 0

169. Feladat. Szdmoljuk ki az r(t) = (t2;¢3) gorbe ivhosszit a [0; 1] interval-
lumon!

Megoldas:
A koordinatafiiggvények:

x(t) =12 és y(t) = t3.
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:

d(t)y=2t & o (t) =3t

Mivel

(2'(1)* + (¥ (t))* = 4% + 9t*,
ezért az ivhossz:

1 1 1
1
L:/\/4t2+9t4dt:/t-\/4+9t2dt:18-/18t~\/4+9t2dt:
0 0 0
1 [a+o3] 1 8
= |— 2 == . (/13> - —.
18 g ]0 27 (V13) 27

170. Feladat. Szamoljuk ki az
r(t) = (t —sint; 1 — cost)
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gorbe ivhosszit a [0; 27| intervallumon!
Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
z(t) =t —sint és y(t) =1 — cost.
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
2'(t) =1 — cost és y'(t) = sint.
Mivel
(2'(t)* + (¥/(t))* = 17 — 2cost + cos® t +sin®t = 2 — 2 cost,

ezért az ivhossz:

2
= /\/2 — 2costdt.
0

Mivel

t t t t
sin? (2) + cos? (2) = és cos? <2> — sin? (2) = cost,

ezért

/mdt /,/4sm dt—/QSm )
- [—4(:03 (;)]0 4. (141)=8

171. Feladat. Egy részecske palydjat az
r(t) = (t+ ;12 = 1)

sikgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektorat és a gyorsuldsvektordt
at = 1 id6pillanatban!

Megoldas:

A sebességvektor:

v(t) =7'(t) = (1;2t).
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A sebességvektor a ¢t = 1 id6pillanatban:
(1) =7"(1) = (1;2).

A gyorsuldsvektor:

a(t) =o' (t) =r"(t) = (0;2).
A gyorsuldsvektor a t = 1 id6pillanatban:

a(l) =v'(1) =r"(1) = (0;2).
172. Feladat. Egy részecske pélydjat az

r(t) = (s ¢)

sikgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektorat és a gyorsuldsvektorat
at = In 3 id6pillanatban!

Megoldas:
A sebességvektor:
v(t) = r'(t) = (ef; 2e%).
A sebességvektor a ¢ = In 3 id6pillanatban:
v(In3) = 7/(In3) = (e™3;2e*M3) = (3;2.9) = (3;18).
A gyorsulasvektor:
a(t) = ' (t) = 7" (t) = (e'; 4e?).
A gyorsuldsvektor a t = In 3 id6pillanatban:
a(In3) =v'(In3) = 7" (In3) = (e3;4e2™3) = (3;4 - 9) = (3;36).
173. Feladat. Egy részecske palyajat az
r(t) = (t —sint; 1 — cost)

sikgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektorat és a gyorsuldsvektorat
at = m iddpillanatban!

Megoldas:
A sebességvektor:
v(t) =r'(t) = (1 — cost;sint).
A sebességvektor a t = 7 iddpillanatban:
v(r) =7'(7) = (1 — cosm;sinm) = (2;0).
A gyorsulasvektor:

a(t) =v'(t) = r"(t) = (sint;cost).
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A gyorsuldsvektor a t = 7 idSpillanatban:
a(r) = v'(w) = r"(7) = (sinm;cosm) = (0; —1).
174. Feladat. Egy részecske palydjat az
r(t) = (t —sint; 1 — cost) t € [0;27]

sikgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektor nagysdganak maximu-
mat!

Megoldas:
A sebességvektor:

v(t) = 1'(t) = (1 — cost;sint).
A sebességvekor nagysiga:

lv] = V12 — 2cost + cos2 t + sin?t = v/2 — 2cost.

Mivel

sin? t + cos? t = és  cos? t — sin? t = cost,
2 2 2 2

ezért
t
2 sin? <2> =1 — cost,

t t
lv| = V2 —2cost = {/4sin? <2> = 2sin (2> ,

aminek a maximalis ért€ke 2.

175. Feladat. Tekinstiik az
r(t) = (¢;sint) (t € [0;27])

sikgorbét!

a) Adjuk meg a sikgorbe koordinétafiiggvényeit!

b) Hatdrozzuk meg a sikgorbe koordindtafiiggvényeinek derivaltfiiggvényeit!

¢) Adjuk meg a sikgdrbe koordindtafiiggvényeinek mésodrend( derivaltfiigg-
vényeit!

d) Adjuk meg az érintd egységvektort és a normaélis egységvektort a tg = 7
paraméterd pontban!

e) Irjuk fel az érintSegyenes egyenletét a to = 0 paraméterti pontban!
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f) Szdmoljuk ki a gorbiiletet a ¢y = 7 paraméteri{i pontban!
Megoldas:
a) A sikgorbe koordindtafiiggvényei:
z(t)y=t és y(t) =sint.
b) A sikgorbe koordindtafiiggvényeinek derivéltfiiggvényei:
P’(t)=1 és y'(t) = cost.
¢) A sikgorbe koordindtafiiggvényeinek masodrendd derivaltfiiggvényei:

Z'(t) =0 és y'(t) = —sint.

d) Mivel |7/ (¢)| = V1 + cos? t, ezért az érintS egységvektor:

B 7 (t) B 1 . cost
T = ()] <\/1 +cos?t /1 +COSQt> '

Az érint6 egységvektor a t = 7w paraméter(i pontban:
1 1
Tm)=|—;——= .
) (ﬂ V2 >
A normélis egységvektor a t = m paraméter(i pontban:
1 1
Nrm)=|—;—%=].
==
e) Az érint6egyenes egyenlete a ty = 0 paraméter{i pontban:

e(t) = (0;0) + (1;1) - (¢ — to) = e(t) = (t;t),
igyx =tésy=t, tehity = x.

f) Mivel a gorbiileti fliggvény

—sint —0
k(t) = —3 s
(1 + cos? t) 2
ezért
k(m) = 0.

176. Feladat. A koordinatarendszer kezd6pontjabol a vizszinteshez képest o
szogben fell6tt agyaggalamb kezd&sebességének nagysiga vg. A 1égellendl-
lastol eltekintiink. Tudjuk, hogy ov = 45° és vy = 20 [2].
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a) Adjuk meg azt a sikgorbét, amely leirja az agyaggalamb mozgdsat!

b) Hatdrozzuk meg a sikgorbét explicit alakban!

¢) A koordinatarendszer kezd6pontjabol, a vizszinteshez képest 30°-o0s szog-
ben egy puskaval az agyaggalambra l16viink és el is taldljuk azt. A 16vedék
palyédja egyenesnek tekinthetd. Hatarozzuk meg azt a pontot, ahol eltalaljuk
az agyaggalambot!

d) Ha nem I6ttiik volna le, akkor hol ért volna foldet az agyaggalamb, és mek-
kora lett volna a maximadlis magassdg, amit elér?

Megoldas:
a) Mivel
vg - cosa = 20 - cos45° &~ 14,14
és
20 - sin45° &~ 14,14,
ezért

x(t) = 14,14 - t

9,81
y(t) = 14,14 - t — ’T -2

Tehat a keresett sikgorbe:
r(t) = (14,14 - t; 14,14 - t — 4,905 - £%).

b) Az x = 14,14 - t egyenletbdl a ¢ paramétert kifejezve azt kapjuk, hogy

i %
14,14
Ezt behelyettesitve az y = 14,14 - t — 4,905¢2 egyenletbe
2
x x
=14,14 - —— — 4,905 - —— = x — 0,0245252°
Y , 1214 ,905 200 x — 0,024525x

adédik. Azt kaptuk tehat, hogy az agyaggalamb pdalydja parabola, melynek
explicit egyenlete:
y =z — 0,02452522.

c) A lovedék pélydja egyenes, amelynek egyenlete az alabbi:

1
=tg30° -2 =— .
Y g 3
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d)

A talélati pont koordinétdinak meghatarozdsdhoz meg kell oldanunk az
y =z — 0,0245252>
1
y=—47-z

V3

egyenletrendszert. Mivel

1
z —0,0245252% = — -z,

V3
ezért az
0,4226x — 0,0245252% = 0
egyenlethez jutunk, igy

z - (0,4226 — 0,024525z) = 0
amibdl x # 0 miatt x = 17,23 adédik. Ekkor y = 9,95.
A foldet érés helyének kiszdmoldsdhoz meg kell oldanunk az
z —0,0245252% = 0

egyenletet. Mivel z # 0, ezért azt kapjuk, hogy = 40,77 adédik. Tehat a
fellovés helyétdl 40,77 méterre ért volna foldet az agyaggalamb. Mivel

x — 0,0245252% = —0,024525 - (22 — 40,77z) =
= —0,024525[ - (z — 20,385)* — 415,55] =
= —0,0245255 - (z — 20,385)% + 10,19.

Tehét a fellovés helytdl 20,385 méterre érte volna el az agyaggalamb a ma-
ximalis magassagot. A maximalis magassag, amit elért volna 10,19 méter.
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2.3. Néhany nevezetes sikgorbe

2.3.1. Példa. Orig6 koézépponti R sugaru kor:
r(t) = (R-cost; R - sint) (t € [0;27]).

Implicit egyenlettel:

22 + 9% = R%
2.3.2. Példa. Az (x¢;yo) kozéppontd R > 0 sugard kor:

r(t) = (wo+ R-cost;yo + R-sint) (¢ € [0;2n]).
Implicit egyenlettel:

(x — x0)* + (y —yo)* = R%.

2.3.3. Példa. Origé6 kozépponti a > 0 nagy féltengely(, b > 0 kis féltengelyt
ellipszis:

r(t) = (a-cost;b-sint) (t € [0;2m)).

Implicit egyenlettel:

Implicit egyenlettel:

Példéul az r(t) = (t2; 1) sikgorbe grafikonja:
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Lo~ w s oo N

N1 2 3 4 5

,4
N

1
-

2.3.5. Példa. Ciklois:
r(t) = (R- (t —sint); R- (1 — cost)) (t €] —o0;00[),
ahol R > 0. Implicit alakkal:

sz-arccos(l—g>— y- (2R —y).

r

Példdul a ¢ € [0; 4] intervallumon az
r(t) = (t —sint; 1 — cost)

sikgorbe grafikonja:

o = N W

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
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2.3.6. Példa. Dioklész-féle cisszoid:

a-t? a-t3
t) = .z t _ .
ahol @ > 0. Implicit alakkal:

(2 + %) - =2a 9>

Példdul az r(t) = (%, 1_1—31:2) sikgorbe grafikonja:

- O =~ N W » OO0 N

2.3.7. Példa. Lemniszkata:
A2 (1 +¢2 A2 (1 =¢2
T(t):<c.t V2. (148 V2 ”) (tE€R),

14t ’ 14 ¢4
ahol ¢ > 0. Implicit alakkal:

(22 +yH)? —2c% (2 —y?) =0.
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Példaul az

r(t):(t-\/i-(l%—tz)'t-\/i-(l—tz)) teR)

1+ ¢ ’ 14 ¢4
sikgorbe grafikonja:

2.3.8. Példa. Kardioid vagy szivgorbe:
r(t) = (2a- (cost — cost);2a - (sint — sint - cos t)) (t € [0;27]),
ahol a > 0. Implicit alakkal:
(2% +y*)? +daz - (2* + ¢?) — 4a® - y* = 0.
Péld4ul az
r(t) = (cost — cos® t;sint — sint - cost) (t € [0;27])
sikgorbe grafikonja:




244

Néhdny nevezetes sikgorbe

2.3.9. Példa. Asztroid vagy asztrois:

t t
r(t) <a - cos® e sin® 4) (t € [0;87]),
ahol @ > 0. Implicit alakkal:

win

+
<

i
i)
it

Példaul az

r(t) = (cosgi;sing’i) (t € [0; 87).

sikgorbe grafikonja:
| 0/'){( 1 15
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Kidolgozott feladatok

177. Feladat. Szamoljuk ki az a paraméteri asztroid keriiletét!
Megoldas:
Az

r(t) = <a-cos3fl;a.sin3 i) (t € [0;87]).

sikgorbe {vhosszat szimmetriaokok miatt gy szdmoljuk ki, hogy el6szor kisza-
moljuk az

3t

r(t) = <a-cos o sin’ i) (t € [0 27)).

sikgorbe ivhosszat, majd azt megszorozzuk 4-gyel. A koordinatafiiggvények:

t t
z(t) = a-cos® 1 és y(t) = a - sin® 1
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
t t 1
2’ (t) = —3a - cos® 1 sin 11
t t 1
y'(t) = 3a - sin? 19871
Mivel
9 t t 9 t t
(') + (y'(1)* = Ecﬂ - cos’ 1 - sin? i EQQ - sin® 1 - cos? 1=
9 t t t t
= Eaz - sin? 1 cos? 1 <C082 1 + sin? 4) =
9 t t
= EQZ sin? 1 - cos? T
ezért
\/(a:’(t))2 + (' (1) = \/9a2 sin? - - cos? L —a-sin— cos.E =
16 4 4 4 4 4
3 9 t t 3
=-a- in—-cos— = —a-sin—
1% sin - - cos 7 = ca-sing,
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igy az ivhossz a t € [0; 27| intervallumon:
27

™
3 t 3 —cost 3 3 3
L:/8a-sin2dt == [8a- ; 2]0 :Za'(_COSﬂ')‘FZa'COSO:§a.
0

Az asztroid keriilete: K = 4 - %a = 6a.

178. Feladat. Szamoljuk ki az a és b hosszisagu féltengelyekkel rendelkezd
ellipszis dltal hatdrolt zart sikidom teriiletét!

Megoldas:

Ha az ellipszis 4ltal hatarolt tartomany FE, akkor az el6z6 fejezetben tanult is-
mereteket alkalmazva a teriilet:
/ / 1
E

Tekintsiik azt az integréltranszformécidt, amelyre
x(t;s) =a-s-cost és y(t;s) =b-s-sint,
ahol t € [0;27] és s € [0; 1]. Ekkor a Jacobi-mdtrix determindnsa:

x, —a-s-sint a-cost
det J(t;s) = det ., | =det . =
Vi Ys b-s-cost b-sint
— —abssin®t — abs cos®t = —abs - (cos>t + sin’t) = —abs.

A Jacobi-matrix determindnsdnak abszoldtértéke: abs, igy

2

s211
//1—/ /1'absds dt:/[ab-] dt =
2 0
0
/dt 2r=a-b-m.

Tehat a terulet. T=a-b-m.
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2.4. Térgorbék megadasa, differencialasa, érintdegyenese

2.4.1. Definicié. Az r: R — R? tipusi fiiggvényeket térgorbéknek nevezziik.
Amennyiben

r(t) = (z(8);y(8); 2(1)),
akkor az z, y és z egyvaltozds, valds értékii fliggvényeket a térgorbe koordindta-
fiiggvényeinek hivjuk.
A koordinatafiiggvényeket sorvektorként és oszlopvektorként is szokas irni.
2.4.2. Példa. Az
r(t)=ro+t-v, teR
térgorbe grafikonja a v irdnyvektord, rg ponton dthaladé egyenes.
Ha 79 = (203 Y03 20) € v = (v1;v2; v3), akkor
r(t) = (o5 yo; 20) + ¢ - (v15v2;3),
igy
r(t) = (vo +t-visyo +1-vas 20 +1-v3).

Ebbdl megkapjuk a mar kordbban tanult paraméteres egyenletrendszert:

x(t) =zo+t-v

y(t) =wo+t-va

z2(t) =zp+t-vs
2.4.3. Megjegyzés. Minden térgorbe esetén léteznek olyan f, g: R? — R fiigg-

vények dgy, hogy a térgorbe megadhat6 az f(x;y;2) = 0ésag(x;y;2) =0
egyenletrendszer megolddsaként.

2.4.4. Definicié. Legyenek a és b olyan valds szamok, melyekre a < b teljesiil!
Azt mondjuk, hogy az

riJa;b[= R, r(t) = (2(t);y(1); 2(1))

térgorbe differencidlhatd a ty €|a;b| helyen, ha a koordinatafiiggvényei diffe-
rencidlhatéak a tg helyen.
Ha a térgorbe differencidlhat6 a tg helyen, akkor a derivéltja

1 (to) = (' (to); ¥/ (to); ' (t0)) -

A koordinatafiiggvények derivaltjait szokas C(li—f, %, illetve % modon is jelolni.
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2.4.5. Példa. Tekintsiik az

t2 4 3t 4
r(t) = cos(2t)
t

térgorbét! Ekkor
2t + 3 + 2
r'(t) = —2sin(2t)
1

2.4.6. Megjegyzés. Ha r egy differencidlhaté térgorbe, akkor fizikaban az id6
szerinti derivaltat vesszd helyett ponttal is szokds jelolni.

2.4.7. Megjegyzés. Egy térgorbe adott pontbeli differencidlhdnyadosanak ge-
ometriai jelentése a térgorbe adott pontbeli érintévektora.

Ha t — r(t) egy mozgé pont hely-id6 fiiggvénye, akkor a differencidlhdnya-
dosa egy adott pontbeli értékének fizikai jelentése az adott id6pontban a pilla-
natnyi sebesség.

2.4.8. Definicio. A ¢ — r(t) = (z(t);y(t); 2(t)), ahol ¢ € [a; b] térgdrbe sima,
ha a koordinatafiiggvényei differencidlhatéak az ]a; b[-on és az ]a; b[-on nincs
olyan t( paraméter, amelyre 2/ (to), y'(to) és 2’ (to) egyszerre zérus.

2.4.9. Definicio. Az r térgorbe érintGegyenese:

e(t) =r(to) +r'(to) - (t —t0) (Lt €R).

2+ 2t
2.4.10. Példa. Megadjuk az r(t) = 3t —5 | térgorbe érintGegyenesét a
t
to = 1 helyen.
2t 42 3 4
Mivel 7/(t) = 3 sezértr(tg) = | =2 | ésr'(to) =] 3 |.Ezt
1 1 1
felhasznélva azt kapjuk, hogy az érint6egyenes:
3 4 —144t
et)y=1 -2 |+ 3 |- t—-1)=| —5+3t |,

1 1 t
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ahol t € R. Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=—1+4t
y=-5+3t
z=1t

A paramétermentes egyenletrendszer:

z+1 y+5
= =2z

4 3
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Kidolgozott feladatok

179. Feladat. Tekintsiik az

térgorbét!

r(t) = (cost;sint;t)

(t € [0; 47])

a) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeit!

b) Készitsiink értéktablazatot, amely tartalmazza az r(t) térgorbe

t=20

paraméter( értékeit!

3T

7T
§§§ U 7?

c) Vazoljuk fel a térgorbe grafikonjat!

2m; 4

d) Hatdrozzuk meg a t — r/(t) derivaltfiiggvényt!

Megoldas:

a) A koordindtafiiggvények:

x(t) = cost
y(t) =sint
z(t) =t.
b) At=0; 5; m; 37”; 27; 4w értékek esetén az r(t) értékei:
t 0 5 T 37“
r(t) | (1;0;0) | (051;%) | (=1;0;5m) | (0;—1; 3%
t 27 47
r(t) (1;0;2m) | (1;0;4m)

c) A térgorbe grafikonja:
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d) A derivaltfiiggvény:
r(t) =

180. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

és az

ri(t) = (% 1)

() = (Vi t;1)

t € [0; 3]

t € [0;9]

7z

(2'();y/(t); 2'(t)) = (—sint;cost; 1).

ugyanazon térgorbe két kiilonbozd paraméteres eldallitasal

Megoldas:

At =0;1;2;3 értékek esetén az r (t) értékei:

At=0;1;4

t 0 1 2 3

ri(t) 1 (0;0:1) | (13 151) | (2451) | (3;9:1)
; 9 értékek esetén az ro(t) értékei:

t 0 1 4 9

ra(t) [ (0;0;1) | (1;151) | (25451) | (3;9;1)
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Az r1(t) és az ro(t) gorbék grafikonja ugyanaz:

12

10

181. Feladat. Tekintsiik a ¢ — r(t) = (z(t); y(t); 2(t)) térgdrbét, ahol
r(t) = (4t — 2;2t%t)  (t € [0;2]).

a) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeit!

b) Hatdrozzuk meg a koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényeit!

¢) Adjuk meg at — 1/(t) fiiggvényt!

d) Hatdrozzuk meg a koordinatafiiggvények méasodrendd derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:

a) A koordinatafiiggvények:
x(t) =4t —2
y(t) = 2t
z(t) =t.
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b) A koordindtafiiggvények derivaltfiiggvényei:

2(t) =4
y'(t) =4t
Z(t) = 1.

c) At 7r'(t) fiiggvény:
' (t) = (4;4t;1).

d) A koordindtafiiggvények masodrendd derivaltfiiggvényei:

2"(t) =0
y'(t) =4
2 (t) = 0.

182. Feladat. Tekintsiik a t — r(t) = (z(t); y(t); 2(t)) térgdrbét, ahol

24+1 2
= (>"" 2 ¢
r(t) <t2—8’t2—8

és tekintsiik a £g = 3 paraméter( pontot!

a) Adjuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeit!

b) Hatdrozzuk meg a koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényeit a ¢( helyen!

¢) Adjuk meg az r'(t() értéket!

Megoldas:
a) A koordindtafiiggvények:
2+ 1
t J—
2t
t) =
2(t) = t2.

b) At — x(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
o= 20- (12 —8) — (2 +1)-2t 2% — 16t — 2> — 2t

18t
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At — y(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
J(t) = 2. (t?—8)—2t-2t _ —2t2—16‘
@-87 (@9
At — z(t) koordinétafiiggvény derivéltfiiggvénye: 2/(t) = 2t.

A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei a ty = 3 paraméterd helyen:

, —18-3
vlh) = 5”5
-2-9-16

Z/(t()) =2-3=6.

c) At 1r'(t) fiiggvény helyettesitési értéke a ty = 3 helyen:

' (to) = (—54; —34;6).
183. Feladat. Tekintsiik a ¢ — r(t) = (2(t); y(t); 2(t)) térgorbét, ahol

/r(t) _ (QSint;tg2 t, et)
és tekintsiik a 9 = 0 paraméter(i pontot!
a) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a koordindtafiiggvények derivéltfiiggvényeit a ¢y helyen!
¢) Adjuk meg az r'(t() értéket!

Megoldas:

a) A koordindtafiiggvények:
x(t) = 28int
y(t) = tg*t
2(t) = e

b) At — x(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
2 (t) = 2°m . 1In2 - cost.
At — y(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
I 2tgt
cos?t  cos?t’

y'(t) = 2tgt-
t

At — z(t) koordinatafiiggvény derivéltfiiggvénye: 2/ (t) = e’.
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A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei a tg = 0 paraméter( helyen:

xl(to) =1In2
y'(to) =0
Z/(t()) =1.

c) At r'(t) fiiggvény helyettesitési értéke a o = 0 helyen:
' (to) = (In2;0;1).

184. Feladat. Irjuk fel az

r(t) = 2t+ 12— +1;1)  (t€][0;2))
térgorbe érintéegyenesének egyenletét a tg = 1 paraméter( helyen!
Megoldas:
Mivel 7/ (t) = (2;3t2 — 2t; 1), ezért ' (to) = (2;1;1).
Az érintéegyenes egyenlete:

e(t) =r(to) +r'(to) - (t — to).

Mivel r(tg) = (3;1; 1), ezért az érintSegyenes egyenlete:
e(t)=(3;1;1)+(2;1;1)-(t—1) = y=G;L1)+(2t—2;t—1;¢t—1),

azaz
e(t) = (2t + 1;t;t).
A paraméteres egyenletrendszer:

r=2t+1
y=t
z=1t

A paramétermentes egyenletrendszer:
r—1
2

:y:Z-

185. Feladat. irjuk fel az
r(t) = (e';2e7 — 1;1?)
térgorbe érintéegyenesének egyenletét a tg = 0 paraméter(i helyen!
Megoldas:
Mivel 7/ (t) = (et; —2e7%; 2t), ezért ' (t9) = (1; —2;0).
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Az érintGegyenes egyenlete:
e(t) = r(to) + r'(to) - (t —to).
Mivel r(tg) = (1;1;0), ezért az érintGegyenes egyenlete:
et) = (LL0)+(1-20)-(t=0) = y=(10)+ (t-240),
azaz
e(t) = (1411 —2t0).
A paraméteres egyenletrendszer:

r=1+1¢
y=1—-2¢
z=0
A paramétermentes egyenletrendszer:
r—1= 1oy, z=0.

2 ?
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2.5. Térgorbék gorbiilete, torzidja, ivhossza, fizikai alkalmazasai

2.5.1. Definici6. Az r: R — R3 térgorbe gorbiileti fiiggvénye:
/ t X /" t
(o) 70 x 0]
(0]
At — k(t) fiiggvény to helyen vett helyettesitési értékét a térgorbe ¢ paramé-

terbeli pontjdhoz tartozé gorbiiletének mondjuk.

2.5.2. Megjegyzés. A gorbiilet megmutatja, hogy az egyeneshez képest meny-
nyire ,,gorbe” egy térgdrbe grafikonja.
Az egyenes gorbiilete nulla.
2.5.3. Példa. Legyen ¢ € [0;27] és R > 0! Tekintsiik az
r(t) = (R-cost; R -sint; 1)
térgorbét! Ekkor a koordinatafiiggvények:
xz(t) =R-cost és y(t)=R-sint és =z(t)=1.
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
2'(t) = —R-sint és y'(t)=R-cost és 2'(t)=0.
A koordinétafiiggvények mdsodrendd derivaltfiiggvényei:
2"(t)= —R-cost és y'(t)=—R-sint és 2"(t)=0.

Tehat azt kaptuk, hogy

' (t)

(=R -sint; R - cost;0)

r"(t) = (=R - cost; —R - sint;0).
Az r'(t) x r"(t) vektor:

i j k
r'(t) xr"(t)=| —R-sint R-cost 0 |=
—R-cost —R-sint 0
= (0;0; R? -sin®t + R? - cos®t) = (0;0; R?).

A 1/ (t) vektor hossza:

7 ()] = VR2 -sin?t + R2 - cos? t = R.
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A gorbiilet:
R? 1
== 7

2.5.4. Definici6. Az r: R — R3 térgorbe torzidja vagy csavaroddsa:

(t) = (T‘/(t) X T”(t)) (1) = ' (t) - (E) - " (8)
|7 (t) x r"(t)[? () x (D2

2.5.5.Példa. Legyent € [0;27] és R > 0! Tekintsiik az
r(t) = (R - cost; R -sint;t)

térgorbét! Ekkor a koordinatafiiggvények:
xz(t) = R-cost és y(t)=R-sint és z(t)=t.
A koordinétafiiggvények derivaltfiiggvényei:
2'(t)=—R-sint é y'(t)=R-cost és 2Z'(t)=1.
A koordinétafiiggvények masodrendi derivaltfiiggvényei:
2"(t)= —R-cost és y'(t)=—R-sint é 2"(t)=0.
A koordinétafiiggvények harmadrendi derivaltfiiggvényei:
2"(t) = R-sint és 4" (t)=—R-cost és 2" (t)=0.
Az r'(t) x r"(t) vektor:
i J k
r(t) xr"(t)=| —R-sint R-cost 1 |=
—R.cost —R-sint 0
= (R-sint; —R - cost; R? - sin® t + R% - cos’ t) =

= (R-sint; —R - cost; R?).
A r'(t) x r"(t) vektor hossza:
[’ (t) x " (t)|> = R* - sin®t + R* - cos®t + R* = R* + R%.
Az r'(t) - r"(t) - " (t) vegyes szorzat:

—R-sint R-cost 1
—R-cost —R-sint 0 |=R? cos’t+ R? sin’t = R>.
R-sint —R-cost O
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A torzi6:
R? R? 1
T(t) = = = .
R2+R* R?2-(1+R?)) 1+R?
2.5.6. Definicio. Az el&bbi feladatban szerepls térgorbét hengeres csavarvo-
nalnak nevezziik.

2.5.7. Definicié. Legyent € [a;b]! Haat — r(t) = (z(t); y(t); 2(t)) térgdrbe
sima, és at = a és t = b paraméterd pontokon kiviill nem metszi 6nmagat,
akkor az ivhossza:

b b
L:/\r’(t)|dt:/\/(x’(t))2+ (') + (=(1)) dt.

2.5.8.Példa. Azr(t) = (1+1¢;2t—3;1) gorbe ivhossza a [0; 2] intervallumon:
2
/\/12+22+02dt: [V5-1]2=2-5.
0

2.5.9. Definicio. Ha kivalasztunk egy P(t() kezdGpontot a ¢ — 7(t) sima gor-
bén, akkor ¢ értékéhez hozzarendelhetjiik a gorbe P(t) = (z(t);y(t); 2(t))
pontjét, és a P(tg) és P(t) kozotti irdnyitott tdvolsagot:

s(t) = /t 1 ()| dr.

Hat > to, akkor s(t) értéke a P(t¢) és P(t) kozotti tavolsag.
Hat < tp, akkor a tdvolsag negativ elgjellel.

Az s eljeles tavolsag minden értéke meghatarozza az r gorbe egy pontjat, igy
s paraméterezi a térgorbét. Ennek a paraméterezésnek ivhosszal valo paramé-
terezés a neve.

2.5.10. Példa. Legyent > 0! Az r(t) = (t + 2;t + 4; 1) térgorbe esetén
Pt =(1510) = )= V2

Ezt felhasznalva:

)= [ Vadr=[varlj=va-t
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Tehat azt kaptuk, hogy
s=V2-t = t=

8-

Az tvhosszal valé paraméterezés:

s ] 1
rs)=—7=+2—7=+4—7|.
0= (52 75+ 475)
2.5.11. Definici6é. Az r térgorbe érintd egységvektora:

r'(t)
Tty =
[ (8)]
2.5.12. Példa. Az r(t) = (t;t%;t3) gorbe esetén
' (t) = (1;2t; 3t%).

Példéul a ty = 1 paraméter pontban 1/ (to) = (1;2;3), igy
r'(to)| = V1+44+9=V14d

Ezt felhaszndlva az érint6 egységvektor:

T(to)=< L2 >

V14 V14 V14

2.5.13. Megjegyzés. Adott térgdrbének tetszGleges szamu elGallitasa 1étezik
R — R3 tipust fiiggvény segitségével.

A kiilonboz6 elédllitdsokban altaldban kiillonbozik egy adott ponthoz tartozd
érint&vektor hossza.

Ez egy mozgd6 pont hely-id6 fiiggvénye esetén ugyanazon pélya kiilonbozé se-
bességgel vald befutdsdnak felel meg a fizikdban.

Megmutathatd, hogy differencidlhaté térgorbe ivhosszparaméteres eldallitasa-
ndl az érintévektor hossza barmely pontban egységnyi.

2.5.14. Definici6. A / ,
B(t) = r'(t) x " (t)
[ () x ()]
vektort binormdlis egységvektornak nevezziik.
A binormalis egységvektor és érintd egységvektor vektoridlis szorzata az Ggy-
nevezett fonormdlis egységvekor. Jele: N.

2.5.15. Definicié. Az érint6 egységvektor és fonormalis egységvektor altal ki-
feszitett sik az dgynevezett simuldsik.
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Az érint6 egységvekor és binormdlis egységvektor dltal meghatdrozott sikot
rektifikdlo siknak mondjuk.

A fénormalis és a binormadlis egységvektor altal meghatarozott sikot normdl-
siknak nevezziik.

A (T'; N; B) vektorok egymasra merdleges egységvektorok. Ezt a vektorhar-
mast kisérd triédernek vagy kisérd hdromél mezdnek hivjuk.

normalsik

rektifikalé
sik

simuldsik

2.5.16. Megjegyzés. A simul6sik egy normalvektora: B.
A rektifikdl6 sik egy normdlvektora: V.
A normélsik egy normdlvektora: 7.

2.5.17. Megjegyzés. At — r(t) hely-idG fiiggvény normdlisa a gyorsuldsvek-
tor.
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Kidolgozott feladatok

186. Feladat. Egy anyagi pont palydjit az r(t) = (¢3;3t + 2;sint) térgorbe
irja le! Adjuk meg a sebességvektort és a gyorsuldsvektort!

Megoldas:
A sebességvektor:
v(t) = 7/(t) = (3t%; 3; cos t).
A gyorsulasvektor:
a(t) =r"(t) = (6t;0; —sint).
187. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (6%8%)  (te[0;9])
térgdrbét!
a) Hatdrozzuk meg a gorbiiletet megado fiiggvényt!
b) Szamoljuk ki a gorbiiletet a t = 1 paraméterii pontban!
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:
z(t)=t &  ylt)=t> é  z(t) =1t
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:
2(t) =1 és y'(t) =2t és Z(t) = 3t2.
A koordinétafiiggvények mdsodrendd derivéltfiiggvényei:
Z't)=0 é Y'(t)=2 é  2(t) =6t
Az ' (t) = (1;2t;3t?) és "' (t) = (0;2; 6t) vektorok vektoridlis szorzata:

i j ok
) xr"(t)=|1 2t 32 |=
0 2 6t

= (12t* — 6t —6t;2) = (6t%; —6t;2).
Az r'(t) x r"(t) vektor hossza:

|7/ () x r"(t)| = \/ 36t% + 36t2 + 4.
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A 7'(t) vektor hossza:

7' (8)] = V1 + 4t2 + 9t

A gorbiileti fliggvény:

V36t* + 3612 + 4
K(t) = + +

V(14412 4 9t4)3°

b) A gorbiilet a ¢t = 1 paraméter( pontban:

(1) Ir"(1) x r"(1)] /76
k(1) = = .
(1P V143
188. Feladat. Szamoljuk ki az r(t) = (t2 + 1;2t> — 3;2) gorbe ivhosszit a
[0; 2] intervallumon!

Megoldas:

A koordinétafiiggvények:
z(t)=t*+1 é y(t)=2t>—3 é 2(t)=2.
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
2(t)=2t é ' (t)=4t é 2'(t)=0.
Mivel
(@' (1)) + (J (1) + (£ (1) = 46> + 161> = 2012,
ezért az ivhossz:

L_/Q\/Wdt_jt-\/%dt_[\/%-t;r_zx/?_zi-\/%.
0 0

0

189. Feladat. Szdmoljuk ki az r(t) = (t;13;5) gorbe ivhosszit a [0; 1] inter-
vallumon!
Megoldas:
A koordinatafiiggvények:

z(t)=t> és yt)=1t> é =z(t) =5.
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:

dty=2t & Y (t)=3t2 é (t)=0.

Mivel

(' ()2 + ( (1) + (£ (1)) = 46> + 9t4,
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ezért az ivhossz:

1 1 1
1
L:/\/4t2+9t4dt:/t-\/4+9t2dt:18-/18t-\/4—|—9t2dt:
0 0 0
1 [asoi] 1 8
= | = = (V132 — —.
18 3 L 27 ( ) 27

190. Feladat. Egy részecske palyajat az
r(t) = (t + 1;1% — 1;1n(2t))

térgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektorat és a gyorsuldsvektorat
at = 1 id6pillanatban!

Megoldas:
A sebességvektor:
o(t) = (1) = (1;%; 1) .
A sebességvektor a t = 1 id6pillanatban:
v(1) =7"(1) = (1;2;1).
A gyorsuldsvektor:
a(t) = /(1) = r"(¢) = (0; 2 _;> .

A gyorsulasvektor a ¢ = 1 id6pillanatban:

a(l) =v'(1) =r"(1) = (0;2;—1).
191. Feladat. Tekinstiik az

r(t) = (t;sint;t) (t €10;27])
térgorbét!
a) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeinek derivaltfiiggvényeit!

¢) Adjuk meg a térgdrbe koordinatafiiggvényeinek masodrenddi derivaltfiigg-
vényeit!

d) Adjuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeinek harmadrendd derivaltfiigg-
vényeit!

e) Hatdrozzuk meg az érint6 egységvektort a tg = 7 paraméter(i pontban!
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f) Irjuk fel az érintSegyenes egyenletét a ty = 0 paraméterii pontban!
g) Szdmoljuk ki a gorbiiletet a tg = 7 paraméterd pontban!
h) Szamoljuk ki a torzidt a tg = 7 paraméterd pontban!

Megoldas:
a) A térgorbe koordinatafiiggvényei:
z(t)=t és y(t) =sint és z(t) =t.
b) A térgorbe koordinatafiiggvényeinek derivaltfiiggvényei:
2(t)=1 és 9/ (t)=cost és 2'(t)=1.
c) A térgorbe koordinatafiiggvényeinek masodrendi derivaltfiiggvényei:
2'(t)=0 és y'(t)=—sint és 2'(t)=0.

d) A térgorbe koordindtafiiggvényeinek harmadrendd derivéltfiiggvényei:

2"(t) =0 és y"(t)=—cost é 2" (t)=0.

e) Mivel |/(t)| = V1 + cos? t + 1, ezért az érint§ egységvektor:
T(t) r'(t) _ ( 1 . cost 1 >
|r'(t)] V2 +cos?t’ 2+ cos?t V2 + cos?t
Az érint6 egységvektor a t = 7 paraméter(i pontban:

1 1 1
= (7575 v8)
f) Az érintSegyenes egyenlete a tg = 0 paraméterii pontban:
e(t) =(0;0,0)+ (L L) - (t—t) = et)=(Lt1),
igyx=t,y=tész=t.

g) Az ' (t) = (1;cost;1) és v’ (t) = (0; —sint;0) vektorok vektoridlis szor-
zata:

ik
() xr"(t) =] 1 cost 1 |= (sint;0;—sint).
0 —sint O

Az r'(t) x r”(t) vektor hossza:

|7 (t) x " (t)| = Vsin?t + sin? t = V/2sin? L.
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A 7’'(t) vektor hossza:

¥ (£)] = V/2 + cos? .
A gorbiileti fliggvény:
V2sin? t
A gorbiilet a ¢ = 7 paraméterd pontban:

V2sin?
K(T) = ————==0.
(24 cos? )3

k(t) =

h) Az r/(t) - r"(t) - "' (t) vegyes szorzat:

1 cost 1
0 —sint 0 |=0.
0 —cost O

A torzié: 7(t) = 0.

192. Feladat. Tekinstiik az

rt) = —1;t+2;¢3 —t)  (teR)

térgorbét és a tg = 1 paramétert!

a) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeit!

b) Hatdrozzuk meg a térgérbe koordindtafiiggvényeinek derivaltfiiggvényeit!

¢) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeinek masodrenddi derivaltfiigg-
vényeit!

d) Adjuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeinek harmadrendd derivaltfiigg-
vényeit!

e) Szadmoljuk ki a térgorbe értékét, valamint az elsérendl, masodrend{ és har-
madrendd derivaltfiiggvények értékét a ty = 1 paraméter(i pontban!

f) Adjuk meg az érint6 egységvektort a ¢y = 1 paraméterd pontban!

g) Adjuk meg a binormalis egységvektort a tg = 1 paraméterd pontban!

h) Adjuk meg a fénormalis egységvektort a tg = 1 paraméter pontban!

i) ITrjuk fel az érintGegyenes egyenletét a to = 1 paraméterii pontban!

J) Szamoljuk ki a gorbiiletet a tg = 1 paraméterd pontban!

k) Szamoljuk ki a torzidt a tg = 1 paraméter( pontban!

1) Irjuk fel a simulésik egyenletét!
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m) Hatdrozzuk meg a normalsik egyenletét!

n) Adjuk meg a rektifikal6 sik egyenletét!
Megoldas:

a) A térgorbe koordinatafiiggvényei:

z(t)=t>—1 é y(t)=t+2 & z2(t)=1t>—t.

b) A térgorbe koordinatafiiggvényeinek derivaltfiiggvényei:

d(t)=2t é y(t)=1 é 2(t)=3t> -1

¢) A térgorbe koordindtafiiggvényeinek masodrendd derivaltfiiggvényei:

2'(t)=2 és y'(t)=0 és 2"(t) =6t

d) A térgorbe koordindtafiiggvényeinek harmadrendd derivéltfiiggvényei:

() =0 é y"(t)=0 é 2"(t)=6.

e) A térgorbe értéke a ty = 1 paraméterd pontban:
r(to) = (0;3;0).
A térgorbe derivaltfiiggvényének értéke a tg = 1 paraméterti pontban:
r'(to) = (21;2).

A térgorbe masodrendd derivaltfiiggvényének értéke a tg = 1 paramétert
pontban:

(o) = (2;0;6).
A térgorbe harmadrend( derivéltfiiggvényének értéke a ty = 1 paraméter(
pontban:

" (to) = (0;0;6).

f) Mivel |7/(tg)| = V4 + 1 + 4 = 3, ezért az érint§ egységvektor:

r'(te) (212
0= ity = (57575
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g) Mivel az 7/(ty) és 1" (ty) vektorok vektoridlis szorzata:

T’(to) X T’H(tg) =

[ NI NG REEN

ik
1 2| =(6;-8;—2)
0 6

és az 1’ (tg) x r"(to) vektor hossza:
¥ (t0) x 1" (to)| = V36 + 64 +4 = V104 = 2 V26,
ezért a binormdlis egységvektor:
B ' (to) x " (to) _ ( 3.4 1 >
|7’ (to) x " (to)] V26© /267 /26

h) A fénormadlis egységvektor a binormalis €s érintd egységvektorok vektoria-
lis szorzata, igy

1 Pk 1
N=BxT= 3 -4 —1]= (=7, —8;11).
3V |, 3-/26 ( )

i) Az érintéegyenes egyenlete a tg = 1 paraméter(i pontban:
e(t) = (0;3;0) + (2;1;2) - (¢t — 1).
Elvégezve az 0sszeadast és a szorzdst, azt kapjuk, hogy
e(t) = (2t — 2;2 + t; 2t — 2),
igyr=2t—2,y=2+tész=2t—2.
j) Mivel |1/ (to) x 7"(to)| = 2 - v/26 és |’ (to)| = 3, ezért a gorbiilet:

wtg) = U)X to)l 2 v,

|7/ (o) |3 33

k) Az 7'(to) - " (to) - " (to) vegyes szorzat:

2 1 2
2 0 6|=6-(—2)=-12.
0 0 6
A torzié:
' (to) - " (to) - " (to) —12 3

{to) = - " (to) x " (t)2 4-26 26
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D) A simulésikot 7' és N fesziti ki, ezért B-re merbleges, igy egy normalvek-
tora:
ngim = (37 —4; _1)'
A sik egy pontja: o = (0; 3;0), igy a sik egyenlete:
3x — 4y — z = —12.

m) A normdlsikot N és B fesziti ki, ezért T-re mer6leges, igy egy normélvek-
tora:

NNorm = (27 1; 2)
A sik egy pontja: o = (0; 3;0), igy a sik egyenlete:

20 +y+ 22 =3.

n) A rektifikalé sikot T' és B fesziti ki, ezért N-re merSleges, igy egy nor-
malvektora:
NRrekt = (—7; —8;11).
A sik egy pontja: o = (0; 3;0), igy a sik egyenlete:
—Tx — 8y + 11z = —24.
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2.6. Feliiletek megadasa

2.6.1. Definici6. Az r: R? — R3 leképezéseket feliileteknek nevezziik. Ilyen-
kor azt is mondjuk, hogy az r fiiggvény a feliilet egy paraméterezése vagy pa-
raméteres elddllitdsa.

2.6.2. Példa. Ha a és b linedrisan fiiggetlen vektorok a térben (vagyis nem
esnek egy egyenesre), akkor az
r(u;v) =P+u-a+wv-b

a P ponton 4thaladé, a és b vektorok altal kifeszitett sik paraméteres el6allitasa.
Ha P = (z0; y0; 20), a = (a1; az;a3) és b = (by; ba; bs), akkor

xo+u-ar+v-b

r(u;v) = | yo+u-ax+v-by |,

zo4+u-as+v-bs
ahol u,v € R.
2.6.3. Tétel. Megmutathat6, hogy minden 7: R? — R3 feliilet esetén létezik
olyan g: R? — R folytonos fiiggvény, hogy a feliilet megadhat6 g(z;y;z) = 0
implicit alakban.

Bizonyos esetekben a feliilet megadhat6 egy f: R? — R fiiggvény grafikon-
jaként, vagyis z = f(z;y) alakban.

Haegy feliilet egy f: R? — R folytonos fiiggvény grafikonja, akkor az implicit
egyenlete:

g(x;y;2) = f(z;9) — 2 = 0.

2.6.4. Példa. Az
U

r(u;v) = v
U+ v
sik esetén z = u, y = v, z = u + v, igy az explicit egyenlet
z=u+v=x+y,
vagyis az el6bbi tételben szerepld f fiiggvény
flzy) =z +y.
Az implict egyenlet z + y — z = 0, igy az el6bbi tételben szerepld g fiiggvény:
9z y;2) =z +y— 2.
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2.6.5. Példa. Az (x0;yo; 20) kozéppontd, R sugard gomb implicit egyenlete:
(@ —20)” + (y — y0)* + (2 — 20)* = R*.
Ebben az esetben explicit egyenlet nem adhat6 meg.

2.6.6. Definicié. Ha egy feliiletet az f: R?> — R fiiggvény grafikonjaként
adunk meg, akkor az x = u, y = v, z = f(u;v) paraméterezést, vagyis az

r(u;v) = (us; f(u;0))
leképezést a feliilet Euler-Monge-féle paraméteres elddllitdsanak vagy Euler-
Monge-féle paraméterezésének nevezziik.

2.6.7. Példa. Az f(x;y) = z -y felillet Euler-Monge-féle paraméterezése:
r(u;v) = (u;v;u - v).
2.6.8. Példa. Az origé6 kozéppontd, R sugard gomb implicit megadasa:
22 +y? 4+ 22 = R
Az origé kozépponti, R sugard gdmb egy parméteres elddllitdsa:
R -sinw - cosv
r(u;v) = | R-sinu-sinv (u €)0;7[, v e [0;2n]).
R cosu

2.6.9. Megjegyzés. Természetesen ugyanazon feliiletnek tobbféle paraméteres
elballitasa is 1étezik. Példaul altaldnosan igaz az, hogy ha a z koordinatatengely
koriil megforgatjuk az zz sikban fekvd (z(u); z(u)) sikgdrbe grafikonjdt, akkor
a keletkezett forgdsfeliilet paraméteres el6allitasa:

r(u;v) = (@(u) - cosv; z(u) - sinv; z(u)) (uel, ve(0;2n]).

Ezt felhaszndlva, az R sugard gomb megkaphat6 az (R - cosu; R - sinu) kor
megforgatisaval, igy egy paraméterezése az aldbbi is:

R -cosu-cosv
r(u;v) = | R-cosu-sinv (ue]—g;g[,ve[o;%r[).
R -sinu

2.6.10. Definicié. Legyen (u;v) € R?! Az r(u;v) = (u;v;u? + v?) feliilet az
ugynevezett forgdsparaboloid.

2.6.11. Megjegyzés. A forgasparaboloid implicit egyenlete:
2 4+y2—2=0.
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7z

2.6.12. Példa. A hengerfeliilet paraméteres elGallitasa:
r(u;v) = (R - cosu; R - sinwu;v).
2.6.13. Példa. A kippalést paraméteres eldallitdsa:
r(u;v) = (u-cosv;u-sinv; A - u).
2.6.14. Tétel. Ha két feliilet implicit egyenlete
g(wy;2) =0 & gafw5y;2) =0,

akkor bizonyos esetekben x és y kifejezhetd = fliggvényeként, vagyis ilyenkor
léteznek olyan a: R — R és b: R — R fiiggvények, hogy

x=ua(z) é y=0b(2).
Ekkor a metszésvonal egy térgdrbe, melynek a paraméteres megaddsa:
x=ua(t) é y=>b(t) é z=t,

azaz
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Kidolgozott feladatok

193. Feladat. Adjuk meg az
24+u+v
r(u;v) =1 3—2u—vw (u;v € R)
4 —3u+2v

sikot implicit alakban, vagyis hatdrozzuk meg az ¢g: R? — R fiiggvényt tgy,
hogy a feliilet g(z; y; z) = 0 alakd egyenlettel legyen leirva!

Megoldas:
Az
r = 2 4+ u + v 1
y = 3 — 2u — w
z = 4 — 3u + 2w
egyenletrendszer masodik egyenletét 2-vel szorozva azt kapjuk, hogy
r = 2 + u + v
2y = 6 — 4du — 2v
z =4 — 3u + 2v
A miésodik és a harmadik egyenletet 6sszeadva
20+ 2=10—-Tu = uzflO—iy—z

adédik. Ezt behelyettesitve az eredeti egyenletrendszer masodik egyenletébe
azt kapjuk, hogy
20 — 4y — 2z 1-3y+2z
:> = .
7 ! ! 7
Az elsd egyenletbol

10—2y—zJr 1-3y+2z
7 7
adodik. Az egyenletet 7-tel szorozva azt kapjuk, hogy

r =2+

Tr=144+10—-2y — 2+ 1 — 3y + 2z,
igy 7x + by — z — 25 = 0 adddik, tehat a keresett g fiiggvény:
g(x;y;2) = Tx + 5y — z — 25.
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A sikot megadhatjuk explicit alakban is:
z ="Tx + 5y — 25.

Ez azt jelenti, hogy az f(z;y) = 7z + by — 25 fliggvény grafikonjaként adjuk
meg a sikot.

194. Feladat. Adjuk meg az f(x;y) = 22 + y? feliilet Euler-Monge-féle para-
méterezését!

Megoldas:
Az Euler-Monge-féle paraméterezés:
r(u;v) = (u;v;u? +v?).
195. Feladat. Mutassuk meg, hogy az origd kdzéppontd, R sugari gomb egy
parméteres elallitasa:

R -cosu - cosv

r(u;v) = | R-cosu-sinv (ue}—g;g[,ve[o;%r[)!
R-sinu
Megoldas:
Mivel

= R-cosu-cosv
y=R-cosu-sinv
z =R -sinu,

ezért

2

2?2 +1y? 4+ 22 = R% - cos®u - cos’ v + R? - cos?

u - sin? v+

+ R? -sin®u = R% - cos® u - (cos® v 4 sin® v)+

+ R? sinu = R*-cos’u+ R? -sin®u =

= R?- (sin®u + cos® u) = R?,
tehat 22 + 2 + 22 = R2, ami val6ban az origé kozéppontd, R sugari gémb
egyenlete.
196. Feladat. Igazoljuk, hogy az

r(t) = (2cost - sint; 2sin? ;2 cos t)

térgorbe rajta van egy origd kozépponti gombfeliileten!
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Megoldas:
A gorbe koordinatafiiggvényei:
x(t) = 2cost -sint
y(t) = 2sin’t
z(t) = 2cost.
Ezt felhasznélva:
22 +y? 4+ 22 =4cos®t-sin®t +4sin* t + 4cos’t =
= 4sin?t - (cos®t +sint) + 4cos®t = 4sin®t + 4cos’t =
=4 - (cos’t +sin’t) = 4.
Tehat a térgorbe koordinétafiiggvényei kielégitik az
224yt =4
egyenletet, ami az origd kozépponti, R = 2 sugarti gomb egyenlete.

197. Feladat. Adjuk megazx +y — 2z = 1ésa2zx —y+ 2z = 2 feliiletek
metszetgorbéjét!
Megoldas:
A Kkét feliilelet egyenletébdl all6 egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6
egyenletbdl
z=z+y—1
adodik, amit behelyettesitve a mdsodik egyenletbe azt kapjuk, hogy
2 —y+x+y—1=2 = 3z =3 = =1
Ezt felhaszndlva z = y adédik. A metszetgorbe:
r(t) = (1;tt) (t € R).
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2.7. Feliiletek derivaltja, normalisa, érintosikja

2.7.1. Definicié. Ha az r: R? — R? feliilet esetén
r(u;v) = (@(u;0); y(u; v); 2(u;v)),

akkor az z, vy, z: R? — R fiiggvényeket a feliilet koordindtafiiggvényeinek ne-
vezzik.

2.7.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy akarcsak a sikgorbék és térgorbék
esetében, a feliiletek esetén is szokdasos mind a sorvektorként, mind az osz-
lopvektorként valé irasmod.

2.7.3. Definicié. Az r: R? — R3 feliilet differencidlhaté az (ug;vo) helyen,
ha a koordinatafiiggvényei differencidlhatéak az (ug; vo) helyen.

2.7.4. Definicié. Az r: R? — R3, r(u;v) = (z(w;v); y(u; v); 2(u;v)) diffe-
rencidlhaté fiiggvény differencidlhdnyados fiiggvénye:

xl (uyv) 2l (u;v)
r(wv) = | y(uiv) gy (u;v)
zu(u;v) 2, (us0)
2.7.5. Megjegyzés. Feliilet derivaltfiggvénye 3 x 2 tipusd matrix.
2.7.6. Példa. Az

u? 4 2uv
r(ujv) = | 02 +u?
sinu
feliilet derivaltfiiggvénye:
2u+2v 2u
' (uyv) = 2u 2v
cos U 0

2.7.7. Definicié. Az r: R? — R3 feliilet (ug; vo) helyen vett feliileti normdlisa
az

n(uo;vo) = 71, (uo; vo) X 7l (up; vo).
A feliileti normalis irdnyaba mutat6 egységvektor a feliileti fénormdlis.

2.7.8. Példa. Kiszamoljuk az r(u;v) = (u;v; u? + v) feliiletnek a feliileti nor-
malisat az (uo; vg) = (1;2) helyen.
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Az r(u;v) = (u;v;u? + v) feliilet esetén
ru(uiv) = (10;2u) & ry(usv) = (03 151).
A derivaltvektorok az (ug;vo) = (1;2) helyen:
!l (ug;v) = (1;0;2) és 7 (uo;vo) = (0;1;1).

A feliileti normalis:

n =1, (uo; vo) X 7, (uo3 vo) = = (=% -L1).

S = .

J
0
1

— N

2.7.9. Definici6. Az r: R? — R3 feliilet érintdsikja az (ug; vo) helyen:
e(u;v) = r(uo; vo) + u - 7, (uo; vo) + v - 7 (o3 vo)-

2.7.10. Tétel. Az r: R? — R3 feliilet érintSsikjanak egyenlete az (ug; vo) he-
lyen:
(1. (uos vo) X 7, (uoi vo)) - ((3y; 2) — 7(uoi vo)) = 0.
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Kidolgozott feladatok

198. Feladat. Tekintsiik az r(u;v) = (u;u - v;v — u?) feliiletet!

a) Szamoljuk ki a fiiggvényértéket az (ugp; vp) = (2; —1) helyen!

b) Adjuk meg a feliilet koordin4tafiiggvényeit!

¢) Adjuk meg a feliilet koordinétafiiggvényeinek parcidlis derivéltfiiggvényeit!

d) Hatarozzuk meg a feliilet derivaltfiiggvényét!

e) Hatdrozzuk meg a feliilet derivaltfiiggvényének az (ug;vg) = (2;—1) he-
lyen vett helyettesitési értékét!

f) Adjuk meg az (up;vo) = (2; —1) helyen a feliileti normalist!

g) Irjuk fel az (ug; vo) = (2; —1) helyen az érintSsik egyenletét!

Megoldas:
a) A figgvényérték az (up; vo) = (2; —1) helyen:
(g o) = (212 (~1); 1 22) = (22 —5),

b) A feliilet koordinatafiiggvényei:

z(u;v)=u é ywv)=u-v é z(u;v)=v—u’

¢) A koordinétafiiggvények u véltoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
2 (uv) =1 é y (uv)=v é 2z (u;v) = —2u.
A koordinétafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivéltfiiggvényei:
o (u;v) =0 és y(uv)=u é 2 (u;v) =1.

d) A feliilet derivaltfiiggvénye:

1 0
' (u;v) = voou
—2u 1

e) A feliilet derivéltfiiggvényének helyettesitési értéke az (ug;vg) = (2;—1)
helyen:
10
' (ug;vo) = | -1 2
-4 1
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f) A feliileti normalis:

ik
n =1 (up;vo) x 7 (ug;v0) = | 1 —1 —4 | = (7;-1;2).
0 2 1

g) Az (up;v0) = (2; —1) helyen az érintSsik egyenlete:
(7:=1;2) - ((w3952) — (2, -2;-5)) =0,
vagyis
(7;-1;2) - (z — 25y + 2,2+ 5) = 0.
A skaldris szorzatot elvégezve azt kapjuk, hogy
7T (x—2)—-1-(y+2)+2-(2+5)=0.
A zér6jeleket felbontva és elvégezve az 6sszevondst
Tx—y+2:—14—-2410=0 = Tx—y+22=06
adodik.
199. Feladat. Tekintsiik az r(u;v) = (sin u; cos v; v) feliiletet!
a) Szamoljuk ki a fiiggvényértéket az (ug; vo) = (7;0) helyen!
b) Adjuk meg a feliilet koordinétafiiggvényeit!
¢) Adjuk meg a feliilet koordinatafiiggvényeinek parcidlis derivaltfiiggvényeit!
d) Hatarozzuk meg a feliilet derivaltfiiggvényét!

e) Hatdrozzuk meg a feliilet derivaltfiggvényének az (ug; vg) = (m; 0) helyen
vett helyettesitési értékét!

f) Adjuk meg az (ugp;vo) = (7;0) helyen a feliileti normalist!
g) Irjuk fel az (ug; vg) = (7; 0) helyen az érintSsik egyenletét!
Megoldas:
a) A fiiggvényérték az (ug;vo) = (m;0) helyen:

r(up; vg) = (sinm; cos0;0) = (0;1;0).

b) A feliilet koordinétafiiggvényei:

x(u;v) =sinu  és y(u;v) =cosv és z(u;v) =w.
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¢) A koordinétafiiggvények u véltoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
ol (u;v) = cosu és yl(u;v) =0 és =z (u;v)=0.

A koordinétafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
o (u;v) =0 és gy (u;v) =—sinv és 2, (u;v) = 1.

d) A feliilet derivaltfiiggvénye:

cosu 0
' (u;v) = 0 —sinv
0 1
e) A feliilet derivaltfiiggvényének helyettesitési értéke az (ug;vg) = (m;0)
helyen:
' (ugp; vo) = 00
f) A feliileti normalis:
i jok
n =1l (up;ve) X vl (ug;v0) =| —1 0 0 | = (0;1;0).
0 01

g) Az (up;vp) = (m;0) helyen az érintSsik egyenlete:
(0;1;0) - ((z552) — (0;1;0)) =0,
vagyis
(0:;1;0) - (z3y — 1;2) = 0.
A skaldris szorzatot elvégezve azt kapjuk, hogy y = 1.
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2.8. Feliiletdarab felszine

2.8.1. Definici6. Az r(u;v) paraméterezésti F' feliilet D tartomany folotti ré-

szének felszine:
// |7 (u;v) x 7l (u;v)| dudv.
D

2.8.2. Megjegyzés. Egy feliiletdarab felszinének kiszamoldsanak 1épései:
Amennyiben a feliilet nem paraméteresen van megadva, igy paraméterzziik.
Kiszamoljuk az r/,(u; v) derivaltvektort.

Kiszdmoljuk az r/ (u; v) derivaltvektort.

Meghatarozzuk az 7/, (u; v) x r, (u;v) vektoriélis szorzatot.

Kiszamoljuk az r],(u;v) x 7, (u;v) vektor hosszat.

AR

A megfelel hatdrok kozott integraljuk az |r), (u; v) x 7} (u;v)| fiiggvényt.
200. Feladat. Adjuk meg az
r(u;v) = (u; cosv;sinv) 0<u<2,0<v<m)
feliiletdarab felszinét!
Megoldas:
A feliilet koordinatafiiggvényei:
z(u;v) =u és y(u;v) =cosv és z(u;v)=sinv.
A koordinatafiiggvények u valtozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
r,(u;v) =1 és y,(u;v)=0 és 2z, (u;v)=0.

A koordinétafiiggvények v valtozo szerinti parcidlis derivéltfiiggvényei:

2 (u;v) =0 és 9yl (u;v) = —sinv és 2, (u;v) = cosv.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
rh, (u;v) = (1;0;0) és ! (u;v) = (0; — sinv; cos v).

Az ! (u;v) és 1) (u; v) vektorok vektoriélis szorzata:

i k
r (u;v) x rh(uv) =] 1 0 0 |=
0 —sinv cosv

= (0; — cosv; —sinv).
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Az 1! (u;v) x 7l (u;v) vektor hossza:

! (us0) x 7 (us0)| = Veos?v +sin®v = V1 = 1.

A feliiletdarab felszine:
2 T

/ /1dv duzi[v]gdu:/Qﬂ'd = [r-u]? = 2.

0 0
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Kidolgozott feladatok

201. Feladat. Adjuk meg az
r(u;v) = (u; 3 cosv; 3sinw) 0<u<1l,0<v<m)
feliiletdarab felszinét!
Megoldas:
A feliilet koordinatafiiggvényei:
z(u;v) =u & y(u;v) =3cosv € z(u;v) = 3sinv.
A koordinétafiiggvények v véltozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
o, (u;v) =1 és y,(u;v) =0 és 2z (u;v)=0.
A koordinétafiiggvények v valtozd szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
2 (u;v) =0 és gyl (u;v) = —3sinv és 2z (u;v) = 3cosv.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
r,(u;v) = (1;0;0) és rl (u;v) = (0; —3sinv; 3 cosv).
Az r] (u;v) és 7l (u; v) vektorok vektoriélis szorzata:
i J k
rl (us;v) x 7l (uyv) = | 1 0 0 =
0 —3sinv 3cosw

= (0; =3 cosv; —3sinv).

Az v} (u;v) x 7, (u;v) vektor hossza:

[, (u;v) x 7l (u;v)] = V9sin? v + 9cos2v = V9 = 3.

A feliiletdarab felszine:

™

1 1 1
/ /3dv du:/[?)v]gdu:/f%wdu: [37r-u]é:37r.
0 0 0

0
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202. Feladat. Adjuk meg az
r(w;v) = (u+v;u — v;v) 0<u<2,0<v<m)
feliiletdarab felszinét!
Megoldas:
A feliilet koordinatafiiggvényei:
z(u;v)=u+v é yluv)=u—v é z(u;v)=w.
A koordinétafiiggvények v valtozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
r,(u;v) =1 és y,(w;v)=1 és 2z, (u;v)=0.

A koordinétafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:

2(usv) =1 és y(u;v)=—-1 és 2zl (u;v) =1.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

ru(uv) = (1;1;0) & ry(uv) = (L -1;1).

Az 1! (u;v) és 7l (u; v) vektorok vektoriélis szorzata:

i j k
r;(u;v) X T;(u; v)=1|1 1 0|=(1;-1;-2).
1 -1 1

Az 7!, (u;v) X ! (u;v) vektor hossza:
! (u;v) x ) (us0)| = /12 + (—1)2 + (—2)2 = V6.

A feliiletdarab felszine:

2

0/2 O/W\/édv du/[\/é-v]gduj\/é-wdu

0
—[VEorou2=2v6 .
203. Feladat. Adjuk meg az
r(u;v) = (u;ucosv;usinv) 0<u<2,0<v<m)

feliiletdarab felszinét!

Megoldas:
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A feliilet koordindtafiiggvényei:
z(u;v) =u és y(u;v) =ucosv és z(u;v) = usinv.
A koordinatafiiggvények v valtozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
v (wv)=1 és y.(u;v) =cosv és 2z, (u;v) = sinw.
A koordinatafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
i (u;v) =0 és yo(u;v) = —usinv és 2 (u;v) = ucosw.
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy
7, (u;v) = (15 cos v;sinv) és ! (u;v) = (0; —usinv; ucosv).
Az v} (u;v) és 1l (u;v) vektorok vektoriélis szorzata:
i k
rl(u;v) x rh(u;v) =| 1 cosv sinv | = (u; —ucosv; —usinv).
0 —wsinv wcosv

Az 7, (u;v) X ] (u;v) vektor hossza:

|7 (u;v) x 7l (u;v)| = \/u2 +u2 - (cos? v +sin®v) = V2u2 = u - V2.

A feliiletdarab felszine:
2 T

/ u-V2dv duj[\@-uv]zgdu/\@-u-wdu

0 0
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2.9. Feliiletek gorbiilete

2.9.1. Definicié. Azr: R? — R3 differencidlhaté feliiletnek az elsé alapmeny-
nyiségei:

=70 (w; ) - 7, (w0) = |, (usv) 2
= ( v) -7y (u; )
u;v) = [, (us v)|%.

cos u; sin u; v) feliilet esetén egyrészt

<

o
2.9.2. Példa. Tekintsiik az r(u v) = (
7, (u;v) = (= sinu; cos u; 0),
masrészt
ry(usv) = (0505 1).
Az els6 alapmennyiségek:

2u=1

= |7/ (u;v)|* = sin® u + cos
F =7 (u;v) -7} (u;v) =0
= [ (u;v)]* = 1.

2.9.3. Definici6é. Az el6bbi jelolésekkel élve, az elsd alapmennyiségek mdtri-

xdnak nevezziik az
E F
F G

2.9.4. Tétel. Az els6 alapmennyiségekbdl képzett matrix determindnsa pozitiv.

matrixot.

2.9.5. Tétel. Egy T teriilettel rendelkezé feliiletdarab felszine kiszamolhat6 az
els6 alapmennyiségek segitségével az aldbbi médon:

[ (e o)
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2.9.6. Definicié. Azr: R? — R? kétszer differencidlhaté feliilet mdsodik alap-
mennyiségei:

ahol n* a feliileti féGnormalis.

2.9.7. Definici6. Az el6bbi jeloléseket megtartva, az

(o v)

matrixot a mdsodik alapmennyiségek mdtrixdnak nevezziik.

2.9.8. Példa. Az r(u;v) = (cosu;sinu;v) felilet esetén az u és v viltozé
szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:

. (u;v) = (—sinu;cosu;0) és 7l (u;v) = (0;0;1).

A feliileti normalis:

i ik
n=rl(uv) xr,(u;v) =| —sinu cosu 0 | = (cosu;sinu;0).
0 0 1

Mivel |n| = 1, ezért n = n*.

Az r masodrend(i parcidlis derivéltfiiggvényei:

) = (—cosu; —sinu; 0)
T (U3 0) = (05050)

ro(uiv) = (0;0;0).

P (U0
' o(uv

A madsodik alapmennyiségek:
L =71y, (u;0) - n* = —cos?u —sin?u = -1
M =7y, (u;v) - n* =0
N =ry,(u;0) -n* = 0.

2.9.9. Definicié. Kétszer differencidlhaté feliillet Gauss-gorbiilete vagy szor-
zatgorbiilete a masodik alapmennyiségek matrixa determindnsdnak és az elsd
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alapmennyiségek determindnsa matrixdnak hanyadosa, vagyis

L M
det
(M N) L-N— M?

K= (E F> “E-G-F%
det

F G
2.9.10. Tétel. A sikok Gauss-gorbiilete nulla.

Bizonyitds: Legyenek a = (a1;a2;agz) és b = (by; be; b3) linedrisan fiiggetlen
vektorok! Ekkor az (z; yo; z0) ponton dthaladd, a és b vektorok éltal kifeszitett
sik paraméteres elGallitasa:

To+u-a1+v-by
r(u;v) = | yo+u-az+v-by
zo+u-as+v-bs

Az u és v véltoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
ru(uiv) = (ar;az;a3) € 1y (uzv) = (bisba; by).
Az els6 alapmennyiségek:
E =7l (u;v) -7l (w;v) = a? + a3 + a3
F =7, (u;0) - ry(u;0) = a1 - by +az - by +az - by
G =7 (u;v) - 7! (u;v) = b3 + b3 + b2,

A feliileti normalis:

i j ok
n=rl(uv)xr(uv)=|a a a3 |=
b1 b2 b3

= (az - b3 — bz - az;—ay - b3 +az-bi;ar-by —az - by).
Az r masodrend( parcidlis derivéltfiiggvényei:
T (i v) = (0;0;0)
"o (13 0) = (05 0;0)

i (u;v) = (0;0;0).

VU
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A miésodik alapmennyiségek:

L=0
M=0
N =0.
A Gauss-gorbiilet:
L M
det
(2 )
det E F
“NF a

Ezzel megkaptuk, hogy a sik Gauss-gorbiilete valéban nulla. m

2.9.11. Tétel. Az R sugari gomb Gauss-gorbiilete: %.

2.9.12. Tétel. (Theorema egregium)

A Gauss-gorbiilet csak az els6 alapmennyiségekt6l fiigg, vagyis a mdsodik alap-
mennyiségek kifejezhet6k az els6 alapmennyiségek segitségével.

2.9.13. Definicié. Egy feliileti pont elliptikus, ha a Gauss-gorbiilet az adott
pontban pozitiv.

Egy feliileti pont parabolikus, ha a Gauss-gorbiilet az adott pontban nulla.
Egy feliileti pont hiperbolikus, ha a Gauss-gorbiilet az adott pontban negativ.

2.9.14. Tétel. Két feliilet kozott csak akkor 1étezik tavolsagtartd leképezés, ha
a két feliilet Gauss-gorbiilete pontonként megegyezik.

2.9.15. Kovetkezmény. Kiteritésnél az egyik feliilet a sik, melynek a Gauss-
gorbiilete nulla, ezért a ,,sikba fejthetd feliiletek™ a minden pontban parabolikus
feliiletek.

2.9.16. Megjegyzés. A gomb konstans pozitiv Gauss-gorbiiletd feliilet, mig a
sik Gauss-gorbiilete minden pontban zérus. Igy a két feliilet nem képezhetd le
egymadsra tavolsiagtarté médon (izometrikusan), azaz nem készithetd tdvolsag-
tart6 (Iéptéktartd) térkép a Foldrdl. Készithetd viszont szogtartd térkép, melyet
a légi és vizi kozlekedésben hasznédlnak.
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Kidolgozott feladatok

204. Feladat. Tekintsiik az
r(u;v) = (u;v;u - v)
feliiletet!

a) Adjuk meg az r/, és r! derivéltfiiggvényeket!

/1

b) Adjuk meg az r, ., o ésr) mdsodrendd derivéltfiiggvényét!

¢) Szamoljuk ki az els6 alapmennyiségeket!

d) Adjuk meg a feliileti f{énormalist!

e) Szdmoljuk ki a mésodik alapmennyiségeket!
f) Hatarozzuk meg a Gauss-gorbiiletet!
Megoldas:

a) Az u és v valtozod szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
ru(u;v) = (1;05v)
rh (u;v) = (0; 1;u).
b) Az r masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
T (U3 v) = (0505 0)
T (5 0) = (0;051)
roo(50) = (0505 0).
c) Az els6 alapmennyiségek:
E =1, (u;v) -y (uiv) = 1+ 0

F
G =

d) A feliileti normalis:

A feliileti normalis hossza:

In| =vuv2+u?+1.
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A feliileti f6normalis:

e) Az L alapmennyiség:

Az M alapmennyiség:
1
M=7" (u;v) n* = —————.
w(150) v +u?+1
Az N alapmennyiség:
N =7l (u;v) -n* =0.
f) Mivel
1
L M 0 \/1)2-5,-“2-‘,-1 1
det M N = det 1 = —W
v+ u
N EerEE ] 0
és

E F 14+v? w-w
det( >:det
F G w-v 1+ u?

=(1+u?) - (1+0%) —u? 0% =

=1+u? + 02 +u? v —u? vt =
=14 u?® + 0%
ezért a Gauss-gorbiilet:
det L M
“\m N 1
B E F\  (v+u2+1)-(1+u2+02)
det
F G
1

(1+u?4202)%
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2.10. Néhany nevezetes feliilet

2.10.1. Példa. Legyenek a = (aj;a9;as3) és b = (by;ba; bs) linedrisan fiig-
getlen vektorok! Ekkor az (x;yo; zo) ponton dthaladd, a és b vektorok éltal
kifeszitett sik paraméteres el6allitasa:

To+u-a1+v-by

r(u;v) =] yo+u-az+v-bo

zo+u-a3+v~b3

Az implicit egyenlet:
N1x + Ny + N3z = N1To + Na2Yo + N320,

aholn =a x b.

2.10.2. Példa. Az origé kozépponti, R sugard gomb paraméteres eldéllitasa:
R -sinu-cosv
r(u;v) = | R-sinu-sinv O0<u<m 0<v<2m).
R - cosu
Az implicit egyenlet:
? +y* + 2% = R%.
2.10.3. Példa. Az (xo;yo; z0) kozéppontd, R sugard gomb paraméteres elal-
litdsa:
ro+ R-sinu - cosv
r(u;v) = | yo+ R-sinu-sinv 0<u<m 0<wv<2m).
20+ R -cosu
Az implicit egyenlet:
(@ —20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* = R*.

2.10.4. Példa. Az orig6 kdzépponti ellipszoid vagy mas széval szferoid para-

méteres eléallitasa:
a-sinu - cosv
r(u;v) = | b-sinw-sinv 0<u<m 0<v < 2m).
c-cosu

Az implicit egyenlet:

Tl V7
ﬁ+ﬁ+cf2:1.
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Ha a, b és c koziil kettS egyenld, akkor az ellipszoidot szferoidnak nevezziik. Az
ellipszoid alakjatél fiiggden beszélhetiink lapos, vagy lencseszferoidrdl, illetve
hossziikds, vagy orsoszferoidrol.

Megjegyezziik, hogy az ellipszoidok sikmetszetei ellipszisek vagy korok.

A Fold esetében a Fold matematikai alakjat, az igynevezett geoidot globalisan
jOl lehet kozeliteni egy szferoiddal, az eltérés a legjobban illeszkedd szferoid és
a geoid kozott nem haladja meg a 150 métert.

2.10.5. Példa. Az (x0;yo; z0) kozéppontu ellipszoid vagy mds széval szferoid
paraméteres elballitasa:

To+ a-sinwu - cosv
r(u;v) = | yo+b-sinu-sinv 0<u<m 0<wv<2m).

2o+ c-cosu
Az implicit egyenlet:

(—a0f | -y , (22
a? b2 c?
Ha a, b és c koziil kettd egyenld, akkor az ellipszoidot szferoidnak nevezziik. Az
ellipszoid alakjétdl fiiggden beszélhetiink lapos, vagy lencseszferoidrdl, illetve
hossziikds, vagy orsoszferoidrol.

=1.

2.10.6. Példa. A kiip paraméteres elGallitasa:

U - COSV
r(u;v) = | w-sinv
A-u
Az implicit egyenlet:
2 2 2
x z
Loz —o

a2 T2 2
2.10.7. Példa. Az R sugarti henger paraméteres elGéllitasa:

R -cosv
r(u;v) =] R-sinv (velo;2n], 0 <u<h).
u

Az implicit egyenlet:
m2+y2:R2, 0<z<h.
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2.10.8. Példa. A forgdsparaboloid paraméteres elallitasa:

. . . U2 U2
r(u;v) = Uy + 2
Az implicit egyenlet:
22 g2
=2 e
a b

2.10.9. Példa. A hiperbolikus paraboloid paraméteres elallitasa:
r(u;v) = (u;v;u - v).
Az implicit egyenlet: z = z - y.
2.10.10. Példa. Az elliptikus paraboloid paraméteres eldallitdsa:
u v

2 2
r(u;v) = <u;v; = + b2) :

Az implicit egyenlet:
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Kidolgozott feladatok

205. Feladat. Tekintsiik az
l4+u-a;+v-by
r(u;v)=| 24+u-az+v-b
3+u-ag+wv-bs
sikot!
a) Irjuk fel a koordindtafiiggvényeket!

b) Adjuk meg a koordinatafiiggvények elsérend(i parcidlis derivaltfiiggvényeit
és a feliilet els6rend( derivaltfiiggvényét!

¢) Adjuk meg a feliilet masodrendd derivaltfiiggvényét!
d) Szamoljuk ki az els6 alapmennyiségeket!

e) Adjuk meg a feliileti fénormalist!

f) Szdmoljuk ki a mésodik alapmennyiségeket!

g) Hatdrozzuk meg a Gauss-gorbiiletet!
Megoldas:

a) A koordindtafiiggvények:

x(u;v)

y(u;v) =24+ u-as +v- by
z(u;v)

b) A koordindtafiiggvények u valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:

=l4u-a1+v-b

=3+u-az+v-bs.

z,(u;v) = ay
Yu(u;v) = a
21 (u;v) = as.
A koordinétafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivéltfiiggvényei:
z! (u;v) = by
Yo(u;v) = by

20 (u;v) = bs.
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Az u és v véltoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
vl (u;v) = (ar;az;a3) és 7l (u;v) = (by;bo; bs).
¢) Az r masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényei:
T (13 v) = (0505 0)
T (15 0) = (050;0)

! (u;v) = (0;050).
d) Az els6 alapmennyiségek:

E =7l (u;v) -l (w;v) = a® + a3 + a3
F =7l (u;v) -7l (u;v) = ay - by +az - by + as - by
G =7l (u;v) -7 (u;v)
e) A feliileti normalis:

b? + b3 + b3

i j ok
n=rl(uv)xr(uv)=|a a a3 |=
b by b3

= (ag -b3 — by -az; —ay - by +az-by;ar - by —az - by).
f) A mésodik alapmennyiségek:

L=0
M=0
N =0.

g) A Gauss-gorbiilet:

det
K =

(L M)
M N
=0.
det EF
F G

)

U - COSV
r(u;v) = | w-sinv
A-u

206. Feladat. Tekintsiik az
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kipot!

a) Adjuk meg a feliilet els6rend( derivaltfiiggvényét!

b) Adjuk meg a feliilet masodrendd derivaltfiiggvényét!

¢) Szamoljuk ki az els6 alapmennyiségeket!

d) Adjuk meg a feliileti f{énormalist!

e) Szamoljuk ki a masodik alapmennyiségeket!

f) Hatdrozzuk meg a Gauss-gorbiiletet!

Megoldas:

a) Az u és v valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:

/

Ty

/

Ty

(u;v) = (—u

(u;v) = (cosv;sinv; A)

-sinv;u - cos v; 0).

b) Az r mésodrendd parcidlis derivaltfiiggvényei:

T (05 0) = (0;0;
T

/!
rv'u(u; U) = (_u ’

c) Az els6 alapmennyiségek:

E =1, (u0) -7,

F =7 (u;v) - v (u;0)

G = rl(uiv) 7i(wv) =

v

2

v u-.

(u;

d) A feliileti normalis:

7o (w;0) X 1y (u;0) =

(—A-u-cosv;—A-u-

=(—A-u-cosv;—A-u-

0)

(u;v) = (—sinw; cos v; 0)

cos v; —u - sinv; 0).

(u;v) =1+ A2

-sinv-cosv+u-sinv-cosv =0

k
A

—u-sinv wu-cosv 0O

i J
sin v

COSv

sinv;u - cos® v + u - sin? v) =

sinv; ).
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A feliileti normalis hossza:

In| = VA2 - u2 - cos? v + A2 -u2 - sin® v + u? =
:\/Az-u2-(cos2v+sin2v)+u2:\/Az'u2+u2:
=yu? (A24+1)=u-VA2+1.

A feliileti fonormalis:
*_n_<_A-cosv'_A-sinv‘ 1 >_
VAZ +1 VA2 +1 VA2 +1

nf

1
= \/ﬁ . (—A'COSU; —A'SiDU; 1)

e) Az L alapmennyiség:
L=r(uv) n*=0.
Az M alapmennyiség:
M =7l (ujv) -n* =
= $‘(—A‘u~cosv-sinv+A-u-sinv‘cosv) =0.
VATF1
Az N alapmennyiség:

N = T:)/v(u;’l)) nt =

1
:7-(U-A-cos2v+u-A-sinzv):
VAZ+1
A
VAT
f) Mivel
det(L M)zdet ’ ’ =0
M N 0 Au
VA2l
és
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ezért a Gauss-gorbiilet:

(s )
det
M N
K = =
det FE F
“NF @
207. Feladat. Tekintsiik az
R - cosv
r(u;v)=| R-sinwv
U

hengert!

a) Adjuk meg a feliilet els6rend( derivaltfiiggvényét!
b) Adjuk meg a feliilet masodrend(i derivaltfiiggvényét!
¢) Szamoljuk ki az els6 alapmennyiségeket!

d) Adjuk meg a feliileti f{énormalist!

e) Szdmoljuk ki a mésodik alapmennyiségeket!

f) Hatdrozzuk meg a Gauss-gorbiiletet!
Megoldas:
a) Az u és v véltozoé szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
ru(uiv) = (0;051)
ri(u;v) = (=R - sinv; R - cos v; 0).
b) Az r mésodrendd parcidlis derivaltfiiggvényei:
T (13 0) = (0505 0)
Ty (w5 0) = (0;0;0)
r(u;v) = (=R - cosv; —R - sinv; 0).
c) Az els6 alapmennyiségek:
E =7 (u;v) -7l (w;0) =02+ 0% +1% =1
F=rl(u;v)-rl(u;v)=—-R-0-sinv+0-R-cosv+1-0=0

G= T;(Uﬂ)) : Tq/J(U;U) = R? . sin?v + R? - cos®> v = R
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d) A feliileti normalis:
i j k
n =1y (uiv) X 1) (usv) = 0 0 1=
—R-sinv R-cosv 0
= (=R -cosv;—R -sinv;0).
A feliileti normalis hossza:
In] = VR? - cos?v + R? - sin®v = R.

A feliileti fénormalis:

= — = (—cosv; —sinwv;0).
n . ( v; — sinv; 0)

e) Az L alapmennyiség:
L=l (uiv) - n* =0.
Az M alapmennyiség:
M =7l (u;v) -n* = 0.
Az N alapmennyiség:
N =17),(u;v) -n* = R-cos’v+ R -sin’v = R.

f) Mivel

és
det EF = det Lo = R?
“Nr ag)™ o R2 ]

ezért a Gauss-gorbiilet:
L M
det
M N

det E F
e
F G
208. Feladat. Hatdrozzuk meg az (a; 0; 0) kozéppontd, b sugard kor y tengely
koriili megforgatdsdval keletkezett feliilet paraméteres el6allitasat!

Megoldas:
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27 2z

Az (a;0;0) kozépponti xy sikban fekvd, b sugart kor paraméteres elGallitasa:
r(u) = (a+b-cosu;b-sinu;0).
Az y tengely koriili forgatds matrixa:
cosv 0 sinwv
0 1 0 ,
—sinv 0 cosv

7z

ezért a feliilet paraméteres eldallitdsa:

cosv 0 sinw a+b-cosu (a+b-cosu)-cosv
0 1 0 : b-sinu = b-sinu
—sinv 0 coswv 0 —(a+0b-cosu)-sinv

Megjegyezziik, hogy a kapott alakzatot torusznak nevezziik.
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2.11. Osszefoglalé feladatok a masodik fejezethez

209. Feladat. Adjuk meg annak a kornek a paraméteres elballitasat, amely
dthalad az origén és a kozéppontja a K = (3;4) pont!

Megoldas:
A kor egyenlete:

(x—3)*+ (y—4)? = R~
Mivel a kor 4thalad az origén, ezért

(0-3)2+(0-4)2*=R? = R=5.

Tehdat a kor egyenlete:

(x—3)% + (y — 4)? = 25.
Az (x0;y0) kozéppontd, R sugard kor paraméteres elGallitasa:

r(t) = (xo + R - cost;yo + R - sint) (t e0;27]).
Mivel (zo; yo) = (3;4) és R = 5, ezért a paraméteres elGallitas:
r(t) = (3+5-cost;4+5-sint) (t e 0;2m]).

210. Feladat. Legyen ¢t € [0;27]. Adjuk meg az r(t) = (2 + cost; 3 + sint)
sikgorbét implicit alakban!

Megoldas:

A sikgorbe grafikonja egy korvonal, melynek a kdzéppontja (2;3), sugara 1
egység, igy az implicit egyenlet:

(x—22+(y—3° =1
211. Feladat. Adjuk meg az

2 2
£ + yf =1
25 49
ellipszis paraméteres eldallitasat!
Megoldas:
Mivel az altaldnos alakban
2 2
S+ =1
2tp=t

ezért jelen esetben a = 5ésb = 7.



Osszefoglalé feladatok a mdsodik fejezethez 303

A paraméteres eldallitas:
r(t) = (a-cost;b-sint) = (5cost; 7Tsint) (t €]0;27]).
Az ellipszis teriilete:
T=a-b-7=5-7-7m=35m.
212. Feladat. Legyen ¢ € [—2;3]! Adjuk meg y = f(x) alakban az
r(t) = (t+ 1;t* +3)
fuggvényt!
Megoldas:
Mivel a koordindtafiiggvények x(t) = t + 1 és y(t) = t? + 3, ezért az els6

Osszefiiggésbdl a t paraméter kifejezve ¢ = x — 1 adddik. Ezt behelyettesitve a
masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

y=(x—-1)2+3=0>-2r+4 x € [—1;4].

213. Feladat. Tekintsiik az 72 + y? — 10z + 8y = 8 implicit egyenlettel meg-
adott sikgorbét!

a) Mutassuk meg, hogy a sikgorbe grafikonja egy korvonal!
b) Adjuk meg a kor kozéppontjat és sugarat!
¢) Hatdrozzuk meg a sikgorbe gorbiiletét!
d) Irjuk fel a sikgorbe paraméteres elGallitasat!
e) Adjuk meg a sikgdrbe dltal hatarolt zart sikidom teriiletét!
Megoldas:
a) Mivel az egyenlet atalakithat6 dgy, hogy
(z —5)* + (y +4)* = 49,
ezért az alakzat valéban egy korvonal.
b) A kor kdzéppontja (5; —4), sugara 7.
c) Egy kor gorbiilete a kor sugardnak reciproka, igy a gorbiilet:
1

K= .

7
d) A sikgorbe egy lehetséges paraméteres el6allitasa:
r(t) = (5+ 7Tcost; —4 + Tsint) (t € [0;27]).

e) A sikgorbe altal hatdrolt zart sikidom teriilete: 497r.
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214. Feladat. Tekintsiik a ¢ — 7(t) = (x(t); y(t); 2(t)) térgorbét, ahol
r(t) = (cos(t2 +2t);tg3 tVE+ 1)

és tekintsiik a ¢ty = 0 paraméter(i pontot!
a) Adjuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényeit a ¢( helyen!
¢) Adjuk meg az r'(t() értéket!
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:

x(t) = cos(t? 4 2t)

y(t) =tg’t
z(t) =vVt+1.

b) At — x(t) koordindtafiiggvény derivaltfiiggvénye:
2’ (t) = —(2t + 2) - sin(t* + 2¢).

At — y(t) koordinétafiiggvény derivaltfiiggvénye:

1 3tg?t
cos2t  cos?t’

At — z(t) koordinétafiiggvény derivéltfiiggvénye:

iy 1
0= T

A koordinétafiiggvények derivaltfiiggvényei a tyg = 0 paraméter( helyen:

2'(tg) = —2-sin0 =0

y'(t) =3tg’t-

3tg?0
"(t)) = —=2— =0
1 1
/
to) = —— = —.
Zl) = 55T~ 2

c) At r'(t) fiiggvény helyettesitési értéke a o = 0 helyen:

' (tg) = <0; 0; ;) .

215. Feladat. Tekintsiik az r(u;v) = (sinw; cosv;v) feliiletet!
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a) Szamoljuk ki a fiiggvényértéket az (ug; vo) = (0;0) helyen!
b) Adjuk meg a feliilet koordinétafiiggvényeit!
¢) Adjuk meg a feliilet koordinétafiiggvényeinek parcidlis derivéltfiiggvényeit!
d) Hatarozzuk meg a feliilet derivaltfiiggvényét!
e) Hatdrozzuk meg a feliilet derivéltfiiggvényének az (ug;vo) = (0;0) helyen
vett helyettesitési értékét!
f) Adjuk meg az (ug;vo) = (0;0) helyen a feliileti normalist!
g) Irjuk fel az (ug; vo) = (0;0) helyen az érintSsik egyenletét!
h) Szdmoljuk ki az 7/, (u; v) x r} (u;v) vektor hosszat!
Megoldas:
a) A fiiggvényérték az (uo;vo) = (0;0) helyen:
r(ug; vo) = (sin0; cos 0; 0) = (0; 1;0).
b) A feliilet koordinétafiiggvényei:
x(u;v) =sinu  és y(u;v) =cosv és z(u;v) =wv.
¢) A koordinatafiiggvények u valtoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
7, (u;v) = cosu és y.(w;v) =0 és 2z (u;v)=0.
A koordinétafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivéltfiiggvényei:
2 (u;v) =0 és gy (w;v) =—sinv és 2, (u;v) = 1.

d) A feliilet derivaltfiiggvénye:

Cos U 0
' (ujv) = 0 —sinv
0 1

e) A feliilet derivaltfiiggvényének helyettesitési értéke az (ug; vg) = (0;0) he-
lyen:

0
' (up;vp) = 0
1

o O =
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f) A feliileti normalis:
ik
n = 7, (uo; vo) X 7 (ug;vo) = | 1 0 0 | =(0;—1;0).
1

g) Az (up;vo) = (0;0) helyen az érintSsik egyenlete:
(0;=1;0) - (#3195 2) — (0:1;0)) =0,
vagyis
(0;=1;0) - (z59 — 1;2) = 0.
A skaldris szorzatot elvégezve azt kapjuk, hogy —y + 1 = 0, vagyis y = 1.
h) Mivel

i ik
i (u;v) x 7l (u;v) = | cosu 0 0=
0 —sinv 1

= (0; — cos u; — cosu - sinv),

ezért

I (w;v) x 7 (u;v)] = Veos2u + cos? u - sin? v =

= \/c052u (1 +sin®u) = |cosul - V1 +sin? u.
216. Feladat. Adjuk meg az

14+ 2u+3v
r(u;v) =1 2—1u—2v (u;v € R)
3+ 3u+4v

sik egy pontjat és a sik egy normalvektorat!
Megoldas:
A sik egy pontja: (1;2;3).

A sik egy normdlvektora az a = (2; —1;3) és a b = (3; —2; 4) vektorok vekto-
ridlis szorzata:
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217.Feladat. Adjuk megaz r(u;v) = (u?; u-v; u+v) feliilet Gauss-gorbiiletét
az (1;2) paraméterd pontban!

Megoldas:
Az u és v valtoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
ru(wiv) = 2uvil) = r(1;2) = (221)
ro(wo) = (0wl) = r(1;2) = (0;1;1).
Az r masodrend(i parcidlis derivéltfiiggvényei:
To(wv) = (2,000 = (152) = (2:0;0)
rw(wiv) =(0;1,0) = r,(1;2) = (0, 1;0)
ro(wiv) = (0;0;0) = 7},(1;2) = (0;0;0).
Az els6 alapmennyiségek:

E=7r,(1;2)r(1;2)=44+4+1=9

F=r,(1;2)-7(1;2)=0+2+1=3
G=r(1;2)-7(1;2) =0+1+1=2.
A feliileti normalis:
R
n=r(1;2)xr(;2)=2 2 1|=(1;,-2;2).
011
A feliileti normélis hossza:
In|=v1+4+4=3.
A feliileti fénormalis:
o _(L_22)
In| 37 33
Az L alapmennyiség:
1 2
Az M alapmennyiség:
2
M=rl(1;2)n"=->-1=-=



308 Osszefoglal6 feladatok a mdsodik fejezethez

Az N alapmennyiség:
N =r7],(12)-n*=0.
Mivel ) )
det(}@ Aj\{)zdet(_z _Z>:—3
és ’

thF—d
et| o o )=de

ezért a Gauss-gorbiilet:
L M
det
M N

w(EF
“\r ¢

Mivel a Gauss-gorbiilet negativ, ezért a feliileti pont hiperbolikus.

-+
7N
w ©
o W
~_
I

©

K =

4
__9__4
9 81°

218. Feladat. Adjuk meg paraméteres alakban az
22 +y? —da + 6y = 12
implicit egyenlettel definialt sikgorbét!
Megoldas:
Atalakitva az egyenletet azt kapjuk, hogy
(x —2)*+ (y + 3)* = 25,
ami a (2; —3) kozéppontd, 5 sugard korvonal egyenlete. Ennek egy paraméteres
eldallitasa:
r(t) = (24 5cost; —3 + Hsint) (t €]0;27]).
219. Feladat. Adjuk meg az r1(t) = (t;2t + 3) sikgorbe to = 1 paraméterd
%; et*1> sikgorbe ty = 1 paraméterd pontja-
hoz tartozo6 érintéegyeneseinek metszéspontjat!

pontjdhoz tartozé és az ro(t) =

Megoldas:

Mivel 7| (t) = (2t;2), ezért r|(to) = (2;2). Mdsrészt r1(to) = (1;5). Az
érintegyenes:

er(t) = (1;5) + (22) - (t—1) = ei(t) = (2t —1;2t +3).
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Tehdt x = 2t — 1 és y = 2t + 3. Az elsO egyenletbdl azt kapjuk, hogy

r+1
t= .
2

Ezt a méasodik egyenletbe behelyettesitve

y=x+1+3=x+4

adédik.
Mivel 75(t) = (—;et), ezért rh(to) = (—1;1). Mdsrészt ro(to) = (1;1). Az
érintéegyenes:

e(t) =L+ (LD -E-1) = e()=(2-1t1).

Tehiat x = 2 — t és y = t. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy t = 2 — .

Ezt a médsodik egyenletbe behelyettesitve y = 2 — z adddik.

Azy = x+4ésy = 2 — x egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldésa, igy
a keresett metszéspont: (—1;3).

220. Feladat. Adjuk megaz r(u;v) = (u?;u-v; u+v) feliilet Gauss-gorbiiletét
az (1;2) pontban!
Megoldas:

Az u és v véltozo6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
ro(wiv) = Quoil) = 1 (12) = (2211)
rp(wiv) = (O;us1) = (1;2) = (0 1;1).
Az r mdsodrend( parcidlis derivéltfiiggvényei:

T (03 0) = (2;0;0) = 1y, (1;2) = (2;0;0)

uu

To(uiv) = (0;1,0) = 1 (1;2) = (05 1;0)

uv

i (u;v) = (0;0;0) = r(1;2) = (0;0;0).

Vv

Az elsé alapmennyiségek:
E=7r,(1;2)r(1;2)=44+4+1=9

(

F=r,(1;2)-7(1;2)=0+2+1=3
6=

1 v
1;2) -7 (1;2)=0+14+1=2.

v
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A feliileti normalis:

R
n=r,(1;2)xr(1;2)=]2 2 1|=(1
01 1
A feliileti normadlis hossza:
In|=v1+4+4=3.
A feliileti fénormalis:
. n 1 22
T <3’ 373
Az L alapmennyiség:
1 * 2
L=r,(12)-n :2-7:?
Az M alapmennyiség:
2 2

Az N alapmennyiség:
N =177,(12)-n*=0.

T R
N v )7
E F 9 3
det — det _
(g )=ty 5)=0

ezért a Gauss-gorbiilet:

Mivel

Wiy I

=)

~_—
Il

K = - _
det E-F
F G

—2;2).

Mivel a Gauss-gorbiilet negativ, ezért a feliileti pont hiperbolikus.
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221. Feladat. Hatdrozzuk meg az r(u;v) = (v3; u?; u + v) feliilet mely pontja
vagy pontjai parabolikusak?

Megoldas:

Az u és v valtoz6 szerinti parcidlis derivaltfiiggvények:
ru(u;v) = (05 2u; 1)
! (u;v) = (3v%0;1).

Az r masodrend( parcidlis derivéltfiiggvényei:
T (wiv) = (0;2;0)
T (U3 v) = (05 0;0)
ro(U50) = (6v;0;0).

Az els6 alapmennyiségek:

A feliileti normalis:

i j k
n=r(uv)xri(wv)= 0 2u 1 |=(2u;30v* —6uv?).
302 0 1

A feliileti normalis hossza:

In| = V/4u2 + 9v* + 36u2v?.

A feliileti fonormalis:
n 1

[n] — VauZ + 9vF + 36u2v?
Az L alapmennyiség:

n* =

- (2u; 3v%; —6uv?).

L /) . * 6U2
= Tun(U30) 0" = VauZ + 90* + 36020t

Az M alapmennyiség:

M =7l (u;v) -n* = 0.
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Az N alapmennyiség:
12uw
VAu2 + vt 4 36uvt

N = r;)/v(u; U) ot =

Mivel
602
M N 0 12uv
VA4u2+9v4+36u2v4
_ T2uv3
 4u? + 9t + 36u2v?
és
E F du? 4+ 1 1
det = det =P 4+1)- (41 —1=
<F G) ( 1 91)4+1> ( ) )

= 36u’v* + 4u® + 91}4,

ezért a Gauss-gorbiilet:

L M
det
K M N T2uv?
E F (4u? + 9v* + 36u’v?)?
det
F G

A gorbiilet pontosan akkor zérus, ha 72uv® = 0, azaz ha u = 0 vagy v = 0.

222. Feladat. Adjuk meg az f(z;y) = = -y szEls6értékét az r(t) = (2t;t + 1)
gorbe mentén!

Megoldas:
Mivel x =2t ésy =1 + 1, ezért az
f@tt+1) =2t (t4+1) =2+ 2t
fuggvény szElsdértékét keressiik.
Mivel f/(t) = 4t + 2, amelynek zérushelye t = —1 és f”(t) = 4 > 0, ezért az

f fiiggvénynek a
2 L), 1 +1) = 1; L
2)7 2 B "2

pontban van minimuma.
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223. Feladat. Szamoljuk ki az 7: [0;In2] — R3, r(t) = (e’;1;2) térgorbe
ivhosszat!
Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
z(t)=¢ é yt)=1 é 2z(t)=2.

A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:

7' (t) = e és y'(t)=0 é 2/(t)=0.
Mivel

ezért az ivhossz:
In2
In2
L:/etdt:[et} =2 _ 0 —9_1=1.
0
0






3. fejezet

Vektormezok
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3.1. Vektormezok fogalma, derivaltja

3.1.1. Definicié. A v: R? — R3 tipusi fiiggvényeket vektormezéknek nevez-
ziik.

3.1.2. Definicié. A
v1 (x5 y; 2)
v(wyy;z) = | va(wiy;2)
v3(@;y; 2)
vektormezd koordindtafiiggvényei a vy, va, v3: R? — R haromvaltozés, valés
értékd fiiggvények.

3.1.3. Definicié. Legyen D C R? nyilt halmaz! A v: D — R3 vektormezs
differencidlhaté a P € D helyen, ha létezik olyan k € R3 vektor, hogy

v(P)—v(Py) =k-(P—Py)+h-(P—-F),

ahol
. |h- (P =P
lim 20
A PR

3.1.4. Megjegyzés. Differencidlhaté vektormezd derivaltfiiggvénye egy 3 x 3
tipusd matrix, vagyis a

v1(7;y; 2)
v(z;y;2) = | velwy; 2)
v3(73y; 2)
vektormezd derivaltfiiggvénye:
(v1)z  (v1)y  (v1)l dxv1 Oyu1 B
V(zy;z) = (v2)y (v2)y (va), | = | Gwv2 Oyva O.vo
(v3)y  (v3)y (v3)l Orv3 Oyuz Oyv3
3.1.5. Példa. A
l‘?y
v(ziy;z) = | v+2y

sin z
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vektormezd derivaltfiiggvénye:
2y 2 0
V(g z) = 1 2 0

0 0 cosz
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Kidolgozott feladatok

224. Feladat. Adjuk meg a
2zy + y?
v(z;y;2) = Z - Ccosy
rT+y+ 22
vektormez§ derivaltfiiggvényét, majd a derivdltjat a P = (1;0; 1) helyen!
Megoldas:
A derivaltmatrix:
2y 20 +2y O
V(zyy;2) = | cosy —w-siny 0
1 1 2z
A derivaltmatrix a P = (1;0; 1) helyen:

0 2 0
V(1;0;1)=| 1 0 0
1 1 2
225. Feladat. Tekintsiik a
22 4 ot
v(zy;2) = | zyz+ %
sin(4y)

vektormez6t és a P = (1;0;2) pontot!

a) Hatdrozzuk meg a v vektormezd derivaltmatrixat!

b) Adjuk meg a v vektormez6 derivaltmatrixdnak értékét a P pontban!

¢) Szédmoljuk ki a v vektormezd P pontbeli derivaltmatrixdnak determinansat!
d) Invertdlhat6-e a v vektormez6 P pontbeli derivaltmatrixa?

e) Adjuk meg a v vektormez8 P pontbeli derivaltmatrixdnak transzpondltjat!

Megoldas:
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a) A v vektormezé derivaltmatrixa:
2x et . 4 0

Vzyz) = yz—% wz wmy

0 4cos(dy) O

b) A v vektormez§ derivaltmatrixdnak értéke a P = (1;0; 2) pontban:

2 40
V(P)=1] -2 2 0
0 40

¢) Mivel a métrixnak van egy olyan oszlopa, amelynek minden eleme nulla,
ezért a determindns értéke nulla!

d) A matrix nem invertalhaté, mert a determinansa nulla.

e) A maétrix transzpondltja:
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3.2. Vektormezok divergenciaja és rotacidja

3.2.1. Definicié. A v(z;y;2) = (vl(:v;y; z);vg(a:;y;z);vg(a:;y;z)) vektor-
mezd divergencidja a P pontban:

divv(P) = Oyv1 + Oyva + 0, v3.

3.2.2. Megjegyzés. Vektormezd divergencidja a derivaltmatrixdnak nyoma, az-
az a f6atlobeli elemeinek Osszege.
3.2.3.Példa. A v(z;y;2) = (259 - 2; 22) vektormezs esetén

divu(z;y;2) = Opv1 + Oyva + 0,03 =14+ 2+ 22 =1+ 3z.
3.2.4. Definicié. Egy vektormez§ forrdsmentes, ha a divergenciaja zérus.
3.2.5. Megjegyzés. Az dramldstanban a divergencia azt mutatja meg, hogy egy
kis térfogatbdl mennyi folyadék aramlik ki. Ha a térfogatban folyadékforrds
van, akkor a divergencia pozitiv, ha nyeld, akkor negativ, ha a folyadék csak

keresztiildramlik a vizsgdlt térfogatrészen, akkor a divergencia nulla. Mindezek
miatt a divergenciat forrdser6sségnek is nevezhetjiik.

3.2.6. Definicié. A v(z;y;z) = (vl(x;y; z);vg(:c;y;z);vg(a:;y;z)) vektor-
mez0 rotdcidja a P pontban:
ay7)3<P) — az'l)g(P)
rotv(P) = | —0yv3(P)+ 0,v1(P)
0y 02(P) — Oyv1(P)

3.2.7. Megjegyzés. A konnyebb megjegyezhetGség kedvéért formdlisan a

ik
8, 0, 0.
V1 Vg U3

matrix determinansat az elsé sora szerint kifejtve éppen a rotacié képletét kap-
juk.

3.2.8. Példa. A v(w;y;z) = (y;x; 22) vektormezs esetén

8y1}3 - 62112
rotv(z;y;2) = | —0zvs+0,v1 | =(0—-0;—-0+0;1—1) = (0;0;0).
&rvg — 8y1}1
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3.2.9. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy vektormez6 orvénymentes, ha a rota-
cidja zérusvektor.

3.2.10. Megjegyzés. Ha egy vektormezd derivaltmatrixa szimmetrikus, akkor
a vektormezd orvénymentes.

3.2.11. Megjegyzés. A roticié az aramldstanban azt mutatja meg, hogyan or-
vénylik a folyadék egy kis térfogatban.

3.2.12. Megjegyzés. A divergencia és a rotaci6 formalisan kifejezhets az ugy-
nevezett

V= (aﬂca 8y; 8z)
operator segitségével:

divv =V -v és rotv =V x 0.
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Kidolgozott feladatok

226. Feladat. Tekintsiik a
x2 4 e
v(z;y;2) = | zyz + %

sin(2y)
vektormez6t és a P = (1;0; 2) pontot!
a) Hatarozzuk meg a v vektormezd derivaltmatrixat!
b) Adjuk meg a v vektormezd derivaltmatrixdnak ért€két a P pontban!
¢) Szamoljuk ki a v vektormezd P pontbeli derivaltmatrixdnak determinédnsat!
d) Hatarozzuk meg a v vektormez§ divergencidjat!
e) Forrasmentes-e a vektormezd?
f) Hatarozzuk meg a v vektormezd divergencidjat a P pontban!
g) Hatarozzuk meg a v vektormez6 rotacidjat!
h) Orvénymentes-e a vektormezd?
i) Hatdrozzuk meg a v vektormezd roticiéjat a P pontban!

Megoldas:
a) A v vektormez6 derivaltmatrixa:
2x e .2 0
Vzy;z)=| yz—2% w2z wmy

0 2cos(2y) 0

b) A v vektormez§ derivaltmatrixanak értéke a P = (1;0;2) pontban:

2 20
J(P)=| -1 2 0
020

¢) Mivel a matrixnak van egy olyan oszlopa, amelynek minden eleme nulla,
ezért a determindns értéke nulla!

d) A v vektormezd divergencidja:

divo(z;y;2) =2 + 22+ 0 = 22 + z=2.
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e) Nem forrdsmentes, mert a divergencidja nem nulla.
f) A v vektormez$ divergencidja a P = (1;0;2) pontban:
divv(P)=24+2=4.

g) A v vektormezd roticidja:

R B Oyv3 — 0,12
rotv(z;y;2) =det | 0 0y 0, | =| —Opvs+0.v1 | =
V1 VU U3 6xv2 — 8y’l}1

2cos(2y) — xy
—0+0

_ 1 9s2
Yz — o3 —2e

h) Nem 6rvénymentes, mert a roticiéja nem zérusvektor.
i) A vektormez§ roticidja a P = (1;0;2) pontban:
rotv(P) = (2;0; —3).
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3.3. Vektormezok potencialfiiggvénye

3.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢ skalarmez6 a v vektormezd poten-
cidlfiiggvénye a D C R tartomany folott, ha minden (z;y; z) € D esetén
v(x;y; 2) = grad p(z; y; 2).

Amennyiben ilyen ¢ skaldrmezd 1étezik, tigy azt mondjuk, hogy a vektormezd
potencidlos vagy més széval konzervativ.

3.3.2. Tétel. A v vektormezSnek pontosan akkor 1étezik potencidlfiiggvénye a
D tartomdnyon, ha drvénymentes, vagyis a D tartomdny minden pontjdban a
vektormezd rotaciéja zérusvektor.

3.3.3.Példa. A v(z;y; 2) = (22;9?%; 2%) vektormez6 koordinatafiiggvényei:

vi (2395 2) = 2
va(3y;2) =
va(5y;2) = 2%,
A v vektormez§ roticidja:
i j k Oyvg — 0,v2 0
rotv(z;y;2) =det | 0, Oy 0. | = | —0zv3+ 0.1 =10
V1 Vg U3 896112 - 8yv1 0

A vektormezd 6rvénymentes, mert a rotacidja zérusvektor, ezért 1étezik poten-
cidlfiiggvénye.
A potencialfiiggvény az a p: R? — R fiiggvény (skaldrmez&), melyre
grad p(z;y; 2) = v(z;y; 2),
ami azt jelenti, hogy
(@ (@55 2); 0 (593 2); @ (w395 2)) = (v1(3y; 2); v2 (395 2); v3(3 3 2))

teljesiil, azaz

Yr(@y52) = vi(23 95 2)

oy (@5 Y5 2) = va(w; 95 2)

¢ (@y;2) = vs(a3 93 2).
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Behelyettesitve a koordindtafiiggényeket azt kapjuk, hogy
(2593 2) = 27
o (x5 95 2) = o
Pllwiy;2) = 22
Mivel ¢, (x;y; 2) = a2, ezért
23
p(a;y;2) = /ffv2 dz = = +c(y; 2).
A kapott fiiggvényt az y véltoz6 szerint derivdlva
oy (733 2) = ¢y (y; 2)

adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢ (2;y; 2) = y?, ezért
3

Y
v =eyiz) = clyiz) =5 ),
igy . s
x
plaiysz) = 5 + g+ el2).
A kapott fiiggvényt a z valtoz6 szerint derivédlva
(w5 2) = ()
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢ (z;y; 2) = 22, ezért
3
d2)=2 = c¢z)= % +c.
Tehat a potencidlfiiggvény:
3 3 3
)= Y E

ahol ¢ € R.
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Kidolgozott feladatok

227. Feladat. Tekintsiik a v(z;y; 2) = (2zy — 2; 2% + 2;y — x) vektormezdt!
a) Adjuk meg a vektormezd koordinatafiiggvényeit!
b) Hatidrozzuk meg a roticiot!
¢) Orvénymentes-e a vektormezs?
d) Létezik-e a v vektormez8nek potencidlfiiggvénye?
e) Ha létezik potencidlfiiggvény, adjuk meg a potencidlfiiggvényt!
Megoldas:
a) A vektormez6 koordindtafiiggvényei:
vi(z3y;2) = 20y — 2
va(z; 75 2) = 22 + 2
vs(z;y;2) =y — .

b) A v vektormez6 rotacidja:

7 j k ayvg - 8Zv2
rotv(z;y;2) =det | 0, 0y 0, | =| —Opvs+0.v1 | =
vl vy U3 Orv2 — Oyt
1-1 0
= 1-1 = 0
2 — 2z 0

¢) Orvénymentes, mert a roticiéja zérusvektor.

d) Létezik potencidlfiiggvény, mert 6rvénymentes.

e) A potencidlfiiggvény az a p: R3 — R fiiggvény (skalarmezd), melyre

grad p(z;y; 2) = v(2;y; 2)
teljesiil, azaz

(55 2) = vr(w3 ;5 2)
oy (@5 y; 2) = va(w; 95 2)
(@35 2) = v3(z;y; 2).
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Behelyettesitve a koordinatafiiggényeket azt kapjuk, hogy
w5y 2) = 2my — 2
pyliysz) =a° + 2
Yoy z) =y — .

Mivel ¢, (x;y; z) = 2zy — z, ezért

o(z;y;2) = /29:y — zdx = 2%y — x2 + c(y; 2).
A kapott fiiggvényt az y valtozo szerint derivélva
o (55 2) = 2 + & (y; 2)
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢}, (;y; z) = 2 + z, ezért
2+ z=a+ c;(y;z) = c;(y; z) = z,
igy
cly; z) = /zdy =yz + c(2).
Tehat azt kaptuk, hogy
o(x;y; 2) = 2%y — 22 + yz + c(2).
A kapott fiiggvényt a z véltozo szerint derivédlva
eu(zy;z) = —z+y+(2)
adodik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢, (x;y; 2) = y — x, ezért
—rz+y+dz)=y—z = dE)=0 = c()=c
Tehat a potencidlfiiggvény:
p(r;y;2) = 2’y — 2z +yz + ¢

ahol c € R.
228. Feladat. Tekintsiik a v(z;y;2) = (3z%y — 2yz3; 23 — 2223; —62y2?)
vektormezot!
a) Adjuk meg a vektormezd koordinatafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a roticiot!
c¢) Orvénymentes-e a vektormezs?

d) Létezik-e a v vektormezdnek potencialfiiggvénye?
e) Ha létezik potencidlfiiggvény, adjuk meg a potencidlfiiggvényt!
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Megoldas:
a) A vektormezd koordinatafiiggvényei:

vi(w;y; 2) = 32y — 2y2°
va(z;y; 2) = o3 — 2223
v3(z;y; 2) = —6xy2>.

b) A v vektormezd roticidja:

i ik Oyv3 — 0,02
rotv(z;y;2) =det | 0 0y 0. | =| —Ov3+0.v1 | =
V1 Uy U3 8901;2 — ayl)l
—622% + 6222 0
= 6y2% — 6y2> =10
322 — 223 — 322 4+ 223 0

¢) Orvénymentes, mert a roticiéja zérusvektor.
d) Létezik potencidlfiiggvény, mert 6rvénymentes.
e) A potencidlfiiggvény az a p: R3 — R fiiggvény (skalarmezd), melyre
grad p(z;y; 2) = v(z3y; 2)
teljesiil, azaz
Pol(T3ys2) = vi(2; 95 2)
oy (@595 2) = va(w3 95 2)
(@35 2) = v3(x; 93 2).
Behelyettesitve a koordinatafiiggényeket azt kapjuk, hogy
(a3 y; 2) = 32’y — 2y2°
gofy(a:; y;2) = a3 — 2223
L@y 2) = —6ayz®.
Mivel ¢!, (x5 y; 2) = 3x2y — 2yz3, ezért

o(z;y;2) = /3x2y —2y23 dx = 23y — 2zy2® + c(y; 2).
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A kapott fiiggvényt az y véltoz6 szerint derivédlva
@y (w35 2) = 2 — 222° + ) (y; 2)
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢ (z;y; 2) = 23 — 2123, ezért
23— 202% = a% — 2223 + c,(y;2) = cly;2) =0,
igy
() = [0dy=c(2).
Tehat azt kaptuk, hogy
o(x;y; 2) = 28y — 2xy2° + c(2).
A kapott fiiggvényt a z véltozo szerint derivédlva
Pl(wy; 2) = —6ayz” + ¢ (2)
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢ (z;y; 2) = —6xyz?2, ezért
—6zyz? +(2) = —6ryz? = d(2)=0 = clz)=c
Tehat a potencidlfiiggvény:
p(riy;2) = 2’y — 20y2° + ¢,
ahol c € R.
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3.4. Vektormezok gorbementi integralja

3.4.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy a  gorbe paraméteres alakja r: R — R3.
Ekkor a v: R3 — R3 vektormezd gorbementi integrdlja a y gorbe [a; b] inter-
vallumhoz tartoz6 szakasza mentén:

Av = /bv(r(t)) -7 (t) dt.

Ha a « gorbe zart, akkor a vektormezd v gorbe mentén szamolt gbrbementi
integraljanak érté€két cirkuldcionak nevezziik.

3.4.2. Megjegyzés. A gorbementi integral kiszamolasanak 1épései:
1. Paraméterezziik a v gorbét!

2. Szamoljuk ki ¢ — r(t) gorbe r/(t) derivéltfiiggvényét!
3. Adjuk meg a 1)(
4

)) Osszetett fuggvenyt'
. Hatdrozzuk meg a v(r(t)) - 7/ (t) skaldris szorzatot!

5. Szdmoljuk ki az f 7( ) t) dt egyviltozés Riemann-integralt!

3.4.3. Példa. Tekintsiik az r(¢) = (1;¢;¢2) gorbét a t € [0; 1] intervallumon és
av(w;y; z) = (xy; 2%;y) vektormezdt! Ekkor az r térgorbe derivaltfiiggvénye:
r'(t) = (0;1;2t).

A v(r(t)) Osszetett fiiggvény:

v(r(t) = v(1;t;t%) = (1-¢; (%)% 1) = (£ 1% 0).
Awv(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:

o(r@®) - r'(t) =t-0+t* 14+t 2t =t" + 2%

A gorbementi integrél értéke:
1 1

B 231" 1 2 13

t)) 2t dt= |+ | ==

/vm /+ [54“3}0 573715
0 0

3.4.4. Tétel. Ha a v vektormezGnek 1étezik potencidlfiiggvénye, vagyis poten-
cidlos és a potenciélfiiggvénye o, és a y gorbe paraméterezése r(t), akkor a
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vektormez6nek a v gorbe 7 (t) paraméterezésének [a; b] szakaszan szdmolt gor-

bementi integrlja:
/v = ¢(r(b)) —¢(r(a)).
~

3.4.5. Kovetkezmény. Ha a v vektormezd potencidlos és a -y gorbe zart, vagyis
a gorbe t — r(t) paraméterezése esetén r(a) = r(b), akkor

p(r®) =¢(r(@) = (b)) —¢(r(a) =0,

igy az el6z6 tétel szerint azt kapjuk, hogy

Kyv = ¢(r(b)) — ¢(r(a)) =0.

Tehat potencidlos vektormezd zart gorbe mentén vett gorbementi integralja nul-
la.

3.4.6. Megjegyzés. Az F er6tér, mint vektormez§ dltal végzett munka az r(t)
gorbe t € [a;b] szakaszdn éppen az F' vektormezG r(t) gorbe ¢ € [a;b] sza-
kaszédhoz tartozé gérbementi integralja.
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Kidolgozott feladatok

229. Feladat. Tekintsiik az 7(t) = (t + 2;t? + 1;2t) gorbét a t € [—1;1]
intervallumon és a v(x;y; 2) = (z + y; 2%; 22) vektormezst! Szdmoljuk ki a v
vektormez6nek az r gorbe [—1; 1] szakaszdhoz tartoz6 gorbementi integraljat!

Megoldas:
Az r térgorbe derivéltfiiggvénye:
' (t) = (1;2t;2).
A v(r(t)) osszetett fiiggvény:
v(r() = vt + 2,87 + 1;2t) = (£ +t + 3,62 + 4t + 4; 2% + 4¢t).
Awv(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
o(r(t)) - r'(t) =t +t + 3+ 27 + 8% + 8t + 4> + 8t =
=213 + 13t> 4+ 17t + 3.

A gorbementi integral értéke:

1 1
/v(r(t)) ! (t) dt = /2t3 4+ 13t2 4 17t + 3dt =
21 1

1313 1742 !
==+ 2+ 43t =
—1

2 3 2
(113 1T N (113 17 N 26 o M
- \2 3 2 2 3 2 3 37

230. Feladat. Szamoljuk ki av(x;y;z) = (y+ z; 2+ 2z; x +y) vektormezének
az AB szakaszon a gorbementi integraljat, ha A = (1; —2;3) és B = (2;1;4)!

Megoldas:

Az AB szakasz paraméterezése:

rt)=A+t- (B—A)=(1;-2;3)+t-(1;3;1) = (1 +¢ -2+ 3t;3+1),
ahol ¢ € [0;1].

Az r térgorbe derivéltfiiggvénye:

r'(t) = (1;3;1).
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A v(r(t)) sszetett fiiggvény:
v(r(t)) =v(l+t-2433+1) =
= (=243t +3+t1+t+3+81+t—2+3t) =
= (4t + 1;2t +4;4¢t — 1).
Awv(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
o(r(t)) - r'(t) =4t +1+3- (2t +4) +4t — 1 = 14t + 12.

A gorbementi integrél értéke:
1 1
/ﬁ@ﬁ»-ﬂmdw:/ﬂu+1mﬁ:[m?+mﬂé:7+12:19
0 0

231. Feladat. Szémoljuk ki a v(x;y;2) = (2vy — z;2% + 2y — x) vek-

tormezének az

1.2 2

Yy
77:1 pr—
4+9 , 2=23

egyenletrendszerrel megadott ellipszis mentén vett gérbementi integréljat!
Megoldas:

A v vektormez{ roticidja:

i j k Oyvg — 0, v2
rotv(z;y;2) =det | 0p 0y 0, | =| —0Opvs+0,01 | =
v1 U U3 O0rv2 — Oyu1
1-1 0
| —1+1 | =] o
2z — 2x 0

A vektormez8 potencidlos, mert a rotacidja zérusvektor, a gorbe zart, igy a
gorbementi integral értéke 0.

232. Feladat. Szamoljuk ki a
v(z;y;2) = (y— 220 +y —3z2+y + 2)

vektormezOnek az A BC haromszdgvonal mentén vett gérbementi integraljat,
ha A = (3;0;0), B=(0;3;0) és C = (0;0;3).

Megoldas:



334 Vektormezdk gorbementi integrdlja

Legyen a hdromszogvonal a y gorbe. Ekkor

Y=mUy2Uqs,
ahol v; az AB szakasz, 2 a BC szakasz és y3 a C'A szakasz. Ezt felhasznédlva

azt kapjuk, hogy
/v:/v—i-/v—l—/v.
gl 7 Y2 Vs

A 71 gorbe paraméteres eldallitdsa:
ri(t)=A+ (B—A)-t=1(3;0;0) + (—3;3;0)t = (3 — 3t; 3t;0),
ahol ¢ € [a;b].

A ~y5 gorbe paraméteres el6dllitdsa:

ro(t) = B+ (C — B) -t =(0;3;0) + (0; —3; 3)t = (0; 3 — 3¢; 3t),
ahol ¢ € [a;b].
A ~y3 gorbe paraméteres elallitasa:

r3(t) =C+ (A—-C)-t=(0;0;3) + (3;0; —3)t = (3t;0; 3 — 3t),

ahol ¢ € [a;b).

Az rq térgorbe derivaltfiiggvénye:

ri(t) = (=3;3;0).
A v(ri(t)) Osszetett fiiggvény:
v(r1(t)) = v(3 — 3t;3t;0) =
= (3t;6 — 6t + 3t;3 — 3t + 3t) = (3t;6 — 3t;3).
Av(ri(t)) - ri(t) skaldris szorzat:
v(ri(t)) - ri(t) = =9t + 18 — 9t = —18¢ + 18.

A gorbementi integral értéke a y; gbrbe mentén:

/%vo/lv(rl(t)) .r’l(t)dto/118t+18dt

= [ 9t2+18t]; = -9 +18=9.
Az ry térgdrbe derivaltfiiggvénye:

r(t) = (0;—3;3).
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A v(ro(t)) Osszetett fiiggvény:
v(ra(t)) = v(0;3 — 3t;3t) =
— (3—3t—3t;3—3t—0t;3— 3t +3t) = (3— 6,3 — 12t;3).
Av(ra(t)) - rh(t) skaldris szorzat:
v(ra(t)) - r5(t) = —9 + 36t + 9 = 36t.

A gorbementi integrél értéke a y» gorbe mentén:
1

1
/ v= /v(rg(t)) crh(t) dt = /36tdt = [18%], = 18.
72 0

0
Az r3 térgorbe derivaltfiiggvénye:

() = (3:0,-3).
A v(rg(t)) sszetett fiiggvény:
v(rs(t)) = v(3t;0;3 — 3t) =
= (=34 3t;6t — 9+ 943 — 3t + 3t) = (=3 + 3t; 15t — 9; 3).
A w(rg(t)) - r5(t) skaldris szorzat:
v(rs(t)) - ry(t) = =9+ 9t — 9 = 9t — 18.

A gorbementi integral értéke a 3 gbrbe mentén:

Tehat azt kaptuk, hogy

27 27
/v—/v+/ / =9+4+18— — = —.
71 2 Y3 2 2

233. Feladat. Tekintsiik a
v(xsy; 2) = 2y + 225 2yz + 22; 252 + 9°)
vektormez6t és az AB szakaszt, ahol A = (1;2;0) és B = (4;1;1)!

7z

a) Adjuk meg az AB szakasz paraméteres elGallitasat!
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b) Hatdrozzuk meg a v vektormezd koordinétfiiggvényeit!

¢) Adjuk meg a v vektormezd derivaltmatrixat!

d) Szamoljuk ki a v vektormezd rotacidjat!

e) Orvénymentes-e a v vektormez8?

f) Potencidlos-e a v vektormez4?

g) Amennyiben v potencidlos, adjuk meg a potencidlfiiggvényt!

h) Szamoljuk ki a v vektormez$ gorbementi integrdljat az AB szakaszon a
potencidlfiiggvény felhasznéldsaval!

i) Szamoljuk ki a v vektormez$ gorbementi integraljat az AB szakaszon a
gorbementi integral definicidjanak felhasznalasaval!

Megoldas:

a) Az AB szakasz paraméteres elGallitdsa:
r(t)=A+t-(B—A)=(1;2;0)+t-(3;—1;1) = (1 4+ 3t;2 — ¢; 1),
ahol t € [0;1].

b) A vektormez6 koordinatfiiggvényei:

vi(z;y; 2) = 2y + 22
va(z3y; 2) = 2yz + @2
v3(z;y; 2) = 2z + 2.

¢) A vektormezs derivaltmatrixa:

2y 2z 2z
Vivsy;2) = | 2z 22 2y
2z 2y 2z

d) A vektormezd roticiéja zérusvektor, mert a derivaltmatrix szimmetrikus.
e) Orvénymentes, mert a roticiéja zérusvektor.

f) Potencidlos, mert 6rvénymentes.

g) A potencidlfiiggvény az a ¢: R3 — R fiiggvény (skaldrmezd), melyre

grad o(z;y; 2) = v(z;y; 2)
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teljesiil, azaz

Yo (T3 y; 2) = v1(z; 95 2)

oy (33 2) = va(25 95 2)

l(z3y; 2) = v3(3y; 2).
Behelyettesitve a koordinatafiiggényeket azt kapjuk, hogy

(w5 2) = 2ay + 22

@ (w5 2) = 2yz + 2

Py 2) = 202 + ¢,
Mivel ¢, (z;y; 2) = 22y + 22, ezért

olz;y;2) = /ny + 22 dx = 2%y + 22* + c(y; 2).
A kapott fiiggvényt az y véltoz6 szerint derivédlva
o (3 y:2) = 2% + ) (y; 2)
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢} (v;y; 2) = 2yz + 22, ezért
2z + 22 =2 + c,(y;2) = cy;2) = 2yz,
igy
(y;2) = /2yz dy = y°z + c(2).
Tehat azt kaptuk, hogy
o(x;y;2) = 22y + 122 + y*2 + c(2).
A kapott fiiggvényt a z valtozé szerint derivalva
Y@y 2) = 202 +y* 4+ (2)
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢’ (x;y; 2) = 2z2 + y?, ezért
2ez+ 2+ d(2) =202+ = d(2)=0 = cz)=c
Tehat a potencidlfiiggvény:
o(z;y;2) = 2y + 222 + %2 + ¢,

ahol c € R.
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h) A v vektormezd v gorbe mentén vett integrélja:

[v=elr) - o) =
' = o(B)—p(A) =164+4+1—(2+0+0) = 19.
i) Az r térgorbe derivaltfiiggvénye:
r'(t) = (3;-1;1).
Av(r(t)) osszetett fiiggvény:
2-(1+3t)-(2—1t) +t
v(r(t)) =v(l+3t2—tt) = 4t — 2t% + (1 + 3t)? =
2t + 6t + (2 — t)?
—5t2 + 10t + 4

= T2+ 10t + 1
T2 —2t+4

Av(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
o(r(t)) - r'(t) = =156 + 30t + 12 — Tt — 10t — 1+ 7t* — 2t + 4 =
= —15t% + 18t + 15.

A gorbementi integral értéke:

1
o(r(t)) o' (t)dt = /—15t2 + 18t + 15dt =
0

o —

£3 12 !
15— 418 — + 15t =
3 2 o

= [~ 563+ 962 + 15¢]; = 5+ 9 + 15 = 19.
234. Feladat. Mekkora munkat végez az
F(ry;z) = (y —a%z — yho = 2°)

erdtéraz r(t) = (t;1%;t%) gorbe mentén az A = (0;0;0) ponttéla B = (1;1;1)
pontig?

Megoldas:
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Az r térgorbe derivéltfiiggvénye:
' (t) = (1;2t; 3t%).

Az F(r(t)) dsszetett fiiggvény:

F(r@t)) = F(t:t58%) = (£ — %63 — ¢4t — %) =
= (0;¢® —t*;t —¢°).
Az F(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
F(r@)-r'(t) =2t (2 ") + 32 (t —t%) =

=2t* — 2t° + 33 — 315,

A gorbementi integrél értéke, vagyis a végzett munka:
1

1
/F(r(t)) r(t) dt = /2t4 —2t° 4+ 313 — 3t8dt =
0 0

£ 16 4 9711 929
—l2. 9.2 43.2 3. | =22
5 6 4 9], 60
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3.5. Vektormezok feliiletmenti integralja

3.5.1. Definicié. Egy vektormez§ feliiletmenti integrdlja mas széval fluxusa a
vektormezd és a feliileti normadlis irdnyaba mutat6 vektor skalaris szorzatanak
integralja, vagyis a w vektormez esetén az r(u; v) paraméterezésti F feliilet-
nek az (u; v) C D paramétertartomany altal meghatarozott darabjara vonatkozo
feliiletmenti integrdlja (fluxusa):

//pw:F/w(T)'”://Dw(T(“W))‘(i%(uw) x 70 (u;v))

3.5.2. Megjegyzés. A feliiletmenti integrél kiszdmolasanak 1épései:
1. Paraméterezziik az I feliiletet!
2. Szamoljuk ki ], (u; v) és 7 (u; v) derivaltfiiggvényeket!

3. Adjuk meg az n = 7/, (u;v) x rl (u; v) vektoriélis szorzatot, vagyis a feliileti
normalist!

4. Hatdrozzuk meg a w(r(u; v)) dsszetett fliggvényt!
5. Adjuk meg a w(r(u;v)) - n skaldris szorzatot!
6. Szamoljuk ki az [ [ w(r(u;v)) - n kettSs integralt!

3.5.3. Példa. Tekintsiik a w(x;y; 2) = (zy; 2%;y) vektormezdt és az r(u; v) =
(1;u;u - v) feliiletet az (u;v) € [0;1] x [0; 2] tartomdnyon! Ekkor az r feliilet
derivaltfiiggvényei:

ry(usv) = (031;0) és 7y (usv) = (0;0;u).

Azn =7} (u;v) x 7l (u;v) vektor:

= (u;0;0).

S

I
o O .
O = .
SRS EERS

A w(r(u;v)) dsszetett fiiggvény:
w(r(u; U)) =w(lu;u-v) = (u; u? - vQ;u).

A w(r(u;v)) - n skaldris szorzat:

w(r(u;v)) -n=u’
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A feliiletmenti integral értéke:

1 /2 1/ 2
/ /w(r(u;v)) -ndv du:/ /u2dv du =
0 0

0 0
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Kidolgozott feladatok

235. Feladat. Tekintsiik aw(z;y; 2) = (22; 22; y) vektormezdt és az 7 (u; v) =
(u;v;u - v) felilletet az (u;v) € [0;1] x [0; 2] tartomdnyon! Szdmoljuk ki a w
vektormez6 r(u; v) feliiletmenti integréljat!

Megoldas:
Az r(u;v) derivaltfiiggvényei:

ru(usv) = (1;050) € 7y (usv) = (05 1;u).
Azn =7} (u;v) x 7l (u;v) vektor:

= (—v; —u; 1).

N
|
O = .
SIS N

J
0
1

A w(r(u;v)) Osszetett fliggvény:

w(r(u;v)) = w(u;v;u-v) = (u2;u2 -0 v).
A w(r(u;v)) - n skaldris szorzat:
w(r(u;v)) -n=—u?v—u® v+
A feliiletmenti integral értéke:
1/ 2 1 /2
/ / (r(u;v)) -ndv du—/ / —uwdvtovdy | du=
0 \0o 0 \0o
; w3 2 27v= :
/ L du = / —2u® — 2u3 + 2du =
2 2 |,=0
0 0
2., 1, S | 5
[ 3u ¥ + u]o 37 5 + 6

236. Feladat. Szamoljuk ki a w(z;y; 2) = (y; 2%; x) vektormezdnek az

A= (0;0;0), B=(0;1;0), C =(1;0;0), D = (1;1;0)
pontok altal meghatarozott négyzet mentén vett feliileti integraljat!
Megoldas:
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A feliilet egy lehetséges paraméterezése r(u;v) = (u;v;0), ahol u € [0;1] és
v € [0; 1]. Ekkor

ru(uiv) = (1;0;0) & ry(usv) = (05 1;0).

Azn =1l (u;v) X r}(u;v) vektor:

J
0 = (0;0;1).
1

N

I
O = S,
S O &

A w(r(u;v)) dsszetett fiiggvény:
w(r(u;v)) = w(y;v;0) = (v;0;u).
A w(r(u;v)) - n skaldris szorzat:
w(r(u;v)) -n=uw.

A feliiletmenti integral értéke:

1 /1 1 /1
/ /w(r(u;v)) -ndv du:/ /udv du =
0 \0 0 \0
1 ) 1 271
v= u
:/[u-v]vzodu:/udu: [2]0:2.
0

237. Feladat. Szamoljuk ki a w(z;y; 2) = (y; 2%; x) vektormezdnek az

A =(0;0;0), B=(1;0;0), C = (0;1;0)
pontok dltal meghatdrozott haromszoglemez mentén vett feliileti integraljat!
Megoldas:

A feliilet egy lehetséges paraméterezése r(u;v) = (u;v;0), ahol u € [0;1] és
v € [0; 1 — u]. Ekkor

r(u;v) = (1;0;0)  és 7 (usv) = (0;1;0).

Az n =7} (u;v) x rl (u;v) vektor:

J
0 = (0;0;1).
1

S

I
O = S,
S O
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A w(r(u;v)) dsszetett fiiggvény:
w(r(u;v)) = w(y;v;0) = (v;0;u).
A w(r(u;v)) - n skaldris szorzat:
w(r(u;v)) -n=uw.

A feliiletmenti integral értéke:
1 1—u

/ /w(r(u;v))-ndv du-/1

0 0

1—u

udv | du =
0

1 1
v=1-u u? ud 1
—/[umL_O du—/u'(l—u)du_[z—g]o

0 0
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3.6. Integralatalakito tételek

3.6.1. Tétel. (Stokes tétel)

Ha F' egy egyszeresen sszefiiggd, vagyis ,,nem lyukas” feliilet és w egy foly-
tonosan differencidlhaté vektormez8, amely értelmezve van a feliileten és y
a feliilet hatargorbéje, tovabba F' és ~ olyan irdnyitdsd, hogy a feliilet kiils6
oldaldrél nézve a gorbe az éramutatd jardsdval ellentétesen haladjon korbe, ak-

kor
/w:// rot w.
0 F

3.6.2. Példa. Kiszamoljuk a w(zx;y;z2) = (xy;xz;yz) vektormezd rotacidja-
nak feliiletmenti integraljat az origé kozépponti, 2 egység sugart, fels6 fél-
gdmbon, felfelé mutaté normdlis esetén.

Legyen a gombfeliilet F', és a gobmb egy ~ hatarol6 gorbéje az xy sikban fekvd,
origd kozéppontu 2 egység sugart kor, melynek egy paraméteres eléallitas:

r(t) = (2cost;2sint; 0) (t€[0;2n]).

flee-

Az r térgorbe derivéltfiiggvénye:

r'(t) = (—2sint; 2 cost; 0).

A Stokes tétel szerint:

A w(r(t)) osszetett fiiggvény:
w(r(t)) = w(2cost;2sint; 0) = (4sint - cost; 0;0).
Aw(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
w(r(t)) -r'(t) = -8 sin?t - cost.

A gorbementi integral értéke:

2 2

. 3t 27
/w(r(t))-r’(t)dt:/—SSin2t.Costdt: {_S“; ] —0.
0
0

0

3.6.3. Megjegyzés. A Stokes tétel szerint egy vektormezd Orvénylése egy zart
gorbén gy is kiszamolhat6, ha valamely, a gorbe altal hatarolt feliileten integ-
raljuk a vektormezd rotacidjat.
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3.6.4. Tétel. (Gauss-Osztrogradszkij tétel)
Legyen D C R? zart tartomdny és w a D minden pontjdban folytonosan diffe-
rencidlhaté vektormezd. A D tartomany 0D hatarfeliilete legyen kifelé iranyi-

tott. Ekkor
// w = /// div w.
oD D

3.6.5. Példa. A Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznalasdval kiszamoljuk a
w(z;y; 2) = (¢ 4 2y5y — 2% 2y)

vektormezd feliiletmenti integraljat az

A =(0;0;0), B=(1;0;0), C =(1;1;0), D = (0;1;0)

E =(0;0;1), F=(1;,0;1), G=(1;1;1), H = (1;1;0)
pontok altal meghatarozott kocka felszinén.
A vektormez6 divergencidja:

divw=1+1+0=2.
Tekintsiik a
D=A(z;y;2)|0<2<1,0<y<1,0<z<1}

halmazt!

A Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy a feliiletmenti
integral:

1 /1 /1 1 /1 )
///divw:/ / /de dy dx:/ /[22]_dy dz =
D z=0
0 0 0 0 0
1 /2 1 1
:/ /2dy dx:/[2y]y:1dx=/2dx: [290]1:2.
y=0 0
0 0 0 0

Megjegyezziik, hogy a Gauss-Osztrogradszkij tétel nélkiil 6 darab feliiletmenti
integralt kellett volna kiszamolnunk.

3.6.6. Megjegyzés. A Gauss-Osztogradszkij tétel szerint egy vektormezd in-
tegralja a kifelé irdnyitott F’ zart feliileten egyenld a divergencia integraljaval a
feliilet altal hatarolt D tartomanyon.

3.6.7. Megjegyzés. A Stokes tétel és a Gauss-Osztrogradszkij tétel azon spe-
cilis esetét, amikor w: R?2 — R2 tgynevezett sikbeli vektormezd (wy;ws)
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koordinatafiiggvényekkel és a v gorbe sikgorbe, Green tételnek nevezziik.

z 2

A Green tétel egyik alakja (kés6bbi hivatkozas miatt nevezziik elsé Green tétel-
nek) azt mondja, hogy egy egyszerd, zart gorbe mentén, az éramutatd jardsdval
ellentétes koriiljarassal szamitott cirkulaciéja egy vektormezdnek szamithatd
ugy, hogy a rotacié k& komponensét integrdljuk a zart gorbe altal hatérolt tar-
tomanyon.

Tehdt a w(z;y) = (wi(z;y);we(w;y)) vektormezd Gramutatd jardsaval el-
lentétes koriiljarassal szamitott cirkulacidja egy egyszerd, zart v goérbe men-
tén egyenld rot (wy;we;0) - k integrdljaval a zart gorbe dltal hatdrolt F' tar-

toméanyon. Képlettel:
/w = // (Opwa — Oywn).
¥ F

s

A Green tétel masik alakja (késébbi hivatkozas miatt nevezziik masodik Green
tételnek), a Green-féle divergenciatétel azt mondja, hogy bizonyos feltételek
mellett a sik egyszer(, zart gorbéjén szamitott fluxust (amit mi kifelé mutatd
normalvektorral definidltunk) dgy is kiszamithatjuk, hogy a zart gorbe altal
hatarolt tartomdnyon integraljuk a vektormezé divergencidjat.

A w(z;y) = (wi(x;y); we(w;y)) vektormezd (kifelé mutaté normalvektorral
szdmitott) fluxusa egy egyszerd, zért v gorbén egyenld w vektormezd divergen-
cidjénak integrdljaval azon a D tartoményon, amit a -y gérbe hatdrol. Képlettel:

/6Dw = //D(axwl + Oyws).

3.6.8. Példa. Meghatarozzuk meg az 6ramutaté jardsaval ellentétes koriiljaras-
sal szamitott cirkulaciét és fluxust kifelé mutaté normalissal a

w(z;y) = (v +y; 2z — 2y)

sikbeli vektormezére az y = 2

hataran.

és y = 2x gorbék altal hatarolt tartomany

Az y = 22 és y = 22 gorbék metszéspontjai = koordinatdi az
=22 = 2*-2r=0 = z-(z—-2)=0

egyenlet megolddsai, azaz x1 = 0 és xo = 2.

2

Legyen a D tartomény az y = x* és az y = 2x gorbék 4ltal hatarolt tartomany:

D={(x;y) eR*|0< 2 <2, 2? <y < 2z}
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Az els6 Green tétel szerint a cirkulacio:

2 2z 2
y=2x
//Gmwg—aywl—/ /2—1dy dx—/[y} dx =
D y=a?
0 22 0
2
I 312 8 4
—/Qx—a:zdx— _x2_2]0_4_3_3'
0
A masodik Green tétel szerint a fluxus:
2 27 2
y=2z
//azwl—i—awa:/ /1—2dy dx:/{—y} dx =
D y=z?
0 22 0

2
372
4
—/—2x+x2dx—[—x2+x] :—4+§:_,.
3 1o 3
0
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Kidolgozott feladatok

238. Feladat. Szdmoljuk ki a w(z;y; z) = (y; —x; 2%y) vektormezd roticiéja-
nak feliiletmenti integréaljat az origd kozéppontd, 4 egység sugart, felsd fél-
gbémbon, felfelé mutaté normalis esetén!

Megoldas:
Legyen a gombfeliilet F', és a gomb egy v hatarolé gorbéje az xy sikban fekvd,

7z

origd kozéppontu 4 egység sugaru kor, melynek egy paraméteres eldallitisa:

r(t) = (4cost; 4sint;0) (telo;27]).

A Stokes tétel szerint:
/ / rotw = / w.
F v
Az r térgorbe derivaltfiiggvénye:
7' (t) = (—4sint; 4 cost;0).
A w(r(t)) dsszetett fiiggvény:

w(r(t)) = w(4cost;4sint; 0) = (4sint; —4 cost; —256 cost - sint).
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A w(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
w(rt)) 7' (t) = —16sin*t — 16 cos* t =
= —16- (cos®t + sin®t) = —16.
A gorbementi integrél értéke:

21 27
w(r(t)) -r'(t)dt = | —16dt = —327.
/ /

239. Feladat. Tekintsiik a w(z;y; z) = (y; xy; z) vektormezst és legyen az F
feliilet a z = 0 sik azon darabja, melyre 0 < x < 2és 0 < y < 3! Szdmoljuk
ki a Stokes tételben szerepld mindkét integralt!

Megoldas:

Legyen A = (0;0;0), B = (2;0;0), C(2;3;0) és D = (0;3;0). Az F feliilet
hatarol6 gorbéje az ABC'D téglalap. Ezt a gorbét jelolje !

L O

Legyen v az A és B pontokat 0sszekotd szakasz! Ennek egy paraméteres
eldéllitdsa:

r(t)=A+ (B—A)-t=1t-(20;0) = (2;0;0) (¢t e[0;1]).
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Legyen 2 a B és C pontokat 6sszekotd szakasz! Ennek egy paraméteres eldal-
litasa:

ra(t) = B+ (C — B) -t = (2;0;0) + (0;3;0) - t = (2;3t;0) (t€[0;1]).

Legyen 3 a C' és D pontokat 6sszekot6 szakasz! Ennek egy paraméteres eldal-
litdsa:

r3(t) = C+(D—C)-t = (2;3;0)+(—2;0;0)-t = (2—2¢;3;0) (¢t € [0;1]).

Legyen 4 a D és A pontokat 8sszekotd szakasz! Ennek egy paraméteres eldal-
litasa:

r4(t) = D+(A—D)-t = (0;3;0)+(0; —3;0)-t = (0;3—3t;0) (t € [0;1]).

Az egyes gorbék derivaltfiiggvényei:

i (t) = (2;0;0) r5(t) = (=2;0;0)
ry(t) = (0;3;0) ry(t) = (0; —3;0).

1
w(ri(t)) - /w (2¢;0;0) - (2;0;0) dt =
0

1
w(ry(t)) - /w (2;3t;0) - (0;3;0) dt =
0

1
(3t;6t;0) - (0;6t;0) d /18tdt_ 9t2 =9.
0
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A w vektormezd gorbementi integrilja a y3 gérbe mentén:

1

/73w:/w(m(t))-r3 0/1w 2 —2t;3;0) - (=2;0;0) dt =

0
1 1
1
/36 6t;0) - (—2;0;0)d / —6dt = 6t]0:—6.
0 0
A w vektormezd gorbementi integralja a 4 gorbe mentén:
1 1
/w: w(ra(t)) - /w03 3t;0) - (0; —3;0) dt =
b 0 0

1
/(3 34:0:0) - (0; —3: 0) it = 0.
0

A w vektormezd gorbementi integralja a v gérbe mentén:

/w:/w+/w+/w+/w:9—6:3.
¥ 7 Y2 V3 V4

Tehat azt kaptuk, hogy a w vektormez$ gorbmenti integralja az F’ feliiletet ha-
tdrol6 gorbe mentén: 3.

A Stokes tételben szerepl6 feliiletmenti integral kiszamol4sahoz tekintsiik az F'
feliilet egy paraméteres el6allitasat:

r(u;v) = (u;v;0) (u6[0;2],v€[0;3]).
Ekkor az r feliilet derivaltfiiggvényei:
ru(usv) = (1;0;0) és 7 (usv) = (0;1;0).

Azn =1l (u;v) x 7l (u;v) vektor:

= (0;0;1).

S

I
O = S,
= O S
o O



Integrdldtalakito tételek 353

A w vektormezd roticidja:

i 7k Oywz — 0, wa
rotw(z;y;z) =det | 0, 0y 0. = | —0w3+ 0w =
wp wy w3 Orpwa — Oywn
0—-0
=1 0-0
y—1

A rot (w (r(u; v))) Osszetett fiiggvény:
rot (w(r(u;v))) = rot w(u; v; 0) = (0;0;0 — 1).
A rotw ((r(u; v))) - n skaldris szorzat:
(0;0;v—1)-(0;0;1) =v — 1.

A w vektormezd rotacidjanak feliiletmenti integrélja:

3 2 3

T ([ rorw(usen) ma) au= [ ( [ 1a0) o

0 0 \0
2 _ 2 2
v ] 9 3
= — — du= [ = —3du= [ =du=3.
2 =0 2 2
0 0 0
Tehat a Stokes tételben szereplé mindkét integral értékére 3 adodott.

240. Feladat. Szdmoljuk ki a w(x;y; 2) = (2 —y; 4z; 2%) vektormez§ cirkuld-
cidjat a z = 2 sik és a z = /2?2 + y2 kip metszetgdrbéje mentén, feliilrsl
nézve, dramutatd jardsdval ellentétes irdnyitdsd koriiljardssal.

Megoldas:

A kup és metszetgdrbe az alabbi dbran l4thato:
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A metszetgdrbe egy 2 egység sugari kor a z = 2 magassdgban. Ennek egy
paraméterezése:

r(t) = (2cost;2sint;2) (t € [0;2n]).

A kupfeliiletet jelolje I, a hatdrolé gorbét jelolje v! A Stokes tétel szerint:

fen

Az r térgorbe derivaltfiiggvénye:
r'(t) = (—2sint; 2 cost; 0).

A w(r(t)) dsszetett fiiggvény:

w(r(t)) = w(2cost; 2sint; 2) = (4 cos’t — 2sint; 8;4cos’ t).
A w(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:

w(r(t)) - r'(t) = -8 cos’t - sint 4 4sin®t + 16 cost.

A gorbementi integral értéke:

27 27

/w(r(t)) ' (t)dt = /—8c032t-sint+4sin2t+16costdt.
0 0
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Mivel cos? t — sin? t = cos(2t) és cos®t + sin’t = 1, ezért
1 cos(2t)

sin®t = 3”9 = 4sin®t =2 — 2cos(2t).
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy a cirkulacié
27 2

/w(r(t)) ' (t)dt = /—8 cos?t -sint 4+ 2 — 2cos(2t) + 16 cost dt =
0 0

2

+ 2t —sin(2t) + 16sint| = 4m7.
0

B [8 cos> t

241. Feladat. Szamoljuk ki a w(z;y;2) = (zz;zy; 3zz) vektormez6 gorbe-
menti integrljat a 2x + y + z = 2 sik els6 térnyolcadba esd részének hatdrold
gorbéjén, feliilr6l nézve dramutaté jarasaval ellentétes normalissal!

Megoldas:
A Stokes tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

fes

ahol F' a sikfeliilet, v pedig a hatdrol6 gorbe.

A sik a koordinatatengelyeket az alabbi pontokban metszi:
A =(1;0;0), B=(0;2;0), C=(0;0;2).
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Az A és B pontokat 0sszekotd egyenes egyenlete az xy sikban:
20 +y =2 = y=2-—2x.
Az F feliilet egy paraméteres eldéllitdsa:
r(u;v) = (u;0;2 — 2u — v) (ue[0;1],v€[0;2—2u]).
Ekkor az r feliilet derivaltfiiggvényei:
ru(wiv) = (1;,0;-2) és ri(uzv) = (0;1;-1).

Azn =7, (u;v) X 7l (u;v) vektor:

i ] k
n=1 0 =2 |=(2;1;1).
01 -1
A w vektormezd roticidja:
i 7k Oywz — 0 wa
rotw(z;y;z) =det | 0, 0y 0. = | —Ogws+ow | =
w; wy w3 Orwo — Oywn
0
= —3z+zx
)

A rot (w (r(u; v))) Osszetett fiiggvény:
rot (w(r(u;v))) =rotw(u;v;2 — 2u —v) = (0; —6 + 6u + 3v + u; v).

A rotw ((r(u; v))) - n skaldris szorzat:

(0; =6 + Tu + 3v;v) - (2;1;1) = —6 + Tu + 4v.
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A w vektormezd roticidjinak feliiletmenti integrélja:

1 /2-2u 1 /2-2u
/ / rotw((r(u;v))) -ndv du:/ / —6+7u+4vdv | du =
0 0 0 0

1 1
v 2— 2u
:/[—6v+7uv+2v / —6-(2—2u) +Tu- (2 —2u)+
0

0

1
+2-(2—2u)? / —12 + 12u + 14u — 14u® + 8 — 16u + 8u® du =
0

1
—6u2 + 10u — Adu = [—2u3+5u2—4u}0:—2+5—4:—1.

I
o

Tehét a Stokes tétel alkalmazdsdval azt kaptuk, hogy a feliiletmenti integral:
—1.

242. Feladat. A Green tétel felhasznaldsaval szdmoljuk ki a
v} — (22 )

vektormez6 integrdljat az A = (0;—3), B = (3;3), C' = (3;0) pontok altal
meghatdrozott hairomszdg mentén!
Megoldas:

Az adott pontok altal meghatdrozott hiromszoglemez:

2]

1]

0

-1 10 1 3 4
_27

-3

A :
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Az A és C' pontokon dthalad6 egyenes egyenlete: y = —3 + x, ezért a harom-
szoglemez:

F={(z;9) eR*|0<x<3é —3<y<x—3}

A Green tétel szerint a gérbementi integral:

3 fz-3 3
9 y=z—3
/ /2x—2ydy dx:/[2xy—y] 3dm:
0 \-3 0 .

3
/2x-(93—3)—($—3)2+6$+9da::
0

3

Il
S

3
2:52—6x—x2—|—6x—9+6x+9dx:/x2+6xdx:
0

$3 3
— |:—|—31:2] =9+ 27 = 36.
3 0

Megjegyezziik, hogy a Green tétel alkalmazdsa nélkiil 3 darab goérbementi in-
tegralt kellett volna kiszamolnunk.

243. Feladat. A Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznalasaval szamoljuk ki a
w(w;y;2) = (2% + 2% 2+t + 2)
vektormezd felilletmenti integraljat az
A=(0;0;0), B=1(2;0;0), C = (
E=(0;0;2), F=(2;0;2), G=(

)

(2;

;2;0), D ;0)
i2;2), H ;

?

2 2
2 2

pontok altal meghatarozott kocka felszinén!
Megoldas:
A vektormezd divergencidja:
divw = 2z + 3y + 1.
Tekintsiik a
D=A(z;y;2)|0<2<2, 0<y<2 0<2z<2}

halmazt!
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A Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy a feliiletmenti
integral:

2 /2 /2
///divw:/ / /2x+3y2+1dz dy | dox =
b 0o \o \o
2 /2 )
:/ /[2xz+3yzz+z} :Ody dr =
0 \o -
2 /2 2
2 3 y=2
:/ /4$—|—6y + 2dy dwz/[4fny+2y +2y} Odwz
y:
0 0

0
2
2
—/8x+16—|—4dx— [4x2+20x]0:16+40:56.
0

Megjegyezziik, hogy a Gauss-Osztrogradszkij tétel nélkiil 6 darab feliiletmenti
integralt kellett volna kiszdmolnunk.

244. Feladat. Hatiarozzuk meg az éramutatd jarasaval ellentétes koriiljarassal
szamitott cirkuldciét és fluxust kifelé mutaté normaélissal a

w(z;y) = (xy;y°)

sikbeli vektormezére az y = 2

hataran!

Megoldas:

és y = x gorbék 4ltal hatdrolt tartomany

Legyen a D tartomdany az y = x°

és az y = x gorbék 4ltal hatarolt tartomény:
D={(z;y) eR?|0<z <1, 22 <y <z}

Az els6 Green tétel szerint a cirkulacio:

1 T 1
// waz—aywlz/ /—xdy dx:/{—xy}y_x der =
b 0 2 0 v=r
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A masodik Green tétel szerint a fluxus:
1 x

1
3y
Opwi + Oywo = y+2ydy | dz = =
D 2 |-
0

0 z2

y=zx
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3.7. Osszefoglal6 feladatok a harmadik fejezethez

245, Feladat. Tekintsiik a v(z;y; 2) = (322 + y + 222; z; 22) vektormez&t!
a) Adjuk meg a vektormezd koordindtafiiggvényeit!
b) Hatidrozzuk meg a roticiét!
¢) Orvénymentes-e a vektormezs?
d) Létezik-e a v vektormezdnek potencialfiiggvénye?
e) Ha létezik potencialfiiggvény, adjuk meg!
Megoldas:
a) A vektormez6 koordindtafiiggvényei:
vi(yy;2) =307 +y + 2u2
va(z;y;2) = x
va(w;y;2) = 2°.

b) A v vektormezd rotacidja:

ik Oyvs — 0,2
rotv(z;y;2) =det | 0 0y 0. | =| —Oyv3+0.01 | =
vy vy U3 Orv2 — Oyv1
0-0 0
=| 2z—-2x | =1 0
1—-1 0

c¢) Orvénymentes, mert a roticiéja zérusvektor.

d) Létezik potencialfiiggvény, mert 6rvénymentes.

e) A potencidlfiiggvény az a p: R3 — R fiiggvény (skalarmezd), melyre

grad (z;y; 2) = v(z;y; 2)
teljesiil, azaz

Yo(@ys2) = vi(2; 95 2)
@y (@595 2) = va(w; 95 2)
(@5 y; 2) = v3(z;y; 2).
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Behelyettesitve a koordinatafiiggényeket azt kapjuk, hogy
o (z;y; 2) = 32° + y + 222
oy (w55 2) = o
Plw;y;2) = .
Mivel ¢, (z;y; 2) = 322 + y + 222, ezért
o(z;y;2) = /3952 +y+2zzdr = 2% + xy + 2%2 + c(y; 2).
A kapott fiiggvényt az y véltozo szerint derivédlva
oy (T3 2) = x4+ ¢ (y; 2)
adédik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢} (x;y; 2) = w, ezért
r=z+c(y;z) = cly;2) =0,
igy
cly; z) = /Ody = ().
Tehat azt kaptuk, hogy
o(z;y;2) = 23 + 2y + 2%2 + c(2).
A kapott fiiggvényt a z véltozé szerint derivdlva
P(zy;2) = 2 + J(2)

2

adodik. Ugyanakkor tudjuk, hogy ¢, (x; y; 2) = x*, ezért

24l =2> = d)=0 = ck)=c
Tehat a potencidlfiiggvény:
o(x;y; 2) = 2° + zy + 222 4 ¢,
ahol c € R.
246. Feladat. Tekintsiik a
w(z;y; 2) = (vy; vz 2° +y7%)
vektormez6t! Legyen v az zy sikban fekvd, origé kdzéppontd, 2 egység sugard

korvonal és legyen F' az a 2 egység sugart kip, melynek 2 egység a magassiaga
és a csucsa a 2 tengely pozitiv félegyenesén van.

a) Adjuk meg a vektormezd koordinatafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a vektormez6 derivaltmatrixat!
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¢) Hatdrozzuk meg a vektormez$ derivaltmatrixat a P = (2; —1; 0) pontban!
d) Adjuk meg a vektormezd P pontbeli derivaltmatrixdnak determindnsat!
e) Invertalhaté-e a vektormez6 P pontbeli derivaltmatrixa?

f) Irjuk fel a vektormezd P pontbeli derivaltmatrixdnak transzpondltj&t?

g) Szimmetrikus-e a vektormez6 P pontbeli derivaltmatrixa?

h) Hatarozzuk meg a vektormezd rotaciot!

i) Orvénymentes-e a vektormez5?

j) Létezik-e a v vektormez&nek potencidlfiiggvénye?

k) Hatarozzuk meg a vektormezd divergenciajat!

1) Forrasmentes-e a vektormez4?

7 2z

m) Adjuk meg a y gbrbe egy paraméteres eldallitasat!

7 2

n) Adjuk meg az F’ feliilet egy paraméteres el6allitasat!

0) Abrézoljuk a gorbét és a feliiletet kozos koordinitarendszerben!

p) Szdmoljuk ki a w vektormezd gdorbementi integraljat a v gérbe mentén!
q) Szdmoljuk ki a w vektormezd feliiletmenti integraljat az [' gérbe mentén!

Megoldas:

a) A vektormez6 koordinatafiiggvényei:
wi(z;y;2) = 2y
w3y 2) = yz

oy a2 2
’11)3(.’E,y,25) = +y .

b) A v vektormezd derivaltmatrixa:

y x 0
w(ryy;z) =1 0 z y
2¢ 2y O

¢) A w vektormezd derivaltmatrixdnak értéke a P = (2; —1; 0) pontban:

-1 2 0
wP)=| 0 0 -1
4 -2 0

d) A determinans értéke: 0 — 8 +0 — 0+ 2 = —6.
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e) Mivel a determindns értéke nem nulla, ezért invertalhato.

f) A w vektormezd derivdltmétrixdnak transzpondltja a P = (2; —1;0) pont-

ban:
-1 0 4
, T
(w'(P))” = 2 0 -2
0 -1 0

g) Mivel a P pontbeli derivaltmétrix nem egyenld a transzponéltjaval, ezért a
matrix nem szimmetrikus.

h) A w vektormez6 roticidja:

ik Oyws — 0w
rotw(z;y;2) =det | 0, 0y 0. | =| —Oywz+ 0w | =
w1 Wy W3 8xw2 — 8yw1
2y —vy
=| —2z+0
0—=x

1) Mivel a rotdcié nem zérusvektor, ezért nem Srvénymentes.
J) Mivel nem orvénymentes, ezért nem létezik potenciélfiiggvénye.
k) A w vektormezd divergencidja:

divw(z;y;2) =y + 2.

1) Nem forrdsmentes, mert a divergencidja nem nulla.
m) A y gorbe egy paraméteres eldallitdsa:

r(t) = (2cost; 2sint; 0) (t € [0;2n]).

n) Az F feliilet egy paraméteres eldallitdsa:

r(u;v) = (veosu;vsinu; 2 — v) (u € [0;2n],v € [0;2]).

0) A gorbe és a feliilet dbrazoldsa:
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p) Az r térgorbe derivaltfiiggvénye:
r'(t) = (—2sint; 2 cos t; 0).
A w(r(t)) sszetett fiiggvény:
w(r(t)) = v(2cost; 2sint; 0) = (4sint - cost; 0;4sint + 4cos? t) =
= (4sint - cost; 0;4).
A w(r(t)) - r'(t) skaldris szorzat:
w(r(t)) - r'(t) = —8sin®t - cost.
A gorbementi integral értéke:

2
=0.
0

2T 2
03
/w(r(t)) () dt = /‘88in2t-costdt: [_8&; t]
0 0
q) Az r(u;v) felilet derivéltfiiggvényei:
ry(u;v) = (—v-sinu;v - cosu;0)  és 7, (u;v) = (cosu;sinu; —1).

Azn =7} (u;v) x 7, (u;v) vektor:

i J
n=| —v-sinu v-cosu 0 |=
cosu sinu -1

(—v - cosu; —v - sinu; —v - sin?u — v - cos? u) =

(—v - cosu; —v - sinu; —v).
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A w(r(u;v)) Osszetett fiiggvény:

w(r(u; v)) =w(v-cosu;v-sinu;2 —v) =

= (v2 -sinu - cosu; 2v - sinu — v?- sinu;vz).
A w(r(u;v)) - n skaldris szorzat:
w(r(u;v)) -n= —v3 - sinu - cos? u — 202 - sin? u 4 v? - sin? u — v>.

A feliiletmenti integral értéke:

2 [ 2
/ /w(r(u;v)) -ndv | du=
0 \0o

27

2
/—v3-sinu'0052u—2v2-sin2u+1)3-sin2u—v3dv du =
0

v 2 . .
—— .sinu-cos®u — =v3 -sin?u + — - sinu — — du =
4 3 4 4

v=2
[ 4 U4 7)4

v=0

sinu - cos?

16
u—g-sin2u+2sin2u—4du:

O\-'ISD O\»':]M o\§ S

. 10 .
SIHU'COS2U— ?-81n2u—4du:

10
= —8r — —7m~ —35,6.
Y 3 ™
247. Feladat. Szamoljuk ki a
w(z;y; 2) = (a:2+y2 + 24122+ 34+ a4y + 22)

vektormezd fluxusat azon hdromszog alapd hasdb mentén, melynek alaplapjat
a

(0;0;0), (2;0;0), (0;2;0)
pontok dltal meghatarozott haromszog alkotja, magassiga 2 egység, és a nor-
malis kifelé irdnyitott!

Megoldas:
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A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint

[l o

A D testet az alabbi abra szemlélteti:

A w vektormezd koordinatafiiggvényei:

wi(x;y; 2) :$2+y2+z2+1
wa(z;y;2) = 2y> +3+y
ws(@;y;2) = +y + 27

A w vektormezd divergencidja:
divw(z;y; 2) = Opwi + Oywa + 0, w3 = 22 + 202y + 1+ 22.
Az xy sikban a B és C pontokon athalad6 egyenes egyenlete:
y=2-uz,
ezért a D halmaz felirhaté az alabbi médon:

D={(a:;y;z)€R3|0§x§2,0§y§2—x,0§z§2}.
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A Gauss—Osztrogradszkij tételt alkalmazva a fluxus:

/ :/ / /2$+2x2y—|—1+22dz dy | dx =
oD
0
2
0/

xT

2—
2 2]2
/ 2z 4+ 2x°yz + 2 + 2 Ody dz =
0 -
2—

xT

dr + 422y +2+4dy | do =

Il
o
S

y=2—zx
{4afy + 2227 + Gy] o dz =
y:

|
S —

dr-(2—z)+22% 2-2)2+6-(2—z)dr =

I
S

8z — 4% + 222 - (4 — 4z + 2?) + 12 — 6z dx =

I
o

8z — 4x? + 822 — 823 + 22* + 12 — 6z dx =

I
o,

2
/2x4—8x3+4x2+2x+12dx:
0

2

2 42
e ot 2 42?4 12a| =
5 3 o

64 32 292
=——-32+—+4+24=
5 32 4 3 +4+ 15
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