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1. Bevezetés

A disszerticié a valésziniliségelmélet hatarérték tételei témakorébe tartozéd
néhany eredményt tartalmaz. A 2. és a 3. fejezet a nagy szamok térvényeihez
tartozo aszimptotikus tételeket és a velitkk kapcsolatos egyenlétlenségeket
targyalja, a 4. fejezet pedig véletlen zajjal terhelt matrixok sajatértékei-
nek aszimptotikus viselkedését elemzi. A 2. és 3. fejezet egymassal szoros
Osszefiiggésben van, mig a 4. fejezet a korabbi kettéhoz egy tételen keresztiil
kapcsolédik. A disszertaciéban megtartottuk a megjelent cikkek szerkezetét,
de a cikkeket kiegészitettilk néhdny magyarazattal és részletesebb bizonyi-
tasokkal.

A disszertaci6 2. fejezete a [Fazekas, Pecsora, Porvazsnyik (2018)] cikk,
a 3. fejezet a [Fazekas, Pecsora (2017)] cikk, mig a 4. fejezet a [Fazekas,
Pecsora (2020)1] és a [Fazekas, Pecsora (2020)I1] cikkek eredményeit tartal-
mazza.

Ebben a bevezet6 1. fejezetben a torténeti hattérbol néhany nevezetes
eredményt sorolunk fel, a sajat eredmények kozvetlen kapcsolédasat napja-
ink szakirodalmahoz a kovetkez6 harom fejezetben részletezziik.

A nagy szamok torvényei esetén technikailag igen fontosak a hattérben
meghiz6dd egyenlétlenségek. A legegyszerlibb ilyen példa a nagy szamok
gyenge torvényének a fliggetlen, azonos eloszlasi és véges szorassal rendel-
kez6 valdszintiségi valtozdkra vonatkozd alakja, amely csupan a Csebisev-
egyenldtlenségre tdmaszkodik.

A nagy szamok Kolmogorov-féle erés torvénye a kovetkezo:

1.1. Tétel (Kolmogorov-féle erds torvény. Lasd [Kolmogorov (1950)]). Le-

gyenek &1,&, ... (teljesen) fiiggetlen, azonos eloszldasu valdszintiségi vdlto-

20k, tegyiik fel, hogy E|¢;| < co. Ekkor 1i_>m % = m majdnem biztosan, ahol
n oo

m=E& (és Sp =&+ +&).

Ennek a jol ismert bizonyitdsdban alapvetd szerepet a Kolmogorov-
egyenlGtlenség jatszik.
A nagy szamok Etemadi-féle er6s torvénye a kovetkezo:

1.2. Tétel (Etemadi tétele. Lasd [Etemadi (1981)]). Legyenek &1,&a,. ..
paronként fiiggetlen, azonos eloszldsi valdszinidségi valtozok. Tegyiik fel, hogy
E|&| < oo. Ekkor

S

lim —=m
n—oo n

magjdnem biztosan, ahol m = EE; (és Sp, =& + -+ + &)



Mivel itt paronkénti fiiggetlenség szerepel, igy a bizonyitasban a Kolmo-
gorov-egyenlétlenség nem hasznalhaté. Itt a kiinduld otlet az, hogy elo-
szOr egy specialis részsorozat konvergenciajat igazoljuk. Fontos megjegyezni,
hogy mind a fiiggetlenség, mind a paronkénti fliggetlenség olyan tulajdon-
sag, amely Oroklédik a valdszinliségi valtozok csonkitottjaira is, és ezt a
bizonyitdsok kiilon emlités nélkiil hasznaljak. A kés6bbiekben latni fogjuk,
hogy milyen fontos egy-egy gyenge fiiggoségi feltétel 6roklédése a csonkitott
valbszintiségi valtozdkra.

A Marcinkiewicz—Zygmund-féle erés torvény a Kolmogorov-féle torvény
kiterjesztéseinek tekinthetd.

1.3. Tétel (Marcinkiewicz—Zygmund-féle erés torvény. Lasd [Marcinkie-
wicz, Zygmund (1938)]). Legyen 0 < r < 2. Tegyiik fel, hogy X, X1, Xa, ...
fiiggetlen, azonos eloszldsi wvaldsziniségi vdltozok. Ha E|X|" < oo és
EX =0, amikor 1 <r < 2, akkor

Sn

W—m

majdnem biztosan, ahogy n — oco. Forditva, ha a majdnem biztos konvergen-
cia teljesiil az dllitasnak megfeleléen, akkor E|X|" < oo és EX = 0, amikor
1<r<2.

A teljes konvergencia (complete convergence) a specialistak szaméra jol
ismert, de talan szélesebb korben kevésbé. Ezért felidézziik a definicidjat.
Valésziniiségi valtozok egy Zi,Za,... sorozata teljesen konvergal (0-hoz),

ha Ve > 0 esetén -
> P(|Zn] > ) <0
n=1

Ekkor természetesen Z,, — 0 majdnem biztosan is teljesiil a Borel-Cantelli-
lemma miatt.

A Kolmogorov-féle erds térvényhez kapcsolddo teljes konvergenciat Hsu
és Robbins, valamint Erdos vizsgalta.

A tétel kovetkez6 alakja Allan Gut - Probability: A Graduate Course
cimil konyvébol szarmazik (lasd [Gut (2013)]).

1.4. Tétel (Hsu—Robbins—Erdds. Lasd Theorem 11.2. [Gut (2013)]). Le-
gyen X, X1, Xo,... fliggetlen, azonos eloszldst valdsziniségi vdltozok, to-
vdbbd Sy, =Y F_1 Xg, n>1. HoEX =0 és EX? < oo, akkor

[e.e]

Z (|Sn| > ne) < 00, Ve > 0.



Forditva, ha az dsszeq véges wvalamilyen € > 0-ra, akkor EX = 0,
EX? < 00, és az 0sszeg véges minden £ > 0-ra.

Ennek a tételnek az eredeti valtozatat 1947-ben publikalta Pao-Lu Hsu
és Herbert Robbins - Complete Convergence and the Law of Large Numbers
cimii munkajéban (lasd [Hsu, Robbins (1947)]), kés6bb 1949-ben Erdés Pal -
On a theorem of Hsu and Robbins cim{ munkéjaban jelent meg (lasd [Erdds
(1949)]), mely munkénak 1950-ben Remark on my Paper ,,On a Theorem
of Hsu and Robbins” cimmel korrekturdja keriilt publikélasra (lasd [Erdés
(1950)]).

A Marcinkiewicz—Zygmund-féle erés torvény esetén a teljes konvergen-
ciat, sOt bizonyos esetben a konvergencia sebességét a Baum—-Katz-féle tétel
irja le:

1.5. Tétel (Baum-Katz-féle tétel. Lasd [Baum, Katz (1965)]). Legyen
p,r >0, r > p, p < 2. Tegyik fel, hogy X, X1, Xo,... figgetlen, azonos
eloszldst valdszintségi vdltozok, és a részdsszegiik Sy, = Y iy Xk, n > 1. Ha

E|X|"<oo, r>1, EX =0,

akkor -
> nD2R (18, > nfre) <00 Ve >0;
n=1

Z n(r/pP)=2p ( max |Sk| > nl/p5> < oo Ve>0.
= 1<k<n

Ha r > p, akkor

Z n("'/p)_2]P <Sup |Sk;/k1/p| > E) < 0 Ve > 0.
k>n

n=1

Forditva, ha az 6sszegek valamelyike véges valamely € > 0 esetén, akkor a
tobbi is az (megfeleld p és r értékek esetén), E|X|" < oo és, ha r > 1,
EX =0.

Most térjiink ra a disszertacioban fontos szerepet jatszé exponencialis
egyenldtlenségekre. A klasszikus eredmény ebben a tekintetben a Bernstein-
féle egyenlGtlenség.

1.6. Tétel (Bernstein-féle egyenl6tlenség. Lasd [Bernstein (1924)]). Ha
&1,82,..., &, teljesen  figgetlen walésziniségi vdltozok, E(§x) = My,



D(gk) = Dk: és |£k_Mk‘ <K (k =12,... 7n)7 ak’k’ora£ = £1+£2+ : +£n
valdsziniségi valtozora

02

B(le — M| > eD) < 2exp |- —
K
2(1+5—D)

Itt M =>"p_ My, D = />}_ D%, c pedig tetszdleges, %—na’l nem nagyobb

pozitiv szam.
A masik klasszikus exponencidlis egyenlGtlenség a Bennett-egyenlOtlenség.

1.7. Tétel (Bennett-egyenl6tlenség. Lasd [Bennett (1962)]). Legyenek az
X1, Xo, ..., X, fliggetlen valdszindségi valtozék majdnem biztosan korldto-
sak, | X;| < C; majdnem biztosan, i = 1,...,n és az dltaldnossag elveszi-
tése nélkil feltételezziik, hogy centralizdltak a vdrhato értékeiknél. Legyen
0? =D?(X;) = EX?, s2 =Y, 02 = D*(S,), ahol S, = 311 X;. Tovdb-
bd, legyen Co = max {Cy;i=1,...,n}. Akkor, minden t > 0-re

iz 2o 21212
Sn

illetve

P (|Sp| > snt) < 2exp [ £2/ (2+ 2 Cotﬂ .

SSn

Nevezetes exponencidlis egyenlotlenség a Fuk—Nagaev-féle egyenl6tlen-
ség, melyet [Fuk, Nagaev (1971)] 5. Tétele mond ki:

1.8. Tétel (Fuk, Nagaev (1971)). Legyenek X1,..., X, figgetlen valdszi-
niiségi vdltozok, S, = X1+ -+ X, Y = {y1,...,yn} pozitiv szamok
egy halmaza, y = max{yi,...,yn}, A(t;=Y,Y) = >, ﬁ;ﬁ lultdF;(u). A
0 <t <1 esetén teljesil a kovetkezd eqyenldtlenség

n

P(|Sn] > ) < Y P (1 Xk| > ) + Ps,
k=1

t—1
r Ty
Py = S| —L 41
; eXp[y yn<A(t;—Y,Y)+>

zy'™t > A(t; =Y, Y),

ahol




akkor .
P(|Sn| > 2) <Y P(IXk| > yr) + P,
k=1
ahol .
r At;-Y)Y) =z xy'~
Py=exp |l - 20750 1) T 1
TPy y! y H<A(lt;—Y,Y)Jr ) ’
és Pg SPg

Szintén az exponencialis egyenl6tlenségek kozé sorolhaté a Hoeffding-
egyenlGtlenség is.

1.9. Tétel (Hoeffding (1963), Theorem 2). Legyenek X1, ..., X, olyan fig-

getlen wvaldszintiiségi vdltozok, hogy a; < X; < b, @ = 1,...,n. Legyen
i =EX;, i=1,...,n és u=n"t3", ;. Akkor minden t > 0-ra

IP’(X —pu>t) <exp l—2n2t2/2(bz‘ - Gi)zl ;
i=1
illetve .
P(|X — pu| >t) < 2exp l—2n2t2/2(bi — ai)2] .
i=1

Ahol X = (X1 + -+ Xy,)/n.

A momentum egyenlGtlenségek koziul taldn a legismertebbek a
Marcinkiewicz—Zygmund- és Rosenthal-egyenlétlenségek, mely 1938 a Qu-
elques theoremes sur les fonctions independantes cimli munkaban keriilt
publikélasra (14sd [Marcinkiewicz, Zygmund (1938)]). A kovetkezd két tétel
aldbbi alakja Allan Gut - Probability: A Graduate Course cimili kényvébél
szarmazik (ldsd [Gut (2013)]).

1.10. Tétel (Marcinkiewicz—Zygmund egyenl6tlenségek. Lasd [Gut (2013)]).
Legyen p > 1. Tegyiik fel, hogy X1,...,X, fiiggetlen valdsziniségi vdlto-
20k 0 vdrhato értékkel, valamint BE|Xy|P < oo, minden k-ra, tovdbbd jelilje
{Sn,n > 1} a részidsszegeiket. Akkor léteznek az olyan csak p-tél figgd Ay
és By, konstansok, melyekre

p/2

n p/2 n
AYE (Z X,f) < E[S,|P < BJE (Z X,?) ,
k=1 k=1

vagy ezzel ekvivalens a kovetkezo:

(ADYIQn ()l < 1Sully < (Bp)7I1Qn(X)]lp,



ahol
n 1/2
Qu(X) = (z Xz) .
k=1

1.11. Tétel (Rosenthal-egyenlétlenség, Lasd [Gut (2013)]). p > 2 esetén,
legyenek X1, Xo, ..., X, fiiggetlen valdsziniiségi vdltozék O varhatoértékkel
és tegyiik fel, hogy E|Xk|P < oo minden k-ra, Sy, = > jp_q X. Akkor

E[S, < D,max {Zzzl E|XeP, (X h=1 EXI%)p/Q} ,
" > 27Pmax {Zzzl E| X/, (Zﬁzl EX;?)W} )

ahol Dy, egy csak p-tél fiiggé konstans.

Szintén hasznos, de taldn kevésbé kozismert a von Bahr—Esseen-egyenlot-
lenség:

1.12. Tétel (von Bahr-Esseen. Lasd [von Bahr-Esseen (1965)]). Legyen
X1, Xo, ..., X, valdsziniségi vdltozdk egy sorozata, E|X,|" < 0o, 1 <v < n.
Ha minden X141 Sp dltali  feltételes eloszldsa — szimmetrikus —és
1<m<n-—1, akkor

n
ElSa" <> EIX,", 1<r<2.
v=1
Az utébbi évtizedekben szamos gyenge fliggdségi feltételt vezettek be.
Nem lehet célunk a hatalmas tomegl cikk attekintése, csupan az ugyne-
vezett elfogadhaté (acceptable) és tdgabb értelemben ortans fiiggé (WOD)
sorozatokra koncentralunk.

1.1. Definicié (Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)). Azt mondjuk, hogy
az X1, Xo, ..., X, véges valésziniiségi valtozok csalddja elfogadhatd, ha min-
den valds A-ra

Eexp{/\iXk} < ﬁ Eexp {A\X}}.

k=1 k=1
1.2. Definicié6 (Wang, Li, Gao (2011)). Azt mondjuk, hogy az
{Xi,i > 1} wvaldszinidségi vdltozdk tdgabb értelemben elfogadhatdk 6o > 0
esetén, ha minden valds \ > dp-ra léteznek olyan pozitiv g(n),n > 1 szd-
mok, hogy

E exp {)\ Z XZ} < g(n) H Eexp{AX;},minden n > 1-re.
i=1 i=1



1.3. Definicié. (Wang, Wang, Gao (2013)) Az X, Xo,... valdsziniségi
vdltozok sorozatdt tagabb értelemben ortdns figgének (WOD) nevezzik, ha
tetszdleges pozitiv egész n-re létezik egqy olyan véges g(n), hogy tetszéleges
valds x1,...,xy Szimokra

n

P(X1 > 21, Xs > @a,..., Xn > ) < g(n) [[ P(X; > 25)

=1
és .
P(X) <21, Xp < 9,0, X < 2) < g(n) [[P(XG < 23)
=1
teljestil.

A fenti fogalmak, mar meglehet&sen altalanos fogalmak a korabbi gyenge
fliggbségi fogalmakhoz képest.

Attekintve a fiiggetlen és a gyengén fiiggd valészintiségi valtozdkra vo-
natkozoé tételeket, lathatd, hogy azonos, vagy nagyon hasonld részek ismét-
16dnek ezekben. Célunk ilyen kozos bizonyitasi gondolatmenetek altalanos
szinten val6 rogzitése volt. A tételeink az alabbi sémakra épiilnek.

1. Ha az A tipusu egyenlStlenség teljesiil a valdsziniiségi valtozoinkra
(vagy azok csonkitottjaira), akkor a B tipust egyenlétlenség is teljesiil.

2. Ha a C tipust egyenlOtlenség teljesiil a valdszintiségi valtozdinkra
(vagy azok csonkitottjaira), akkor a D tipusu aszimptotikus tétel tel-
jesul.

Természetesen ez a szemléletmdd nem 14j. Példaul [Roussas (1996)]-ban
megjegyezte, hogy a Bennett-egyenlétlenség és a Hoeffding-egyenlétlenség
bizonyitdasidban nem maga a fiiggetlenség, hanem az elfogadhatosag definici-
Ojaban szerepl6 egyenlGtlenség a fontos. Azonban magat az elfogadhatdsig
fogalmat nem vezette be és nem is vizsgélta. Azt a fogalmat, csak 2008-ban
vezette be [Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)]. Az altaldnos megkozeli-
tést hangsilyozo6 cikkek koziil megemlitheté [Fazekas, Klesov (2000)], ahol
Hajek—Rényi-tipusi egyenlGtlenség koré épitettek egy altalanos modszert.

Szintén ez az altaldnos szemléletmadd jellemzi [Sung (2009)] cikkét, ahol
azt igazoltak, hogy a von Bahr—Esseen, illetve a Rosenthal-egyenl6tlenség
(és bizonyos momentum feltételek) teljesiilése a csonkitott valésziniiségi val-
tozokra, maga utan vonja a teljes momentum konvergenciat.

1.13. Tétel (Sung (2009), Theorem 2.5). Legyen {X,;,1 < i < mn,n > 1}
valdszindiségi vdltozok egy tombje és E|Xp;| < oo, 1 <i < mn,n >1 esetén.



Legyen {an,n > 1} és {b,,n > 1} pozitiv valés szamok sorozata. Tegyiik fel,
hogy a kévetkezd feltételek teljesiilnek:

(i) Valamely 1 < q < 2-re létezik egy olyan csak q-tol figgé C, pozitiv
konstans, hogy

n q
E|> (X —EX;)
i—=1

<Ce ) E|Xy|T wn>1,

ahol X, = Xpil(| X1 < an) + anl(Xpi > apn) — apnl(Xpi < —ap,).

(ii) Z bna_qZE|Xm|q]I | Xni| < an) <

=1

oo n
(iii) > bnap ™Y B Xl I(| Xni| > an) < c0.

n=1 i=1

Akkor

n

Jr
- ean> < oo Ve>0. (1.1)
i=1

oobn
Z%E<

1.14. Tétel (Sung (2009), Theorem 2.7). Legyen {X,i, 1 < i <n,n > 1}
valdszindségi vdltozok egy tombje és E| X, < oo, 1 < i <n,n >1 esetén.
Legyen {an,n > 1} és {by,n > 1} pozitiv valds szamok sorozata. Tegyiik fel,
hogy a kévetkezd feltételek teljesiilnek:

1) Valamely q > 2-re Iétezik egy olyan csak q-tol fiiggé C, pozitiv kons-
(i) y gy oly 996 Cq

tans, hogy
q q
< C, {Z]E| (ZE| ) } vn > 1,

ahol X, = X0 I(|X]);] < an) + anl(Xpi > an) — apl(Xpi < —ap,).

n
E|> (X —EX);)

(ii) Z bna;qZE\Xm|q]I(|Xm| < ap) < o0.
n=1 i=1

(iii) Z bna, ! ZE|Xm|]I | X il > apn) <

1=1

oo n q/2
(iv) Z bn, (Z E[XMW@Z) < 00 wvalamely 1 < r < 2 esetén.
i=1



Akkor (1.1) teljestil.

A disszertaci6 maésodik fejezetében az aldbbi eredményeket bizonyit-
juk a fenti témakhoz kapcsolédva. A 2.1 Tétel egy Fuk—Nagaev-tipusi ex-
ponencialis egyenlGtlenség abban az esetben, ha a valdsziniiségi valtozok
csonkitottjai tdgabb értelemben elfogadhatdak. A 2.2 Tétel egy Hoeffding-
tipust egyenl6tlenség tagabb értelemben elfogadhaté valdszintiségi valtozdk-
ra. Mindkét tétel esetén a fliggetlen esetbeli klasszikus bizonyitas 1épései ko-
vethetdek. A 2.1 Kévetkezmény Hoeffding-tipusi maximalis egyenlStlenség
elfogadhaté valdszintiségi valtozdk esetén. A 2.4 Tételben belatjuk, hogy az
exponencidlis egyenlotlenség maga utan vonja a Rosenthal-egyenlotlenséget
tovabbi feltételek nélkiil. A 2.6 Tételben azt igazoljuk hogy, ha az exponen-
cidlis egyenlotlenség teljesiil a csonkitott és centralizalt valészintiségi valto-
zokra, akkor teljesiil egy Baum—Katz-tipusu tétel.

A 2.7 -2.10 Tételek az el6z6 tételek kdzvetlen kovetkezményei valoszinii-
ségi valtozok WOD sorozataira, hiszen ezek teljesitik az el6z6 tételek felté-
teleit. Tehat ezek a tételek rendre: exponencialis egyenlStlenség, Hoeffding-
egyenlétlenség, Rosenthal-egyenl6tlenség és Baum—Katz-tipusa tétel WOD
sorozatokra.

A harmadik fejezet kdzéppontjaban a von Bahr—Esseen-egyenlotlenség
all. A 3.1 Tételben azt latjuk be, hogy ha a g-adik von Bahr—Esseen-egyen-
16tlenség teljesiil a csonkitott és centralt valdszinliségi valtozdkra, akkor a
p-edik von Bahr—Esseen-egyenl6tlenség teljesiil az eredeti valészintliségi val-
tozdkra, ahol 1 < p < q. A 3.2 Tételiink azt allitja, hogy ha az aszimmetriku-
san csonkitott valdsziniiségi valtozok sorozata tagabb értelemben elfogadha-
t6, akkor teljesiil rd a von Bahr—Esseen-egyenlotlenség. Ennek specidlis esete
a 3.3 Tétel, amely szerint egy WOD sorozatra teljesiil a von Bahr—Esseen
egyenlStlenség. A 3.4 Tétel egy nagy szamok erds térvénye, olyan azonos
eloszlast valbszintiségi valtozokra, amelyek aszimmetrikus csonkitottjainak
sorozata elfogadhaté. Hasonld a 3.5 Tétel is a nem azonos eloszlasu eset-
ben. A 3.6 Tétel egy Marcinkiewicz-tipust nagy szédmok gyenge torvénye
olyan gyengén atlagosan domindlt valdszintiségi valtozokra, amelyeknek az
aszimmetrikusan csonkitott valtozatai elfogadhatéak. Hasonlé szituaciok-
ban mond ki teljes momentum konvergenciat a 3.7 Tétel.

A disszertacio negyedik fejezetében véletlen matrixokkal perturbalt mat-
rixok sajatértékeivel foglalkozunk. A véletlen méatrixok sajatértékeirél szélo
egyik klasszikus tétel a Wigner-féle félkor torvény. Legyen W, n x n valds
szimmetrikus matrix, melynek a féatloban és a f64tlé feletti elemei fligget-
len, azonos eloszlast, korlatos és nulla varhato értéki valdszintiségi valtozok.
Ekkor W,,/\/n sajatértékeinek tapasztalati eloszlasfiiggvénye majdnem biz-
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tosan konvergal egy olyan eloszlasfiiggvényhez, melynek striiségfiggvénye
Hfélkor alaka” (lasd: [Wigner (1955)], [Wigner (1958)]). Ennek a tételnek
szamos altaldnositdsa van (lasd [Bai (1999)]). Tovabbi hires eredmény a
Marchenko-Pastur-tétel, melyben a minta kovariancia méatrix sajatértékei-
nek aszimptotikus viselkedését irtéak le (lasd [Marchenko, Pastur (1967)]).
Tovabbi nevezetes eredmények sziilettek az elliptikus véletlen métrixok sa-
jatértékeirdl, ezek koziil is kiemelked6 a 2014-ben Sean O’Rourke és David
Renfrew altal publikalt Low rank perturbations of large elliptic random
matrices cim{ munka [O’Rourke, Renfrew (2014)] (ldsd Appendix 8.1 Lem-
ma).

A disszertdaciéban a véletlen métrixok csak mint perturbdlé matrixok
szerepelnek, igy nem fogunk elmélytlni a véletlen matrixok elméletében. A
célunk néhany, véletlen matrixszal perturbalt felfajt métrix spektrumaéra
vonatkozé tétel kiterjesztése.

Az egyik ilyen tétel [Bolla (2005)] Theorem 2.3. Ebben a tételben az
A = B+ W métrix sajatértékeinek viselkedését irjak le, ahol B szimmetrikus
felfajt matrix, W pedig Wigner-zaj. A masik tétel [Bolla, Friedl, Kramli
(2010)] Theorem 7. Ebben a tételben az A = B + W szingularis értékeit
vizsgaljak, ahol B felfijt matrix, W pedig fiiggetlen eloszldsi valoszintliségi
valtozokbol allé6 matrix.

A negyedik fejezet f6 eredményei [Bolla (2005)] és [Bolla, Friedl, Kram-
li (2010)] néhany tételének kiterjesztése komplex esetre. A 4.1 Tételben a
felfajt matrixok komplex hermitikus méatrix, a zaj pedig komplex Wigner-
matrix. A 4.2 Tételben a zaj komplex minta kovariancia matrix. A 4.3 Tétel-
ben a felfijt matrix ugyan valds és szimmetrikus, a zaj azonban elliptikus,
igy a zajos matrix sajatértékei komplex szdmok lesznek. A negyedik fejezet
4.5 Tétele olyan zaj matrixra vonatkozik, amelynek elemei nemnegativak
és teljesitik az ugynevezett elfogadhatésagot. Ekkor a maximalis sajatér-
ték gyorsan konvergal a végtelenhez, ha a matrix mérete névekszik. Szamos
numerikus eredmény is illusztralja az elméleti tételeket.
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2. Exponencialis és Rosenthal-egyenl6tlenségek

2.1. Bevezetés

A fuggetlen valésziniiségi valtozok aszimptotikus eredményeinek vizsgalata-
kor lathaté, hogy az exponencialis egyenlGtlenségek alapvet6 fontossdguak.
Az exponenciélis egyenl6tlenségek terén végzett kutatasok koziil fontosnak
tartom kiemelni Bennett 1962-es fiiggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegén
ding 1963-ban megjelent munkajat [Hoeffding (1963)]. Ezt kovetéen tobben
is kutattak klasszikus exponencidlis egyenlétlenségek teriiletén, (14sd: a [Pet-
rov (1995)] és a [Stout (1974)] monogréafidkat, illetve a [Fuk, Nagaev (1971)]
cikket).

A Rosenthal-egyenlétlenség fontos szerepet jatszik a fiiggetlen valdszini-
ségi valtozok elméletében. El6szor Haskell P. Rosenthal 1970-ben megjelent
On the subspaces of LP(p > 2) spanned by sequences of independent random
variables [Rosenthal (1970)] cim{ munkéjédban taldlkozhatunk a Rosenthal-
egyenldtlenséggel. A kezdetekben megjelent eredményeket fliggetlen valdszi-
nliségi valtozdkra fogalmaztik meg, lasd Nagaev és Pinelis 1977-ben meg-
jelent munkéja [Nagaev (1977)], Petrov 1995-ben publikélt irdsa [Petrov
(1995)]. A kés6bbi kutatdsok megmutattak, hogy a Rosenthal-egyenl6tlenség
nemcsak fiiggetlen esetben lehet igaz, hanem gyenge fliggdségi feltételek mel-
lett is teljesiil (példaul [Fazekas, Kukush, Témécs (2000)]), vagy negativan
fiiggd (negative dependence) esetben (ldsd: [Gan, Chen, Qiu (2011)], [Wu,
Song, Wang (2014)]). A tovabbiakban belatjuk, hogy egy altaldnos expo-
nencidlis egyenlStlenség maga utan von egy Rosenthal-egyenlétlenséget (2.4
Tétel).

T6bb kiilonboz6 egyenlbtlenség esetén felmeriilt az aldbbi (2.1) relacid,
melyet érdemes absztrakt formaban megfogalmazni. Ez a kovetkezd defi-
nicibhoz vezet: Az X1, Xo, ..., X,, valésziniiségi valtozokat elfogadhaténak
nevezziik, ha

n
EeXoioi M < T] B (2.1)

i=1
minden valés A esetén, lasd [Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)]. Elfo-
gadhaté sorozatokra ismertek az exponencidlis egyenlGtlenségek és a teljes
konvergencia tételek eredményei, tovabba az elfogadhatésag kiillonb6zo ver-
zi6it is bevezették, lasd: [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)] és [Wang, Li,

Gao (2011)].

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a fenti egyenlGtlenség egy megfele-
16 forméja exponencidlis egyenldtlenséget implikdl, az exponencidlis
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egyenlotlenség Rosenthal-egyenlétlenséget implikal, tovabbé az exponenci-
alis egyenlotlenségbdl teljes konvergencia kovetkezik. Fontos megjegyezni,
hogy a fent emlitett eredmények eléréséhez nem volt sziikséges tovabbi fel-
tételeket hozzdadni.

Hasonlé elvek inspiraltak a [Fazekas, Klesov (2000)] munkat, ahol egy
altalanos moédszert irtak le, hogy megkapjdk a nagy szamok ercs torvényét.
Belattak, hogy a Hajek—Rényi tipusi maximalis egyenl6tlenség mindig ko-
vetkezménye egy megfelel§ Kolmogorov tipusi maximalis egyenl6tlenség-
nek. Tovabba, a Hajek—Rényi tipust maximélis egyenl6tlenség kozvetleniil
implikalja a nagy szamok erds torvényét. Az elénye ennek az eredménynek
az, hogy nem kellett tovabbi megszoritasokat alkalmazni a valdsziniiségi
valtozok fiiggéségi strukturdjara. A [Fazekas, Klesov (2000)] eredményeit
késébb széles korben alkalmaztak fliggd valdszintiségi valtozokra, lasd [Fa-
zekas (2014)].

A 2.2 alfejezetben exponencidlis egyenlétlenségeket tanulmanyozunk. Az
exponencidlis egyenlGtlenségek teriiletén klasszikus eredmények flizédnek
Bernstein, Kolmogorov, Fuk és Nagaev nevéhez, lasd: a [Petrov (1995)],
[Stout (1974)] monografidkat, illetve a [Fuk, Nagaev (1971)] cikket. Kii-
16nbo6z6 fliggdségi feltételek mellett kaptak exponencidlis egyenlétlensége-
ket, példaul: [Christofides, Hadjikyriakou (2009)] a negativ asszocialt, [Gan,
Chen, Qiu (2011)] negativ orténs fiiggd, illetve [Wu, Guan (2012)] negativ
ortans fiiggd valdszintliségi valtozok esetére. A [Shen, Hu, Volodin, Wang
(2011)] cikkben elfogadhaté valészintiségi valtozdkra kaptak exponenciélis
egyenlotlenségeket, majd felhasznéltdk dket a teljes konvergencia bizonyita-
séra.

A 2.3 alfejezetben a Rosenthal-egyenlGtlenségeket targyaljuk. A
Rosenthal-egyenl6tlenségek fontos szerepet jatszanak a fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozok elméletében (lasd: [Gut (2013)], [Petrov (1995)], [Nagaev
(1977)]). A Rosenthal-egyenlStlenségek igazak gyenge fiiggéségi feltételek
mellett (1dsd [Fazekas, Kukush, Téméacs (2000)]) vagy negativ fiiggbség ese-
tén (lasd: [Gan, Chen, Qiu (2011)], [Wu, Song, Wang (2014)]). A tovabbi-
akban belatjuk, hogy egy altaldnos exponencidlis egyenlotlenség maga utan
von egy Rosenthal-egyenlétlenséget (2.4 Tétel).

A 2.4 alfejezetben a teljes konvergencidt vizsgaljuk. Fiiggetlen azonos
eloszlasu valdszinliségi valtozokra a Kolmogorov-féle SLLN az egyik leg-
fontosabb eredmény. A teljes konvergencia bizonyitdsa a Kolmogorov-féle
SLLN-ben a [Hsu, Robbins (1947)] és a [Erdds (1949)] cikkekben taldlhato.
Baum és Katz nevéhez fliz6dik egy &ltalanosabb eredmény a konvergen-
cidra, lasd [Baum, Katz (1965)]. Baum és Katz klasszikus eredményeinek
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kiterjesztése fliggetlen domindlt valészintliségi valtozokra taldlhaté a [Hu,
Moéricz, Taylor (1989)] cikkben. A gyengén &atlagosan dominalt esettel Gut
foglalkozott [Gut (1992)]. Gut eredményének kiterjesztése a [Fazekas (1992)]
cikkben talalhaté. A Baum—Katz tipusi eredmény kiterjesztésének komoly
irodalma van, ldsd [Shao (1993)]-ban a-keverést, [Wu, Guan (2012)] és [Wu,
Song, Wang (2014)]-ben kiterjesztett negativ fiiggéséget, [Wang, Xu, Hu,
Volodin, Hu (2014)]-ben tagabb értelemben orténs fiiggd valdszinliségi val-
tozdkat hasznaltak.

A mi célunk altalanos feltételek definidlasa a Baum—Katz tipusi eredmé-
nyekre. Megmutatjuk, hogy egy exponencidlis egyenlétlenség a csonkitott és
centralizalt valészinliségi valtozokra maga utan vonja a Baum-Katz tipust
konvergencia sebességet (2.6 Tétel).

A 2.5 alfejezetben a tdgabb értelemben ortans figgé (WOD) sorozatokat
tanulmanyozunk. A WOD fogalméval elészor [Wang, Wang, Gao (2013)]
cikkben talalkozhatunk. Korabbi eredményekbdl tudjuk, hogy a kiterjesztett
negativ ortans fliggd sorozatok, a negativ ortans fiiggd sorozatok, a negativ
szuperadditiv fliggd sorozatok, negativ asszocidlt és a fiiggetlen sorozatok
mindegyike WOD sorozat, ldsd [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)].

El6szor 6sszehasonlitjuk a WOD sorozatok és a tagabb értelemben el-
fogadhaté sorozatok fogalmat. Ismert, hogy a WOD sorozatok kielégitik
a (2.2) egyenlétlenséget, vagyis akkor tdgabb értelemben elfogadhatéak. To-
vabba a 2.1 Példa megmutatja, hogy a tagabb értelemben elfogadhatd vald-
szinliségi valtozok osztalya nagyobb a WOD valdszintiségi valtozok osztalya-
nal. Igy a tagabb értelemben elfogadhaté sorozatokra kapott eredményeink
altalanosabbak a WOD sorozatokra kapott eredményeknél.

2.2. Exponencialis egyenlGtlenségek

Legyen d > 0 valds szam és legyen & egy valOszinliségi valtozé. A tovabbi-
akban
¢ = min{¢, d}

jeloli a felilrdl csonkitott valdszintliségi valtozot.

Az n1,m2, ..., 1, valészinliségi valtozok sorozatara tekintsiik a kévetkezo
feltételt "
EeXioi i < g(n) [ EeM (2.2)
i=1

ahol 0 < g(n) < oo. Ha a (2.2) feltétel teljesiil minden A € R esetén
és minden n-re, akkor az 71,12, ... sorozatot tagabb értelemben elfogad-
haténak (widely acceptable) nevezzik, lasd [Wang, Li, Gao (2011)]. Ha
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g(n) = 1, akkor az elfogadhaté (acceptable) valdszinliségi valtozok
fogalménal vagyunk ([Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)], [Shen, Hu,
Volodin, Wang (2011)]). Ha (2.2) igaz n1, 12, ..., nn-ra, akkor igaz marad
N —a1,N2 —ag, ...,y — dy-re is minden valés a1, . .., a, esetén, specidlisan
igaz marad n; — Eny,n2 — Ena, ..., n, — Eny-re. Ugyanis

Eezw 1 Ai(ni—aq) EGZ?:I il | o~ Yo Niai e~ > AiaiEeZL Aing <

<e 1 1)\ al HEe ini g HE (m—az)
=1

A kovetkez6kben latni fogjuk, hogy, ha feltessziik a (2.2) feltételt a \ pozitiv
értékeire a megfelel6en csonkitott valosziniiségi valtozokra, akkor meg fogjuk
kapni az egyoldali exponencidlis egyenlétlenséget. Ha pedig feltessziik a (2.2)
feltételt a A\ pozitiv és negativ értékeire is, akkor meg fogjuk kapni a kétoldali
exponencidlis egyenlGtlenséget.

A kovetkezd tételben szerepld exponencidlis egyenlOtlenséget negativan
ortans fiiggé (negatively orthant dependent, tovdbbiakban NOD) valészi-
niiségi valtozokra kapték meg a [Gan, Chen, Qiu (2011)] 3. Lemmajéban,
valamint kiterjesztett negativan fiiggd (extended negatively dependent, to-
vabbiakban END) val6szintiségi valtozékra a [Wu, Guan (2012)] 1.2 Lem-
majaban.

2.1. Tétel. Legyen X1, Xo,..., X, wvaldsziniségi vdltozok egy sorozata,
d > 0. Legyen S, = Y11 X; az dsszegiik és B, = Y11 EX? a szords-
négyzetek Gsszege.

Feltételezziik, hogy (2.2) teljesiil n; = Xl-(d), 1=1,2,...,n-re0< A< Ag
esetén. Akkor minden olyan z-re, melyre 0 < x < (Bpe? — B,)/d, a
kévetkezd igaz

x T xd
P(S,>x) <P (112?<§Xi > d) + g(n) exp (d -3 In (1 + -Bn>> . (2.3)

Ha pedig (2.2) teljesil n; = Xi(d), i = 1,2,....,n ésm = (—X;)9D,
1 = 1,2,...,n esetén is minden 0 < X < Ag-ra, akkor minden olyan
z-re, melyre 0 < x < (Bpe® — B,)/d a kévetkezd teljesiil

P(Sy| > ) <P (max IX| > d> 4
1<i<n

r  x x (24)
- tn(1+50).

+2g(n) exp

7 N\



15

Bizonyitds. A bizonyitas [Fuk, Nagaev (1971)] klasszikus otletét koveti
(lasd tovabbé [Petrov (1995)]). Ugyanilyen médszert alkalmaztak a [Gan,
Chen, Qiu (2011)] 3. Lemmédjanak a bizonyitasara, és a [Wu, Guan (2012)]
1.2 Lemmaéjara is. Eldszor (2.3)-t bizonyitjuk. Jelolje n;, = XZ-(d),
1 = 1,2,...,n, a csonkitott valdszintiségi valtozokat. Mivel EX; = 0, igy
En; < 0. Legyen Fj(z) = P(X; < z) az X; eloszlasfiiggvénye. Algebrai

szamitasokbdl és az En; < 0-bol kapjuk, hogy

d
EeMi = / M AF;(z) + MP(X; > d) =

d
_ / (@ — 1 = )dFy(2) + (M — 1 = M)P(X; > d) + 1 + AEn; <
d
< / (M —1 = \z)dFy(z) 4+ (M —1 = M)P(X; > d) +1 <

d

A 1 —1—

EPRR . L (/ 22dF,(x) + d*P(X, > d)) —l4e By <
o

A A
e —1—-XMd e —1—-XMd
<1+ TEXE < exp (dQEXi2> : (2.5)
Fent alkalmaztuk, hogy az f(t) = (eM — 1 — A\t)/t? fiiggvény monoton no-
vekvé, igy

d

de’\wflf)\m2 erM—1-\d 9
/7562 x*dFi(z) < — 3z /ZC dFi(z),
0 0

és figyelembe vettiik, hogy En? < EX? és 1+t < e!. Most, (2.2)-bdl és
(2.5)-bél kapjuk, hogy

n
e MEeXi Vi < g(n)e " II EeM <
1=1

erM—1-\d
< g(n)exp <—/\:U + TB,Z :
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Belatjuk, hogy az f(\) = —Ar + uB fiiggvény minimuma
(n(1+27))
A=

-nél van. Mivel

, €>\d 1
ffA)=—z+ (d_d> By,

Ad 1

és \-ra megoldva a —x + (— - 3) B,, = 0 egyenletet, azt kapjuk, hogy

= (nfr )

A maésodik deriviltat meghatarozva kapjuk, hogy
F"(A\) = Bpe.

A masodik derivaltba behelyettesitve kapjuk, hogy

I ((m (1 + g)) /d) = B, + zd.

Mivel B, > 0,d > 0 és = > 0, ezért B, + xd > 0, igy kijelenthetjiik, hogy

az f()\) fuggvénynek a A = (ln (1 + g—i)) / d pontban minimuma van.
Valaszthatjuk A-nak ezt az értékét, mivel 0 < A < Xy teljesil a

0 < 2 < (Bpe® — B,)/d feltétel miatt. Ezért a (2.2) alkalmazésa lehetséges

erre a A-ra. Tovabba lathato, hogy A ezen értékére MB < %, mivel

d2
n Ld x
JE) L m(egt) 1+ 20— 1—1n (14 £)
d B, = n "L B, =

2 P2

d d
%Bn_ln@#r%n)Bn:{_ln(l—i—%n)B @
P i d P =@

In(1+£4) B,
hiszen d> > 0, B,, > 0 és In (1 + g—i) >0, ezért az % > 0.

Ezért (2.6)-be behelyettesitve az el6z6 A értéket, kapjuk, hogy

D S T < xd))
Eelvi= < ——=In{l14+—1]]). 2.
e elui=1 g(n)exp (d s N (2.7)

A Markov-egyenl6tlenségh6l és (2.7)-b6l

P <Zn: x> x) =P (A > M) < (2.8)
i=1
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n d
< e MR < g(n) exp (fz - <1 * ;)) |
Mivel
| -~ ()
IP(Sn>a:)§]P’<112?<XnXZ>d)+]P’<E X, >x>,

= i=1
ezért (2.8) alkalmazasabdl kovetkezik (2.3).

Most belatjuk (2.4)-et. Ha (2.2) igaz n; = (=X;)@, i = 1,2,...,n és
0 < A < \g esetén, akkor (2.8) igaz a — X1, —Xo, ..., —X,, valosziniiségi val-
tozdkra is. Alkalmazva (2.8)-t az X, Xo,..., X, ésa —X1,—Xo,...,—X,
valbszintiségi valtozdkra, a kévetkezdt kapjuk

P(|Sy| > z) <

n (d) n d
<P (1@?<xn|xi\ > d) +P (Z:X > x) +P <Z(_Xi)( ) > x) <

i=1
<1P>( 1Xi| > d) +2g(n) (‘7" | (chz)
= 112%}% i g\n)exp d d n B, 5
tehdt megkaptuk (2.4)-t. O

A 2.1 Tételt megvizsgalva belathatd, hogy a tétel formélisan kiterjeszthe-
t6 kétindexes (tobbindexes) sorozatokra is. A bizonyitds lényegében ugyan-
az, mint az egyindexes esetben.

Most a Hoeffding-egyenl6tlenséggel folytatjuk, mellyel Wassily Hoeffding
1963-ban megjelent ,,Probability inequalities for sums of bounded random
variables” cimi irasdban taldlkozhatunk elszor [Hoeffding (1963)]. Hoeft-
ding eredeti eredménye eredménye fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkra vonat-
kozik. Kés6bb ezt kiterjesztették egyes fiiggd sorozatokra is. A kovetkezo té-
tel a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)] 2.3 Tételének egy valtozata, melyben
elfogadhaté valdszinliségi valtozokat tekintettek.

2.2. Tétel. Legyen X1, Xo, ..., X, valdsziniségi viltozok egy sorozata. Le-
gyen Sp = > i1 X; az dsszeg. Legyenek a valdsziniségi vdltozok korldtosak,
azaz a; < X; < by, 1 = 1,2,...,n-re, ahol a; és b; valos szamok. Tegyiik
fel, hogy (2.2) teljestil n; = X;, i =1,2,...,n és 0 < XA < \g esetén. Akkor
minden olyan e-ra, hogy 0 < & < % S (b — a;)?, a kévetkezd igaz

2e?
P (S, —ES, >¢) < g(n)exp (—w> . (2.9)
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Tegyiik fel, hogy (2.2) teljesil n; = X;, i = 1,2,...,n és |A\| < Ao esetén.
Akkor minden olyan e-ra, hogy 0 < ¢ < /\470 S (bi—ay)?, teljesiil a kivetkezd

2
P (]S, —ES,| > ¢€) <2g(n)exp (—M) . (2.10)

Bizonyitds. Kovethetjiik a fiiggetlen valdszinliségi valtozokra vonatkozé ere-
deti bizonyitést (1asd [Hoeffding (1963)], 2. Tétel). Elfogadhaté valészintiségi
valtozokra az eredeti bizonyitas egy alkalmas moédositasat mar bemutattdk
a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben (ldsd a 2.3 Tétel bizonyitasat a
[Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben).

A Markov-egyenl6tlenséget felhasznalva

P (S, —ES, >¢) < B ES=e) x5 0.
Most a (2.2) egyenl6tlenséget felhasznalva kapjuk, hogy
n
EeA(Sn*IESn*E) < g(n)ef)\s H Ee)\(XZ'f]EXi).
i=1

A tovabbiakban legyen EX; = u;,i = 1,2,.... Mivel az f(z) = * fiiggvény
konvex, igy a < x < b esetén

oAb ha
—(r—a)+e* > e
b—a
ahonnan ,
- T —a
6)\412 S eAa+ e)\b.
b—a b—a

Ebbe z = X;-t irva és mindkét oldal varhatd értékét véve kapjuk, mivel
a; <X < b

EHMNX—EX:) < =M (bi — M e Hi — a4 ekbi)
B i = i = Ay

Az elézé egyenlStlenség jobb oldalt jeldlje eL(Xi) ahol

LX) = =Aipi+ In (1 _p"+pi6Ai) L A=Al —a), p=
bi — Q;
L(\;) els6 két \; szerinti derivaltja a kovetkezd
i (1 — py)eNi

(T =p)e™ +pi’ (1 - pi)e +pi)*
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L"(\;)-t atalakitva kapjuk, hogy

. —ple N — (1 — i6_>\i _ Z.e_>\i
o (pi+ (1=p2) (1-p) 2) (L-pe™ _
(1 = pi)e=i +p;)

(pi+ (L =pi)e™) (1 = p)e™ — (1= pi)e™)

2

(1= pi)e™ +pi)?
2
_ Gepen (et
S (I—pe 4 (1—p)e i +pi)?

(1—pie (1_ (1 —piJe™ )
( :

(1= pi)e™ +p; 1 —pi)e= +p;

Mivel a fenti egyenl6ség vége u(l — u) alaki, ahol 0 < w < 1, emiatt
L"(\;) < 1. Igy Taylor-sorba fejtve L();)-t, a kévetkezét kapjuk

1 1 1

Igy kapjuk, hogy

1 n
P (S, —ES, >¢) < g(n)exp {—)\6 + g)\Q Z(bl - ai)2} .

=1

A fenti egyenlétlenség jobb oldaldnak a minimuma A = i ezt

" (bi—a;)2’
=1

visszahelyettesitve ugyanebbe az egyenlStlenségbe kapjuk meg (2.9)-et.
Mivel a — X7, — Xo, ... valdszintiségi valtozok sorozata elfogadhatd, igy (2.9)-

bél kovetkezik (2.10). O

Most a maximélis Hoeffding-egyenl6tlenséggel folytatjuk. Megjegyezziik,
hogy [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben a maximadlis Hoeffding egyen-
16tlenséget nem vizsgaltak elfogadhatd valdszinliségi valtozok sorozatara.

2.1. Kovetkezmény. Legyen Xi,Xo,...,X, waldsziniségi wvdltozok
egy sorozata. Tegyiik fel, hogy a wvaldszinidségi vdltozok korldtosak, azaz
a; < X; < b, 1 = 1,2,...,n-re, ahol a; és b; valés szamok. Olyan
k,l-re, melyekre 1 < k <1 < n, jelolje My a kévetkez6 mazimumot

Z]: (X, — EX)

t=k

M, = max

. 2.11
k<j<l (2.11)
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Tegyiik fel, hogy

l
l
Eeli=i M < € [ BM (2.12)
i=k
tetszdleges 1 < k <1 < n és A € R esetén. Legyen € > 0. Ekkor minden
0 < d < 1-re létezik egy olyan C1 = C1(6), hogy

_2(1-9)
P (M > ¢) <2CCiexp (— ST (b ai)2> (2.13)

minden 1 < k <[ <n-re.

Bizonyitds. (2.10)-b6l kapjuk, hogy
l

2
(Z —EXy)| > ) < 2Cexp (—W) (2.14)

minden 1 < k < [ < n-re. Itt g(k,l) = Zer,iH( — a;)? egy szuperaddi-
tiv fuggvény. Most alkalmazzuk [Méricz (1979)] 1. Tételét, mely kimondja,
hogy, ha létezik egy olyan nemnegativ g(b, m) fiiggvény, melyre igaz, hogy
g(b,h)+g(b+h,m—h) < g(b,m) minden b > 0és 1 < h < m, vagyis g(b,m) a
[b+1, b+m] intervallum szuperadditiv fiiggvénye, és minden ¢ € (0,A),b > 0
és m > 1 esetén teljesiil, hogy P (|S(b,m)| >¢) < Cexp (7‘(](57,27n)>’ ahol

S(b,m) = ZZJ;Z:_I &k, € € (0,A),0 < A < o0 és C egy konstans, ak-

kor tetszéleges 0 < f < 1 esetén létezik egy olyan C; = C(/3) konstans,
A2

hogy P (M(b,m) > ¢) < Croxp (= (5205 ), ahol M(b,m) = max |S(b,)|

(S(b,0) = M(b,0) = 0), igaz minden ¢ € (0,A),b > 0 és m > 1. Ezzel

megkaptuk a kivant eredményt. O

2.3. A Rosenthal-egyenlotlenség

A kovetkez6kben bemutatjuk, hogy egy altaldnos exponencidlis egyenlét-
lenségbdl kovetkezik egy alkalmas Rosenthal-egyenlStlenség. A Rosenthal-
egyenlStlenség [Rosenthal (1970)] fiiggetlen valdszintiségi valtozdkra az alab-
bi:

2.3. Tétel (Rosenthal-egyenl6tlenség, Gut (2013)). p > 2 esetén, legyenek
X1, Xo,..., X, flggetlen valdsziniiségi vdltozok 0 vdrhatoértékkel és tegyiik
fel, hogy E|Xy|P < co minden k-ra, S, =Y p_; Xi. Akkor

|5, 7 < Dpmax {Zzzl E|XeP, (X r=1 EX13>p/2} ]
" > 27Pmax {Zzzl E|[ X /P, (Zﬁzl EXI?)p/Q} )
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ahol Dy, egy csak p-tdl fliggd konstans.

A kovetkez6 tételiink 1ényege az, hogy nem tesziink fel a kiindul6 valo-
szinliségi valtozok kozott semmilyen fiigglségi feltételt, hanem absztrakt
modon egy exponencidlis egyenlGtlenség teljesiilése esetére vezetjiik le a
Rosenthal-tipusi egyenlotlenséget.

2.4. Tétel. Legyen X1, Xo, ..., X, nulla vdarhatoértéki valdszinidségi vdlto-
20k egy sorozata, tovdbbd legyen S, = >_ir 1 X; az dsszegiik és B, pozitiv
szamok eqy sorozata. Tegyik fel,

P(|Sp| > z) <Il(n)P (max | X;| > d) +
1<i<n

d
+h(n)exp (2 - %ln <1 + g))

teljestil minden x > 0 és d > 0 esetén, aholl(n) és h(n) valds szamok. Akkor
p > 0-ra

(2.15)

E|Sy[” < Cil(n)E max [X;[P + Coh(n) BY/? (2.16)

teljesiil, ahol C; = pP, Cy = %pHp/QGPB (5,2) abszolit konstansok, a B(u,v)
béta fliggvénnyel.
Bizonyitds. A klasszikus médszert hasznéljuk, lasd [Petrov (1995)]. Alkal-
mazzuk a varhatéérték ismert kiszamitasat [Gut (2013)] 2. fejezet 12.1 Téte-
1ét (1asd Appendix 8.1), majd a (2.15) egyenl6tlenséget d = x/p-vel. Akkor
a kovetkezot kapjuk

[e.¢]

BIS, " = [ pP(S0] 2 2)ada <
0

o0

2 -p
< P X p-1 / P14+ 2 Py =
< O/pl(n) <1I23<Xn| | > p) 2P~ dx + [ ph(n)e ( + — B, P de

= I(n)p"E max | X[ + h(n )2 pIP2er g (’2’ g) BP/2,

ahol az utolsé lepesben az elsé integrdalban y = %—t helyettesitettiik, és a

masodik integralban kicseréltiik a valtozét a kovetkezé méddon ¢ = }%,
tovdbba B(u,v) a béta fiiggvényt jeloli

1 00

/t“ ta—¢)v=tde = /t“_1(1~|—t)_(“+”)dt, u>0,0>0. O

0 0
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2.1. Megjegyzés. Legyen Xi, Xo,..., X, nulla varhatéértékii valdsziniisé-

gi valtozdk egy sorozata, tovabba legyen S, = > 7', X; az Osszegik és
B, = Y | EX? a szérasnégyzetek Osszege. Tegyiik fel, hogy (2.2) telje-
siill n; = Xi(d), i=1,2,...,nreésm = (—X;)@, i=1,2,...,nre is minden

A > 0ésd> 0 esetén. Akkor a 2.1 Tételbdl és a (2.16) egyenlStlenséghdl
kovetkezik, hogy

E|S,l” < C1E max |Xi[? +2Cag(n) B, (2.17)

ahol p > 0.

Fontos megjegyezni, hogy [Sung (2009)]-ban be van bizonyitva, hogy a
Marcinkiewicz—Zygmund- és a Rosenthal-egyenlétlenségekbdl teljes momen-
tum konvergencia kovetkezik. Tovabbd, a [Wang, Hu (2012)]-ben bemutat-
tak, hogy egy Rosenthal-egyenl6tlenségbdl kévetkezik a teljes konvergencia
és a teljes momentum konvergencia.

2.4. Teljes konvergencia

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy egy altalanos exponencialis egyenlét-
lenségbdl kovetkezik egy Baum—Katz-tipusa tétel. Emlékeztetiink a nagy
szamok Kolmogorov-féle er6s torvényére. Legyenek X, Xo,... fliggetlen,
azonos eloszlast valésziniiségi valtozok, S, = X7 + Xo + --- + X,,. Ha
E|X;| < 0o és m = EXj;, akkor % — m 1 valésziniiséggel. Ha pedig %" —cl
valészintiséggel, akkor E|X;| < co és ¢ = EX;. A nagy szamok torvényeinek
vannak tgynevezett teljes konvergencidt (complete convergence) kimondé
valtozatai.
Azt mondjuk, hogy Y,, — 0 teljesen, ha Ve > 0 esetén

oo
> P(|Ya] > €) < oo.
n=1

A Borel-Cantelli-lemma alapjan lathato, hogy a teljes konvergenciabdl
kovetkezik az 1 valdszintiséggel valé konvergencia.

A nagy szamok torvényének teljes konvergenciat kimondé véltozata Hsu—
Robbins és Erdés nevéhez fliz6dik. A Hsu—Robbins-tétel eredeti formaja a
kovetkezo.

2.5. Tétel (Hsu és Robbins (1947)). Legyen X1, Xs,... figgetlen valdszi-

niiségi valtozok egy sorozata, azonos F(x) eloszldsfiggvénnyel és

/oo zdF(z) =0, o°= /OO 22dF (z) < oo. (2.18)

—00 —00
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Akkor azY = (X1 + Xo + -+ + X)) /n sorozat nullahoz konvergdl teljesen,
azaz a

o0
> P{|Yn| > €} (2.19)
n=1

konvergens minden € > 0 esetén.

Legyen Y,, i = 1,2,... valoszinliségi valtozok egy sorozata. Azt mond-
juk, hogy ez a sorozat atlagosan gyengén dominélt (weakly mean dominated,
wmd) az Y valésziniiségi valtozé altal, ha

1 n
HZPUYA >t) < CP(|Y] > 1) (2.20)
i=1

minden ¢ > O-re és n = 1,2,...-re (lasd [Gut (1992)]).
A tovabbiakban hasznalni fogjuk a koévetkezd lemmat (ldsd [Fazekas
(1992)]).

2.1. Lemma (Fazekas (1992)). Legyen azY,, i =1,2,... sorozat dtlagosan
gyengén domindlt az Y waldsziniségi vdltozo dltal. Legyen d > 0 régzitett.
Legyen f :]0,00) — [0,00) egy szigorian novekvd nem korldtos figgvény és
f(0) =0. Akkor

1 n
=Y E|Y;| < CE|Y]; (2.21)
n -

=1

az f(|Yn]), i = 1,2,... sorozat dtlagosan gyengén domindlt (weakly mean
dominated, wmd) az f(|Y]) valdszinidségi vdltozo dltal;

a csonkitott |Yn|(d), 1= 1,2,... sorozat dtlagosan gyengén domindlt a
csonkitott |Y |\ waldsziniiségi vdltozd dltal;

1 n
- S EII{]Yi] >t} < CE[Y[I{|Y]| > t}. (2.22)
=1

Adott X valdszintiségi valtoz6 és t pozitiv szdm esetén a kovetkezé cson-
kitott valdszinliségi valtozot fogjuk hasznalni

XO = 41{X < —t} + XT{|X| <t} +tI{X > t}. (2.23)

Itt I egy halmaz indikator fiiggvényét jeloli.
A kovetkezo tételben hasznéljuk a reguldris valtozasu fiiggvényeket
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2.1. Definicid. Egy pozitiv mérhetd f fiigguény requldris vdltozdsi p € R
kitevovel, ha

lim f)
A kovetkezo tételiink egy Baum—Katz-tipusu tétel.

= N minden \ > 0-ra.

2.6. Tétel. Legyen X1, Xo, ... valdsziniségi vdltozok egy sorozata, tovdabbd
legyen Sy, = >_i 1 Xi a részdsszegiik. Legyen 0 < p < 2 és o egy pozitiv
szam. Tegyiik fel, hogy az exponencidlis egyenldtlenség teljesiil csonkitott és
centralizalt valdsziniiségi vdltozokra, azaz

g

<P (max ‘Xi(t) - IEXi(t)‘ > d) + g(n) exp (Jj ~ I (1 + xd))

n

(30 -2

=1

> a:) < (2.24)

1<i<n d d B,
minden t > 0, = > 0, d > 0 és n = 1,2,... esetén, ahol
- ~ (N 2
B, =" ,E (Xi(t) —IEX;”) . Tegyiik fel, hogy g(.) reguldris vdltozdsi r

kitevével, ahol 0 < r < (2 — p). Tegyiik fel, hogy X1, Xo,... dtlagosan
gyengén domindlt (weakly mean dominated, wmd) az X wvaldsziniiségi vdlto-
26 dltal, melyre B|X|Pg(|X|"/*) < co. Ha 0 < p < 1, akkor feltesszik, hogy
ap > 1. Ha 1 < p < 2, akkor feltessziik, hogy ap > 1 és EX; = 0 minden
i-re. Ekkor tetszidleges € > 0-ra

oo
Zno‘p_QP(|Sn| > en®) < oo.

n=1

Bizonyitds. Az egyszerliségért hasznéljuk a kovetkezd jelolést: X/ . = Xi(ma/ 4
és X' = X/ Az {|S,| > en®} eseményt hirom részre bontjuk:

o
Z nP=2P (|S,| > en®) <
n=1

00 n en® o
< Z noP—2 Z]P’ (]XZ| > 4>—|—Z noP—2p (
n=1 =1 n=1

n

> (X5 —EXL)
=1

A
2

(o]
+ Z nP=21 (
n=1

n
> EX,;
=1

o
>€721> :A1+A2+A3.
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Hasznalva a (wmd) feltevést, a kovetkezét kapjuk

o (e}
A <CY 0o lp <X| > 82) <

n=1

-
< § aplE - <7(Jr >:
CHy» n IP>< < | X]| 1
:Cipcﬂqm<dwwﬁgqu<
4 - 4 -

=1 n=1

(i—i-l)a)
< oPPp X| < —— ) <CE|X|P .
C';ll (4 < |X]| 1 <CEIX|P < o0

Aj vizsgélatdhoz tekintsiik a kévetkezot

V=n|3" EX,
n En en® en®
> (—4IP’ {Xi < —4} +IEXZ-]I{|XZ-| < }+

en® en®
T plx, > L)
L { ~ }>‘

Ha p > 1, akkor hasznilva, hogy EX; = 0, a (wmd) feltevést és a 2.1
Lemmat, a kovetkezét kapjuk

Va3 (o> o b Sre{im> ) <

=1

. 1 en® _ en®
2 annZE|X,-UI{\X¢| > 4} < Cn! aE|X|]I{|X| > 4} <

< Cn'~ O“E|X|

X|r-1 a
| ’ {|X| en” }:Cnl_o‘pE|X|pH{|X| > ‘SZ} 0,

ahogy n — 0o, mert E\X|p < o0 ésap>1.

Ha p < 1, akkor hasznalva az (2.21)-t az | X;|(9) csonkitott valészintiségi
valtozdkra kapjuk, hogy

n « a
oS (it < 5+ e - )

=1

IN

(0%
< Cnl_aIE|X|H{|X| < 52} +Cn™ a4IP’{|X > 62} <
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en®

4

X
(en>/4)p=1

E| X

< On'°E|X 2 <
<Cn | X| (enajayp =

H{|X| < }—!—C'n

(03
< Onl=°PE|X|PI {\X| < 62} + Cnl=PE|X [P - 0,
ahogy n — oo, mert E|X [P < oo és ap > 1 ebben az esetben. Ezért
—« n /
" ‘Zizl EXni
ha n > n.. Ezért As < cc.

Alkalmazva a (2.24) egyenl6tlenséget d = x = en®/2-vel és hasznélva a
B, =" E (X!, —EX’,)? jellést, a kivetkezot kapjuk

1= 3 SIE
n=1

&
- 2.2
<3 (2.25)

n

> (X5 —EX),)

i=1

o0
< nz::l noP—2p (1125151 | X, —EX,;| > d) +

+n§1nap_2g(n) exp (2 - gln <1 + gi)) .

Mivel |X],| < %, igy az els6 tag nulla. Tehat z = d = en®/2 miatt

[e.e] 1 oo
Ag < Z nap—2g(n)el o <C Z noP2-2a0(\ B —
B,

n=1

n=1

o0 n
=C 3 n 2 g(n) 3 OE(X,,)%
n=1 i=1
Hasznalva az atlagosan gyengén dominalt feltevést, és a 2.1 Lemmat, kapjuk,
hogy Y7 1 E(X/,;)? < nE(X’)% Tehdt X’ definiciéja miatt

00 a\ 2 «
425 €3 eyt (S7) B (131> 5 +

n=1

+C Z noP=1=204(n)E <X2]I {\Xl < 82}) = Ao + Ao

n=1

Ago-re a kévetkezdt kapjuk

fe’e) n—1 . . . 2
C1-92a (0% _|__10t +10{
AQQSCZnO‘pl 2g(n)ZP<€1<\X\<€(z ) >(E(Z ) > <

n=1 =0 B 4 4
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Scip(f < 1X| < e(z‘zm) (auzna)z i per-1-2a ()

i=0 n=i+1
Itt

oo 00
Z no‘p_l_%‘g(n) f":i/ aco‘p_l_%‘g(x)da:.
(A

n=1+1

Most hasznélva a regularis valtozasu fiiggvények ismert tulajdonsagait (lasd
[Bingham, Goldie, Teugels (1987)], 26-27. oldal) a kovetkez6t kapjuk

1
4|X|>a ,
A < P ) < 1] <
29 CZZ <Z<< 6 <1+ )_

=0
< CE (|x[g (X)) < oo.
Hasonléan kapjuk, hogy

Ay <O ol g(n)P (\X| > 52) _

n=1
:Cinaplg(n)i]p<5ia<p(‘<e(i+l)a><
n=1 i=n 4 B 4 B
<CZIP<<|X|< e(i+ 1) )Z ap=lg

Belatjuk, hogy

Znap Lg(n) < Cig(i).

P~ 1g(x) reguldris valtozasi ap — 1+ r > 0 kitevével. Ezért a [Bingham,
Goldie, Teugels (1987)] 1.5.4 Tétele miatt 2°P~!g(x) ekvivalens egy monoton

névekvd fiiggvénnyel. Ezért a szumma behelyettesithetd megfelel integral-
lal. Azaz

Z n?"lg(n) < C/xap_lg(x)d:v.
n=1 1

Mivel ap — 147 > —1, igy [Bingham, Goldie, Teugels (1987)] 1.5.8 Allitasa

miatt A
1

/xap_lg(:n)dzz: < Ci*g(i),
1
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fgy ,
1
Y nlg(n) < CiPg(i).
n=1

Most ismét hasznélva a regularisan valtozé fiiggvények tulajdonsdgait (lasd
[Bingham, Goldie, Teugels (1987)], 26-27. oldal)

B <Ci'ap ()P '<(4X|)1/a<’+1 <

1 1 1 E— 1

1 < 2 g . < <
ap

% 1 p 1
§0E<<4!X) > g<4|Xya> :C’<4> E\X‘pg(ZL\X\Q) <
€ € € €
—
SCg(IXﬁ)

< CE[X[g (|X]/*) < oc. O

2.5. Tagabb értelemben ortans fiiggd sorozatok

Az X1, Xo,... valOszinliségi valtozOk sorozatit tagabb értelemben ortdns
fiiggének (WOD) nevezziik, ha tetszileges pozitiv egész n-re létezik egy
olyan véges g(n), hogy tetszéleges valds z1,. .., z, szdmokra
n
P(Xl >x1,Xo > xo,..., X, > LL’n) < g(n) HP(Xz > .CU,) (2.26)
i=1
és
n
]P(Xl S $1,X2 S Ly e ey Xn S [En) S g(n) H P(XZ S mi), (227)
i=1

teljesiil (14sd [Wang, Wang, Gao (2013)]). Ismeretes, hogy a kiterjesztett
negativ ortans fliggd sorozatok, a negativ ortans fiigg6 sorozatok, a negativ
szuperadditiv fiiggd sorozatok, negativ asszocidlt és a fliggetlen sorozatok
mindegyike WOD sorozat, ldsd [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)]. [Wang,
Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)]-ben exponencidlis egyenlStlenségeket és teljes
konvergencia tételeket bizonyitottak WOD sorozatokra.

Ebben a fejezetben el6szor 6sszehasonlitjuk a WOD sorozatot és a té-
gabb értelemben elfogadhat6 sorozatot. Ha X7, Xo,... egy WOD sorozat,
akkor ismert, hogy

n
Ee2oimi Mi < g(n) H Ee X (2.28)
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tetszOleges valos A-ra. Felidézziik, hogy X1, Xo,...-t tdgabb értelemben el-
fogadhatonak nevezziik, ha teljesitik a (2.28) egyenlétlenséget. Tehdt, ha
valbszintiségi valtozdk egy sorozata WOD, akkor tagabb értelemben elfo-
gadhaté is ugyanazzal a g(n) sorozattal. A kévetkez6 példa bemutatja, hogy
a forditott allitds nem igaz. A 2.1 Példa bemutatja, hogy a tagabb érte-
lemben elfogadhaté valdsziniliségi valtozdk osztdlya bévebb, mint a WOD
valésziniiségi valtozoké, feltételezve, ugyanazt a g(n) sorozatot. Annak ér-
dekében, hogy ezt megmutassuk, egy olyan példat fogunk hasznalni, amely
a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben megadott példa diszkrét megfele-
16jének tekintheté. Az a példa a Feller-féle ellenpéldan alapszik (lasd [Feller
(1971)]-ban a III/1 Problémat).

2.1. Példa. Legyenek X és Y diszkrét valésziniiségi valtozok a kovetkezd
egyuttes eloszlassal

PX=0Y=0)=:, PX=0Y=1=2 PX=0Y=2)=0,

167 167 16 -
P(X=0)=4 P(X=1)=3 PX=2)=g,
PY=0)=1% PY=1)=1i PY=2) =1

Flggetlen esetben az egytittes eloszlas ()~( eloszldsa és X eloszlasa megegye-
zik, illetve Y eloszldsa és Y eloszldsa is megegyezik, de fiiggetlenek).

~Y012
X
IEIHELE
BEEIEIERE
EIHEE
AEIEEE

1. Tablazat. X és Y kontingencia tabldzata
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0O 1 2 3 4
X +Y eloszlasa

1 1 3 1 1

6 4 8 4 16
L 0O 1 2 3 4
X +Y eloszlasa

1 1 3 1 1

6 4 8 4 16

2. Tabldzat. X +Y és X + Y eloszlésa

Lathato, hogy X és Y nem fiiggetlen, de az X + Y eloszlasa ugyanaz,
mint az X eloszlasanak és az Y eloszldsdnak a konvoliucidja. Ezért

]Ee)\(X+Y) _ EGAXEBAY.

Azonban, direkt szamitasokkal
P(X < u,Y <v) < gB(X < wP(Y <) (2:29)

és
P(X >u,Y >v) < gP(X > u)P(Y > v) (2.30)

nem teljesiilnek g = 1-re. Példaul

3 4
16 = 3IP’(X > 0)P(Y > 1).
Léathat6, hogy a legkisebb konstans, amely kielégiti a fenti (2.29) - (2.30)
egyenlStlenségeket a g = 4/3.

Most legyenek a kétdimenzids (X1, X2), (X3, X4), (X5, X6), ... valdszi-
niiségi valtozdk az (X, Y) fliggetlen mésolatai. Akkor a (2.28) egyenlétlenség
teljesiil g(n) = 1 esetén, mig (2.26) és (2.27) g(n) = (4/3)™? esetén telje-
siil. Tehdat élesebb eredményt kapunk, ha direkt a (2.28) egyenl6tlenséget
alkalmazzuk.

1
P(X >0,Y >1)= ;=

W >

A fejezet hatralévo részében alkalmazzuk WOD sorozatokra az el6zo
fejezetben kapott eredményeket. Ehhez el6szor fel kell sorolni néhany ismert
tényt a WOD sorozatokrol. Ha X1, Xo,... egy WOD sorozat és a valds
fi1, fo,... fliggvények, vagy mind nem csokkendek, vagy pedig mind nem
novekvéek, akkor az f1(X1), fo(Xa),... sorozat szintén WOD. Specidlisan
a csonkitott Xft), Xét), ... sorozat is WOD.
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2.7. Tétel. Legyen X1, Xo, ..., X, nulla varhatoértéki valésziniségi vdlto-
26k WOD sorozata. Legyen Sy, = Y1 | X; az dsszegiik és B, = .1 EX? a
szorasnéqyzetek osszege. Akkor d >0 és x > 0 esetén

P (S, > x) §P(1r£1ax Xi>d)+

+g(n) exp (2 A <1 . >) (2.31)
és ]P(\Sn\>:v)§]P’(max 1X;| > >+ o

+2g(n) exp (2 — *ln ( )) .
teljestil.

Bizonyitds. Ez a 2.1 Tétel és a (2.28) egyenlStlenség kovetkezménye. Meg
kell jegyezni, hogy (2.32) egy speciélis esete a [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu
(2014)] 2.2 Lemméjanak, aminek részletes bizonyitdsat nem kozolték. [

Most a WOD sorozatokra értelmezett Hoeffding-egyenlétlenséggel foly-
tatjuk.

2.8. Tétel. Legyen X1, Xo,..., X, valdsziniségi viltozok eqy WOD soro-
zata. Legyen S, = > X; az dsszeqik. Legyenek a valosziniiségi valtozok
korlatosak, azaz a; < X; < b; i =1,2,...,n-re, ahol a; és b; valos szamok.
Legyen € > 0. Akkor

2
P (S, —ES, > ¢) < g(n)exp (—Zn_lsz_al)2> ) (2.33)
22

Legyen My, a (2.11)-ben definidlt maximum. Tegyik fel, hogy (2.26) és
(2.27) teljesilnek g(n) = C esetén. Akkor minden 0 < § < 1l-re létezik
egy olyan C1 = C1(0), hogy

__21-0)
P (M, =€) <2CCrexp ( S ai)2> (2.35)

minden 1 < k <[ <n-re.
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Bizonyitds. A fent leirtak a 2.2 Tétel, a 2.1 Kovetkezmény és a (2.28) egyen-
16tlenség kovetkezményei. O

Most a WOD sorozatokra értelmezett Rosenthal-egyenl6tlenséggel foly-
tatjuk.

2.9. Tétel. Legyen X1, Xo, ..., X, nulla varhatoértéki valdosziniiségi valto-
20k egy WOD sorozata, legyen S, = S°1 1 X; az sszegiik és B, = > EX?.
Akkor p > 0-ra

E|S,|” < C1E max [ X[ + Cag(n)BY/?, (2.36)

ahol Cy és Cy abszolut konstansok.

Bizonyitds. A fent leirtak a 2.1 Megjegyzés és a (2.28) egyenl6tlenség ko-
vetkezményei. O

A kovetkezd teljes konvergencia tétel a [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu
(2014)] 3.2 Kovetkezményének egy valtozata.

2.10. Tétel. Legyen X1, Xo, ... waldsziniségi vdltozok eqy WOD sorozata,
tovdbbd legyen Sy, = > 1 Xi a részdsszegiik. Legyen 0 < p < 2 és a legyen
egy pozitiv szam. Tegyiik fel, hogy g(.) reguldrisan vdltozé r kitevével, ahol
0 <r<a2-—p). Tegyik fel, hogy X1, Xa,... dtlagosan gyengén domindlt
az X valésziniiségi vdltozd dltal, melyre E| X |Pg(|X|V/*) < 0o. Ha0 < p < 1,
akkor feltessziik, hogy ap > 1. Ha 1 < p < 2, akkor feltessziik, hogy ap > 1
és EX; = 0 minden i-re. Ekkor

Zno‘pfz]P’(\Sn\ > en®) < oo.

n=1

Bizonyitdas. A fenti tétel a 2.6 Tétel és a 2.7 Tétel kovetkezménye. O
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3. A von Bahr—Esseen egyenl6tlenségek és alkalma-
zasaik

3.1. Bevezetés

Tekintsiik el6szor a jol ismert von Bahr—Esseen egyenlotlenséget. Legyen

1 <p<2éslegyen X,,, n=1,2,... fliggetlen valészinliségi valtozdk egy so-

rozata, véges p-edik momentummal és nulla varhatéértékkel.
(E| X, |P < 00, EX;, = 0 minden n = 1,2,... esetén). Akkor

n p n
E|> Xi| <cpm > E|Xl?, (3.1)
k=1 k=1
mindenn = 1,2,... esetén, ahol ¢, < 2—n~! [von Bahr—Esseen (1965)]. Az

(3.1) egyenlétlenség a p-edik von Bahr—Esseen momentum egyenlétlenség.

Megjegyezziik, hogy a p-edik von Bahr—Esseen momentum egyenl&tlen-
ség természetesen igaz 0 < p < 1 esetén, vagyis E |> 7, Xi[P < > 1 E| Xy,
ha 0 < p <1 tetszoleges X, n = 1,2,... valésziniiségi valtozok olyan soro-
zatara, mely rendelkezik véges p-edik momentummal.

Dharmadhikari és Jogdeo [Dharmadhikari, Jogdeo (1969)] bebizonyitot-
ta a kovetkezd egyenlétlenséget, mely a von Bahr—Esseen egyenl6tlenség
p > 2 esetre torténd kiterjesztésének tekinthetd. Legyen p > 2 és legyen
Xn,n=1,2,... fliggetlen valésziniiségi valtozok sorozata véges p-edik mo-
mentummal és nulla varhat6értékkel. Akkor (3.1) teljesiil a kovetkezd cpp
konstanssal

—1 - m
Cpn = np/le(pQ) max {1, 2p73} [1 + 2p71D§€n 22 } ) (3:2)

ahol az egész m kielégiti a 2m < p < 2m + 2 egyenlStlenséget és

m

Doy = > k™1 (k = 1)1 (3.3)
k=1

A [Chen, Bai, Sung (2014)] cikkben paronként figgetlen valésziniiségi valto-
zokra kaptak meg a p-edik von Bahr—Esseen momentum egyenl6tlenséget,
ha p értékére teljesiil, hogy 1 < p < 2. A von Bahr—Esseen momentum
egyenl6tlenség p = 2 esetén nyilvanvaléan teljesiil paronként fiiggetlen nul-
la varhat6értékii valdszintiségi valtozdkra, és [Chen, Bai, Sung (2014)]-ben
ezt a tényt alkalmaztdk a p-edik (1 < p < 2) von Bahr-Esseen momentum
egyenlGtlenség bizonyitéséra.
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A [Chen, Bai, Sung (2014)]-ben talalhaté bizonyitdst elemezve a kovet-
kez6 eredményt kaphatjuk. Ha 1 < p < 2 és X,,, n = 1,2,... tetszlle-
ges valOsziniiségi valtozok egy sorozata véges p-edik momentummal és nulla
varhatéértékkel, tovabba a méasodik von Bahr—Esseen momentum egyenlot-
lenség teljestil a csonkitott centralizalt XilI (| Xx| < z) — EXiI (| Xg| < ),
k=1,2,...,n valtozokra, minden x > 0 esetén, akkor a p-edik (1 < p < 2)
von Bahr-Esseen momentum egyenl6tlenség igaz az X, n = 1,2,... vald-
szinliségi valtozdkra, ahol I az indikator fiiggvényt jeloli.

Tovabba, altalanosithatjuk az el6z6 eredményt azzal, hogy 2 helyett g-t
hasznalunk. Vagyis, ha 1 < p < ¢q és a g-adik (1 < p < 2) von Bahr-Esseen
momentum egyenl6tlenség teljesiil minden csonkitott centralizalt valtozoéra,
akkor a p-edik von Bahr-Esseen momentum egyenl6tlenség igaz az eredeti
valbsziniiségi valtozokra is. Azonban létezik a csonkitasnak egy masik valto-
zata is. Adott X valdsziniiségi valtozé és t pozitiv szam esetén a kiévetkezd
csonkitott valésziniiségi valtozét hasznalhatjuk

EOX® = 41{X < —t} + XT{|X| <t} +tI{X > t}. (3.4)

Az az elénye ennek a csonkitésnak, hogy () X () = h(X) alaki, ahol h egy
novekvo valés figgvény. Tovabba tudjuk, hogy bizonyos fiiggbségi feltéte-
lek 6roklédnek, ha a valdszintiségi valtozdkat névekvd fiiggvényekbe helyez-
zilk. Ezért még fontosabb tudni, hogy a g-adik von Bahr—Esseen momentum
egyenlétlensége a csonkitott és centralizalt valtozéknak (—%) X lgx) ~EC2 X lgm)
maga utan vonja a p-edik von Bahr—Esseen momentum egyenlGtlenséget az
eredeti X}, valészinliségi valtozokra (1 < p < q). Ezt a 3.1 Tételben bizonyit-
juk. Tovabba kiemeljiik, hogy a 3.1 Tételben nem feltételeziink semmilyen
gyenge fliggdséget a valdszinliségi valtozdkon. Megjegyezziik, hogy a vizsga-
lataink soran a (3.4) kiilonbozé valtozatait alkalmazzuk.

Ismert tény, hogy bizonyos exponencialis kapcsolatok alapvetd szerepet
jatszanak a fiiggetlen és gyengén fiigg6 valdszinliségi valtozok aszimptotikus
eredményeinek bizonyitasaban. Az ilyen fajta kapcsolat egy dltalanos alakja
megjelenik az elfogadhatésag definiciéjaban is. Az X1, Xo, ..., X,, valdszi-
nliségi valtozokat elfogadhatonak nevezziik, ha

n
Eel2i=1 M < HE@AXZ’ (3.5)
i=1

minden valdés A esetén, ldsd [Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)]. A 3.3
fejezetben megmutatjuk, hogy a (3.5) egyenlétlenség egy valtozata maga
utdn von egy exponencislis egyenlStlenséget, lasd 3.1 Allitds. Az exponen-
cidlis egyenlétlenséget alkalmazva, megkapjuk a Rosenthal-egyenlotlenséget
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(3.2 Allitas). Végezetiil, latni fogjuk, hogy a (3.5) egyenlétlenség egy valtoza-
ta maga utan vonja a p-edik von Bahr—Esseen momentum egyenl6tlenséget,
lasd a 3.2 Tételt. Alkalmazva a 3.2 Tételt, megkapjuk a von Bahr—Esseen
momentum egyenl6tlenséget WOD sorozatokra (3.3 Tétel).

A momentum egyenl&tlenségek alkalmazasanak fontos szerepe van a kon-
vergencia tételekben. A 3.4 fejezetben az egyenlGtlenségeink kévetkezmé-
nyeként igazolunk egy nagy szamok torvényét és egy teljes konvergenciat.
A j6l ismert Etemadi-féle nagy szdmok erds torvénye (SLLN) szerint, ha

X1, Xo,... paronként fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok
véges els6 momentummal, akkor
Xi++ X
lim =L T8 Ry
n—oo n

majdnem biztosan, lasd [Etemadi (1981)]. A kés6bb bemutatott 3.4 tételiink
is egy Etemadi tipust SLLN. A mi tételiinkben, paronkénti fiiggetlenség he-
lyett, azt tessziik fel, hogy, vagy (3.5), vagy (3.1) teljesiil a csonkitott valé-
szintiségi valtozokra. Tovabbi jél ismert SLLN eredmény a [Csorgé, Tandori,
Totik (1983)] cikk. Itt paronként fiiggetlen, viszont nem azonos eloszlasi va-
16szintiségi valtozokat tételeztek fel. A mi 3.5 tételiink a Csorgd, Tandori és
Totik SLLN egy 1j valtozata. Mi a paronkénti fliiggetlenséget a (3.5), vagy
a (3.1) egy megfeleld valtozataval helyettesitettiik. Tovdbba bemutatédsra
keriil a nagy szamok egy gyenge torvénye (WLLN, lasd 3.6 Tétel).

A nagy szdmok torvényében a a konvergencia sebessége leirhat6 a tel-
jes konvergencia tételek altal. A klasszikus teljes konvergencia eredmények
Hsu, Robbins, Erdés, Baum and Katz munkédjihoz fiz6dnek, 14sd [Baum,
Katz (1965)]. Az elsé teljes konvergencia tétel eredményeket val6szintiségre
kapték, késébb hasonl6 eredményeket bizonyitottak a momentumokra is. A
teljes momentum konvergencia altaldnos forméja az Y1, Yo, ... valdsziniliségi
valtozokra a kovetkezo

ZanE(\YnW)n —e)! <o0

minden £ > 0O-ra, ahol (-); a pozitiv részt jelenti. Itt Y, a valdszintiségi
valtozok részosszege. A [Chow (1988)] munka foglalkozik teljes momentum
konvergencidval fiiggetlen valdsziniiségi valtozok esetén. A [Sung (2009)]-ben
Soo Hak Sung bemutatta, hogy amikor bizonyos momentum egyenl&tlensé-
gek teljesiilnek csonkitott valdsziniiségi valtozdkra, akkor a teljes momentum
konvergencia teljesiil.

A médszeriink 1ényegét az aldbbiakban foglaljuk 6ssze. Csonkitédst alkal-
mazunk a valdszinliségi valtozdkra, aztan kozelitéseket a valoszinliségekre és
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momentumokra. Ezen mddszerek kombinacidjanak készonhetéen kaptuk a
momentum egyenlotlenségek altaldnos valtozatait és a konvergencia tétele-
ket.

3.2. A von Bahr—Esseen momentum egyenlGtlenség

Ebben a fejezetben a kovetkezd altalanos tételt bizonyitjuk. Ha a von Bahr—
Esseen momentum egyenlétlenség teljesiil a ¢ kitev6 és csonkitott centra-
lizalt valdszintiségi valtozok esetén, akkor teljesiil magukra a valdsziniiségi
valtozokra tetszoleges p esetén, 1 < p < ¢. Kiemeljiik, hogy nem alkalmaz-
tunk tovabbi feltevéseket a valdszintségi valtozok fliggdségének struktira-
jara. A bizonyitas soran [Chen, Bai, Sung (2014)] 2.1 Tétele bizonyitdsédnak
modszerét alkalmazzuk. Az a tétel egy von Bahr—Esseen egyenlGtlenség pa-
ronként fiiggetlen valészintiségi valtozokra. A (3.4) csonkitést alkalmazva
Xl (| Xk| < x) helyett, a mi mddszeriink révidebb, mint ami a [Chen, Bai,
Sung (2014)]-ben taldlhato.

3.1. Tétel. Legyen 1 < p < q. Legyen X,,,n = 1,2,... valdsziniségi vdlto-
20k egy sorozata és E|X,|P < oo, EX,, =0 minden n = 1,2,...-re. Tegyiik
fel, hogy tetszdleges x > 0 esetén

q

Z ( —x X(x (—:B)X( ) < gq Z ’ z)X E(_;E)X]ix) q.
. o (3.6)
Akkor
E(> Xi| < fpaln) D EIXil, (3.7)
k=1 _

ahol fpq4(n) csak gq(n)-tél, p-tél és q-tdl figg (egy lehetséges vdlasztds az
2
fpa(n) =5+ 2c4g4(n)2¢ ( ) , ahol cg =2971).

n
Bizonyitds. Legyen V. = > E|X;|P. Ha V = 0, akkor X} = 0 majdnem
k=1

biztosan minden k& = 1,2, . ,n esetén, tehat feltehetjik, hogy V # 0. Az

egyszeriség kedvéért, jelolje Z; a csonkitott valészinliségi valtozot, vagyis
(z'/P)

legyen Z; =(==/?) X; , ahol = egy tetszdleges pozitiv szam. TetszoOleges
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€ > 1 esetén,

p:/{

0

>x}

<(1+4+¢e)V { X5 >ac1/p}dx<
(1+e)V
3.8
<(1+e)V+ / Z {ka\>x1/P}dx+ (3:8)
(1+e)v k=1
+ / IP’{ >z, >:L‘1/p}dx:
(1+e)V k=1
= (1+e)V+ 1+ 1D
Lathatd, hogy
< Z/P{|Xk| > 2P de = Y EIX P = V. (3.9)
k=17 k=1

Felhasznélva, hogy EX; = 0, a kovetkezdét kapjuk EXI (\Xk\ < xl/p) =
—EX,I <|Xk| > xl/p>, ahonnan

n
> EZy| =

k=1
+ 2P (X > 27 — 2MPP (X < —a'/7) | <

sup z 1P
z>(14€)V

n
U —EX,I(|X 1/p
xz?ﬁi)vgj ‘kz::l k (‘ Kl >z ) +

< sup az VP
&> (1+e)V

}n: E | X;|I (\Xk| > xl/p) + /PP (|Xk] > xl/p) <
k=1

<2 sup xil/pZIE|XkH[(|Xk] > xl/p) <
o> (1+4e)V i1

<2 sup ax VP.gl/rl > E|XiT (]Xk\ > :z:l/p) <
z>(1+e)V E—1
<21+ 'tV Vv =201+t
(3.10)



38

Most alkalmazzuk a (3.10)-et és akkor, mivel € > 1, hasznélhatjuk a Markov
egyenlGtlenséget, és a kovetkezdt kapjuk

/ IP{ > Zk >x1/p}dx <
(1+e)V k=1
< / IP{Z ~ > EZy| > 2P - ZEZk}dx<
(1+e)V k=1 k=1 k=1
< / IP{ S [Z—EZ] > [1-2(1+)7] :cl/P} de <
(14e)V k=1 (3'11)
o0 n q
<[i-20+07" / 2 PR (S (2, — BZ| do <
(1+e)V k=1
< 2¢494(n) {1 —-2(1+ 6)_1] - Z / xUPE | Z, | d =
k:1(1+e)v

= 2¢494(n) {1 —2(1+¢)” } Zlgk

Az utolsé 1épésben alkalmaztuk a (3.6)-et és a cq-egyenlStlenséget. Most
rogzitett k esetén, 1 < k < n, a kovetkezot kapjuk

[e.°]

o = / 2~ UPR|Z,| dz =
(1+e)V
oo /v
= [ a [ POx >y dydo =
(1+e)V 0
o (1+e)2/Pvalr (3.12)
= / a~ P / ]P’{]Xk\ >y1/q}dyd:c+
(1+e)V 0
00 xa/P
+ / a=UP / P{]Xk\ >y1/q}dydx:
(1+e)V (1+e)a/rvalp

= Doy, + Iook.
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Ismét alkalmazva a Markov egyenl6tlenséget

(1+€)q/pvq/p
Iy, = rfp(l*‘g)l_qmvl_(ﬂp / P{’Xk\ > yl/q}dy <
0

(1+5)q/pvq/p (3 13)
< p (1+¢)l-a/pyl-a/p / E|Xg|P -y P/9dy =
q—p
0
qp
= E|Xg|P.
(¢ —p)? 1
Iyop-ra a kovetkezét kapjuk
o [e.e]
bn= [ B{xl >y} [ eoirdady -
(1+e)a/pva/p yp/a
= % / yp/q_lp{‘Xk’ >yl/q}dy§
(1+¢€)a/PVa/p (3.14)
- /yp/q_lIF’{lel >y} dy =
q—p
0
= L gx,p.
q—p
(3.11)-(3.14)-et alkalmazva
I < 2¢,9,(n)[1 — 2(1 + )11 { ap 5+ 1 } V=
(¢—p)* q-»p (3.15)

2
= 2e,gm)l1 - 20+ () v,

Osszegezve a (3.8), (3.9) és (3.15) formulakat kapjuk

n
D> X
k=1

E

’ < {2+s+2cng(n)[1 — (1 +¢)7 1 ( a )2} V.

Lathato, hogy a kovetkez6 fliggvény

2
f(e) = 24+ 2¢494(n)[1 — 2(1 + )77 (qu)
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pozitiv és folytonos az (1,00) intervallumon, és lim f(e) = lim f(e) = oo.
e—1+ Sadee]
Ezért f(e)-nak létezik minimuma az (1,00) intervallumon. Legyen
fpqa(n) = 1<in<f f(e). Lathato, hogy fpq(n) > 3, és ez csak gq(n)-t6l, p-
eSO
t6l és ¢-tol fugg, tehat (3.7) igaz. O

3.3. Exponencialis egyenl6tlenségek és kovetkezményeik

Ebben a részben azt targyaljuk, hogy, ha feltételezziik, hogy (3.5) telje-
stil a csonkitott valdszintiségi valtozdkra, akkor kapunk egy exponencié-
lis egyenl6tlenséget (3.1 Allitas), amelynek kovetkezménye egy Rosenthal-
egyenlétlenség (3.2 Allitds) és egy von Bahr-Esseen momentum egyenl6t-
lenség (Tétel 3.2).

Legyen m1,m2,...,n, valészinliségi valtozok egy sorozata. Tekintsiik a
kovetkezd feltételt

n
Eeici M < g(n) [[ EeM:. (3.16)
i=1

Ha a (3.16) feltétel teljestil g(n) = 1-re és tetszdleges A € R esetén, akkor
az m,n2,. .., -t elfogadhatonak nevezziik. Lathaté, hogy, ha (3.16) igaz
N,M2,...,Mn esetén, akkor igaz m — ai1,m2 — a2,...,Mp — Gn
esetén is, minden valés ai,...,a, szamra, specidlisan igaz m — En,
m2 — Ena, ...,y — Eny, esetén.

Adott X valbsziniiségi valtozo és a < b szamok esetén definidljuk a
kovetkez6 (aszimmetrikus) csonkitott valészintiségi valtozot

@ x®) — ol {X < a} + XI{a < X <b}+bI{X > b}. (3.17)
Ez az (W X©®) csonkitds névekvd fiiggvénye X-nek.

3.1. Allitds. Legyen X1, Xo, ..., X, wvaldszindséqgi vdltozdk eqy sorozata.
Tegyiik fel, hogy (3.16) teljesil minden a; < b;, i = 1,2,...,n esetén
n; =) Xi(bi)—re tetszéleges A € R mellett. Legyen d > 0 rdgzitett és legyen

y; =(=9) Xl-(d) —E(_d)Xi(d), 1=1,2,...,n csonkitott és centrdlt valdsziniségi
vdltozo. Legyen Sy, = Y1 1 Y; az ésszeq és By, = .1 | EY;? a szérdsnégyzetek

osszege. Akkor minden x > 0 ést > O-re,

P(|S,| > o) < P (1%% Y| > t) 4

+2g(n) exp (f:” _ %hl <1 N ;;1;)) | (3.18)
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Bizonyitds. A [Fuk, Nagaev (1971)] klasszikus otletét kovetjitk. Tetszoleges
valos t > 0 szam és & valdszintiségi valtozd estén

¢ = min{¢, t}

jeldli a valészinfiségi véltozé csonkitott formajat. Jelslie n; = V¥,
i = 1,2,...,n a csonkitott valdszinliségi valtozdkat. Akkor n; az
(ai)Xi(bi) — m; alakt valamely a; < b; és my, © = 1,2,...,n esetén. Ezért

(3.16) teljesiil n; = Yi(t)—re. Igy a 2.1 Tétel alapjan

P(iYi>x> < g(n)exp (f—‘:ln <1+§;>) (3.19)

i=1
A (3.16) egyenlétlenség igaz m; = (=Y;)®, i =1,2,...,n esetén, tehat (3.19)
igaz az —Y1, —Ys, ..., Y, valdsziniliségi viltozokra is. Alkalmazva a (3.19)
egyenlGtlenséget az Y1, Ys,...,Y, éaa —Y7, —Ys, ..., =Y, valészinliségi val-
tozdkra, megkapjuk a (3.18) egyenl6tlenséget. O
Most a Rosenthal-egyenl6tlenséggel folytatjuk.

3.2. Allitas. Legyen X1, Xo,..., X, valdsziniségi vdltozdk eqy sorozata.
Tegyiik fel, hogy (3.16) teljesiil tetszbleges A € R és n; =) Xz-(bi) ese-
tén minden a; < b;, i = 1,2,...,n-re. Legyen d > 0 rogzitett és legyen
y; == Xi(d) — E(_d)Xi(d), 1 = 1,2,...,n a csonkitott centralizdlt valo-
szindiségi vdltozo. Legyen S, = Y"1 Y; az dsszegiik és B, = >." 1 EY? a
varianciak dsszege. Akkor

E[S,|P < C1E max |Y;P 4+ 2Cyg(n)BP/?, (3.20)
1<i<n

ahol p > 0 és Cq, Cy csak p-tdl fiigg.

Bizonyitds. Ismert, hogy az exponencidlis egyenldtlenséghdl kovetkezik a
Rosenthal-egyenlétlenség, 1lasd 2.4 Tétel. Ezért (3.18)-bdl kovetkezik (3.20).
O

Most megkapjuk a von Bahr—FEsseen egyenlGtlenséget.

3.2. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen X,,n =1,2,... valdsziniségi vdlto-
20k egy sorozata, gy, hogy E|X,|P < oo, EX, = 0 minden
n = 1,2,...-re. Tegyik fel, hogy (3.16) teljesil tetszéleges A € R és
n; =) Xi(bi) esetén minden a; < b;, i =1,2,... ,n-re. Akkor

n
> X
k=1

ahol fp(n) csak g(n)-tél és p-tél figg.

E

p n
< fp(n) > E|Xg[P, (3.21)
k=1
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Bizonyitds. Legyen d > 0 rogzitett és legyen Y; =(—9) XZ-(d) — E(*d)Xi(d),
1 = 1,2,...,n csonkitott és centralizalt valdszinliségi valtozd. Legyen
Sp =31, Y; az Osszegiik és B, = Y7 | EY;? a variancidk &sszege. Akkor,
a 3.2 Allitasbol 2 kitevével kapjuk, hogy

n 2 n
E (z Y) — B[S, 2 < Cg(n) By = > Cg(m)EYZ.  (3.22)
i=1 i=1

Tehat megkaptuk, hogy a von Bahr—Esseen momentum egyenl6tlenség igaz 2
kitevo esetén a csonkitott és centralizalt valdsziniiségi valtozokra. Fzért a 3.1
Tételbol, akkor is teljesiil magukra a valdszintiségi valtozokra tetszéleges p
esetén, ha 1 < p < 2. Tehat (3.21)-t bebizonyitottuk 1 < p < 2-re. p = 2-re
hasznéaljuk a d 1 oo-t (3.22)-ben. Akkor a domindlt konvergencia tételbdl
kovetkezik (3.21), ha p = 2. O

Most alkalmazzuk az eredményeinket a WOD sorozatokra. Az X1, Xo, ...
valbszintiségi valtozdk sorozata WOD, ha minden pozitiv egész n-re 1étezik

egy véges g(n), hogy minden valds z1, ..., z, szamra
n
P(Xl >x1,Xo>xo,..., X, > .%'n) < g(n) H]P’(XZ > xz) (3.23)
i=1
és
n
P(X1 <21, X2 < g,..., X < ) < g(n) [[P(Xs < 24), (3.24)
i=1

lasd [Wang, Wang, Gao (2013)].

Ismert, hogy a kiterjesztett negativ ortans fliiggd sorozatok, a negativ
ortans fliggd sorozatok, a negativ szuper-additiv fiiggd sorozatok, a negativ
asszocialt és a fiiggetlen sorozatok mind WOD sorozatok, lasd [Wang, Xu,
Hu, Volodin, Hu (2014)]. A kovetkezékben a WOD sorozatok jol ismert
tulajdonsagai keriilnek bemutatasra.

Ha X1, X5,... WOD sorozat és az f1, fo,... valds fliggvények mindegyi-
ke vagy nem csokkenbek, vagy nem novekvd, akkor az f1(X1), fa(Xa),. ..

sorozat szintén WOD, illetve az (‘“)Xl-(bi), 1 =1,2,... csonkitott sorozat is
WOD.
Tovabba Y
Re2oioi M < g(n) H Ee M (3.25)
i=1

minden valés A esetén és (3.23)-(3.24)-ben 1év6 g(n)-re. Most megfogal-
mazzuk a von Bahr—Esseen egyenlGtlenséget WOD sorozatokra. Meg kell
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jegyezni, hogy a kovetkezd tételt mas méodszerrel belattdk a [Wang, Xu, Hu,
Volodin, Hu (2014)] cikkben (ldsd a [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)]
2.3 Kovetkezményét).

3.3. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen X,,n = 1,2,... valdszindiségi vdl-
tozok eqy WOD sorozata, azaz teljesiljon (3.23) és (3.24). Tegyiik fel, hogy
E| X, |P < oo, EX,, =0 minden n =1,2,...-re. Akkor

E|> X
k=1
ahol fp(n) csak p-tdl és (3.23)-(3.24)-ben lévd g(n)-tdl figg.

Bizonyitdas. A WOD sorozatok fent emlitett tulajdonsagai miatt alkalmaz-
hatjuk a 3.2 Tételt. O

p

< Jyn) S EIXP, (3.26)

3.4. Konvergencia tételek

Ebben a fejezetben altalanos konvergencia tételek keriilnek bizonyitasra.
Bemutatjuk, hogy amikor a (3.16) elfogadhatdsagi feltétel teljesiil a cson-
kitott valdszintiségi valtozdkra, akkor gyenge és erés nagy szamok torvénye
(WLLN, SLLN) és teljes konvergencia is teljestil egyéb gyenge fliggéség fel-
tételezése nélkiil. Mivel a bizonyitasok a von Bahr—Esseen egyenlGtlenség
felhasznalasaval torténnek, lathatd, hogy a (3.21) teljesiilése a csonkitott és
centralizalt valészinliségi valtozokra maga utan vonja a fent emlitett aszimp-
totikus eredményeket.
Kezdjiik az Etemadi tipusiit SLLN-nel.

3.4. Tétel. Legyen X,,,n =1,2,... azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok
eqy sorozata, mely teljesiti a kévetkezéket: EX? < oo és EXy = 0.

(1) Tegyiik fel, hogy (3.16) teljesiil g(n) = C-re és minden X € R és
7; =(ai) Xz-(bi) tetszoleges a; < b;, i = 1,2, ... esetén. Akkor

Jim — kzl X, =0 (3.27)

1 valdszintiséggel.
(2) Ha, (3.16) helyett, a von Bahr—Esseen egyenlétlenség teljestil a cson-
kitott centralizdlt valosziniségi valtozokra, azaz, ha

E (n (o0 x —E(af>X§”i))>2 <

(a;
' (3.28)
Z ( a) x (00 _ (aoXi(bi))? 7
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akkor (3.27) teljesdl.

Bizonyitds. Eloszor meg kell jegyezni, hogy a 3.2 Tétel miatt, a (3.28) egyen-
16tlenség mindig teljesiil a tétel feltételei miatt. Tudjuk, hogy az eredeti
Etemadi SLLN teljesiil paronként fiiggetlen valészintiségi valtozdkra. Azon-
ban, a bizonyitdst elemezve (lasd: [Etemadi (1981)] vagy [Bauer (1996)])
az egyetlen 1épés, ahol a paronkénti fiiggetlenséget alkalmazték, az a (3.28)
egyenl6tlenség, a; = 0, b; = ¢ és a; = —i, b; = 0 valasztassal. O

Egy jol ismert SLLN paronként fiiggetlen valdszinliségi valtozokra a
[Csorgd, Tandori, Totik (1983)]-ban leirt eredmény. Megmutatjuk, hogy az
1. Tétel a [Csorgd, Tandori, Totik (1983)]-ban igaz, ha a paronkénti fiig-
getlenséget kicseréljiikk az elfogadhatosagi feltétellel. A mi tételiinkben p
tetsz6leges 1 < p < 2 kozti szdm, mig a [Csorgd, Tandori, Totik (1983)]-ban
p=2.

3.5. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen X,,n =1,2,... valdsziniségi vdlto-
20k egy sorozata. Teqyiik fel, hogy

2 X — EXp P
3 glXn “EXnl 3.9
mP
m=1
és

1 n

=Y E|Xp - EX,| korldtos. (3.30)

n

m=1

(1) Tegyiik fel, hogy (3.16) teljesil g(n) = C' esetén és minden X\ € R-re és
7 =(ai) Xi(bi)—re tetszbleges a; < b;, i =1,2,... esetén. Akkor

lim ~ > (Xm —EXp) =0 (3.31)

1 valdszindiséggel.

(2) Ha (3.16) helyett, a von Bahr—FEsseen egyenldtlenség teljesil a csonkitott
centralizdlt valdszintségi vdltozokra, azaz ha

E

i ((%’)Xi(bi) _ E(ai)Xi(bi)> |P <

=1 (3.32)

(ai)Xi(bi) _ E(ai)Xi(bi)

p
)

<C> E
i=1

akkor (3.31) teljestil.
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Bizonyitds. A 3.2 Tételbdl, (3.32) egyenlétlenség mindig teljestil, a téte-
link feltételei alatt. Az eredeti bizonyitasban (lasd [Csorgd, Tandori, Totik
(1983)]) az egyetlen 1épés, ahol a paronkénti fiiggetlenséget alkalmaztik, az
a (3.32) egyenl6tlenség, ahol a; = 0, b; = 00 és a; = —o0, b; = 0. O

A kovetkezo tétel egy nagy szamok gyenge torvénye, amelyben L, kon-
vergenciat is bizonyitunk.

3.6. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen az X,,n=1,2,... sorozat dtlagosan
gyengén domindlt az X walésziniiségi valtozd dltal, ahol E|X|P < oo. Tegyiik
fel, hogy EX,, = 0 minden n = 1,2,...-re. Tegyiik fel, hogy (3.16) teljesiil
g(n) = C-re, tetszéleges A € R-re és n; = (ai)Xi(bi)—re minden a; < b;,
1=1,2,... esetén. Akkor

) 1 n p
lim E —7 };Xk =0. (3.33)
Tovabbd,
1 n
Jim 7 1;1 X = (3.34)
valosziniiségben.

Bizonyitas. Legyen t > (. Legyen
=)z — min{—t, 2} +t, B2 = max{t, Z} —t.

Mivel EX; = 0, azt kapjuk, hogy

n

1 —c0) (o) x|
—/Z( XY —gox| )‘Jr

1 n
7/2

n p
1) ()
+cE| Z( ~ECOX0)| + 3.35)
n p
+ cE 1/ Z(”X ) —EOX)| =
=T + 1> + 15,
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A 3.2 Tételt alkalmazva kapjuk, hogy

CN g |0 x0) _ g x (P
ngnZE‘ X~ E® x| ‘g
k=1
c n
< =Y E[tI{ Xy >t} — BtI{ X}, > t}|"+
nk; | |

+ SR XX > £} — EXLI{X, > )] <
n
k=1

n n
C C
< — tPP{ X, >t — EXPI{X, >t} <
_”;;:1: { Xk }+nk§:1: P{ X >t} <

n
C
< SN EXPI{X, > ).

Hasonléan

n
T < %ZE\Xk]p]I{Xk < —t}.
k=1

Tehét, (2.22) miatt

n
T+ Ty < % STEIXGPI{| Xp| > t} < cBIXPPI{|X] > t} <

9
k=1 2

minden rogzitett € > 0-ra, ha t elég nagy, vagyis t > t.. Most alkalmazva
a 3.2 Tételt 2 exponenssel, a kovetkez6t kapjuk

n p/2
T) < g (Z E (X - E<—t>X,§t))2> <
k=1

(3.36)

C 2 p/? /2
< — 2 = PP .
< (n( t) ) ctPnP’= In

Legyen t = t. és valasszunk egy elég nagy n-t, hogy ctgnp/Q/n < 5. Akkor
T < 8/2. O
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3.1. Megjegyzés. A bemutatott 3.6 Tétel hasonld a [Chen, Bai, Sung (2014)]
3.1 Tételéhez, ahol paronként fliiggetlen valdszinliségi valtozdkat hasznéltak.
Lathato, hogy a 3.6 Tételben az atlagosan gyengén dominalt feltevés kicse-

rélhetd a p-edik egyenletes integralhatdsdg feltevésével, melyet a [Chen, Bai,
Sung (2014)] 3.1 Tételében hasznaltak.

A kovetkez6 tételben lathatjuk, hogy, ha az elfogadhatosagi feltétel,
vagyis az (3.16) g(n) = C esetén igaz a csonkitott valésziniiségi valtozokra,
akkor teljes momentum konvergencia eredmények kaphatok. Specidlisan a
von Bahr-Esseen egyenlGtlenség igaz a csonkitott és centralizalt valdszinii-

ségi valtozokra, akkor teljes momentum konvergencia is teljestil.

3.7. Tétel. Legyen 0 < p < 2,1 < r < 2, é50 < o < 2. Legyen az
X, n = 1,2 ... sorozat dtlagosan gyengén domindlt az X wvaldsziniiségi

valtozo dltal. Tegyiik fel, hogy EX,, = 0 minden n = 1,2,...-re. Tegyiik fel,

hogy (3.16) teljesiil g(n) = C esetén minden A € R-re és n; =(@) XZ-(bi)—re

tetszdleges a; < b;, 1 =1,2,... esetén.
(i) Ha r < a, akkor feltessziik, hogy E|X|* < occ.
(ii) Ha r = «, akkor feltesszik, hogy E|X|"log(1 + | X|) < oo.
(iii) Ha r > «, akkor feltessziik, hogy E|X|" < co.
Akkor
Zna p E{‘nl/p ZXk
n=1 k=1

minden € > 0-ra, (3.37) a teljes momentum konvergencia, ami implikdlja a

—€}T < 00 (3.37)
-

teljes konvergencidt.
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Bizonyitds. Legyen t = n'/P. Mivel EX}, = 0, ezért

Bdef ! n*/"E {nl/p Z k| — 5} =
n= k=1 +
— Z_:lna/p—2E{ L/ z_: ( t)X (_t)X,gt)) 4

k=1
> (X —E(”X;EOO)})‘ —6} < (3.38)
k=1 +
< nolr2E Lﬁ:((—t)X(w 0x{) tL
_Cn:1n nl/p 2
S o) (D o) 0|
+an::1n /P2 nl/pkzl(( X0 —ECRXT)| 4
-l-cZna/p ’F %Z (Ox —EO XY
n=1 k=1

ahol alkalmaztuk a [Chen, Bai, Sung (2014)] 3.1 Lemmaéjit. Most, mivel
g(n) = C, a 3.2 Tételbél kapjuk, hogy

Bﬁcina/p 2 1 zn:ﬂ-z( E<—t>X,§t))2+

n2/P

+cZna/p 2n3/p ZE‘ — X - B x (] 4

(3.39)

+cina/p 2 1 iE‘t)XOO) E(t)X( o0) |

:T2+T1+T3,

Elészor tekintsiik Th-t. Alkalmazva a 2.1 lemmét, és a t = n'/P értéket
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valasztva kapjuk, hogy
o n 2
Ty <cY n/r2r 23 E (C0x(0) <
n=1 k=1

< nol2rig (Cox0Y* -
n=1

=c Z n®/P=2P1R| X PI{|X| < n'/P}+

n=1

+ CZ n®/P=2/p=1 (nl/p)2]P’{\X| > nl/P} =

n=1

= Ty + To.
A kovetkezot kapjuk
T < e300 ST B < [X] < (e 1)V} -

n=1 k=n

00 k
= ch{kl/p < |X| < (k+1)Y7} Z no/P=1
k=1 n=1

mivel SF_ n®/P=1 < ck/P | ezért
T22 S CE|X|a.

Tovabba

Ty < e P2 AN EIXPI{(k - 1)YP < |X| < BYP) =

n=1 k=1
=c > E[XPI{(k - )VP < |X| < kMYP} ST n/pm2rml < B IX |
k=1 n==k

mivel 100, n®/P=2/P=1 < cfa/P=2/p < (| X |P)/P=2/P
Ty < cE|X|*

Ezért lathatjuk, hogy Ts < oo.
Most tekintsiik T7-et és T3-at. Mint a 3.6 Tétel bizonyitasdnal, amint
t = nl/P, a kévetkezét kapjuk

o0 n
Ts<c), n®/P=r/p=2 > EX;I{X; > n'/P},
n=1 k=1
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Hasonlo6an,

o0 n
Ty <Y PPN B IXG X < —nl/PY
n=1 k=1
Ezért a 2.1 Lemmabdl
o0 n
T+ T3 <cdy nP P 2N BT X > nt/P} <

n=1 k=1

oo
< ey nPr PRI XTI X > nl/P) <

n=1
<cd n¥PTrPTENTEIXTHEYP < |X] < (k+1)YPY <
n=1 k=n

> k
<Y EIXII{EYP < |X| < (k+1)1P} Y po/pr/e-t,
k=1 n=1

Igy a kovetkez lathato:

(i) Ha r < a, akkor T} + T3 < cE|X|* < oc.

(i1) Ha r = «, akkor T} + T3 < cE|X|"log(1 + | X]) < oc.
(iii) Ha r > «a, akkor T1 + T3 < cE|X|" < 0.

Ezért minden esetben B < oo. O

3.2. Megjegyzés. Paronként fiiggetlen és azonos eloszlasu valészinliségi val-
tozokra, [Chen, Bai, Sung (2014)]-ben 1év6 3.7 Tétel ugyanazt az allitast
mondja ki, mint a 3.7 Tétel. A 3.7 Tétel bizonyitasabdl lathatd, hogy a
[Chen, Bai, Sung (2014)]-ben 1év4 3.7 Tétel kiterjesztheté atlagosan gyen-
gén dominalt paronként figgetlen valdsziniiségi valtozdkra is. Tovabbé lat-
haté, hogy a 3.7 Tételbdl kovetkezik a WOD valdszinliségi valtozdk teljes
konvergencidja, ha (3.23)-ban és (3.24)-ben g(n) = C.
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4. Perturbalt matrixok vizsgalata

4.1. Bevezetés

A véletlen matrixok spektralis elmélete hosszi torténelemre tekint vissza
(lasd [Bai (1999)], [Firedi, Komlés (1981)], [O’Rourke, Renfrew (2014)],
[Tao (2013)], [Vu (2007)] és az altaluk felhasznalt irodalom). Egyes munkak-
ban a perturbalt véletlen métrixok spektrumét vizsgaltak (lasd [O’Rourke,
Renfrew (2014)]). Ugyanakkor, ebben az esetben a véletlen matrixra tgy
tekintiink, mint egy perturbalt determinisztikus métrixra.

Célunk Bolla eredményeinek a kiterjesztése (lasd: [Bolla (2005)] és [Bolla,
Friedl, Kramli (2010)]). Tekintsiink egy rogzitett P determinisztikus sablon
(pattern) matrixot, ezt felfdjjuk, hogy megkapjunk egy ,nagy” B, blokk-
matrixot, majd hozzdadunk egy W, véletlen zajt. A kovetkezékben hatarér-
ték tételeket bizonyitunk be az A,, = B, + W, sajatértékeire, ahogy n — co.
Az igy kapott eredmények Bolla eredményeinek a kiterjesztése (lasd: [Bolla
(2005)] és [Bolla, Friedl, Kramli (2010)]), mivel egyardnt vizsgalunk valds
és komplex esetet is, tovabba kiilonbo6z6 tipusi zaj matrixokat hasznalunk,
illetve Ujszert hatarértéktételeket alkalmazunk a véletlen matrixokra. Ezt
kévet6en numerikus eredmények kertilnek bemutatasra, illetve egy grafikus
modszer, mely segit megkiilonboztetni a strukturalis sajatértékeket a nem
strukturalis sajatértékektol

A 4.2 és a 4.3 fejezetekben haszndlt zaj matrixok elemei nulla varhato
értékiiek. Szimmetrikus méatrixokra kapott eredményeink a 4.2 fejezetben
vannak bemutatva. A 4.1 Allitds irja le a felfajt hermitikus métrixok sajét-
értékei. A 4.1 Tételben és a 4.1 Kévetkezményben komplex felfjt hermitikus
matrixokat perturbdltunk komplex Wigner-matrixokkal. Wigner-méatrixok
sajatértékeinek ismert eredményeit felhasznalva belatjuk, hogy a perturbalt
felfijt matrixok strukturalis sajatértékei n-ed rendiiek, mig a véletlen zaj
altal ., generalt” sajatértékek, majdnem biztosan, \/n rendiiek.

A 4.2 Tételben és a 4.2 Kovetkezményben megkapjuk a fenti eredmé-
nyeket arra az esetre, amikor a perturbaciét komplex kovariancia métrix
segitségével végezziik el. A 4.3 Tételben és a 4.3 Kovetkezményben valds
szimmetrikus felfijt matrixokat perturbaltunk valds elliptikus matrixokkal.
Alkalmazva [O’Rourke, Renfrew (2014)] eredményeit az elliptikus matrixok
sajatértékeire, belatjuk, hogy a perturbalt felfijt matrix strukturalis sajatér-
tékei n-ed rendiiek, mig a nem strukturalis sajatértékek, majdnem biztosan,
v/nlog, n rendiiek.

A 4.3 fejezetben nem-szimmetrikus komplex méatrixokat vizsgalunk. A 4.4
Tételben és a 4.4 kévetkezményben komplex fiiggetlen azonos eloszlast mat-



92

rixszal perturbalt komplex felftjt matrixok szinguldris értékeinek aszimpto-
tikus viselkedését vizsgaljuk.

A 4.4 fejezetben pozitiv varhatdértékii elemekkel feltoltott matrixokat
vizsgalunk. A 4.5 Tétel kimondja, hogy a maximalis sajatérték ,nagy”, ami-
kor a métrix elemei teljesitenek bizonyos elfogadhatésagi feltételeket. Ezen
eredménytink [Bolla (2005)] 4.1 Tételének kiterjesztése, ahol azt tették fel,
hogy a szimmetrikus véletlen matrixok foatlé feletti elemei fiiggetlenek.
A 4.5 Tétel bizonyitdsdhoz felhasznaljuk a Bernstein-féle egyenlétlenséget
az elfogadhat6 véletlen valtozokra (4.3 Allités).

A 4.5 fejezetben a numerikus eredményeket mutatjuk be. A szadmito-
gépes szimuldciok eredményei aldtdamasztjik az elméleti eredményeket. A
perturbalt felfajt matrix sajatértékeinek a tipikus viselkedése a kovetke-
z0. Legyen |A1| > |A2| > ... a perturbalt felftjt matrix sajatértékeinek
abszolut értéke csokkend sorrendben. Akkor a |Ai| > [Aaf > -+ > |Ag]
strukturalis sajatértékek ,nagyok” és gyorsan csokkenek. A tObbi sajatér-
ték, [Ag+1| = [Agre| > ..., relativ  kicsi” és nagyon lassan csokken az
értékiik. Tehat konnyen megtalalhatoak a strukturalis sajatértékek. Ahhoz,
hogy megkapjuk a strukturalis sajatértékeket, a kovetkezé numerikus (gra-
fikus) eljarast javasoljuk. Keressitk meg A, néhany sajatértékét, kezdve ab-
szolit értékben a legnagyobbakkal. Legyen a megéllasi feltétele az, hogy az
utolsé 5-10 sajatérték abszolut értéke kozel azonos és nulla koriili. Ekkor
megkapjuk a kovetkezé novekvd sorozatot: [N < [A—1] < -0 < |Aq]. A
fenti sorrendben abrazoljuk az értékeket, hogy megtalalhassuk a hirtelen
valtozast. Ha

0~ A = [Aal & - & | < ] < -0 <]

akkor a hirtelen véltozas [-nél van, illetve a A;, \j_1,..., A1 tekinthetdk a
strukturalis sajatértékeknek. Ugyanakkor, lehetséges tobb-kevesebb kivétel.
Ha a jel-zaj arany tul kicsi, vagy a blokkok méretei nagyon eltéréek, vagy
By, legkisebb nemnulla sajatértékei nagyon kicsik, akkor a médszeriink nem
eredményez egy preciz hatart. Ezekben az esetekben rendszerint néhdny
strukturalis sajatérték gy viselkedik, mint a nem strukturalis sajatértékek.

4.1. Példa. Egy matrix felfijasanak menete
Tekintsiik a kovetkezd P matrixot

)

A P matrix sajatértékei: A\ = 10, A\s = —1. Most fajjuk fel a P méatrixot az



53

ny = 2 és no = 3 segitségével, ekkor Bp a P matrix felfijtja a kovetkezo

2 2,8 8 8 t1 uy
7% 727:787 787 787 tg ul
3 3.7 77 ts| =06 u
33,77 7|t s
33777 ts s

ahol, t; = to = uy és t3 = t4 = t5 = ug. Ezt megoldva kapjuk Bp sajatérté-
keit: B1 = 27.2054 és By = —2.2054.
A fenti egyenl@ség ekvivalens a kovetkezé

2 8 2 0 ury) ,3 Ui
3 7 0 3 u9 o u9
Melyet megoldva kapjuk a §; = 27.2054 és By = —2.2054 sajatértékeket.

4.2. Perturbalt szimmetrikus matrixok sajatértékei

Ebben a fejezetben a felfijt hermitikus matrixok perturbacidit tanulméanyoz-
zuk. Azt szeretnénk vizsgalni, hogy hogyan hatnak bizonyos perturbaciok a
matrixok sajatértékeire.

Legyen P egy szimmetrikus sablon matrix, amely egy rogzitett komplex
hermitikus (valés esetben szimmetrikus) & x k& méretil és r rangi matrix.
Jelolje p;; a P matrix (4, j) index(i elemét. Legyenek ny, ..., ny pozitiv egész
szémok és n = ny + - - - + ng. Legyen B, egy n x n méretii matrix, mely k2
darab blokkbdl all. Ezen matrix (7, j) blokkja n; x nj méretii és minden elem
ebben a blokkban egyenld p;;-vel. A B, matrixot felfijt matrixnak nevez-
ziikk, ha megkaphaté B,-bél azaltal, hogy azonos permutéciét alkalmazva
Ujrarendezziik a sorait és az oszlopait.

Bolla Marianna [Bolla (2005)] munkaja nyoman a kévetkezd novekedési
feltételt fogjuk hasznélni

n — oo, ahol n;/n > ¢ minden i-re, (4.1)
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ahol ¢ > 0 egy rogzitett konstans. Olyan valés, szimmetrikus matrixok ese-
tén, melyek minden eleme 0 < p;; < 1, a [Bolla (2005)] 2.1 Allitasaban a
kovetkezd eredmény szerepel. Ha (4.1) feltétel teljesiil, akkor B, matrix-
nak r darab nemnulla sajatértéke és n — r nulla sajatértéke van. Tovabba
minden nemnulla sajatértéke n nagysigrendii. Ezt az eredményt szeretnénk
kiterjeszteni komplex matrixok esetére is.

4.1. Allitas. Legyen P egy elére réogzitett hermitikus sablon mdtriz, azaz
eqy komplex hermitikus (valds esetben szimmetrikus) k X k méreti és r ran-
gu mdtriz. Legyen B, a P, madatriz felfujt mdtriza. Akkor B,-nek r darab
nemnulla sajatértéke van. Ha a (4.1) feltétel teljesil, akkor B, nemnulla
sajatértékeinek az abszolut értékének a nagysdgrendje n.

Bizonyitds. Eloszor megjegyezziik, hogy B, sajatértékei valosak és az
n-dimenzios térnek létezik egy, a B, sajatvektoraibdl &ll6 ortonormalt bé-
zisa. Jelolje B; a B, sajatértékeit és u; (j =1,...,n) az ortonormalt sajat-
vektorait. Tegyiik fel, hogy S, ..., 8, a nemnulla sajatértékek. Felhasznélva
a [Bolla (2005)]-ben alkalmazott Otleteket, a kévetkezot kapjuk. Jelolje u
és 0 a B, egy altalanos sajatérték és sajatvektor parjat. Akkor minden
l=1,2,... kra, un; koordindtéi egyenlének mondjuk wu(l)-lel. Legyen
egy k-dimenziés vektor, melynek koordinatéi u(1),. .., u(k) és legyen N egy
diagondlis matrix, f6atléjan az nq,...,np elemekkel. Tehat a B,u = fu
sajatérték-egyenlet ekvivalens a PNt = [u egyenlettel. Tovabba, ez az
egyenlet ekvivalens a a kovetkezdével

NY2PNY2y = Bv,

ahol v = N1/2q. Végill, ez az egyenlet ekvivalens a a kévetkezével

NY2pNY2y = év,
n

ahol N = %N . Lathat6, hogy a vi,..., v, vektorok ortonormalt sajatvek-
torai N'/2PN2nek és a sajatértékei a kovetkezék: By/n, ..., Br/n. Most
alkalmazzuk a Courant—Fischer—Weyl min-max elvet. Elészor feltételezziik,
hogy a P métrix l-edik sajatértéke pozitiv, vagyis A\;(P) > 0. Akkor
x*N1/2pN/2x n; x*N1/2PNt/2x

V2P NL/2) > i > min -2 mi ~~
N(NYZPNYZ) > o . = Hljlll n g x* N1/2 N1/2x

minden k — [ + 1 dimenziés H altérre. Mivel N'/2 nem szingularis, a kovet-

kez6t kapjuk ) )
N(NY2PNY2) > ex(P).
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MAésrészrol

. . *N1/2 pp1/2 4 « N1/2 pN1/2
N(NY2PNY?) < max x x < max 2 max ~— - %
xeH xX*x 7 n xeH x*N1/2N1/2x

minden [ dimenziés H altérre. A kovetkezét kapjuk
N(NY2PNY?) < (1 — )N (P).

Mivel \(NV/2PNV?) = j;/n, megkapjuk az eredményt pozitiv \;(P)-re.
Ha \(P) < 0, hasonl6 gondolatmenet vezet eredményre. O

Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy P rangja k. Tekintsiik csok-
kend sorrendben a sajatértékeket, vagyis A1 (By) > -+ > A\, (By). Tudjuk,
hogy a B, matrixnak k darab sajatértéke nemnulla és a megmaradt sajatér-
tékek nulldval egyenl6ek. Ezt a k darab nemnulla sajatértéket, a B,, struktu-
ralis sajatértékeinek nevezziik. Hasonlbéan, strukturalis sajatértékeknek fog-
juk nevezni a felfijt matrixnak azokat a sajatértékeit, melyek a megfeleldi a
B, strukturdlis sajatértékeinek. Ezt a megfeleltetést a kovetkezo tételek tar-
gyaljak. Latni fogjuk, hogy a strukturalis sajatértékek nagysagrendje nagy,
viszont a tobbi, nem strukturalis sajatérték nagysagrendje kicsi.

Elészor tekintsiik a Wigner-matrixokkal képzett perturbacidkat. A ko-
vetkez6 tétel a [Bolla (2005)] 2.3 Tételének altalanositasa, ahol a valds esetet
vizsgaltdk és a perturbacié matrixa egyenletesen korlatos. A kovetkezo té-
telben B, és W, egyardnt komplex hermitikus méatrixok (specidlis esetben
szimmetrikus valés matrixok). A W, zaj métrix egy Wigner-méatrix, mely
véges negyedik momentummal rendelkezik.

4.1. Tétel. Legyen By, n =1,2,..., komplex hermitikus mdtrizok egy so-
rozata. A Wy, n = 1,2,... Wigner-mdtrizok legyenek komplexr hermitikus
matrizok, melyek teljesitik a kovetkezd feltételeket. Legyenek a Wy, fédtlo-
jan lévd wy; elemek fliggetlen azonos eloszldst valés valdszintségi vdltozok,
tovdbba legyenek a fodtlo feletti elemek fiiggetlen azonos eloszldsi komp-
lex valdszinidségi vdltozok és mindezek az elemek legyenek fiiggetlenek. Le-
gyen w;j = wj; minden i, j-re. Feltételezzik, hogy Ew?, < oo, Ewya = 0,

Elwia — Ewia|? = 02 véges és pozitiv, Elwya|* < co. Akkor

(B ~\(B
lim sup [AilBr + W) = Ai(Bn)| <20 (4.2)
n—o0 Vn

minden i-re majdnem biztosan.
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Bizonyitds. A [Bai (1999)] 2.12 Tétele alapjan (lasd Appendix 8.4 Tétel),
Wy, /+/n legnagyobb sajatértéke 20-hoz konvergél, majdnem biztosan. Igy a
Weyl perturbécids tételébdl (lasd Appendix 8.2 Tétel ) kovetkezik (4.2). O

4.1. Kovetkezmény. Legyenek a B,, n=1,2,... a k rangi komplex her-
mitikus P mdtrix felfijt mdtrizai. Tegyik fel, hogy a (4.1) feltétel teljesiil.
Legyenek a Wy, n =1,2,... olyan Wigner-mdtrizok, melyek teljesitik a 4.1
Tétel feltételeit. Akkor a 4.1 Tétel és 4.1 Allitds értelmében By, + Wp-nek
van k darab n-ed rend( sajdtértéke és a megmaradt sajatértékek \/n rendiek
majdnem biztosan.

Tulajdonképpen [Bolla (2005)] 2.3 Tételében a kovetkezd egyenl6tlenség
van bebizonyitva (val6s esetben)

[Aj(Bn + Wa) = Aj(By)| < 20v/n + O(nl/g Inn)

j=1,...,n-re, ahogy n — oo majdnem biztosan teljesiil (ahol o? a w;; va-
16szinliségi valtozok szordsnégyzetének fels6 korlatja). Itt [Firedi, Komlds
(1981)] eredményét alkalmaztédk. A kovetkezé megjegyzésben hasznaljuk a
[Vu (2007)] 1.3 Tételét (lasd Appendix 8.5 Tétel), hogy javitsuk a maradé-
kot, de a majdnem biztos eredmény helyett, a kapott eredmény csak egyhez
tart6 valoszintiséggel teljesiil.

4.1. Megjegyzés. Legyen B,, n = 1,2 ... valés szimmetrikus métrixok egy
sorozata. Legyenek a W,,, n = 1,2,... Wigner-matrixok valds szimmetrikus
véletlen matrixok, melyek teljesitik a kovetkez6 feltevéseket. Legyenek wj;,
1 <i < j < n figgetlenek, (de nem feltétleniil azonos eloszlastiak). Tegyiik
fel, hogy |w;j| < K < oo, minden 1 < ¢ < j < n esetén. Legyen Ew;; = 0
és Ew?j = 02, minden 1 < i < j < n esetén. Legyen w;; = wj;, minden 1, j
esetén. Akkor

IXj (B + Wy) — Aj(Bp)| < 20v/n + Cnt*Inn (4.3)

7 =1,...,n-re teljesiil egyhez tarté valészintiséggel, ha n — oc.

Most minta kovariancia matrixokat fogunk hasznalni perturbéaciés mat-
rixként. Legyen xj;, j,l = 1,2,... egy végtelen tomb, mely elemei fiigget-
lenek és azonos eloszlasi komplex értékii valdszintiségi valtozok, 0 varhatd
értékkel és o? szorasnégyzettel. Legyen X = (a:jl)?”:L ", a bal felsé sa-
rokban 1évo blokk, mely mérete n x m. Az S, = %X X* métrixot minta
kovariancia matrixnak nevezziik.
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4.2. Tétel. Legyen By, n =1,2,... komplex hermitikus mdtrizok eqy soro-
zata. Legyen S,, n=1,2,... olyan komplex értékd minta kovariancia mdt-
rixz, mely teljesiti a fenti feltételeket. Tovabbd feltessziik, hogy X elemeinek
rendelkeznek véges negyedik momentummal. Legyen nh_)rgo n/m=1y € (0,00).

Akkor

lim sup /\z( nt \/msn> )\Z( n)
n—o0 NLD

majdnem biztosan teljesiil, tetszoleges i-re.

<o (1+ )

Bizonyitds. A [Bai (1999)] 2.16 Tétele szerint (lasd Appendix 8.6 Tétel), Sy,
legnagyobb sajatértéke majdnem biztosan konvergal o?(1 + \/§)2—hez. Igy a
Weyl perturbécids tételbdl (lasd 8.2 Tétel) kovetkezik az eredmény. O

4.2. Megjegyzés. Mivel S, pozitiv szemi-definit, ezért 0 < \;(By, ++/mS,) —
Ai(By) mindig igaz.

4.2. Kovetkezmény. Legyenek B,, n = 1,2,..., eqy k rangi P komplex
hermitikus mdtriz felfijt mdtrizai. Tegyik fel, hogy a (4.1) feltétel teljesiil.
Legyenek S,, n=1,2,... a minta kovariancia mdtrizok €és teljesitsék a 4.2
Tételben foglalt feltételeket. Akkor a 4.2 Tételbdl és a 4.1 Allitdsbdl kovet-
kezik, hogy By, + v/mSy, k darab n-ed rendi sajatértékkel rendelkezik és a
megmaradt sajdtértékek \/n rendiek, majdnem biztosan.

Most folytassuk az elliptikus perturbaciokkal. Ezt tekinthetjik a Wigner-
féle és a fliggetlen azonos eloszlast perturbacié egy kodzos altalanositasanak.
A [O’Rourke, Renfrew (2014)]-ben megadott (CO0) feltételt fogjuk hasznél-
ni. Az Y,, n = 1,2,... maétrixok sorozata teljesiti a (C0) feltételt, ha a
kovetkez6 tulajdonsagok igazak. Legyen (&1,&2) valds valdszintiségi vélto-
z6k (dGgynevezett atom véltozok), mindketté nulla varhatéértékii, egység
szoérasnégyzetli és véges negyedik momentummal rendelkeznek. Legyen ;;,

1,7 = 1,2,... valés valdszinliségi valtozokkal feltoltott tomb olyan, hogy
1 < i < j esetén az (y;j,y;j) valoszinliségi vektorok fliggetlen masolatai
a (&1,&)-nek, v, ¢ = 1,2,... pedig fiiggetlen azonos eloszldst valdszint-

ségi valtozdk nulla véarhatd értékkel és véges szordsnégyzettel, {y; : i =
1,2,...} U{(yij,yj) + 1 < i < j} fiiggetlen véletlen elemek. Ekkor azt
mondjuk, hogy az Y, = (y;);';=1, n = 1,2,... elliptikus véletlen métrixok
teljesitik a (CO) feltételt.

4.3. Tétel. Legyen B,, n = 1,2,... wvalos szimmetrikus mdtrizok soro-
zata. Legyenek By > Po > -+- > B, B, mdtrix sajitértékei. Legyen Y,
n = 1,2,... elliptikus véletlen matrizok sorozata, melyek teljesitik a (CO)
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feltételt. Legyen (A +ip1), ..., (An +ipn) a By + Yy, sajatértékei, igy hogy
Al Z /\2 Z 2 )\n (’itti = \/—1). Akkor

Jimn sup [Aj — Bl <
n—oo /n(logyn + 1.038)

lim sup M <4

n—oo /N

minden j-re, majdnem biztosan.

Bizonyitis. A [O’Rourke, Renfrew (2014)] 3.3 Lemméja alapjan a spektrél
normara a kovetkezot kapjuk

lim sup
n—oo

Y,

l=

vl —

majdnem biztosan. Tovabba, egy hermitikus méatrix nem hermitikus pertur-
baci6jara, a [Kahan (1975)] alapjan a kovetkez6t kapjuk. Ha
61 > PBo > -+ > B, a B komplex hermitikus matrix sajatértékei és

(M +ip1), ...y (A +iupn) a B+Y perturbalt métrix sajatértékei, ugy, hogy
)\1 Z/\Q > Z)\n, akkor

[Aj = Bjl < [IY]|(logy n +1.038) and || < [[Y]
minden j-re. =

4.3. Kovetkezmény. Legyen B,, n = 1,2,... egy k rangd P valds szim-
metrikus mdtriz felfijt matrizai. Tegyik fel, hogy a (4.1) feltétel teljesiil.
Legyen Y,, n = 1,2,... elliptikus véletlen mdtrizok sorozata, melyek tel-
jesttik a (C0) feltételt. Akkor a 4.3 Tételb6l és a 4.1 Allitdshdl kovetkezik,
hogy By, + Y,-nek van k darab n-ed rendi sajditértéke és a tobbi sajatértékek
v/nlogy n rendiek, majdnem biztosan.

4.3. Perturbalt matrixok szingularis értékei

Ebben a fejezetben tetszoleges felfjt matrixok perturbacidéinak tanulmé-
nyozasaval folytatjuk. Olyan matrixok szingularis értékeit keressiik, melye-
ket bizonyos véletlen matrixokkal perturbéltak.

Legyen P egy rogzitett r rangi a X b méretii komplex sablon matrix.
Jelolje p;; a P matrix (i, j) indexti elemét. Legyenek mq,...,mq ésny, ..., ny
pozitiv egész szAmok, m = my +---+mgq, n = ni+- - -+np. Legyen B egy ab
blokkbdl all6 m x n méretii matrix. Az (i, j) blokk mérete m; x n; és minden
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elem ebben a blokkban p;;-vel egyenlé. A B matrixot felftjt mdtrixnak
nevezziik, ha megkaphato B sorainak és oszlopainak atrendezésével.

A [Bolla, Friedl, Kramli (2010)] munka nyomén, a kévetkez6 novekedési
feltételt fogjuk hasznélni

m,n — oo ugy hogy m;/m >c ésn;/n>d minden i-re, (4.1)

ahol ¢,d > 0 rogzitett konstansok. A kévetkezd allitds egy kiterjesztése a
[Bolla, Friedl, Kramli (2010)] 6. Allitasanak a komplex esetre.

4.2. Allitas. Legyen P rigzitett, a x b méretd és r rangi komplex mdtriz.
Legyen B a P matriz m x n-en felfijt mdtriza. Ha a (4.1) feltétel teljestil,
akkor B nemnulla szinguldris értékeinek nagysdgrendje v/ mn.

A kovetkezé tétel [Bolla, Friedl, Krdamli(2010)] 5. Megjegyzésének 6t-
letén alapszik, viszont részben eltéro feltételrendszert alkalmazva. Most te-
kintsiik azokat a perturbalé matrixokat, melyek elemei fliggetlen azonos
eloszlast komplex szamok. Legyen xji, j,k = 1,2,..., egy végtelen tomb,
mely elemei fliggetlen azonos eloszlasi komplex valdszinliségi valtozdk, nul-
la varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel. Legyen X = (k)2 pey & bal
fels6 sarokban 1év6 m x n méretii blokk.

4.4. Tétel. Minden m-re és n-re legyen B egy m X n méretii komplexr mdt-
riz és legyen X = Xy egy fent leirt m x n méretd komplex mdtriz, mely
elemei fiiggetlen azonos eloszldsuak. Tovdabbd, tegyik fel, hogy X elemet ren-
delkeznek véges negyedik momentummal. Tegyiik fel, hogy m,n — oo gy,
hogy K1 < % < Ky, ahol 0 < K1 < Ko < 00 rogzitett konstansok. Jelol-
je rendre s; és z; B és B + X szinguldris értékeit, s1 > -+ > Smin{mn}s
21 2 2 Zmingmn}- Akkor, minden i-re

|si — zi| = O(v/n)
ahogy m,n — oo, majdnem biztosan.

Bizonyitds. Legyen S = S, = %XX* a minta kovariancia métrix. A
[Bai (1999)] 2.16 Tétele alapjan (lasd Appendix 8.6 Tétel), ha
lim m/n =y € (0,00), akkor S, legnagyobb sajétértéke o2(1 + \/y)*-hez

n—oo

konvergal, majdnem biztosan. Ezért ﬁX legnagyobb szingularis értéke fe-
lilrél korlatos. Igy, a Weyl perturbacios tétel értelmében, |s; — 2| < || X2,
ahol || X |2 a spektrdl norma, vagyis az X maétrix legnagyobb szingularis
értéke. Ebbol kovetkezik a végeredmény. O
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A 4.2 Allitds és a 4.4 Tétel a kovetkezét vonja maga utén.

4.4. Kovetkezmény. Legyen P régzitett r rangd és a X b méretd komp-
lex mdtriz. Legyen B, a P m X n méreti felfijt mdtriza. Tegyiik fel, hogy
a (4.1) feltétel teljesiil. Legyen X olyan komplex értéki felfijt matrizok, me-
lyek teljesitik a 4.4 Tétel feltevéseit. Jelolje z; a B + X szinguldris értékeit,
21 2 0 2 Zmin{mm)- Akkor z; mnagysdgrendje m, ha i = 1,...,r és
zi = O(yn), ha i = r + 1,...,min{m,n}, majdnem biztosan, ahogy
m,n — 00 dgy, hogy K1 < ' < Ko, ahol 0 < Ky < Ky < oo rogzitett
konstansok.

4.4. Nemnulla varhaté értéki elemekbdl allé matrixok sajat-
értékei
Az eléz6 fejezetben megvizsgaltuk azokat a perturbdcidkat, melyek olyan
matrixokkal adédtak, melyek eleme nulla varhaté értékiik. Most altalanos
feltételek mellett megmutatjuk, hogy a sajatértékek ,nagyok”, ha a varhaté
értékek pozitivak. Ez a tétel egy kiterjesztése a [Bolla (2005)] eredményének,
ahol a fiiggetlen elemek esetét vizsgaltak.
Elészor egy altaldnos Bernstein tipust egyenlétlenséget fogunk igazol-
ni. Az n1,m9,...,n, valds valészintiségi valtozok egy sorozatara tekintsik a
kovetkezo feltételt .
EeXoiz1 i < T] Ee'™. (4.1)
i=1
Ha a (4.1) feltétel teljesiil minden ¢ € R esetén, az [Antonini, Kozachenko,
Volodin (2008)]-ben ismertetett elfogadhaté valdsziniiségi valtozdkat kap-
juk. A korabbi fejezetekbdl tudjuk, hogy a negativ ortans fligg6, a negativ
asszocialt és a fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk elfogadhatéak. Ha a (4.1)
egyenlétlenség  igaz  m1,7m0,...,7n  esetén, akkor igaz  marad
N — ai, M2 — ag,...,Mn — Gn-re is, tetszdleges ai,...,a, valds szamokra,
specidlisan 1 — Eny,m0 — Eng, ..., n, — En, esetén. Néhany egyenlotlenség,
mely alkalmazhaté fiiggetlen esetben, konnyedén moédosithatéd elfogadhatéd
valosziniiségi valtozok esetére.
Most egy ismert lemmaval folytatjuk.

4.1. Lemma. Legyen n valds valdszindiségi viltozd, |n| < C < oo, En =0,

0% = D?n. Akkor
tC
' 9 o (€Y —1—1tC
Eengexp{ta (W)}

tetszoleges t-re.
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A teljesség kedvéért kozoljiik a bizonyitast
= QE( )

> . Ekkor

Bizonyitds. Legyen F' = Z

T T

Eem=E (1+tn+
(e 2

) — 1+t20'2F< etZUQF

r > 2re: En” =E (" 2?) < 02C" 72, {gy

= 2 2CT 2 tCT‘ tC — 1= tC
F < = .
Z = iy Z | wp -

A [Chen, Sungo (2017)]-ben bemutatték, hogy a Bernstein-egyenl6tlenség
teljesiil negativ ortans fliggd sorozatok esetén. Itt megmutatjuk, hogy ez igaz
altaldnosabb esetben is.

4.3. Allitas. Valds valdszindségi vdltozok eqy ni,ma, ..., nn sorozatdra fel-
tessziik, hogy a (4.1) feltétel teljesil minden X > 0 esetén. Legyen
ni| < C < o0, En; =0, 02 = D?n; minden i-re. Legyen 0> = 03 + -+ + 02.

Akkor . )
3
P ,>e | < -
(;’7 = 8) = eXp( 2(0? +50/3)>

tetszoleges € > 0-ra.

Bizonyitds. A megszokott modszert kovetjik. A Markov-egyenl6tlenség, il-
letve (4.1) és a 3.1 Allitds alapjdn, ¢ > 0 esetén a kovetkezot kapjuk

n n ) EetZ?:l M
P (Zm > 8) <P <6tz“m > ets) S—% =

=1

" Relm " e —1—tC
=1 2 2
< T < exp {t E o} <(tC)2 —tep.

=1

Legyen t = X log (1 + 3—(;) Akkor a fenti kifejezés egyenld a kovetkezével

2 c C
exp{gQ (1+;)—1—1og<1+;>}

Legyen u = 3—% Akkor a fenti kifejezés egyenl6 a kivetkezdvel

exp ( 022 {log(l + u) {1 + ZCQJ — u}) = exp (-g,zh <S§)> ;



62

ahol h(u) = (1 + u)log(1l + u) — u. Mivel h(u) > 2(%1/3), ha u > 0, kévet-
kezésképpen megkapjuk, hogy a fenti kifejezés kisebb vagy egyenld, mint

52
P (2(02 ¥ 50/3)> '

gy megkaptuk a kivant eredményt. O

Most a [Bolla (2005)] 4.1 Tételét terjessziik ki olyan métrixokra, melyek
minden soraban elfogadhaté valdsziniiségi valtozok vannak.

4.5. Tétel. Legyenek x;5, 1,5 = 1,2,... nemnegativ valds valdsziniségi vdl-
tozok, 0 < x;; < K < oo minden i, j-re. Tegyiik fel, hogy minden sor teljesiti
a kovetkezd elfogadhatdsagi feltételt

n
Eedoim t7ki < T Eel®wi (4.2)
i=1
tetszdleges t < 0-re és minden k,n = 1,2,... esetén. Legyen my, = Exi +

Exgo + - -+ Exyp, és a,%n = D22y +D%xpo + - - - + D3y, tetszdleges k,n-re.
Tegyiik fel, hogy léteznek c1, co pozitiv véges konstansok, § és A teljesitik a
0 <6 <A <1/2 egyenlétlenséget és olyanok, hogy

5+1/2 A+1/2
b

Mkyp = C1N O']%n < can

minden k,n=1,2,...-re. Jeldlje X,, = (xij)?jzl a fenti végtelen mdtriz bal
felsd sarkdaban lévd n x n részt. Akkor a maximdlis sajdtértékre teljestil

)\max(Xn) 2 017’L€+1/2

kivéve wvéges sok m-et, majdnem biztosan tetszdleges olyan e-ra, melyre
0<e<d.

Bizonyitdas. A Perron—Frobenius-tétel alapjan egy nemnegativ négyzetes mét-
rix rendelkezik olyan sajatértékkel, mely nem kisebb a legkisebb sorosszeg-
nél.

Ezért

P (/\maX(Xn) > ClnHl/Q) >P (miin S; > c1n5+1/2> ,

ahol S; = Y7 _jx;. Most alkalmazva a 4.3 Allitast és a
0 <e<d <A <1/2 feltételt, a komplementer eseményre a kovetkezot
kapjuk

P (/\maX(Xn) < cln€+1/2) < nP (Si < c1n5+1/2) <
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< nP (ESZ — SZ > IESZ — 617”L6+1/2) <nP (]ESz — SZ > clnl/g(n‘s — ne) <

C%n(n‘S —nf)? -
2(conAH1/2 + cinl/2 (nd —ne)K/3) | —

< nexp{—

< nexp {fc;m(_AH/m (n® — nE)Q} <nexp{—cyn’},

ahol v > 0. Igy alkalmazhatjuk a Borel-Cantelli lemmét, hogy megkapjuk,

hogy
Amax (Xn) < cln5+1/2

csak végesen gyakran teljesiil 1 valdszintiséggel. O

4.5. Numerikus eredmények

4.2. Példa. Az elsé példa a 4.1 Tétel és a 4.1 Allitas valds értékii esetét
tamasztja ala. Legyen P a kovetkezO szimmetrikus valos sablon matrix

8 725 3 21210
79 6 3402121
26 76 5 420 2 2
5 3 6 8 76 3 2 3 2
34579 85 303
2046 87 6 431
1223569 765
21023478 86
1223036 89 5
01223156 57

Ebben a példaban a matrix mérete k = 10, a rangja r = 10, vagyis A,
rendelkezik 10 strukturalis sajatértékkel. Hogy megkapjuk a B, matrixot,
felfajjuk P-t, a kovetkez6 blokkméreteket hasznélva: ny, ..., nio, melyek mé-
rete rendre a kovetkezd

500, 490, 480, 470, 460, 450, 440, 430, 420, 410.

Tovabba legyen W), egy valés szimmetrikus Wigner-méatrix, w;; elemekkel
ugy, hogy i < j esetén a w;; elemek legyenek fiiggetlen standard normadlis
eloszlasaak. 1000 alkalommal generaltunk W,, matrixot, majd minden eset-
ben meghataroztuk az A, = B, + W, 20 legnagyobb sajatértékét (ebben
az esetben a legnagyobb az abszolut érték szerinti legnagyobbat jelenti). Az
eredmények az 3. Tablazatban lathatoak
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71 NBa) (A mean( (A])_ var(y(Aa))
1| 18246.0 18247.0 18246.0 2.0461
2 8692.4 8693.6 8692.9 2.0533
3 5471.5 5472.3 5472.3 1.9234
4 2846.3 2848.2 2847.9 2.0317
5 2118.1 2121.0 2120.2 1.9060
6 1504.8 1508.5 1507.8 2.0873
7| -1350.0 -1353.7 1353.3 2.0347
8 -622.2 -629.2 629.5 2.0003
9 -326.1 -339.0 340.0 1.9204
10 289.2 303.6 304.9 2.0125
11 0 134.5 134.6 0.0761
12 0 -134.4 134.3 0.0505
13 0 -134.2 134.1 0.0348
14 0 133.8 133.8 0.0310
15 0 -133.8 133.7 0.0289
16 0 -133.6 133.5 0.0272
17 0 133.5 133.3 0.0245
18 0 -133.3 133.1 0.0231
19 0 133.2 133.0 0.0209
20 0 -132.9 132.9 0.0195

3. Tablazat. A felfijt B, és a zajos A, méatrixok sajatértékei

A maésodik oszlopban B, sajatértékeit soroltuk fel. A harmadik osz-
lopban, egy tipikus eredményt (amely egy rogzitett kisérlet eredménye)
mutatunk be az A, sajatértékeire, a negyedik oszlopban az A, métrixok
sajatértékeinek abszolut értékének az atlaga, mig az 6t6dik oszlopban az
A, métrixok sajatértékeinek abszolut értékének szérdsnégyzete lathatd az
1000 ismétléses kisérlet elvégzését kovetoen. Lathatd, hogy a szérasnégyze-
tek értéke kicsi, vagyis a kisérlet stabil. Tovabba megkiilonboztethetoek a
strukturalis és nem strukturalis sajatértékek, mivel a nem strukturdlis sa-
jatértékek abszolut értéke kicsi és nagyon lassan noévekszik, ezzel szemben
a strukturalis sajatértékek gyorsan novekednek, és a névekedésben hirte-
len valtozas figyelheté meg a nem strukturdlis és strukturalis sajatértékek
hatéran (ldsd 1. Abra, ahol egy tipikus eredmény lathat6). Az 1. Abra bal ol-
dalan lathaté a [Ago(A4y)| < -+ < |A1(Ay)] sajatértékek. Itt jol lathatd, hogy
|A20(An)l, ..., |A11(Ap)| értékei kozel azonosak, és |A1p(Ap)|-nél a valtozas
j61 megfigyelhets. Az 1. Abra jobb oldalan lathaté a |Asg(An)l,. .., | Xe(An)|
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1. Abra. Bal oldal: |\ (Ay)| < --- < [A1(A,)]; jobb oldal: [Ayg(Ay)] < --- <
|A6(Ay)| egy tipikus eredmény az 4.2 Példédban.

sajatértékek. Itt (a fliggdleges tengely skdldzasdnak valtozdsa miatt), a hir-
telen valtozas tisztan lathatd |A1g(Ay)|-nél. Tehat a [A1o(An)|, ..., | A1(An)]
a strukturdlis sajatértékek.

4.3. Példa. Ez a példa szintén a 4.1 Tétel és a 4.1 Allitds valos értékii ese-
tére vonatkozik. Itt a legkisebb nemnulla sajatértékek relativ kicsik. Igy azt
gondolhatnank, hogy A,, legkisebb strukturalis sajatértékei megkiilonboztet-
hetetlenek a nem strukturdlis sajatértékektdl. Mindazonaltal, a numerikus
eredmények azt mutatjak, hogy egy hirtelen valtas figyelheté6 meg a nem
strukturalis/strukturalis sajatértékek hataran.

Itt P egy 10 x 10-es méretli szimmetrikus, pozitiv, valdés sablon mat-
rix, melynek rangja 10, az elemei pedig 6 és 9 kozottiek. P sajatértékei a
kovetkezok

40.22 19.24 11.72 6.03 4.73 344 -291 -1.42 -0.70 0.65
P felfajasahoz a kovetkezo blokkméreteket hasznaltuk
2000, 1900, 1800, 1700, 1600, 1500, 1400, 1300, 1200, 1100
Az igy megkapott B,, felfijt matrix nemnulla sajatértékei a kévetkezdek:
62687 28914 19058 10393 7061 -4780 4506 -1938 -1134 935

Lathatjuk, hogy a P matrix legkisebb sajatértéke relativ kicsi, emiatt
ez igy van B, esetében is. A W,, perturbicié matrix ismételten egy valds
szimmetrikus Wigner-matrix, mely elemei w;;. Az ¢ < j esetén a w;; elemek
fiiggetlen standard normaélis eloszlasiak. Meghataroztuk az els6 20 (abszolut
érték szerinti csokkend sorrendben) sajatértékét A,, = B,, + W,-nek. Ismét
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2. Abra. Bal oldal: |Ago(Ay)| < -+ < |M(4n);
jobboldal: |A20(Ap)| < -+ < |A6(An)| egy tipikus eredmény az 4.3 Példaban.

elvégeztiink 1000 ismétlést a kisérletbdl. A sajatértékek szorasnégyzetei is-
mét kicsik voltak, igy a kisérlet stabil volt.

| A (10)|, azaz A, legkisebb strukturélis sajatértéke megkiilonboztethet
volt a nem strukturdlis sajatértékektél. A |Ng(A4n)l,...,|A\15(4y)| atlagos
értékei a kovetkezbek voltak

4783.8 4508.8 1945.9 11479 951.0 248.8 248.5 248.3 248.2 248.0

Az A, legnagyobb sajatértékeinek egy tipikus megjelenése a 2. Abran
lathato.

4.4. Példa. Ez a példa a 4.2 Tételt és a 4.2 Allitast tdmasztja ald. Legyen P
a 4.2 Példaban megadott valds szimmetrikus sablon matrix. Tehat 10 struk-
turalis sajatértéke van a P matrixnak. Hogy megkapjuk B,,-t, a P felfajasa-
hoz ugyanazokat a blokkméreteket fogjuk hasznélni, mint az 4.2 Példaban.
Az S, minta kovariancia matrix generalasahoz valds értéki fiiggetlen stan-
dard normalis eloszlasti mintat hasznaltunk. 1000 alkalommal generdltuk az
Sy matrixot, majd kiszamoltuk az A, = B, + S, 20 legnagyobb sajatérté-
két (ebben az esetben a legnagyobb az abszoliut érték szerinti legnagyobbat
jelenti) Az eredmények stabilak voltak, vagyis a szérasnégyzet kicsi volt. Az
A, 20 legnagyobb sajatértékeire vett dtlag a kovetkez6 képen alakult:

18247.0 8693.3 5472.5 2847.3 2119.1 1505.8 -1349.0 -621.1 -325.0 290.2
3.9976 3.9785 3.9565 3.9392 3.9280 3.9253 3.9161 3.9087 3.8969 3.8905

Tehat, meg tudjuk kiilonboztetni a strukturalis és nem strukturalis
sajatértékeket. A 3. Abran egy tipikus eredmény lathatd. Az dbra bal
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oldalan |A20(An)| < -+ < |AM(A,)| szerepel, mig az abra jobb oldaldn
|A20(An)| < -+ < |X6(Ap)| szerepel. |A10(Ay)|-nél tisztan lathaté a hirtelen

valtas. Tehét, a strukturalis sajatértékek, a [ (Ap)], ..., [Ao(A4n)].

2 p 10 1600
1400
1.5 1200
1000
1 800
600
0.5 400
200
0 0

20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 O 20191817161514131211109 8 7 6

3. Abra. Bal oldal: |Aao(A,)| < --- < |\ (An)];
jobb oldal: |Ago(Ay)| < -+ < |N6(Ap)]| egy tipikus eredmény az 4.4 Példaban.

4.5. Példa. Ez a példa a 4.4 Tételt és a 4.4 Allitast tdmasztja ald. Legyen
P a kovetkez6 7 x 8-as valds, nem szimmetrikus sablon matrix

6 56 5 3 2 1 2
39 6 745 61
489 8 3 421
5 7 6 8 75 3 2
25 7896 5 3
1 3 45 6 7 6 4
21467899

Hogy megkapjuk a B,, matrixot, a kovetkezd blokkok segitségével fijtuk fel
P-t
1000, 1500, 1000, 1200, 1500, 1100, 1000
és
1000, 1000, 1200, 2000, 1100, 1000, 1100, 1000.

P szingularis értékei a kdvetkezok:
38.78,12.84,4.93,4.29,2.77,1.26,0.92
B,, nemnulla szingularis értékei a kovetkezok:

48277.0,13495.0,5701.5,4962.5, 3101.0, 1407.1,1194.2



68

5><104 5><1O4

4.5+ 4.5

4 4

3.5 3.5

3 3

25+ 25

2t 2

1.5 1.5

: / 1 it /
0.5 ¢ - ] 05 -

o — o —

15 13 11 9 7 5 3 1 15 13 11 9 7 5 3 1

4. Abra. Bal oldal: az A,, métrix 15 legnagyobb szinguldris értékének tlaga;
jobb oldal: az 4.5 Példara kapott egy tipikus eredmény, az A, métrixdnak
a 15 legnagyobb szingularis értéke.

Tehat ebben a példdban 7 strukturalis szingularis érték talalhaté. Miutan a
B, matrixhoz fiiggetlen standard normalis eloszldsu zajt adtunk, megkap-
tuk az A, matrixot. Ezt kdvet6en kiszamoltuk A,, szingularis értékeit és ezt
a kisérletet megismételtiitk 1000 alkalommal. A,, 20 legnagyobb szingularis
értéke a kovetkezd volt

48277.0 13495.0 5703.0 4964.3 3103.7 1413.4 1201.6 187.8 187.5 187.3
187.1  187.0 186.8 186.7 186.5 186.4 186.3 186.1 186.0 185.9

Lathato, hogy egy hirtelen valtozas kévetkezik be a 7. és a 8. szingularis

érték kozott. A szérdsnégyzetek értéke ezuttal is kicsi volt. A 4. Abra bal
oldalan lathat6 az Ay méatrix 15 legnagyobb szingularis értékének az atlaga.
A 4. Abra jobb oldalén 14thaté a kisérletsorozat egy tipikus kimenetele, ahol
az A, méatrix 15 legnagyobb szingularis értéke jelenik meg. Mindkét dbra
jol lathaté, hogy a nem strukturdlis szingularis értékek kicsik és az értékiik
majdnem egyenld. Tovabba jol definialt a hirtelen ugras a nem strukturélis és
a strukturdlis szingularis értékek kozott, valamint a strukturalis szinguléris
értékek nagyok. Tehat, a numerikus eredmények alatamasztjik a 4.4 Tételt
és a 4.4 Allitast.
4.6. Példa. A kovetkezé példa is a 4.4 Tételre és a 4.4 Allitasra vonatkozik.
Legyen ebben az esetben a sablon matrix P/10, ahol P az 4.5 Példdban
ismertetett méatrix. A tovabbiakban minden més része a kisérletnek meg-
egyeznek az 4.5 Példéval. Tehat 7 strukturdlis szinguldris érték van. B,
nemnulla szingularis értékei a kovetkezdk

4827.7,1349.5,570.2,496.3,310.1, 140.7,119.4
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Itt a legkisebb szingularis értékek tgy tiinnek, hogy tavol vannak a nullatél.
Azonban a sablon méatrix kicsi elemei miatt kicsi a jel-zaj ardanya, és ezaltal
az A, matrix két legkisebb strukturélis szingularis értéke a 7-bol megkiilon-
boztethetetlenné valik a nem strukturdlisaktél, ezt a kovetkezo adatok és az
5. Abra is mutatja.

Az A, matrix 20 legnagyobb szingularis értékének az atlaga a kévetkezd:

4829.5 1356.0 585.6 514.0 338.6 203.6 193.4 187.8 187.5 187.3
187.1 186.9 186.8 186.6 186.5 186.4 186.2 186.1 186.0 185.9

5 =10° 5 ><10%
a5t ‘q‘ 45

4t “w“ 4
35 ‘J‘ 3.5

3 ‘J“ 3
25+ ‘q“ 25

2t ‘;“ 2
1.5+ | 1.5

1 // 1
0.5 — 0.5

o e o e

15 13 11 9 7 5 3 1 15 13 11 9 7 5 3 1

5. Abra. Bal oldal: az A, métrix 15 legnagyobb szinguléris értékének az
atlaga;

jobb oldal: a 4.6 Példara kapott egy tipikus eredmény, az A, matrixdnak a
15 legnagyobb szingularis értéke.

Az 5. Abra bal oldalén az A, métrix 15 legnagyobb szingularis értékeinek
az atlaga lathatod, a jobb oldalon pedig egy tipikus kimenetele a kisérletnek,
ahol az A, méatrix 15 legnagyobb szingularis értéke lathaté. Mindkét eset
azt mutatja, hogy a nem strukturalis szingularis értékek és a két legkisebb
strukturdlis szingularis érték kicsik és az értékiikk majdnem megegyezik. A
masodik legkisebb strukturalis szingularis érték utan lathat6 a hirtelen val-
tozas az értékekben.

4.7. Példa. A soron kovetkezd példa a 4.1 Tételre és a 4.1 Allitdsra mu-
tat be numerikus eredményeket a komplex értékii esetben. Bemutatja, hogy
milyen hatasa van a kiilonb6z6 blokkméreteknek a zajjal szennyezett felfjt
matrixok sajatértékeire. A P matrixot ebben az esetben egy 10 x 10 mére-
tl komplex hermitikus matrixnak valasztottuk, melynek rangja r = 10, a
sajatértékei, pedig a kovetkezok:

9,8,7,6,5,4,3,2,1,0.5
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Ahhoz, hogy elkészitsiik a B,, métrixot, a P matrixot fajtuk fel a 4.2 feje-
zetben ismertetett moédszerrel. W), egy Wigner-matrix, mely teljesiti a 4.1
Tételben talalhaté feltételeket, illetve az elemei normalis eloszlastuak, egész
pontosan w;; valés standard normélis eloszlast, ha i # j, akkor w;; komplex

standard normalis eloszlasu, igy A, = B, + W,.

(a) Az els6 esetben azonos blokkméreteket alkalmaztunk, melyek a kovet-
kezOk: n1 = no = -+ = nyg = 700. Aztan kiszamoltuk az A, 20 legna-
gyobb abszolut értékkel rendelkez6 sajatértékét, majd ezt a lépést 1000
alkalommal megismételtiik és minden 1épésben 1j W,, matrixot gene-
raltunk. A kisérletsorozat eredményei a 6. Arbén és a 4. Tabldzatban
lathatoak. A kovetkez6 jeloléseket hasznaltuk: A\j(By,) - a felfajt mat-
rix sajatértékei, \;(Ay) - a zajjal szennyezett matrix sajatértékei, mig
mean(|A;(A4y,)]) és var(|A;j(An)|) az A, matrix 20 legnagyobb abszo-
lat értékkel rendelkezd sajatértékeinek az 1000 ismétlés soran kapott

értékeinek az atlaga és a szérasnégyzete.

3
7 <10 400
6 350 ',
5 300 |
|
250 |
4 |
200 ,'
3 |
150 |
|
2 100 /
1 50 "
|
0
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 O

6. Abra. Bal oldal: |\yo(Ay)| < --- < [M(4n)];
jobb oldal: |A2o(Ay)| < -+ < |A10(Ap)| egy tipikus eredménye a 4.7 Példa

(a) esetének.

Ebben az esetben jél lathatd, hogy a 10 strukturdlis sajatérték jol
megkiilonboztethetd a nem strukturalis sajatértékektol.
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J | Ai(Bn)  Aj(An) mean(|A;(An)]) var(]A;(An)])
1 6300 6300.10 6300.00 0.0019390
2 5600 5599.90 5600.00 0.0033253
3 4900  4900.00 4900.00 0.0040081
4 4200 4200.10 4200.00 0.0025829
5 3500 3500.00 3500.00 0.0036319
6 2800 2800.00 2800.00 0.0026237
7 2100 2100.00 2100.00 0.0024251
8 1400  1400.00 1400.00 0.0029042
9 700  699.98 700.01 0.0017381
10 350  350.03 350.02 0.0018437
11 0 2.37 2.37 0.0000100
12 0 2.36 2.36 0.0000064
13 0 2.35 2.36 0.0000047
14 0 -2.35 2.35 0.0000037
15 0 2.35 2.35 0.0000028
16 0 2.35 2.35 0.0000020
17 0 -2.34 2.35 0.0000017
18 0 2.34 2.34 0.0000020
19 0 2.34 2.34 0.0000015
20 0 -2.34 2.34 0.0000016

4. Téblazat. A 4.7 Példa (a) esetében a felfujt B, és a zajos A, métrixok
sajatértékei

(b) Ezt koveten a kovetkez6 médon valtoztattuk meg a blokkméreteket:
ny = ng = 560,n3 = ng = ns = ng = ny = ng = 700, ng = n1g = 840

A kisérlet tobbi részét nem moédositottuk. Ez az eset bemutatja, a kii-
16nb6z6 blokkméretek strukturalis sajatértékekre gyakorolt hatasat.
Tovabbra is 10 jél megkiilonboztethet6 strukturalis sajatértéket kap-
tunk, de a sajatértékek ardnya megvaltozott. A kovetkezd tablazat
bemutatja az A, matrix 20 legnagyobb abszolit értékkel rendelkezd
sajatértékét, a 7. Abra grafikusan jeleniti meg az eredményeket.

6705.3 5761.4 4569.6 4012.3 3694.7 2708.7 2413.9 1156.0 643.4 339.3
2.3666 2.3604 2.3557 2.3523 2.3500 2.3477 2.3454 2.3435 2.3415 2.3396
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7 2107 350
6f 1 300
5¢ 1 250
4+ 1 200
3t 1 150
2t ] 100
1t 1 50
0 0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

7. Abra. Bal oldal: |Ago(Ay)| < -+ < |M(4n);
jobb oldal: [Aa(Ay)| < -+ < |A0(An)| egy tipikus eredménye az 4.7 Példa
(b) esetének.

(¢) Az utolsé esetben még valtozatosabbak voltak a blokkméretek, mint
az el6z6 esetekben.

n1 = ng = ng = ng = 350, n5 = ng = ny = 700,
ng = ng = 1050, nig = 1600

Az A, matrix 20 legnagyobb abszolut értékkel rendelkezd sajatérté-
keinek az 1000 ismétlést kovetGen kapott sajatértékeinek az atlaga a
kovetkezo:

10595.0 7150.3 5482.8 3975.3 2276.3 2075.4 1288.1 786.8 542.8 221.3
2.3671 2.3608 2.3562 2.3529 2.3505 2.3479 2.3456 2.3436 2.3414 2.3396

x10°

12 250
10 200 [
8
150
6
100
4
> 50
0 0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 O 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

8. Abra. Bal oldal: [Agg(A,)] < --- < |Ai(4n)];
jobb oldal: |A20(A,)| < -+ < |A10(Ay)| egy tipikus eredménye a 4.7 Példa
(c) esetének.
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A kisérletsorozatbdl kapott sajatértékek abszolit értékeinek az atlaga és a 8.
Abra bemutatja, hogy a legkisebb abszolut értékkel rendelkezd strukturalis
sajatértékek kozelednek a nem strukturalis sajatértékekhez, de tovabbra is
j6l megkiilonboztethetoek maradnak.

Ez a példa bemutatta, hogy az nq,...,nig értékekben bekévetkezo val-
toztatasok, valtozasokat okozhat a felfijt zajos matrixok sajatértékeiben, de
a strukturalis sajatértékek tovibbra is jol megkiilonboztethetéek maradnak.
Tehéat az ismertetett mdédszer megbizhaté a blokkméretek széles tartomaé-
nyan.

4.8. Példa. Ebben a példaban a 4.3 Tételhez mutatunk be numerikus ered-
ményeket. A P matrix sajatértékei a kovetkez6k: 42.807, 19.568, 10.186,
5.088, 3.519, 2.962, -2.543, -1.322, 1.133, 0.602. Ezt a méatrixot a kévetkezd

blokkméreteket alkalmazva fajjuk fel: nq,no, ..., n1o. Legyen P a kiévetkezd
matrix
8 74 5 3 21210
79 6 3 4 3 21 21
4 6 76 54 2 3 21
53 6 87 6 3 2 3 2
p_ 34579853 23
2 3 46 877531
1223579765
213 235 78 86
12232363897
01123156 738

Az alkalmazott zaj valés elliptikus, mely a kovetkezd legyen V,, egy mat-

rix, az elemei legyenek fiiggetlen azonos eloszldsiak a [—%; %] intervallumon.
Legyen U, a fels6 triangularisa és L,, az also trianguldrisa a V,matrixnak.

Legyen Y, = V,, — UL + LI a zaj métrix (itt T a transzponéltat jeloli).

(a) Legyenek a blokkméretek a kovetkezék: ny = ng = -+ = nyjg = 700. A
kisérletet 1000 alkalommal ismételtiik meg. Miutdan meghataroztuk a
perturbalt matrixok sajatértékeit, a kovetkezd eredményt kaptuk
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J | Ai(Bn)  Aj(An) mean(|A;(An)])  var(]A;(An)|)
1] 29965.00 29965.00 29965.00 0.16710
21 13697.00 13698.00 13697.00 0.16797
3| 7130.20  7130.40 7130.20 0.19615
4| 3561.30  3561.40 3561.20 0.16914
5| 2463.60  2464.20 2463.60 0.14148
6| 2073.70  2073.40 2073.70 0.16437
7| -1780.10 -1779.50 1780.10 0.15265
8| -925.42  -924.77 925.45 0.21044
9 793.29 792.95 793.33 0.18823
10 421.12 420.90 421.10 0.14813
11 0 -34.07 34.28 0.03450
12 0 -34.07 34.18 0.02131
13 0 33.96 34.09 0.01507
14 0 33.96 34.04 0.01438
15 0 -33.92 33.98 0.01196
16 0 -33.92 33.94 0.01079
17 0 -33.83 33.90 0.00947
18 0 -33.83 33.86 0.00875
19 0 33.67 33.83 0.00838
20 0 -33.64 33.80 0.00816

5. Tablazat. A 4.8 Példa (a) esetében a felfujt B, és a zajos A, matrixok

sajatértékei

2.5r

1.5r

0.5r

4
3 <10

0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2

0

450

400 r

350 |

300 [

250 |

200 |

150

100

50

0
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

9. Abra. Bal oldal: |Aog(A,)| < --- < |Ai(Ay)]; jobb oldal:

|X20(An)| < -+ < |Ao(An)| egy tipikus eredménye a 4.8 Példa (a) esetének.
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(b) Ebben az esetben a P matrix és az Y,, generdldsanak a modja nem val-
tozott, viszont kiilonb6z6  blokkméreteket alkalmaztunk,
ny = ne = 560,n3 = --- = ng = 700,19 = nyg = 840. Most az
A, sajatértékeinek egy tipikus példaja a kovetkezo:

30422.0 13767.0 6666.7 3594.9 2461.2 1906.1 1738.8 931.1 818.9 432.5
34.27  34.18 34.07 34.03 33.97 33.93 33.89 33.86 33.83 33.80

A kovetkez6 dbra a sajatértékek grafikus megjelenitése.

x10%

35 450
sl 400 |
350 f
25
300 |
27 ] 250 |
151 ] 200 |
150
1t
100
0.5 50
0 0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

10. Abra. Bal oldal: |Agg(Ay)| < -+ < |A1(4An)];
jobb oldal: |A20(A4,)| < -+ < |A10(An)| egy tipikus eredménye a 4.8 Példa
(b) esetének.

(c) Ebben az esetben a P kiinduldsi matrix és Y, létrehozasanak médja
nem valtozott, tovabbra is csak a blokkok méretét valtoztatjuk, melyek
a kovetkezoOk lettek: ny = --- = ng = 770,n19 = 70, ami azt jelenti,
hogy a felfdjt matrixban els6 kilenc sor blokk kilenc 770 x 770 blokkot
tartalmaz és egy 770 x 70 méreti blokkot, mig az utolsé sor kilenc
70 x 770 méretli blokkot tartalmaz és egy darab 70 x 70-es blokkot.
Ennek a kisérletnek az eredménye a 6. Téblazatban illetve a 11. Abran
lathato.
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T NBa) (A mean(h; (A])var(y(Aa))
1| 31351.00 31351.00 31351.00 0.14696
2 |1 13162.00 13161.00 13162.00 0.15903
3 7443.40 7443.00 7443.40 0.17163
4 3503.30 3502.30 3503.30 0.16403
5 2369.30 2368.90 2369.30 0.18241
6 | -1773.90 -1773.80 1773.80 0.14494
7 1311.70 1311.90 1311.80 0.16097
8 -726.44 -727.34 726.47 0.18760
9 655.79 655.85 655.83 0.17405

10 244.50 245.32 244.47 0.15170

11 0 -34.15 34.27 0.02765

12 0 -34.10 34.17 0.01817

13 0 -34.10 34.10 0.01521

14 0 34.08 34.03 0.01171

15 0 34.08 33.98 0.00865

16 0 -33.94 33.94 0.00766

17 0 -33.94 33.90 0.00737

18 0 33.91 33.86 0.00711

19 0 33.91 33.83 0.00747

20 0 33.83 33.79 0.00727

6. Tabldzat. A 4.8 Példa (c) esetében a felfujt B, és a zajos A, méatrixok
sajatértékei

4
3.5 219 250

200

2.5

150

100

50

0.5

0 0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 O 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

11. Abra. Bal oldal: |Ag(Ay)| < -+ < |Ai1(A,)]; jobb oldal:
|X20(An)| < -+ < |Ao(An)| egy tipikus eredménye a 4.8 Példa (c) esetének.
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Fz a példa demonstralta, hogy valtoztatasok az nq, ..., nig értékeiben,
valtozasokat okozhatnak a felfijt zajos matrixok sajatértékeiben, de a
strukturalis sajatértékek tovabbra is j6l megkiilonboztethetéek marad-
nak. Vagyis az ismertetett mdédszer megbizhat6 a blokkméretek széles
tartomanyan.

A korabban leirtak alapjan, abban az esetben, amikor a perturbacié mat-
rix elemei nulla varhaté értékl valészintiségi valtozok, a strukturalis sajatér-
tékek ,nagyok”, mig a nem strukturalis sajatértékek ,kicsik”. Pontosabban
legyenek |A1| > |A2| > ... a felfijt és perturbalt métrix sajatértékeinek
az abszolut értékei csékkend sorrendben. Akkor a strukturalis sajatértékek
A1l = |A2] > -+ > |\| ,nagyok” és gyorsan csokkenek. A tobbi sajatér-
ték | A1 > |MNe| > ... pedig relativ kicsi és lassan csokkenek. Ahhoz,
hogy megkapjuk a strukturalis sajatértékeket, a kovetkez6 numerikus (gra-
fikus) eljarast kovettiik. Az A, métrix abszolut érték szerinti legnagyobb
sajatértékét szamoljuk ki el6szor, majd az abszolut érték szerinti kovetke-
z8 legnagyobbat és igy tovabb. Akkor allunk meg, amikor az utolsé 5-10
sajatérték kozel van nulldhoz és az értékiik kozel azonos. Igy megkapjuk a
kovetkez6 novekvd sorozatot [N| < |A—1| < -+ < |A1]. Majd dbrazoljuk az
értékeket és megkeressiik az elsd hirtelen valtozést.

elsé hirtelen
véltozds .

—~ ~

nem strukturdlis sajatértékek strukturalis sajatértékek

12. Abra. A hirtelen valtozds a nem strukturalis sajatértékeket kovetéen
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Legyen

0~ A = [Amal & - & | < ] < -0 <

ebben az esetben az elsé hirtelen valtozas [-nél kovetkezik be, akkor a
AL AI—1, - - -, A1 értékeket tekintjiik a strukturalis sajatértékeknek. A tipikus
hirtelen valtozas a nem strukturalis és a strukturdlis sajatértékek kozott
a 12. Abrén 1athato.

A kovetkezd egy valds eset(i példa a 4.1 Tételre és a 4.1 Allitésra. Te-
kintsiik a 4.2. Példdban bemutatott P matrixot.

Négy kiilonbozo felfijasi sémat tanulmanyoztunk, melyek segitségével
felfajtuk a P matrixot, a 4 séma mindegyikében 6 kiilonb6z6 n vektort
hasznaltunk. Ezek a blokkméret sorozatok az 7. Tablazatban taldlhatok.

A 7. Tablazat minden blokksorozatéara elvégeztiink egy 1000 ismétlésbol
allé szimulaciot, majd ellendriztiik, hogy a hirtelen valtozas a sajatérté-
kekben megjelenik-e a 12. Abran lathaté médon. n; nagyon kicsi értékei
esetén nem egyértelmil a hirtelen ugras helye. Minden egyes esetben az el-
s6 jol megkiilonboztethetd hirtelen valtozas akkor kovetkezett be, amikor
ny értéke 50 volt. Itt meg lehet jegyezni, hogy ennek ellenére az a jelenség
tovabbra is fenndll, hogy a nem strukturalis sajatértékek kozel egyenléek.
Ez az eredmény a 13., 14., 15., és 16. Abrékon lathaté. Minden &bra bal
oldala: [Ago(A4,)| < -+ < |A1(4y)[; jobb oldala: [Ago(An)| < -+ < |A6(An)]
egy tipikus eredménye a példanak. A jobb oldala az dbraknak csak a hirte-
len valtozas koriil elhelyezkedd sajatértékeket mutatja, hogy az értékekben
torténd ugrast jobban lehessen latni.
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A séma neve

A blokkok sorozata

n1:n2:-~:n10:10
ny=ng=---=mnyg =20
. ny =ng=---=mnj =950

Egyenld ny=mng=---=mny= 100
n1:n2:---:n10:500
n1:n2:-~:n10:1000
nl:n2:"':n5:10,n6:"-:7’L10:20
n1:n2:-~:n5:20,n6:---:n10:40

Kéttipusﬁ n1:ngz---:n5:50,n6:--~:n10:100
n1:nQ:--~:n5:100,n6:-~-:n10:200
ny = ng = -:n5:500,n6:---:n10:1000
n1:nQ:--~:n5:1000,n6:--~:n10:2000

Szadmtani sorozat

ny = 10,n0 = 20,...,n19 = 100

ni :20,n2 230,...,n10 =110

n1; = 50,n2 =60,...,n10 = 140

n1 = 100, ng = 110, . ..,n10 = 190

n1 = 500, n2 = 510, ...,n19 = 590

n1 = 1000, ns = 1010, ..., n1o = 1090

Négy tipusu

711:712:10,77,3:”4:715:20,
n6:n7=n8:30,n9:n10:40

n1:n2:20,n3:n4:n5:40,
n6:n7:n8:60,n9:n10:80

niy :n2:50,n3:n4:n5:100,
ng = ny = ng = 150, n9 = nig = 200

ny =ng = 100,123 = N4 = Ny = 200,
nNe = N7 = nNg = 300,719 = nNnio = 400

ny = ng = 500, ng =ng =Ny = 1000,
nNeg = Ny = ng = 1500,719 =nNnio = 2000

ny = ng = 1000,713 = N4 =Ny = 2000,
Ne = Ny = Ng = 3000, ng = N1 = 4000

7. Tablazat. A P matrix felfijasara hasznalt sémak

Az alabbi abrak mindegyikén megjelenik a hirtelen valtozas a 11. és a
10. sajatérték kozott. Tehat el tudjuk donteni, hogy a 10 abszolut érték
szerinti legnagyobb sajatérték a strukturélis sajatértékek (ami a helytalld
kovetkeztetés, hiszen a P matrix rangja 10)
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2500 350
2000
1500
1000
500
o] o]
20 18 16 14 12 10 4 2 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6
K ’”
13. Abra. Egyenlé: ny =ne = -+ = nyg = 50
4000 550
500
3500
450
3000 400
2500 350
300
2000
250
1500 200
1000 150
100
500
50
0 0
20 18 16 14 12 10 4 2 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6
X 7’ Ve 7
14. Abra. Két tipust: n1 = --- = n5 =50, ng = --- = nig = 100
5000 700
4500
600
4000
3500 500
3000 400
2500
2000 300
1500 200
1000
100
500
0 0
20 18 16 14 12 10 4 2 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6

15. Abra. Szdmtani sorozat: n

:50,712 :60,...,77,10 = 140
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7000 800

6000

5000

4000

3000

2000

1000 100 F

0 0
20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6

16. Abra. Négy tipus: n1 = ng = 50,n3 = ng = ns = 100,
ng = ny = ng = 150, ng = n1g = 200

Ahogyan novekszik a blokkméret, gy a hatar a strukturalis és nem
strukturalis sajatértékek kozott egyre szignifikdnsabba valik, ahogyan ez
latszik is a 17. Abran. Lathat6, hogy amikor n; = 1000 (minden i-re), akkor
az ugras sokkal nagyobb, mint az n; = 50 esetben.

5 <107 7000
4.5
6000
al
35l | so000f
sl ]
4000
251
3000
Sl ]
151 1 2000
AL
1000 -
0.5
020 18 16 14 12 10 8 6 a4 2 (o] 020191817161514131211 10 9 8 7 6
K I/'
17. Abra. Egyenl6: ny = ng = -+ = nyg = 1000

A 8. Tablazatban, felsoroljuk az 1000 ismétlésben kapott sajatértékek
abszolut értékeinek az atlagat. Pontosabban, n; azt jelenti, hogy minden
blokkméret n; X n; volt és az oszlop n; alatt a 20 legnagyobb abszolut értéki
sajatérték atlaga talalhaté a megfelelé A, matrixoknak. Lathatjuk, hogy
jelen van az ugras a 10. és a 11. értékek k6zott, még azokban az esetekben
is, amikor n; értéke relativ kicsi volt, n;, = 10. Minél nagyobb n; értéke,
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annal nagyobb az ugréas is. Ez a tablazat bemutatja, hogy az ismertetett
modszer megbizhaté mérsékelten kicsi (n; = 50) blokkméretek esetén is.

jlni=10 n; =20 mn; =50 n; =100 n; =200 n; =500 mn;=1000
1] 453.26 906.28 2265.40 4530.50  9060.70 22652.00  45303.00
2| 1565.64 310.65 77543 1550.31  3100.00  7748.90  15497.00
3| 110.06  219.28  546.65 1092.40 2183.90  5458.00  10915.00
4 77.99  154.82  385.08 768.93  1536.70  3839.60 7677.90
Y 73.76  146.21  363.63 725.90  1450.40  3624.10 7246.90
6 63.36  125.32  310.93 620.41  1239.20  3095.40 6189.40
7 48.86 95.95  236.92 471.66 941.21  2349.90 4697.80
8 40.51 78.39  192.04 381.54 760.54  1897.10 3791.70
9 36.30 70.32  171.90 340.95 678.98  1693.20 3383.40
10 34.06 65.84  160.18 317.23 631.47  1573.90 3144.70
11 18.56 27.21 44.03 62.73 89.04 141.14 199.78
12 17.96 26.70 43.58 62.33 88.67 140.84 199.50
13 17.45 26.27 43.20 61.99 88.37 140.58 199.27
14 17.03 25.92 42.90 61.72 88.14 140.38 199.09
15 16.65 25.59 42.62 61.47 87.92 140.18 198.92
16 16.33 25.28 42.36 61.25 87.72 140.01 198.77
17 15.99 25.00 42.11 61.03 87.53 139.85 198.63
18 15.69 24.74 41.89 60.83 87.34 139.69 198.49
19 15.40 24.47 41.67 60.64 87.17 139.54 198.36
20 15.12 24.23 41.47 60.45 87.01 139.40 198.23

8. Tablazat. Sajatértékek az egyenlé blokkméretek esetében

4.9. Példa. A kévetkezOkben a 4.4 Tételre és a 4.4 Allitdsra mutatunk be egy
példat. Legyen P egy 7 x 8 méretli valés nem szimmetrikus sablon matrix
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Az eléz6 példdban lathattuk a blokkméretek hatdsat a sajatértékekre, most
pedig bemutatjuk a jel/zaj ardnyanak (signal to noise ratio, tovibbiakban
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snr) hatasat a P matrix szingularis értékeire. A P métrix felfijasahoz a ko-
vetkez6 blokkmagassdgokat: [my, ..., m,] = [500, 750, 500, 600, 750, 550, 500]
és blokkszélességek: [nq, ..., np] = [500, 500,600, 1000, 550, 500, 550, 500] hasz-
naltuk. Ezt kovetden felfujtuk a P matrixot és hozzdadtuk a zajt, hogy meg-
kapjuk a perturbalt matrixot. Mint ahogyan a 4.3 fejezetben, B-vel jeloltiik
a felfijt matrixot, ami a jel ebben az esetben, illetve X matrix volt a zaj, és
igy az A = B + X a perturbalt matrix. A jel és a zaj ardanyara a kovetkezd
definici6t fogjuk hasznélni

1 m n b2
mn £wi=1 Z =1 "i,j
snr — n}n J 2]

m n 2
Tn 2iel 2j=1 T j

(4.1)

Itt m = Y%, m; a sorok szdma, n = 22:1 n; pedig az oszlopok szdma a
B és az X matrixban, b; ; a B jel métrix eleme, mig z; ; az X zaj matrix
eleme, az i. sorban és j. oszlopban.

Ebben a példdban az X zaj matrix elemei fiiggetlenek, és a kiindulési
lépésben standard normalis eloszlasuak. Minden soron kévetkezé 1épésben
noveljiik a zajt, azaltal, hogy a zaj matrix elemeit egy adott szdmmal szo-
rozzuk. Az elsé szorzd 1.002, a masodik 1.004, majd 1.006, ..., 3.000.

Tehat a kisérlet alatt 1épésrol-1épésre noveljiik a zajt és minden alkalom-
mal ellenérizziik a jel/zaj ardnyét, illetve az utols6 (abszolut érték szerinti
legkisebb) strukturalis szinguldris érték és az elsé (abszolut érték szerinti leg-
nagyobb) nem strukturdlis szingularis érték aranyat. Ha a strukturalis/nem
strukturalis arany elér egy bizonyos pontot, a jel tulsadgosan zajossa valik,
vagyis nem lehetséges a strukturalis és nem strukturalis szinguldris értékek
tovabbi megkiilonboztetése.

Az 18. Abran a szaggatott vonal a jel /zaj ardnyat, a vonal pedig az utolsé
strukturalis szingularis érték és az els6 nem strukturdlis szingularis érték
aranyat mutatja. A vizszintes tengelyen a zaj szorasnégyzete van feltiintetve.
Lathat6, hogy a zaj novekedésével a jel/zaj ardny gyorsan csokken, de a
strukturalis/nem strukturalis szinguldris értékek ardnya lassan csokken. Ha
a strukturdlis/nem strukturdlis ardny értéke 1-hez kozeli, akkor elérjiik azt
a pontot, amikor a strukturdlis és nem strukturdlis szingularis értékek nem
jol megkiilonboztethetéek. Azonban, az 18. Abran megmutatja, hogy az
ismertetett modszer megbizhatd, mivel, ha a zaj nem nagyobb mint a jel
25%-a, akkor a strukturalis szinguldris értékek jol megkiilonboztethetbek a
nem strukturalis szingularis értéktol.
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--SNR  —Utolso strukturélis szingularis étrék/elsé nem szingularis

18. Abra. A jel/zaj ardny Gsszehasonlitdsa a strukturalis/nem strukturalis
szingularis értékek ardnyéaval
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5. Osszefoglalas

A disszertdcié els6, bevezetd fejezetében attekintettiik a dolgozat alapjdul
szolgald irodalmi elé6zményeket. Ezen irodalmi attekinté a teljesség igénye
nélkiil késziilt, elsé sorban a dolgozat szempontjabdl jelentés eredményekre
koncentral.

A disszertacié masodik fejezetében exponencialis és Rosenthal-egyenl6t-
lenségeket vizsgaltunk elfogadhaté és tdgabb értelemben elfogadhatd valé-
szintségi valtozdk esetén. Megmutattuk, hogy az

n
EeXoiz1 MXi < H R i
i=1

egyenlétlenség egy megfelelé formaja exponencidlis egyenlotlenséget impli-
kal, az exponencialis egyenldtlenség pedig Rosenthal-egyenlGtlenséget imp-
likal, tovabba az exponencidlis egyenlétlenségbdl teljes konvergencia kovet-
kezik. Ez a forma a kdvetkezd

n
EeX M < g(n) [[ B, (5.1)
=1

ahol 0 < g(n) < oco. Ha a fenti feltétel teljesiil minden A € R esetén és
minden n-re, akkor az 71,79, ... sorozatot tagabb értelemben elfogadhaté-
nak (widely acceptable) nevezziik. Jelolje X (9 az X valdsziniiségi valtozé
levagottiat X (9 = min{X,d}. Ezeket felhasznélva kaptuk a 2.1 Tételt, mely
allitasa a kovetkezo

Legyen X1, Xo, ..., X, valdsziniségi viltozok egy sorozata, d > 0. Legyen
Sp = Y0, X; az dsszegiik és By, = .1 EX? a szérdsnégyzetek dsszege.
Feltételezziik, hogy (5.1) teljesil n; = XZ-(d), 1=1,2,...,nre 0 < A< X
esetén. Akkor minden olyan z-re, melyre 0 < x < (Bpe? — B,)/d, a
kévetkezd igaz

d
P (S, > z) <P<max X; > d) + g(n) exp (w I (1—1—)) .
1<i<n
Ha pedig (5.1) teljesil n;, = Xl-(d), i = 1,2,...,n és = (—X;)@D,
1 = 1,2,...,n esetén is minden 0 < X < Ag-ra, akkor minden olyan
z-re, melyre 0 < x < (Bpe®° — B,))/d a kivetkez6 teljesiil:

r T xd
P(|Sn| > ) <P <1rg§<>§1 | Xi| > d) +2g(n) exp (d —5n <1 + Bn)) .
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A fenti két egyenl6tlenséget nevezziik exponencislis egyenl6tlenségnek.

Ezt kovetéen a Hoeffding-egyenl6tlenséggel folytatjuk, melyet eredetileg
Wassily Hoeffding 1963-ban publikélt fliggetlen valdszinliségi valtozok ese-
tére. Kés6bbiekben eredmények jelentek meg egyes fiiggé sorozatokra is. A
kovetkezo 2.2 Tétel az elfogadhatd valdszintiségi valtozdkra mutat be egy
Hoeffding-tipusi egyenlGtlenséget.

Legyen X1,Xo,..., X, wvaldsziniségi vdltozok egy sorozata. Legyen
Sp =i Xi az dsszeg. Legyenek a valdszindségi vdltozok korlatosak, azaz
a; < X; <b;,1=1,2,...,n-re, ahol a; és b; valos szamok. Tegyiik fel, hogy
(5.1) teljesil m; = X;, i = 1,2,...,n és 0 < A < \g esetén. Akkor minden
olyan e-ra, hogy 0 < e < % S (b — a)?, a kovetkezd igaz

P(S, —ES, > ) < g(n)exp | - 25
n n > ¢€) < g(n)exp b —a )

Tegyiik fel, hogy (5.1) teljesil n; = X;, i = 1,2,...,n és |A| < Ay esetén.
Akkor minden olyan e-ra, hogy 0 < & < % S (bi—a;)?, teljesiil a kévetkezd

2e2
P (1S, —ESp| > ¢) <2 ——— .
(|Sn, — ES,| > ¢) < 2¢g(n)exp ( = ai)2>

A kovetkezd tételiinkben absztrakt médon egy exponencidlis egyenlot-
lenség teljesiilése esetére vezetjiik le a Rosenthal-tipusi egyenlétlenséget,
tehat nem tesziink fel a kiinduld valdszintiségi valtozok kozott fliggdségi fel-
tételt. A 2.4 Tétel a kovetkezdképen szdl:

Legyen X1, Xa, ..., X, nulla varhatoértéki valosziniségi vdltozok egy so-
rozata, tovabbd legyen S, = Y iy X; az dsszeqik és B, pozitiv szamok egy
sorozata. Tegyiik fel,

x xd
teljesiil minden x > 0 és d > 0 esetén, aholl(n) és h(n) valés szamok. Akkor
p > 0-ra

E[Sn[" < Cil(n)E max | X;[P + Coh(n)BE/?

teljesiil, ahol C1 = pP, Cy = %pHp/?epB (5,8) abszolit konstansok, B(u,v)
pedig a béta fiigguény.

A kovetkez6 eredményben bemutatjuk, hogy egy altaldnos exponencialis
egyenlotlenségbdl kovetkezik egy Baum—Katz-tipusu tétel, ehhez sziikség
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van a teljes konvergenciara, mely a kovetkezé azt mondjuk, hogy Y,, — 0
teljesen, ha Ve > 0 esetén

o0

Z (IYn] > ¢) < 0.

A tételiinkben a konvergencia sebességét is mutatd sulyozott Osszeg fog sze-
repelni. Jelolje X() az X csonkitott és centralizalt valtozatat. Ezt felhasz-
nalva kapjuk a kovetkezd eredményt, mely a 2.6 Tétel:

Legyen X1, Xo,... waloszinidségi valtozok egqy sorozata, tovdbbd legyen
Sn = Yitq Xi a részisszegik. Legyen 0 < p < 2 és a egy pozitiv szdm.
Teqyiik fel, hogy az exponencidlis egyenldtlenséqg teljesil csonkitott és cent-
ralizdlt valosziniségi vdltozokra, azaz

> a;) <

4

n

3 (%0 - £X0)

i=1

¢ _gx® Tz ad
<P <1I£1?§Xn ’Xi EX, ‘ > d) + g(n) exp <d ¥ In <1 + Bn>>
minden t > 0, z > 0, d > 0 és n = 1,2,... esetén, ahol

B, = ?ZIIE( x® EX (t ))2. Tegyiik fel, hogy g(.) reguldris vdltozasi r
kitevével, ahol 0 < r < a(2 — p). Tegyiik fel, hogy X1, Xa,... dtlagosan
gyengén domindlt (weakly mean dominated, wmd) az X wvaldsziniiségi vdlto-
26 dltal, melyre B|X|Pg(|X|"/®) < co. Ha 0 < p < 1, akkor feltesszik, hogy
ap > 1. Ha 1 < p < 2, akkor feltessziik, hogy ap > 1 és EX; = 0 minden
i-re. Ekkor tetszdleges € > 0-ra

o0
Zno‘p_2IF’(|Sn| > en®) < oo.

n=1

A harmadik fejezetben a von Bahr—Esseen-egyenl6tlenséggel foglalkoz-
tunk. A kovetkez6 tételben azt bizonyitottuk, hogy ha a von Bahr-Esseen-
féle momentum egyenlGtlenség teljesiil a g kitev$ és csonkitott centralizalt
valbszintiségi valtozdk esetén, akkor teljesiil magukra a valdsziniiségi valto-
zékra tetszbleges p esetén, 1 < p < q. A tétellinkben a kdvetkez6 csonkitast
alkalmaztuk adott X valdszintiségi valtozo és t pozitiv szam esetén

OX® = 41{X < —t} + XT{|X| <t} +11{X > t}.

A 3.1 Tétel a kovetkez6t mondja ki:
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Legyen 1 < p < q. Legyen X,,n = 1,2,... wvaldsziniiségi valtozok egy
sorozata és E| X, |P < oo, EX,, = 0 minden n =1,2,...-re. Tegyiik fel, hogy
tetszdleges x > 0 esetén

n q
E|> (C9x7 -ECoXf )‘ < gg(n ZE] —) x @)
k=1
Akkor . ) .
B> Xi| <fpa(n) ) EIXf,
k=1 k=1

ahol fpq(n) csak gq(n)-tdl, p-tél és q-tol figg (egy lehetséges vilasztds az

Ipa(n) =5+ 2cqg4(n)2¢ (ﬁ){ ahol ¢, = 2971).

Fzt kovetOen azt targyaltuk, hogy, ha feltételezziik, hogy egy elfogadha-
tésagi feltétel teljesiil a csonkitott valdszintiségi valtozokra akkor kapunk egy
exponencidlis egyenl6tlenséget (3.1 Alh’tés), amelynek kovetkezménye egy
Rosenthal-egyenl6tlenség (3.2 Allités) és egy von Bahr-Esseen momentum
egyenl6tlenség, melyet a 3.2 Tétel mond ki:

Legyen 1 < p < 2. Legyen X,,,n =1,2,... valdsziniségi valtozok eqy so-
rozata, ugy, hogy E|X,|P < oo, EX,, =0 mindenn =1,2,...-re. Tegyiik fel,

hogy (5.1) teljesiil tetszéleges X € R ésn; =(ai) XZ»(bi) csonkitott valésziniségi
valtozo esetén minden a; < b;, i = 1,2,...,n-re. Akkor
n p n
E|Y Xi| <fpln) ) EIXi7,
k=1 k=1

ahol fp(n) csak g(n)-tél és p-tdl figg.
A kovetkezé 3.6 Tétel egy nagy szdmok gyenge torvénye, amelyben L,
konvergenciat is bizonyitunk.

Legyen 1 < p < 2. Legyen az Xn,,n = 1,2,... sorozat dtlagosan gyen-
gén domindlt az X wvalésziniiségi vdltozo dltal, ahol E|X P < co. Tegyiik fel,
hogy EX,, = 0 minden n = 1,2,...-re. Tegyik fel, hogy (5.1) teljesil
g(n) = C-re, tetszéleges A € R-re és n; = (ai)Xi(bi)—Te minden a; < b;,
1=1,2,... esetén. Akkor

lim E

n—o0

1 n p
nl/p Z Xk =
k=1

Tovabbd,
lim Z Xy =0

n—oo nl/
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valdsziniiségben.

A kovetkez6 3.7 Tétel bemutatja, hogy, ha az elfogadhatéségi feltétel,
vagyis az (5.1) g(n) = C esetén igaz a csonkitott valdszintiségi valtozokra,
akkor teljes momentum konvergencia eredmények kaphatok.

Legyen 0 <p<2,1<r <2, és0<a<2. Legyen az X,,, n=1,2,...
sorozat dtlagosan gyengén domindlt az X valdsziniségi valtozo dltal. Tegyiik
fel, hogy EX,, = 0 minden n = 1,2,...-re. Tegyiik fel, hogy (5.1) teljestil
g(n) = C esetén minden A € R-re és n; =(%) Xi(bi)—re tetszdleges a; < b;,
1=1,2,... esetén.

(i) Ha r < «, akkor feltessziik, hogy E|X|* < oco.
(i) Ha r = «, akkor feltessziik, hogy E|X|"log(1 + |X|) < co.
(ii) Ha v > «, akkor feltesszik, hogy E|X|" < oco.

1

Akkor -
a/p—2
Zn/l’ E{WZXk —6} < 00
n=1 k=1 +

minden € > 0-ra. A fenti egyenlbtlenség a teljes momentum konvergencia,
amsi implikdlja o teljes konvergencidt.

A negyedik fejezetben perturbalt matrixokat vizsgaltunk. Eredményként
elmondhatjuk, hogy, amikor a perturbacié méatrix elemei nulla varhatéérté-
kiiek, akkor az elméleti eredmények megmutattak, hogy a strukturalis sajat-
értékek ,nagyok” és a nem strukturalis sajatértékek ,kicsik”, a numerikus
eredményeink, pedig betekintést engedtek a sajatértékek sorozatainak a vi-
selkedésébe.

A kovetkez6 4.1 Tételben a B, felfijt métrixok és a W, egyardant komp-
lex hermitikus matrixok (specidlis esetben szimmetrikus valés métrixok).
A W, zaj métrix egy Wigner-métrix, mely véges negyedik momentummal
rendelkezik.

Legyen By, n=1,2,..., komplexr hermitikus mdtrizok egy sorozata. A
Wh, n = 1,2,... Wigner-mdtrizok legyenek komplex hermitikus mdtrizok,
melyek teljesitik a kovetkezd feltételeket. Legyenek a W, fédtlgjan lévd wy;
elemek fliggetlen azonos eloszldst valos valosziniségi vdltozok, tovdabbd legye-
nek a fodtlo feletti elemek figgetlen azonos eloszldsi komplex valdszinidségi
vdltozok és mindezek az elemek legyenek fiiggetlenek. Legyen w;; = w;; min-
den i, j-re. Feltételezziik, hogy Bw?; < oo, Ewiz = 0, Elwis — Ewia|? = o2
véges és pozitiv, Elwia|* < oco. Akkor

lim sup i B+ Wn) = Ai(Bn)| <20
n—oo \/ﬁ

minden i-re majdnem biztosan.
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Ezt kévetéen minta kovariancia matrixokat hasznaltunk perturbéacios
matrixként. Jeloljon xj;, j, 1 = 1,2,... egy véges tombot, mely elemei fiig-
getlenek és azonos eloszlasi komplex értékl valdsziniiségi valtozok, 0 var-
haté értékkel és o2 szordsnégyzettel. Legyen X = (zj1)j2,, 1=y & bal felsé
sarokban 1év6 blokk, mely mérete n x m. Az S, = %X X* matrixot minta
kovariancia matrixnak nevezziik, ahol X* az X matrix transzponaltja, B,
felfajt matrix. Az errol szél6 4.2 Tétel a kovetkezo:

Legyen By, n =1,2,... komplex hermitikus matrixok egy sorozata. Le-
gyen Sy, n=1,2,... olyan komplex értékii minta kovariancia mdtriz, mely
teljesiti a fenti feltételeket. Tovabbd feltessziik, hogy X elemeinek rendelkez-
nek véges negyedik momentummal. Legyen nh_)ngo n/m =y € (0,00). Akkor

lim sup )‘i(Bn + \/ﬁsn) — )\i(Bn)
i Jm

majdnem biztosan teljesiil, tetszdleges i-re.

<o*(1+ )

Majd olyan perturbalé matrixokat vizsgaltunk, melyek elemei fliggetlen
azonos eloszlasi komplex szdmok. Legyen zi, j,k = 1,2,..., egy végtelen
tomb, mely elemei fiiggetlen azonos eloszlast komplex valdszintiségi valto-
z6k, nulla varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel. Legyen X = (x]k);nzl oy
a bal felsé sarokban 1é6v6 m x n méretl blokk. Ezt a 4.4 Tétel mondja ki:

Minden m-re és n-re legyen B egy m X n méretd komplex mdtrix és le-
gyen X = X, eqy fent leirt m xn méretd komplexr mdtriz, mely elemei fiig-
getlen azonos eloszlasuak. Tovdbbd, tegyiik fel, hogy X elemei rendelkeznek
véges negyedik momentummal. Tegyiik fel, hogy m,n — oo gy, hogy
K < % < Ko, ahol 0 < K; < Ky < o0 rogzitett konstansok. Jelolje
rendre s; és zj B és B + X szinguldris értékeit, s1 > -+ > Spmin{mn}
21 2+ 2 Zmin{mn}- Akkor, minden i-re

|si — zi| = O(v/n)

ahogy m,n — oo, majdnem biztosan.

Végiil a negyedik fejezet elméleti eredményeit alatdmaszté numerikus
példak kovetkeztek. Legyenek || > |Ao| > ... a felfdjt és perturbalt
matrix sajatértékei csokkend sorrendben, akkor a strukturalis sajatértékek
IAd1] > |A2] = -+ > |N| ,nagyok” és gyorsan csokkennek. A tobbi sajatér-
ték [Ny1| > [Nig2| > ... relativ kicsik és nagyon lassan csokkennek. Tehat
kénnyen megtalalhatéak a strukturalis sajatértékek. Ahhoz, hogy megkap-
juk a strukturdlis sajatértékeket, a kovetkez6 numerikus (grafikus) modszert
javasoljuk:
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o Megkeressilk A néhany sajatértékét, az abszolat érték szerinti legna-
gyobbal kezdve, majd a rakévetkezot és igy tovabb.

« Addig folytatjuk az els6 1épést, mig a legutoljara kapott 5-10 sajatér-
ték kozel van a nulldhoz és az abszolit értékiikk majdnem nulla.

o Az igy kapott [N| < [A—1| < -+ < |A1] novekvé sorozatot ebben a
sorrendben abrazoljuk, majd megkeressiik a hirtelen valtozast.

Amennyiben
0~ M| = | Aici] = - = [N < [N <2 < A,

akkor a hirtelen valtozas [-nél kévetkezik be, tehat A\;, \j_1, ..., A1 tekinthet6
a strukturdlis sajatértékeknek. A tipikus hirtelen valtozas a nem strukturdlis
és strukturdlis sajatértékek kozott a kovetkez6 abran lathatd

.
elsé hirtelen ¢
véltozas ¢
.
.
.
.
. . . . . . .
nem strukturdlis sajatértékek strukturdlis sajatértékek

19. Abra. A hirtelen valtozas a nem strukturalis sajatértékeket kovetSen

Hasonlé modszer igaz a szingularis értékek esetén is. A kapott numerikus
eredmények stabilak voltak abban az értelemben, hogy kicsi volt a szoras-
négyzet, illetve a sajatértékek viselkedése hasonld volt a feltételek széles
spektruma mellett.
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6. Summary

In the first section, we reviewed the literary background of the topics of the
dissertation. This review was done without the requirement of completeness,
we mainly concentrated on the results, that were mostly relevant to this
work.

In the second section of the dissertation, we analysed the exponential
and Rosenthal’s inequalities for acceptable and widely acceptable random
variables. We showed, that an appropriate form of the

n
EeZL AX; < H ]Ee)‘Xi
i=1

inequality implies an exponential inequality and the exponential inequality
implies a Rosenthal’s inequality, moreover the exponential inequality comp-
lete convergence. This form is the following

n
EeXiei M < g(n) [] B, (6.1)
i=1

where 0 < g(n) < oo.

If the above condition is satisfied for all A € R and for all n, then
the n1,72,... sequence is called widely acceptable. Let X(@ denote the
truncated of the X random variable: X(9 = min{X,d}. Applying these, we
get Theorem 2.1, which is the following:

Let X1,Xs,...,X, be a sequence of zero mean r.v.’s, d > 0. Let
Sp = Y"1 X; be the sum and B, = Y1 EX? be the sum of variances.
Assume that (6.1) is satisfied for n; = X(d), 1=1,2,...,nand 0 < X < )\g.

(2

Then for any x with 0 < x < (Bpe®™ — B,)/d, we have

r xd
P(Sp,>z) <P <1I£11a§x Xi > d) + g(n) exp (d - Eln (1 + Bn)> .
If (6.1) is satisfied both for n; = Xi(d) i=1,2,...,n, and n; = (—X;)D,
i=1,2,...,nand 0 < X\ < Ao, then for any x with 0 < x < (Bpe® —B,)/d
we have

x xd
< ; - — = — .
P(|Sy| >2) <P <11£1?§xn | X;| > d) + 2¢g(n) exp (d 7 In (1 + Bn>)
The two inequalities above are called exponential inequalities.
Next, we continue with the Hoeffding-inequality, which originally was
published by Wassily Hoeffding in 1963, for the case of independent random
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variables. Later more results were published for dependent sequences. The
upcoming Theorem 2.2 presents a Hoeffding-type inequality for acceptable
random variables.

Let X1, Xa,...,X, be a sequence of r.v.’s. Let S, = >.i" 1 X; be the
sum. Let the random wariables be bounded, i.e. a; < X; < b for
i =1,2,...,n, where a; and b; are real numbers. Assume that (6.1) is sa-

tisfied with n; = X5, i = 1,2,...,n and 0 < A < Ag. Then for any ¢ with
0<e<237 (b —a;)?, we have

i1 (bi — a;)?

Assume that (6.1) is satisfied forn; = X;, i =1,2,...,n and |\| < X\g. Then
for any e with 0 < e < Z—O S (b — a;)?, we have

2e?
P(S,—ES,>¢)<gn)exp| ~—=—F7—— | -

2¢?
P —E >e) <2 -—=n T 5 |-
(‘Sn STZ‘ - 8) = g(n) CeXp ( ;,;L:l(bi _ ai)2>

In the upcoming theorem, we show, that a general exponential inequality
implies an appropriate Rosenthal inequality. Theorem 2.4 is the following:

Let X1, Xo,...,Xy be a sequence of zero mean r.v.’s, let S, = > 11 X;
be their sum and By, be a sequence of positive numbers. Assume that

T oz xd

is satisfied for any x > 0 and d > 0 where [(n) and h(n) are some real
numbers. Then, for p > 0 we have

E|SalP < C1l(n)E max | X[ + Coh(n)BY/?,

where Cp = pP, Cy = %pHp/erB (5,8) are absolute constants with B(u,v)
being the beta function.

The next result shows, that a general exponential inequality implies a
Baum—Katz-type theorem, for this we shall need the complete convergence,
which is the following: we say, that Y;, — 0 completely, if Ve > 0

oo
> P (|Ya] > ¢) < oo.
n=1

Let X® denote the truncated and centered X. Applying this, we got The-
orem 2.6:
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Let X1, Xa,... be a sequence of r.v.’s, let S, = > X; be their par-
tial sum. Let 0 < p < 2 and let a be a positive number. Assume that the
exponential inequality is satisfied for the truncated and centered r.v.’s, that

> (t > (t
5 (X9 - E£)

S
P ( > .CE) <
i=1

T _gx® T _z zd
g]}»(g%]xi EX"| > d) —|—g(n)exp<d “ln (1+ Bﬂ))

for all t > 0, z > 0, d > 0 and n = 1,2,..., where
B, =>",E (f(i(t) — IEXi(t)>2. Assume that g(.) is reqularly varying with
exponent r, where 0 < r < a(2 — p). Assume that X1, Xo, ... is weakly me-
an dominated by the r.v. X for which E|X[Pg(|X|"/*) < co. If 0 < p < 1,
then assume ap > 1. If 1 < p < 2, then assume ap > 1 and EX; = 0 for all
i. Then we have

n

oo
Z n®P72P (|S,| > en®) < occ.

n=1

In the third section we studied the von Bahr—Esseen inequality. In the
next theorem we showed, that if the von Bahr-Esseen moment inequality
holds for ¢ for the truncated and centered random variables, then it holds
for the random variables themselves for any p, 1 < p < g. In the theorem we
used the following truncation for a given X random variable and ¢ positive
number

X = HT{X < —t} + XT{|X| <t} +tT{X > t}.
Theorem 3.1 is the following;:

Let 1 <p<gq. Let X,,,n =1,2,... be a sequence of random variables
with E| X, [P < o0, EX,, =0 for alln =1,2,.... Assume that for any x >0

z":(_xX(x x| <

Then

q

< () SB[ COX[ - Bx"

n p
E|> X

k=1

n
< foa(n) D EIXi[?,
k=1

where fpq4(n) depends only on g4(n), p and q (a possible choice is
2
fp.g(n) =5+ 2cqg4(n)24 (ﬁ) , where cq = 2471).
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Now we assume, that if an acceptability condition holds for the truncated
random variables, then we get an exponential inequality (3.1 Proposition),
from which follows a Rosenthal inequality (3.2 Proposition) and a von Bahr—
Esseen moment inequality, which is stated in Theorem 3.2:

Let 1 <p < 2. Let Xp,n =1,2,... be a sequence of random variables
with E|X,|P < oo, EX,, = 0 for all n = 1,2,.... Assume that (6.1) is
satisfied for any X € R and for n; =(%) Xi(bi) foranya; <bj,t=1,2,...,n.

Then .
> Xk
k=1

where fp(n) depends only on g(n) and p.

The next Theorem 3.6 is a weak law of large numbers, where we proved
L, convergence.

Let 1 < p < 2. Let the sequence X,,n = 1,2,... be weakly mean do-
minated by the r.v. X with E|X|P < oco. Assume that EX,, = 0 for all
n =1,2,.... Assume that (6.1) is satisfied with g(n) = C for any X € R
and for n; = (‘“)Xi(bi) with any a; < b;, 1 =1,2,.... Then

p
E

< fp(n) D E|X[?,
k=1

Moreover,

in probability.

The upcoming Theorem 3.7 shows, that if the acceptability condition
(6.1) holds in the case of g(n) = C for the truncated random variables, then
we get complete moment convergence.

Let 0 < p< 2,1 <r <2 and0 < a < 2. Let the sequence X,,
n=1,2,... be weakly mean dominated by the r.v. X. Assume that EX,, =0
for alln =1,2,.... Assume that (6.1) is satisfied with g(n) = C for any
A € R and for n; =) XZ»(bi) with any a; < b, i =1,2,.... (i) If r < «, then
assume E|X|* < oo. (i) If r = «, then assume E|X|"log(1 + | X]) < oc.
(iii) If r > «, then assume E|X|" < co. Then

T
- } < o0
+

(e.) 1 n
Zlna/sz{ — ];Xk

for any € > 0.
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In the fourth section we studied the topic of perturbed matrices. As a re-
sult, we can say, that when the noise matrices with entries having zero mean
values, then the theoretical results showed, that the structural eigenvalues
are ,large” and the non-structural eigenvalues are ,,small”, our numerical
results let us see the behaviour of the sequences of the eigenvalues.

In the next Theorem 4.1 the B,, blown-up matrices and the W,, are both
complex hermitian matrices (in special case real symmetric matrices). The
W, noise matrix is a Wigner matrix, which has a finite fourth moment.

Let B,, n = 1,2,..., be a sequence of complex Hermitian matrices.
Let the Wigner matrices W,,, n = 1,2,..., be complex Hermitian random
matrices satisfying the following assumptions. Let the diagonal elements wj;
of Wy, be i.i.d. real, let the above diagonal elements be i.i.d. complex random
variables and let all of these be independent. Let w;; = wj; for all i,j.
Assume that Ew?, < oo, Ewiy = 0, E|lwis — Ewis|? = o? is finite and
positive, Elwa|* < co. Then

lim sup [Ai(Bn + Wn) = Ai(Bn) < 20
n—00 \/ﬁ
for all i almost surely.

Next we used sample covariance matrices as noise matrices. Let xj,
4,0 =1,2,... be an infinite array of independent and identically distribu-
ted complex valued random variables with mean 0 and variance o2. Let
X = (xﬂ)?’:L ", be the left upper block of size n x m. S, = %XX* is
called the sample covariance matrix, where X* is the transpose matrix of
X and B, the blown-up matrix. The theorem is the following:

Let By, n=1,2,..., be a sequence of complex Hermitian matrices. Let
Sn, n=1,2,..., be complex valued sample covariance matrices satisfying
the above conditions. Moreover, assume that the entries of X have finite
fourth moments. Assume that lim,_,oon/m =1y € (0,00). Then

7 Bn n) — \i Bn
lim sup Xi(Bpn + vmSy) — Xi(By)
n—o00 v/ m

for all i almost surely.

Then we considered perturbation with matrices having independent and
identically distributed complex entries. Let xj, j, k = 1,2, ..., be an infinite
array of independent and identically distributed complex valued random
variables with mean 0 and variance o2. Let X = (m]k)gn:l peq be the left
upper block of size m x n. The connecting Theorem 4.4 is the following:

For each m and n let B = By, be a complex matriz of size m X n and
let X = Xonn be the above complex valued random matriz of size m x n with

<o*(1+ )
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independent and identically distributed entries. Moreover, assume that the
entries of X have finite fourth moments. Assume that m,n — oo so that
K < % < Ko, where 0 < K1 < K9 < o0 are fixed constants. Denote by s;
and z; the singular values of B and B+ X, respectively, s1 > -+ > Sminfmn}s
212 2 Zminf{mn)- Lhen for alli

|si — zi| = O(v/n)

as m,n — oo almost surely.

Finally come the numerical examples which support the theoretical re-
sults. Let |A1| > |A2] > ... be the absolute values of the eigenvalues of the
perturbed blown-up matrix in descending order. Then the structural eigen-
values [\1| > || > -+ > |A] are ,large” and they rapidly decrease. The
other eigenvalues |A\j41] > |Ai42] > ... are relatively small and they decre-
ase very slowly. So it is easy to find the structural eigenvalues. To obtain
the structural eigenvalues we suggest the following numerical (graphical)
procedure:

e Calculate some eigenvalues of A, starting with the largest ones in
absolute value.

o We are repeating the previous step, until the last 5-10 eigenvalues are
close to zero and they are almost the same in absolute value.

o Then we obtain the increasing sequence |[A¢| < |[M—1] < -+ < [M\q].
Plot their values in the above order, then find the first abrupt change.

If, say,

0~ A & [A—a] m - = A | < [N <o <A,

that is the abrupt change is at [, then A\;, \;_1,..., A1 can be considered
as the structural eigenvalues. The typical abrupt change after the non-
structural eigenvalues can be seen on the following figure.
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L]
L]
first abrupt .
change
L]
L[]
[ ]
L[]
. . . . . . .
\ J \ J
e e
non-structural eigenvalues structural eigenvalues

20. Abra. The abrupt change after the non-structural eigenvalues

Similar method is valid for the singular values, too. Our results are stable
in the sense that variances are small and the behaviour of the eigenvalues
is the same in wide range of conditions.



7. Jelmagyarazat
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END | Extended Negatively Dependent | Kiterjesztett Negativ Fiiggd
NOD | Negatively Orthant Dependent Negativ Ortans Fiiggo

WMD | Weakly Mean Dominated Atlagosan Gyengén Dominalt
WOD | Widely orthant dependent Téagabb értelemben Ortans Fiiggd

9. Tablazat. Roviditések tablazata

indikator fliggvény

I
E varhaté érték
D SzOras

Ai(A) | az A matrix [-edik legnagyobb sajétértéke.

z a z szam komplex konjugaltja

10. Tablazat. Jelolések tablazata
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8. Appendix

8.1. Tétel. Legyenr > 0, és teqyiik fel, hogy X egy nemnegativ valésziniségi
valtozo. Akkor

(i) EX = [(°(1 — F(z))dz = [;°P(X > z)dz, ahol mindkét tag egyszerre
konvergens, vagy egyszerre divergens;

(i) EX" =7 [(°2" (1 — F(z))dz =r [;° 2" 'P(X > x)dz, ahol mindkét

tag egyszerre konvergens, vagy egyszerre divergens;

(1)) EX < oo <= Y72 P(X >n) < co.
Pontosabban

o0 oo
Y P(X>n)<EX <1+ ) P(X>n)
n=1 n=1

(iv) EX" < 00 <= >0° n" " 1P(X >n) < cc.
Pontosabban

oo o0
Yo TIP(X >n) <EX" <14 > n"'P(X >n)

n=1 n=1

8.2. Tétel (Weyl perturbacios tétel). Legyenck A, B € R¥™4 szimmetrikus
mdtrizok, akkor minden 7 =1,...,d esetén

max [A;(B) — Aj(A)] < [|B — All2
J€ld|

Ahol ||Cll2 a C mdtriz legnagyobb szinguldris értéke.

8.3. Tétel (Courant—Fischer—-Weyl min-max elv). Legyen A nxn-es Hermite-
féle matrixz, ennek sajdtértékei legyenek Ay < Ao < --- < A\, és U az alteret
jeloli. Ekkor k=1,...,n-re

Ak :m&n{max{x Az tx € U,ac;é()} s dim(U) :k}

T T*r

. (x*Ax
AL = max < min
U z r*x

A kovetkezd tételben a W komplex Wigner matrixra, azaz a konjugaltja
egyel6 a transzponaltjaval.

::cEU,az;éO}:dim(U):n—k—i-l}.
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8.4. Tétel (Bai (1999), 2.12 Tétel). Tegyiik fel, hogy a W Wigner mdtriz
fédatlobeli elemei fiiggetlen, azonos eloszldst valés valdszindségi vdltozok, a

17 7

féatlo feletti elemek fiiggetlen azonos eloszldsi k:ompllex valdsziniiségi vdlto-
20k, tovdbbd ezek mind fiiggetlen vdltozok. Akkor n~2W legnagyobb sajdtér-
téke 1 wvaldsziniiséggel akkor és csak akkor tart 20 > 0-hoz, ha a kévetkezd
négy feltétel teljesiil:

1. E((wfp)?) < oo,
2. E(wi2) valds és E(wi2) <0,
3. E(lwiz — E(w2)]?) = o2,
4. E(lwiz]?) < oo,
ahol xt = max(x,0).

A kovetkez8k bevezetésére a soron kiovetkezd tétel kimondasahoz van
sziikség. Legyenek az a;j,1 < i < j < n, fiiggetlen (de nem feltétleniil
azonos eloszlasi) valdszintiségi valtozok a kovetkezé tulajdonsaguiak:

e |aij| < K, minden 1 <17 < j < n esetén;
e E(ai;) =0, minden 1 < ¢ < j < n esetén;
e Var(a;;) = 02, minden 1 < i < j < n esetén;

Legyen aj; = a;j azaz A = (a;5)f;—; egy szimmetrikus métrix, illetve A\(A)
az A spektral normaja.

8.5. Tétel (Vu (2007), 1.3 Tétel). A fent definidlt A véletlen mdtrizra lé-
tezek egy olyan ¢ = c(o, K) pozitiv konstans, hogy

AMA) < 20v/n +ent*1Inn
majdnem biztosan teljesiil.

A kovetkezo tétel kimondasahoz a sziikséges a kovetkezo: tegytik fel, hogy
{zjr, k =1,2,...} egy kétdimenzids témb, elemei fiiggetlen azonos eloszlast
komplex valészintiségi valtozék nulla varhatoértékkel és o2-tel. Jelolje zj, =
(g, .- xpi) és X = (x1,...,2y). Legyen S a minta kovariancia matrix,
S =130 ;= LXX*
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8.6. Tétel (Bai (1999), 2.16 Tétel). Tegyiik fel, hogy p/n — y € (0,00),
tovabba X elemeinek létezik véges negyedik momentuma. Ekkor

. . _ 201 2
nh—>H<}o Amin(S) = o*(1 = /y)
majdnem biztosan, tovdbbd
lm Aax(S) = o (1 + /y)?
majdnem biztosan.

8.1. Definicié (C1 feltétel. Lasd [O’Rourke, Renfrew (2014)]). Legyen (1, &2)
eqy véletlen vektor R?-ben, ahol & és & nulla vdrhatoértéki és eqyséq szd-
rasnégyzeti. Legyen p = E[£1€a]. Legyen {yij}i,j>1 eqy végtelen valds elemi
kétindexes tomb. Minden N > 1-re definidlunk eqgqy N x N véletlen mdtrizot
Yy = (yw)Z i—1- Azt mondjuk, hogy az {YN}ys, véletlen mdtrizok soroza-
ta teljesiti a C1 feltételt (§1,&2) atom vdltozdkkal, ha a kévetkezd feltételek
teljesiilnek:

o {wii 0 1 <i}U{(yij,y51) - 1 < i< j} - fiiggetlen véletlen elemek dsszes-
sége,

o {(yij,yji) : 1 <i<j} —a(&,&) figgetlen azonos eloszldsi mdsolata-
inak eqy Osszessége,

o {yii : 1 < i} — fiiggetlen azonos eloszldsu, nulla virhatd értéki és véges
szordsnégyzeti, valdsziniiségi valtozok eqy dsszessége.

8.2. Definicié (CO feltétel. Lasd [O’Rourke, Renfrew (2014)]). Legyen (&1, &2)
eqy véletlen vektor R?-ben, ahol & és & nulla vdrhatoértékil és eqység szo-
rasnégyzetd. Legyen p := E [£1&2]. Minden N > 1-re legyen Yy a fenti N x N
véletlen mdtriz. Azt mondjuk, hogy az {Yn}y~, véletlen mdtrizok soroza-
ta teljesiti a CO feltételt (£1,&2) atom vdltozdkkal, ha a kévetkezd feltételek
teljestilnek:

o Az{YN}y> teljesiti a C1 feltételt (&1,62) atom vdltozdkkal,

o Tovdbbd
M = max {E|&1|*, E|&|'} < oo,

8.1. Lemma (O’Rourke, Renfrew 3.3 Lemma. Lasd [O’Rourke, Renfrew
(2014)]). Legyen {Y } n>1 véletlen mdtrizok egy sorozata, mely teljesiti a CO
feltételt a (&1,&2) atom wvdltozokkal. Akkor majdnem biztosan

limsupH YNH < 4.

N—oo
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