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1. Bevezetés

A disszertáció a valószínűségelmélet határérték tételei témakörébe tartozó
néhány eredményt tartalmaz. A 2. és a 3. fejezet a nagy számok törvényeihez
tartozó aszimptotikus tételeket és a velük kapcsolatos egyenlőtlenségeket
tárgyalja, a 4. fejezet pedig véletlen zajjal terhelt mátrixok sajátértékei-
nek aszimptotikus viselkedését elemzi. A 2. és 3. fejezet egymással szoros
összefüggésben van, míg a 4. fejezet a korábbi kettőhöz egy tételen keresztül
kapcsolódik. A disszertációban megtartottuk a megjelent cikkek szerkezetét,
de a cikkeket kiegészítettük néhány magyarázattal és részletesebb bizonyí-
tásokkal.

A disszertáció 2. fejezete a [Fazekas, Pecsora, Porvázsnyik (2018)] cikk,
a 3. fejezet a [Fazekas, Pecsora (2017)] cikk, míg a 4. fejezet a [Fazekas,
Pecsora (2020)I] és a [Fazekas, Pecsora (2020)II] cikkek eredményeit tartal-
mazza.

Ebben a bevezető 1. fejezetben a történeti háttérből néhány nevezetes
eredményt sorolunk fel, a saját eredmények közvetlen kapcsolódását napja-
ink szakirodalmához a következő három fejezetben részletezzük.

A nagy számok törvényei esetén technikailag igen fontosak a háttérben
meghúzódó egyenlőtlenségek. A legegyszerűbb ilyen példa a nagy számok
gyenge törvényének a független, azonos eloszlású és véges szórással rendel-
kező valószínűségi változókra vonatkozó alakja, amely csupán a Csebisev-
egyenlőtlenségre támaszkodik.

A nagy számok Kolmogorov-féle erős törvénye a következő:

1.1. Tétel (Kolmogorov-féle erős törvény. Lásd [Kolmogorov (1950)]). Le-
gyenek ξ1, ξ2, . . . (teljesen) független, azonos eloszlású valószínűségi válto-
zók, tegyük fel, hogy E|ξi| <∞. Ekkor lim

n→∞
Sn
n = m majdnem biztosan, ahol

m = Eξi (és Sn = ξ1 + · · ·+ ξn).

Ennek a jól ismert bizonyításában alapvető szerepet a Kolmogorov-
egyenlőtlenség játszik.

A nagy számok Etemadi-féle erős törvénye a következő:

1.2. Tétel (Etemadi tétele. Lásd [Etemadi (1981)]). Legyenek ξ1, ξ2, . . .
páronként független, azonos eloszlású valószínűségi változók. Tegyük fel, hogy
E|ξi| <∞. Ekkor

lim
n→∞

Sn
n

= m

majdnem biztosan, ahol m = Eξi (és Sn = ξ1 + · · ·+ ξn).
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Mivel itt páronkénti függetlenség szerepel, így a bizonyításban a Kolmo-
gorov-egyenlőtlenség nem használható. Itt a kiinduló ötlet az, hogy elő-
ször egy speciális részsorozat konvergenciáját igazoljuk. Fontos megjegyezni,
hogy mind a függetlenség, mind a páronkénti függetlenség olyan tulajdon-
ság, amely öröklődik a valószínűségi változók csonkítottjaira is, és ezt a
bizonyítások külön említés nélkül használják. A későbbiekben látni fogjuk,
hogy milyen fontos egy-egy gyenge függőségi feltétel öröklődése a csonkított
valószínűségi változókra.

A Marcinkiewicz–Zygmund-féle erős törvény a Kolmogorov-féle törvény
kiterjesztéseinek tekinthető.

1.3. Tétel (Marcinkiewicz–Zygmund-féle erős törvény. Lásd [Marcinkie-
wicz, Zygmund (1938)]). Legyen 0 < r < 2. Tegyük fel, hogy X,X1, X2, . . .
független, azonos eloszlású valószínűségi változók. Ha E|X|r < ∞ és
EX = 0, amikor 1 ≤ r < 2, akkor

Sn
n1/r → 0

majdnem biztosan, ahogy n→∞. Fordítva, ha a majdnem biztos konvergen-
cia teljesül az állításnak megfelelően, akkor E|X|r <∞ és EX = 0, amikor
1 ≤ r < 2.

A teljes konvergencia (complete convergence) a specialisták számára jól
ismert, de talán szélesebb körben kevésbé. Ezért felidézzük a definícióját.
Valószínűségi változók egy Z1, Z2, . . . sorozata teljesen konvergál (0-hoz),
ha ∀ε > 0 esetén

∞∑
n=1

P (|Zn| > ε) <∞.

Ekkor természetesen Zn → 0 majdnem biztosan is teljesül a Borel–Cantelli-
lemma miatt.

A Kolmogorov-féle erős törvényhez kapcsolódó teljes konvergenciát Hsu
és Robbins, valamint Erdős vizsgálta.

A tétel következő alakja Allan Gut - Probability: A Graduate Course
című könyvéből származik (lásd [Gut (2013)]).

1.4. Tétel (Hsu–Robbins–Erdős. Lásd Theorem 11.2. [Gut (2013)]). Le-
gyen X,X1, X2, . . . független, azonos eloszlású valószínűségi változók, to-
vábbá Sn = ∑n

k=1Xk, n ≥ 1. Ha EX = 0 és EX2 <∞, akkor
∞∑
n=1

P (|Sn| > nε) <∞,∀ε > 0.
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Fordítva, ha az összeg véges valamilyen ε > 0-ra, akkor EX = 0,
EX2 <∞, és az összeg véges minden ε > 0-ra.

Ennek a tételnek az eredeti változatát 1947-ben publikálta Pao-Lu Hsu
és Herbert Robbins - Complete Convergence and the Law of Large Numbers
című munkájában (lásd [Hsu, Robbins (1947)]), később 1949-ben Erdős Pál -
On a theorem of Hsu and Robbins című munkájában jelent meg (lásd [Erdős
(1949)]), mely munkának 1950-ben Remark on my Paper „On a Theorem
of Hsu and Robbins” címmel korrektúrája került publikálásra (lásd [Erdős
(1950)]).

A Marcinkiewicz–Zygmund-féle erős törvény esetén a teljes konvergen-
ciát, sőt bizonyos esetben a konvergencia sebességét a Baum–Katz-féle tétel
írja le:

1.5. Tétel (Baum–Katz-féle tétel. Lásd [Baum, Katz (1965)]). Legyen
p, r > 0, r ≥ p, p < 2. Tegyük fel, hogy X,X1, X2, . . . független, azonos
eloszlású valószínűségi változók, és a részösszegük Sn = ∑n

i=1Xk, n ≥ 1. Ha

E|X|r <∞, r ≥ 1, EX = 0,

akkor
∞∑
n=1

n(r/p)−2P
(
|Sn| > n1/pε

)
<∞ ∀ε > 0;

∞∑
n=1

n(r/p)−2P
(

max
1≤k≤n

|Sk| > n1/pε

)
<∞ ∀ε > 0.

Ha r > p, akkor

∞∑
n=1

n(r/p)−2P
(

sup
k≥n
|Sk/k1/p| > ε

)
<∞ ∀ε > 0.

Fordítva, ha az összegek valamelyike véges valamely ε > 0 esetén, akkor a
többi is az (megfelelő p és r értékek esetén), E|X|r < ∞ és, ha r ≥ 1,
EX = 0.

Most térjünk rá a disszertációban fontos szerepet játszó exponenciális
egyenlőtlenségekre. A klasszikus eredmény ebben a tekintetben a Bernstein-
féle egyenlőtlenség.

1.6. Tétel (Bernstein-féle egyenlőtlenség. Lásd [Bernstein (1924)]). Ha
ξ1, ξ2, . . . , ξn teljesen független valószínűségi változók, E(ξk) = Mk,
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D(ξk) = Dk, és |ξk−Mk| ≤ K (k = 1, 2, . . . , n), akkor a ξ = ξ1 +ξ2 + · · ·+ξn
valószínűségi változóra

P(|ξ −M | ≥ cD) ≤ 2 exp

− c2

2
(
1 + cK

2D

)2

 .
Itt M = ∑n

k=1Mk, D =
√∑n

k=1D
2
k, c pedig tetszőleges,

D
K -nál nem nagyobb

pozitív szám.

Amásik klasszikus exponenciális egyenlőtlenség a Bennett-egyenlőtlenség.

1.7. Tétel (Bennett-egyenlőtlenség. Lásd [Bennett (1962)]). Legyenek az
X1, X2, . . . , Xn független valószínűségi változók majdnem biztosan korláto-
sak, |Xi| ≤ Ci majdnem biztosan, i = 1, . . . , n és az általánosság elveszí-
tése nélkül feltételezzük, hogy centralizáltak a várható értékeiknél. Legyen
σ2
i = D2(Xi) = EX2

i , s2
n = ∑n

i=1 σ
2
i = D2(Sn), ahol Sn = ∑n

i=1Xi. Továb-
bá, legyen C0 = max {Ci; i = 1, . . . , n}. Akkor, minden t > 0-re

P (Sn ≥ snt) ≤ exp
[
−t2/

(
2 + 2

3 ·
C0t

sn

)]
,

illetve
P (|Sn| ≥ snt) ≤ 2 exp

[
−t2/

(
2 + 2

3 ·
C0t

sn

)]
.

Nevezetes exponenciális egyenlőtlenség a Fuk–Nagaev-féle egyenlőtlen-
ség, melyet [Fuk, Nagaev (1971)] 5. Tétele mond ki:

1.8. Tétel (Fuk, Nagaev (1971)). Legyenek X1, . . . , Xn független valószí-
nűségi változók, Sn = X1 + · · · + Xn, Y = {y1, . . . , yn} pozitív számok
egy halmaza, y = max{y1, . . . , yn}, A(t;−Y, Y ) = ∑n

i=1
∫ yi
−yi |u|

tdFi(u). A
0 < t ≤ 1 esetén teljesül a következő egyenlőtlenség

P (|Sn| ≥ x) ≤
n∑
k=1

P (|Xk| ≥ yk) + P8,

ahol

P8 = exp
[
x

y
− x

y
ln
(

xyt−1

A(t;−Y, Y ) + 1
)]

.

Ha
xyt−1 > A(t;−Y, Y ),
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akkor
P (|Sn| ≥ x) ≤

n∑
k=1

P (|Xk| ≥ yk) + P9,

ahol
P9 = exp

[
x

y
− A(t;−Y, Y )

yt
− x

y
ln
(

xyt−1

A(t;−Y, Y ) + 1
)]

,

és P9 ≤ P8.

Szintén az exponenciális egyenlőtlenségek közé sorolható a Hoeffding-
egyenlőtlenség is.

1.9. Tétel (Hoeffding (1963), Theorem 2). Legyenek X1, . . . , Xn olyan füg-
getlen valószínűségi változók, hogy ai ≤ Xi ≤ bi, i = 1, . . . , n. Legyen
µi = EXi, i = 1, . . . , n és µ = n−1∑n

i=1 µi. Akkor minden t > 0-ra

P(X̄ − µ ≥ t) ≤ exp
[
−2n2t2/

n∑
i=1

(bi − ai)2
]
,

illetve
P(|X̄ − µ| ≥ t) ≤ 2 exp

[
−2n2t2/

n∑
i=1

(bi − ai)2
]
.

Ahol X̄ = (X1 + · · ·+Xn)/n.

A momentum egyenlőtlenségek közül talán a legismertebbek a
Marcinkiewicz–Zygmund- és Rosenthal-egyenlőtlenségek, mely 1938 a Qu-
elques theoremes sur les fonctions independantes című munkában került
publikálásra (lásd [Marcinkiewicz, Zygmund (1938)]). A következő két tétel
alábbi alakja Allan Gut - Probability: A Graduate Course című könyvéből
származik (lásd [Gut (2013)]).

1.10. Tétel (Marcinkiewicz–Zygmund egyenlőtlenségek. Lásd [Gut (2013)]).
Legyen p > 1. Tegyük fel, hogy X1, . . . , Xn független valószínűségi válto-
zók 0 várható értékkel, valamint E|Xk|p < ∞, minden k-ra, továbbá jelölje
{Sn, n ≥ 1} a részösszegeiket. Akkor léteznek az olyan csak p-től függő A∗p
és B∗p konstansok, melyekre

A∗pE
(

n∑
k=1

X2
k

)p/2
≤ E|Sn|p ≤ B∗pE

(
n∑
k=1

X2
k

)p/2
,

vagy ezzel ekvivalens a következő:

(A∗p)1/p‖Qn(X)‖p ≤ ‖Sn‖p ≤ (B∗p)1/p‖Qn(X)‖p,
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ahol

Qn(X) =
(

n∑
k=1

X2
k

)1/2

.

1.11. Tétel (Rosenthal-egyenlőtlenség, Lásd [Gut (2013)]). p > 2 esetén,
legyenek X1, X2, . . . , Xn független valószínűségi változók 0 várhatóértékkel
és tegyük fel, hogy E|Xk|p <∞ minden k-ra, Sn = ∑n

k=1Xk. Akkor

E|Sn|p
≤ Dp max

{∑n
k=1 E|Xk|p,

(∑n
k=1 EX2

k

)p/2}
,

≥ 2−p max
{∑n

k=1 E|Xk|p,
(∑n

k=1 EX2
k

)p/2}
,

ahol Dp, egy csak p-től függő konstans.

Szintén hasznos, de talán kevésbé közismert a von Bahr–Esseen-egyenlőt-
lenség:

1.12. Tétel (von Bahr–Esseen. Lásd [von Bahr–Esseen (1965)]). Legyen
X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata, E|Xν |r <∞, 1 ≤ ν ≤ n.
Ha minden Xm+1 Sm általi feltételes eloszlása szimmetrikus és
1 ≤ m ≤ n− 1, akkor

E|Sn|r ≤
n∑
ν=1

E|Xν |r, 1 ≤ r ≤ 2.

Az utóbbi évtizedekben számos gyenge függőségi feltételt vezettek be.
Nem lehet célunk a hatalmas tömegű cikk áttekintése, csupán az úgyne-
vezett elfogadható (acceptable) és tágabb értelemben ortáns függő (WOD)
sorozatokra koncentrálunk.

1.1. Definíció (Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)). Azt mondjuk, hogy
az X1, X2, . . . , Xn véges valószínűségi változók családja elfogadható, ha min-
den valós λ-ra

E exp
{
λ

n∑
k=1

Xk

}
≤

n∏
k=1

E exp {λXk} .

1.2. Definíció (Wang, Li, Gao (2011)). Azt mondjuk, hogy az
{Xi, i ≥ 1} valószínűségi változók tágabb értelemben elfogadhatók δ0 > 0
esetén, ha minden valós λ ≥ δ0-ra léteznek olyan pozitív g(n), n ≥ 1 szá-
mok, hogy

E exp
{
λ

n∑
i=1

Xi

}
≤ g(n)

n∏
i=1

E exp {λXi} ,minden n ≥ 1-re.
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1.3. Definíció. (Wang, Wang, Gao (2013)) Az X1, X2, . . . valószínűségi
változók sorozatát tágabb értelemben ortáns függőnek (WOD) nevezzük, ha
tetszőleges pozitív egész n-re létezik egy olyan véges g(n), hogy tetszőleges
valós x1, . . . , xn számokra

P(X1 > x1, X2 > x2, . . . , Xn > xn) ≤ g(n)
n∏
i=1

P(Xi > xi)

és
P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn) ≤ g(n)

n∏
i=1

P(Xi ≤ xi)

teljesül.

A fenti fogalmak, már meglehetősen általános fogalmak a korábbi gyenge
függőségi fogalmakhoz képest.

Áttekintve a független és a gyengén függő valószínűségi változókra vo-
natkozó tételeket, látható, hogy azonos, vagy nagyon hasonló részek ismét-
lődnek ezekben. Célunk ilyen közös bizonyítási gondolatmenetek általános
szinten való rögzítése volt. A tételeink az alábbi sémákra épülnek.

1. Ha az A típusú egyenlőtlenség teljesül a valószínűségi változóinkra
(vagy azok csonkítottjaira), akkor a B típusú egyenlőtlenség is teljesül.

2. Ha a C típusú egyenlőtlenség teljesül a valószínűségi változóinkra
(vagy azok csonkítottjaira), akkor a D típusú aszimptotikus tétel tel-
jesül.

Természetesen ez a szemléletmód nem új. Például [Roussas (1996)]-ban
megjegyezte, hogy a Bennett-egyenlőtlenség és a Hoeffding-egyenlőtlenség
bizonyításában nem maga a függetlenség, hanem az elfogadhatóság definíci-
ójában szereplő egyenlőtlenség a fontos. Azonban magát az elfogadhatóság
fogalmát nem vezette be és nem is vizsgálta. Azt a fogalmat, csak 2008-ban
vezette be [Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)]. Az általános megközelí-
tést hangsúlyozó cikkek közül megemlíthető [Fazekas, Klesov (2000)], ahol
Hájek–Rényi-típusú egyenlőtlenség köré építettek egy általános módszert.

Szintén ez az általános szemléletmód jellemzi [Sung (2009)] cikkét, ahol
azt igazolták, hogy a von Bahr–Esseen, illetve a Rosenthal-egyenlőtlenség
(és bizonyos momentum feltételek) teljesülése a csonkított valószínűségi vál-
tozókra, maga után vonja a teljes momentum konvergenciát.

1.13. Tétel (Sung (2009), Theorem 2.5). Legyen {Xni, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}
valószínűségi változók egy tömbje és E|Xni| < ∞, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1 esetén.
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Legyen {an, n ≥ 1} és {bn, n ≥ 1} pozitív valós számok sorozata. Tegyük fel,
hogy a következő feltételek teljesülnek:

(i) Valamely 1 < q ≤ 2-re létezik egy olyan csak q-tól függő Cq pozitív
konstans, hogy

E
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
X ′ni − EX ′ni

)∣∣∣∣∣
q

≤ Cq
n∑
i=1

E
∣∣X ′ni∣∣q ∀n ≥ 1,

ahol X ′ni = XniI(|X ′ni| ≤ an) + anI(Xni > an)− anI(Xni < −an).

(ii)
∞∑
n=1

bna
−q
n

n∑
i=1

E|Xni|qI(|Xni| ≤ an) <∞.

(iii)
∞∑
n=1

bna
−1
n

n∑
i=1

E|Xni|I(|Xni| > an) <∞.

Akkor
∞∑
n=1

bn
an

E
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(Xni − EXni)
∣∣∣∣∣− εan

)+

<∞ ∀ε > 0. (1.1)

1.14. Tétel (Sung (2009), Theorem 2.7). Legyen {Xni, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}
valószínűségi változók egy tömbje és E|Xni| < ∞, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1 esetén.
Legyen {an, n ≥ 1} és {bn, n ≥ 1} pozitív valós számok sorozata. Tegyük fel,
hogy a következő feltételek teljesülnek:

(i) Valamely q > 2-re létezik egy olyan csak q-tól függő Cq pozitív kons-
tans, hogy

E
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
X ′ni − EX ′ni

)∣∣∣∣∣
q

≤ Cq


n∑
i=1

E
∣∣X ′ni∣∣q +

(
n∑
i=1

E
∣∣X ′ni∣∣2

) q
2
 ∀n ≥ 1,

ahol X ′ni = XniI(|X ′ni| ≤ an) + anI(Xni > an)− anI(Xni < −an).

(ii)
∞∑
n=1

bna
−q
n

n∑
i=1

E|Xni|qI(|Xni| ≤ an) <∞.

(iii)
∞∑
n=1

bna
−1
n

n∑
i=1

E|Xni|I(|Xni| > an) <∞.

(iv)
∞∑
n=1

bn

(
n∑
i=1

E|Xni|r/arn

)q/2
<∞ valamely 1 < r < 2 esetén.
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Akkor (1.1) teljesül.

A disszertáció második fejezetében az alábbi eredményeket bizonyít-
juk a fenti témákhoz kapcsolódva. A 2.1 Tétel egy Fuk–Nagaev-típusú ex-
ponenciális egyenlőtlenség abban az esetben, ha a valószínűségi változók
csonkítottjai tágabb értelemben elfogadhatóak. A 2.2 Tétel egy Hoeffding-
típusú egyenlőtlenség tágabb értelemben elfogadható valószínűségi változók-
ra. Mindkét tétel esetén a független esetbeli klasszikus bizonyítás lépései kö-
vethetőek. A 2.1 Következmény Hoeffding-típusú maximális egyenlőtlenség
elfogadható valószínűségi változók esetén. A 2.4 Tételben belátjuk, hogy az
exponenciális egyenlőtlenség maga után vonja a Rosenthal-egyenlőtlenséget
további feltételek nélkül. A 2.6 Tételben azt igazoljuk hogy, ha az exponen-
ciális egyenlőtlenség teljesül a csonkított és centralizált valószínűségi válto-
zókra, akkor teljesül egy Baum–Katz-típusú tétel.

A 2.7 - 2.10 Tételek az előző tételek közvetlen következményei valószínű-
ségi változók WOD sorozataira, hiszen ezek teljesítik az előző tételek felté-
teleit. Tehát ezek a tételek rendre: exponenciális egyenlőtlenség, Hoeffding-
egyenlőtlenség, Rosenthal-egyenlőtlenség és Baum–Katz-típusú tétel WOD
sorozatokra.

A harmadik fejezet középpontjában a von Bahr–Esseen-egyenlőtlenség
áll. A 3.1 Tételben azt látjuk be, hogy ha a q-adik von Bahr–Esseen-egyen-
lőtlenség teljesül a csonkított és centrált valószínűségi változókra, akkor a
p-edik von Bahr–Esseen-egyenlőtlenség teljesül az eredeti valószínűségi vál-
tozókra, ahol 1 < p < q. A 3.2 Tételünk azt állítja, hogy ha az aszimmetriku-
san csonkított valószínűségi változók sorozata tágabb értelemben elfogadha-
tó, akkor teljesül rá a von Bahr–Esseen-egyenlőtlenség. Ennek speciális esete
a 3.3 Tétel, amely szerint egy WOD sorozatra teljesül a von Bahr–Esseen
egyenlőtlenség. A 3.4 Tétel egy nagy számok erős törvénye, olyan azonos
eloszlású valószínűségi változókra, amelyek aszimmetrikus csonkítottjainak
sorozata elfogadható. Hasonló a 3.5 Tétel is a nem azonos eloszlású eset-
ben. A 3.6 Tétel egy Marcinkiewicz-típusú nagy számok gyenge törvénye
olyan gyengén átlagosan dominált valószínűségi változókra, amelyeknek az
aszimmetrikusan csonkított változatai elfogadhatóak. Hasonló szituációk-
ban mond ki teljes momentum konvergenciát a 3.7 Tétel.

A disszertáció negyedik fejezetében véletlen mátrixokkal perturbált mát-
rixok sajátértékeivel foglalkozunk. A véletlen mátrixok sajátértékeiről szóló
egyik klasszikus tétel a Wigner-féle félkör törvény. Legyen Wn n × n valós
szimmetrikus mátrix, melynek a főátlóban és a főátló feletti elemei függet-
len, azonos eloszlású, korlátos és nulla várható értékű valószínűségi változók.
Ekkor Wn/

√
n sajátértékeinek tapasztalati eloszlásfüggvénye majdnem biz-
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tosan konvergál egy olyan eloszlásfüggvényhez, melynek sűrűségfüggvénye
„félkör alakú” (lásd: [Wigner (1955)], [Wigner (1958)]). Ennek a tételnek
számos általánosítása van (lásd [Bai (1999)]). További híres eredmény a
Marchenko–Pastur-tétel, melyben a minta kovariancia mátrix sajátértékei-
nek aszimptotikus viselkedését írták le (lásd [Marchenko, Pastur (1967)]).
További nevezetes eredmények születtek az elliptikus véletlen mátrixok sa-
játértékeiről, ezek közül is kiemelkedő a 2014-ben Sean O’Rourke és David
Renfrew által publikált Low rank perturbations of large elliptic random
matrices című munka [O’Rourke, Renfrew (2014)] (lásd Appendix 8.1 Lem-
ma).

A disszertációban a véletlen mátrixok csak mint perturbáló mátrixok
szerepelnek, így nem fogunk elmélyülni a véletlen mátrixok elméletében. A
célunk néhány, véletlen mátrixszal perturbált felfújt mátrix spektrumára
vonatkozó tétel kiterjesztése.

Az egyik ilyen tétel [Bolla (2005)] Theorem 2.3. Ebben a tételben az
A = B+W mátrix sajátértékeinek viselkedését írják le, ahol B szimmetrikus
felfújt mátrix, W pedig Wigner-zaj. A másik tétel [Bolla, Friedl, Krámli
(2010)] Theorem 7. Ebben a tételben az A = B + W szinguláris értékeit
vizsgálják, ahol B felfújt mátrix, W pedig független eloszlású valószínűségi
változókból álló mátrix.

A negyedik fejezet fő eredményei [Bolla (2005)] és [Bolla, Friedl, Krám-
li (2010)] néhány tételének kiterjesztése komplex esetre. A 4.1 Tételben a
felfújt mátrixok komplex hermitikus mátrix, a zaj pedig komplex Wigner-
mátrix. A 4.2 Tételben a zaj komplex minta kovariancia mátrix. A 4.3 Tétel-
ben a felfújt mátrix ugyan valós és szimmetrikus, a zaj azonban elliptikus,
így a zajos mátrix sajátértékei komplex számok lesznek. A negyedik fejezet
4.5 Tétele olyan zaj mátrixra vonatkozik, amelynek elemei nemnegatívak
és teljesítik az úgynevezett elfogadhatóságot. Ekkor a maximális sajátér-
ték gyorsan konvergál a végtelenhez, ha a mátrix mérete növekszik. Számos
numerikus eredmény is illusztrálja az elméleti tételeket.
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2. Exponenciális és Rosenthal-egyenlőtlenségek

2.1. Bevezetés

A független valószínűségi változók aszimptotikus eredményeinek vizsgálata-
kor látható, hogy az exponenciális egyenlőtlenségek alapvető fontosságúak.
Az exponenciális egyenlőtlenségek terén végzett kutatások közül fontosnak
tartom kiemelni Bennett 1962-es független valószínűségi változók összegén
értelmezett egyenlőtlenségekről szóló írását [Bennett (1962)], illetve Hoeff-
ding 1963-ban megjelent munkáját [Hoeffding (1963)]. Ezt követően többen
is kutattak klasszikus exponenciális egyenlőtlenségek területén, (lásd: a [Pet-
rov (1995)] és a [Stout (1974)] monográfiákat, illetve a [Fuk, Nagaev (1971)]
cikket).

A Rosenthal-egyenlőtlenség fontos szerepet játszik a független valószínű-
ségi változók elméletében. Először Haskell P. Rosenthal 1970-ben megjelent
On the subspaces of Lp(p > 2) spanned by sequences of independent random
variables [Rosenthal (1970)] című munkájában találkozhatunk a Rosenthal-
egyenlőtlenséggel. A kezdetekben megjelent eredményeket független valószí-
nűségi változókra fogalmazták meg, lásd Nagaev és Pinelis 1977-ben meg-
jelent munkája [Nagaev (1977)], Petrov 1995-ben publikált írása [Petrov
(1995)]. A későbbi kutatások megmutatták, hogy a Rosenthal-egyenlőtlenség
nemcsak független esetben lehet igaz, hanem gyenge függőségi feltételek mel-
lett is teljesül (például [Fazekas, Kukush, Tómács (2000)]), vagy negatívan
függő (negative dependence) esetben (lásd: [Gan, Chen, Qiu (2011)], [Wu,
Song, Wang (2014)]). A továbbiakban belátjuk, hogy egy általános expo-
nenciális egyenlőtlenség maga után von egy Rosenthal-egyenlőtlenséget (2.4
Tétel).

Több különböző egyenlőtlenség esetén felmerült az alábbi (2.1) reláció,
melyet érdemes absztrakt formában megfogalmazni. Ez a következő defi-
nícióhoz vezet: Az X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változókat elfogadhatónak
nevezzük, ha

Ee
∑n

i=1 λXi ≤
n∏
i=1

EeλXi (2.1)

minden valós λ esetén, lásd [Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)]. Elfo-
gadható sorozatokra ismertek az exponenciális egyenlőtlenségek és a teljes
konvergencia tételek eredményei, továbbá az elfogadhatóság különböző ver-
zióit is bevezették, lásd: [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)] és [Wang, Li,
Gao (2011)].

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a fenti egyenlőtlenség egy megfele-
lő formája exponenciális egyenlőtlenséget implikál, az exponenciális
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egyenlőtlenség Rosenthal-egyenlőtlenséget implikál, továbbá az exponenci-
ális egyenlőtlenségből teljes konvergencia következik. Fontos megjegyezni,
hogy a fent említett eredmények eléréséhez nem volt szükséges további fel-
tételeket hozzáadni.

Hasonló elvek inspirálták a [Fazekas, Klesov (2000)] munkát, ahol egy
általános módszert írtak le, hogy megkapják a nagy számok erős törvényét.
Belátták, hogy a Hájek–Rényi típusú maximális egyenlőtlenség mindig kö-
vetkezménye egy megfelelő Kolmogorov típusú maximális egyenlőtlenség-
nek. Továbbá, a Hájek–Rényi típusú maximális egyenlőtlenség közvetlenül
implikálja a nagy számok erős törvényét. Az előnye ennek az eredménynek
az, hogy nem kellett további megszorításokat alkalmazni a valószínűségi
változók függőségi struktúrájára. A [Fazekas, Klesov (2000)] eredményeit
később széles körben alkalmazták függő valószínűségi változókra, lásd [Fa-
zekas (2014)].

A 2.2 alfejezetben exponenciális egyenlőtlenségeket tanulmányozunk. Az
exponenciális egyenlőtlenségek területén klasszikus eredmények fűződnek
Bernstein, Kolmogorov, Fuk és Nagaev nevéhez, lásd: a [Petrov (1995)],
[Stout (1974)] monográfiákat, illetve a [Fuk, Nagaev (1971)] cikket. Kü-
lönböző függőségi feltételek mellett kaptak exponenciális egyenlőtlensége-
ket, például: [Christofides, Hadjikyriakou (2009)] a negatív asszociált, [Gan,
Chen, Qiu (2011)] negatív ortáns függő, illetve [Wu, Guan (2012)] negatív
ortáns függő valószínűségi változók esetére. A [Shen, Hu, Volodin, Wang
(2011)] cikkben elfogadható valószínűségi változókra kaptak exponenciális
egyenlőtlenségeket, majd felhasználták őket a teljes konvergencia bizonyítá-
sára.

A 2.3 alfejezetben a Rosenthal-egyenlőtlenségeket tárgyaljuk. A
Rosenthal-egyenlőtlenségek fontos szerepet játszanak a független valószí-
nűségi változók elméletében (lásd: [Gut (2013)], [Petrov (1995)], [Nagaev
(1977)]). A Rosenthal-egyenlőtlenségek igazak gyenge függőségi feltételek
mellett (lásd [Fazekas, Kukush, Tómács (2000)]) vagy negatív függőség ese-
tén (lásd: [Gan, Chen, Qiu (2011)], [Wu, Song, Wang (2014)]). A további-
akban belátjuk, hogy egy általános exponenciális egyenlőtlenség maga után
von egy Rosenthal-egyenlőtlenséget (2.4 Tétel).

A 2.4 alfejezetben a teljes konvergenciát vizsgáljuk. Független azonos
eloszlású valószínűségi változókra a Kolmogorov-féle SLLN az egyik leg-
fontosabb eredmény. A teljes konvergencia bizonyítása a Kolmogorov-féle
SLLN-ben a [Hsu, Robbins (1947)] és a [Erdős (1949)] cikkekben található.
Baum és Katz nevéhez fűződik egy általánosabb eredmény a konvergen-
ciára, lásd [Baum, Katz (1965)]. Baum és Katz klasszikus eredményeinek
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kiterjesztése független dominált valószínűségi változókra található a [Hu,
Móricz, Taylor (1989)] cikkben. A gyengén átlagosan dominált esettel Gut
foglalkozott [Gut (1992)]. Gut eredményének kiterjesztése a [Fazekas (1992)]
cikkben található. A Baum–Katz típusú eredmény kiterjesztésének komoly
irodalma van, lásd [Shao (1993)]-ban α-keverést, [Wu, Guan (2012)] és [Wu,
Song, Wang (2014)]-ben kiterjesztett negatív függőséget, [Wang, Xu, Hu,
Volodin, Hu (2014)]-ben tágabb értelemben ortáns függő valószínűségi vál-
tozókat használtak.

A mi célunk általános feltételek definiálása a Baum–Katz típusú eredmé-
nyekre. Megmutatjuk, hogy egy exponenciális egyenlőtlenség a csonkított és
centralizált valószínűségi változókra maga után vonja a Baum–Katz típusú
konvergencia sebességet (2.6 Tétel).

A 2.5 alfejezetben a tágabb értelemben ortáns függő (WOD) sorozatokat
tanulmányozunk. A WOD fogalmával először [Wang, Wang, Gao (2013)]
cikkben találkozhatunk. Korábbi eredményekből tudjuk, hogy a kiterjesztett
negatív ortáns függő sorozatok, a negatív ortáns függő sorozatok, a negatív
szuperadditív függő sorozatok, negatív asszociált és a független sorozatok
mindegyike WOD sorozat, lásd [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)].

Először összehasonlítjuk a WOD sorozatok és a tágabb értelemben el-
fogadható sorozatok fogalmát. Ismert, hogy a WOD sorozatok kielégítik
a (2.2) egyenlőtlenséget, vagyis akkor tágabb értelemben elfogadhatóak. To-
vábbá a 2.1 Példa megmutatja, hogy a tágabb értelemben elfogadható való-
színűségi változók osztálya nagyobb a WOD valószínűségi változók osztályá-
nál. Így a tágabb értelemben elfogadható sorozatokra kapott eredményeink
általánosabbak a WOD sorozatokra kapott eredményeknél.

2.2. Exponenciális egyenlőtlenségek

Legyen d > 0 valós szám és legyen ξ egy valószínűségi változó. A további-
akban

ξ(d) = min{ξ, d}

jelöli a felülről csonkított valószínűségi változót.
Az η1, η2, . . . , ηn valószínűségi változók sorozatára tekintsük a következő

feltételt
Ee
∑n

i=1 ληi ≤ g(n)
n∏
i=1

Eeληi (2.2)

ahol 0 < g(n) < ∞. Ha a (2.2) feltétel teljesül minden λ ∈ R esetén
és minden n-re, akkor az η1, η2, . . . sorozatot tágabb értelemben elfogad-
hatónak (widely acceptable) nevezzük, lásd [Wang, Li, Gao (2011)]. Ha
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g(n) ≡ 1, akkor az elfogadható (acceptable) valószínűségi változók
fogalmánál vagyunk ([Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)], [Shen, Hu,
Volodin, Wang (2011)]). Ha (2.2) igaz η1, η2, . . . , ηn-ra, akkor igaz marad
η1− a1, η2− a2, . . . , ηn− an-re is minden valós a1, . . . , an esetén, speciálisan
igaz marad η1 − Eη1, η2 − Eη2, . . . , ηn − Eηn-re. Ugyanis

Ee
∑n

i=1 λi(ηi−ai) = Ee
∑n

i=1 λiηi · e−
∑n

i=1 λiai = e−
∑n

i=1 λiaiEe
∑n

i=1 λiηi ≤

≤ e−
∑n

i=1 λiaig(n)
n∏
i=1

Eeλiηi = g(n)
n∏
i=1

Eeλi(ηi−ai).

A következőkben látni fogjuk, hogy, ha feltesszük a (2.2) feltételt a λ pozitív
értékeire a megfelelően csonkított valószínűségi változókra, akkor meg fogjuk
kapni az egyoldali exponenciális egyenlőtlenséget. Ha pedig feltesszük a (2.2)
feltételt a λ pozitív és negatív értékeire is, akkor meg fogjuk kapni a kétoldali
exponenciális egyenlőtlenséget.

A következő tételben szereplő exponenciális egyenlőtlenséget negatívan
ortáns függő (negatively orthant dependent, továbbiakban NOD) valószí-
nűségi változókra kapták meg a [Gan, Chen, Qiu (2011)] 3. Lemmájában,
valamint kiterjesztett negatívan függő (extended negatively dependent, to-
vábbiakban END) valószínűségi változókra a [Wu, Guan (2012)] 1.2 Lem-
májában.

2.1. Tétel. Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata,
d > 0. Legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és Bn = ∑n
i=1 EX2

i a szórás-
négyzetek összege.

Feltételezzük, hogy (2.2) teljesül ηi = X
(d)
i , i = 1, 2, . . . , n-re 0 < λ ≤ λ0

esetén. Akkor minden olyan x-re, melyre 0 < x ≤ (Bnedλ0 − Bn)/d, a
következő igaz

P (Sn > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

Xi > d

)
+ g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
. (2.3)

Ha pedig (2.2) teljesül ηi = X
(d)
i , i = 1, 2, . . . , n és ηi = (−Xi)(d),

i = 1, 2, . . . , n esetén is minden 0 < λ ≤ λ0-ra, akkor minden olyan
x-re, melyre 0 < x ≤ (Bnedλ0 −Bn)/d a következő teljesül

P (|Sn| > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+

+2g(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.

(2.4)
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Bizonyítás. A bizonyítás [Fuk, Nagaev (1971)] klasszikus ötletét követi
(lásd továbbá [Petrov (1995)]). Ugyanilyen módszert alkalmaztak a [Gan,
Chen, Qiu (2011)] 3. Lemmájának a bizonyítására, és a [Wu, Guan (2012)]
1.2 Lemmájára is. Először (2.3)-t bizonyítjuk. Jelölje ηi = X

(d)
i ,

i = 1, 2, . . . , n, a csonkított valószínűségi változókat. Mivel EXi = 0, így
Eηi ≤ 0. Legyen Fi(x) = P(Xi < x) az Xi eloszlásfüggvénye. Algebrai
számításokból és az Eηi ≤ 0-ból kapjuk, hogy

Eeληi =
d∫

−∞

eλxdFi(x) + eλdP(Xi ≥ d) =

=
d∫

−∞

(eλx − 1− λx)dFi(x) + (eλd − 1− λd)P(Xi ≥ d) + 1 + λEηi ≤

≤
d∫

−∞

(eλx − 1− λx)dFi(x) + (eλd − 1− λd)P(Xi ≥ d) + 1 ≤

≤ 1 + eλx − 1− λx
d2

 d∫
−∞

x2dFi(x) + d2P(Xi ≥ d)

 = 1 + e
λd−1−λd

d2 Eηi ≤

≤ 1 + eλd − 1− λd
d2 EX2

i ≤ exp
(
eλd − 1− λd

d2 EX2
i

)
. (2.5)

Fent alkalmaztuk, hogy az f(t) = (eλt − 1 − λt)/t2 függvény monoton nö-
vekvő, így

d∫
0

eλx − 1− λx
x2 x2dFi(x) ≤ eλd − 1− λd

d2

d∫
0

x2dFi(x),

és figyelembe vettük, hogy Eη2
i ≤ EX2

i és 1 + t ≤ et. Most, (2.2)-ből és
(2.5)-ből kapjuk, hogy

e−λxEe
∑n

i=1 ληi ≤ g(n)e−λx
n∏
i=1

Eeληi ≤

≤ g(n) exp
(
−λx+ eλd − 1− λd

d2 Bn

)
.

(2.6)
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Belátjuk, hogy az f(λ) = −λx + eλd−1−λd
d2 Bn függvény minimuma

λ =
(
ln
(
1+ xd

Bn

))
d -nél van. Mivel

f ′(λ) = −x+
(
eλd

d
− 1
d

)
Bn,

és λ-ra megoldva a −x+
(
eλd

d −
1
d

)
Bn = 0 egyenletet, azt kapjuk, hogy

λ =
(

ln
(

1 + xd

Bn

))/
d.

A második deriváltat meghatározva kapjuk, hogy

f ′′(λ) = Bne
λd.

A második deriváltba behelyettesítve kapjuk, hogy

f ′′
((

ln
(

1 + xd

Bn

))/
d

)
= Bn + xd.

Mivel Bn ≥ 0, d > 0 és x > 0, ezért Bn + xd > 0, így kijelenthetjük, hogy
az f(λ) függvénynek a λ =

(
ln
(
1 + xd

Bn

))/
d pontban minimuma van.

Választhatjuk λ-nak ezt az értékét, mivel 0 < λ ≤ λ0 teljesül a
0 < x ≤ (Bnedλ0−Bn)/d feltétel miatt. Ezért a (2.2) alkalmazása lehetséges
erre a λ-ra. Továbbá látható, hogy λ ezen értékére eλd−1−λd

d2 Bn ≤ x
d , mivel

e
ln(1+ xd

Bn )
d

d − 1− ln
(
1+ xd

Bn

)
d d

d2 Bn =
1 + xd

Bn
− 1− ln

(
1 + xd

Bn

)
d2 Bn =

xd
Bn
Bn

d2 −
ln
(
1 + xd

Bn

)
Bn

d2 = x

d
−

ln
(
1 + xd

Bn

)
Bn

d2 ≤ x

d
,

hiszen d2 > 0, Bn ≥ 0 és ln
(
1 + xd

Bn

)
≥ 0, ezért az ln

(
1+ xd

Bn

)
Bn

d2 ≥ 0.
Ezért (2.6)-be behelyettesítve az előző λ értéket, kapjuk, hogy

e−λxEe
∑n

i=1 ληi ≤ g(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
. (2.7)

A Markov-egyenlőtlenségből és (2.7)-ből

P
(

n∑
i=1

X
(d)
i > x

)
= P

(
eλ
∑n

i=1 ηi > eλx
)
≤ (2.8)
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≤ e−λxEe
∑n

i=1 ληi ≤ g(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.

Mivel

P (Sn > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

Xi > d

)
+ P

(
n∑
i=1

X
(d)
i > x

)
,

ezért (2.8) alkalmazásából következik (2.3).
Most belátjuk (2.4)-et. Ha (2.2) igaz ηi = (−Xi)(d), i = 1, 2, . . . , n és

0 < λ ≤ λ0 esetén, akkor (2.8) igaz a −X1,−X2, . . . ,−Xn valószínűségi vál-
tozókra is. Alkalmazva (2.8)-t az X1, X2, . . . , Xn és a −X1,−X2, . . . ,−Xn

valószínűségi változókra, a következőt kapjuk

P (|Sn| > x) ≤

≤ P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+ P

(
n∑
i=1

X
(d)
i > x

)
+ P

(
n∑
i=1

(−Xi)(d) > x

)
≤

≤ P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+ 2g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
,

tehát megkaptuk (2.4)-t.

A 2.1 Tételt megvizsgálva belátható, hogy a tétel formálisan kiterjeszthe-
tő kétindexes (többindexes) sorozatokra is. A bizonyítás lényegében ugyan-
az, mint az egyindexes esetben.

Most a Hoeffding-egyenlőtlenséggel folytatjuk, mellyel Wassily Hoeffding
1963-ban megjelent „Probability inequalities for sums of bounded random
variables” című írásában találkozhatunk először [Hoeffding (1963)]. Hoeff-
ding eredeti eredménye eredménye független valószínűségi változókra vonat-
kozik. Később ezt kiterjesztették egyes függő sorozatokra is. A következő té-
tel a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)] 2.3 Tételének egy változata, melyben
elfogadható valószínűségi változókat tekintettek.

2.2. Tétel. Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata. Le-
gyen Sn = ∑n

i=1Xi az összeg. Legyenek a valószínűségi változók korlátosak,
azaz ai ≤ Xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n-re, ahol ai és bi valós számok. Tegyük
fel, hogy (2.2) teljesül ηi = Xi, i = 1, 2, . . . , n és 0 < λ ≤ λ0 esetén. Akkor
minden olyan ε-ra, hogy 0 < ε ≤ λ0

4
∑n
i=1(bi − ai)2, a következő igaz

P (Sn − ESn ≥ ε) ≤ g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
. (2.9)
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Tegyük fel, hogy (2.2) teljesül ηi = Xi, i = 1, 2, . . . , n és |λ| ≤ λ0 esetén.
Akkor minden olyan ε-ra, hogy 0 < ε ≤ λ0

4
∑n
i=1(bi−ai)2, teljesül a következő

P (|Sn − ESn| ≥ ε) ≤ 2g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
. (2.10)

Bizonyítás. Követhetjük a független valószínűségi változókra vonatkozó ere-
deti bizonyítást (lásd [Hoeffding (1963)], 2. Tétel). Elfogadható valószínűségi
változókra az eredeti bizonyítás egy alkalmas módosítását már bemutatták
a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben (lásd a 2.3 Tétel bizonyítását a
[Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben).

A Markov-egyenlőtlenséget felhasználva

P (Sn − ESn ≥ ε) ≤ Eeλ(Sn−ESn−ε), λ > 0.

Most a (2.2) egyenlőtlenséget felhasználva kapjuk, hogy

Eeλ(Sn−ESn−ε) ≤ g(n)e−λε
n∏
i=1

Eeλ(Xi−EXi).

A továbbiakban legyen EXi = µi, i = 1, 2, . . . . Mivel az f(x) = eλx függvény
konvex, így a < x < b esetén

eλb − eλa

b− a
(x− a) + ea ≥ eλx

ahonnan
eλx ≤ b− x

b− a
eλa + x− a

b− a
eλb.

Ebbe x = Xi-t írva és mindkét oldal várható értékét véve kapjuk, mivel
ai ≤ X ≤ bi

Eeλ(Xi−EXi) ≤ e−λµi
(
bi − µi
bi − ai

eλai + µi − ai
bi − ai

eλbi
)

Az előző egyenlőtlenség jobb oldalát jelölje eL(λi), ahol

L(λi) = −λipi + ln
(
1− pi + pie

λi
)
, λi = λ (bi − ai) , pi = µi − ai

bi − ai

L(λi) első két λi szerinti deriváltja a következő

L′(λi) = −pi + pi
(1− pi)e−λi + pi

, L′′(λi) = pi(1− pi)e−λi

((1− pi)e−λi + pi)2 .
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L′′(λi)-t átalakítva kapjuk, hogy

L′′(λi) =

(
pi + (1− pi)e−λi − (1− pi)e−λi

)
(1− pi)e−λi

((1− pi)e−λi + pi)2 =

=

(
pi + (1− pi)e−λi

)
(1− pi)e−λi −

(
(1− pi)e−λi

)2

((1− pi)e−λi + pi)2 =

= (1− pi)e−λi
(1− pi)e−λi + pi

−

(
(1− pi)e−λi

)2

((1− pi)e−λi + pi)2 =

= (1− pi)e−λi
(1− pi)e−λi + pi

(
1− (1− pi)e−λi

(1− pi)e−λi + pi

)
.

Mivel a fenti egyenlőség vége u(1 − u) alakú, ahol 0 < u < 1, emiatt
L′′(λi) ≤ 1

4 . Így Taylor-sorba fejtve L(λi)-t, a következőt kapjuk

L(λi) ≤ L(0) + L′(0)λi + 1
8λ

2
i = 1

8λ
2
i = 1

8λ
2(bi − ai)2.

Így kapjuk, hogy

P (Sn − ESn ≥ ε) ≤ g(n) exp
{
−λε+ 1

8λ
2

n∑
i=1

(bi − ai)2
}
.

A fenti egyenlőtlenség jobb oldalának a minimuma λ = 4ε∑n

i=1(bi−ai)2 , ezt
visszahelyettesítve ugyanebbe az egyenlőtlenségbe kapjuk meg (2.9)-et.
Mivel a−X1,−X2, . . . valószínűségi változók sorozata elfogadható, így (2.9)-
ből következik (2.10).

Most a maximális Hoeffding-egyenlőtlenséggel folytatjuk. Megjegyezzük,
hogy [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben a maximális Hoeffding egyen-
lőtlenséget nem vizsgálták elfogadható valószínűségi változók sorozatára.

2.1. Következmény. Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók
egy sorozata. Tegyük fel, hogy a valószínűségi változók korlátosak, azaz
ai ≤ Xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n-re, ahol ai és bi valós számok. Olyan
k, l-re, melyekre 1 ≤ k ≤ l ≤ n, jelölje Mk,l a következő maximumot

Mk,l = max
k≤j≤l

∣∣∣∣∣∣
j∑
t=k

(Xt − EXt)

∣∣∣∣∣∣ . (2.11)
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Tegyük fel, hogy

Ee
∑l

i=k λXi ≤ C
l∏

i=k
EeλXi (2.12)

tetszőleges 1 ≤ k < l ≤ n és λ ∈ R esetén. Legyen ε > 0. Ekkor minden
0 < δ < 1-re létezik egy olyan C1 = C1(δ), hogy

P (Mk,l ≥ ε) ≤ 2CC1 exp
(
− 2ε2(1− δ)∑l

i=k(bi − ai)2

)
(2.13)

minden 1 ≤ k ≤ l ≤ n-re.

Bizonyítás. (2.10)-ből kapjuk, hogy

P
(∣∣∣∣∣

l∑
t=k

(Xt − EXt)
∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 2C exp

(
− 2ε2∑l

i=k(bi − ai)2

)
(2.14)

minden 1 ≤ k < l ≤ n-re. Itt g(k, l) = ∑k+l
i=k+1(bi − ai)2 egy szuperaddi-

tív függvény. Most alkalmazzuk [Móricz (1979)] 1. Tételét, mely kimondja,
hogy, ha létezik egy olyan nemnegatív g(b,m) függvény, melyre igaz, hogy
g(b, h)+g(b+h,m−h) ≤ g(b,m) minden b ≥ 0 és 1 ≤ h < m, vagyis g(b,m) a
[b+1, b+m] intervallum szuperadditív függvénye, és minden ε ∈ (0,Λ), b ≥ 0
és m ≥ 1 esetén teljesül, hogy P (|S(b,m)| ≥ ε) ≤ C exp

(
− ε2

g(b,m)

)
, ahol

S(b,m) = ∑b+m
k=b+1 ξk, ε ∈ (0,Λ), 0 < Λ ≤ ∞ és C egy konstans, ak-

kor tetszőleges 0 < β < 1 esetén létezik egy olyan C1 = C1(β) konstans,
hogy P (M(b,m) ≥ ε) ≤ C1 exp

(
− (1−β)ε2

g(b,m)

)
, ahol M(b,m) = max

1≤k≤m
|S(b, k)|

(S(b, 0) = M(b, 0) = 0), igaz minden ε ∈ (0,Λ), b ≥ 0 és m ≥ 1. Ezzel
megkaptuk a kívánt eredményt.

2.3. A Rosenthal-egyenlőtlenség

A következőkben bemutatjuk, hogy egy általános exponenciális egyenlőt-
lenségből következik egy alkalmas Rosenthal-egyenlőtlenség. A Rosenthal-
egyenlőtlenség [Rosenthal (1970)] független valószínűségi változókra az aláb-
bi:

2.3. Tétel (Rosenthal-egyenlőtlenség, Gut (2013)). p > 2 esetén, legyenek
X1, X2, . . . , Xn független valószínűségi változók 0 várhatóértékkel és tegyük
fel, hogy E|Xk|p <∞ minden k-ra, Sn = ∑n

k=1Xk. Akkor

E|Sn|p
≤ Dp max

{∑n
k=1 E|Xk|p,

(∑n
k=1 EX2

k

)p/2}
,

≥ 2−p max
{∑n

k=1 E|Xk|p,
(∑n

k=1 EX2
k

)p/2}
,



21

ahol Dp, egy csak p-től függő konstans.

A következő tételünk lényege az, hogy nem teszünk fel a kiinduló való-
színűségi változók között semmilyen függőségi feltételt, hanem absztrakt
módon egy exponenciális egyenlőtlenség teljesülése esetére vezetjük le a
Rosenthal-típusú egyenlőtlenséget.

2.4. Tétel. Legyen X1, X2, . . . , Xn nulla várhatóértékű valószínűségi válto-
zók egy sorozata, továbbá legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és Bn pozitív
számok egy sorozata. Tegyük fel,

P (|Sn| > x) ≤ l(n)P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+

+h(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

)) (2.15)

teljesül minden x > 0 és d > 0 esetén, ahol l(n) és h(n) valós számok. Akkor
p > 0-ra

E|Sn|p ≤ C1l(n)E max
1≤i≤n

|Xi|p + C2h(n)Bp/2
n (2.16)

teljesül, ahol C1 = pp, C2 = 1
2p

1+p/2epB
(p

2 ,
p
2
)
abszolút konstansok, a B(u, v)

béta függvénnyel.

Bizonyítás. A klasszikus módszert használjuk, lásd [Petrov (1995)]. Alkal-
mazzuk a várhatóérték ismert kiszámítását [Gut (2013)] 2. fejezet 12.1 Téte-
lét (lásd Appendix 8.1), majd a (2.15) egyenlőtlenséget d = x/p-vel. Akkor
a következőt kapjuk

E|Sn|p =
∞∫
0

pP(|Sn| ≥ x)xp−1dx ≤

≤
∞∫
0

pl(n)P
(

max
1≤i≤n

|Xi| >
x

p

)
xp−1dx+

∞∫
0

ph(n)ep
(

1 + x2

pBn

)−p
xp−1dx =

= l(n)ppE max
1≤i≤n

|Xi|p + h(n)1
2p

1+p/2epB

(
p

2 ,
p

2

)
Bp/2
n ,

ahol az utolsó lépésben az első integrálban y = x
p -t helyettesítettük, és a

második integrálban kicseréltük a változót a következő módon t = x2

pBn
,

továbbá B(u, v) a béta függvényt jelöli

B(u, v) =
1∫

0

tu−1(1− t)v−1dt =
∞∫
0

tu−1(1 + t)−(u+v)dt, u > 0, v > 0.
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2.1. Megjegyzés. Legyen X1, X2, . . . , Xn nulla várhatóértékű valószínűsé-
gi változók egy sorozata, továbbá legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és
Bn = ∑n

i=1 EX2
i a szórásnégyzetek összege. Tegyük fel, hogy (2.2) telje-

sül ηi = X
(d)
i , i = 1, 2, . . . , n-re és ηi = (−Xi)(d), i = 1, 2, . . . , n-re is minden

λ > 0 és d > 0 esetén. Akkor a 2.1 Tételből és a (2.16) egyenlőtlenségből
következik, hogy

E|Sn|p ≤ C1E max
1≤i≤n

|Xi|p + 2C2g(n)Bp/2
n , (2.17)

ahol p > 0.
Fontos megjegyezni, hogy [Sung (2009)]-ban be van bizonyítva, hogy a

Marcinkiewicz–Zygmund- és a Rosenthal-egyenlőtlenségekből teljes momen-
tum konvergencia következik. Továbbá, a [Wang, Hu (2012)]-ben bemutat-
ták, hogy egy Rosenthal-egyenlőtlenségből következik a teljes konvergencia
és a teljes momentum konvergencia.

2.4. Teljes konvergencia

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy egy általános exponenciális egyenlőt-
lenségből következik egy Baum–Katz-típusú tétel. Emlékeztetünk a nagy
számok Kolmogorov-féle erős törvényére. Legyenek X1, X2, . . . független,
azonos eloszlású valószínűségi változók, Sn = X1 + X2 + · · · + Xn. Ha
E|Xi| <∞ ésm = EXi, akkor Snn → m 1 valószínűséggel. Ha pedig Sn

n → c 1
valószínűséggel, akkor E|Xi| <∞ és c = EXi. A nagy számok törvényeinek
vannak úgynevezett teljes konvergenciát (complete convergence) kimondó
változatai.

Azt mondjuk, hogy Yn → 0 teljesen, ha ∀ε > 0 esetén
∞∑
n=1

P (|Yn| > ε) <∞.

A Borel–Cantelli-lemma alapján látható, hogy a teljes konvergenciából
következik az 1 valószínűséggel való konvergencia.

A nagy számok törvényének teljes konvergenciát kimondó változata Hsu–
Robbins és Erdős nevéhez fűződik. A Hsu–Robbins-tétel eredeti formája a
következő.

2.5. Tétel (Hsu és Robbins (1947)). Legyen X1, X2, . . . független valószí-
nűségi változók egy sorozata, azonos F (x) eloszlásfüggvénnyel és∫ ∞

−∞
xdF (x) = 0, σ2 =

∫ ∞
−∞

x2dF (x) <∞. (2.18)
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Akkor az Y = (X1 +X2 + · · ·+Xn)/n sorozat nullához konvergál teljesen,
azaz a

∞∑
n=1

P{|Yn| > ε} (2.19)

konvergens minden ε > 0 esetén.

Legyen Yn, i = 1, 2, . . . valószínűségi változók egy sorozata. Azt mond-
juk, hogy ez a sorozat átlagosan gyengén dominált (weakly mean dominated,
wmd) az Y valószínűségi változó által, ha

1
n

n∑
i=1

P (|Yi| > t) ≤ CP (|Y | > t) (2.20)

minden t ≥ 0-re és n = 1, 2, . . . -re (lásd [Gut (1992)]).
A továbbiakban használni fogjuk a következő lemmát (lásd [Fazekas

(1992)]).

2.1. Lemma (Fazekas (1992)). Legyen az Yn, i = 1, 2, . . . sorozat átlagosan
gyengén dominált az Y valószínűségi változó által. Legyen d > 0 rögzített.
Legyen f : [0,∞)→ [0,∞) egy szigorúan növekvő nem korlátos függvény és
f(0) = 0. Akkor

1
n

n∑
i=1

E|Yi| ≤ CE|Y |; (2.21)

az f(|Yn|), i = 1, 2, . . . sorozat átlagosan gyengén dominált (weakly mean
dominated, wmd) az f(|Y |) valószínűségi változó által;

a csonkított |Yn|(d), i = 1, 2, . . . sorozat átlagosan gyengén dominált a
csonkított |Y |(d) valószínűségi változó által;

1
n

n∑
i=1

E|Yi|I {|Yi| > t} ≤ CE|Y |I {|Y | > t} . (2.22)

Adott X valószínűségi változó és t pozitív szám esetén a következő cson-
kított valószínűségi változót fogjuk használni

X̃(t) = −tI {X < −t}+XI {|X| ≤ t}+ tI {X > t} . (2.23)

Itt I egy halmaz indikátor függvényét jelöli.
A következő tételben használjuk a reguláris változású függvényeket
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2.1. Definíció. Egy pozitív mérhető f függvény reguláris változású ρ ∈ R
kitevővel, ha

lim
x→∞

f(λx)
f(x) = λρ minden λ > 0-ra.

A következő tételünk egy Baum–Katz-típusú tétel.

2.6. Tétel. Legyen X1, X2, . . . valószínűségi változók egy sorozata, továbbá
legyen Sn = ∑n

i=1Xi a részösszegük. Legyen 0 < p < 2 és α egy pozitív
szám. Tegyük fel, hogy az exponenciális egyenlőtlenség teljesül csonkított és
centralizált valószínűségi változókra, azaz

P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(
X̃

(t)
i − EX̃(t)

i

)∣∣∣∣∣ > x

)
≤ (2.24)

≤ P
(

max
1≤i≤n

∣∣∣X̃(t)
i − EX̃(t)

i

∣∣∣ > d

)
+ g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
minden t > 0, x > 0, d > 0 és n = 1, 2, . . . esetén, ahol
Bn = ∑n

i=1 E
(
X̃

(t)
i − EX̃(t)

i

)2
. Tegyük fel, hogy g(.) reguláris változású r

kitevővel, ahol 0 < r < α(2 − p). Tegyük fel, hogy X1, X2, . . . átlagosan
gyengén dominált (weakly mean dominated, wmd) az X valószínűségi válto-
zó által, melyre E|X|pg(|X|1/α) < ∞. Ha 0 < p < 1, akkor feltesszük, hogy
αp > 1. Ha 1 ≤ p < 2, akkor feltesszük, hogy αp ≥ 1 és EXi = 0 minden
i-re. Ekkor tetszőleges ε > 0-ra

∞∑
n=1

nαp−2P (|Sn| > εnα) <∞.

Bizonyítás. Az egyszerűségért használjuk a következő jelölést:X ′ni = X̃
(εnα/4)
i

és X ′ = X̃(εnα/4). Az {|Sn| > εnα} eseményt három részre bontjuk:

∞∑
n=1

nαp−2P (|Sn| > εnα) ≤

≤
∞∑
n=1

nαp−2
n∑
i=1

P
(
|Xi| >

εnα

4

)
+
∞∑
n=1

nαp−2P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(X ′ni − EX ′ni)
∣∣∣∣∣ > εnα

2

)
+

+
∞∑
n=1

nαp−2I
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

EX ′ni

∣∣∣∣∣ > εnα

2

)
= A1 +A2 +A3.
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Használva a (wmd) feltevést, a következőt kapjuk

A1 ≤ C
∞∑
n=1

nαp−1P
(
|X| > εnα

4

)
≤

≤ C
∞∑
n=1

nαp−1
∞∑
i=n

P
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

)
=

= C
∞∑
i=1

P
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

) i∑
n=1

nαp−1 ≤

≤ C
∞∑
i=1

iαpP
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

)
≤ CE|X|p <∞.

A3 vizsgálatához tekintsük a következőt

V = n−α
∣∣∣∑n

i=1
EX ′ni

∣∣∣ =

= n−α
∣∣∣∣∑n

i=1

(
−εn

α

4 P
{
Xi < −

εnα

4

}
+ EXiI

{
|Xi| ≤

εnα

4

}
+

+εnα

4 P
{
Xi >

εnα

4

})∣∣∣∣ .
Ha p ≥ 1, akkor használva, hogy EXi = 0, a (wmd) feltevést és a 2.1
Lemmát, a következőt kapjuk

V ≤ n−α
n∑
i=1

(
E|Xi|I

{
|Xi| >

εnα

4

}
+ εnα

4 P
{
|Xi| >

εnα

4

})
≤

≤ 2n−αn 1
n

n∑
i=1

E|Xi|I
{
|Xi| >

εnα

4

}
≤ Cn1−αE|X|I

{
|X| > εnα

4

}
≤

≤ Cn1−αE|X| |X|
p−1

nα(p−1) I
{
|X| > εnα

4

}
= Cn1−αpE|X|pI

{
|X| > εnα

4

}
→ 0,

ahogy n→∞, mert E|X|p <∞ és αp ≥ 1.
Ha p < 1, akkor használva az (2.21)-t az |Xi|(d) csonkított valószínűségi

változókra kapjuk, hogy

V ≤ n−α
n∑
i=1

(
E|Xi|I

{
|Xi| ≤

εnα

4

}
+ εnα

4 P
{
|Xi| >

εnα

4

})
≤

≤ Cn1−αE|X|I
{
|X| ≤ εnα

4

}
+ Cn1−α εn

α

4 P
{
|X| > εnα

4

}
≤
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≤ Cn1−αE|X| |X|
p−1

(εnα/4)p−1 I
{
|X| ≤ εnα

4

}
+ Cn

E|X|p

(εnα/4)p ≤

≤ Cn1−αpE|X|pI
{
|X| ≤ εnα

4

}
+ Cn1−αpE|X|p → 0,

ahogy n→∞, mert E|X|p <∞ és αp > 1 ebben az esetben. Ezért

n−α
∣∣∣∑n

i=1
EX ′ni

∣∣∣ < ε

2 , (2.25)

ha n > nε. Ezért A3 <∞.
Alkalmazva a (2.24) egyenlőtlenséget d = x = εnα/2-vel és használva a

Bn = ∑n
i=1 E (X ′ni − EX ′ni)

2 jelölést, a következőt kapjuk

A2 =
∞∑
n=1

nαp−2P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(X ′ni − EX ′ni)
∣∣∣∣∣ > εnα

2

)
≤

≤
∞∑
n=1

nαp−2P
(

max
1≤i≤n

∣∣X ′ni − EX ′ni
∣∣ > d

)
+

+
∞∑
n=1

nαp−2g(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.

Mivel |X ′ni| ≤ d
2 , így az első tag nulla. Tehát x = d = εnα/2 miatt

A2 ≤
∞∑
n=1

nαp−2g(n)e 1
1 + xd

Bn

≤ C
∞∑
n=1

nαp−2−2αg(n)Bn =

= C
∞∑
n=1

nαp−2−2αg(n)
n∑
i=1

E(X ′ni)2.

Használva az átlagosan gyengén dominált feltevést, és a 2.1 Lemmát, kapjuk,
hogy ∑n

i=1 E(X ′ni)2 ≤ nE(X ′)2. Tehát X ′ definíciója miatt

A2 ≤ C
∞∑
n=1

nαp−1−2αg(n)
(
εnα

4

)2
P
(
|X| > εnα

4

)
+

+C
∞∑
n=1

nαp−1−2αg(n)E
(
X2I

{
|X| ≤ εnα

4

})
= A21 +A22.

A22-re a következőt kapjuk

A22 ≤ C
∞∑
n=1

nαp−1−2αg(n)
n−1∑
i=0

P
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

)(
ε(i+ 1)α

4

)2
≤
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≤ C
∞∑
i=0

P
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

)(
ε(i+ 1)α

4

)2 ∞∑
n=i+1

nαp−1−2αg(n).

Itt ∞∑
n=i+1

nαp−1−2αg(n) ≈
∫ ∞
i

xαp−1−2αg(x)dx.

Most használva a reguláris változású függvények ismert tulajdonságait (lásd
[Bingham, Goldie, Teugels (1987)], 26-27. oldal) a következőt kapjuk

A22 ≤ C
∞∑
i=0

iαpg(i)P

i < (4|X|
ε

) 1
α

≤ i+ 1

 ≤
≤ CE

(
|X|pg

(
|X|

1
α

))
<∞.

Hasonlóan kapjuk, hogy

A21 ≤ C
∞∑
n=1

nαp−1g(n)P
(
|X| > εnα

4

)
=

= C
∞∑
n=1

nαp−1g(n)
∞∑
i=n

P
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

)
≤

≤ C
∞∑
i=1

P
(
εiα

4 < |X| ≤ ε(i+ 1)α
4

) i∑
n=1

nαp−1g(n).

Belátjuk, hogy
i∑

n=1
nαp−1g(n) ≤ Ciαpg(i).

xαp−1g(x) reguláris változású αp − 1 + r > 0 kitevővel. Ezért a [Bingham,
Goldie, Teugels (1987)] 1.5.4 Tétele miatt xαp−1g(x) ekvivalens egy monoton
növekvő függvénnyel. Ezért a szumma behelyettesíthető megfelelő integrál-
lal. Azaz

i∑
n=1

nαp−1g(n) ≤ C
i∫

1

xαp−1g(x)dx.

Mivel αp− 1 + r > −1, így [Bingham, Goldie, Teugels (1987)] 1.5.8 Állítása
miatt

i∫
1

xαp−1g(x)dx ≤ Ciαpg(i),
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így
i∑

n=1
nαp−1g(n) ≤ Ciαpg(i).

Most ismét használva a regulárisan változó függvények tulajdonságait (lásd
[Bingham, Goldie, Teugels (1987)], 26-27. oldal)

B1 ≤ C
∞∑
i=0

iαpg(i)P
(
i <

(4|X|
ε

)1/α
≤ i+ 1

)
≤

≤ CE
((4

ε
|X|

) 1
α

)αp
g

(4
ε
|X|

1
α

)
= C

(4
ε

)p
E|X|p g

(4
ε
|X|

1
α

)
︸ ︷︷ ︸
≤ Cg

(
|X|

1
α

) ≤

≤ CE|X|pg
(
|X|1/α

)
<∞.

2.5. Tágabb értelemben ortáns függő sorozatok

Az X1, X2, . . . valószínűségi változók sorozatát tágabb értelemben ortáns
függőnek (WOD) nevezzük, ha tetszőleges pozitív egész n-re létezik egy
olyan véges g(n), hogy tetszőleges valós x1, . . . , xn számokra

P(X1 > x1, X2 > x2, . . . , Xn > xn) ≤ g(n)
n∏
i=1

P(Xi > xi) (2.26)

és

P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn) ≤ g(n)
n∏
i=1

P(Xi ≤ xi), (2.27)

teljesül (lásd [Wang, Wang, Gao (2013)]). Ismeretes, hogy a kiterjesztett
negatív ortáns függő sorozatok, a negatív ortáns függő sorozatok, a negatív
szuperadditív függő sorozatok, negatív asszociált és a független sorozatok
mindegyike WOD sorozat, lásd [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)]. [Wang,
Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)]-ben exponenciális egyenlőtlenségeket és teljes
konvergencia tételeket bizonyítottak WOD sorozatokra.

Ebben a fejezetben először összehasonlítjuk a WOD sorozatot és a tá-
gabb értelemben elfogadható sorozatot. Ha X1, X2, . . . egy WOD sorozat,
akkor ismert, hogy

Ee
∑n

i=1 λXi ≤ g(n)
n∏
i=1

EeλXi (2.28)
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tetszőleges valós λ-ra. Felidézzük, hogy X1, X2, . . . -t tágabb értelemben el-
fogadhatónak nevezzük, ha teljesítik a (2.28) egyenlőtlenséget. Tehát, ha
valószínűségi változók egy sorozata WOD, akkor tágabb értelemben elfo-
gadható is ugyanazzal a g(n) sorozattal. A következő példa bemutatja, hogy
a fordított állítás nem igaz. A 2.1 Példa bemutatja, hogy a tágabb érte-
lemben elfogadható valószínűségi változók osztálya bővebb, mint a WOD
valószínűségi változóké, feltételezve, ugyanazt a g(n) sorozatot. Annak ér-
dekében, hogy ezt megmutassuk, egy olyan példát fogunk használni, amely
a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)]-ben megadott példa diszkrét megfele-
lőjének tekinthető. Az a példa a Feller-féle ellenpéldán alapszik (lásd [Feller
(1971)]-ban a III/1 Problémát).
2.1. Példa. Legyenek X és Y diszkrét valószínűségi változók a következő
együttes eloszlással

P(X = 0, Y = 0) = 1
16 , P(X = 0, Y = 1) = 3

16 , P(X = 0, Y = 2) = 0,

P(X = 1, Y = 0) = 1
16 , P(X = 1, Y = 1) = 4

16 , P(X = 1, Y = 2) = 3
16 ,

P(X = 2, Y = 0) = 2
16 , P(X = 2, Y = 1) = 1

16 , P(X = 2, Y = 2) = 1
16 .

P(X = 0) = 1
4 , P(X = 1) = 1

2 , P(X = 2) = 1
4 ,

P(Y = 0) = 1
4 , P(Y = 1) = 1

2 , P(Y = 2) = 1
4 .

Független esetben az együttes eloszlás (X̃ eloszlása és X eloszlása megegye-
zik, illetve Ỹ eloszlása és Y eloszlása is megegyezik, de függetlenek).

H
HHH

HHX̃

Ỹ 0 1 2

0 1
16

1
8

1
16

1
4

1 1
8

1
4

1
8

1
2

2 1
16

1
8

1
16

1
4

1
4

1
2

1
4 1

1. Táblázat. X̃ és Ỹ kontingencia táblázata
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X + Y eloszlása
0 1 2 3 4

1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

X̃ + Ỹ eloszlása
0 1 2 3 4

1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

2. Táblázat. X + Y és X̃ + Ỹ eloszlása

Látható, hogy X és Y nem független, de az X + Y eloszlása ugyanaz,
mint az X eloszlásának és az Y eloszlásának a konvolúciója. Ezért

Eeλ(X+Y ) = EeλXEeλY .

Azonban, direkt számításokkal

P(X ≤ u, Y ≤ v) ≤ gP(X ≤ u)P(Y ≤ v) (2.29)

és
P(X > u, Y > v) ≤ gP(X > u)P(Y > v) (2.30)

nem teljesülnek g = 1-re. Például

P(X > 0, Y > 1) = 1
4 = 4

3 ·
3
16 = 4

3P(X > 0)P(Y > 1).

Látható, hogy a legkisebb konstans, amely kielégíti a fenti (2.29) - (2.30)
egyenlőtlenségeket a g = 4/3.

Most legyenek a kétdimenziós (X1, X2), (X3, X4), (X5, X6), . . . valószí-
nűségi változók az (X,Y ) független másolatai. Akkor a (2.28) egyenlőtlenség
teljesül g(n) ≡ 1 esetén, míg (2.26) és (2.27) g(n) = (4/3)n/2 esetén telje-
sül. Tehát élesebb eredményt kapunk, ha direkt a (2.28) egyenlőtlenséget
alkalmazzuk.

A fejezet hátralévő részében alkalmazzuk WOD sorozatokra az előző
fejezetben kapott eredményeket. Ehhez először fel kell sorolni néhány ismert
tényt a WOD sorozatokról. Ha X1, X2, . . . egy WOD sorozat és a valós
f1, f2, . . . függvények, vagy mind nem csökkenőek, vagy pedig mind nem
növekvőek, akkor az f1(X1), f2(X2), . . . sorozat szintén WOD. Speciálisan
a csonkított X(t)

1 , X
(t)
2 , . . . sorozat is WOD.
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2.7. Tétel. Legyen X1, X2, . . . , Xn nulla várhatóértékű valószínűségi válto-
zók WOD sorozata. Legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és Bn = ∑n
i=1 EX2

i a
szórásnégyzetek összege. Akkor d > 0 és x > 0 esetén

P (Sn > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

Xi > d

)
+

+g(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

)) (2.31)

és
P (|Sn| > x) ≤ P

(
max

1≤i≤n
|Xi| > d

)
+

+2g(n) exp
(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

)) (2.32)

teljesül.

Bizonyítás. Ez a 2.1 Tétel és a (2.28) egyenlőtlenség következménye. Meg
kell jegyezni, hogy (2.32) egy speciális esete a [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu
(2014)] 2.2 Lemmájának, aminek részletes bizonyítását nem közölték.

Most a WOD sorozatokra értelmezett Hoeffding-egyenlőtlenséggel foly-
tatjuk.

2.8. Tétel. Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy WOD soro-
zata. Legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük. Legyenek a valószínűségi változók
korlátosak, azaz ai ≤ Xi ≤ bi i = 1, 2, . . . , n-re, ahol ai és bi valós számok.
Legyen ε > 0. Akkor

P (Sn − ESn ≥ ε) ≤ g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
, (2.33)

P (|Sn − ESn| ≥ ε) ≤ 2g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
. (2.34)

Legyen Mk,l a (2.11)-ben definiált maximum. Tegyük fel, hogy (2.26) és
(2.27) teljesülnek g(n) = C esetén. Akkor minden 0 < δ < 1-re létezik
egy olyan C1 = C1(δ), hogy

P (Mk,l ≥ ε) ≤ 2CC1 exp
(
− 2ε2(1− δ)∑l

i=k(bi − ai)2

)
(2.35)

minden 1 ≤ k ≤ l ≤ n-re.
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Bizonyítás. A fent leírtak a 2.2 Tétel, a 2.1 Következmény és a (2.28) egyen-
lőtlenség következményei.

Most a WOD sorozatokra értelmezett Rosenthal-egyenlőtlenséggel foly-
tatjuk.

2.9. Tétel. Legyen X1, X2, . . . , Xn nulla várhatóértékű valószínűségi válto-
zók egy WOD sorozata, legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és Bn = ∑n
i=1 EX2

i .
Akkor p > 0-ra

E|Sn|p ≤ C1E max
1≤i≤n

|Xi|p + C2g(n)Bp/2
n , (2.36)

ahol C1 és C2 abszolút konstansok.

Bizonyítás. A fent leírtak a 2.1 Megjegyzés és a (2.28) egyenlőtlenség kö-
vetkezményei.

A következő teljes konvergencia tétel a [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu
(2014)] 3.2 Következményének egy változata.

2.10. Tétel. Legyen X1, X2, . . . valószínűségi változók egy WOD sorozata,
továbbá legyen Sn = ∑n

i=1Xi a részösszegük. Legyen 0 < p < 2 és α legyen
egy pozitív szám. Tegyük fel, hogy g(.) regulárisan változó r kitevővel, ahol
0 < r < α(2 − p). Tegyük fel, hogy X1, X2, . . . átlagosan gyengén dominált
az X valószínűségi változó által, melyre E|X|pg(|X|1/α) <∞. Ha 0 < p < 1,
akkor feltesszük, hogy αp > 1. Ha 1 ≤ p < 2, akkor feltesszük, hogy αp ≥ 1
és EXi = 0 minden i-re. Ekkor

∞∑
n=1

nαp−2P (|Sn| > εnα) <∞.

Bizonyítás. A fenti tétel a 2.6 Tétel és a 2.7 Tétel következménye.
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3. A von Bahr–Esseen egyenlőtlenségek és alkalma-
zásaik

3.1. Bevezetés

Tekintsük először a jól ismert von Bahr–Esseen egyenlőtlenséget. Legyen
1 ≤ p ≤ 2 és legyen Xn, n = 1, 2, . . . független valószínűségi változók egy so-
rozata, véges p-edik momentummal és nulla várhatóértékkel.
(E|Xn|p <∞, EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . esetén). Akkor

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ cp,n
n∑
k=1

E|Xk|p, (3.1)

minden n = 1, 2, . . . esetén, ahol cp,n ≤ 2−n−1 [von Bahr–Esseen (1965)]. Az
(3.1) egyenlőtlenség a p-edik von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenség.

Megjegyezzük, hogy a p-edik von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlen-
ség természetesen igaz 0 < p ≤ 1 esetén, vagyis E |∑n

k=1Xk|p ≤
∑n
k=1 E|Xk|p,

ha 0 < p ≤ 1 tetszőleges Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi változók olyan soro-
zatára, mely rendelkezik véges p-edik momentummal.

Dharmadhikari és Jogdeo [Dharmadhikari, Jogdeo (1969)] bebizonyítot-
ta a következő egyenlőtlenséget, mely a von Bahr–Esseen egyenlőtlenség
p > 2 esetre történő kiterjesztésének tekinthető. Legyen p ≥ 2 és legyen
Xn, n = 1, 2, . . . független valószínűségi változók sorozata véges p-edik mo-
mentummal és nulla várhatóértékkel. Akkor (3.1) teljesül a következő cp,n
konstanssal

cp,n = np/2−1 p(p− 1)
2 max

{
1, 2p−3

} [
1 + 2p−1D

(p−2)/2m
2m

]
, (3.2)

ahol az egész m kielégíti a 2m ≤ p < 2m+ 2 egyenlőtlenséget és

D2m =
m∑
k=1

k2m−1/(k − 1)! . (3.3)

A [Chen, Bai, Sung (2014)] cikkben páronként független valószínűségi válto-
zókra kapták meg a p-edik von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenséget,
ha p értékére teljesül, hogy 1 < p < 2. A von Bahr–Esseen momentum
egyenlőtlenség p = 2 esetén nyilvánvalóan teljesül páronként független nul-
la várhatóértékű valószínűségi változókra, és [Chen, Bai, Sung (2014)]-ben
ezt a tényt alkalmazták a p-edik (1 < p < 2) von Bahr–Esseen momentum
egyenlőtlenség bizonyítására.
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A [Chen, Bai, Sung (2014)]-ben található bizonyítást elemezve a követ-
kező eredményt kaphatjuk. Ha 1 < p < 2 és Xn, n = 1, 2, . . . tetszőle-
ges valószínűségi változók egy sorozata véges p-edik momentummal és nulla
várhatóértékkel, továbbá a második von Bahr–Esseen momentum egyenlőt-
lenség teljesül a csonkított centralizált XkI (|Xk| ≤ x) − EXkI (|Xk| ≤ x),
k = 1, 2, . . . , n változókra, minden x > 0 esetén, akkor a p-edik (1 < p < 2)
von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenség igaz az Xn, n = 1, 2, . . . való-
színűségi változókra, ahol I az indikátor függvényt jelöli.

Továbbá, általánosíthatjuk az előző eredményt azzal, hogy 2 helyett q-t
használunk. Vagyis, ha 1 < p < q és a q-adik (1 < p < 2) von Bahr–Esseen
momentum egyenlőtlenség teljesül minden csonkított centralizált változóra,
akkor a p-edik von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenség igaz az eredeti
valószínűségi változókra is. Azonban létezik a csonkításnak egy másik válto-
zata is. Adott X valószínűségi változó és t pozitív szám esetén a következő
csonkított valószínűségi változót használhatjuk

(−t)X(t) = −tI {X < −t}+XI {|X| ≤ t}+ tI {X > t} . (3.4)

Az az előnye ennek a csonkításnak, hogy (−t)X(t) = h(X) alakú, ahol h egy
növekvő valós függvény. Továbbá tudjuk, hogy bizonyos függőségi feltéte-
lek öröklődnek, ha a valószínűségi változókat növekvő függvényekbe helyez-
zük. Ezért még fontosabb tudni, hogy a q-adik von Bahr–Esseen momentum
egyenlőtlensége a csonkított és centralizált változóknak (−x)X

(x)
k −E(−x)X

(x)
k

maga után vonja a p-edik von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenséget az
eredeti Xk valószínűségi változókra (1 < p < q). Ezt a 3.1 Tételben bizonyít-
juk. Továbbá kiemeljük, hogy a 3.1 Tételben nem feltételezünk semmilyen
gyenge függőséget a valószínűségi változókon. Megjegyezzük, hogy a vizsgá-
lataink során a (3.4) különböző változatait alkalmazzuk.

Ismert tény, hogy bizonyos exponenciális kapcsolatok alapvető szerepet
játszanak a független és gyengén függő valószínűségi változók aszimptotikus
eredményeinek bizonyításában. Az ilyen fajta kapcsolat egy általános alakja
megjelenik az elfogadhatóság definíciójában is. Az X1, X2, . . . , Xn valószí-
nűségi változókat elfogadhatónak nevezzük, ha

Ee
∑n

i=1 λXi ≤
n∏
i=1

EeλXi (3.5)

minden valós λ esetén, lásd [Antonini, Kozachenko, Volodin (2008)]. A 3.3
fejezetben megmutatjuk, hogy a (3.5) egyenlőtlenség egy változata maga
után von egy exponenciális egyenlőtlenséget, lásd 3.1 Állítás. Az exponen-
ciális egyenlőtlenséget alkalmazva, megkapjuk a Rosenthal-egyenlőtlenséget
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(3.2 Állítás). Végezetül, látni fogjuk, hogy a (3.5) egyenlőtlenség egy változa-
ta maga után vonja a p-edik von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenséget,
lásd a 3.2 Tételt. Alkalmazva a 3.2 Tételt, megkapjuk a von Bahr–Esseen
momentum egyenlőtlenséget WOD sorozatokra (3.3 Tétel).

A momentum egyenlőtlenségek alkalmazásának fontos szerepe van a kon-
vergencia tételekben. A 3.4 fejezetben az egyenlőtlenségeink következmé-
nyeként igazolunk egy nagy számok törvényét és egy teljes konvergenciát.
A jól ismert Etemadi-féle nagy számok erős törvénye (SLLN) szerint, ha
X1, X2, . . . páronként független és azonos eloszlású valószínűségi változók
véges első momentummal, akkor

lim
n→∞

X1 + · · ·+Xn

n
= EX1

majdnem biztosan, lásd [Etemadi (1981)]. A később bemutatott 3.4 tételünk
is egy Etemadi típusú SLLN. A mi tételünkben, páronkénti függetlenség he-
lyett, azt tesszük fel, hogy, vagy (3.5), vagy (3.1) teljesül a csonkított való-
színűségi változókra. További jól ismert SLLN eredmény a [Csörgő, Tandori,
Totik (1983)] cikk. Itt páronként független, viszont nem azonos eloszlású va-
lószínűségi változókat tételeztek fel. A mi 3.5 tételünk a Csörgő, Tandori és
Totik SLLN egy új változata. Mi a páronkénti függetlenséget a (3.5), vagy
a (3.1) egy megfelelő változatával helyettesítettük. Továbbá bemutatásra
kerül a nagy számok egy gyenge törvénye (WLLN, lásd 3.6 Tétel).

A nagy számok törvényében a a konvergencia sebessége leírható a tel-
jes konvergencia tételek által. A klasszikus teljes konvergencia eredmények
Hsu, Robbins, Erdős, Baum and Katz munkájához fűződnek, lásd [Baum,
Katz (1965)]. Az első teljes konvergencia tétel eredményeket valószínűségre
kapták, később hasonló eredményeket bizonyítottak a momentumokra is. A
teljes momentum konvergencia általános formája az Y1, Y2, . . . valószínűségi
változókra a következő

∞∑
n

anE (|Yn|/bn − ε)q+ <∞

minden ε > 0-ra, ahol (·)+ a pozitív részt jelenti. Itt Yn a valószínűségi
változók részösszege. A [Chow (1988)] munka foglalkozik teljes momentum
konvergenciával független valószínűségi változók esetén. A [Sung (2009)]-ben
Soo Hak Sung bemutatta, hogy amikor bizonyos momentum egyenlőtlensé-
gek teljesülnek csonkított valószínűségi változókra, akkor a teljes momentum
konvergencia teljesül.

A módszerünk lényegét az alábbiakban foglaljuk össze. Csonkítást alkal-
mazunk a valószínűségi változókra, aztán közelítéseket a valószínűségekre és
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momentumokra. Ezen módszerek kombinációjának köszönhetően kaptuk a
momentum egyenlőtlenségek általános változatait és a konvergencia tétele-
ket.

3.2. A von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenség

Ebben a fejezetben a következő általános tételt bizonyítjuk. Ha a von Bahr–
Esseen momentum egyenlőtlenség teljesül a q kitevő és csonkított centra-
lizált valószínűségi változók esetén, akkor teljesül magukra a valószínűségi
változókra tetszőleges p esetén, 1 < p < q. Kiemeljük, hogy nem alkalmaz-
tunk további feltevéseket a valószínűségi változók függőségének struktúrá-
jára. A bizonyítás során [Chen, Bai, Sung (2014)] 2.1 Tétele bizonyításának
módszerét alkalmazzuk. Az a tétel egy von Bahr–Esseen egyenlőtlenség pá-
ronként független valószínűségi változókra. A (3.4) csonkítást alkalmazva
XkI (|Xk| ≤ x) helyett, a mi módszerünk rövidebb, mint ami a [Chen, Bai,
Sung (2014)]-ben található.

3.1. Tétel. Legyen 1 < p < q. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi válto-
zók egy sorozata és E|Xn|p < ∞, EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük
fel, hogy tetszőleges x > 0 esetén

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
(−x)X

(x)
k − E(−x)X

(x)
k

)∣∣∣∣∣
q

≤ gq(n)
n∑
k=1

E
∣∣∣(−x)X

(x)
k − E(−x)X

(x)
k

∣∣∣q .
(3.6)

Akkor

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp,q(n)
n∑
k=1

E|Xk|p, (3.7)

ahol fp,q(n) csak gq(n)-től, p-től és q-tól függ (egy lehetséges választás az
fp,q(n) = 5 + 2cqgq(n)2q

(
q
q−p

)2
, ahol cq = 2q−1).

Bizonyítás. Legyen V =
n∑
k=1

E|Xk|p. Ha V = 0, akkor Xk = 0 majdnem
biztosan minden k = 1, 2, . . . , n esetén, tehát feltehetjük, hogy V 6= 0. Az
egyszerűség kedvéért, jelölje Zi a csonkított valószínűségi változót, vagyis
legyen Zi =(−x1/p) X

(x1/p)
i , ahol x egy tetszőleges pozitív szám. Tetszőleges
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ε > 1 esetén,

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

=
∞∫
0

P
{∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

> x

}
dx ≤

≤ (1 + ε)V +
∞∫

(1+ε)V

P
{∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ > x1/p
}

dx ≤

≤ (1 + ε)V +
∞∫

(1+ε)V

n∑
k=1

P
{
|Xk| > x1/p

}
dx+

+
∞∫

(1+ε)V

P
{∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Zk

∣∣∣∣∣ > x1/p
}

dx =

= (1 + ε)V + I1 + I2.

(3.8)

Látható, hogy

I1 ≤
n∑
k=1

∞∫
0

P
{
|Xk| > x1/p

}
dx =

n∑
k=1

E|Xk|p = V. (3.9)

Felhasználva, hogy EXk = 0, a következőt kapjuk EXkI
(
|Xk| ≤ x1/p

)
=

−EXkI
(
|Xk| > x1/p

)
, ahonnan

sup
x≥(1+ε)V

x−1/p
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

EZk

∣∣∣∣∣ = sup
x≥(1+ε)V

x−1/p
∣∣∣ n∑
k=1
−EXkI

(
|Xk| > x1/p

)
+

+ x1/pP
(
Xk > x1/p

)
− x1/pP

(
Xk < −x1/p

) ∣∣∣ ≤
≤ sup

x≥(1+ε)V
x−1/p

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

E |Xk| I
(
|Xk| > x1/p

)
+ x1/pP

(
|Xk| > x1/p

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2 sup

x≥(1+ε)V
x−1/p

n∑
k=1

E |Xk| I
(
|Xk| > x1/p

)
≤

≤ 2 sup
x≥(1+ε)V

x−1/p · x1/p−1
n∑
k=1

E |Xk|p I
(
|Xk| > x1/p

)
≤

≤ 2(1 + ε)−1V −1 · V = 2(1 + ε)−1.
(3.10)
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Most alkalmazzuk a (3.10)-et és akkor, mivel ε > 1, használhatjuk a Markov
egyenlőtlenséget, és a következőt kapjuk

I2 =
∞∫

(1+ε)V

P
{∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Zk

∣∣∣∣∣ > x1/p
}

dx ≤

≤
∞∫

(1+ε)V

P
{∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Zk −
n∑
k=1

EZk

∣∣∣∣∣ > x1/p −
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

EZk

∣∣∣∣∣
}

dx ≤

≤
∞∫

(1+ε)V

P
{∣∣∣∣∣

n∑
k=1

[Zk − EZk]
∣∣∣∣∣ > [1− 2(1 + ε)−1

]
x1/p

}
dx ≤

≤
[
1− 2(1 + ε)−1

]−q ∞∫
(1+ε)V

x−q/pE
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

[Zk − EZk]
∣∣∣∣∣
q

dx ≤

≤ 2cqgq(n)
[
1− 2(1 + ε)−1

]−q n∑
k=1

∞∫
(1+ε)V

x−q/pE |Zk|q dx =

= 2cqgq(n)
[
1− 2(1 + ε)−1

]−q n∑
k=1

I2k.

(3.11)

Az utolsó lépésben alkalmaztuk a (3.6)-et és a cq-egyenlőtlenséget. Most
rögzített k esetén, 1 ≤ k ≤ n, a következőt kapjuk

I2k =
∞∫

(1+ε)V

x−q/pE |Zk|q dx =

=
∞∫

(1+ε)V

x−q/p
xq/p∫
0

P {|Xk|q > y} dydx =

=
∞∫

(1+ε)V

x−q/p
(1+ε)q/pV q/p∫

0

P
{
|Xk| > y1/q

}
dydx+

+
∞∫

(1+ε)V

x−q/p
xq/p∫

(1+ε)q/pV q/p

P
{
|Xk| > y1/q

}
dydx =

= I21k + I22k.

(3.12)
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Ismét alkalmazva a Markov egyenlőtlenséget

I21k = p

q − p
(1 + ε)1−q/pV 1−q/p

(1+ε)q/pV q/p∫
0

P
{
|Xk| > y1/q

}
dy ≤

≤ p

q − p
(1 + ε)1−q/pV 1−q/p

(1+ε)q/pV q/p∫
0

E|Xk|p · y−p/qdy =

= qp

(q − p)2E|Xk|p.

(3.13)

I22k-ra a következőt kapjuk

I22k =
∞∫

(1+ε)q/pV q/p

P
{
|Xk| > y1/q

} ∞∫
yp/q

x−q/pdxdy =

= p

q − p

∞∫
(1+ε)q/pV q/p

yp/q−1P
{
|Xk| > y1/q

}
dy ≤

≤ p

q − p

∞∫
0

yp/q−1P
{
|Xk| > y1/q

}
dy =

= q

q − p
E|Xk|p.

(3.14)

(3.11)-(3.14)-et alkalmazva

I2 ≤ 2cqgq(n)[1− 2(1 + ε)−1]−q
[

qp

(q − p)2 + q

q − p

]
V =

= 2cqgq(n)[1− 2(1 + ε)−1]−q
(

q

q − p

)2
V.

(3.15)

Összegezve a (3.8), (3.9) és (3.15) formulákat kapjuk

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤
{

2 + ε+ 2cqgq(n)[1− 2(1 + ε)−1]−q
(

q

q − p

)2
}
V.

Látható, hogy a következő függvény

f(ε) = 2 + ε+ 2cqgq(n)[1− 2(1 + ε)−1]−q
(

q

q − p

)2
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pozitív és folytonos az (1,∞) intervallumon, és lim
ε→1+

f(ε) = lim
ε→∞

f(ε) =∞.
Ezért f(ε)-nak létezik minimuma az (1,∞) intervallumon. Legyen
fp,q(n) = inf

1<ε<∞
f(ε). Látható, hogy fp,q(n) > 3, és ez csak gq(n)-től, p-

től és q-tól függ, tehát (3.7) igaz.

3.3. Exponenciális egyenlőtlenségek és következményeik

Ebben a részben azt tárgyaljuk, hogy, ha feltételezzük, hogy (3.5) telje-
sül a csonkított valószínűségi változókra, akkor kapunk egy exponenciá-
lis egyenlőtlenséget (3.1 Állítás), amelynek következménye egy Rosenthal-
egyenlőtlenség (3.2 Állítás) és egy von Bahr–Esseen momentum egyenlőt-
lenség (Tétel 3.2).

Legyen η1, η2, . . . , ηn valószínűségi változók egy sorozata. Tekintsük a
következő feltételt

Ee
∑n

i=1 ληi ≤ g(n)
n∏
i=1

Eeληi . (3.16)

Ha a (3.16) feltétel teljesül g(n) = 1-re és tetszőleges λ ∈ R esetén, akkor
az η1, η2, . . . , ηn-t elfogadhatónak nevezzük. Látható, hogy, ha (3.16) igaz
η1, η2, . . . , ηn esetén, akkor igaz η1 − a1, η2 − a2, . . . , ηn − an
esetén is, minden valós a1, . . . , an számra, speciálisan igaz η1 − Eη1,
η2 − Eη2, . . . , ηn − Eηn esetén.

Adott X valószínűségi változó és a < b számok esetén definiáljuk a
következő (aszimmetrikus) csonkított valószínűségi változót

(a)X(b) = aI {X < a}+XI {a ≤ X ≤ b}+ bI {X > b} . (3.17)

Ez az (a)X(b) csonkítás növekvő függvénye X-nek.

3.1. Állítás. Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata.
Tegyük fel, hogy (3.16) teljesül minden ai < bi, i = 1, 2, . . . , n esetén
ηi =(ai) X

(bi)
i -re tetszőleges λ ∈ R mellett. Legyen d > 0 rögzített és legyen

Yi =(−d) X
(d)
i −E(−d)X

(d)
i , i = 1, 2, . . . , n csonkított és centrált valószínűségi

változó. Legyen Sn = ∑n
i=1 Yi az összeg és Bn = ∑n

i=1 EY 2
i a szórásnégyzetek

összege. Akkor minden x > 0 és t > 0-re,

P (|Sn| > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

|Yi| > t

)
+

+2g(n) exp
(
x

t
− x

t
ln
(

1 + xt

Bn

))
.

(3.18)
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Bizonyítás. A [Fuk, Nagaev (1971)] klasszikus ötletét követjük. Tetszőleges
valós t > 0 szám és ξ valószínűségi változó estén

ξ(t) = min{ξ, t}

jelöli a valószínűségi változó csonkított formáját. Jelölje ηi = Y
(t)
i ,

i = 1, 2, . . . , n a csonkított valószínűségi változókat. Akkor ηi az
(ai)X

(bi)
i − mi alakú valamely ai < bi és mi, i = 1, 2, . . . , n esetén. Ezért

(3.16) teljesül ηi = Y
(t)
i -re. Így a 2.1 Tétel alapján

P
(

n∑
i=1

Yi > x

)
≤ g(n) exp

(
x

t
− x

t
ln
(

1 + xt

Bn

))
. (3.19)

A (3.16) egyenlőtlenség igaz ηi = (−Yi)(t), i = 1, 2, . . . , n esetén, tehát (3.19)
igaz az −Y1,−Y2, . . . ,−Yn valószínűségi változókra is. Alkalmazva a (3.19)
egyenlőtlenséget az Y1, Y2, . . . , Yn éa a −Y1,−Y2, . . . ,−Yn valószínűségi vál-
tozókra, megkapjuk a (3.18) egyenlőtlenséget.

Most a Rosenthal-egyenlőtlenséggel folytatjuk.
3.2. Állítás. Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata.
Tegyük fel, hogy (3.16) teljesül tetszőleges λ ∈ R és ηi =(ai) X

(bi)
i ese-

tén minden ai < bi, i = 1, 2, . . . , n-re. Legyen d > 0 rögzített és legyen
Yi =(−d) X

(d)
i − E(−d)X

(d)
i , i = 1, 2, . . . , n a csonkított centralizált való-

színűségi változó. Legyen Sn = ∑n
i=1 Yi az összegük és Bn = ∑n

i=1 EY 2
i a

varianciák összege. Akkor

E|Sn|p ≤ C1E max
1≤i≤n

|Yi|p + 2C2g(n)Bp/2
n , (3.20)

ahol p > 0 és C1, C2 csak p-től függ.
Bizonyítás. Ismert, hogy az exponenciális egyenlőtlenségből következik a
Rosenthal-egyenlőtlenség, lásd 2.4 Tétel. Ezért (3.18)-ból következik (3.20).

Most megkapjuk a von Bahr–Esseen egyenlőtlenséget.
3.2. Tétel. Legyen 1 < p ≤ 2. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi válto-
zók egy sorozata, úgy, hogy E|Xn|p < ∞, EXn = 0 minden
n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel, hogy (3.16) teljesül tetszőleges λ ∈ R és
ηi =(ai) X

(bi)
i esetén minden ai < bi, i = 1, 2, . . . , n-re. Akkor

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp(n)
n∑
k=1

E|Xk|p, (3.21)

ahol fp(n) csak g(n)-től és p-től függ.
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Bizonyítás. Legyen d > 0 rögzített és legyen Yi =(−d) X
(d)
i − E(−d)X

(d)
i ,

i = 1, 2, . . . , n csonkított és centralizált valószínűségi változó. Legyen
Sn = ∑n

i=1 Yi az összegük és Bn = ∑n
i=1 EY 2

i a varianciák összege. Akkor,
a 3.2 Állításból 2 kitevővel kapjuk, hogy

E
(

n∑
i=1

Yi

)2

= E|Sn|2 ≤ Cg(n)Bn =
n∑
i=1

Cg(n)EY 2
i . (3.22)

Tehát megkaptuk, hogy a von Bahr–Esseen momentum egyenlőtlenség igaz 2
kitevő esetén a csonkított és centralizált valószínűségi változókra. Ezért a 3.1
Tételből, akkor is teljesül magukra a valószínűségi változókra tetszőleges p
esetén, ha 1 < p < 2. Tehát (3.21)-t bebizonyítottuk 1 < p < 2-re. p = 2-re
használjuk a d ↑ ∞-t (3.22)-ben. Akkor a dominált konvergencia tételből
következik (3.21), ha p = 2.

Most alkalmazzuk az eredményeinket aWOD sorozatokra. AzX1, X2, . . .
valószínűségi változók sorozata WOD, ha minden pozitív egész n-re létezik
egy véges g(n), hogy minden valós x1, . . . , xn számra

P(X1 > x1, X2 > x2, . . . , Xn > xn) ≤ g(n)
n∏
i=1

P(Xi > xi) (3.23)

és

P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn) ≤ g(n)
n∏
i=1

P(Xi ≤ xi), (3.24)

lásd [Wang, Wang, Gao (2013)].
Ismert, hogy a kiterjesztett negatív ortáns függő sorozatok, a negatív

ortáns függő sorozatok, a negatív szuper-additív függő sorozatok, a negatív
asszociált és a független sorozatok mind WOD sorozatok, lásd [Wang, Xu,
Hu, Volodin, Hu (2014)]. A következőkben a WOD sorozatok jól ismert
tulajdonságai kerülnek bemutatásra.

Ha X1, X2, . . . WOD sorozat és az f1, f2, . . . valós függvények mindegyi-
ke vagy nem csökkenőek, vagy nem növekvő, akkor az f1(X1), f2(X2), . . .
sorozat szintén WOD, illetve az (ai)X

(bi)
i , i = 1, 2, . . . csonkított sorozat is

WOD.
Továbbá

Ee
∑n

i=1 λXi ≤ g(n)
n∏
i=1

EeλXi (3.25)

minden valós λ esetén és (3.23)-(3.24)-ben lévő g(n)-re. Most megfogal-
mazzuk a von Bahr–Esseen egyenlőtlenséget WOD sorozatokra. Meg kell
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jegyezni, hogy a következő tételt más módszerrel belátták a [Wang, Xu, Hu,
Volodin, Hu (2014)] cikkben (lásd a [Wang, Xu, Hu, Volodin, Hu (2014)]
2.3 Következményét).
3.3. Tétel. Legyen 1 < p ≤ 2. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi vál-
tozók egy WOD sorozata, azaz teljesüljön (3.23) és (3.24). Tegyük fel, hogy
E|Xn|p <∞, EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Akkor

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp(n)
n∑
k=1

E|Xk|p, (3.26)

ahol fp(n) csak p-től és (3.23)-(3.24)-ben lévő g(n)-től függ.
Bizonyítás. A WOD sorozatok fent említett tulajdonságai miatt alkalmaz-
hatjuk a 3.2 Tételt.

3.4. Konvergencia tételek

Ebben a fejezetben általános konvergencia tételek kerülnek bizonyításra.
Bemutatjuk, hogy amikor a (3.16) elfogadhatósági feltétel teljesül a cson-
kított valószínűségi változókra, akkor gyenge és erős nagy számok törvénye
(WLLN, SLLN) és teljes konvergencia is teljesül egyéb gyenge függőség fel-
tételezése nélkül. Mivel a bizonyítások a von Bahr–Esseen egyenlőtlenség
felhasználásával történnek, látható, hogy a (3.21) teljesülése a csonkított és
centralizált valószínűségi változókra maga után vonja a fent említett aszimp-
totikus eredményeket.

Kezdjük az Etemadi típusú SLLN-nel.
3.4. Tétel. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . azonos eloszlású valószínűségi változók
egy sorozata, mely teljesíti a következőket: EX2

1 <∞ és EX1 = 0.
(1) Tegyük fel, hogy (3.16) teljesül g(n) = C-re és minden λ ∈ R és

ηi =(ai) X
(bi)
i tetszőleges ai < bi, i = 1, 2, . . . esetén. Akkor

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Xk = 0 (3.27)

1 valószínűséggel.
(2) Ha, (3.16) helyett, a von Bahr–Esseen egyenlőtlenség teljesül a cson-

kított centralizált valószínűségi változókra, azaz, ha

E
(

n∑
i=1

(
(ai)X

(bi)
i − E(ai)X

(bi)
i

))2

≤

≤ C
n∑
i=1

E
(

(ai)X
(bi)
i − E(ai)X

(bi)
i

)2
,

(3.28)
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akkor (3.27) teljesül.

Bizonyítás. Először meg kell jegyezni, hogy a 3.2 Tétel miatt, a (3.28) egyen-
lőtlenség mindig teljesül a tétel feltételei miatt. Tudjuk, hogy az eredeti
Etemadi SLLN teljesül páronként független valószínűségi változókra. Azon-
ban, a bizonyítást elemezve (lásd: [Etemadi (1981)] vagy [Bauer (1996)])
az egyetlen lépés, ahol a páronkénti függetlenséget alkalmazták, az a (3.28)
egyenlőtlenség, ai = 0, bi = i és ai = −i, bi = 0 választással.

Egy jól ismert SLLN páronként független valószínűségi változókra a
[Csörgő, Tandori, Totik (1983)]-ban leírt eredmény. Megmutatjuk, hogy az
1. Tétel a [Csörgő, Tandori, Totik (1983)]-ban igaz, ha a páronkénti füg-
getlenséget kicseréljük az elfogadhatósági feltétellel. A mi tételünkben p
tetszőleges 1 < p < 2 közti szám, míg a [Csörgő, Tandori, Totik (1983)]-ban
p = 2.

3.5. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi válto-
zók egy sorozata. Tegyük fel, hogy

∞∑
m=1

E
|Xm − EXm|p

mp
<∞ (3.29)

és
1
n

n∑
m=1

E |Xm − EXm| korlátos. (3.30)

(1) Tegyük fel, hogy (3.16) teljesül g(n) = C esetén és minden λ ∈ R-re és
ηi =(ai) X

(bi)
i -re tetszőleges ai < bi, i = 1, 2, . . . esetén. Akkor

lim
n→∞

1
n

n∑
m=1

(Xm − EXm) = 0 (3.31)

1 valószínűséggel.

(2) Ha (3.16) helyett, a von Bahr–Esseen egyenlőtlenség teljesül a csonkított
centralizált valószínűségi változókra, azaz ha

E
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
(ai)X

(bi)
i − E(ai)X

(bi)
i

)∣∣∣∣∣
p

≤

≤ C
n∑
i=1

E
∣∣∣(ai)X(bi)

i − E(ai)X
(bi)
i

∣∣∣p , (3.32)

akkor (3.31) teljesül.
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Bizonyítás. A 3.2 Tételből, (3.32) egyenlőtlenség mindig teljesül, a téte-
lünk feltételei alatt. Az eredeti bizonyításban (lásd [Csörgő, Tandori, Totik
(1983)]) az egyetlen lépés, ahol a páronkénti függetlenséget alkalmazták, az
a (3.32) egyenlőtlenség, ahol ai = 0, bi =∞ és ai = −∞, bi = 0.

A következő tétel egy nagy számok gyenge törvénye, amelyben Lp kon-
vergenciát is bizonyítunk.

3.6. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen az Xn, n = 1, 2, . . . sorozat átlagosan
gyengén dominált az X valószínűségi változó által, ahol E|X|p <∞. Tegyük
fel, hogy EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel, hogy (3.16) teljesül
g(n) = C-re, tetszőleges λ ∈ R-re és ηi = (ai)X

(bi)
i -re minden ai < bi,

i = 1, 2, . . . esetén. Akkor

lim
n→∞

E
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

= 0. (3.33)

Továbbá,

lim
n→∞

1
n1/p

n∑
k=1

Xk = 0 (3.34)

valószínűségben.

Bizonyítás. Legyen t > 0. Legyen

(−∞)Z(−t) = min{−t, Z}+ t, (t)Z(∞) = max{t, Z} − t.

Mivel EXk = 0, azt kapjuk, hogy

E
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ cE
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

(
(−∞)X

(−t)
k − E(−∞)X

(−t)
k

)∣∣∣∣∣
p

+

+ cE
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

(
(−t)X

(t)
k − E(−t)X

(t)
k

)∣∣∣∣∣
p

+

+ cE
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

(
(t)X

(∞)
k − E(t)X

(∞)
k }

)∣∣∣∣∣
p

=

= T1 + T2 + T3,

(3.35)
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A 3.2 Tételt alkalmazva kapjuk, hogy

T3 ≤
c

n

n∑
k=1

E
∣∣∣(t)X(∞)

k − E(t)X
(∞)
k

∣∣∣p ≤

≤ c

n

n∑
k=1

E
∣∣tI{Xk > t} − EtI{Xk > t}

∣∣p+

+ c

n

n∑
k=1

E |XkI{Xk > t} − EXkI{Xk > t}|p ≤

≤ c

n

n∑
k=1

tpP{Xk > t}+ c

n

n∑
k=1

EXp
kI{Xk > t} ≤

≤ c

n

n∑
k=1

EXp
kI{Xk > t}.

Hasonlóan
T1 ≤

c

n

n∑
k=1

E|Xk|pI{Xk < −t}.

Tehát, (2.22) miatt

T1 + T3 ≤
c

n

n∑
k=1

E|Xk|pI{|Xk| > t} ≤ cE|X|pI{|X| > t} ≤ ε

2

minden rögzített ε > 0-ra, ha t elég nagy, vagyis t ≥ tε. Most alkalmazva
a 3.2 Tételt 2 exponenssel, a következőt kapjuk

T2 ≤
c

n

(
n∑
k=1

E
(

(−t)X
(t)
k − E(−t)X

(t)
k

)2
)p/2

≤

≤ c

n

(
n(2t)2

)p/2
= ctpnp/2/n.

(3.36)

Legyen t = tε és válasszunk egy elég nagy n-t, hogy ctpεnp/2/n ≤ ε
2 . Akkor

T2 ≤ ε/2.
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3.1. Megjegyzés. A bemutatott 3.6 Tétel hasonló a [Chen, Bai, Sung (2014)]
3.1 Tételéhez, ahol páronként független valószínűségi változókat használtak.
Látható, hogy a 3.6 Tételben az átlagosan gyengén dominált feltevés kicse-
rélhető a p-edik egyenletes integrálhatóság feltevésével, melyet a [Chen, Bai,
Sung (2014)] 3.1 Tételében használtak.

A következő tételben láthatjuk, hogy, ha az elfogadhatósági feltétel,
vagyis az (3.16) g(n) = C esetén igaz a csonkított valószínűségi változókra,
akkor teljes momentum konvergencia eredmények kaphatók. Speciálisan a
von Bahr–Esseen egyenlőtlenség igaz a csonkított és centralizált valószínű-
ségi változókra, akkor teljes momentum konvergencia is teljesül.

3.7. Tétel. Legyen 0 < p < 2, 1 ≤ r < 2, és 0 < α < 2. Legyen az
Xn, n = 1, 2, . . . sorozat átlagosan gyengén dominált az X valószínűségi
változó által. Tegyük fel, hogy EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel,
hogy (3.16) teljesül g(n) = C esetén minden λ ∈ R-re és ηi =(ai) X

(bi)
i -re

tetszőleges ai < bi, i = 1, 2, . . . esetén.

(i) Ha r < α, akkor feltesszük, hogy E|X|α <∞.

(ii) Ha r = α, akkor feltesszük, hogy E|X|r log(1 + |X|) <∞.

(iii) Ha r > α, akkor feltesszük, hogy E|X|r <∞.

Akkor
∞∑
n=1

nα/p−2E
{∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣− ε
}r

+

<∞ (3.37)

minden ε > 0-ra, (3.37) a teljes momentum konvergencia, ami implikálja a
teljes konvergenciát.
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Bizonyítás. Legyen t = n1/p. Mivel EXk = 0, ezért

B
def=

∞∑
n=1

nα/p−2E
{

1
n1/p

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣− ε
}r

+

=

=
∞∑
n=1

nα/p−2E
{∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

(
(−t)X

(t)
k − E(−t)X

(t)
k

)
+

+
n∑
k=1

(
(−∞)X
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)∣∣∣∣∣− ε
}r

+
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+
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+
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,

(3.38)

ahol alkalmaztuk a [Chen, Bai, Sung (2014)] 3.1 Lemmáját. Most, mivel
g(n) = C, a 3.2 Tételből kapjuk, hogy

B ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−2 1
n2/p

n∑
k=1

E
(

(−t)X
(t)
k − E(−t)X

(t)
k

)2
+

+ c
∞∑
n=1

nα/p−2 1
nr/p

n∑
k=1

E
∣∣∣(−∞)X

(−t)
k − E(−∞)X

(−t)
k

∣∣∣r +

+ c
∞∑
n=1

nα/p−2 1
nr/p

n∑
k=1

E
∣∣∣(t)X(∞)

k − E(t)X
(∞)
k

∣∣∣r =

= T2 + T1 + T3,

(3.39)

Először tekintsük T2-t. Alkalmazva a 2.1 lemmát, és a t = n1/p értéket
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választva kapjuk, hogy

T2 ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−2/p−2
n∑
k=1

E
(

(−t)X
(t)
k

)2
≤

≤ c
∞∑
n=1

nα/p−2/p−1E
(

(−t)X(t)
)2

=

= c
∞∑
n=1

nα/p−2/p−1E|X|2I{|X| ≤ n1/p}+

+ c
∞∑
n=1

nα/p−2/p−1
(
n1/p

)2
P{|X| > n1/p} =

= T21 + T22.

A következőt kapjuk

T22 ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−1
∞∑
k=n

P{k1/p < |X| ≤ (k + 1)1/p} =

= c
∞∑
k=1

P{k1/p < |X| ≤ (k + 1)1/p}
k∑

n=1
nα/p−1,

mivel ∑k
n=1 n

α/p−1 ≤ ckα/p, ezért

T22 ≤ cE|X|α.

Továbbá

T21 ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−2/p−1
n∑
k=1

E|X|2I{(k − 1)1/p < |X| ≤ k1/p} =

= c
∞∑
k=1

E|X|2I{(k − 1)1/p < |X| ≤ k1/p}
∞∑
n=k

nα/p−2/p−1 ≤ cE|X|α

mivel ∑∞n=k n
α/p−2/p−1 ≤ ckα/p−2/p ≤ c(|X|p)α/p−2/p

T21 ≤ cE|X|α

Ezért láthatjuk, hogy T2 <∞.
Most tekintsük T1-et és T3-at. Mint a 3.6 Tétel bizonyításánál, amint

t = n1/p, a következőt kapjuk

T3 ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−r/p−2
n∑
k=1

EXr
kI{Xk > n1/p}.
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Hasonlóan,

T1 ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−r/p−2
n∑
k=1

E|Xk|rI{Xk < −n1/p}.

Ezért a 2.1 Lemmából

T1 + T3 ≤ c
∞∑
n=1

nα/p−r/p−2
n∑
k=1

E|Xk|rI{|Xk| > n1/p} ≤

≤ c
∞∑
n=1

nα/p−r/p−1E|X|rI{|X| > n1/p} ≤

≤ c
∞∑
n=1

nα/p−r/p−1
∞∑
k=n

E|X|rI{k1/p < |X| ≤ (k + 1)1/p} ≤

≤ c
∞∑
k=1

E|X|rI{k1/p < |X| ≤ (k + 1)1/p}
k∑

n=1
nα/p−r/p−1.

Így a következő látható:

(i) Ha r < α, akkor T1 + T3 ≤ cE|X|α <∞.

(ii) Ha r = α, akkor T1 + T3 ≤ cE|X|r log(1 + |X|) <∞.

(iii) Ha r > α, akkor T1 + T3 ≤ cE|X|r <∞.

Ezért minden esetben B <∞.
3.2. Megjegyzés. Páronként független és azonos eloszlású valószínűségi vál-
tozókra, [Chen, Bai, Sung (2014)]-ben lévő 3.7 Tétel ugyanazt az állítást
mondja ki, mint a 3.7 Tétel. A 3.7 Tétel bizonyításából látható, hogy a
[Chen, Bai, Sung (2014)]-ben lévő 3.7 Tétel kiterjeszthető átlagosan gyen-
gén dominált páronként független valószínűségi változókra is. Továbbá lát-
ható, hogy a 3.7 Tételből következik a WOD valószínűségi változók teljes
konvergenciája, ha (3.23)-ban és (3.24)-ben g(n) = C.
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4. Perturbált mátrixok vizsgálata

4.1. Bevezetés

A véletlen mátrixok spektrális elmélete hosszú történelemre tekint vissza
(lásd [Bai (1999)], [Füredi, Komlós (1981)], [O’Rourke, Renfrew (2014)],
[Tao (2013)], [Vu (2007)] és az általuk felhasznált irodalom). Egyes munkák-
ban a perturbált véletlen mátrixok spektrumát vizsgálták (lásd [O’Rourke,
Renfrew (2014)]). Ugyanakkor, ebben az esetben a véletlen mátrixra úgy
tekintünk, mint egy perturbált determinisztikus mátrixra.

Célunk Bolla eredményeinek a kiterjesztése (lásd: [Bolla (2005)] és [Bolla,
Friedl, Krámli (2010)]). Tekintsünk egy rögzített P determinisztikus sablon
(pattern) mátrixot, ezt felfújjuk, hogy megkapjunk egy „nagy” Bn blokk-
mátrixot, majd hozzáadunk egyWn véletlen zajt. A következőkben határér-
ték tételeket bizonyítunk be az An = Bn+Wn sajátértékeire, ahogy n→∞.
Az így kapott eredmények Bolla eredményeinek a kiterjesztése (lásd: [Bolla
(2005)] és [Bolla, Friedl, Krámli (2010)]), mivel egyaránt vizsgálunk valós
és komplex esetet is, továbbá különböző típusú zaj mátrixokat használunk,
illetve újszerű határértéktételeket alkalmazunk a véletlen mátrixokra. Ezt
követően numerikus eredmények kerülnek bemutatásra, illetve egy grafikus
módszer, mely segít megkülönböztetni a strukturális sajátértékeket a nem
strukturális sajátértékektől

A 4.2 és a 4.3 fejezetekben használt zaj mátrixok elemei nulla várható
értékűek. Szimmetrikus mátrixokra kapott eredményeink a 4.2 fejezetben
vannak bemutatva. A 4.1 Állítás írja le a felfújt hermitikus mátrixok saját-
értékei. A 4.1 Tételben és a 4.1 Következményben komplex felfújt hermitikus
mátrixokat perturbáltunk komplex Wigner-mátrixokkal. Wigner-mátrixok
sajátértékeinek ismert eredményeit felhasználva belátjuk, hogy a perturbált
felfújt mátrixok strukturális sajátértékei n-ed rendűek, míg a véletlen zaj
által „generált” sajátértékek, majdnem biztosan,

√
n rendűek.

A 4.2 Tételben és a 4.2 Következményben megkapjuk a fenti eredmé-
nyeket arra az esetre, amikor a perturbációt komplex kovariancia mátrix
segítségével végezzük el. A 4.3 Tételben és a 4.3 Következményben valós
szimmetrikus felfújt mátrixokat perturbáltunk valós elliptikus mátrixokkal.
Alkalmazva [O’Rourke, Renfrew (2014)] eredményeit az elliptikus mátrixok
sajátértékeire, belátjuk, hogy a perturbált felfújt mátrix strukturális sajátér-
tékei n-ed rendűek, míg a nem strukturális sajátértékek, majdnem biztosan,√
n log2 n rendűek.
A 4.3 fejezetben nem-szimmetrikus komplex mátrixokat vizsgálunk. A 4.4

Tételben és a 4.4 következményben komplex független azonos eloszlású mát-
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rixszal perturbált komplex felfújt mátrixok szinguláris értékeinek aszimpto-
tikus viselkedését vizsgáljuk.

A 4.4 fejezetben pozitív várhatóértékű elemekkel feltöltött mátrixokat
vizsgálunk. A 4.5 Tétel kimondja, hogy a maximális sajátérték „nagy”, ami-
kor a mátrix elemei teljesítenek bizonyos elfogadhatósági feltételeket. Ezen
eredményünk [Bolla (2005)] 4.1 Tételének kiterjesztése, ahol azt tették fel,
hogy a szimmetrikus véletlen mátrixok főátló feletti elemei függetlenek.
A 4.5 Tétel bizonyításához felhasználjuk a Bernstein-féle egyenlőtlenséget
az elfogadható véletlen változókra (4.3 Állítás).

A 4.5 fejezetben a numerikus eredményeket mutatjuk be. A számító-
gépes szimulációk eredményei alátámasztják az elméleti eredményeket. A
perturbált felfújt mátrix sajátértékeinek a tipikus viselkedése a követke-
ző. Legyen |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . a perturbált felfújt mátrix sajátértékeinek
abszolút értéke csökkenő sorrendben. Akkor a |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λk|
strukturális sajátértékek „nagyok” és gyorsan csökkenek. A többi sajátér-
ték, |λk+1| ≥ |λk+2| ≥ . . . , relatív „kicsi” és nagyon lassan csökken az
értékük. Tehát könnyen megtalálhatóak a strukturális sajátértékek. Ahhoz,
hogy megkapjuk a strukturális sajátértékeket, a következő numerikus (gra-
fikus) eljárást javasoljuk. Keressük meg An néhány sajátértékét, kezdve ab-
szolút értékben a legnagyobbakkal. Legyen a megállási feltétele az, hogy az
utolsó 5-10 sajátérték abszolút értéke közel azonos és nulla körüli. Ekkor
megkapjuk a következő növekvő sorozatot: |λt| ≤ |λt−1| ≤ · · · ≤ |λ1|. A
fenti sorrendben ábrázoljuk az értékeket, hogy megtalálhassuk a hirtelen
változást. Ha

0 ≈ |λt| ≈ |λt−1| ≈ · · · ≈ |λl+1| � |λl| < · · · < |λ1|,

akkor a hirtelen változás l-nél van, illetve a λl, λl−1, . . . , λ1 tekinthetők a
strukturális sajátértékeknek. Ugyanakkor, lehetséges több-kevesebb kivétel.
Ha a jel-zaj arány túl kicsi, vagy a blokkok méretei nagyon eltérőek, vagy
Bn legkisebb nemnulla sajátértékei nagyon kicsik, akkor a módszerünk nem
eredményez egy precíz határt. Ezekben az esetekben rendszerint néhány
strukturális sajátérték úgy viselkedik, mint a nem strukturális sajátértékek.
4.1. Példa. Egy mátrix felfújásának menete

Tekintsük a következő P mátrixot

P =
(

2 8
3 7

)

A P mátrix sajátértékei: λ1 = 10, λ2 = −1. Most fújjuk fel a P mátrixot az
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n1 = 2 és n2 = 3 segítségével, ekkor BP a P mátrix felfújtja a következő
2 2 8 8 8
2 2 8 8 8
3 3 7 7 7
3 3 7 7 7
3 3 7 7 7


BP sajátértékeinek a meghatározása a következő képen történik

2 2 8 8 8
2 2 8 8 8
3 3 7 7 7
3 3 7 7 7
3 3 7 7 7




t1
t2
t3
t4
t5

 = β


u1
u1
u2
u2
u2


ahol, t1 = t2 = u1 és t3 = t4 = t5 = u2. Ezt megoldva kapjuk BP sajátérté-
keit: β1 = 27.2054 és β2 = −2.2054.

A fenti egyenlőség ekvivalens a következő(
2 8
3 7

)(
2 0
0 3

)(
u1
u2

)
= β

(
u1
u2

)

Melyet megoldva kapjuk a β1 = 27.2054 és β2 = −2.2054 sajátértékeket.

4.2. Perturbált szimmetrikus mátrixok sajátértékei

Ebben a fejezetben a felfújt hermitikus mátrixok perturbációit tanulmányoz-
zuk. Azt szeretnénk vizsgálni, hogy hogyan hatnak bizonyos perturbációk a
mátrixok sajátértékeire.

Legyen P egy szimmetrikus sablon mátrix, amely egy rögzített komplex
hermitikus (valós esetben szimmetrikus) k × k méretű és r rangú mátrix.
Jelölje pij a P mátrix (i, j) indexű elemét. Legyenek n1, . . . , nk pozitív egész
számok és n = n1 + · · ·+ nk. Legyen B̃n egy n× n méretű mátrix, mely k2

darab blokkból áll. Ezen mátrix (i, j) blokkja ni×nj méretű és minden elem
ebben a blokkban egyenlő pij-vel. A Bn mátrixot felfújt mátrixnak nevez-
zük, ha megkapható B̃n-ból azáltal, hogy azonos permutációt alkalmazva
újrarendezzük a sorait és az oszlopait.

Bolla Marianna [Bolla (2005)] munkája nyomán a következő növekedési
feltételt fogjuk használni

n→∞, ahol ni/n ≥ c minden i-re, (4.1)
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ahol c > 0 egy rögzített konstans. Olyan valós, szimmetrikus mátrixok ese-
tén, melyek minden eleme 0 < pij < 1, a [Bolla (2005)] 2.1 Állításában a
következő eredmény szerepel. Ha (4.1) feltétel teljesül, akkor Bn mátrix-
nak r darab nemnulla sajátértéke és n − r nulla sajátértéke van. Továbbá
minden nemnulla sajátértéke n nagyságrendű. Ezt az eredményt szeretnénk
kiterjeszteni komplex mátrixok esetére is.

4.1. Állítás. Legyen P egy előre rögzített hermitikus sablon mátrix, azaz
egy komplex hermitikus (valós esetben szimmetrikus) k× k méretű és r ran-
gú mátrix. Legyen Bn a Pn mátrix felfújt mátrixa. Akkor Bn-nek r darab
nemnulla sajátértéke van. Ha a (4.1) feltétel teljesül, akkor Bn nemnulla
sajátértékeinek az abszolút értékének a nagyságrendje n.

Bizonyítás. Először megjegyezzük, hogy Bn sajátértékei valósak és az
n-dimenziós térnek létezik egy, a Bn sajátvektoraiból álló ortonormált bá-
zisa. Jelölje βj a Bn sajátértékeit és uj (j = 1, . . . , n) az ortonormált saját-
vektorait. Tegyük fel, hogy β1, . . . , βr a nemnulla sajátértékek. Felhasználva
a [Bolla (2005)]-ben alkalmazott ötleteket, a következőt kapjuk. Jelölje u
és β a Bn egy általános sajátérték és sajátvektor párját. Akkor minden
l = 1, 2, . . . , k-ra, u nl koordinátái egyenlőnek mondjuk u(l)-lel. Legyen ũ
egy k-dimenziós vektor, melynek koordinátái u(1), . . . , u(k) és legyen N egy
diagonális mátrix, főátlóján az n1, . . . , nk elemekkel. Tehát a Bnu = βu
sajátérték-egyenlet ekvivalens a PN ũ = βũ egyenlettel. Továbbá, ez az
egyenlet ekvivalens a a következővel

N1/2PN1/2v = βv,

ahol v = N1/2ũ. Végül, ez az egyenlet ekvivalens a a következővel

Ñ1/2PÑ1/2v = β

n
v,

ahol Ñ = 1
nN . Látható, hogy a v1, . . . ,vr vektorok ortonormált sajátvek-

torai Ñ1/2PÑ1/2-nek és a sajátértékei a következők: β1/n, . . . , βr/n. Most
alkalmazzuk a Courant–Fischer–Weyl min-max elvet. Először feltételezzük,
hogy a P mátrix l-edik sajátértéke pozitív, vagyis λl(P ) > 0. Akkor

λl(Ñ1/2PÑ1/2) ≥ min
x∈H

x∗Ñ1/2PÑ1/2x
x∗x ≥ min

j

nj
n

min
x∈H

x∗Ñ1/2PÑ1/2x
x∗Ñ1/2Ñ1/2x

minden k− l+ 1 dimenziós H altérre. Mivel Ñ1/2 nem szinguláris, a követ-
kezőt kapjuk

λl(Ñ1/2PÑ1/2) ≥ cλl(P ).
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Másrészről

λl(Ñ1/2PÑ1/2) ≤ max
x∈H

x∗Ñ1/2PÑ1/2x
x∗x ≤ max

j

nj
n

max
x∈H

x∗Ñ1/2PÑ1/2x
x∗Ñ1/2Ñ1/2x

minden l dimenziós H altérre. A következőt kapjuk

λl(Ñ1/2PÑ1/2) ≤ (1− c)λl(P ).

Mivel λl(Ñ1/2PÑ1/2) = βl/n, megkapjuk az eredményt pozitív λl(P )-re.
Ha λl(P ) < 0, hasonló gondolatmenet vezet eredményre.

Az egyszerűség kedvéért feltételezzük, hogy P rangja k. Tekintsük csök-
kenő sorrendben a sajátértékeket, vagyis λ1(Bn) ≥ · · · ≥ λn(Bn). Tudjuk,
hogy a Bn mátrixnak k darab sajátértéke nemnulla és a megmaradt sajátér-
tékek nullával egyenlőek. Ezt a k darab nemnulla sajátértéket, a Bn struktu-
rális sajátértékeinek nevezzük. Hasonlóan, strukturális sajátértékeknek fog-
juk nevezni a felfújt mátrixnak azokat a sajátértékeit, melyek a megfelelői a
Bn strukturális sajátértékeinek. Ezt a megfeleltetést a következő tételek tár-
gyalják. Látni fogjuk, hogy a strukturális sajátértékek nagyságrendje nagy,
viszont a többi, nem strukturális sajátérték nagyságrendje kicsi.

Először tekintsük a Wigner-mátrixokkal képzett perturbációkat. A kö-
vetkező tétel a [Bolla (2005)] 2.3 Tételének általánosítása, ahol a valós esetet
vizsgálták és a perturbáció mátrixa egyenletesen korlátos. A következő té-
telben Bn és Wn egyaránt komplex hermitikus mátrixok (speciális esetben
szimmetrikus valós mátrixok). A Wn zaj mátrix egy Wigner-mátrix, mely
véges negyedik momentummal rendelkezik.

4.1. Tétel. Legyen Bn, n = 1, 2, . . . , komplex hermitikus mátrixok egy so-
rozata. A Wn, n = 1, 2, . . . Wigner-mátrixok legyenek komplex hermitikus
mátrixok, melyek teljesítik a következő feltételeket. Legyenek a Wn főátló-
ján lévő wii elemek független azonos eloszlású valós valószínűségi változók,
továbbá legyenek a főátló feletti elemek független azonos eloszlású komp-
lex valószínűségi változók és mindezek az elemek legyenek függetlenek. Le-
gyen wij = w̄ji minden i, j-re. Feltételezzük, hogy Ew2

11 < ∞, Ew12 = 0,
E|w12 − Ew12|2 = σ2 véges és pozitív, E|w12|4 <∞. Akkor

lim sup
n→∞

|λi(Bn +Wn)− λi(Bn)|√
n

≤ 2σ (4.2)

minden i-re majdnem biztosan.
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Bizonyítás. A [Bai (1999)] 2.12 Tétele alapján (lásd Appendix 8.4 Tétel),
Wn/
√
n legnagyobb sajátértéke 2σ-hoz konvergál, majdnem biztosan. Így a

Weyl perturbációs tételéből (lásd Appendix 8.2 Tétel ) következik (4.2).

4.1. Következmény. Legyenek a Bn, n = 1, 2, . . . a k rangú komplex her-
mitikus P mátrix felfújt mátrixai. Tegyük fel, hogy a (4.1) feltétel teljesül.
Legyenek a Wn, n = 1, 2, . . . olyan Wigner-mátrixok, melyek teljesítik a 4.1
Tétel feltételeit. Akkor a 4.1 Tétel és 4.1 Állítás értelmében Bn + Wn-nek
van k darab n-ed rendű sajátértéke és a megmaradt sajátértékek

√
n rendűek

majdnem biztosan.

Tulajdonképpen [Bolla (2005)] 2.3 Tételében a következő egyenlőtlenség
van bebizonyítva (valós esetben)

|λj(Bn +Wn)− λj(Bn)| ≤ 2σ
√
n+ O(n1/3 lnn)

j = 1, . . . , n-re, ahogy n→∞ majdnem biztosan teljesül (ahol σ2 a wij va-
lószínűségi változók szórásnégyzetének felső korlátja). Itt [Füredi, Komlós
(1981)] eredményét alkalmazták. A következő megjegyzésben használjuk a
[Vu (2007)] 1.3 Tételét (lásd Appendix 8.5 Tétel), hogy javítsuk a maradé-
kot, de a majdnem biztos eredmény helyett, a kapott eredmény csak egyhez
tartó valószínűséggel teljesül.

4.1. Megjegyzés. Legyen Bn, n = 1, 2, . . . valós szimmetrikus mátrixok egy
sorozata. Legyenek a Wn, n = 1, 2, . . . Wigner-mátrixok valós szimmetrikus
véletlen mátrixok, melyek teljesítik a következő feltevéseket. Legyenek wij ,
1 ≤ i ≤ j ≤ n függetlenek, (de nem feltétlenül azonos eloszlásúak). Tegyük
fel, hogy |wij | ≤ K < ∞, minden 1 ≤ i ≤ j ≤ n esetén. Legyen Ewij = 0
és Ew2

ij = σ2, minden 1 ≤ i < j ≤ n esetén. Legyen wij = wji, minden i, j
esetén. Akkor

|λj(Bn +Wn)− λj(Bn)| ≤ 2σ
√
n+ Cn1/4 lnn (4.3)

j = 1, . . . , n-re teljesül egyhez tartó valószínűséggel, ha n→∞.

Most minta kovariancia mátrixokat fogunk használni perturbációs mát-
rixként. Legyen xjl, j, l = 1, 2, . . . egy végtelen tömb, mely elemei függet-
lenek és azonos eloszlású komplex értékű valószínűségi változók, 0 várható
értékkel és σ2 szórásnégyzettel. Legyen X = (xjl)n, m

j=1, l=1 a bal felső sa-
rokban lévő blokk, mely mérete n × m. Az Sn = 1

mXX
∗ mátrixot minta

kovariancia mátrixnak nevezzük.
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4.2. Tétel. Legyen Bn, n = 1, 2, . . . komplex hermitikus mátrixok egy soro-
zata. Legyen Sn, n = 1, 2, . . . olyan komplex értékű minta kovariancia mát-
rix, mely teljesíti a fenti feltételeket. Továbbá feltesszük, hogy X elemeinek
rendelkeznek véges negyedik momentummal. Legyen lim

n→∞
n/m = y ∈ (0,∞).

Akkor
lim sup
n→∞

λi(Bn +
√
mSn)− λi(Bn)√
m

≤ σ2(1 +√y)2

majdnem biztosan teljesül, tetszőleges i-re.

Bizonyítás. A [Bai (1999)] 2.16 Tétele szerint (lásd Appendix 8.6 Tétel), Sn
legnagyobb sajátértéke majdnem biztosan konvergál σ2(1 +√y)2-hez. Így a
Weyl perturbációs tételből (lásd 8.2 Tétel) következik az eredmény.

4.2. Megjegyzés. Mivel Sn pozitív szemi-definit, ezért 0 ≤ λi(Bn+
√
mSn)−

λi(Bn) mindig igaz.

4.2. Következmény. Legyenek Bn, n = 1, 2, . . . , egy k rangú P komplex
hermitikus mátrix felfújt mátrixai. Tegyük fel, hogy a (4.1) feltétel teljesül.
Legyenek Sn, n = 1, 2, . . . a minta kovariancia mátrixok és teljesítsék a 4.2
Tételben foglalt feltételeket. Akkor a 4.2 Tételből és a 4.1 Állításból követ-
kezik, hogy Bn +

√
mSn k darab n-ed rendű sajátértékkel rendelkezik és a

megmaradt sajátértékek
√
n rendűek, majdnem biztosan.

Most folytassuk az elliptikus perturbációkkal. Ezt tekinthetjük aWigner-
féle és a független azonos eloszlású perturbáció egy közös általánosításának.
A [O’Rourke, Renfrew (2014)]-ben megadott (C0) feltételt fogjuk használ-
ni. Az Yn, n = 1, 2, . . . mátrixok sorozata teljesíti a (C0) feltételt, ha a
következő tulajdonságok igazak. Legyen (ξ1, ξ2) valós valószínűségi válto-
zók (úgynevezett atom változók), mindkettő nulla várhatóértékű, egység
szórásnégyzetű és véges negyedik momentummal rendelkeznek. Legyen yij ,
i, j = 1, 2, . . . valós valószínűségi változókkal feltöltött tömb olyan, hogy
1 ≤ i < j esetén az (yij , yji) valószínűségi vektorok független másolatai
a (ξ1, ξ2)-nek, yii, i = 1, 2, . . . pedig független azonos eloszlású valószínű-
ségi változók nulla várható értékkel és véges szórásnégyzettel, {yii : i =
1, 2, . . . } ∪ {(yij , yji) : 1 ≤ i < j} független véletlen elemek. Ekkor azt
mondjuk, hogy az Yn = (yij)ni,j=1, n = 1, 2, . . . elliptikus véletlen mátrixok
teljesítik a (C0) feltételt.

4.3. Tétel. Legyen Bn, n = 1, 2, . . . valós szimmetrikus mátrixok soro-
zata. Legyenek β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn Bn mátrix sajátértékei. Legyen Yn,
n = 1, 2, . . . elliptikus véletlen mátrixok sorozata, melyek teljesítik a (C0)
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feltételt. Legyen (λ1 + iµ1), . . . , (λn + iµn) a Bn + Yn sajátértékei, úgy hogy
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn (itt i =

√
−1). Akkor

lim sup
n→∞

|λj − βj |√
n(log2 n+ 1.038) ≤ 4

és
lim sup
n→∞

|µj |√
n
≤ 4

minden j-re, majdnem biztosan.

Bizonyítás. A [O’Rourke, Renfrew (2014)] 3.3 Lemmája alapján a spektrál
normára a következőt kapjuk

lim sup
n→∞

∥∥∥∥ Yn√n
∥∥∥∥ ≤ 4

majdnem biztosan. Továbbá, egy hermitikus mátrix nem hermitikus pertur-
bációjára, a [Kahan (1975)] alapján a következőt kapjuk. Ha
β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn a B komplex hermitikus mátrix sajátértékei és
(λ1 + iµ1), . . . , (λn + iµn) a B+Y perturbált mátrix sajátértékei, úgy, hogy
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn, akkor

|λj − βj | ≤ ‖Y ‖(log2 n+ 1.038) and |µj | ≤ ‖Y ‖

minden j-re.

4.3. Következmény. Legyen Bn, n = 1, 2, . . . egy k rangú P valós szim-
metrikus mátrix felfújt mátrixai. Tegyük fel, hogy a (4.1) feltétel teljesül.
Legyen Yn, n = 1, 2, . . . elliptikus véletlen mátrixok sorozata, melyek tel-
jesítik a (C0) feltételt. Akkor a 4.3 Tételből és a 4.1 Állításból következik,
hogy Bn+Yn-nek van k darab n-ed rendű sajátértéke és a többi sajátértékek√
n log2 n rendűek, majdnem biztosan.

4.3. Perturbált mátrixok szinguláris értékei

Ebben a fejezetben tetszőleges felfújt mátrixok perturbációinak tanulmá-
nyozásával folytatjuk. Olyan mátrixok szinguláris értékeit keressük, melye-
ket bizonyos véletlen mátrixokkal perturbáltak.

Legyen P egy rögzített r rangú a × b méretű komplex sablon mátrix.
Jelölje pij a P mátrix (i, j) indexű elemét. Legyenekm1, . . . ,ma és n1, . . . , nb
pozitív egész számok, m = m1 + · · ·+ma, n = n1 + · · ·+nb. Legyen B̃ egy ab
blokkból álló m×n méretű mátrix. Az (i, j) blokk mérete mi×nj és minden
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elem ebben a blokkban pij-vel egyenlő. A B mátrixot felfújt mátrixnak
nevezzük, ha megkapható B̃ sorainak és oszlopainak átrendezésével.

A [Bolla, Friedl, Krámli (2010)] munka nyomán, a következő növekedési
feltételt fogjuk használni

m,n→∞ úgy hogy mi/m ≥ c és ni/n ≥ d minden i-re, (4.1)

ahol c, d > 0 rögzített konstansok. A következő állítás egy kiterjesztése a
[Bolla, Friedl, Krámli (2010)] 6. Állításának a komplex esetre.

4.2. Állítás. Legyen P rögzített, a × b méretű és r rangú komplex mátrix.
Legyen B a P mátrix m × n-en felfújt mátrixa. Ha a (4.1) feltétel teljesül,
akkor B nemnulla szinguláris értékeinek nagyságrendje

√
mn.

A következő tétel [Bolla, Friedl,Krámli(2010)] 5. Megjegyzésének öt-
letén alapszik, viszont részben eltérő feltételrendszert alkalmazva. Most te-
kintsük azokat a perturbáló mátrixokat, melyek elemei független azonos
eloszlású komplex számok. Legyen xjk, j, k = 1, 2, . . . , egy végtelen tömb,
mely elemei független azonos eloszlású komplex valószínűségi változók, nul-
la várható értékkel és σ2 szórásnégyzettel. Legyen X = (xjk)m, n

j=1, k=1 a bal
felső sarokban lévő m× n méretű blokk.

4.4. Tétel. Minden m-re és n-re legyen B egy m×n méretű komplex mát-
rix és legyen X = Xmn egy fent leírt m × n méretű komplex mátrix, mely
elemei független azonos eloszlásúak. Továbbá, tegyük fel, hogy X elemei ren-
delkeznek véges negyedik momentummal. Tegyük fel, hogy m,n → ∞ úgy,
hogy K1 ≤ m

n ≤ K2, ahol 0 < K1 ≤ K2 < ∞ rögzített konstansok. Jelöl-
je rendre si és zi B és B + X szinguláris értékeit, s1 ≥ · · · ≥ smin{m,n},
z1 ≥ · · · ≥ zmin{m,n}. Akkor, minden i-re

|si − zi| = O(
√
n)

ahogy m,n→∞, majdnem biztosan.

Bizonyítás. Legyen S = Sn = 1
nXX

∗ a minta kovariancia mátrix. A
[Bai (1999)] 2.16 Tétele alapján (lásd Appendix 8.6 Tétel), ha
lim
n→∞

m/n = y ∈ (0,∞), akkor Sn legnagyobb sajátértéke σ2(1 + √y)2-hez
konvergál, majdnem biztosan. Ezért 1√

n
X legnagyobb szinguláris értéke fe-

lülről korlátos. Így, a Weyl perturbációs tétel értelmében, |si − zi| ≤ ‖X‖2,
ahol ‖X‖2 a spektrál norma, vagyis az X mátrix legnagyobb szinguláris
értéke. Ebből következik a végeredmény.
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A 4.2 Állítás és a 4.4 Tétel a következőt vonja maga után.
4.4. Következmény. Legyen P rögzített r rangú és a × b méretű komp-
lex mátrix. Legyen B, a P m × n méretű felfújt mátrixa. Tegyük fel, hogy
a (4.1) feltétel teljesül. Legyen X olyan komplex értékű felfújt mátrixok, me-
lyek teljesítik a 4.4 Tétel feltevéseit. Jelölje zi a B +X szinguláris értékeit,
z1 ≥ · · · ≥ zmin{m,n}. Akkor zi nagyságrendje n, ha i = 1, . . . , r és
zi = O(

√
n), ha i = r + 1, . . . ,min{m,n}, majdnem biztosan, ahogy

m,n → ∞ úgy, hogy K1 ≤ m
n ≤ K2, ahol 0 < K1 ≤ K2 < ∞ rögzített

konstansok.

4.4. Nemnulla várható értékű elemekből álló mátrixok saját-
értékei

Az előző fejezetben megvizsgáltuk azokat a perturbációkat, melyek olyan
mátrixokkal adódtak, melyek eleme nulla várható értékűk. Most általános
feltételek mellett megmutatjuk, hogy a sajátértékek „nagyok”, ha a várható
értékek pozitívak. Ez a tétel egy kiterjesztése a [Bolla (2005)] eredményének,
ahol a független elemek esetét vizsgálták.

Először egy általános Bernstein típusú egyenlőtlenséget fogunk igazol-
ni. Az η1, η2, . . . , ηn valós valószínűségi változók egy sorozatára tekintsük a
következő feltételt

Ee
∑n

i=1 tηi ≤
n∏
i=1

Eetηi . (4.1)

Ha a (4.1) feltétel teljesül minden t ∈ R esetén, az [Antonini, Kozachenko,
Volodin (2008)]-ben ismertetett elfogadható valószínűségi változókat kap-
juk. A korábbi fejezetekből tudjuk, hogy a negatív ortáns függő, a negatív
asszociált és a független valószínűségi változók elfogadhatóak. Ha a (4.1)
egyenlőtlenség igaz η1, η2, . . . , ηn esetén, akkor igaz marad
η1 − a1, η2 − a2, . . . , ηn − an-re is, tetszőleges a1, . . . , an valós számokra,
speciálisan η1 − Eη1, η2 − Eη2, . . . , ηn − Eηn esetén. Néhány egyenlőtlenség,
mely alkalmazható független esetben, könnyedén módosítható elfogadható
valószínűségi változók esetére.

Most egy ismert lemmával folytatjuk.
4.1. Lemma. Legyen η valós valószínűségi változó, |η| ≤ C < ∞, Eη = 0,
σ2 = D2η. Akkor

Eetη ≤ exp
{
t2σ2

(
etC − 1− tC

(tC)2

)}
tetszőleges t-re.
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A teljesség kedvéért közöljük a bizonyítást

Bizonyítás. Legyen F =
∞∑
r=2

tr−2E(ηr)
r!σ2 . Ekkor

Eetη = E
(

1 + tη +
∞∑
r=2

trηr

r!

)
= 1 + t2σ2F ≤ et2σ2F

r ≥ 2-re: Eηr = E
(
ηr−2η2) ≤ σ2Cr−2, így

F ≤
∞∑
r=2

tr−2σ2Cr−2

r!σ2 = 1
(tC)2

∞∑
r=2

(tCr)
r! = etC − 1− tC

(tC)2 .

A [Chen, Sungo (2017)]-ben bemutatták, hogy a Bernstein-egyenlőtlenség
teljesül negatív ortáns függő sorozatok esetén. Itt megmutatjuk, hogy ez igaz
általánosabb esetben is.

4.3. Állítás. Valós valószínűségi változók egy η1, η2, . . . , ηn sorozatára fel-
tesszük, hogy a (4.1) feltétel teljesül minden λ ≥ 0 esetén. Legyen
|ηi| ≤ C <∞, Eηi = 0, σ2

i = D2ηi minden i-re. Legyen σ2 = σ2
1 + · · ·+ σ2

n.
Akkor

P
(

n∑
i=1

ηi ≥ ε
)
≤ exp

(
− ε2

2(σ2 + εC/3)

)
tetszőleges ε > 0-ra.

Bizonyítás. A megszokott módszert követjük. A Markov-egyenlőtlenség, il-
letve (4.1) és a 3.1 Állítás alapján, t ≥ 0 esetén a következőt kapjuk

P
(

n∑
i=1

ηi ≥ ε
)
≤ P

(
e
t
∑n

i=1 ηi ≥ etε
)
≤

Eet
∑n

i=1 ηi

etε
≤

≤
∏n
i=1 Eetηi
etε

≤ exp
{
t2

n∑
i=1

σ2
i

(
etC − 1− tC

(tC)2

)
− tε

}
.

Legyen t = 1
C log

(
1 + εC

σ2

)
. Akkor a fenti kifejezés egyenlő a következővel

exp
{
σ2

C2

(
1 + εC

σ2

)
− 1− log

(
1 + εC

σ2

)}

Legyen u = εC
σ2 . Akkor a fenti kifejezés egyenlő a következővel

exp
(
− σ

2

C2

{
log(1 + u)

[
1 + εC

σ2

]
− u

})
= exp

(
− σ

2

C2h

(
Cε

σ2

))
,
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ahol h(u) = (1 + u) log(1 + u)− u. Mivel h(u) ≥ u2

2(1+u/3) , ha u ≥ 0, követ-
kezésképpen megkapjuk, hogy a fenti kifejezés kisebb vagy egyenlő, mint

exp
(
− ε2

2(σ2 + εC/3)

)
.

Így megkaptuk a kívánt eredményt.

Most a [Bolla (2005)] 4.1 Tételét terjesszük ki olyan mátrixokra, melyek
minden sorában elfogadható valószínűségi változók vannak.

4.5. Tétel. Legyenek xij, i, j = 1, 2, . . . nemnegatív valós valószínűségi vál-
tozók, 0 ≤ xij ≤ K <∞ minden i, j-re. Tegyük fel, hogy minden sor teljesíti
a következő elfogadhatósági feltételt

Ee
∑n

i=1 txki ≤
n∏
i=1

Eetxki (4.2)

tetszőleges t ≤ 0-re és minden k, n = 1, 2, . . . esetén. Legyen mkn = Exk1 +
Exk2 + · · ·+Exkn és σ2

kn = D2xk1 +D2xk2 + · · ·+D2xkn tetszőleges k, n-re.
Tegyük fel, hogy léteznek c1, c2 pozitív véges konstansok, δ és ∆ teljesítik a
0 < δ ≤ ∆ ≤ 1/2 egyenlőtlenséget és olyanok, hogy

mkn ≥ c1n
δ+1/2, σ2

kn ≤ c2n
∆+1/2

minden k, n = 1, 2, . . . -re. Jelölje Xn = (xij)ni,j=1 a fenti végtelen mátrix bal
felső sarkában lévő n× n részt. Akkor a maximális sajátértékre teljesül

λmax(Xn) ≥ c1n
ε+1/2

kivéve véges sok n-et, majdnem biztosan tetszőleges olyan ε-ra, melyre
0 < ε < δ.

Bizonyítás. A Perron–Frobenius-tétel alapján egy nemnegatív négyzetes mát-
rix rendelkezik olyan sajátértékkel, mely nem kisebb a legkisebb sorösszeg-
nél.

Ezért

P
(
λmax(Xn) ≥ c1n

ε+1/2
)
≥ P

(
min
i
Si ≥ c1n

ε+1/2
)
,

ahol Si = ∑n
k=1 xik. Most alkalmazva a 4.3 Állítást és a

0 < ε < δ ≤ ∆ ≤ 1/2 feltételt, a komplementer eseményre a következőt
kapjuk

P
(
λmax(Xn) < c1n

ε+1/2
)
≤ nP

(
Si < c1n

ε+1/2
)
≤
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≤ nP
(
ESi − Si > ESi − c1n

ε+1/2
)
≤ nP

(
ESi − Si > c1n

1/2(nδ − nε
)
≤

≤ n exp
{
− c2

1n(nδ − nε)2

2(c2n∆+1/2 + c1n1/2 (nδ − nε)K/3)

}
≤

≤ n exp
{
−c3n

(−∆+1/2)(nδ − nε)2
}
≤ n exp {−c4n

γ} ,

ahol γ > 0. Így alkalmazhatjuk a Borel–Cantelli lemmát, hogy megkapjuk,
hogy

λmax(Xn) < c1n
ε+1/2

csak végesen gyakran teljesül 1 valószínűséggel.

4.5. Numerikus eredmények

4.2. Példa. Az első példa a 4.1 Tétel és a 4.1 Állítás valós értékű esetét
támasztja alá. Legyen P a következő szimmetrikus valós sablon mátrix

8 7 2 5 3 2 1 2 1 0
7 9 6 3 4 0 2 1 2 1
2 6 7 6 5 4 2 0 2 2
5 3 6 8 7 6 3 2 3 2
3 4 5 7 9 8 5 3 0 3
2 0 4 6 8 7 6 4 3 1
1 2 2 3 5 6 9 7 6 5
2 1 0 2 3 4 7 8 8 6
1 2 2 3 0 3 6 8 9 5
0 1 2 2 3 1 5 6 5 7


Ebben a példában a mátrix mérete k = 10, a rangja r = 10, vagyis An
rendelkezik 10 strukturális sajátértékkel. Hogy megkapjuk a Bn mátrixot,
felfújjuk P -t, a következő blokkméreteket használva: n1, . . . , n10, melyek mé-
rete rendre a következő

500, 490, 480, 470, 460, 450, 440, 430, 420, 410.

Továbbá legyen Wn egy valós szimmetrikus Wigner-mátrix, wij elemekkel
úgy, hogy i ≤ j esetén a wij elemek legyenek független standard normális
eloszlásúak. 1000 alkalommal generáltunk Wn mátrixot, majd minden eset-
ben meghatároztuk az An = Bn + Wn 20 legnagyobb sajátértékét (ebben
az esetben a legnagyobb az abszolút érték szerinti legnagyobbat jelenti). Az
eredmények az 3. Táblázatban láthatóak
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j λj(Bn) λj(An) mean(|λj(An)|) var(|λj(An)|)
1 18246.0 18247.0 18246.0 2.0461
2 8692.4 8693.6 8692.9 2.0533
3 5471.5 5472.3 5472.3 1.9234
4 2846.3 2848.2 2847.9 2.0317
5 2118.1 2121.0 2120.2 1.9060
6 1504.8 1508.5 1507.8 2.0873
7 -1350.0 -1353.7 1353.3 2.0347
8 -622.2 -629.2 629.5 2.0003
9 -326.1 -339.0 340.0 1.9204

10 289.2 303.6 304.9 2.0125
11 0 134.5 134.6 0.0761
12 0 -134.4 134.3 0.0505
13 0 -134.2 134.1 0.0348
14 0 133.8 133.8 0.0310
15 0 -133.8 133.7 0.0289
16 0 -133.6 133.5 0.0272
17 0 133.5 133.3 0.0245
18 0 -133.3 133.1 0.0231
19 0 133.2 133.0 0.0209
20 0 -132.9 132.9 0.0195

3. Táblázat. A felfújt Bn és a zajos An mátrixok sajátértékei

A második oszlopban Bn sajátértékeit soroltuk fel. A harmadik osz-
lopban, egy tipikus eredményt (amely egy rögzített kísérlet eredménye)
mutatunk be az An sajátértékeire, a negyedik oszlopban az An mátrixok
sajátértékeinek abszolút értékének az átlaga, míg az ötödik oszlopban az
An mátrixok sajátértékeinek abszolút értékének szórásnégyzete látható az
1000 ismétléses kísérlet elvégzését követően. Látható, hogy a szórásnégyze-
tek értéke kicsi, vagyis a kísérlet stabil. Továbbá megkülönböztethetőek a
strukturális és nem strukturális sajátértékek, mivel a nem strukturális sa-
játértékek abszolút értéke kicsi és nagyon lassan növekszik, ezzel szemben
a strukturális sajátértékek gyorsan növekednek, és a növekedésben hirte-
len változás figyelhető meg a nem strukturális és strukturális sajátértékek
határán (lásd 1. Ábra, ahol egy tipikus eredmény látható). Az 1. Ábra bal ol-
dalán látható a |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)| sajátértékek. Itt jól látható, hogy
|λ20(An)|, . . . , |λ11(An)| értékei közel azonosak, és |λ10(An)|-nél a változás
jól megfigyelhető. Az 1. Ábra jobb oldalán látható a |λ20(An)|, . . . , |λ6(An)|
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1. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|; jobb oldal: |λ20(An)| < · · · <
|λ6(An)| egy tipikus eredmény az 4.2 Példában.

sajátértékek. Itt (a függőleges tengely skálázásának változása miatt), a hir-
telen változás tisztán látható |λ10(An)|-nél. Tehát a |λ10(An)|, . . . , |λ1(An)|
a strukturális sajátértékek.
4.3. Példa. Ez a példa szintén a 4.1 Tétel és a 4.1 Állítás valós értékű ese-
tére vonatkozik. Itt a legkisebb nemnulla sajátértékek relatív kicsik. Így azt
gondolhatnánk, hogy An legkisebb strukturális sajátértékei megkülönböztet-
hetetlenek a nem strukturális sajátértékektől. Mindazonáltal, a numerikus
eredmények azt mutatják, hogy egy hirtelen váltás figyelhető meg a nem
strukturális/strukturális sajátértékek határán.

Itt P egy 10 × 10-es méretű szimmetrikus, pozitív, valós sablon mát-
rix, melynek rangja 10, az elemei pedig 6 és 9 közöttiek. P sajátértékei a
következők

40.22 19.24 11.72 6.03 4.73 3.44 -2.91 -1.42 -0.70 0.65

P felfújásához a következő blokkméreteket használtuk

2000, 1900, 1800, 1700, 1600, 1500, 1400, 1300, 1200, 1100

Az így megkapott Bn felfújt mátrix nemnulla sajátértékei a következőek:

62687 28914 19058 10393 7061 -4780 4506 -1938 -1134 935

Láthatjuk, hogy a P mátrix legkisebb sajátértéke relatív kicsi, emiatt
ez így van Bn esetében is. A Wn perturbáció mátrix ismételten egy valós
szimmetrikus Wigner-mátrix, mely elemei wij . Az i ≤ j esetén a wij elemek
független standard normális eloszlásúak. Meghatároztuk az első 20 (abszolút
érték szerinti csökkenő sorrendben) sajátértékét An = Bn +Wn-nek. Ismét
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2. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|;
jobb oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ6(An)| egy tipikus eredmény az 4.3 Példában.

elvégeztünk 1000 ismétlést a kísérletből. A sajátértékek szórásnégyzetei is-
mét kicsik voltak, így a kísérlet stabil volt.
|An(10)|, azaz An legkisebb strukturális sajátértéke megkülönböztethető

volt a nem strukturális sajátértékektől. A |λ6(An)|, . . . , |λ15(An)| átlagos
értékei a következőek voltak

4783.8 4508.8 1945.9 1147.9 951.0 248.8 248.5 248.3 248.2 248.0

Az An legnagyobb sajátértékeinek egy tipikus megjelenése a 2. Ábrán
látható.
4.4. Példa. Ez a példa a 4.2 Tételt és a 4.2 Állítást támasztja alá. Legyen P
a 4.2 Példában megadott valós szimmetrikus sablon mátrix. Tehát 10 struk-
turális sajátértéke van a P mátrixnak. Hogy megkapjuk Bn-t, a P felfújásá-
hoz ugyanazokat a blokkméreteket fogjuk használni, mint az 4.2 Példában.
Az Sn minta kovariancia mátrix generálásához valós értékű független stan-
dard normális eloszlású mintát használtunk. 1000 alkalommal generáltuk az
Sn mátrixot, majd kiszámoltuk az An = Bn + Sn 20 legnagyobb sajátérté-
két (ebben az esetben a legnagyobb az abszolút érték szerinti legnagyobbat
jelenti) Az eredmények stabilak voltak, vagyis a szórásnégyzet kicsi volt. Az
An 20 legnagyobb sajátértékeire vett átlag a következő képen alakult:

18247.0 8693.3 5472.5 2847.3 2119.1 1505.8 -1349.0 -621.1 -325.0 290.2
3.9976 3.9785 3.9565 3.9392 3.9280 3.9253 3.9161 3.9087 3.8969 3.8905

Tehát, meg tudjuk különböztetni a strukturális és nem strukturális
sajátértékeket. A 3. Ábrán egy tipikus eredmény látható. Az ábra bal
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oldalán |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)| szerepel, míg az ábra jobb oldalán
|λ20(An)| < · · · < |λ6(An)| szerepel. |λ10(An)|-nél tisztán látható a hirtelen
váltás. Tehát, a strukturális sajátértékek, a |λ1(An)|, . . . , |λ10(An)|.
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3. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|;
jobb oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ6(An)| egy tipikus eredmény az 4.4 Példában.

4.5. Példa. Ez a példa a 4.4 Tételt és a 4.4 Állítást támasztja alá. Legyen
P a következő 7× 8-as valós, nem szimmetrikus sablon mátrix

6 5 6 5 3 2 1 2
3 9 6 7 4 5 6 1
4 8 9 8 3 4 2 1
5 7 6 8 7 5 3 2
2 5 7 8 9 6 5 3
1 3 4 5 6 7 6 4
2 1 4 6 7 8 9 9


Hogy megkapjuk a Bn mátrixot, a következő blokkok segítségével fújtuk fel
P -t

1000, 1500, 1000, 1200, 1500, 1100, 1000
és

1000, 1000, 1200, 2000, 1100, 1000, 1100, 1000.
P szinguláris értékei a következők:

38.78, 12.84, 4.93, 4.29, 2.77, 1.26, 0.92

Bn nemnulla szinguláris értékei a következők:

48277.0, 13495.0, 5701.5, 4962.5, 3101.0, 1407.1, 1194.2
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4. Ábra. Bal oldal: az An mátrix 15 legnagyobb szinguláris értékének átlaga;
jobb oldal: az 4.5 Példára kapott egy tipikus eredmény, az An mátrixának
a 15 legnagyobb szinguláris értéke.

Tehát ebben a példában 7 strukturális szinguláris érték található. Miután a
Bn mátrixhoz független standard normális eloszlású zajt adtunk, megkap-
tuk az An mátrixot. Ezt követően kiszámoltuk An szinguláris értékeit és ezt
a kísérletet megismételtük 1000 alkalommal. An 20 legnagyobb szinguláris
értéke a következő volt

48277.0 13495.0 5703.0 4964.3 3103.7 1413.4 1201.6 187.8 187.5 187.3
187.1 187.0 186.8 186.7 186.5 186.4 186.3 186.1 186.0 185.9

Látható, hogy egy hirtelen változás következik be a 7. és a 8. szinguláris
érték között. A szórásnégyzetek értéke ezúttal is kicsi volt. A 4. Ábra bal
oldalán látható az AN mátrix 15 legnagyobb szinguláris értékének az átlaga.
A 4. Ábra jobb oldalán látható a kísérletsorozat egy tipikus kimenetele, ahol
az An mátrix 15 legnagyobb szinguláris értéke jelenik meg. Mindkét ábra
jól látható, hogy a nem strukturális szinguláris értékek kicsik és az értékük
majdnem egyenlő. Továbbá jól definiált a hirtelen ugrás a nem strukturális és
a strukturális szinguláris értékek között, valamint a strukturális szinguláris
értékek nagyok. Tehát, a numerikus eredmények alátámasztják a 4.4 Tételt
és a 4.4 Állítást.
4.6. Példa. A következő példa is a 4.4 Tételre és a 4.4 Állításra vonatkozik.
Legyen ebben az esetben a sablon mátrix P/10, ahol P az 4.5 Példában
ismertetett mátrix. A továbbiakban minden más része a kísérletnek meg-
egyeznek az 4.5 Példával. Tehát 7 strukturális szinguláris érték van. Bn
nemnulla szinguláris értékei a következők

4827.7, 1349.5, 570.2, 496.3, 310.1, 140.7, 119.4
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Itt a legkisebb szinguláris értékek úgy tűnnek, hogy távol vannak a nullától.
Azonban a sablon mátrix kicsi elemei miatt kicsi a jel-zaj aránya, és ezáltal
az An mátrix két legkisebb strukturális szinguláris értéke a 7-ből megkülön-
böztethetetlenné válik a nem strukturálisaktól, ezt a következő adatok és az
5. Ábra is mutatja.

Az An mátrix 20 legnagyobb szinguláris értékének az átlaga a következő:

4829.5 1356.0 585.6 514.0 338.6 203.6 193.4 187.8 187.5 187.3
187.1 186.9 186.8 186.6 186.5 186.4 186.2 186.1 186.0 185.9

13579111315

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
10

3

13579111315

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
10

3

5. Ábra. Bal oldal: az An mátrix 15 legnagyobb szinguláris értékének az
átlaga;
jobb oldal: a 4.6 Példára kapott egy tipikus eredmény, az An mátrixának a
15 legnagyobb szinguláris értéke.

Az 5. Ábra bal oldalán az An mátrix 15 legnagyobb szinguláris értékeinek
az átlaga látható, a jobb oldalon pedig egy tipikus kimenetele a kísérletnek,
ahol az An mátrix 15 legnagyobb szinguláris értéke látható. Mindkét eset
azt mutatja, hogy a nem strukturális szinguláris értékek és a két legkisebb
strukturális szinguláris érték kicsik és az értékük majdnem megegyezik. A
második legkisebb strukturális szinguláris érték után látható a hirtelen vál-
tozás az értékekben.
4.7. Példa. A soron következő példa a 4.1 Tételre és a 4.1 Állításra mu-
tat be numerikus eredményeket a komplex értékű esetben. Bemutatja, hogy
milyen hatása van a különböző blokkméreteknek a zajjal szennyezett felfújt
mátrixok sajátértékeire. A P mátrixot ebben az esetben egy 10× 10 mére-
tű komplex hermitikus mátrixnak választottuk, melynek rangja r = 10, a
sajátértékei, pedig a következők:

9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0.5
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Ahhoz, hogy elkészítsük a Bn mátrixot, a P mátrixot fújtuk fel a 4.2 feje-
zetben ismertetett módszerrel. Wn egy Wigner-mátrix, mely teljesíti a 4.1
Tételben található feltételeket, illetve az elemei normális eloszlásúak, egész
pontosan wii valós standard normális eloszlású, ha i 6= j, akkor wij komplex
standard normális eloszlású, így An = Bn +Wn.

(a) Az első esetben azonos blokkméreteket alkalmaztunk, melyek a követ-
kezők: n1 = n2 = · · · = n10 = 700. Aztán kiszámoltuk az An 20 legna-
gyobb abszolút értékkel rendelkező sajátértékét, majd ezt a lépést 1000
alkalommal megismételtük és minden lépésben új Wn mátrixot gene-
ráltunk. A kísérletsorozat eredményei a 6. Árbán és a 4. Táblázatban
láthatóak. A következő jelöléseket használtuk: λj(Bn) - a felfújt mát-
rix sajátértékei, λj(An) - a zajjal szennyezett mátrix sajátértékei, míg
mean(|λj(An)|) és var(|λj(An)|) az An mátrix 20 legnagyobb abszo-
lút értékkel rendelkező sajátértékeinek az 1000 ismétlés során kapott
értékeinek az átlaga és a szórásnégyzete.
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6. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|;
jobb oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ10(An)| egy tipikus eredménye a 4.7 Példa
(a) esetének.

Ebben az esetben jól látható, hogy a 10 strukturális sajátérték jól
megkülönböztethető a nem strukturális sajátértékektől.
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j λj(Bn) λj(An) mean(|λj(An)|) var(|λj(An)|)
1 6300 6300.10 6300.00 0.0019390
2 5600 5599.90 5600.00 0.0033253
3 4900 4900.00 4900.00 0.0040081
4 4200 4200.10 4200.00 0.0025829
5 3500 3500.00 3500.00 0.0036319
6 2800 2800.00 2800.00 0.0026237
7 2100 2100.00 2100.00 0.0024251
8 1400 1400.00 1400.00 0.0029042
9 700 699.98 700.01 0.0017381

10 350 350.03 350.02 0.0018437
11 0 2.37 2.37 0.0000100
12 0 2.36 2.36 0.0000064
13 0 2.35 2.36 0.0000047
14 0 -2.35 2.35 0.0000037
15 0 2.35 2.35 0.0000028
16 0 2.35 2.35 0.0000020
17 0 -2.34 2.35 0.0000017
18 0 2.34 2.34 0.0000020
19 0 2.34 2.34 0.0000015
20 0 -2.34 2.34 0.0000016

4. Táblázat. A 4.7 Példa (a) esetében a felfújt Bn és a zajos An mátrixok
sajátértékei

(b) Ezt követően a következő módon változtattuk meg a blokkméreteket:

n1 = n2 = 560, n3 = n4 = n5 = n6 = n7 = n8 = 700, n9 = n10 = 840

A kísérlet többi részét nem módosítottuk. Ez az eset bemutatja, a kü-
lönböző blokkméretek strukturális sajátértékekre gyakorolt hatását.
Továbbra is 10 jól megkülönböztethető strukturális sajátértéket kap-
tunk, de a sajátértékek aránya megváltozott. A következő táblázat
bemutatja az An mátrix 20 legnagyobb abszolút értékkel rendelkező
sajátértékét, a 7. Ábra grafikusan jeleníti meg az eredményeket.

6705.3 5761.4 4569.6 4012.3 3694.7 2708.7 2413.9 1156.0 643.4 339.3
2.3666 2.3604 2.3557 2.3523 2.3500 2.3477 2.3454 2.3435 2.3415 2.3396
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7. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|;
jobb oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ10(An)| egy tipikus eredménye az 4.7 Példa
(b) esetének.

(c) Az utolsó esetben még változatosabbak voltak a blokkméretek, mint
az előző esetekben.

n1 = n2 = n3 = n4 = 350, n5 = n6 = n7 = 700,
n8 = n9 = 1050, n10 = 1600

Az An mátrix 20 legnagyobb abszolút értékkel rendelkező sajátérté-
keinek az 1000 ismétlést követően kapott sajátértékeinek az átlaga a
következő:

10595.0 7150.3 5482.8 3975.3 2276.3 2075.4 1288.1 786.8 542.8 221.3
2.3671 2.3608 2.3562 2.3529 2.3505 2.3479 2.3456 2.3436 2.3414 2.3396
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8. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|;
jobb oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ10(An)| egy tipikus eredménye a 4.7 Példa
(c) esetének.
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A kísérletsorozatból kapott sajátértékek abszolút értékeinek az átlaga és a 8.
Ábra bemutatja, hogy a legkisebb abszolút értékkel rendelkező strukturális
sajátértékek közelednek a nem strukturális sajátértékekhez, de továbbra is
jól megkülönböztethetőek maradnak.

Ez a példa bemutatta, hogy az n1, . . . , n10 értékekben bekövetkező vál-
toztatások, változásokat okozhat a felfújt zajos mátrixok sajátértékeiben, de
a strukturális sajátértékek továbbra is jól megkülönböztethetőek maradnak.
Tehát az ismertetett módszer megbízható a blokkméretek széles tartomá-
nyán.

4.8. Példa. Ebben a példában a 4.3 Tételhez mutatunk be numerikus ered-
ményeket. A P mátrix sajátértékei a következők: 42.807, 19.568, 10.186,
5.088, 3.519, 2.962, -2.543, -1.322, 1.133, 0.602. Ezt a mátrixot a következő
blokkméreteket alkalmazva fújjuk fel: n1, n2, . . . , n10. Legyen P a következő
mátrix

P =



8 7 4 5 3 2 1 2 1 0
7 9 6 3 4 3 2 1 2 1
4 6 7 6 5 4 2 3 2 1
5 3 6 8 7 6 3 2 3 2
3 4 5 7 9 8 5 3 2 3
2 3 4 6 8 7 7 5 3 1
1 2 2 3 5 7 9 7 6 5
2 1 3 2 3 5 7 8 8 6
1 2 2 3 2 3 6 8 9 7
0 1 1 2 3 1 5 6 7 8



Az alkalmazott zaj valós elliptikus, mely a következő legyen Vn egy mát-
rix, az elemei legyenek független azonos eloszlásúak a [−1

2 ; 1
2 ] intervallumon.

Legyen Un a felső triangulárisa és Ln az alsó triangulárisa a Vnmátrixnak.
Legyen Yn = Vn − UTn + LTn a zaj mátrix (itt T a transzponáltat jelöli).

(a) Legyenek a blokkméretek a következők: n1 = n2 = · · · = n10 = 700. A
kísérletet 1000 alkalommal ismételtük meg. Miután meghatároztuk a
perturbált mátrixok sajátértékeit, a következő eredményt kaptuk
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j λj(Bn) λj(An) mean(|λj(An)|) var(|λj(An)|)
1 29965.00 29965.00 29965.00 0.16710
2 13697.00 13698.00 13697.00 0.16797
3 7130.20 7130.40 7130.20 0.19615
4 3561.30 3561.40 3561.20 0.16914
5 2463.60 2464.20 2463.60 0.14148
6 2073.70 2073.40 2073.70 0.16437
7 -1780.10 -1779.50 1780.10 0.15265
8 -925.42 -924.77 925.45 0.21044
9 793.29 792.95 793.33 0.18823
10 421.12 420.90 421.10 0.14813
11 0 -34.07 34.28 0.03450
12 0 -34.07 34.18 0.02131
13 0 33.96 34.09 0.01507
14 0 33.96 34.04 0.01438
15 0 -33.92 33.98 0.01196
16 0 -33.92 33.94 0.01079
17 0 -33.83 33.90 0.00947
18 0 -33.83 33.86 0.00875
19 0 33.67 33.83 0.00838
20 0 -33.64 33.80 0.00816

5. Táblázat. A 4.8 Példa (a) esetében a felfújt Bn és a zajos An mátrixok
sajátértékei
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9. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|; jobb oldal:
|λ20(An)| < · · · < |λ10(An)| egy tipikus eredménye a 4.8 Példa (a) esetének.
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(b) Ebben az esetben a P mátrix és az Yn generálásának a módja nem vál-
tozott, viszont különböző blokkméreteket alkalmaztunk,
n1 = n2 = 560, n3 = · · · = n8 = 700, n9 = n10 = 840. Most az
An sajátértékeinek egy tipikus példája a következő:

30422.0 13767.0 6666.7 3594.9 2461.2 1906.1 1738.8 931.1 818.9 432.5
34.27 34.18 34.07 34.03 33.97 33.93 33.89 33.86 33.83 33.80

A következő ábra a sajátértékek grafikus megjelenítése.
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10. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|;
jobb oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ10(An)| egy tipikus eredménye a 4.8 Példa
(b) esetének.

(c) Ebben az esetben a P kiindulási mátrix és Yn létrehozásának módja
nem változott, továbbra is csak a blokkok méretét változtatjuk, melyek
a következők lettek: n1 = · · · = n9 = 770, n10 = 70, ami azt jelenti,
hogy a felfújt mátrixban első kilenc sor blokk kilenc 770×770 blokkot
tartalmaz és egy 770 × 70 méretű blokkot, míg az utolsó sor kilenc
70 × 770 méretű blokkot tartalmaz és egy darab 70 × 70-es blokkot.
Ennek a kísérletnek az eredménye a 6. Táblázatban illetve a 11. Ábrán
látható.
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j λj(Bn) λj(An) mean(|λj(An)|) var(|λj(An)|)
1 31351.00 31351.00 31351.00 0.14696
2 13162.00 13161.00 13162.00 0.15903
3 7443.40 7443.00 7443.40 0.17163
4 3503.30 3502.30 3503.30 0.16403
5 2369.30 2368.90 2369.30 0.18241
6 -1773.90 -1773.80 1773.80 0.14494
7 1311.70 1311.90 1311.80 0.16097
8 -726.44 -727.34 726.47 0.18760
9 655.79 655.85 655.83 0.17405
10 244.50 245.32 244.47 0.15170
11 0 -34.15 34.27 0.02765
12 0 -34.10 34.17 0.01817
13 0 -34.10 34.10 0.01521
14 0 34.08 34.03 0.01171
15 0 34.08 33.98 0.00865
16 0 -33.94 33.94 0.00766
17 0 -33.94 33.90 0.00737
18 0 33.91 33.86 0.00711
19 0 33.91 33.83 0.00747
20 0 33.83 33.79 0.00727

6. Táblázat. A 4.8 Példa (c) esetében a felfújt Bn és a zajos An mátrixok
sajátértékei
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11. Ábra. Bal oldal: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|; jobb oldal:
|λ20(An)| < · · · < |λ10(An)| egy tipikus eredménye a 4.8 Példa (c) esetének.
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Ez a példa demonstrálta, hogy változtatások az n1, . . . , n10 értékeiben,
változásokat okozhatnak a felfújt zajos mátrixok sajátértékeiben, de a
strukturális sajátértékek továbbra is jól megkülönböztethetőek marad-
nak. Vagyis az ismertetett módszer megbízható a blokkméretek széles
tartományán.

A korábban leírtak alapján, abban az esetben, amikor a perturbáció mát-
rix elemei nulla várható értékű valószínűségi változók, a strukturális sajátér-
tékek „nagyok”, míg a nem strukturális sajátértékek „kicsik”. Pontosabban
legyenek |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . a felfújt és perturbált mátrix sajátértékeinek
az abszolút értékei csökkenő sorrendben. Akkor a strukturális sajátértékek
|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λl| „nagyok” és gyorsan csökkenek. A többi sajátér-
ték |λl+1| ≥ |λl+2| ≥ . . . pedig relatív kicsi és lassan csökkenek. Ahhoz,
hogy megkapjuk a strukturális sajátértékeket, a következő numerikus (gra-
fikus) eljárást követtük. Az An mátrix abszolút érték szerinti legnagyobb
sajátértékét számoljuk ki először, majd az abszolút érték szerinti követke-
ző legnagyobbat és így tovább. Akkor állunk meg, amikor az utolsó 5-10
sajátérték közel van nullához és az értékük közel azonos. Így megkapjuk a
következő növekvő sorozatot |λt| ≤ |λt−1| ≤ · · · ≤ |λ1|. Majd ábrázoljuk az
értékeket és megkeressük az első hirtelen változást.

nem strukturális sajátértékek strukturális sajátértékek

első hirtelen 
változás

12. Ábra. A hirtelen változás a nem strukturális sajátértékeket követően
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Legyen

0 ≈ |λt| ≈ |λt−1| ≈ · · · ≈ |λl+1| � |λl| < · · · < |λ1|,

ebben az esetben az első hirtelen változás l-nél következik be, akkor a
λl, λl−1, . . . , λ1 értékeket tekintjük a strukturális sajátértékeknek. A tipikus
hirtelen változás a nem strukturális és a strukturális sajátértékek között
a 12. Ábrán látható.

A következő egy valós esetű példa a 4.1 Tételre és a 4.1 Állításra. Te-
kintsük a 4.2. Példában bemutatott P mátrixot.

Négy különböző felfújási sémát tanulmányoztunk, melyek segítségével
felfújtuk a P mátrixot, a 4 séma mindegyikében 6 különböző n vektort
használtunk. Ezek a blokkméret sorozatok az 7. Táblázatban találhatók.

A 7. Táblázat minden blokksorozatára elvégeztünk egy 1000 ismétlésből
álló szimulációt, majd ellenőriztük, hogy a hirtelen változás a sajátérté-
kekben megjelenik-e a 12. Ábrán látható módon. ni nagyon kicsi értékei
esetén nem egyértelmű a hirtelen ugrás helye. Minden egyes esetben az el-
ső jól megkülönböztethető hirtelen változás akkor következett be, amikor
n1 értéke 50 volt. Itt meg lehet jegyezni, hogy ennek ellenére az a jelenség
továbbra is fennáll, hogy a nem strukturális sajátértékek közel egyenlőek.
Ez az eredmény a 13., 14., 15., és 16. Ábrákon látható. Minden ábra bal
oldala: |λ20(An)| < · · · < |λ1(An)|; jobb oldala: |λ20(An)| < · · · < |λ6(An)|
egy tipikus eredménye a példának. A jobb oldala az ábráknak csak a hirte-
len változás körül elhelyezkedő sajátértékeket mutatja, hogy az értékekben
történő ugrást jobban lehessen látni.
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A séma neve A blokkok sorozata

Egyenlő

n1 = n2 = · · · = n10 = 10
n1 = n2 = · · · = n10 = 20
n1 = n2 = · · · = n10 = 50
n1 = n2 = · · · = n10 = 100
n1 = n2 = · · · = n10 = 500
n1 = n2 = · · · = n10 = 1000

Két típusú

n1 = n2 = · · · = n5 = 10, n6 = · · · = n10 = 20
n1 = n2 = · · · = n5 = 20, n6 = · · · = n10 = 40
n1 = n2 = · · · = n5 = 50, n6 = · · · = n10 = 100
n1 = n2 = · · · = n5 = 100, n6 = · · · = n10 = 200
n1 = n2 = · · · = n5 = 500, n6 = · · · = n10 = 1000
n1 = n2 = · · · = n5 = 1000, n6 = · · · = n10 = 2000

Számtani sorozat

n1 = 10, n2 = 20, . . . , n10 = 100
n1 = 20, n2 = 30, . . . , n10 = 110
n1 = 50, n2 = 60, . . . , n10 = 140
n1 = 100, n2 = 110, . . . , n10 = 190
n1 = 500, n2 = 510, . . . , n10 = 590
n1 = 1000, n2 = 1010, . . . , n10 = 1090

Négy típusú

n1 = n2 = 10, n3 = n4 = n5 = 20,
n6 = n7 = n8 = 30, n9 = n10 = 40
n1 = n2 = 20, n3 = n4 = n5 = 40,
n6 = n7 = n8 = 60, n9 = n10 = 80
n1 = n2 = 50, n3 = n4 = n5 = 100,
n6 = n7 = n8 = 150, n9 = n10 = 200
n1 = n2 = 100, n3 = n4 = n5 = 200,
n6 = n7 = n8 = 300, n9 = n10 = 400
n1 = n2 = 500, n3 = n4 = n5 = 1000,
n6 = n7 = n8 = 1500, n9 = n10 = 2000
n1 = n2 = 1000, n3 = n4 = n5 = 2000,
n6 = n7 = n8 = 3000, n9 = n10 = 4000

7. Táblázat. A P mátrix felfújására használt sémák

Az alábbi ábrák mindegyikén megjelenik a hirtelen változás a 11. és a
10. sajátérték között. Tehát el tudjuk dönteni, hogy a 10 abszolút érték
szerinti legnagyobb sajátérték a strukturális sajátértékek (ami a helytálló
következtetés, hiszen a P mátrix rangja 10)
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13. Ábra. Egyenlő: n1 = n2 = · · · = n10 = 50
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14. Ábra. Két típusú: n1 = · · · = n5 = 50, n6 = · · · = n10 = 100
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15. Ábra. Számtani sorozat: n1 = 50, n2 = 60, . . . , n10 = 140
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16. Ábra. Négy típus: n1 = n2 = 50, n3 = n4 = n5 = 100,
n6 = n7 = n8 = 150, n9 = n10 = 200

Ahogyan növekszik a blokkméret, úgy a határ a strukturális és nem
strukturális sajátértékek között egyre szignifikánsabbá válik, ahogyan ez
látszik is a 17. Ábrán. Látható, hogy amikor ni = 1000 (minden i-re), akkor
az ugrás sokkal nagyobb, mint az ni = 50 esetben.
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17. Ábra. Egyenlő: n1 = n2 = · · · = n10 = 1000

A 8. Táblázatban, felsoroljuk az 1000 ismétlésben kapott sajátértékek
abszolút értékeinek az átlagát. Pontosabban, ni azt jelenti, hogy minden
blokkméret ni×ni volt és az oszlop ni alatt a 20 legnagyobb abszolút értékű
sajátérték átlaga található a megfelelő An mátrixoknak. Láthatjuk, hogy
jelen van az ugrás a 10. és a 11. értékek között, még azokban az esetekben
is, amikor ni értéke relatív kicsi volt, ni = 10. Minél nagyobb ni értéke,
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annál nagyobb az ugrás is. Ez a táblázat bemutatja, hogy az ismertetett
módszer megbízható mérsékelten kicsi (ni = 50) blokkméretek esetén is.

j ni = 10 ni = 20 ni = 50 ni = 100 ni = 200 ni = 500 ni = 1000
1 453.26 906.28 2265.40 4530.50 9060.70 22652.00 45303.00
2 155.64 310.65 775.43 1550.31 3100.00 7748.90 15497.00
3 110.06 219.28 546.65 1092.40 2183.90 5458.00 10915.00
4 77.99 154.82 385.08 768.93 1536.70 3839.60 7677.90
5 73.76 146.21 363.63 725.90 1450.40 3624.10 7246.90
6 63.36 125.32 310.93 620.41 1239.20 3095.40 6189.40
7 48.86 95.95 236.92 471.66 941.21 2349.90 4697.80
8 40.51 78.39 192.04 381.54 760.54 1897.10 3791.70
9 36.30 70.32 171.90 340.95 678.98 1693.20 3383.40
10 34.06 65.84 160.18 317.23 631.47 1573.90 3144.70
11 18.56 27.21 44.03 62.73 89.04 141.14 199.78
12 17.96 26.70 43.58 62.33 88.67 140.84 199.50
13 17.45 26.27 43.20 61.99 88.37 140.58 199.27
14 17.03 25.92 42.90 61.72 88.14 140.38 199.09
15 16.65 25.59 42.62 61.47 87.92 140.18 198.92
16 16.33 25.28 42.36 61.25 87.72 140.01 198.77
17 15.99 25.00 42.11 61.03 87.53 139.85 198.63
18 15.69 24.74 41.89 60.83 87.34 139.69 198.49
19 15.40 24.47 41.67 60.64 87.17 139.54 198.36
20 15.12 24.23 41.47 60.45 87.01 139.40 198.23

8. Táblázat. Sajátértékek az egyenlő blokkméretek esetében

4.9. Példa. A következőkben a 4.4 Tételre és a 4.4 Állításra mutatunk be egy
példát. Legyen P egy 7× 8 méretű valós nem szimmetrikus sablon mátrix

6 5 6 5 3 2 1 2
3 9 6 7 4 5 6 1
4 8 9 8 3 4 2 1
5 7 6 8 7 5 3 2
2 5 7 8 9 6 5 3
1 3 4 5 6 7 6 4
2 1 4 6 7 8 9 9


.

Az előző példában láthattuk a blokkméretek hatását a sajátértékekre, most
pedig bemutatjuk a jel/zaj arányának (signal to noise ratio, továbbiakban
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snr) hatását a P mátrix szinguláris értékeire. A P mátrix felfújásához a kö-
vetkező blokkmagasságokat: [m1, . . . ,ma] = [500, 750, 500, 600, 750, 550, 500]
és blokkszélességek: [n1, . . . , nb] = [500, 500, 600, 1000, 550, 500, 550, 500] hasz-
náltuk. Ezt követően felfújtuk a P mátrixot és hozzáadtuk a zajt, hogy meg-
kapjuk a perturbált mátrixot. Mint ahogyan a 4.3 fejezetben, B-vel jelöltük
a felfújt mátrixot, ami a jel ebben az esetben, illetve X mátrix volt a zaj, és
így az A = B +X a perturbált mátrix. A jel és a zaj arányára a következő
definíciót fogjuk használni

snr =
1
mn

∑m
i=1

∑n
j=1 b

2
i,j

1
mn

∑m
i=1

∑n
j=1 x

2
i,j

. (4.1)

Itt m = ∑a
i=1mi a sorok száma, n = ∑b

j=1 nj pedig az oszlopok száma a
B és az X mátrixban, bi,j a B jel mátrix eleme, míg xi,j az X zaj mátrix
eleme, az i. sorban és j. oszlopban.

Ebben a példában az X zaj mátrix elemei függetlenek, és a kiindulási
lépésben standard normális eloszlásúak. Minden soron következő lépésben
növeljük a zajt, azáltal, hogy a zaj mátrix elemeit egy adott számmal szo-
rozzuk. Az első szorzó 1.002, a második 1.004, majd 1.006, . . . , 3.000.

Tehát a kísérlet alatt lépésről-lépésre növeljük a zajt és minden alkalom-
mal ellenőrizzük a jel/zaj arányát, illetve az utolsó (abszolút érték szerinti
legkisebb) strukturális szinguláris érték és az első (abszolút érték szerinti leg-
nagyobb) nem strukturális szinguláris érték arányát. Ha a strukturális/nem
strukturális arány elér egy bizonyos pontot, a jel túlságosan zajossá válik,
vagyis nem lehetséges a strukturális és nem strukturális szinguláris értékek
további megkülönböztetése.

Az 18. Ábrán a szaggatott vonal a jel/zaj arányát, a vonal pedig az utolsó
strukturális szinguláris érték és az első nem strukturális szinguláris érték
arányát mutatja. A vízszintes tengelyen a zaj szórásnégyzete van feltüntetve.
Látható, hogy a zaj növekedésével a jel/zaj arány gyorsan csökken, de a
strukturális/nem strukturális szinguláris értékek aránya lassan csökken. Ha
a strukturális/nem strukturális arány értéke 1-hez közeli, akkor elérjük azt
a pontot, amikor a strukturális és nem strukturális szinguláris értékek nem
jól megkülönböztethetőek. Azonban, az 18. Ábrán megmutatja, hogy az
ismertetett módszer megbízható, mivel, ha a zaj nem nagyobb mint a jel
25%-a, akkor a strukturális szinguláris értékek jól megkülönböztethetőek a
nem strukturális szinguláris értéktől.
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SNR Utolsó strukturális szinguláris étrék/első nem szinguláris
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18. Ábra. A jel/zaj arány összehasonlítása a strukturális/nem strukturális
szinguláris értékek arányával
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5. Összefoglalás

A disszertáció első, bevezető fejezetében áttekintettük a dolgozat alapjául
szolgáló irodalmi előzményeket. Ezen irodalmi áttekintő a teljesség igénye
nélkül készült, első sorban a dolgozat szempontjából jelentős eredményekre
koncentrál.

A disszertáció második fejezetében exponenciális és Rosenthal-egyenlőt-
lenségeket vizsgáltunk elfogadható és tágabb értelemben elfogadható való-
színűségi változók esetén. Megmutattuk, hogy az

Ee
∑n

i=1 λXi ≤
n∏
i=1

EeλXi

egyenlőtlenség egy megfelelő formája exponenciális egyenlőtlenséget impli-
kál, az exponenciális egyenlőtlenség pedig Rosenthal-egyenlőtlenséget imp-
likál, továbbá az exponenciális egyenlőtlenségből teljes konvergencia követ-
kezik. Ez a forma a következő

Ee
∑n

i=1 ληi ≤ g(n)
n∏
i=1

Eeληi , (5.1)

ahol 0 < g(n) < ∞. Ha a fenti feltétel teljesül minden λ ∈ R esetén és
minden n-re, akkor az η1, η2, . . . sorozatot tágabb értelemben elfogadható-
nak (widely acceptable) nevezzük. Jelölje X(d) az X valószínűségi változó
levágottját X(d) = min{X, d}. Ezeket felhasználva kaptuk a 2.1 Tételt, mely
állítása a következő

Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata, d > 0. Legyen
Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és Bn = ∑n
i=1 EX2

i a szórásnégyzetek összege.
Feltételezzük, hogy (5.1) teljesül ηi = X

(d)
i , i = 1, 2, . . . , n-re 0 < λ ≤ λ0

esetén. Akkor minden olyan x-re, melyre 0 < x ≤ (Bnedλ0 − Bn)/d, a
következő igaz

P (Sn > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

Xi > d

)
+ g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.

Ha pedig (5.1) teljesül ηi = X
(d)
i , i = 1, 2, . . . , n és ηi = (−Xi)(d),

i = 1, 2, . . . , n esetén is minden 0 < λ ≤ λ0-ra, akkor minden olyan
x-re, melyre 0 < x ≤ (Bnedλ0 −Bn)/d a következő teljesül:

P (|Sn| > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+ 2g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.
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A fenti két egyenlőtlenséget nevezzük exponenciális egyenlőtlenségnek.
Ezt követően a Hoeffding-egyenlőtlenséggel folytatjuk, melyet eredetileg

Wassily Hoeffding 1963-ban publikált független valószínűségi változók ese-
tére. Későbbiekben eredmények jelentek meg egyes függő sorozatokra is. A
következő 2.2 Tétel az elfogadható valószínűségi változókra mutat be egy
Hoeffding-típusú egyenlőtlenséget.

Legyen X1, X2, . . . , Xn valószínűségi változók egy sorozata. Legyen
Sn = ∑n

i=1Xi az összeg. Legyenek a valószínűségi változók korlátosak, azaz
ai ≤ Xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n-re, ahol ai és bi valós számok. Tegyük fel, hogy
(5.1) teljesül ηi = Xi, i = 1, 2, . . . , n és 0 < λ ≤ λ0 esetén. Akkor minden
olyan ε-ra, hogy 0 < ε ≤ λ0

4
∑n
i=1(bi − ai)2, a következő igaz

P (Sn − ESn ≥ ε) ≤ g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
.

Tegyük fel, hogy (5.1) teljesül ηi = Xi, i = 1, 2, . . . , n és |λ| ≤ λ0 esetén.
Akkor minden olyan ε-ra, hogy 0 < ε ≤ λ0

4
∑n
i=1(bi−ai)2, teljesül a következő

P (|Sn − ESn| ≥ ε) ≤ 2g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
.

A következő tételünkben absztrakt módon egy exponenciális egyenlőt-
lenség teljesülése esetére vezetjük le a Rosenthal-típusú egyenlőtlenséget,
tehát nem teszünk fel a kiinduló valószínűségi változók között függőségi fel-
tételt. A 2.4 Tétel a következőképen szól:

Legyen X1, X2, . . . , Xn nulla várhatóértékű valószínűségi változók egy so-
rozata, továbbá legyen Sn = ∑n

i=1Xi az összegük és Bn pozitív számok egy
sorozata. Tegyük fel,

P (|Sn| > x) ≤ l(n)P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+ h(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
teljesül minden x > 0 és d > 0 esetén, ahol l(n) és h(n) valós számok. Akkor
p > 0-ra

E|Sn|p ≤ C1l(n)E max
1≤i≤n

|Xi|p + C2h(n)Bp/2
n

teljesül, ahol C1 = pp, C2 = 1
2p

1+p/2epB
(p

2 ,
p
2
)
abszolút konstansok, B(u, v)

pedig a béta függvény.
A következő eredményben bemutatjuk, hogy egy általános exponenciális

egyenlőtlenségből következik egy Baum–Katz-típusú tétel, ehhez szükség
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van a teljes konvergenciára, mely a következő azt mondjuk, hogy Yn → 0
teljesen, ha ∀ε > 0 esetén

∞∑
n=1

P (|Yn| > ε) <∞.

A tételünkben a konvergencia sebességét is mutató súlyozott összeg fog sze-
repelni. Jelölje X̃(t) az X csonkított és centralizált változatát. Ezt felhasz-
nálva kapjuk a következő eredményt, mely a 2.6 Tétel:

Legyen X1, X2, . . . valószínűségi változók egy sorozata, továbbá legyen
Sn = ∑n

i=1Xi a részösszegük. Legyen 0 < p < 2 és α egy pozitív szám.
Tegyük fel, hogy az exponenciális egyenlőtlenség teljesül csonkított és cent-
ralizált valószínűségi változókra, azaz

P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(
X̃

(t)
i − EX̃(t)

i

)∣∣∣∣∣ > x

)
≤

≤ P
(

max
1≤i≤n

∣∣∣X̃(t)
i − EX̃(t)

i

∣∣∣ > d

)
+ g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
minden t > 0, x > 0, d > 0 és n = 1, 2, . . . esetén, ahol
Bn = ∑n

i=1 E
(
X̃

(t)
i − EX̃(t)

i

)2
. Tegyük fel, hogy g(.) reguláris változású r

kitevővel, ahol 0 < r < α(2 − p). Tegyük fel, hogy X1, X2, . . . átlagosan
gyengén dominált (weakly mean dominated, wmd) az X valószínűségi válto-
zó által, melyre E|X|pg(|X|1/α) < ∞. Ha 0 < p < 1, akkor feltesszük, hogy
αp > 1. Ha 1 ≤ p < 2, akkor feltesszük, hogy αp ≥ 1 és EXi = 0 minden
i-re. Ekkor tetszőleges ε > 0-ra

∞∑
n=1

nαp−2P (|Sn| > εnα) <∞.

A harmadik fejezetben a von Bahr–Esseen-egyenlőtlenséggel foglalkoz-
tunk. A következő tételben azt bizonyítottuk, hogy ha a von Bahr–Esseen-
féle momentum egyenlőtlenség teljesül a q kitevő és csonkított centralizált
valószínűségi változók esetén, akkor teljesül magukra a valószínűségi válto-
zókra tetszőleges p esetén, 1 < p < q. A tételünkben a következő csonkítást
alkalmaztuk adott X valószínűségi változó és t pozitív szám esetén

(−t)X(t) = −tI {X < −t}+XI {|X| ≤ t}+ tI {X > t} .

A 3.1 Tétel a következőt mondja ki:
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Legyen 1 < p < q. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi változók egy
sorozata és E|Xn|p <∞, EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel, hogy
tetszőleges x > 0 esetén

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
(−x)X

(x)
k − E(−x)X

(x)
k

)∣∣∣∣∣
q

≤ gq(n)
n∑
k=1

E
∣∣∣(−x)X

(x)
k − E(−x)X

(x)
k

∣∣∣q .
Akkor

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp,q(n)
n∑
k=1

E|Xk|p,

ahol fp,q(n) csak gq(n)-től, p-től és q-tól függ (egy lehetséges választás az
fp,q(n) = 5 + 2cqgq(n)2q

(
q
q−p

)2
, ahol cq = 2q−1).

Ezt követően azt tárgyaltuk, hogy, ha feltételezzük, hogy egy elfogadha-
tósági feltétel teljesül a csonkított valószínűségi változókra akkor kapunk egy
exponenciális egyenlőtlenséget (3.1 Állítás), amelynek következménye egy
Rosenthal-egyenlőtlenség (3.2 Állítás) és egy von Bahr–Esseen momentum
egyenlőtlenség, melyet a 3.2 Tétel mond ki:

Legyen 1 < p ≤ 2. Legyen Xn, n = 1, 2, . . . valószínűségi változók egy so-
rozata, úgy, hogy E|Xn|p <∞, EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel,
hogy (5.1) teljesül tetszőleges λ ∈ R és ηi =(ai) X

(bi)
i csonkított valószínűségi

változó esetén minden ai < bi, i = 1, 2, . . . , n-re. Akkor

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp(n)
n∑
k=1

E|Xk|p,

ahol fp(n) csak g(n)-től és p-től függ.
A következő 3.6 Tétel egy nagy számok gyenge törvénye, amelyben Lp

konvergenciát is bizonyítunk.
Legyen 1 < p < 2. Legyen az Xn, n = 1, 2, . . . sorozat átlagosan gyen-

gén dominált az X valószínűségi változó által, ahol E|X|p <∞. Tegyük fel,
hogy EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel, hogy (5.1) teljesül
g(n) = C-re, tetszőleges λ ∈ R-re és ηi = (ai)X

(bi)
i -re minden ai < bi,

i = 1, 2, . . . esetén. Akkor

lim
n→∞

E
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

= 0.

Továbbá,

lim
n→∞

1
n1/p

n∑
k=1

Xk = 0
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valószínűségben.
A következő 3.7 Tétel bemutatja, hogy, ha az elfogadhatósági feltétel,

vagyis az (5.1) g(n) = C esetén igaz a csonkított valószínűségi változókra,
akkor teljes momentum konvergencia eredmények kaphatók.

Legyen 0 < p < 2, 1 ≤ r < 2, és 0 < α < 2. Legyen az Xn, n = 1, 2, . . .
sorozat átlagosan gyengén dominált az X valószínűségi változó által. Tegyük
fel, hogy EXn = 0 minden n = 1, 2, . . . -re. Tegyük fel, hogy (5.1) teljesül
g(n) = C esetén minden λ ∈ R-re és ηi =(ai) X

(bi)
i -re tetszőleges ai < bi,

i = 1, 2, . . . esetén.
(i) Ha r < α, akkor feltesszük, hogy E|X|α <∞.
(ii) Ha r = α, akkor feltesszük, hogy E|X|r log(1 + |X|) <∞.
(iii) Ha r > α, akkor feltesszük, hogy E|X|r <∞.
Akkor

∞∑
n=1

nα/p−2E
{∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣− ε
}r

+

<∞

minden ε > 0-ra. A fenti egyenlőtlenség a teljes momentum konvergencia,
ami implikálja a teljes konvergenciát.

A negyedik fejezetben perturbált mátrixokat vizsgáltunk. Eredményként
elmondhatjuk, hogy, amikor a perturbáció mátrix elemei nulla várhatóérté-
kűek, akkor az elméleti eredmények megmutatták, hogy a strukturális saját-
értékek „nagyok” és a nem strukturális sajátértékek „kicsik”, a numerikus
eredményeink, pedig betekintést engedtek a sajátértékek sorozatainak a vi-
selkedésébe.

A következő 4.1 Tételben a Bn felfújt mátrixok és a Wn egyaránt komp-
lex hermitikus mátrixok (speciális esetben szimmetrikus valós mátrixok).
A Wn zaj mátrix egy Wigner-mátrix, mely véges negyedik momentummal
rendelkezik.

Legyen Bn, n = 1, 2, . . . , komplex hermitikus mátrixok egy sorozata. A
Wn, n = 1, 2, . . . Wigner-mátrixok legyenek komplex hermitikus mátrixok,
melyek teljesítik a következő feltételeket. Legyenek a Wn főátlóján lévő wii
elemek független azonos eloszlású valós valószínűségi változók, továbbá legye-
nek a főátló feletti elemek független azonos eloszlású komplex valószínűségi
változók és mindezek az elemek legyenek függetlenek. Legyen wij = w̄ji min-
den i, j-re. Feltételezzük, hogy Ew2

11 < ∞, Ew12 = 0, E|w12 − Ew12|2 = σ2

véges és pozitív, E|w12|4 <∞. Akkor

lim sup
n→∞

|λi(Bn +Wn)− λi(Bn)|√
n

≤ 2σ

minden i-re majdnem biztosan.
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Ezt követően minta kovariancia mátrixokat használtunk perturbációs
mátrixként. Jelöljön xjl, j, l = 1, 2, . . . egy véges tömböt, mely elemei füg-
getlenek és azonos eloszlású komplex értékű valószínűségi változók, 0 vár-
ható értékkel és σ2 szórásnégyzettel. Legyen X = (xjl)n, m

j=1, l=1 a bal felső
sarokban lévő blokk, mely mérete n ×m. Az Sn = 1

mXX
∗ mátrixot minta

kovariancia mátrixnak nevezzük, ahol X∗ az X mátrix transzponáltja, Bn
felfújt mátrix. Az erről szóló 4.2 Tétel a következő:

Legyen Bn, n = 1, 2, . . . komplex hermitikus mátrixok egy sorozata. Le-
gyen Sn, n = 1, 2, . . . olyan komplex értékű minta kovariancia mátrix, mely
teljesíti a fenti feltételeket. Továbbá feltesszük, hogy X elemeinek rendelkez-
nek véges negyedik momentummal. Legyen lim

n→∞
n/m = y ∈ (0,∞). Akkor

lim sup
n→∞

λi(Bn +
√
mSn)− λi(Bn)√
m

≤ σ2(1 +√y)2

majdnem biztosan teljesül, tetszőleges i-re.
Majd olyan perturbáló mátrixokat vizsgáltunk, melyek elemei független

azonos eloszlású komplex számok. Legyen xjk, j, k = 1, 2, . . . , egy végtelen
tömb, mely elemei független azonos eloszlású komplex valószínűségi válto-
zók, nulla várható értékkel és σ2 szórásnégyzettel. Legyen X = (xjk)m, n

j=1, k=1
a bal felső sarokban lévő m× n méretű blokk. Ezt a 4.4 Tétel mondja ki:

Minden m-re és n-re legyen B egy m× n méretű komplex mátrix és le-
gyen X = Xmn egy fent leírt m×n méretű komplex mátrix, mely elemei füg-
getlen azonos eloszlásúak. Továbbá, tegyük fel, hogy X elemei rendelkeznek
véges negyedik momentummal. Tegyük fel, hogy m,n → ∞ úgy, hogy
K1 ≤ m

n ≤ K2, ahol 0 < K1 ≤ K2 < ∞ rögzített konstansok. Jelölje
rendre si és zi B és B + X szinguláris értékeit, s1 ≥ · · · ≥ smin{m,n},
z1 ≥ · · · ≥ zmin{m,n}. Akkor, minden i-re

|si − zi| = O(
√
n)

ahogy m,n→∞, majdnem biztosan.
Végül a negyedik fejezet elméleti eredményeit alátámasztó numerikus

példák következtek. Legyenek |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . a felfújt és perturbált
mátrix sajátértékei csökkenő sorrendben, akkor a strukturális sajátértékek
|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λl| „nagyok” és gyorsan csökkennek. A többi sajátér-
ték |λl+1| ≥ |λl+2| ≥ . . . relatív kicsik és nagyon lassan csökkennek. Tehát
könnyen megtalálhatóak a strukturális sajátértékek. Ahhoz, hogy megkap-
juk a strukturális sajátértékeket, a következő numerikus (grafikus) módszert
javasoljuk:
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• Megkeressük A néhány sajátértékét, az abszolút érték szerinti legna-
gyobbal kezdve, majd a rákövetkezőt és így tovább.

• Addig folytatjuk az első lépést, míg a legutoljára kapott 5-10 sajátér-
ték közel van a nullához és az abszolút értékük majdnem nulla.

• Az így kapott |λt| ≤ |λt−1| ≤ · · · ≤ |λ1| növekvő sorozatot ebben a
sorrendben ábrázoljuk, majd megkeressük a hirtelen változást.

Amennyiben

0 ≈ |λt| ≈ |λt−1| ≈ · · · ≈ |λl+1| � |λl| < · · · < |λ1|,

akkor a hirtelen változás l-nél következik be, tehát λl, λl−1, . . . , λ1 tekinthető
a strukturális sajátértékeknek. A tipikus hirtelen változás a nem strukturális
és strukturális sajátértékek között a következő ábrán látható

nem strukturális sajátértékek strukturális sajátértékek

első hirtelen 
változás

19. Ábra. A hirtelen változás a nem strukturális sajátértékeket követően

Hasonló módszer igaz a szinguláris értékek esetén is. A kapott numerikus
eredmények stabilak voltak abban az értelemben, hogy kicsi volt a szórás-
négyzet, illetve a sajátértékek viselkedése hasonló volt a feltételek széles
spektruma mellett.
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6. Summary
In the first section, we reviewed the literary background of the topics of the
dissertation. This review was done without the requirement of completeness,
we mainly concentrated on the results, that were mostly relevant to this
work.

In the second section of the dissertation, we analysed the exponential
and Rosenthal’s inequalities for acceptable and widely acceptable random
variables. We showed, that an appropriate form of the

Ee
∑n

i=1 λXi ≤
n∏
i=1

EeλXi

inequality implies an exponential inequality and the exponential inequality
implies a Rosenthal’s inequality, moreover the exponential inequality comp-
lete convergence. This form is the following

Ee
∑n

i=1 ληi ≤ g(n)
n∏
i=1

Eeληi , (6.1)

where 0 < g(n) <∞.
If the above condition is satisfied for all λ ∈ R and for all n, then

the η1, η2, . . . sequence is called widely acceptable. Let X(d) denote the
truncated of the X random variable: X(d) = min{X, d}. Applying these, we
get Theorem 2.1, which is the following:

Let X1, X2, . . . , Xn be a sequence of zero mean r.v.’s, d > 0. Let
Sn = ∑n

i=1Xi be the sum and Bn = ∑n
i=1 EX2

i be the sum of variances.
Assume that (6.1) is satisfied for ηi = X

(d)
i , i = 1, 2, . . . , n and 0 < λ ≤ λ0.

Then for any x with 0 < x ≤ (Bnedλ0 −Bn)/d, we have

P (Sn > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

Xi > d

)
+ g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.

If (6.1) is satisfied both for ηi = X
(d)
i i = 1, 2, . . . , n, and ηi = (−Xi)(d),

i = 1, 2, . . . , n and 0 < λ ≤ λ0, then for any x with 0 < x ≤ (Bnedλ0−Bn)/d
we have

P (|Sn| > x) ≤ P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+ 2g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
.

The two inequalities above are called exponential inequalities.
Next, we continue with the Hoeffding-inequality, which originally was

published by Wassily Hoeffding in 1963, for the case of independent random
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variables. Later more results were published for dependent sequences. The
upcoming Theorem 2.2 presents a Hoeffding-type inequality for acceptable
random variables.

Let X1, X2, . . . , Xn be a sequence of r.v.’s. Let Sn = ∑n
i=1Xi be the

sum. Let the random variables be bounded, i.e. ai ≤ Xi ≤ bi for
i = 1, 2, . . . , n, where ai and bi are real numbers. Assume that (6.1) is sa-
tisfied with ηi = Xi, i = 1, 2, . . . , n and 0 < λ ≤ λ0. Then for any ε with
0 < ε ≤ λ0

4
∑n
i=1(bi − ai)2, we have

P (Sn − ESn ≥ ε) ≤ g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
.

Assume that (6.1) is satisfied for ηi = Xi, i = 1, 2, . . . , n and |λ| ≤ λ0. Then
for any ε with 0 < ε ≤ λ0

4
∑n
i=1(bi − ai)2, we have

P (|Sn − ESn| ≥ ε) ≤ 2g(n) exp
(
− 2ε2∑n

i=1(bi − ai)2

)
.

In the upcoming theorem, we show, that a general exponential inequality
implies an appropriate Rosenthal inequality. Theorem 2.4 is the following:

Let X1, X2, . . . , Xn be a sequence of zero mean r.v.’s, let Sn = ∑n
i=1Xi

be their sum and Bn be a sequence of positive numbers. Assume that

P (|Sn| > x) ≤ l(n)P
(

max
1≤i≤n

|Xi| > d

)
+ h(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
is satisfied for any x > 0 and d > 0 where l(n) and h(n) are some real
numbers. Then, for p > 0 we have

E|Sn|p ≤ C1l(n)E max
1≤i≤n

|Xi|p + C2h(n)Bp/2
n ,

where C1 = pp, C2 = 1
2p

1+p/2epB
(p

2 ,
p
2
)
are absolute constants with B(u, v)

being the beta function.
The next result shows, that a general exponential inequality implies a

Baum–Katz-type theorem, for this we shall need the complete convergence,
which is the following: we say, that Yn → 0 completely, if ∀ε > 0

∞∑
n=1

P (|Yn| > ε) <∞.

Let X̃(t) denote the truncated and centered X. Applying this, we got The-
orem 2.6:
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Let X1, X2, . . . be a sequence of r.v.’s, let Sn = ∑n
i=1Xi be their par-

tial sum. Let 0 < p < 2 and let α be a positive number. Assume that the
exponential inequality is satisfied for the truncated and centered r.v.’s, that
is

P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(
X̃

(t)
i − EX̃(t)

i

)∣∣∣∣∣ > x

)
≤

≤ P
(

max
1≤i≤n

∣∣∣X̃(t)
i − EX̃(t)

i

∣∣∣ > d

)
+ g(n) exp

(
x

d
− x

d
ln
(

1 + xd

Bn

))
for all t > 0, x > 0, d > 0 and n = 1, 2, . . . , where
Bn = ∑n

i=1 E
(
X̃

(t)
i − EX̃(t)

i

)2
. Assume that g(.) is regularly varying with

exponent r, where 0 < r < α(2− p). Assume that X1, X2, . . . is weakly me-
an dominated by the r.v. X for which E|X|pg(|X|1/α) < ∞. If 0 < p < 1,
then assume αp > 1. If 1 ≤ p < 2, then assume αp ≥ 1 and EXi = 0 for all
i. Then we have

∞∑
n=1

nαp−2P (|Sn| > εnα) <∞.

In the third section we studied the von Bahr–Esseen inequality. In the
next theorem we showed, that if the von Bahr–Esseen moment inequality
holds for q for the truncated and centered random variables, then it holds
for the random variables themselves for any p, 1 < p < q. In the theorem we
used the following truncation for a given X random variable and t positive
number

(−t)X(t) = −tI {X < −t}+XI {|X| ≤ t}+ tI {X > t} .

Theorem 3.1 is the following:
Let 1 < p < q. Let Xn, n = 1, 2, . . . be a sequence of random variables

with E|Xn|p <∞, EXn = 0 for all n = 1, 2, . . . . Assume that for any x > 0

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
(−x)X

(x)
k − E(−x)X

(x)
k

)∣∣∣∣∣
q

≤ gq(n)
n∑
k=1

E
∣∣∣(−x)X

(x)
k − E(−x)X

(x)
k

∣∣∣q .
Then

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp,q(n)
n∑
k=1

E|Xk|p,

where fp,q(n) depends only on gq(n), p and q (a possible choice is
fp,q(n) = 5 + 2cqgq(n)2q

(
q
q−p

)2
, where cq = 2q−1).
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Now we assume, that if an acceptability condition holds for the truncated
random variables, then we get an exponential inequality (3.1 Proposition),
from which follows a Rosenthal inequality (3.2 Proposition) and a von Bahr–
Esseen moment inequality, which is stated in Theorem 3.2:

Let 1 < p ≤ 2. Let Xn, n = 1, 2, . . . be a sequence of random variables
with E|Xn|p < ∞, EXn = 0 for all n = 1, 2, . . . . Assume that (6.1) is
satisfied for any λ ∈ R and for ηi =(ai) X

(bi)
i for any ai < bi, i = 1, 2, . . . , n.

Then

E
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

≤ fp(n)
n∑
k=1

E|Xk|p,

where fp(n) depends only on g(n) and p.
The next Theorem 3.6 is a weak law of large numbers, where we proved

Lp convergence.
Let 1 < p < 2. Let the sequence Xn, n = 1, 2, . . . be weakly mean do-

minated by the r.v. X with E|X|p < ∞. Assume that EXn = 0 for all
n = 1, 2, . . . . Assume that (6.1) is satisfied with g(n) = C for any λ ∈ R
and for ηi = (ai)X

(bi)
i with any ai < bi, i = 1, 2, . . . . Then

lim
n→∞

E
∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

= 0.

Moreover,

lim
n→∞

1
n1/p

n∑
k=1

Xk = 0

in probability.
The upcoming Theorem 3.7 shows, that if the acceptability condition

(6.1) holds in the case of g(n) = C for the truncated random variables, then
we get complete moment convergence.

Let 0 < p < 2, 1 ≤ r < 2, and 0 < α < 2. Let the sequence Xn,
n = 1, 2, . . . be weakly mean dominated by the r.v. X. Assume that EXn = 0
for all n = 1, 2, . . . . Assume that (6.1) is satisfied with g(n) = C for any
λ ∈ R and for ηi =(ai) X

(bi)
i with any ai < bi, i = 1, 2, . . . . (i) If r < α, then

assume E|X|α < ∞. (ii) If r = α, then assume E|X|r log(1 + |X|) < ∞.
(iii) If r > α, then assume E|X|r <∞. Then

∞∑
n=1

nα/p−2E
{∣∣∣∣∣ 1
n1/p

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣− ε
}r

+

<∞

for any ε > 0.
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In the fourth section we studied the topic of perturbed matrices. As a re-
sult, we can say, that when the noise matrices with entries having zero mean
values, then the theoretical results showed, that the structural eigenvalues
are „large” and the non-structural eigenvalues are „small”, our numerical
results let us see the behaviour of the sequences of the eigenvalues.

In the next Theorem 4.1 the Bn blown-up matrices and theWn are both
complex hermitian matrices (in special case real symmetric matrices). The
Wn noise matrix is a Wigner matrix, which has a finite fourth moment.

Let Bn, n = 1, 2, . . . , be a sequence of complex Hermitian matrices.
Let the Wigner matrices Wn, n = 1, 2, . . . , be complex Hermitian random
matrices satisfying the following assumptions. Let the diagonal elements wii
of Wn be i.i.d. real, let the above diagonal elements be i.i.d. complex random
variables and let all of these be independent. Let wij = w̄ji for all i, j.
Assume that Ew2

11 < ∞, Ew12 = 0, E|w12 − Ew12|2 = σ2 is finite and
positive, E|w12|4 <∞. Then

lim sup
n→∞

|λi(Bn +Wn)− λi(Bn)|√
n

≤ 2σ

for all i almost surely.
Next we used sample covariance matrices as noise matrices. Let xjl,

j, l = 1, 2, . . . be an infinite array of independent and identically distribu-
ted complex valued random variables with mean 0 and variance σ2. Let
X = (xjl)n, m

j=1, l=1 be the left upper block of size n × m. Sn = 1
mXX

∗ is
called the sample covariance matrix, where X∗ is the transpose matrix of
X and Bn the blown-up matrix. The theorem is the following:

Let Bn, n = 1, 2, . . . , be a sequence of complex Hermitian matrices. Let
Sn, n = 1, 2, . . . , be complex valued sample covariance matrices satisfying
the above conditions. Moreover, assume that the entries of X have finite
fourth moments. Assume that limn→∞ n/m = y ∈ (0,∞). Then

lim sup
n→∞

λi(Bn +
√
mSn)− λi(Bn)√
m

≤ σ2(1 +√y)2

for all i almost surely.
Then we considered perturbation with matrices having independent and

identically distributed complex entries. Let xjk, j, k = 1, 2, . . . , be an infinite
array of independent and identically distributed complex valued random
variables with mean 0 and variance σ2. Let X = (xjk)m, n

j=1, k=1 be the left
upper block of size m× n. The connecting Theorem 4.4 is the following:

For each m and n let B = Bmn be a complex matrix of size m× n and
let X = Xmn be the above complex valued random matrix of size m×n with
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independent and identically distributed entries. Moreover, assume that the
entries of X have finite fourth moments. Assume that m,n → ∞ so that
K1 ≤ m

n ≤ K2, where 0 < K1 ≤ K2 < ∞ are fixed constants. Denote by si
and zi the singular values of B and B+X, respectively, s1 ≥ · · · ≥ smin{m,n},
z1 ≥ · · · ≥ zmin{m,n}. Then for all i

|si − zi| = O(
√
n)

as m,n→∞ almost surely.
Finally come the numerical examples which support the theoretical re-

sults. Let |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . be the absolute values of the eigenvalues of the
perturbed blown-up matrix in descending order. Then the structural eigen-
values |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λl| are „large” and they rapidly decrease. The
other eigenvalues |λl+1| ≥ |λl+2| ≥ . . . are relatively small and they decre-
ase very slowly. So it is easy to find the structural eigenvalues. To obtain
the structural eigenvalues we suggest the following numerical (graphical)
procedure:

• Calculate some eigenvalues of An starting with the largest ones in
absolute value.

• We are repeating the previous step, until the last 5-10 eigenvalues are
close to zero and they are almost the same in absolute value.

• Then we obtain the increasing sequence |λt| ≤ |λt−1| ≤ · · · ≤ |λ1|.
Plot their values in the above order, then find the first abrupt change.

If, say,

0 ≈ |λt| ≈ |λt−1| ≈ · · · ≈ |λl+1| � |λl| < · · · < |λ1|,

that is the abrupt change is at l, then λl, λl−1, . . . , λ1 can be considered
as the structural eigenvalues. The typical abrupt change after the non-
structural eigenvalues can be seen on the following figure.
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non-structural eigenvalues structural eigenvalues

first abrupt
change

20. Ábra. The abrupt change after the non-structural eigenvalues

Similar method is valid for the singular values, too. Our results are stable
in the sense that variances are small and the behaviour of the eigenvalues
is the same in wide range of conditions.
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7. Jelmagyarázat

END Extended Negatively Dependent Kiterjesztett Negatív Függő
NOD Negatively Orthant Dependent Negatív Ortáns Függő
WMD Weakly Mean Dominated Átlagosan Gyengén Dominált
WOD Widely orthant dependent Tágabb értelemben Ortáns Függő

9. Táblázat. Rövidítések táblázata

I indikátor függvény
E várható érték
D szórás
λl(A) az A mátrix l-edik legnagyobb sajátértéke.
z̄ a z szám komplex konjugáltja

10. Táblázat. Jelölések táblázata
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8. Appendix
8.1. Tétel. Legyen r > 0, és tegyük fel, hogy X egy nemnegatív valószínűségi
változó. Akkor

(i) EX =
∫∞

0 (1− F (x))dx =
∫∞

0 P(X > x)dx, ahol mindkét tag egyszerre
konvergens, vagy egyszerre divergens;

(ii) EXr = r
∫∞

0 xr−1(1− F (x))dx = r
∫∞

0 xr−1P(X > x)dx, ahol mindkét
tag egyszerre konvergens, vagy egyszerre divergens;

(iii) EX <∞ ⇐⇒
∑∞
n=1 P(X ≥ n) <∞.

Pontosabban
∞∑
n=1

P(X ≥ n) ≤ EX ≤ 1 +
∞∑
n=1

P(X ≥ n)

(iv) EXr <∞ ⇐⇒
∑∞
n=1 n

r−1P(X ≥ n) <∞.
Pontosabban

∞∑
n=1

nr−1P(X ≥ n) ≤ EXr ≤ 1 +
∞∑
n=1

nr−1P(X ≥ n)

8.2. Tétel (Weyl perturbációs tétel). Legyenek A,B ∈ Rd×d szimmetrikus
mátrixok, akkor minden j = 1, . . . , d esetén

max
j∈|d|
|λj(B)− λj(A)| ≤ ‖B −A‖2

Ahol ‖C‖2 a C mátrix legnagyobb szinguláris értéke.

8.3. Tétel (Courant–Fischer–Weyl min-max elv). Legyen A n×n-es Hermite-
féle mátrix, ennek sajátértékei legyenek λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, és U az alteret
jelöli. Ekkor k = 1, . . . , n-re

λk = min
U

{
max
x

{
x∗Ax

x∗x
: x ∈ U, x 6= 0

}
: dim(U) = k

}
és

λk = max
U

{
min
x

{
x∗Ax

x∗x
: x ∈ U, x 6= 0

}
: dim(U) = n− k + 1

}
.

A következő tételben a W komplex Wigner mátrixra, azaz a konjugáltja
egyelő a transzponáltjával.
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8.4. Tétel (Bai (1999), 2.12 Tétel). Tegyük fel, hogy a W Wigner mátrix
főátlóbeli elemei független, azonos eloszlású valós valószínűségi változók, a
főátló feletti elemek független azonos eloszlású komplex valószínűségi válto-
zók, továbbá ezek mind független változók. Akkor n−

1
2W legnagyobb sajátér-

téke 1 valószínűséggel akkor és csak akkor tart 2σ > 0-hoz, ha a következő
négy feltétel teljesül:

1. E((w+
11)2) <∞,

2. E(w12) valós és E(w12) ≤ 0,

3. E(|w12 − E(w12)|2) = σ2,

4. E(|w12|4) <∞,

ahol x+ = max(x, 0).

A következők bevezetésére a soron következő tétel kimondásához van
szükség. Legyenek az aij , 1 ≤ i ≤ j ≤ n, független (de nem feltétlenül
azonos eloszlású) valószínűségi változók a következő tulajdonságúak:

• |aij | ≤ K, minden 1 ≤ i ≤ j ≤ n esetén;

• E(aij) = 0, minden 1 ≤ i ≤ j ≤ n esetén;

• Var(aij) = σ2, minden 1 ≤ i ≤ j ≤ n esetén;

Legyen aji = aij azaz A = (aij)ni,j=1 egy szimmetrikus mátrix, illetve λ(A)
az A spektrál normája.

8.5. Tétel (Vu (2007), 1.3 Tétel). A fent definiált A véletlen mátrixra lé-
tezek egy olyan c = c(σ,K) pozitív konstans, hogy

λ(A) ≤ 2σ
√
n+ cn1/4 lnn

majdnem biztosan teljesül.

A következő tétel kimondásához a szükséges a következő: tegyük fel, hogy
{xjk, k = 1, 2, . . . } egy kétdimenziós tömb, elemei független azonos eloszlású
komplex valószínűségi változók nulla várhatóértékkel és σ2-tel. Jelölje xk =
(x1k, . . . , xpk)′ és X = (x1, . . . , xn). Legyen S a minta kovariancia mátrix,
S = 1

n

∑n
k=1 xkx

∗
k = 1

nXX
∗.
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8.6. Tétel (Bai (1999), 2.16 Tétel). Tegyük fel, hogy p/n → y ∈ (0,∞),
továbbá X elemeinek létezik véges negyedik momentuma. Ekkor

lim
n→∞

λmin(S) = σ2(1−√y)2

majdnem biztosan, továbbá

lim
n→∞

λmax(S) = σ2(1 +√y)2

majdnem biztosan.

8.1. Definíció (C1 feltétel. Lásd [O’Rourke, Renfrew (2014)]). Legyen (ξ1, ξ2)
egy véletlen vektor R2-ben, ahol ξ1 és ξ2 nulla várhatóértékű és egység szó-
rásnégyzetű. Legyen ρ := E [ξ1ξ2]. Legyen {yij}i,j≥1 egy végtelen valós elemű
kétindexes tömb. Minden N ≥ 1-re definiálunk egy N ×N véletlen mátrixot
YN = (yij)Ni,j=1. Azt mondjuk, hogy az {YN}N≥1 véletlen mátrixok soroza-
ta teljesíti a C1 feltételt (ξ1, ξ2) atom változókkal, ha a következő feltételek
teljesülnek:

• {yii : 1 ≤ i}∪{(yij , yji) : 1 ≤ i < j} – független véletlen elemek összes-
sége,

• {(yij , yji) : 1 ≤ i < j} – a (ξ1, ξ2) független azonos eloszlású másolata-
inak egy összessége,

• {yii : 1 ≤ i} – független azonos eloszlású, nulla várható értékű és véges
szórásnégyzetű valószínűségi változók egy összessége.

8.2. Definíció (C0 feltétel. Lásd [O’Rourke, Renfrew (2014)]). Legyen (ξ1, ξ2)
egy véletlen vektor R2-ben, ahol ξ1 és ξ2 nulla várhatóértékű és egység szó-
rásnégyzetű. Legyen ρ := E [ξ1ξ2]. Minden N ≥ 1-re legyen YN a fenti N×N
véletlen mátrix. Azt mondjuk, hogy az {YN}N≥1 véletlen mátrixok soroza-
ta teljesíti a C0 feltételt (ξ1, ξ2) atom változókkal, ha a következő feltételek
teljesülnek:

• Az {YN}N≥1 teljesíti a C1 feltételt (ξ1, ξ2) atom változókkal,

• Továbbá
M4 := max

{
E|ξ1|4,E|ξ2|4

}
<∞.

8.1. Lemma (O’Rourke, Renfrew 3.3 Lemma. Lásd [O’Rourke, Renfrew
(2014)]). Legyen {Y }N≥1 véletlen mátrixok egy sorozata, mely teljesíti a C0
feltételt a (ξ1, ξ2) atom változókkal. Akkor majdnem biztosan

lim sup
N→∞

∥∥∥∥ 1√
N
YN

∥∥∥∥ ≤ 4.
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