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1. fejezet

Bevezetés

A kodot tekinthetjiik a kodszavakat tartalmazéd formalis nyelvnek,
s véges jellege miatt ez a nyelv harmas tipusd nyelvtannal leirhato,
igy megadhaté példaul véges automataval. A célom az volt, hogy
egy adott rendszerbeli problémat egy mésik rendszerben oldjak meg,
nevezetesen kodelméleti problémékat véges automataval, kapcsolati
matrixszal, reguléris kifejezéssel modellezzek.

Egy ilyen probléma a kod felbonthatdosiga, azaz egy adott
kod esetén annak eldontése, hogy van-e két kiilénb6z6 sorozata
a kodszavaknak, mely ugyanazon iizenetet hordozza.  Terveim
kozott szerepelt a kodolas altalanositasa (melyet kvazikodoknak
nevezek a dolgozatban), valamint az &ltalanositott kodok
felbonthatosdgénak  vizsgalata a  fentebb emlitett eszkozok
valamelyikével. Melléktermékként cél volt a létrejové algoritmus
hagyomanyos kodok esetén valo alkalmazasa is.

A 2. fejezetben bemutatom az értekezés témajanak legfontosabb
fogalmait és tételeit, a szakirodalmi el6zményeket. A tovabbi
fejezetekben sajat eredményeimet targyalom. A 3.1. fejezetben
leirok egy sajat —automataelméleti alapd felbonthatosagot eldonté—
algoritmust, majd megmutatom, hogy algoritmus ekvivalens a
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Sardinas—Patterson algoritmussal. A 3.2. fejezetben a felbonthatosag
egy Uj értelmezését targyalom. Bevezetem a kvazikod és a kvazikodot
elfogadod véges automata fogalmat. Ezutan megadok néhany
kritériumot a kvazikodok felbonthatésdgara, majd belatom, hogy
a Sardinas—Patterson algoritmus kvazikddokra nem alkalmazhato.
Megmutatom, hogy a felbonthatosiag problémaja kvazikoédokra
eldonthet6 véges halmazok esetén, majd megadom a kvéazikodok
nemfelbonthatosdganak egy sziikséges feltételét, s végiil a kvazikodok
egy lehetséges kriptografiai alkalmazasat ismertetem.



2. fejezet

Szakirodalmi el6zmények

A kodelmélet az informécidelmélet egyik legfontosabb
alkalmazasi teriilete. Kialakulasanak id&pontjat ezért elsGsorban
az informacidelmélethez szokas kotni, ami az 1940-es években
Shannon munkassagaval vette kezdetét. Az els6 cikk ebben a
témakorben az ,A mathematical theory of communication” [Sha48]
volt 1948-ban, melyet egy évvel kés6bb kovetett a szakteriilet alap
szakirodalmanak szamitéo konyv, a ,;The mathematical theory of
communication” [SW49], amit Shannon egyik kollégajaval, Weaver-rel
kozosen irt. Ez a konyv magyarul is megjelent [SW86]. A konyv az
eredeti cikkt6l lényegében csupan annyiban tér el, hogy Weaver irt
egy bevezet6t hozza, valamint megvaltoztattik a cimét.

Az informacidelmélettel — egyiitt  megsziiletett — kddelmélet
alapvetGen harom teriilettel foglalkozik:

e Egyértelmii dekodolhatosag
e Optimalizalas, vagy mas néven adattdmorités
e Hibafelismerés és hibajavitas
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4 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

Jelen értekezés a kodok felbonthatosagaval foglalkozik, mely a felsorolt
teriiletek koziil mindegyikkel 6sszefiiggésben van, ugyanis ha egy kod
nem bonthato fel, akkor nem lehet dekoédolni az altala hordozott
lizenetet, s emiatt hasznalhatatlan. Lathato, hogy a felbonthatosag
kérdése alapvets a kodelmélet teriiletén, gyakran nevezik a felbonthato
kodokat egyértelmtien megfejthets (uniquely decipherable), vagy
roviden UD koédoknak.

A kodelmélet fejlédése soran az azonos hosszusagu kodszavakbol
allo kodokat elsGsorban a hibajavitassal kapcsolatban vizsgaltak (Isd.
[MST77]), a valtozo hossziisagi kodok elmélete az adattomoritésekhez,
kod optimalizalasokhoz kotédik. A késGbbiekben latni fogjuk, hogy
a konstans hosszisagi kodok nem esnek az érdeklédésikoriinkbe,
ugyanis minden konstans hosszisagu kodszavakbol allo kod prefix, s
emiatt mindig felbonthato.

A valtoz6 hosszusagt kodokkal mélyebben elGszor Schitzenberger
[Schb5], valamint Gilbert és Moore |GM59], majd késGbb Shyr [Shy01]
foglalkozott. Schitzenberger vizsgalatai nyoman keriilt kapcsolatba
a kodelmélet a nemkommutativ algebra elméletével, melynek korai
eredményeit Nivat [Niv66| foglalta Gssze.

A valtozd hosszusagi kodok és az automatdk kapcsolatdnak
alapos Osszefoglalojat talalhatjuk Berstel és Perrin |[BP85| konyvében,
melynek folyamatosan frissitett verzioja szabadon elérheté a
vilaghalon [BPR09].

A felbonthatosagra problémajara elGszor Sardinas és Patterson
[SP53] adott megoldast, ez altalaban  Sardinas—Patterson
algoritmusként ismert. A felbonthatosag kérdésével ezek utan
tobben is foglalkoztak, pl. Markov [Mar62|, Bandyopadhyay [Ban63|,
Levenshtein [Lev64|, Riley [Ril67], de Luca |[dL76]. A felbonthatoségot
eldontd algoritmusok optimalizélasaval kapcsolatban Spehner [SpeT6|,
Rodeh |Rod82|, Apostolico és Giancarlo |[AG84|, McCloskey [McC96]
végzett kutatidsokat. A felbonthatésagot eldéntd algoritmus pontos
bonyolultsaga jelenleg még nem ismert, de a kérdéssel kapcsolatban
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2.1. A KODOKKAL KAPCSOLATOS ALAPFOGALMAK 5)

Hoffmann |Hof84], Galil [Gal85] és McCloskey [McC96] valamint
Kinig [Kon94| értékes eredményeket értek el. Dolgozatomban nem
vizsgélom az altalam kifejlesztett algoritmusok bonyolultsagait.

Az automatakat alkalmazé algoritmusokra fogok részletesebben
kitérni, mivel a dolgozat keretei nem teszik lehetévé a
felbonthatosdggal kapcsolatos szakirodalmi eredmények teljes
ismertetését. A kodok egyértelmi megfejthetGsége az
automataelméletben is jelenlévs regularis kifejezések tobbértelmiiségi
probléméjanak specidlis esete, melyre vannak eldénté algoritmusok,
amik megtalalhatoak példaul FEilenberg |Eil74|, vagy Aho és tarsai
|[AHU75| munkaiban. A kodok és a regularis kifejezések kapcsolatara
Brzozowsky |Brz67] mutatott ra.

2.1. A kédokkal kapcsolatos alapfogalmak

1. Definicié. Az A dbécé egy véges nem iires halmaz, elemei betiik,
vagy mas néven szimboélumok.

2. Definicié. Az A abécé feletti w sz0 az A abécé véges szami
elemeibdl képzett szimbolumsorozat.

w = (ay,as,...,a,), a; € A.

3. Definicio. Az A dbécé feletti teljes nyelv az A feletti Gsszes szbd
altal alkotott halmaz, jelolése A*.

Az A feletti nemiires szavak halmazanak jelolése AT. A* -on értelmez-
ve van a konkatenécio (Osszeflizés) asszociativ miivelete, mellyel két
szimbolumsorozatot egyesithetiink

(@1, as, . .. ,an)(bl, bg, PN ,bm) = (al, ag, ..., 0y, b1> bQ, ceey bm)
Az asszociativitds miatt hasznalhato a

w = a1as...0ay
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alak a w = (aq,aq,...,a,) forma helyett, ahol minden egyes a; € A
szimbolumot megfeleltetiink az (a;) jelsorozatnak.

4. Definicié. Az iires jelsorozatot dires szonak nevezzik és A-val je-
16]jiik.

Az iires jelsorozatrél konnyt belatni, hogy a konkatenécidra nézve az
egységelem szerepét tolti be.

5. Definicio. Az A feletti C' kod az A' véges részhalmaza.
Hasznalni fogom a C% = {\} és a C*' = C*71C (i > 0) jelolést.

6. Definicié. A C kod elemeit kddszavaknak, a C* elemeit pedig
tizeneteknek nevezziik.

7. Definicié. [BR05| Egy C kodot UD (uniquely decipherable)
kodnak, azaz felbonthatéonak neveziink, ha minden egyes iizenetnek
egyértelmi felbontasa van, tehat ha teljesiil az

T1Ty - Tn = Y1Y2 Y (2.1)
egyenlGség, ahol ha x1,2o,..., 2, y1,Y2,...,Ym € C, akkor n =m
6S L =Y1,-. ., Tp = Yn-

A felbonthatosagnak természetesen tobb definicioja is ismert, a ko-
vetkezG binaris kodok esetén hasznalatos, de konnyen atfogalmazhato
tetszéleges abécé feletti kodra.

8. Definicio. [DDP99] Egy K kodot felbonthatéonak neveziink,
ha tetsz6leges binaris jelsorozat legfeljebb egyféleképpen bonthato
kodszavak szorzatéra.

9. Definicié. [DDP99] Egy kodot prefixmentesnek, vagy roviden
prefixnek neveziink, ha egyetlen kodszd sem valodi kezdGszelete egy
maésiknak.
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1. Tétel. [DDP99| Barmely prefix kod felbonthato.

2.2. Az automatakkal kapcsolatos
alapfogalmak

10. Definicié. Automata alatt egy véges automatat, azaz egy A =
(Q,I,Qr, A, 0) 6tost értiink, ahol a @) egy nem iires és véges halmaz,
I C @ a kezdd allapotok halmaza, Qr C @ az elfogadé allapotok
halmaza, A egy nem iires és véges halmaz a bemend jelek halmaza és

§={(p,q,a)lp.g € Qa€ A} CQ*x A

a mozgasi szabalyok halmaza.

Amennyiben I = {i}, azaz [ egyelemii halmaz, akkor az A automatat
idonként A = (Q, i, Qr, A, §) formédban adom meg. Ha valamely p,q €
Q,a € A harmasra (p,q,a) € 6, akkor (p,q,a) helyett hasznalom a
p = q, illetve a ¢ € d(p,a) jeldlést is, és ha d(p,a) = {q}, akkor
esetenként a §(p, a) = ¢ jeloléssel élek.

(p,q,a) € § esetén a p = ¢ kifejezést az A automata egy élének
hivjuk, s azt is mondjuk, hogy az A automataban a p — ¢ szerepel.
Amennyiben valamely py,...,px € Q, ay,...,a5_1 € A esetén az A
automataban p; —> po,Pa — Py . . Pro1 SLEN pr szerepelnek, ugy azt
mondjuk, hogy 1étezik egy p, allapotbdl p, allapotba vezets ay - - - ap_1
cimkéji at. Ilyenkor hasznalom a pp € d(p1,a1---ax_1), illetve a
P1 A, p jelolést is. Ha p; € I és pp € QF, akkor azt is mondjuk,
hogy az automata felismeri az a; - - - a;_; bemend jelsorozatot.

Az A altal felismert bemend jelsorozatok halmazat az A automata
altal felismert nyelvnek, vagy réviden az A automata nyelvének hivjuk.

Két automatat ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet ismerik
fel.
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Amennyiben minden egyes p € @), a € A parra teljesiil, hogy
{(p,q,a)|(p,q,a) € §}| < 1, akkor determinisztikus automatarol
beszéliink. Ha viszont van olyan p € @, a € A par, hogy
{(p,q,a)|(p,q,a) € §}| > 1, Ggy az A automatat nemdeterminisztikus
automatanak hivjuk.

Egy A = (Q,I,Qr, A,0) automatahoz tartozo determinisztikus
automatanak nevezziik azt a B = (Q', I’, Q%, A, d") automatat, melyre

e Q={De2PweAicl:D={qeQ|qgei(i,w)}}
e ['=1€Q)
e Qp={DeQIDNQr #0}

o 0 = {(P,P,a)|P,P, € Q,a € A} C Q7 x A és tetszoleges
PreQ ésa€ Aesetén Py =J,cp 6(q,a)

2. Tétel. |[Sal73| Barmely véges automata ekvivalens a hozzatartozo
determinisztikus véges automataval.

2.3. Felbonthatésagi kritériumok

Legyen adva egy pozitiv egész szamokbol allo u(n),>; sorozat,
valamint a k£ darab szimbolumot tartalmazé A &dbécé. Az A abécé
feletti C' kodra teljesiiljon az u,, = |(C'N A™)| egyenlGség.

3. Tétel. |[McMb56| Az A dbécé feletti adott hosszisagu kodszavakkal
rendelkezd felbonthato kod akkor, és csak akkor létezik, ha

Z uk™" <1

n>1
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PELDA: A tételben w, jelli az n hosszisagu kodszavak szaméat a C'
halmazban. Legyen adva a C' = {00,012,011,02,10,110,1111,12,2}
kod. Alkalmazzuk ra a fenti képletet, ekkor mivel uy = 1, us = 4, u3z =
3,uy = 1,k = 3, kapjuk, hogy

4
D unk ™= u kT =3"44-32+3.37 437 =
n>1 n=1
—1+4.1+3.i+i—§+%+3 i—ﬁ<1
-3 9 27 81 81 81 8 8 81~
akkor a tétel szerint lehet, hogy felbonthatd, ugyanis a tétel
csupan sziikséges feltételt fogalmaz meg a felbonthatosag tekintetében.
Valoban, hiszen ha megvizsgaljuk a C' = {0,00} kodot, akkor
egyértelmt, hogy a 00 jelsorozat egyrészt elgall a masodik kodszobol,
masrészt pedig elGallithato az els6 kodszo kétszeri ismétlése altal is,
tehat nem felbonthato a kod: «;-vel jeldlve az i. kodszot, adodik, hogy
a1 = ag. A tétel alapjan kiszamolt érték kisebb lesz, mint egy:

2
du k= w2t =227 =
n=1

n>1

+

<1

A~ w

N | —
>~ =

Tehat a tétel csupan akkor alkalmazhato egy adott kod
felbonthatosaganak az eldéntésére, ha > ., u,k™" > 1. Ellenkezs
esetben csak azt tudjuk biztosan, hogy létezik felbonthaté kod,
melyben wu, darab n hosszii kédsz6 van. Egy ilyen —nem csak
felbonthaté, hanem még prefix tulajdonsiaggal is biré— kod
megalkotasat teszi lehetdvé a kovetkezd tétel bizonyitdsdban megadott
algoritmus:

4. Tétel. (Kraft)|GGV02| Ha az [y, [y, .. .1, pozitiv egész szamokra
St
i=1

9



10 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

akkor létezik olyan C' = {wy,...,w,} prefix kod, melyre |w,| =
ll,...,]wn| = ln

1. Kovetkezmény. [GGV02] A 3. és a 4. tételeket Osszevetve
levonhatjuk azt a fontos kovetkeztetést, hogy minden felbonthato
kodhoz létezik vele ekvivalens (azonos kodszohosszi) prefix kod.

2.4. A Sardinas—Patterson tétel

A Sardinas - Patterson [SP53| algoritmusnak a kovetkezs az
alapgondolata:  hatarozzuk meg az Osszes lehetségesnek t{ind
tobbszoros felbontés Osszes maradvanyat. Egy valodi t6bbszoros
felbontast abbdl a ténybdl vesz észre az algoritmus, hogy az iires szo
egy lesz a maradvanyok koziil.

Legyen X és Y két részhalmaza az AT halmaznak, valamint legyen
r e XésyeY. Jelolje XY a kovetkez6 halmazt: w egy eleme a
XY halmaznak, ha 32 € X,y € Y tgy, hogy rw = y. Amennyiben
X ={z},Y = {y}, azaz X és Y egyelemii halmazok, akkor x ™1y jeloli
azt a w szot, melyre xw = y.

Legyen a C halmaz a A" halmaz részhalmaza, és legyen

U= ClC\{\}
UQ == C_lUl U Ul_lC

U,= C'U,,uUC

A fenti jeloléseket alkalmazva igaz a kivetkezd tétel:

5. Tétel (Sardinas — Patterson). [BP85] Legyen C' C A" és legyen
(Un)n>1 definidlva a fentiek szerint. Barmely n > 1 esetén A eleme az

10



2.5. A VIRAG” AUTOMATA 11

U, halmaznak akkor, és csak akkor, ha létezik valamely k € {1,... ,n}-
re egy u € Uy sz6 és i, > 0 egészek tgy, hogy

uC'NC7#0, i+j+k=n

Ennek segitségével belathato a Sardinas-Patterson algoritmus alapjaul
szolgalo tétel:

6. Tétel. [BP85] A C' C A" halmaz felbonthaté kod akkor, és csak
akkor, ha a fentebb definialt U, halmazok koziil egyetlenegy sem
tartalmazza az iires szot.

2.5. A ,yirag” automata

Legyen X egy tetszbleges részhalmaza az AT halmaznak, ahol A
egy abécé. Definialjuk az

AD(X) = (Q7]7QF7A76)
automatat, ahol
Q={(u,v) e A" XA lw e X}, T =Ax X,Qr =X x A\
és az automata & mozgasi szabalyaira igaz, hogy (u,v) — (u/,v’) él
lesz az automataban akkor és csak akkor, ha ua = v’ és v = av’. Mas
szavakkal az Ap(X) élei a kovetkezGk lesznek:

(u,av) - (ua,v), ahol uav € X,a € A.

Masképpen tgy is mondhatjuk, hogy az Ap(X) automata a 2.1. abran
megadott formaji nem Osszefiiggé élek halmazanak az unidja, ahol
egy-egy Osszefiiggd ,¢élhalmaz” tartozik minden x = a;---a, € X
kodszohoz. Az X halmazhoz tartozo virdg automata definicio szerint

11



12 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

2.1. dbra. Az x = ay - - - a,, kddszohoz tartozd Ap(X) automata részlet

az Ap(X) automata iteraltja. Altaldban A% (X) a jeldlése, esetleg
szokas még (Ap(X))* formaban is irni. Az A} (X) automatat az
Ap(X) automatabol két lépésben nyerhetjiik. Induljunk ki az Ap(X)
automatabol, adjunk hozza egy 1j w allapotot, valamint az

a

— (a,v) éleket av € X esetén,

a

— w éleket ua € X esetén,
w

LN éleket a € X esetén.

€

~—

(u, a

S

Legyen w az egyetlen elfogado, és egyben az egyetlen kezd§ allapota
az A}, (X) automatanak. Emiatt az eredeti Ap(X) automataban 1évs
A x X kezdd allapotok a tovabbiakban nem érhetdk el, illetve az X x A
allapotok zsédkutcak lesznek, emiatt nem is jelennek meg az A, (X)
automataban. Az w allapotnak altaldban (A, A) a jelolése. Emiatt a
kovetkez6 modon definialhato az A}, (X) automata:

A*D(X) = (Pv ()")‘>7 ()‘7 /\)7Aa 6/),

ahol
P={(u,v) € A" x At|luv € X} U{(\,\)},

és a &' mozgasi szabalyok az alabbi négy tipustuak lehetnek:

(u,av) — (ua,v) ahol uav € X, (u,v) # (\, )
(AMA) 5 (a,v), aholav e X,v# A
(u,a) = (M, A), aholua € X,u# X
(AN - (A A), aholac X.

12



2.5. A VIRAG” AUTOMATA 13

Az automata elnevezését a grafikus reprezentacié indokolja, minden
x € X kodsz6 esetén egy-egy ,yvirdgszirom" alakul ki, hiszen minden
kodszo egy-egy egyszert

(A A) == (W)
utat definial az A} (X) automataban. Ha © = a € A, akkor ez a
(A A) == (A, N)
utként jelenik meg. Ha x = ay ---a, és n > 2, akkor az 0t a
(M) 2 (ay,an- - an) 25 (ar1ag, a3 - - ap) —25 - — (A, )

ut lesz.

PELDA: |[BP85] Legyen X = {aa, ba, bb, baa, bba} egy kod, hatarozzuk
meg a hozzatartoz6 virdg automatat. Ehhez elGszor az Ap(X)
automatat kell felirnunk, emiatt definidlasidhoz els6nek megadom az
automata belsg allapotainak () halmazat. A felirasban egy-egy sor az
egy-egy kodszobol szarmazo allapotokat jelenti.

Q = {(\ aa),(a,a), (aa,\),
(A, ba), (b, a), (ba, N),
(A, 0b), (b,b), (bb, N),
(A, baa), (b,aa), (ba,a), (baa, \),
(A, bba), (b, ba), (bb, a), (bba, \) }
Az Ap(X)automata I kezd6 allapotainak halmaza az
I ={(X\ aa), (N ba), (A bb), (X baa), (A, bba)}
halmaz, az elfogadé allapotok @ halmaza pedig a

Qr = {(aa, ), (ba, \), (bb, \), (baa, \), (bba, \)},

13



14 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

a a
Lo
A, aa » a,a >
’ N
b
A, ba >@ i >
b b
A, bb m >

A, bba

A, baa

® 6
XX
Yo
DO

y
N
Q
y
L
S
Y

2.2. 4bra. Az X = {aa,ba,bb,baa,bba} kodhoz tartozo Ap(X)
automata

b
A, baa >

2.3. abra. Az Aj(X) automata baa kodszohoz tartozo
,részautomataja’

14



2.5. A VIRAG” AUTOMATA 15

halmaz. Ezekkel a jelolésekkel az Ap(X) automata abraja a 2.2. dbran
lathato. Bevezetem az 1j w allapotot, ez példaul a baa kodszohoz
tartozo ,részautomata” esetében a 2.3 abran lathato.

Konnyt észrevenni, hogy az w kezdd, és egyben elfogado allapot
jellege miatt az eredeti (A, baa) kezds allapot és a (baa, \) elfogado
allapot elveszti kezdd illetve elfogado jellegét.  Mivel a (A, baa)
allapotba a tovabbiakban nem tudunk eljutni, illetve a (baa, )
allapotb6l nem tudunk tovabbmenni elfogadé &llapotba, ezeket
elhagyhatjuk. Igy kapjuk a 2.4. abran lathato, a baa kodszohoz
tartozo tgynevezett A5 (X) trim ,részautomatat”, ahol a trim jelzs
a kovetkez6t jelenti:

11. Definici6. [BP85] Egy automatat trim automaténak neveziink,
ha minden allapota elérheté a kezd6 allapotbol, és minden allapotabol
el tudunk érni valamely elfogadé &llapotba.

2.4. dbra. A baa kédszohoz tartozo trim automata részlet

Az X = {aa,ba,bb,baa,bba} kodhoz tartozd A5 (X) virdg
automata a 2.5. abran lathato.

12. Definici6. [BP85| Az A abécé feletti A = (Q,1,QF,A,0)
automatat egyértelmid automatanak nevezziik, ha barmely p,q € Q

15



16 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

2.5. abra. Az X = {aa,ba,bb,baa,bba} kodhoz tartozo A}, (X) virdg
automata

és w € A* esetén a p allapotbol a ¢ allapotba w cimkével legfeljebb
egy ut létezik.

13. Definicié. [BP85| Legyen az A = (Q, I, Qr, A, ) automata az A
abécé felett értelmezve. Az A automata négyzet automatdjin azt az

16



2.5. A VIRAG” AUTOMATA 17

SA) =(QxQ,I xI,Qr xQr,A,?d) automatat értjiik, amelyben a

(plap2) L> (qh Q2)

él pontosan akkor szerepel, ha a
a ”, a
D1 —>q1esapy —> (2
élek szerepeltek az A automataban.

7. Tétel. [BP85] Az A = (Q,I,Qr, A,0) automata akkor, és csak
akkor egyértelmd automata, ha nincs

(p.p) == (r,8) == (q,09) T #s (2.3)
formaju at az S(A) automataban.

A tétel lehetGséget ad arra, hogy egy egyértelmd automatéaval
felismerhetd X kodrol eldontsiik a felbonthatosagot. Ha a kod az
A(X) automatéaval ismerhets fel, akkor hatarozzuk meg az A*(X)
automatat. Dontsiik el, hogy az A*(X) automata egyértelmii-e, azaz
alkossuk meg az S(A*(X)) automatat, majd ebben az automataban
keressiink a 2.3 egyenletben leirt formaja utakat. Ha létezik legalabb
egy ilyen 1ut, akkor a kod nem lesz felbonthato, ellenben igen. Ezen az
elgondolason alapszik a kovetkezd tétel, tekintve azt a tényt, hogy az

cs s

automata.

8. Tétel. [BP85] Egy X kod akkor és csak akkor felbonthato, ha az
A% (X) virdg automata egyértelmi automata.

PELDA: [BP85| Jeloljiik at a konnyebb kezelhetGség miatt a 2.5. abran
lathato A5 (X) automata allapotait, az eredmény a 2.6. &bran van
megadva. Ennek készitettem el az S(A} (X)) négyzet automatajat,

17



18 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

2.6. abra. Az X = {aa, ba, bb, baa, bba} kodhoz tartozo atjelolt Aj,(X)
virdg automata

mely a 2.7. dbran van megadva. Csak a (0, 0) kezd6 allapotbol elérhetd
allapotok keriiltek megrajzolasra. Mivel nincsenek benne a (2.3.)
egyenletben megadott formaja utak, az X = {aa, ba, bb, baa, bba} kod
felbonthat6. A 2.7. abrat én készitettem el, [BP85|-ben nem szerepel.

18



2.5. A VIRAG” AUTOMATA 19

2.7. 4dbra. Az X = {aa,ba,bb,baa,bba} kodhoz tartozo atjeldlt
S(A5 (X)) virag automata

19



20 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

2.6. Automatak Osszefiizott szorzata

Az automatdknak egy olyan szorzatat fogjuk definialni, amelynek
segitségével eldonthetd lesz egy kodrol, hogy felbonthato-e. Az oGtlet
az, hogy készitsiik el a kodot elfogadd automaténak az dnmagaval
val6 Descartes szorzatat tugy, hogy amikor az automata elfogado
allapotba keriil, akkor egyittal vigylik at kezdd allapotba is. Ez
nemdeterminisztikus dton tehet§ meg. Az automata ily modon
elkészitett, tgynevezett Osszeflizott szorzat automatija akkor keriil
elfogado allapotba, ha minden komponense ugyanakkor éri el az
elfogado allapotot.

14. Definici6. Egy automatit normalizéltnak neveziink, ha

1. A kezdd allapot nem fordul el egyetlen mozgési szabaly jobb
oldaldn sem, igy egy nem iires jelsorozat olvasisa utan az
automata a kezdé allapottol kiilonbo6zé allapotban lesz mindig.

2. Az automaténak egyetlen elfogadé allapota van és ez az elfogado
allapot nem szerepel egyetlen szabély baloldalan sem.

15. Definicid. Sikeres ttnak nevezziik a kezdd allapotbol valamely
elfogadd allapotba vezetd utat. Az 0t soran érintett jelsorozat az 1t
cimkéje.

Ismert, hogy barmely regularis nyelvhez megadhaté vele ekvivalens

minimalautomata. A minimélautomata determinisztikus, igy
egyértelmi is. Ebbé6l létrehozva a normalizalt automatat a

determinisztikussag eltiinhet, de az egyértelmtiség megmarad.

16. Definici6. [Kon94| Legyen az (A;)ier az A; = (Qi,q(()i),{ti},&)
normalizalt automaték egy halmaza az A 4bécé felett értelmezve.
A jelolésben a (Q; a belsG &allapotok halmaza, qéz) a kezddg allapot,

t; az elfogado allapot, valamint J;-vel jeloljik a mozgasi szabalyok

20



2.6. AUTOMATAK OSSZEFUZOTT SZORZATA 21

halmazat. Ertelmezziik ezeknek a normalizalt automataknak az
Osszeflizott szorzatat, mely az

= ([] @i (@ )ier. {ti}ier, A,0)
el

automata lesz a kovetkez6 mozgasi szabalyokkal:
A

((pi)icrs (@i)ier,a) € 0

akkor, és csak akkor igaz, ha
Viel (pi,q,a)€d; ésq =1,
vagy
AJcl:Yield: (p,ti,a)€désg :q(()i)
esViel—J: (pi,qi,a) €9; és q; # t;.

A kodok felbonthatésdganak vizsgélatahoz csak olyan Osszeftizott
szorzat automatat fogok vizsgalni, mely Osszesen két tényezGbdl
all, emiatt I = {1,2}, s ebben az esetben ha az A =

(@1, q(()l), {t1}, A, 01) automatanak vessziik az Osszefiizott szorzatét az
Ay = (Qg,q02 ,{ta}, A, 62) automatéaval, akkor az A; X Ay = (Q1 X
Qg,{(qo ,qO )} {(t1,t2)},0). A mozgasi szabalyokra teljesiil, hogy

((P1,p2); (@1, 42),0) €0

akkor és csak akkor igaz, ha kovetkez6k koziil valamelyik feltétel
teljestil:

o (p1,q1,a) € 01, (P2, q2,a) € O3 és
(g1, q2) = (t1,t2) vagy (q # t1 és q2 # ta)).

21



22 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

o (p1,q1,a) € 01,q1 #t1 és (p2,t2,a) €02, ¢ = Q(()z)-

o (p1,t1,a) € 01,1 = Q(()l) és (p2,qa,a) € 02, G2 F to.

Tehat az Osszeflizott szorzat automatdban a mozgasi szabalyok a
szokasosak, ha mindkét automatdban nem elfogadd, vagy mindkét
automataban elfogadé allapotba megyiink az a szimbolummal.
Ellenkezs esetben az elfogadé dllapot helyett a kezdd allapotot fogjuk
irni.

PELDA: [K6n94] Legyenek adottak a 2.8. és a 2.9. abran lathato
automatak.

2.9. abra. Az A, automata

Ekkor megalkotva az Osszefiizott szorzatukat, a 2.10 automatéat
kapjuk. Lathato, hogy az A3 automata normalizélt, és a konstrukcio
miatt ez igaz minden 6sszeftizott szorzat automatara.

17. Definici6. [Kon94| Egy Osszeflizott szorzat automata egy
allapotat reset allapotnak nevezziik, ha nem kezdgallapot és legalabb
egy komponense kezdgallapot.

22



2.6. AUTOMATAK OSSZEFUZOTT SZORZATA 23

2.10. abra. Az A3 = A; X A, automata

18. Definici6. |[K6n94] A két komponenstd Osszeflizott szorzat
automataban egy sikeres Gt elnevezése

e Nulla oldali, ha nem érint egyetlen reset allapotot sem.

o Jobb oldali, ha létezik legalabb egy reset allapot az Gt soréan
L . , R . ) (2 .
érintve, és az Osszes érintett reset allapot (¢, qq ) alak.

e Bal oldali, ha létezik legalabb egy reset allapot az ut soran

érintve, és az Osszes érintett reset allapot (qél), q) alakd.

e Fgy oldali, ha vagy bal, vagy jobb oldalu.

e Két oldali, ha az 1t soran van érintve legalabb egy (q(()l),q) és

legalabb egy (q, q(()z) ) alaki reset allapot.

Bal oldali reset allapotnak nevezziik a (q((]l),q) alaki allapotot, és

hasonldéan jobb oldala reset allapotnak nevezziik a (q, q(()Q)) alaku
allapotot.

Legyenek az X és Y halmazok az A" halmaz részhalmazai,
valamint az A(X) és A(Y) automatak, melyek az adott halmazt
ismerik fel. Tekintetbe véve a sikeres utakat, a kovetkezd halmazokat
definiadljuk az ¢ = 0,1, 2 esetekben:

23



24 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

19. Definici6. [K6n94] W;(X,Y) = {w|w egy i oldalu sikeres ttnak
cimkéje az A(X) K A(Y) automataban}, és W;(X) = W;(X, X)

9. Tétel. [K6n94] Egy X kod akkor és csak akkor felbonthato, ha
Wi(X) = Wy(X) =10

PELDA: Vizsgaljuk meg az X = {010,10,11,1101, } kodot a fenti
algoritmus szerint. A normalizalt A(X) automata a 2.11. &bran
van megadva. Megkonstrudltam az A(X) X A(X) automatat, az

2.11. abra. A normalizalt A(X) automata

eredmény a 2.12. abran taldlhat6. Ekkor a bal oldald reset allapotok
az AG, AC, AF allapotok lesznek, a jobb oldalua reset allapotok pedig
a CA, FA GA allapotok. Hatarozzuk meg a Wi(X) halmazt. Egy
oldali sikeres utakat keresiink, azaz vagy bal oldala, vagy jobb
oldald utakat. Ha figyelembe vessziik a 2.12. Aabrat, lathatjuk,
hogy mindegyik bal oldald reset allapotot vagy megelézi, vagy koveti
legalabb egy jobb oldali reset allapot, azaz AG-t megel6zi C A, AC-
t koveti GA, AF-t megel6zi GA, emiatt nincs bal oldala sikeres tt.
Hasonl6 okok miatt jobb oldalt sincs, ugyanis C'A-t kdveti AG, FA-
t megelézi AG, GA-t pedig koveti AF. Tehat nincs egyoldala t,
azaz Wi(X) = 0. A tovabbiakban meghatarozzuk a W5(X) halmazt,

24



2.7. A TSUJI-FELE KONSTRUKCIO 25

2.12. dbra. Az A(X) K A(X) automata

kétoldald utakat keresiink. Az A3 automatdban két ilyen Gt van:
AA = BB = CA % DF =5 AG -5 FA — GB -5 EE

AA -5 BB -5 A -5 FD -5 6A - AF -5 BG -5 EE
Ezek szerint Wh(X) = {1101010}. A 9. tétel miatt tehat a kdéd nem

lesz felbonthato, ugyanis bar Wy (X) = 0, de Wa(X) # 0.
2.7. A Tsuji-féle konstrukcio
Az A abécé feletti szavakat tartalmazo véges X halmaz esetén

kozismert, hogy van olyan algoritmus, mely alapjan eldonthets, hogy
X felbonthato kodot ad-e [BP85]. Definialjuk tobbértelmid szoként

25



26 2. FEJEZET. SZAKIRODALMI ELOZMENYEK

azokat az X* halmazba tartozé szavakat, melyeknek minimum két
felbontésa létezik, és konstrudljunk egy Ay automatéit oly modon,
hogy az Ax altal elfogadott szavak L(Ax) halmaza egyenls az X*
halmazban 1év6 Gsszes tobbértelmi sz6 halmazaval. Megmutatjuk,
hogy az A abécé feletti szavakat tartalmaz6 X halmaz felbonthato
kod akkor, és csak akkor, ha az Ax automata altal felismert L(Ax)
halmaz iires halmaz.

Az A abéceé feletti szavak X véges halmaza esetén legyen a P(X)
halmaz a kivetkezGképpen definidlva: P(X) = {p € X|p valodi kezd6-
szelete valamely X halmazbeli szonak}, azaz P(X) = {p € X|p-q¢ =
re X, p#r q#r}. Jelolje ¢; a P(X) halmaz szamossagat. Ekkor
létezik egy ¢ injektiv leképezés, mely P(X)-et a természetes szamok
halmazara képezi le gy, hogy 1 < ¢(p) < ¢ barmely p € P(X)
esetén.

Hasonloan az el6bbiekhez, legyen S(X) halmaz a kévetkezsképpen
definidlva: S(X) = {s € AT|s valodi végzGszelete valamely X
halmazbeli szonak}, azaz S(X) = {s € At|g-s =r € X, s # r}.
Ekkor létezik egy ¢ injektiv leképezés, mely S(X)-et a természetes
szamok halmazéra képezi le uigy, hogy ¢;+1 < 9(s) barmely s € S(X)
esetén.

Az A feletti Ax automatat induktiv modon konstrualjuk. Ax élei,
azaz a mozgasi szabalyai és Ax csomoépontjai, azaz belsG allapotai a
kovetkezd szabalyok altal keriilnek definialasra.

Legyen ¢y az Ay automata egyetlen kezdGallapota. A p(P(X))
halmaz minden eleme Ax egy-egy allapota lesz és minden p € P(X)
sz0 esetén

g0 — (p)

egy ut lesz az Ay automataban. Mivel minden p € P(X) sz6 valamely
r € X jelsorozatnak valodi prefix része, az u = p~ 'z sz6 szuffix része
az x jelsorozatnak, tehat u eleme az S(X) halmaznak. Ekkor a ¢(u)
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az Ax automata belsé allapota lesz és

o(p) — (u)

egy ut lesz az Ax automataban. Ha ¢(u) az Ax automata egy allapota
és v € S(X), akkor az uv konkatenaciot irhatjuk a wv = zy---x,
alakban is, ahol zy,..., 2, € X és v az z,, valodi szuffixuma. Ekkor
¥(v) az Ax automata allapota lesz és

U(u) = P(v)

egy ut lesz az Ax automataban. Mivel ¢ (P(X)) U (S(X)) és S(X)
végesek, az eljaras véges szamu lépésbdl all. Legyen @ a az Ay
automata bels§ allapotainak halmaza. Az Ay automata elfogado
allapotainak halmaza a ¥(S(X) N X*) N @ halmaz lesz.

20. Definici6. [Tsu0l| Egy w szot tobbértelminek neveziink
az X halmazra nézve, ha léteznek xy,....2p,vy1,...,y, elemei
az X halmaznak, tovabba olyan, hogy w = x1---2z, =
Vi YpbsaTyxp F Yooy, hal<i<m—1é6s1<i<n-—1

10. Tétel. [TsuO1] Legyen Ay a fentiek szerint definidlva. Egy A
abécé feletti X halmaz esetén az X halmazhoz tartozdé Ax automata
altal elfogadott L(Ax) nyelv az X* halmazban lév6 tobbértelmd
szavak halmaza.

11. Tétel. |TsuOl|Egy A abécé feletti X halmaz felbonthatéo kod
akkor, és csak akkor, ha az X halmazhoz tartoz6 Ay automata altal
elfogadott L(Ax) nyelv az iires halmaz.

PELDA: |Tsu01]  Legyen a  vizsgdlandd ~ kodunk  a
kovetkezG:{aab, aabb, aabbab, aba, baa, bbaaba}. Ekkor a P(X)
halmaz elemei azok a kdédszavak lesznek, melyek valodi prefixumai
valamely mas kodszonak. Tehat aab € P(X), mivel aab valodi
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prefixuma az aabb kodszonak (valamint az aabbab kodszonak is, de ez
nem befoly4sol6 tényezd jelenleg). Tovabbi elem még az aabb kodszo
is, mivel valodi prefixuma az aabbab kodszonak. Tehat P(X) =
{aab, aabb}. Igy legyen p(aab) = 1 és ¢(aabb) = 2. Meghatarozzuk
az Osszes valodi postfixumét a kodszavaknak, tehdt megkeressiik
az S(z) elemeit. A kodszavak fenti sorrendje alapjan kapjuk, hogy
S(X) = {ab,b,abb,bb, abbab, bbab, bab, ba, a, aa, baaba, aaba, aba}.
Nem feltétleniil szerepel a hozzajuk tartozd szamok mindegyike
az automatidban, csak azokat tiintetjiik fel, amelyek elérhetdk
a kezds &llapotbol. Az elfogadd é&llapot definicidja szerint
Qr = Y(S(X) N X*) N Q, ebb6l mar ismerjik az S(X) N X*
halmazt, melynek egyetlen eleme az aba kodszo, tehat amennyiben
szerepel az automatdban, (aba) = 15 lesz az elfogado
allapot, ugyanis a (S(X)) a kovetkez6képpen van definidlva:
P(b) = 3,9(bab) = 4,¢(ab) = 5,1 (aa) = 6,1 (baaba) = 7,1 (bbab) =
8,(a) = 9,¢(ba) = 10,¢(abb) = 11,9(bb) = 12,¢(aaba) =
13,¢(abbab) = 14,9(aba) = 15. Mivel a ¢ —= ¢(p) alakt
szabalyokkal kezdjiik az automata konstrualasat, ezért a kezdd
allapotbol két mozgasi szabdllyal léphetiink tovabb, nevezetesen

@ 8 p(aabb) = 2 és a q aaby p(aab) = 1 szabalyok altal. A
tovabbiakban a (p) — 1(u) alaki szabalyokat kell alkalmaznunk.
Ez harom mozgasi szabalyt fog eredményezni:

e p(aabb) -, ¥ (ab) miatt 2 s 5
e o(aab) LN 1 (b) miatt 1 3
bab

e o(aab) LN 1 (bab) miatt 1 — 4

Ezzel kimeritettiik a o(p) — (u) alaki szabalyok altal nytjtott
lehetdségeket, mivel a prefixumok P(X) halmazabol nem tudunk
més szuffixummal kiegésziteni egyetlen elemet sem tgy, hogy kodszot
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kapjunk. A tovabbiakban a 1(u) — 1 (v) alaki szabalyokat fogjuk
alkalmazni minden ¥ (S(X)) allapotra. A szabaly alkalmazasaval
tjabb ¥ (S(X)) allapotok keriilnek be az automataba, de nyilvan véges
lesz az eljarasunk. Tehat példaul az 5 allapotra alkalmazva a szabalyt,
kapjuk, hogy 1(ab) — 9(a), azaz 5 — 9. Tovabbi magyarazatot
mell6zve megadom az Ay automata grafikus reprezenticiojat a 2.13.
abran.

Lathato, hogy a remélt ¢(aba) = 15 allapot nem szerepel az
automataban, mivel nem érhets el a ¢o allapotbdl. Emiatt Qp =
P(S(X)NX*)NQ = 0. Igy elfogadd allapotok hianyaban az Ay
automata L(Ax) nyelve iires, tehat a 11. tétel miatt az X =
{aab, aabb, aabbab, aba, baa, bbaaba} kod felbonthato.

1. Megjegyzés. Helyre igazitottam két mozgasi szabalyt, ugyanis
a cikkben szereplé megoldasban tévesen voltak megadva. Az itt
megadott dbra az altalam elvégzett korrekcidkat tartalmazza.

Mutatok arra is egy sajat példat, amikor a kod nem lesz felbonthato.
PELDA: Legyen adva a K = {010,10,11,1101} kod. Vizsgaljuk meg
felbonthatosiag szempontjabol, azaz konstrualjuk meg az automatat.
P(K) = {11}, igy definici6 szerint ¢(11) = 1. S(X) =
{10,0,1,101,01}. Legyen ¥ (S(K)) a kovetkezGképpen adott: 1/(10) =
2,9(0) = 3,¥(1) = 4,9(101) = 5,(01) = 6. A végallapot a
Y(S(K) N K*) = {¥(10)} = {2} lehet, amennyiben megjelenik az
automataban, azaz a ¢y allapotbol elérhets. Az automata abraja
a 2.14. abran lathato. Az esélyes ¥(10) = 2 allapot szerepel az
automataban, emiatt Qr = Y(S(K) N K*)NQ = {¢(10)} = {2}.
fgy az Ax automata &ltal elfogadott jelsorozatok halmaza nem iires
halmaz, ugyanis L(Ax) = {1101010}. Tehat a nyelv nem iires, igy az
11. tétel miatt a K = {010,10,11,1101} kod nem lesz felbonthato.
Valéban, lathato, hogy a 1101010 jelsorozat elall kétféle felbontasban
a K kod kédszavainak szorzataként:11 010 10 = 1101 010
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o

2.13. abra. Az X = {aab,aabb,aabbab, aba,baa,bbaaba} kod Ax
automataja

O O OO

2.14. abra. A K = {010,10, 11,1101} ko6d Ag automataja
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3. fejezet

Eredmények

3.1. Egy, a felbonthatosagot eldonté 1j
algoritmus

3.1.1. Az algoritmus megadasa

Az én algoritmusom is automataelméleti alapokon nyugszik.
Az A Aabécé feletti C kodot elfogadé automatat a kodszavakat
elfogad6 automatak segitségével konstrualom meg. Ha a w; kodszo
1Ty ... Ty, x; € A alaki, akkor a hozzatartozo A({w;}) automata

A({w;}) = (Q(i),q,\,Q%),A,é(i)) lesz, ahol Q) az allapotok halmaza,
qr az A({w;}) kezddallapota és Qgi) az elfogado allapotot tartalmazo
egy elem halmaz. Esetiinkben Q%) = {i} és |QW| = length(w) + 1,
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mivel az A({w;}) automata mozgasi szabalyai a kovetkezsk:

5((])\,1’1) = {qwl}

5(Qm17x2) - {qxlm2}
6((]””1952"-1’”*271‘"—1) = {ql’le---xn72In71}
6(q~’01i132---$n_17xn) == {Z}

Iey A({w;}) képes felismerni a w; kodszot. A 3.1. abran a w; = 01
kodsz6 automataja lathato.

(=) ——()

3.1. abra. Az A({w,}) = A({01}) automata

Ha w; prefix része a w, jelsorozatnak, akkor az automataiknak
lesznek kozosen jelslt allapotai, pontosabban (QW \ {1})
Ezt a tulajdonsagot figyelhetjilk meg a 3.1. és a 3.2. 4&bra
osszehasonlitasanal, ahol w; = 01 és wy, = 0100 .

SOR0OSO0SO0=0
3.2. abra. Az A({w.}) = A({0100}) automata

Mivel w; prefix része a wo kddszéonak, hasznalhatjuk a kévetkezs
jelolést:

Wy = T1X2 Ty, W2 =T1T2" ' Tpdptl: " Tm

32



3.1. EGY, A FELBONTHATOSAGOT ELDONTO UJ ALGORITMUS 33

Jelolie 6 az A({w;}) automata mozgasi szabdly halmazit, s
hasonloan 6 az A({w,}) automata mozgasi szabaly halmazat. Az
A({w}) és az A({wq}) automatdk mozgasi szabalyai a kovetkezok
lesznek altalanos esetben, ha w; prefixuma a w, jelsorozatnak.

A 60 mozgasi szabaly halmaz:

{5(Q)\7371) = {Qx1}7

5<Qm17x2) = {qwlﬂﬁz}v
6(q‘31$2"-zn*27x”—1) - {qzlz2---l‘n72fl‘n71}7
6(q551132...93n_17xn) = {1}}

A 6®) mozgéasi szabaly halmaz:

{(5(Q)\,$1) - {qm}a

5(Qm17x2) = {qx1x2}7
5(Qm122...xn,27xn—1) = {q:plxg...xn,gwnfl}>
5(q$1$2---zn717xn) - {qxlz2---$nflzn}7
0(Geranem—> Tm—1) = {Quiz.tm—sem_1 )5
5(Qm112...x,m_1axm> = {2}}

Lathato, hogy
(6(1) \ {5(Qx1x2...mn,1;xn) - 1}) C (5(2),

emiatt
(5(1) U (5(2) - 5(2) U {5(Qz1x2...xn_1axn) = {1}}

Legyen
A({wla w?}) = (Q7 dx, QF7 A7 6(1’2))7
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ahol
QY = QW U Q®, QY = (1,2},
tovabba
802 =M UsD U{6(1,21) = {gu, },6(2,21) = {gu, }}-
Mivel

5(Qac1x2...xn_1yxn) = {1} 65(1)
6(Q$1$2---1’n_17xn) = {qgclzg...:cn_lxn} 65(2);

emiatt A({wy,ws}) nemdeterminisztikus véges automata, ugyanis
a szabéalyok bal oldalai azonosak. Lathato, hogy az A({wq,ws})
automata éppen a {wy, wy} nyelvet fogadja el.

Figyelembe véve a nemfelbonthatd jelsorozatokat, egyértelmdi,
hogy a lehetséges kiilonb6z6 felbontasokban 1éteznie kell legaldbb két
olyan kodszonak, hogy az egyik prefix része a masiknak. Tehat,
ha uy...u, = wy...w,, akkor létezik egy k kiiszébszam ugy, hogy
barmely i < k esetén u; = w;, de uy # wy ahol 1 < k < min{n,m}.

Egyesitsiik a fentebb bemutatott moédon a koédszavakhoz tartozo
automatakat, ekkor az A({wi,...,w,}) automatat kapjuk a C' =
{wy, ..., w,} kod esetén. Hasznélhatjuk a kodhoz tartozo automatara
az A(C') rovidebb jelolést is. Jelolje xgl) az [. kodszo elsG szimbolumat.
Tehat

A(C) - (q,QF:{1,...,%},@:Q(l)U“'UQ(n),A,(S),
ahol

§=6MuU-- U™ uU{s(1,2") = 4,05 6(1, 2 = Qs

é(n, xgl)) = q, 0, d(n, (M) = qx§”>}'

A konstrukciobol kovetkezik, hogy az A(C') automata pontosan a C*
nyelvet fogja elfogadni.
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12. Tétel. [Fal06|[Falllb] Ha az A(C) automata determinisztikus,
akkor a C' kod felbonthato.

BizoNYiTAS: Emlékezziink vissza arra, hogy mindegyik prefix kod
felbonthaté az 1. tétel miatt. Emiatt elegend§ azt megmutatni,
hogy a C kod prefix tulajdonsiggal bir, amennyiben az A(C)
automata determinisztikus. Tegyiik fel —az allitasunkkal ellentétben—
, hogy az A(C) automata determinisztikus, és a C' kod nem prefix
tulajdonsagu. Ekkor létezik a w; és a w; kodszo, és teljesiil rajuk

a w; = wja, ahol a € AT. Részletesebben kifejtve, 1éteznek az
Tiy oo Tyl -+ Ty € A szimbolumok tgy, hogy w; = 1+ Ty,
&S Wi = Ty Tjwy|  Tpwl- A konstrukcionk miatt ebbdl viszont

kovetkezik, hogy (e, .z, (s Tjw;|) = Qayap,., & QF &8 1étezik j € Qp
J J

ugy, hogy 5(‘]11---m|u,].|_17$\wj|) = jésj # R De akkor A(C)

nemdeterminisztikus. Emiatt, ha A(C) determinisztikus, akkor a C

kod prefix, ahogy allitottuk. [J

2. Megjegyzés. Léteznek nemprefix kédok, melyek felbonthatok,
peldaul a C = {01,0100} kod.  Tehat felbonthaté kodhoz
tartozhat nemdeterminisztikus automata, azaz nem fordithaté6 meg
a tétel. A C' = {01,0100} kodhoz tartozd A(C) automata grafikus
reprezentacioja a 3.3. abran lathato.

Az automata a

3(qo,1) = {1,qn}

szabaly miatt nemdeterminisztikus, de a kod felbonthato.
Természetesen a nemfelbonthaté kodokhoz tartozd automatik
nemdeterminisztikusak lesznek, ha a fenti modszerrel konstrualjuk
meg Gket.

A 12. tétel csupan elégséges kritériumot szolgaltat, a kdvetkezGkben
megadom a felbonthatosag egy sziikséges és elégséges feltételét. A
konstrukcié a 2. tételben megadott kapcsolaton alapszik.
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0

of \@
O

3.3. abra. Az A({01,0100}) automata

Ha a v jelsorozat elGéllithatd a C' kod segitségével, akkor az
A(C) automata elfogadja a v jelsorozatot, azaz A(C) elolvassa
és valamely elfogad6 allapotban all meg. Ha o tobb, mint
egyféleképpen elgallhat C'  koédszavai konkatenaciojaként, akkor
kiilonbo6z6 allapotszekvencidkat kapunk a kiilonb6z6 elolvasasok soran.
Ezeket a kiilonb6z6 utakat egyesitem a determinisztikus automata
altal.

Jelolje N(w) a w kodszo indexét a C halmazban, ekkor N (w)
elfogado allapot lesz az A(C) automataban a konstrukcié miatt.
Legyen tovabbd ui---u, = vi---vy, ahol u;,v; € C. Jeldlje k a
legkisebb olyan indexet, ahol u; # vg. Ekkor up 1« up # Vpy1 - U,
Legyen a d; és dy szamokra igaz, hogy V1 < i < d; és V1 <
j < dg esetén Uk ** - Uy 7é Uk * " Uk4j, de Uk =+ Uk+d; = Vg Vk+dy-
Ekkor d; és dy definicioja miatt ugiq, # Vgid,, mert ellenkezd

esetben wuy -« Ugtq,—1 = Uk Vktdy,—1 teljesiilne, ami ellentmond a
Ul Uktdy

feltevésiinknek. Jelolje ¢y a kezds allapotot. Igy a g
N(uprq,) Gt és a gy S, N (vpya,) kiilonbozs utak lesznek

az A(C) automataban. Megalkotva az A(C) automatidhoz tartozo
Ap(C) determinisztikus véges automatat, ez a két ut egyesitve lesz,
és egy olyan allapotba fognak vezetni, melyben szerepel N (uy.q4,) és
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a N (vgya,) allapot is.

Igy egy jelsorozat két (vagy tobb) kiilonbozs felbontasa csak
ugy lehetséges, ha a determinisztikus automata valamely allapotdban
tobb, mint egy elfogadd allapota szerepel a nemdeterminisztikus
automatanak. Jeldlje Qﬁ(c) az. A(C) automata elfogadé allapotainak
halmazat.

13. Tétel. [Fal04, Fal06, Falllb] Egy kod felbonthato akkor és
csak akkor, ha az Ap(C) automataban legfeljebb egy — az
A(C) automatahoz tartozo — elfogado allapot jelenik meg barmely
szabaly jobboldalan, azaz barmely szabalyra igaz az, hogy ha
s a4, },2) = {414, az Ap(C) automataban, akkor
nem létezik [ # k ugy, hogy ¢;, € Qlé(c) és qj, € Qﬁ(c)
teljestil.

is egyszerre

BIZONYITAS: A Dbizonyitas indirekt uton torténik. Tegyiik
fel, hogy a kod felbonthaté, és a determinisztikus automata
valamely allapotaban legalabb két elfogad6 allapota szerepel a
nemdeterminisztikus automatanak, azaz létezik 6({q;,,...,q,}, ) =
{Grs- i} 6 3 1 # k gy, hogy ¢; € Q@ s ¢, € Qp'.
Jelolje v a ¢ kezd§ allapotbol a {gj,,...,q;,.} allapotba vezets ut
soran olvasott szimbélum sorozatot, azaz ¢ — {q;,, .. .,q;, }. Ekkor a
nemdeterminisztikus automataban ¢ — q;, és q RN ¢;, két kiilonbozo
sikeres Ut lesz, azaz két kiillonboz6 felbontasa van a v jelsorozatnak,
tehat a kod nemfelbonthat6. Ellentmondasra jutottunk, emiatt igaz a
tétel egyik iranyban.

A masik irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy nincs olyan allapot
a determinisztikus automataban, melyben legalabb két kiilonbozo
allapot szerepel a nemdeterminisztikus automata elfogadé allapotai
koziil és a kod nem felbonthato. Viszont ha nem felbonthato,
akkor létezik a kodszavaknak legaldbb két olyan sorozata, hogy
Wy, Wy, =Wy, Wy, és w;, # wj, . Az automata determinisztikus,

n
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ezért ugyanazon allapotba keriiliink mindkét jelsorozat olvasésa utan
a determinisztikus automataban.  Ekkor viszont ez az allapot
tartalmazni fogja a nemdeterminisztikus automata ¢,, és a j,, elfogado
allapotait a w;, és a w;, kodszavak miatt. Ellentmondasra jutottunk,
tehat igaz a tétel. [J
PELDA: Legyen C' = {010, 1101, 10, 11}.
A kodhoz tartozo A({010, 1101, 10, 11}) automata a 3.4. &bran
lathato. Konstrudljuk meg a hozzatartozé Ap({010, 1101, 10, 11})
determinisztikus automatat. Az eredmény az 3.5. abran van megadva.
Lathato, hogy

5({37 C}’ O) = {17 3}7

tehat a kod nemfelbonthato.

3.4. abra. Az A({010, 1101, 10, 11}) automata
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3.5. abra. Az Ap({010, 1101, 10, 11}) automata
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3.1.2. Az algoritmus és a Sardinas—Patterson
algoritmus kapcsolata

Amint mar megjegyeztem, a Sardinas— Patterson féle algoritmus a
tobbszoros felbontasnal jelentkezé maradvanyok vizsgélatan alapszik.
A tobbszoros felbontasnak sziikséges feltétele, hogy kiilonboz6
kodszavakkal kezd6djenek a felbontasok, tehat a kod ne legyen
prefixmentes. Valamely kodszd tehat valodi kezddszelete valamely
masik kodszonak, emiatt lesz nemdeterminisztikus az A(C') automata.

A (2.2) egyenletek alapjan evidens, hogy az U = |J,», U; halmaz
minden maradvanyt tartalmaz. Az U; halmaz definicidja rekurziv,
de véges halmazrdél van sz6, mivel barmely t6bbszoros felbontasbol
adodé maradvany hossza nem lehet nagyobb, mint a leghosszabb
kodszo. Tekintetbe véve a Sardinas— Patterson algoritmus alapjaul
szolgélo tobbszoros felbontasokat, legyen uq - - - u,a0 = vy - - - vy, ahol
u;,vj € Céslength(uy - - - uy) # length(vy - - - v;) barmely k < n,l <m
esetén, kivéve az egyetlen a« = A\, k = n, | = m esetet. Ekkor
az « maradvany szuffix része a v,, kédszonak tugy, hogy a # v,.
Az o maradvany nem nagyobb a leghosszabb kodszonal, azaz lehet
A, vagy valamely kodszo is. A t6bbszoros felbontasokban jelentkezd
maradvanyok meghatarozdsdhoz tehat az wy---u,a = wvi---v,
jelsorozatokat kell figyelemmel kisérni az automatékban. Jel6lje x; az
automata input szimbélumait, igy vy ---u, = x 122 2p, V1 -V, =
T1Tg  Tplpi1 - Ty 68 O = Tpyy -+ T, Nyilvan gy — N (uy,) é
@ 2 N (vn,), ahol N (uy) és N (vy) elemei a Q) halmaznak.
Ekkor az A(C') nemdeterminisztikus automatédban egy o maradvany
a kovetkezdképpen jelenik meg:

e Ha o # ), akkor egyrészt qn ——2 N (u,) a gn —% N (uy,)
Ut miatt, mésrészt pedig g, SN qaq N (vy,) at
miatt, ahol ¢ & Qﬁ(c), mert « valodi szuffixuma a v,, kodszonak.
Tehat az Ap(C) automataban N (u,) és g egyiitt fog szerepelni
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valamely allapotban.

e Ha o = )\, akkor egyrészt ¢y —— N (uy) a gy —="% N (uy)
it miatt, masrészt pedig g ——2 N (Um) & @~ N (v,,)
ut miatt. Tehat az Ap(C') automataban N (u,) és N (v,,) egyiitt

fog szerepelni valamely allapotban.

A ¢ altal indukilt maradvanyokat megkapjuk, ha az A(C)
automatiaban megkeressiik azokat a jelsorozatokat, melyekkel a q
allapotbol —csak elutasito allapotokat érintve— elfogadd &llapotba
keriiliink.

2. Kovetkezmény. [Fal08a] Minden « maradvany eleme az Ap(C)
automata valamely Aallapotaban valamely N (w) &allapottal egyiitt
szerepld ¢ allapot altal indukalt maradvany halmaznak, ahol a € U,

N(w) és q eleme a QA©) halmaznak.

Legyen ¢; és co eleme a C* halmaznak, tovabbéa legyen az iménti
jelolések mellett A(u,) és ¢ eleme a QA©) halmaznak, valamint

az A(C) automataban legyen a ¢y LA g at olyan, hogy utkozben
legfeljebb csak utols6 lépésben érintiink elfogad6 allapotot. Ha az
Ap(C) automata valamely qp allapotidban a N(u,) allapot egyiitt
van a ¢ allapottal, akkor létezik ¢; = ¢y gy, hogy mivel N(u,) € qp,

CLUL U CoU1 - Um—18

ezért ¢ — qp, ¢és mivel ¢ € qp, ezért ¢ — qp.
Emiatt ciuy---u, = covy---v,_18. Legyen a a ¢ altal indukalt
valamely maradvany. Mivel ¢ € Q) legaldbb egy ilyen « biztos
letezik. Igy crug---upa = cv1- - U1 Pa, ahol fa € C. Jeldlje
a fa kodszot v, ekkor elhagyva a ¢; = ¢y jelsorozatokat kapjuk,
hogy uy -+ -u,a = vy - - - vy, amibdl kovetkezik a Sardinas — Patterson
algoritmust figyelembe véve, hogy o € U. Megjegyezziik, hogy c; és
¢y nem feltétleniil azonos modon bomlik koédszavak szorzatéra.
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3. Kovetkezmény. [Fal08a] Ha az Ap(C) automata egy gp
allapotaban valamely N (w) allapottal egyiitt szerepel egy ¢ éllapot,
akkor a ¢ altal indukalt maradvany halmaz minden « eleme benne van
az U halmazban, ahol a € U, N'(w) és q eleme a Q) halmaznak.

Jelolje R(q) az A(C) automata g allapota altal indukalt maradvéanyok
halmazat, és legyenek az U; halmazok a Sardinas-Patterson
algoritmus alapjan létrehozott halmazok. FEkkor a 2. és a 3.
kovetkezményekbdl adodik a kovetkezd allitas.

4. Kovetkezmény. [Fal07, Fal08a] U5, Ui = U
N(w) € @', ap € Q2"

PELDA: Legyen C' = {010, 1101, 10, 11}. A hozza tartozd
A(010, 1101, 10, 11) automata a 3.4. abran lathato. Kiszamolva
az R(q) halmazokat az A(C) automata allapotaira a 3.1. szamu
tablazatot kapjuk. Egy ¢ allapot altal indukalt maradvanyt dgy
hatarozunk meg, hogy kovetjiik az 6sszes olyan utat, mely soran csak
utolso lépésben érintiink elfogado allapotot. Minden elfogadé allapot a
A maradvanyt indukalja egyediil. Ha az A(C') automata ¢ allapotabol
tobb elfogado allapot érhetd el az elébb emlitett moédon, akkor a q
allapot tobb maradvanyt indukal. Erre lathatunk példat a C' allapot
esetén.

Konstrualjuk meg az Ap(010, 1101, 10, 11) automatat. Az
eredmény a 3.5. dbran van megadva. Lathatjuk, hogy

R(q), ahol

,4}Cap

{1,3} € 0({B,C},0),

igy A egy a maradvanyok koziil (ebben az esetben a kod
nemfelbonthato).

Végezetiill megadjuk az Ap(C) automata alapjan azokat az
allapotokat, melyek valamely elfogad6 allapottal kozos allapotban
jelentek meg: {A, B,D,1,3}. lIgy a lehetséges maradvanyok a
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3.1. tablazat. Az A(010, 1101, 10, 11) automata maradvanyai

kovetkezok lesznek: {10,0,01,A}. Ugyanerre az eredményre jutunk
a Sardinas — Patterson algoritmus alkalmazasaval is:

U = {01} U,={0} Us={10} U,={\},

azaz | JU; = {01,0,10, A}.

Megmutatom, hogy még szorosabb kapcsolat all fent az automata és a
Sardinas — Patterson algoritmus kozott. Az U; halmaz definicigjabol
kitinik, hogy az elemei két olyan sztringbdl szarmaznak, melyek
egyiittesen ¢ darab teljes kodszot tartalmaznak, kivéve a A\ esetben,
ahol a kodszavak szama i + 1. Az Ap(C') automataban a kodszavak
szamat az érintett elfogado allapotok szamabol kapjuk meg. Ez nem
pontosan egyenld, ugyanis tekintsiik a kévetkezd sztringeket:

Cluy - - - Up®¥ = CQU1 = * * Up,
ahol ¢; és ¢y eleme a C* halmaznak, u;,v; € C és length(uy - - - uy) #

length(vy - - - v;) barmely k < n,l < m esetén, kivéve az egyetlen o =
A, k= mn, l = m esetet. Ha elhagyjuk a sztringek c¢; = ¢y prefix
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részeit, akkor valoban megkapjuk U helyes indexét. Formalisan ez a

kovetkez6t jelenti az uy - - - u,0 = vy - - - v, tekintetében:
. n+m ha a # A
2_{n+m—1 ha a =\ (3.1)

PELDA: Ha C' = {010, 1101, 10, 11}, akkor a 3.2. tablazatot kapjuk
az Ap(C) automata segitségével. Azok az A(C) automatéban 1éve
allapotok keriilnek egy sorba, melyek egyiitt szerepelnek az Ap(C)
automata valamely allapotaban, s egyikiik elfogad6 allapot. Az
indexet a 3.1. egyenlet alapjan szamoltam ki, a maradvanyokat pedig
a 3.1. tablazatbol kapjuk meg.

Allapot | Erintett k6dszo sorozat | Index | Maradvany

1 11 010

3
A 1101 0 10
2 1101

2
B 11 01 0
4 11

1
D 11 01
1 1101 010

4
3 11 010 10 A
3 11 010 10

4
1 1101 010 A

3.2. tablazat. Az U; halmazok indexeinek meghatarozasa az
Ap ({010, 1101, 10, 11}) automataban
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Tehat
Uy ={01} Uy,={0} Us={10} Us={\},

melyek azonosak a Sardinas-Patterson algoritmus szerinti U,
halmazokkal.

Meg kell emliteni, hogy t6bb indexet is kaphatunk az
allapotparokra.

3.2. A felbonthat6sag egy 1) értelmezése

A kodolas soran az elsGdleges kozlés betiiihez rendeltiink kiilonbo6z6
jelsorozatokat, azaz betiiszerinti kodolassal foglalkoztam mélyebben,
itt vizsgaltam a felbonthatosag kérdését. Természetesen lehetne
vizsgalni ugyanezt a probléméat nem bettiszerinti kodolas esetén is,
de lathattuk, hogy a felbonthatésdg kérdése fiiggetlen a kodolas
mikéntjétsl, kizarolag a kodszavak halmazatol fiigg. Alapvetden a
kodolasnak, mint fiiggvénynek az értelmezési tartomanyat vizsgéltam,
(a AT egy véges részhalmazat), azaz az f : ¥ — AT injektiv
leképezés volt az érdekl6dés targya. Felbonthatonak neveztiink egy
ilyen kodolast, amennyiben teljesiil az

fl@y) . f(n) = f(n) - flym) = n=més f(z;) = f(y:) (xi = vi)

osszefiiggés, ahol x;,y; € X, f(x;), f(y;) € AT,

A betiiszerinti kodolés definicija és a konkatenacié tulajdonsaga
miatt a leképezés homomorf, emiatt g : ¥t — AT alakban is irhato.
Ekkor a felbonthatosig definicidja az alabbi Osszefiiggés teljesiilését
jelenti, azaz izomorfidnak kell teljesiilni a leképzésre:

gx1...xn)=9g(h .. Ym) =>n=mésVi<n:x;, =y

ahol z;,y; €3, g(x1 ... 1), 9(Y1 - - Ym) € AT
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3.2.1. Kvazik6édok

Most a felbonthatésdgot egy olyan leképezésen értelmezem, ahol
egy x € X szimb6lumhoz nem csak egy, hanem tetszéleges véges szamu

{p17"'apm} € 2A* \@

jelsorozat tartozik, azaz f(x) = {p1,...,pm}-

21. Definici6. [FalO8b, Fallla] A A feletti H kvazikod a 247 \ 0 egy
véges részhalmaza.

22. Definici6. |[Fal08b, Fallla] A H  kvazikod  elemeit
kédhalmazoknak, a H™ elemeit pedig tizeneteknek nevezziik.

23. Definicié. [Fal08b, Fallla] Egy f: ¥ — H bijektiv fiiggvényt a
> halmazhoz tartoz6 H kvazikod megadasanak nevezziink.

24. Definicié. [Fal08b, Fallla| Tetszéleges f : ¥ — H kvazikod
megaddsa esetén az f(xy---x,) = f(x1) - f(xn), T1,...,7p € 2
feltételnek eleget tevé f : Xt — HT fiiggvényt kvéazikodolasnak
nevezziik.

A felbonthatésagot a szokasos modon értelmezem, tehat az f: X+ —
H kvazikodolas felbonthato, ha az

f(@1) - f(@n) = fya) - fym)
egyenlgségbdl kovetkezik, hogy
n=més f(x;) = f(y:) (x: = ;)

25. Definici6. |[Fal08b, Fallla] Egy H kvazikodot UD (uniquely
decipherable) kvazikodnak, azaz felbonthatonak neveziink, ha minden
egyes iizenetnek egyértelmi felbontésa van, tehéat ha teljesiil az

fQy) - flan) = fyn) - f(Ym),
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egyenlgség, ahol f(xy1),..., f(zn), f(¥1),---, f(ym) € H, akkor n = m
és f(l'l) = f(y1)7 e ,f(xn) = f(yn)

3.2.2. Jelolés rendszer

A kovetkez6kben hasznalatos definiciok és jelolések megtalalhatok
a [HUT9],|BP85], és [RS97] miivekben, a fontosabbakat az alabbiakban
részletezem. A Y feletti szd a X véges nem iires halmaz elemeinek
egy véges sorozata. Ha nem lehet félre érteni, néha elhagyom a
"3 feletti" kifejezést. A X halmazt dbécének nevezziik, 3 elemeit
betiknek. A Y halmaz trividlis, ha csupan egy eleme van, kiilonben
azt mondjuk, hogy a Y halmaz nemtrividlis. Az egyetlen betiit
sem tartalmazd szot dres szonak nevezzilk és a A szimboélummal
jeloljiik. A w sz6 |w| hossza a w sz6 betdinek szama, ahol minden

betii annyiszor van megszamolva, ahanyszor szerepel. Igy |A| = 0.
Ha az uw = x;---x, és a v = xpyq---xp a X abécé feletti szavak
(X1, .., Ty Tps1,---,2¢ € X) akkor a szorzatuk, vagy mésnéven

konkatendltjuk az uv = x1 - -+ xpxpy - - - Tp S206, mely szintén X feletti.
Tovabba minden ¥ feletti u = 1 - - xy s20 esetén u\ = \u = u (=
x1 -+ x), valamint A\ = A. Nyilvan minden u, v € ¥* szora igaz, hogy
luv| = |u| + |v|. Ezek utan vilagos, hogy minden u,v,w ¥ feletti sz6
esetén u(vw) = (uv)w. Mas szavakkal az uu’ = w'w egyenlGség mindig
teljesiil, ha v/ = vw és w' = wwv. Tehat a konkatenacié asszociativ
mivelet, az egység elem szerepét pedig a A latja el. Kiterjesztjiik ezt
a szavakon értelmezett miiveletet halmazokra: Legyenek az U és a V
szavakbol allo halmazok. Ekkor a két halmaz konkatendcidja (vagy
szorzata) az UV = {wv : uw € U,v € V} halmaz. Az u sz6 faktora
(vagy rész szava) egy v széonak, ha v = viuvy igaz valamely vy és vy
szavak esetén. Ha a vy sz6 iires sz6, azt mondjuk, hogy az u sz6 a
v sz6 prefix része, és ha vy iires, akkor azt mondjuk, hogy az u sz6
suffix része a v szoénak. Mivel a konkatenacioé asszociativ miivelet,
tetszbleges Xi,..., X, C X* halmazok esetén az X = X;---X,
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halmaz egyértelmien definidlt. Azt mondjuk, hogy az X;--- X,, az X
halmaz egy lehetséges dekompozicidja. Ha az u sz6 a v sz6 rész szava
(prefix, suffix) olyan, hogy u # v akkor wvalddi rész szordl (valddi prefiz,
valddi suffiz) beszéliink. Ha a nem iires X C ¥* halmaz zart az elemei
faktoraira nézve, akkor az X halmazt faktoridl halmaznak nevezziik.
Definici6 szerint az iires halmaz nem faktoridl halmaz, és minden
faktorial halmaz tartalmazza legalabb a A iires sz6t. Hasonloan, ha
egy nem iires X C >* halmaz tartalmazza az elemeinek az Osszes
prefixumat (azaz zart a prefixumokra), azt mondjuk, hogy prefizidl
halmaz. Analég modon, ha zart a suffixumokra, azt mondjuk, hogy
suffirial halmaz. Nyilvan minden faktorial halmaz prefixial és suffixial
halmaz is egyben.
Hasznélni fogom a kovetkezé két allitdAsomat:

14. Tétel. Véges sok prefixidl (suffixidl) halmaz  minden
konkatenaltja szintén prefixial (suffixidl) halmaz.

B1zONYITAS: Nyilvan elegendd belatni két prefixial (suffixial) halmaz
konkatealtjara az allitdst. Legyen adva két X, Xy C X* nem iires
prefixial (suffixial) halmaz és legyen v € X, és v € X,. Elegendd
bizonyitani, hogy wv minden prefixuma (suffixuma) benne van az
X1 X5 halmazban. Legyen r az uv prefix (suffix) része és |u| < |r|
(lv| < |r|). Ekkor létezik egy r = ur’ (r = r’'v) dekompozicio, ahol ’
egy prefix része a v szonak (suffix része az u szonak). De X prefixial
(suffixial) halmaz. Emiatt 7' € X, (' € X;). Igy r € X, X,. Tegyiik
fel, hogy r prefix (suffix) része az wv szonak és |u] > |r| (Jv| > |r|).
Akkor r prefix része az u-nak (suffix része a v-nek) és igy r € X
(r € X3). Mivel A minden szénak prefix (suffix) része és Xy # ()
(X1 # 0), emiatt A € X, (A € X3). Igy r € X1 X, ismételten. O

3. Megjegyzés. |[AF05] Analog 4llitas igaz a faktoridl halmazokra:
Véges sok faktorial halmaz minden konkatenaltja szintén faktoriél
halmaz.
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15. Tétel. Legyen adott egy véges, nem iires X C X* halmaz.
Barmely X, Xy C ¥* nem iires suffixidl halmaz esetén ha XX, =
XXQ, akkor X1 = XQ.

BizoNyiTAs: Tegyiik fel az allitasunkkal ellentétben, hogy léteznek
az X C X* véges nem ilires halmaz, valamint az X;, Xo C »* nem
iires suffixial halmazok gy, hogy X X; = XX, és X; # X,. Ebben
az esetben az X; és az X, halmazok koziil valamelynek lenni kell egy
elemének, amely nincs benne a masikban. Mondjuk r € X5, de r ¢ X;.

Az X halmaz végessége miatt létezik egy u € X sz6, amely nem
valodi prefix része egyetlen egy X halmazbeli szonak sem. (Példaul
w ilyen tulajdonsagi, ha az egyik leghosszabb sz6 az X halmazban.)
XX; = XX, és ur € XX, miatt léteznek az u; € X, r; € X, szavak
és uiry = ur.

A kiindulasi feltételek miatt u nem valodi prefixuma u;-nek. Igy
uyry = ur miatt r suffix része az r; szénak. Emlékezziink vissza, hogy
X suffixidl halmaz. Emiatt, ellentétben a feltevésiinkkel ry € X;
miatt r € X7, mivel r suffix része ri-nek. Ezzel teljes a bizonyitas. [J

4. Megjegyzés. A fenti allitast nem terjeszthetjiik ki tetszéleges
végtelen X C ¥* halmazokra. Vegyiik példaul az X; = {z1}, Xp =
{za}, 21,22 € ¥, 11 # x5 halmazokat és legyen X C X* egy tetszileges
végtelen halmaz a kovetkez§ tulajdonsaggal:

Vre X irxy,reg € X.

Ekkor XX1 = XXQ, de X1 7é XQ.

Egy X C X* faktoridl halmazt  indekompoziciondlhationak
neveziink, ha X = AB maga utan vonja, hogy X = A vagy
X = B minden A, B C ¥* faktoridl halmaz esetén; egyébként azt
mondjuk, hogy X dekompoziciondlhato. Egy adott X C >* halmaz és
Xi,..., X, € ¥*indekompozicionalhato6 faktorial halmazok esetén azt
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mondjuk, hogy az X = X --- X, az X egy kanonikus dekompozicidja,
ha teljesiil a kdvetkez6 két eset koziil valamelyik::

e X =X;={\},n=1;

e X # {ALX, # {ALi € {l,....n}, tovabba, X #
Xy X1 X! X1+ X, barmely @ € {1,...,n} esetén és egy
faktorial halmazra igaz, hogy X & X;.

16. Tétel. [AF05] Barmely X faktorial halmaznak létezik faktorial
halmazokbol allo egyértelmd kanonikus dekompozicioja.

3.2.3. Kvazikoédok felbonthatésagi kritériumai

A kovetkezd definicibban a betiiszerinti kddoldsnal ismertetett
prefixmentes tulajdonsdggal analég tulajdonsagot adok meg a
kvazikodokra.

26. Definici6. |Fallla] Egy A halmazt A-prefixmentesnek neveziink
egy B halmazra nézve, ha 3a € A (a # \) gy, hogy Va € ¥* és
Vb € B (b# \) esetén aa # b és ba # a, azaz a € A nem kezdGszelete
egyetlen b € B-nek sem és egyetlen b € B sem kezd@szelete a-nak.

PELDA:  Legyen A = {baa,ab,b} B = {baa,bba}, ekkor A -
prefixmentes B-re nézve, mert ab € A nem kezdGszelete B egyetlen
elemének sem és B egyetlen eleme sem kezdGszelete ab-nek.

PELDA: Legyen A = {baa,ab,b} B = {baa,a,bba,aa}, ekkor A
nem A-prefixmentes B-re nézve, mert ab € A nem kezd@szelete ugyan
B egyetlen elemének sem, de a € B kezddGszelete ab € A-nak.

17. Tétel. [Fallla] A A-prefixmentesség egy halmazra nézve, mint
relaciod

o irreflexiv

e nem szimmetrikus
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e nem tranzitiv
BIzONYITAS:

o Irreflexiv: A definiciébol kivetkezik, ugyanis egy elem mindig
prefix része dnmaganak, igy egyetlen halmaz sem A-prefixmentes
onmagara nézve

o Nem szimmetrikus: Példaul az A = {ab, b} és a B = {a, bba, aa}
halmazok esetében az A halmaz nem A-prefixmentes a B
halmazra nézve (ab-nek kezddszelete a és b kezdGszelete bba-
nak), viszont a B halmaz A-prefixmentes az A halmazra nézve
(aa € B miatt). Megemlitjiik, hogy lehetnek olyan A és B
specialis halmazok, amikor az A halmaz M-prefixmentes a B
halmazra és viszont. Példaul az A = {a}, B = {b} esetben
az A halmaz \-prefixmentes a B halmazra nézve és a B halmaz
is A-prefixmentes az A halmazra nézve.

e Nem tranzitiv: Példaul az A = {a}; B = {b};C = {aa}
halmazok esetében lathato, hogy az A halmaz A-prefixmentes
a B halmazra nézve, valamint a B halmaz is A-prefixmentes a C'
halmazra nézve, viszont az A halmaz nem lesz A\-prefixmentes a
C halmazra nézve.

Megemlitjiik, hogy lehetnek olyan A, B és C' speciélis halmazok,
amikor az A halmaz A-prefixmentes a B halmazra nézve, a B
halmaz A-prefixmentes a C' halmazra nézve és teljesiil az is,
hogy az A halmaz \-prefixmentes a C' halmazra nézve. Példaul
tekintve az A = {ab,b}; B = {bba};C = {a} halmazokat,
teljesiil, hogy az A halmaz M\-prefixmentes a B halmazra nézve,
a B halmaz A-prefixmentes a C' halmazra nézve és az A halmaz
A-prefixmentes a C' halmazra nézve.
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27. Definici6. |Fallla|] Két A, B halmazt (egymasra nézve) A-prefix-
mentesnek neveziink, ha vagy A A-prefixmentes B-re nézve, vagy B
A-prefixmentes A-ra nézve. A vagy nem kizar6 vagyként értendd.

PELDA: Az alabbi halmazok egymésra nézve A\-prefixmentesek:

1. Az A = {ab} halmaz és a B = {a, aa} halmazok egyméasra nézve
A-prefixmentesek, ugyanis bar az A halmaz nem \-prefixmentes a
B halmazra nézve, de a B halmaz A-prefixmentes az A halmazra
nézve (az aa elem miatt).

2. Az A = {a,aa} halmaz és a B = {ab} halmazok egymasra nézve
A-prefixmentesek, ugyanis bar a B halmaz nem A-prefixmentes
az A halmazra nézve, de az A halmaz A-prefixmentes a B
halmazra nézve (az aa elem miatt).

3. Az A = {a} halmaz és a B = {b} halmazok egyméasra nézve
A-prefixmentesek, ugyanis az A halmaz A-prefixmentes a B
halmazra nézve, valamint a B halmaz is A-prefixmentes az A
halmazra nézve.

18. Tétel. [Fallla|] Az egymasra nézve valo \-prefixmentesség, mint
relacio

e irreflexiv

e szimmetrikus

e nem tranzitiv
B1ZONYITAS:

o Irrefleriv:  Mivel egy halmaz Onmagéira nézve nem \-
prefixmentes, a definicié miatt ugyanazon halmazok egymasra
nézve nem \-prefixmentesek.
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o Szimmetrikus: A definicibban szereplé vagy kapcsolat miatt
szimmetrikus a relacio.

e Nem tranzitiv: Példaul az A = {a}; B = {b}; C = {a} halmazok
esetében lathato, hogy az A és B halmaz A-prefixmentes
egymasra nézve, ahogy a B és a C halmaz is, Viszont az A
és a C halmazok nem lesznek A-prefixmentesek egymaésra nézve.
Megemlitjiik, hogy lehetnek olyan A, B és C specidlis halmazok,
amikor az A és a B halmaz A-prefixmentesek egymasra nézve,
ahogy a B ¢s a C valamint az A és a C is A-prefixmentesek
egyméasra nézve. Ilyen speciadlis halmazok példaul az A =

{a}; B = {b}; C = {c} halmazok.
0J

28. Definici6. |Fallla] Egy halmazokboél 4&ll6  halmazt -
prefixmentesnek neveziink, ha barmely két eleme egymésra nézve
A-prefixmentes.

PELDA:  Példaul a H = {{a},{b},{c}} kvizikod kodhalmazai
paronként egymaéasra nézve \-prefixmentesek, igy a H kvéazikod M-
prefixmentes. A G = {{a}, {b}, {ac}} kvazikod esetében az a prefix

része ac-nek, ezért létezik két kodhalmaz, melyek egymésra nézve nem
A-prefixmentesek. Emiatt a G kvazikod nem lesz A-prefixmentes.

19. Tétel. |[Fallla| Ha egy nem iires, a {\} halmazt nem tartalmazo
suffixial halmazokbol all6 kvazikod A-prefixmentes, akkor a kvazikod
felbonthato.

BizONYITAS: A bizonyitas indirekt Gton torténik. Tegyiik fel,
hogy a kvazikod suffixidl halmazokbol all és A-prefixmentes, de nem
felbonthatd. Mivel nem felbonthato, létezik egy olyan G halmaz,
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mely legalabb kétféleképpen elGall a kodbol. Jeloljiik H;-vel az f(x;)
halmazt. Tekintsiik ekkor a kovetkezs két felbontéast:

G:H“Hls éSG:HhH]t

Ekkor létezik egy pozitiv egész [ szam az indirekt feltevés
miatt, hogy Vk < [ esetén H;,, = Hj, de H; #
Hjl‘ Ha 1 = 1, akkor Hz 7é Hjl és Hz R His =
Hj ...Hj,. Méasrészt, hasznalva a 14. tételt, minden H; ... H,;, |,
H; ...H; ,H;.. .H,Hj.. . Hj halmaz suffixidl. Ezért, alkalmazva
a 15. tételt, a

H

11

o Hilfl s

Hi Hl :Hjl"'Hllejl"'Hjt

és a

Hsz :Hj“'Hjlfl

-1

egyenletekbdl azt kapjuk, hogy
G/:Hi HZS :Hjl“'Hjt7

és az [ fenti tulajdonsaga miatt H;, # Hj,. fgy, Vpe G'ap=af=yy
alakban is frhat6, ahol x € H;, y € Hj;,. Azaz, xa =y, vagy = = ya,
ahol o € A*.

Konnyi belatni, hogy létezik p € G’ olyan, hogy p = 25 = y és
x # N\, y # X a halmazok konkatenacios tulajdonsagai és amiatt, hogy
a kvazikdod nem tartalmazza a {\} halmazt. Emiatt létezik o € A*
valamely z € H;, esetén gy, hogy za = y, vagy © = ya igaz valamely
ye€ Hjreésx#M\ y#A\

Tehat H; nem A-prefixmentes Hj-re nézve (analég modon azt
kapjuk, hogy H,, sem A-prefixmentes H;-re nézve). Tehat a H;
és a H; halmazok nem M-prefixmentesek egymadsra nézve, ezért a
kvazikod nem A-prefixmentes. Ellentmondaésra jutottunk, s igy a tétel
bizonyitast nyert.. [J
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5. Megjegyzés. A fejezet eredményei analog modon
megfogalmazhatok prefixial, illetve A-suffixmentes kvazikodokra.

1. Probléma. Természetes moédon felmeriil a kérdés, hogy a fenti
tétel kiterjeszthetd-e, masként fogalmazva, létezik-e olyan nem iires,
a {A} halmazt nem tartalmazé halmazokbdl all6 kvazikod, mely -
prefixmentes, de nem felbonthato, illetve 1étezik-e olyan nem iires, a
{A} halmazt nem tartalmazo6 suffixial halmazokbol allo kvazikod, mely
nem felbonthato.

Salomaa ¢és Mateescu [MSY98]-beli konstrukciojat felhasznalva az elsé
kérdésre az alabbi megoldasat kapjuk:

20. Tétel. Létezik A-prefixmentes kvazikod, mely nem felbonthato.

BizoNYITAS: A bizonyitasban felhasznaljuk Salomaa és Mateescu
IMSY98| kivetkezd konstrukciojat:

L = {b,ba, baa, c, caa, caaa, caaaa}

L, = {ab, aaab, aaaab, c}, Ly = {ab, aaaab, c}

Egyszerti ellenérzéssel igazolhaté, hogy a fenti halmazok M-
prefixmentes kvazikodot alkotnak. Masrészt, amint Salomaa és
Mateescu is kimutattak [MSY98|, a fenti konstrukciokat alkalmazva
LL1 = LL2 és L1 7é LQ. U

A probléma maéasodik kérdését valaszolja meg a kovetkezd
eredményem:

21. Tétel. Létezik olyan nem iires, a {\} halmazt nem tartalmazo
suffixial halmazokbol allo kvazikod, mely nem felbonthato.

BizoNyiTAs: Tekintsiik a kovetkezd konstrukeiot:
Ly ={\a}, Ly ={)\ a,aa}
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Egyszert ellendrzéssel igazolhato, hogy a fenti halmazok suffixial (és
egyben prefixial) halmazok, méasrészt Ly Ly = LoLy. O

22. Tétel. |Fallla] Létezik nem A-prefixmentes felbonthat6é kvazi
kod.

BizONYITAS: A bizonyitdshoz megadunk egy, a tételben szerepld
tulajdonsagokkal bird egyszerii kvazikodot. Legyen adva az f(1) =
{a}, f(2) = {ab} kvazi kodolas. Tegyiik fel, hogy ez a kvazi
kod nem felbonthato. Akkor a 19. tételhez tartozd bizonyitas
jelolésrendszerét és eredményeit felhasznalva létezni kell a G =
H; .. .H, = H;.. .Hé H; # Hj; halmaznak. Ekkor viszont
Vp € G’ felithaté p = x = yvy alakban, ahol x € H,, y €
Hj, tehat vagy za = y, vagy ¢ = ya, ahol o € A*. Jelen
esetben ez azt jelenti, hogy p = f(1)8 = f(2)v, azaz p = aff =
aby. A konstrukciobol kittinik, hogy mind 3, mind ~ elGallithato
a kvézi kod elemeinek konkatenaciojaként, viszont a p = aff = aby
egyenlGségbdl adodik, hogy [-nak b-vel kell kezdGdnie, ami tekintve a
kvazi kodot, nem teljesiilhet. Emiatt ellentmondasra jutottunk, tehat

a H = {{a},{ab}} felbonthato. Vizsgaljuk meg A-prefixmentesség

szempontjabol a H; = {a}, Hy = {ab} halmazokat. H; nem lesz \-
prefixmentes Ho-re nézve, hiszen a € H; prefix része az ab € Hy-nek,
és ugyanezen ok miatt H, sem lesz \-prefixmentes H;-re nézve. Igy H,
és H, egymésra nézve sem lesznek A-prefixmentesek, emiatt H nem

lesz A-prefixmentes. Tehat a H = {{a}, {ab}} kvazi kod felbonthato,
de nem A-prefixmentes. []

23. Tétel. |Fallla] Ha A és A* eleme a H kvazikodnak, akkor a H
kvazikod nem lesz felbonthato.
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BIzONYITAS: Legyen a kvazikodolasban f(z) = A; f(y) = A*, ekkor

fl@)..f(x) = A.];.A = A* ¢s f(y) = A*, tehat
k

In#Em fla). fl2,) = f@).f(25,),

tehat a kvazikod nem lesz felbonthato. [
A tétel altalanosabban is kimondhato:

24. Tétel. [Fallla] Ha 34 = [[,AF ¢ H (m > 1k >
1,A1,As, ..., A, € H), akkor a kvazikod nem felbonthato.

BIZONYITAS: Legyen a kvéazikodolasban f(z) = A =
[T AT f(yr) = Avo f(gm) = A, ekkor flz) = A = [T, A
és fly) - flyr). oo Sm) -+ f(ym) = T2, Af", tehat
— ~ ~~ -~
k1 km

n#me: fw).f(,) = ) f(25,),

tehat a kvazikod nem lesz felbonthato. O

3.2.4. A Sardinas—Patterson algoritmus kvaziké-
dokra val6 alkalmazhatbésaga

A kodoknal a felbonthatosag kérdésére a Sardinas—Patterson
algoritmus adott valaszt, adodott az oOtlet, hogy megprobaljam
kvazikodokra is alkalmazni. Az algoritmus a kévetkezd hatvanyhalmaz
rendszer 1étrehozasat jelenti:

Legyen X és Y két részhalmaza az 28" \ @ halmaznak, valamint
legyen A € X ¢és B €Y. Jelolje XY a kovetkezd halmazokbol allo
halmazt: a C' halmaz egy eleme a X 'Y halmaznak, ha AC = B.

Legyen a H halmaz a 28" \ § halmaz részhalmaza, és legyen

o7



o8 3. FEJEZET. EREDMENYEK

U= H'H\{\}

Uy= H'WUU'H (32)

Upir = HW,UU'H

A fenti jeloléseket alkalmazva a sejtésem a kdvetkezd volt a Sardinas—
Patterson tétel [SP53| alapjan:

Amennyiben 3i gy, hogy {\} € U;, akkor H nem lesz felbonthato.
Sajnos ez az allitds nem igaz, ugyanis a halmazok kissé masképpen
viselkednek a konkatenacié miiveletére nézve, mint a jelsorozatok. A
jelsorozatoknal ugyanis egyértelmd a kovetkez6 Osszefiiggés:

Legyen z,y,z € ¥* \ {A\}, ekkor xy = xz csak tugy lehetséges, ha
y = z. A Sardinas—Patterson algoritmus erre az egyértelmiiségre épit,
maradékokat keres, a halmaz sorozat megalkotasdban is ezt hasznalja
ki. Minden halmaznak van két trivialis felbontésa, azaz X = AB
teljesiil baArmely X halmazra, ha

1. A={)\},B=X
2. A=X,B={\}

29. Definici6é. [AF05] A csak trivialis felbontassal rendelkezd
halmazokat primhalmazoknak nevezzik.

Analég moédon azt varnank, hogy ha A, B, C primhalmazok, akkor
AB = AC egyenléséghdl kivetkezik, hogy B = C. Ez nem igy
van, példaul [MSY98|-ban L, L;, L, primhalmazok, mégis LL; =
LL,. Nevezetesen, a 20. tétel bizonyitdsdban felhasznalt Salomaa
és Mateescu altal megalkotott konstrukciot alkalmazva legyen

L = {b,ba, baa, ¢, caa, caaa, caaaa}

Ly = {ab, aaab, aaaab, c}, Ly = {ab, aaaab, c}
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Ez szdmunkra azt jelenti, hogy ha vessziik ezekb&l a halmazokbol
allo kvazikodot, azaz H = {L, Ly, Ly} és alkalmazzuk a kvazikodokra
modositott Sardinas—Patterson algoritmust, akkor a halmazok prim-
tulajdonsagai miatt mar az els6 lépésben U; = (), s természetesen
itt véget is ér az algoritmus anélkiil, hogy {\} € U; valamely i-re
teljesiilne. Az algoritmus szerint tehat a kod felbonthato, de lathattuk,
hogy nem az, ugyanis legyen adva a kovetkez§ kvazikodolas:

f(x1> = La f(:[;Q) = Lla f(:[:3) = L2-
Ekkor f(x1)f(x2) = f(z1)f(x3), azaz a kdod nemfelbonthatd, hiszen
fw2) # f(xs).

3.2.5. A kvazik6dok dekompozicidja

A dekompozicié meghatarozasahoz a halmazok prim tulajdonsagat
eldonts algoritmust [MSY98| fogom hasznalni:
Legyen R egy regularis nyelv a > abécé felett, és legyen
A = (Q,q,Qr,%,0) az R-hez tartoz6 minimalautomata, mely
termeészetesen determinisztikus véges automata. (@ a belss allapotok
halmaza, gy a kezdGallapot, Qr az elfogado6 allapotok halmaza és § az
allapotatmeneteket leir6 mozgési szabalyok halmaza.) Kiterjesztjiik a
0-t a X feletti szavakra, azaz d(q, w) = ¢’ azt jelenti, hogy a w sz6 az A
automatat a g allapotbdl a ¢’ allapotba viszi. Két nyelvet definialunk
egy P C @ halmaz esetén a kovetkezGképpen:

RY = {w|6(qo, w) € P},
RY = {w|é(p,w) € Qp,p € P}

25. Tétel. [MSY98] Legyen R és A a fentick szerint definilva.
Tegyiik fel, hogy R = LyLy, ahol Ly és Lo tetsz6leges nyelvek.
Definidljuk a P C ) halmazt a kévetkezd modon:

P ={p e Q|0(q,w) = p, valamely w € L; esetén}.
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Ekkor R = RTRY tovabba Ly C RY és L, C RY.

Definici6 szerint egy () halmaz nem iires P részhalmaza dekompozicids
halmaz az R regularis nyelvre nézve, ha R = RURY. Az R = R'RY
dekompoziciot az R halmaz P dekompoziciés halmaz altal indukalt
dekompozici6janak is nevezik. Azt mondjuk, hogy egy L halmaz L =
Ly Ly dekompoziciojat tartalmazza az L = L)L}, ha L; C L,i = 1,2.

26. Tétel. [MSY98| Egy R regularis nyelv minden dekompozicidja
benne van R valamely dekompoziciés halmaza altal indukalt
dekompozicidjaban. Regularis nyelvek tekintetében eldontott a prim
tulajdonsag probléméja.

Felhasznalva a fenti eredményeket, megkonstrudlom a kovetkezd
automatat:

Legyen A = (Q.¢,Qr.A0) a H = {f(z1),...,f(za)}
kvazikodbol szarmazé H* valamely véges X részhalmazahoz tartozo
minimalautomata. (@ a bels§ allapotok halmaza, gy a kezdgallapot,
Qr az elfogadd allapotok halmaza és ¢ az allapotatmeneteket leird
mozgasi szabalyok halmaza.) Hasonlé modon kiterjesztjiik a o-t, azaz
d(z,w) = y azt jelenti, hogy a w sz6 az A automatat az x allapotbol az
y allapotba viszi. Nyelveket definidlunk P, P, C () halmazok esetén
a kovetkezSképpen:

RPl,Pz = {w|5(p,w) € P27p € Pl}
27. Tétel. |Fallla] Legyen H és A a fentiek szerint definilva.

Tegyiik fel, hogy X = f(x;,) - f(x;,), ahol f(x;) € H. Definialjuk a
Py, ..., P, € @ halmazokat a kévetkez6 modon:

Py = {QO}
P = {p € Qld(qo,w) = p, valamely w € f(x;,) esetén}.
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(Ekkor nyilvan f(x;,) C Ry.p,-)

Py, = {p € Q|6(qo, w) = p, valamely w € f(z;,)f(z;,) esetén}.

P, = Qr = {p € Q|0(qo, w) = p, valamely w € f(z;,)--- f(x;,)-ra}.
Ekkor X = Rp,p, -+ Rp._,.p,, & f(zi,) C Rpypys--o5 flT,) C
RPk—LPk'

B1zZONYITAS: Elgszor a részhalmaz relaciokat latjuk be. Az f(z;,) C
Rp, . p, bebizonyitasit indirekt modon végezziik, azaz tegyiik fel,
hogy valamely w;,, € f(z;,) és p € P,_1 esetén o(p,w;,,) € Pn.
Valasszuk a w € f(x;,) - f(xi,,_,) szot tgy, hogy 6(qo, w) = p. Mivel
ww;,, € f(xy)--- f(x;,), adodik, hogy 6(qo, ww;,,) € P,. Ekkor
viszont §(qo, ww;, ) = d(p,w;,,), ami az indirekt feltevésiink szerint
nem eleme a P,, halmaznak. Az ellentmondés miatt tehat igaz az
f(z,) € Rp,_,.p, tartalmazas.

A kovetkezékben belatjuk az X = Rp, p, - -+ Rp,_, p, Osszefiiggést.
Legyen a w;---wy tetszéleges szd6 tugy kivalasztva, hogy w,, €
Rp, . p, teljesiil minden 1 < m < k esetén. Mivel wy € Rp, p,
teljesiil, hogy &(qo,w1) = pi;. P, definicioja miatt adodik, hogy
p1 € Pi. Rp, p, definicioja miatt pedig igaz, hogy 0(p1, ws) = ps € Ps.
Rp, . p, feinici6i miatt hasonldéan kapjuk minden 1 < m < k esetén,
hogy 0(pm—1,Wm) = Pm € P gy 0(qo, w1 - - - wy) = 6(p1, wy - - - wy,) =

- = 0(pr—1,wr) = pr € Qp, és emiatt wy---w, € X. FEzért
X D Rp,p - Rp,_, p, tehat az egyik irdnya tartalmazast sikeriilt
belatni.

Vizsgaljuk meg a mésik irdnyu tartalmazas is. Legyen w egy
tetsz6leges sz6 az X halmazban. Ekkor X definicioja miatt a w szo6
w = wy - - - wy, alakban is irhato, ahol w,, € f(x;,),1 < m < k. A mar
bebizonyitott f(x;,,) C Rp,, , p, tartalmazas miatt kijelenthets, hogy
Wy, € Rp,, ,p,, ahol 1 < m < k. Emiatt a w szoéra teljesiil, hogy
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W = Wy W € RPO,Pl s Rpk717pk. Ezért X C 1’?1307131 s RPI#LPM
amit belatni szerettiink volna.

Figyelembe véve a kolcsonos részhalmaz relaciok teljesiilését,
kapjuk, hOgy X = RP07P1 ce RPk—th' ]

30. Definicio6. [Fallla] A {P,...P,1} (Pn < @) nem iires
részhalmazokbdl 4ll6 halmazt dekompoziciés halmaznak mondjuk az
X halmazra és a H = {f(z1),...,f(z,)} kvazikodra nézve, ha
X = Ryp - Rp_,0- Az X = Ry p -+ Rp,_, 0, dekompoziciot
az X halmaz {P,...P,_1} dekompozicios halmaz altal indukalt
dekompoziciojanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy a véges X halmaz
X = Xj---Xj; dekomporzicioja benne van az X = X|---X, if
Xm C X om=1,2,...k dekompoziciéban.

28. Tétel. |Fallla] Egy véges X halmaz minden dekompozicidja
benne van X valamely dekompoziciés halmaza altal indukalt

dekompoziciojdban. A felbonthatésidg problémaja eldonthets véges
halmazok esetén.

BizoNYITAS: A 28. tétel els§ része a 27. tétel kdvetkezménye.
Egy véges X halmaz 0Osszes lehetséges dekompoziciojanak
meghatarozasahoz végig kell ellendrizniink az Osszes {Pi,... Py_1}
nem iires részhalmazokbol all6 halmazt, ahol P,, C (). Ha koziiliik
tobb, mint egy indukil nem trividlis dekompoziciot, akkor a H
kvazikod nem lesz felbonthato az adott X halmazra nézve. [

A tétel alkalmazéasaval a kovetkez§ algoritmust nyertem: Vegyiik az
Osszes lehetséges P, --- , P, részhalmazat az X halmazhoz tartozo
minimalautomata allapotainak. Hatdrozzuk meg az R,, ,, halmazokat,
majd hagyjuk el azokat, melyekre nem létezik olyan [, hogy f(z;) C
Ry, p,- Ha létezik legalabb két kiilonboz6 X = Ry p, -+ Bp_, qr
sorozata az R halmazoknak, akkor a H kvazikod X-re nézve nem lesz
felbonthato.
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Megjegyezem, hogy van olyan nemfelbonthatd kvazikod, melynek
csak egy (vagy nulla) dekompozicioja van egy adott halmazra nézve.

Példaul a H = {{a}, {aa}, {b}} kvazikodnak egy dekompozicioja van

az X = {ba} halmazra vonatkoztatva.

3.2.6. A kvazikédot elfogad6 véges automata

A kovetkezs fejezetekben annak elddntésére, hogy egy kvazikod
felbonthato-e, véges automatat konstrualok. A jobb hasznalhatésag
érdekében felteszem, hogy a A\ iiressz6 nem eleme a koédhalmazok
egyikének sem, tehat a tovabbiakban a A feletti H kvazikod a 247 \ 0
hatvanyhalmaz egy véges részhalmaza. Amennyiben egy 3 halmazhoz
tartozd H kvazikod az f : ¥ — H fiiggvénnyel van megadva, akkor
a leképezést meghatdrozé automata az az A = (Q,qo,Qr,A,0)
automata lesz, ahol

o qp az Ay kezdéallapota

o Qr =X ={x1,...,2,} az elfogado allapotok halmaza

e () az allapotok halmaza

e A = A aszalagabécé

e ) a mozgasi szabalyok halmaza
A § mozgasi szabalyok halmazénak elemeit az A feletti szavakra
kiterjesztjiikk. Igy d(q,w) = {¢'} azt jelenti, hogy a ¢ allapotbol a
w sz6 a ¢ allapotba viszi az automatat és kozben nem érintettiink
egyetlen elfogadd allapotot sem. Legyen f(x;) = H;, ahol x; € 3 és

legyen H; = {pi1,...-Dim;} € oA T \ 0. Ezekkel a jelolésekkel leirva az
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Ayf automata kiterjesztett mozgasi szabélyai a kovetkezdk:

r1 € 0(qo,p1,1), T2 €0(q,P21), ---5 Tn € (o, Pn,1),
'301 € 5(q0; P1.my ), :702 € 0(qo;s P2.ms)s -+ xn € (90, Pn.mn)
.xl € d(z1,p11), .;L’Q € d(x1,p21)s -, xn € (1, Pn1),
.I1 € 0(w1, Prom, ), .$2 € 0(T1, P2ms)s - xn € 6(21, Pnmn)
'xl € 0(zn,p11), 'xg € 0(Tn,p21), s :En € 0(xn, i),
:701 € (Tn, Prms), '932 € 0(Tn, P2my)s -+ -5 xn € 0(xn, Prm,)-

29. Tétel. [Fallla] Ha 3i : H; nem prefix halmaz, akkor Aj
nemdeterminisztikus.

Bi1zONYITAS: Ha H; nem prefix halmaz, akkor 3y € A", o, 5 € H; :
B = ary, emiatt egyrészt gy — x;, mivel o € H;, masrészt gy — ;.
s ekkor gy — = # x;, tehat A7 nemdeterminisztikus. [

30. Tétel. [Fallla] Ha i,5j : H;(H; # 0, akkor Aj
nemdeterminisztikus.

BizoNYITAS: Ha H; (| H; # 0, akkor 3o € H; () H;, emiatt egyrészt
a € H; miatt ¢y — x;, masrészt o € H; miatt qo N r;, tehat Ay
nemdeterminisztikus. [

31. Tétel. [Fallla] Ha (J;_, H;, nem prefix halmaz, akkor Af nem-
determinisztikus.
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3.6. 4bra. Az automata x;-re vonatkozo részlete

BizoNYITAS: Ha |J;_, H; nem prefix halmaz, akkor 3y € AT o €
H;,B € H;, : B = ay, emiatt egyrészt ¢y — z;,, mivel o € H;,,
masrészt gy — T4y, s ekkor qo — = # x;,, tehat Az nemdeterminisz-
tikus. O

3.2.7. Kvazik6dok nemfelbonthatésaganak egy
sziikséges feltétele

Amennyiben A = f(z;)... f(zi,) = flxg) .. f(x;): %6 # 70,

akkor barmely w € A-ra igaz, hogy felirhaté6 w = «; ..., =

Bj, ... B; alakban, ahol «;,, € f(x;,,) ahol 1 <m <k és f5;, € f(xj,.)
ahol 1 <m <.
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3.7. abra. A H = {{a, b}, {ab,aa}, {aa, ba}} kvazikod automatéja
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Eszerint, ha egy kod nem felbonthaté, akkor léteznie kell a fenti A
halmaznak, és az A halmaz elemeinek teljesiteni kell az el6bbiekben
ismertetett tulajdonsagot. A kovetkezGkben ennek a tulajdonsagnak a
megjelenését fogom vizsgalni a kvazikédhoz tartozé determinisztikus
automataban. Mivel az automata determinisztikus, ezért egy
jelsorozat olvasasa altal maximum egy &llapotba keriilhet. Ha a
jelsorozat eleme a kvazikod altal generalhatéd valamely halmaznak,
akkor valamely végallapotba fog keriilni az automatam.

31. Definici6. [Fallla] Ha egy nemdeterminisztikus automataban
létezik a 6(p,a) = {q1,...,q.} szabaly, akkor a q,...,q, allapotokat
a determinisztikus automataban megjelend d(p,a) = {q} szabély
generator allapotainak nevezziik, és ¢-t q; . .. q,-nel jeloljiik.

32. Definicié. |Fallla Egy determinisztikus automatat
jeloltnek neveziink, ha az allapotainak jelolései tartalmazzak a
nemdeterminisztikus automata generator allapotainak jel6lését.
A generator allapotok kozil a végallapotokat az utols6 kodszdval
indexeljiik. Egy allapot jelélthalmazan a generator allapotainak
halmazat értjik.

PELDA: Amennyiben a determinisztikus automataban példaul a
d(p1---Pn,a) = {q1-..qn} szabély tgy adodott, hogy a w kodszo
olvasasa véget ért a ¢ allapotban, akkor ¢;-t ¢, -vel fogjuk jel6lni.

32. Tétel. |[Fallla] Egy kvazikod nemfelbonthatosdganak egy
sziikséges feltétele, hogy a hozzatartozo jelolt determinisztikus
automataban  létezzen legalabb egy olyan Aallapot, mely
jelolthalmazaban szerepel az eredeti nemdeterminisztikus automata
legalabb két végallapota.

BizoNYiTAs:  Tekintsiik az eredeti, még nem determinisztikussa
tett automatajat a kvazikodnak. Ekkor a jelsorozat egyrészt az z;,
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allapotba visz a w = a, ... oy, egyenlGség miatt, masrészt eljuthatunk
vele az xzj, allapotba is a w = fj, ...05; egyenlség miatt. A
determinisztikussd tétel soran tehat legalabb egy olyan &llapot létre
fog jonni a determinisztikus automataban, mely jelolthalmazédban az
x;, dllapot egyiitt szerepel az x;, allapottal. [
A tétel nem ad igazi eszkozt a keziinkbe, ugyanis a gyakorlatban
altalaban teljesiil a tétel, ritka az, hogy egy kvéazikod esetén ne lenne
olyan jelsorozat, mely tobbféleképpen el6all a kvazikod halmazaibol
szarmazoé elemek konkatenaciojaként.

Ett6l erésebb feltételt talalunk, ha észrevessziik azt, hogy nem csak
egy jelsorozatra kell teljesiilnie ennek, hanem —ahogy emlitettiik az
imént— barmely w € L(A) jelsorozat esetén.

33. Definici6. |Fallla| Legyenek advaaz A, B, C}, . .., C,, halmazok.
Azt mondjuk, hogy az A és a B halmaz kdlcsondsen parositva van a
Ci,...,C,, halmazokban, ha az 0sszes a € A esetén létezik legalabb
egy b € B és 1 < i < m 1ugy, hogy C; D {a,b} és viszont, azaz az
Osszes b € B esetén létezik legalabb egy a € A és 1 < i < m 1gy, hogy
Ci ) {CZ, b}

Az f(z) = {wy,...,w,} esetén jeldlje f(z) az {Twy,. .., Tw,}
halmazt.

33. Tétel. |Fal08b, Fallla| Ha egy H = {f(z1),..., f(x,)} kvazikod
nemfelbonthato, akkor a H kvéazikédhoz tartozoé jelolt determinisztikus
automataban léteznek a C, ..., C,, allapotok és az x;, x; generator
allapotok gy, hogy f(z;) és f (x;) kolcsonésen parositva van a
Ci...,C,, allapotokhoz tartozé jelolthalmazokban.

BI1ZONYITAS: Mivel a H = {f(x1),...,f(zn)} kvazikod
nemfelbonthato, létezik az A = f(x;)... f(x,) = f(z;) ... f(z))
halmaz, és i, # j;. Jeloljiikk az A halmaz szamossagat |Al-val. Ekkor
az A halmazt felirhatjuk A = {w1, ..., w4/} alakban is, ahol A minden
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eleme irhaté w, = yo;, = 08;, formaban. Tehat A minden eleme
egyrészt az «;, € f(w;,) jelsorozatra, masrészt pedig a 3;, € f(xj,)
jelsorozatra végzddik. Ha egy A halmazra igaz, hogy A = By --- B,
akkor a B, halmaz minden eleme az A halmaz valamely elemének suffix
része lesz. Emiatt mindegyik a;, € f(x;,) és B;, € f(x;,) jelsorozat
szerepel valamely w; € A jelsorozat szuffix részeként. Ezért minden
a;, € f(x;,) jelsorozathoz fog tartozni legalabb egy B;, € f(z;,), és
viszont, azaz minden f; € f(x;,) jelsorozathoz fog tartozni legalabb
egy o;, € f(x;,) ugy, hogy w, = vay, = §f;, valamely 1 < r < |A]
esetén. [J

Ahhoz, hogy ezt kovetni tudjuk a determinisztikussa tett automa-
taban, az x; allapotokat ellatjuk egy also indexszel, mely megmutatja,
hogy melyik jelsorozat ért véget az x; allapotban, tehéat példaul ha x; =
2 és f(x;) = f(2) = {ab,aa}, akkor ha az ab jelsorozattal jutottunk a
determinisztikussa tétel soran a 2-es allapotba, akkor ezt a 2, jelcléssel

jelezziik. A kovetkezs példa a H = {{a,b},{ab, aa},{aa,ba}}

kvazikod esetén mutatja a kiindul6é automatat: Vizsgaljuk meg, hogy
teljesiil-e a sziikséges feltétele a nemfelbonthatosagnak, azaz 1étezik-e
két olyan allapot, melyek kdlesénos parositassal vannak jelen.

o Az l-es és a 2-es kilesonds péarositasanak vizsgalata: f(1) =
{a,b}; f(2) = {ab,aa}. Az 1, egyiitt van a 2,,-val és az 1, egyiitt
van a 24-vel, tehat kolcsonos parositasa van 1-nek és 2-nek,
teljesiil a nemfelbonthatosig sziikséges feltétele. Bar felesleges
tovabb vizsgalni, mégis nézziik meg a feladat demonstrativ
jellege miatt a tobbi lehetséges kolesonos péarositiasokat is.

o Az l-es és a 3-as kolesonOs péarositasanak vizsgalata: f(1) =
{a,b}; f(3) = {aa,ba}. Az 1, egylitt van a 3,,-val és az 3j,-val,
de az 1, nincs egyiitt egyetlen f(3) beli elemmel sem, emiatt
nincs kolesonos parositasa az 1-nek és 3-nak.

o A 2-es és a 3-as kolesonos parositasanak vizsgalata: f(2) =
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3.8. dbra. A H = {{a,b},{ab,aa},{amba}} kvazikod kiindulo
automataja
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16200300 AB

3.9. abra. A H = {{a,b},{ab,aa},{aa,ba}} kvazikod determi-

nisztikus automataja

{ab,aa}; f(3) = {aa,ba}. Az 2,, egylitt van a 3,.-val, de a
24 nincs egylitt egyetlen f(3)-beli elemmel sem, ahogy 3y, sincs
egylitt egyetlen f(2)-beli elemmel sem, tehat nincs kolesonos
pérositasa a 2-nek és 3-nak.

Tehat teljesiil a sziikséges feltétel, azaz lehet, hogy a kvazikod
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nemfelbonthat6. Valoban, ha megnézziik, f(1)f(2) = f(3)f(1), hiszen
{a,b}{ab, aa} = {aab, aaa,bab, baa}

és

{aa,ba}{a,b} = {aaa, aad,baa, bab}.
Amint lathato, tényleg létezik a két konkatenéacio f(1) és f(2) szuffi-
xummal. Ha megvizsgaljuk az f(1) = {a,b}, f(2) = {aa,ab}

3.10. dbra. A H = {{a, b}, {aa, ab}} kvazikod kiindulo automatéaja

kvazikodolast, akkor lathato, hogy valoban csak sziikséges a feltétel
és nem elegendd, ugyanis a kodolds altal meghatarozott H =
{{a, b}, {aa, ab}} kvazikodhoz tartozo 3.10. abran lathaté automatat
tegyiik determinisztikussa. Az eredmény a 3.11.  abran van
megadva. Vizsgaljuk meg, hogy teljesiil-e a sziikséges feltétele a
nemfelbonthatosagnak, azaz a két allapot kolcsonos parositassal van-e
jelen.
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3.11. abra. A H = {{a,b},{aa,ab}} kvazikod determinisztikus
automataja

Az l-es és a 2-es kolesOnos parositdsanak vizsgalata: f(1) =
{a,b}; f(2) = {aa,ab}. Az 1, egyiitt van a 2,-val és az 1,
egyiitt van a 2,-val, tehat kolesonds parositdsa van 1-nek és 2-nek,
teljesiil a nemfelbonthatdsag sziikséges feltétele. Azonban tekintve egy
{a,b} vagy X; = {aa, ab}, mindig eldénthets a sorozat elsé halmazarol,
hogy az {a,b} vagy az {aa,ab} halmazzal egyenls. Ugyanis ha X
minden eleme a-val kezdddik, akkor csak az {aa,ab} halmaz lehet az
els6 tényezd, kiilonben pedig az {a,b}. Hagyjuk el az els§ elemet, de
akkor ugyanezen érvelés alapjan eldonthet6 a méasodik halmazrodl is
a hovatartozésa és igy tovabb, tehat X felbonthato. Tehat talaltunk
egy kvazikddot, melyre teljesiil a sziikséges feltétel a 33. tétel alapjan,
azaz a feltétel csupan sziikséges, de nem elégséges.
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3.2.8. A kvazikéd egy lehetséges alkalmazasa

Informatikai és &ltaldban minden kommunikéiciés rendszerben
alapveté feladat a felhasznalok azonositasa, melyet legtobbszor
felhasznald neve és jelszava alapjan oldanak meg. Ismertek mas
technikak is, példaul biometrikus adatok alapjan vald felismerés,
egyedi adat alapjan valo azonositas (megerdsité SMS). A témaéanak
bdséges szakirodalma van, példaul Kaufman és masok [KPS95|, vagy
Nemetz és Vajda [NVO1] irt a téméarol osszefoglalo jellegli miivet.
A legtobb azonositasi rendszerben problémét jelent az tgynevezett
,beékelGdéses” tamadas ellen valdé védekezés. A probléma abbol
adodik, hogy az adataink a halézaton sok gépen jutnak keresztiil
mire elérik az adott célt, s a kdzbiilsé gépek mindegyike potencidlisan
lehetGséget kinal arra, hogy az athalado adatforgalmat tarolja. A
gyakorlatban emiatt titkositottan kiildik az adatokat a csatornan,
lehetéleg olyan kodolast vélasztva, melynek feltérése hosszt id6t vesz
igénybe, igy a kiildott adatok a kivant ideig biztonsagban vannak.
Az értekezésben megadok egy olyan megoldast ennek a veszélynek a
kivédésére, mely a kvazikodokat hasznalja. A technika elméleti jellegii,
a gyakorlatban még nem keriilt kiprobalasra, implementalasra.

Tegyiik fel, hogy az U iigyfél szeretné magat azonositani az S
rendszerben. Az azonositasi algoritmus kivalasztasanal figyelembe
veszik, hogy beékelddéses tamadasra kell felkésziilni, emiatt nincs
lehet&ség egy jelszot tObbszér haszndlni, tehat a felhasznélonak
minden egyes belépés utdn mas és mas jelszoval kell belépni.
Lehetoségként a  kovetkez6 modszerek meriilnek fel, melyekkel
szembeni kifogast is megadom:

e Valamilyen fiiggvénnyel generalodjon az 1j jelszoé a régibdl.
Probléma: A fiiggvény kiismerhet6 egy elég sokaig tartod
lehallgatas esetén.

e Minden egyes belépés utdn tugynevezett biztonsigos csatornan
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1j jelszot kapjon az ligyfél.

Probléma: A biztonsdgos csatorna altaldban csak személyes
talalkozassal oldhaté meg, nem kényelmes az iigyfél szaméra
sem.

e Kapjon indulaskor az {ligyfél egy szamara ,dedikalt” jelszo
halmazt.
Probléma: Ezt biztos nem tudja az iigyfél fejben tartani, azaz
rogziteni fogja, ami mar nem biztonsagos.

Egy lehetséges megoldast kinal a kvazikddolas, melynek miikodését a
kovetkezd példaban szemléltetem:

Legyen adva a H = {f(0),...,f(9)} kvazikod. A kvazikod altal
indukalt kodolast mind az iigyfél, mind a rendszer egy alkalmazassal
oldja meg, amely képes rogziteni a kikiildésre keriilt, illetve beérkezett
jelszavakat, s ezeket t6bbszor nem kiildi be, illetve nem fogadja el. Az
iigytél a rendszertdl biztonsagos csatornan megkapja a fent emlitett H
kvazikddot. Azonositaskor az iigyfél példaul egy négyjegyd szamot ir
be, melyet az iigyféloldali alkalmazés kodol 4t —a H kvéazikod alapjan—
egy jelsorozattd. Feltéve azt, hogy a H kvazikéd minden halmaza 10
elemi és alkalmasan megvalasztott, a lehetséges jelsorozatok szdma
négyjegyid kod esetén 10000, mely bdségesen elegendének tiinik,
s célszeriien emelhet6 egyrészt a szamjegyek szamaval, méasrészt
a kvazikod halmazainak szdmossagaval. A négyjegyi szambol
létrejott jelsorozatot az ligyféloldali alkalmazas elkiildi a rendszernek,
egyben letiltja az djboli elkiildését. A fogadd oldalon a rendszer
fogadja a jelsorozatot, beazonositja, hogy szarmazhat-e az adott
felhasznalotol, majd pozitiv valasz esetén azonositja az iigyfelet és
egyben letiltja a beérkezett jelsorozat ujboli elfogadasat. Igy a
beékel6dott tamado hidba szerzi meg a jelszot és a felhasznaloi nevet,
nem tudja felhasznalni Gjboli belépésre. A problémat jelen esetben
az okozza, hogy a halmazokat hogyan tudjuk jol megvalasztani, azaz
mennyi az esélye annak, hogy dgynevezett ,brute-force” tamadassal
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rendszeriink feltérhet6. Az ilyen tamadokkal szembeni védekezés
egyrészt a sikertelen belépési kisérletek szamanak korlatozaséaval,
masrészt pedig emberi tényezG beiktatasaval lehetséges, példaul a
gyakran alkalmazott karakter felismerés technikajaval (CAPTCHA).

Az ismertetett technolégiaval kapcsolatban a  kvazikod
felbonthatosdga azért fontos, mert nemfelbonthatdosig esetén tobb
négyjegyid szdmhoz tartoznanak pontosan ugyanazon jelsorozatok.
Természetesen igy is lehetséges, hogy egy-egy esetben két kiilonboz6
szamhoz ugyanazon jelsorozat generdlodik némely esetben, de
a halmazok alkalmas megvalasztasaval ez kikeriilhets, példaul
mindegyik halmaz azonos hossziisagi jelsorozatokat tartalmaz és
diszjunktak.
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Osszegzés és tovabbi kutatasi
feladatok

Ismertettem azokat a f6bb eredményeket, melyek a kodok
felbonthatosdganak automataelméleti alapokon valé megkozelitésével
kapcsolatosak.  Bemutattam a felbonthatésagot eldonts legelss
algoritmust, mely altaldban Sardinas-—Patterson algoritmusként
ismert. A tovabbiakban harom automatat ismertettem, melyek
mindegyike megoldja a problémat:

e A virdg automata esetében a [BP85|-ben kozolt példat végig
szamoltam és megmutattam, hogy a kod felbonthato.

e A Koénig altal definialt automatdk Osszeftizott szorzata esetén
megadtam egy példat és annak megoldasat, mivel az eredeti
cikkben nem szerepelt az algoritmus alkalmazasa.

o A Tsuji 4ltal megadott példaban korrigdltam a téves mozgasi

szabalyokat, valamint egy sajat példan szemléltettem egy olyan
esetet, amikor a kod nem lesz felbonthato.
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A dolgozatban megmutattam egy 0j —véges automatan alapulo—
altalam alkotott algoritmust a felbonthatésig elddntésére, majd
ismertettem az algoritmus kapcsolatat a Sardinas—Patterson
algoritmussal, mindezt példakkal alatamasztva.

Definidltam egy 1j kodolast, azaz megadtam a kvazikodok
fogalmét. Bevezettem a felbonthatosig egy lehetséges kiterjesztését
a kvazikodokra. Megadtam egy algoritmust, melynek segitségével
megkonstrualhaté egy adott kvazikod esetén a kvazikod Altal
definialt nyelvet elfogadd véges automata. Megmutattam néhany
Osszefiiggést a kvazikodhoz tartozd automata és a kvazikod kozott.
Definidltam a kvazikédokra a A-prefixmentesség fogalmat, majd
vizsgaltam ennek a relacionak a tulajdonsagait. Megmutattam,
hogy ha egy -a {\} halmazt nem tartalmazo- suffixidl halmazokboél
allo kvazikdéd A-prefixmentes, akkor felbonthaté is. Megadtam a
nemfelbonthaté kvazikod néhany tulajdonsagat. Bebizonyitottam,
hogy a Sardinas-—Patterson algoritmus kvazikodokra alkalmazott
valtozata nem donti el a felbonthatosagot. Bevezettem kvazikdédokra
a dekompoziciés halmazok fogalmét és megmutattam, hogy barmely
véges halmaz esetén eldéntheté az, hogy adott kvazikédra nézve
felbonthatd-e. Végiil megadtam a kvazikdédok felbonthatosaganak egy
sziikséges feltételét, mely a hagyomanyos felbonthatésédgot vizsgald
algoritmusomon alapszik, azaz itt is az automatdkat alkalmaztam,
mint megoldd eszkozoket.  Megmutattam, hogy a feltétel nem
elégséges. Végiill megadtam a kvazikod egy lehetséges gyakorlati
alkalmazasat.

Tovabbi kutatasi feladat targyat képezik a kdvetkezsk:

o Sziikséges és elegendd feltételek kidolgozasa a kvéazikodok
felbonthatosagara

e Tovabbi altalanositasok

e Végtelen kvazikodokra valo alkalmazhatosagok vizsgalata.
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e BEgyéb gyakorlati alkalmazasi lehet&ségek felkutatasa
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5. fejezet

Summary and further research
tasks

We reviewed the main results concerning the decipherability of
codes, to narrow the results which are based on automata theory. We
showed the foremost algorithm for decipherability, which is known as
Sardinas — Patterson algorithm. We presented three automata. All of
them solve the problem of decipherability.

e In the case of the flower automaton we completed the example
in [BP85], and we showed, that the code is decipherable.

e In the case of the latticed products of automata defined by
Konig, we gave an example and its solution, since in that paper
the application of the algorithm was not presented.

e In the example given by Tsuji, we corrected the mistaken
transaction rules. By an example we presented the case of non-
decipherable code.

In the dissertation we showed our new algorithm for deciding the
uniquely decipherability of codes. This algorithm is based on theory of
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finite automata. We showed the connection of our algorithm and the
Sardinas — Patterson algorithm and we gave some examples for these
states.

We defined a new coding method, that is we gave the definition of
quasi-codes. We extended the decipherability property to the quasi-
codes. We gave an algorithm to construct a finite automaton for a
given quasi-code. The automaton and the quasi-code are equivalent,
that is the language defined by automaton and the language over
the quasi-code are the same. We showed some connections between
the automaton of quasi-code and the quasi-code. We defined the
notion of A\-prefix-free relation for quasi-codes, and we investigated the
properties of this relation. We proved, that every non-empty \-prefix-
free quasi-code consist of suffixial sets -which does not contain Aset- is
decipherable. We gave some properties of the non-decipherable quasi-
code. We proved, that the Sardinas—Patterson algorithm modified
for quasi-codes can not decide the question of decipherability. We
introduced the definition of decomposition sets for quasi-codes. We
introduced the notion of decomposition sets for quasi-codes. We
showed, that the problem of decipherability is decidable for finite
sets. Finally, we gave a necessary condition of decipherability of
quasi-codes, which is based on our algorithm for codes. We use finite
automaton, too. We showed, that the condition is only necessary, but
is not sufficient. Finally, we gave a possible application of quasi-code.
Objects of further research:

e Development of necessary and sufficient conditions for the
decipherability of quasi-codes.

e Further generalizations.
e Investigation of applicability for the infinite quasi-codes.

e Further possible applications
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