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1. A Riemann-integral definicidja

1. Feladat. Tekintsiik az f: [0;1] — R, f(z) = 22 fiiggvényt! A [0; 1] inter-
vallumot 6t egyenld részre osztjuk.
a) Hatdrozzuk meg a beosztas finomsagat!

b) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 dsszeget!

¢) Vazoljuk fel az f fluiggvény grafikonjat és szemléltessiik az el6bbi ered-
ményt!

d) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztishoz tartozo felsd in-
tegralkozelitd dsszeget!

e) Vazoljuk fel az f fliggvény grafikonjat és szemléltessiik az elGbbi ered-
ményt!

f) Adjuk meg az f fiiggvény megadott beosztasdhoz tartozé oszcillacids 6ssze-
get!

Megoldas:

a) A beosztds finomsdga az osztopontok &ltal keletkezett részintervallumok
hosszdnak maximuma. Ha a [0; 1] intervallumot 5 egyenld részre osztjuk fel,

1

akkor minden keletkezett részintervallum hossza 5= 0,2, igy a beosztas fi-
nomséga is 0, 2.

b) A beosztds altal keletkezett osztépontok halmaza:

D = {0;0,2;0,4;0,6;0,8;1},

A beosztasnak megfeleld részintervallumok halmaza:

d = {[00,2];[0,2;0,4]; [0,4;0,6]; [0,6;0,8]; [0,8; 1] }.

Az alsé integralkozelitd osszeg:
s(f;d)=0-0,240,2%2-0,240,4%-0,2+
+0,6%-0,240,8%-0,2 =
=0,2-(0,04+0,16 40,36 + 0,64) =
=0,2-1,2=0,24.

c) A fiiggvény grafikonja és az also integralkozelit6 Osszeg:
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d) A felsé integralkozelit 6sszeg:
S(f;d) =0,22-0,240,4%-0,240,6%-0,2+0,8%-0,2+12-0,2 =
=0,2-(0,04+0,16+0,36 + 0,64 +1) = 0,2-2,2 = 0, 44.

e) A fiiggvény grafikonja €s a fels6 integralkozelit6 osszeg:

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 05 .6 07 08 09 1

f) Az oszcillacids 0sszeg:
O(f;d) = S(f;d) — s(f;d) = 0,44 — 0,24 =0, 2.

4

2. Feladat. Tekintsiik az f: [1;4] — R, f(x) = — fiiggvényt! Az [1;4] inter-
x

vallumot harom egyenld részre osztjuk.

a) Hatdrozzuk meg a beosztas finomsagat!
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b) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 Osszeget!

¢) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elGbbi ered-
ményt!

d) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztidshoz tartozo felsd in-
tegralkozelité osszeget!

e) Vazoljuk fel az f fluiggvény grafikonjat és szemléltessiik az el6bbi ered-
ményt!

f) Adjuk meg az f fiiggvény d beosztdsdhoz tartozé oszcillacids 6sszeget!
Megoldas:
a) A keletkezett részintervallumok hossza 1, igy a beosztds finomséga 1.

b) A beosztds altal keletkezett osztépontok halmaza:

D = {1;2;3;4},

A beosztdsnak megfeleld részintervallumok halmaza:

d = {[1;2);[2;3]; [3; 4]}

Az alsé integralkozelitd Osszeg:
4 4 13
;i d)=1-241--4+1-1=24+-+1=—.
s(f;d) + 3 + + 3 + 3

c) A fiiggvény grafikonja és az alsé integrilkozelits osszeg:

4.5
4
35
3

25
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d) A felsé integralkozelitd 6sszeg:
4 4 22
S(f;d):1-4+1-2+1-§:4+2+§:§.

e) A fliggvény grafikonja és a felsd integralkozelitd osszeg:

45
4
3.5
3

25

f) Az oszcillacids 0sszeg:
22 13
O(f;d) = 5(f;d) = s(fsd) = & — 5 =3.
3. Feladat. Tekintsiik az f: [0;2] — R, f(z) = 2* fuggvényt! A [0; 2] inter-
vallumot négy egyenld részre osztjuk.
a) Hatdrozzuk meg a beosztds finomsagt!

b) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 dsszeget!

¢) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elGbbi ered-
ményt!

d) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztishoz tartozo felsd in-
tegralkozelitd osszeget!

e) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elGbbi ered-
ményt!

f) Adjuk meg az f fiiggvény megadott beosztasdhoz tartozo oszcillaciés dssze-
get!

Megoldas:
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a) Ha a [0; 2] intervallumot 4 egyenld részre osztjuk fel, akkor a keletkezett
részintervallumok hossza 1= 0, 5, igy a beosztas finomsaga 0, 5.
b) A beosztds altal keletkezett osztépontok halmaza:

D ={0;0,5;1;1,5;2},

A beosztasnak megfelel6 részintervallumok halmaza:

d = {[0;0,5];[0,5; 1]; [1;1,5]; [1,5; 2] }.

Az alsé integralkozelitd osszeg:
s(f;d)=0,5-2040,5-2040,5-21 +0,5- 255 =
=0,5-(1+V2+2+8)=3,62.
c) A fiiggvény grafikonja és az alsé integralkozelitd 0sszeg:
4

3.5

3

25

d) A felsé integralkozelitd 6sszeg:
S(f;d)=0,5-2+0,5-21 +0,5-21° 40,5.22 =
=0,5-(1+V2+44+V8+4)=5,12.

e) A fiiggvény grafikonja és a fels6 integrilkozelitd sszeg:
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3.5

25

1.5

0.5

f) Az oszcill4cids Osszeg:
O(f;d) =S(f;d) —s(f;d) =5,12 3,62 = 1,5.
4. Feladat. Tekintsiikk az f: [0;9] — R, f(z) = /x fiiggvényt, valamint a
D = {0;1;4; 9} osztépontok halmazat!
a) Hatdrozzuk meg a beosztds finomsagat!

b) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 dsszeget!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény megadott beosztasahoz tartozo felsd integralko-
zelitd Osszeget!

d) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé oszcilla-
cids Osszeget!

Megoldas:

a) beosztiasnak megfeleld részintervallumok halmaza:
d = {[0;1]; 1, 4]; [4;9] }.
A beosztds finomsiga a keletkezett részintervallumok hosszdnak maximu-
ma, igy jelen esetben 5.
b) Az alsé integralkozelit6 Osszeg:

s(fid)=1-0+3-1+5-2=13.
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c) A felsd integralkozelit6 Osszeg:
S(f;d)=1-14+3-24+5-3=22.
d) Az oszcill4cids Osszeg:
O(f;d) = S(f;d) — s(f;d) =22-13=9.
5. Feladat. Tekintsiik az f: [0;3] — R, f(z) = 22 — 3z + 4, 25 fliggvényt!
a) Alakitsuk teljes négyzetté az f(x) fiiggvényt!
b) Vazoljuk fel az f(x) fuggvény grafikonjat!

¢) A [0; 3] intervallumot hdrom egyenld részre osztva adjuk meg a beosztishoz
tartoz6 alsé integralkozelitd osszeget!

d) Szemléltessiik az el6bbi eredményt!

e) A [0; 3] intervallumot hdrom egyenls részre osztva adjuk meg a beosztdshoz
tartozé felsd integralkozelitd osszeget!

f) Szemléltessiik az el6bbi eredményt!

g) A [0; 3] intervallumot hdarom egyenld részre osztva adjuk meg a beosztashoz
tartozo oszcilldcids Osszeget!

Megoldas:
a) Teljes négyzetté alakitva

f(z) = (r—1,5)* —2,25+4.25 = (v — 1,5)* + 2.
b) Az f(x) fuggvény grafikonja:

4
3.5
3
25
2
1.5
1
0.5

0
-05 10 05 1 156 2 25 3
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¢) Az alsé integrilkozelitd osszeg:
s(fid) = f(1) -1+ f(1,5) -1+ f(2)- 1=
= (f()+ f(1,5)+ f(2)) - 1.

Mivel
f)=01-1,52+2=2,25
f(1,5)=(1,5-1,5)2+2=2
f(2)=(2-1,5)2+2=2,25,
ezért

s(fid)=2,25+2+2,25=6,5.

d) Az alsé integralkozelitd 6sszeg szemléltetése:

4
3.5

3
2.5

2

1.5
1
0.5

0
05 |0 05 1 15 2 25 3

e) A felsd integralkozelitd 0sszeg:
S(fd) = f(0)- 1+ f(1) -1+ f(3)- 1= (f(0) + f(1) + f(3)) - L.
Mivel
f(0)=(0—-1,5)2+2=4,25
f)=(1-1,52+2=2,25
f(3)=(3-1,5)2+2=4,25

ezért
S(f;d) = 4,25+ 2,25+ 4,25 = 10, 75.

f) A fels integralkozelitd 6sszeg szemléltetése:
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4.5

4
3.5

3
25

2
1.5
1
0.5

0
-05 10 05 1 156 2 25 3

2) Az oszcillacids Osszeg:
O(f;d) = S(f;d) —s(f;d) =10,75 — 6,5 = 4,25.
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2. A Riemann integralhatésag kritériumai és elegendo feltételei

6. Feladat. Tekintsiik az f: [0;9] — R, f(z) = /x fuggvényt! Bizonyitsuk
be, hogy az f(z) fiiggvény Riemann-integrdlhat6 a [0;9] intervallumon! A
bizonyitdshoz azt a kritériumot hasznaljuk, ami szerint a fiiggvény pontosan
akkor Riemann-integrdlhatd, ha a [0; 9] intervallumot n egyenld részre osztva
az oszcillacids 6sszeg nulldhoz tart, ha n — oo esetén. Adjuk meg a Riemann-

/////

Megoldas:

A beosztas altal keletkezett osztépontok halmaza:
1 2 -1
D= {0;9-;9-;...;9-”;9},
n n

A beosztasnak megfelel részintervallumok halmaza:

i~ {for ] b2 el

Az alsé integrélkﬁzeh’t6 Osszeg:

PITIE T e SCI  00

3 (VI4Vat. Va1

:nf (VI+Va+.. +vn—1).

A fels6 integrilkozelits osszeg:

Sulfsd) =~ /9 T4 2o 22 fe Ty
9

J 3-(ﬁ+\f2+...+\/m+\/ﬁ)=

TL

n—l

3\@

m§\
§\©

M§‘H

= 7f (VI+Va+. 4 va—T+Va).

Az oszcillacids Osszeg a felsd és alsé integralkozelit6 dsszeg kiilonbsége, igy

On(fid) = Su(f;d) — sn(fid) = 27 .\/5_277

n-\/n on’
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Ezt felhasznalva

amivel igazoltuk az 4llitast.

7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = 22 fiiiigvény Riemann-integralhaté
a [0;1] intervallumon! A bizonyitdshoz hasznéljuk azt a kritériumot, hogy
egy fliggvény pontosan akkor Riemann-integralhatd, ha az als6 integralkzelité
Osszegek és a felsd integralkozelitd dsszegek sorozatdnak hatdrértéke megegye-

1
zik! Szdmoljuk ki az / 22 dz értéket is!
0

Megoldas:

Els6 1épésben a [0, 1] intervallumot n egyenls részre osztjuk. A keletkezett

osztopontok halmaza
1 2 -1
D:{O,;;...;n ;1}.
n'n n

Az osztépontok 4ltal keletkezett részintervallumok

(ol B2 )

A beosztashoz tartoz6 alsé integralkozelité dsszeg

sn(f;d):%- (02+ (;>2+...+ <("n_1)>2)

Felhaszndlva, hogy az els6 n természetes szam négyzetének 6sszege

n-(n+1)-2n+1)
6

124+224+...4+n2=

azt kapjuk, hogy az als6 integralkozelit6 Osszeg

sn(f;d):%~(02+12+...+(n_1)2):7.
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Ebbdl az als6 integralkozelité dsszegek hatarértéke

(n—l)-n-(2n—1)> _

lim s,(f;d) = lim <
n—0o0

n—00 6n3
~ fim (n?—n)-(2n—1) ~ im 2n% — 3n? +n _
n—00 6n3 n—o00 6n3

3 1
= lim 72_E+? :1

A beosztashoz tartozé felsd integralkozelitd osszeg

Su(fid) = ((;)Z @2* (”;1>2+ (Zf) |

Felhasznalva, hogy az els6 n természetes szam négyzetének 6sszege

n-(n+1)-2n+1)
6

12+224+...+n%=

azt kapjuk, hogy

S”(f5d):%(12+22---+(n—1)2+n2):

1 n-(n+1)-(2n+1)
- nd 6 '

Ebbdl a felsé integralkozelitd dsszegek hatarértéke

Tlim S,(f;d) = lim <” <”+215<2"“>> _

. <(n2+n)-(2n+1))

6n3

3 1

Mivel az alsé és felsd integralkozelitd dsszegek hatatértéke megegyezik, ezért
a fliggvény Riemann integralhat6, és az integral értéke

1
/x2dx:1.
0

= lim
n—oo

= lim
n—oo

3 +3n2+n _
6n3 a
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8. Feladat. Mutassuk meg, hogy f(z) = e” fiiggvény a [0; 1] intervallumon

integralhaté! A bizonyitdshoz az alsé integrilkodzelitd 0sszeg és fels6 integ-
ralkozelitd Osszeg hatarértékeinek egyenléségét hasznaljuk! Szamoljuk ki az

1

/ e® dx értéket!
0

Megoldas:

Els6 1épésben a [0, 1] intervallumot n egyenld részre osztjuk. A keletkezett

osztopontok halmaza
1 2 -1
D:{O,;;...;n ;1}.
nn n

Az osztépontok altal keletkezett részintervallumok

(PR

A beosztashoz tartoz6 alsé integralkozelitd dsszeg

1 i
S ]
Felhaszndlva, hogy
e0—|—e% —i—e% +...+€TLT?1

egy mértani sorozat elsd n tagjanak az osszege azt kapjuk, hogy az 6sszeg

1\ "™
() =1 e

1 1 :
en — 1 en — 1

Tehat az als6 integralkozelits 6sszeg:

1 e—-1 1 1
jd) = — - =—- -1
Sn(f») n e%—l n e%—l (e )
Felhaszélva, hogy a L'Hospital-szabdly szerint
1
lim ——— = lim — = 1

z—0e? — 1 z—0 e®

azt kapjuk, hogy az alsé integralkozelitd dsszeg hatarértéke

1 1
lim — —4—— (e—1)=e—1.

n—oo N e;_l



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 15

A d beosztashoz tartozo felsd integralkozelitd osszeg
1 1 2 n—1 n
sn(fid) = . (eﬁ +en+...+en +e;>_

Felhaszndlva, hogy

1 2 n—1
en +en+...+en e
egy mértani sorozat elsd n tagjanak az osszege azt kapjuk, hogy az 6sszeg
1\ 7
L) o e
en - — = .
en — 1 en — 1

Tehat az fels6 integralkozelitd 6sszeg:

1 1 e—1 1 1
Sn(f;d):;'e”‘ﬁzg'e%_l'(e—l)-

Felhaszélva, hogy a L’Hospital-szabaly szerint

. x-e” et x-et
lim =lim——— =1
z—0e? — 1 z—0 e®

azt kapjuk, hogy a felsd integralkozelitd 6sszeg hatarértéke

1 1
lim — - — (e—1)=e—1.

n—oo N e;_l

Mivel az alsé és fels6 integralkozelitd 6sszeg hatarértéke megegyezik, ezért a
fiiggvény Riemann integralhatd, és az integral értéke
1

/emd;v:e—l.

0
9. Feladat. A Riemann-integralhatésag valamelyik elegendd feltételét alka-
Imazva mutassuk meg, hogy az f(r) = 2® — 3z + 2 fliggvény Riemann-
integralhat6 a [0; 10] intervallumon!
Megoldas:

Mivel az f(x) fiiggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény,
ezért Riemann-integréalhatd.

10. Feladat. A Riemann-integrilhat6sdg elegendd feltételeit alkalmazva mu-
tassuk meg, hogy az f(z) = sinz fiiggvény Riemann-integrdlhat6 a [0; F ]
intervallumon!

Megoldas:
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Mivel az f fiiggvény korlatos és monoton novekvd, ezért Riemann-integralha-
to.
Mivel az f fiiggvény korlatos és folytonos, ezért Riemann-integralhato.



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 17

3. A Riemann-integral tulajdonsagai, Newton-Leibniz tétel

11. Feladat. Szdmoljuk ki az
2 2
/ 4z da
2

Riemann-integral értékét!
Megoldas:
Mivel definicié szerint
a
[ 1@a—o,
a
ezért
2 2
/ 2 +x-e” da = 0.
2

12. Feladat. Szamoljuk ki az
2
/ sinx dz
_9)

Riemann-integral értékét!
Megoldas:

Mivel az f(z) = sinz fiiggvény paratlan és a [—2; 2] az origéra szimmetrikus

intervallum, ezért
2
/ sinzdx = 0.
-2

13. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = 2° - cos = fiiggvény Riemann-integraljat
a [—4; 4] intervallumon!

Megoldas:

Mivel

f(=z) = (=x)° - cos(—x) = —a° - cosz,

ezért f(—x) = —f(x), igy az f(z) fuggvény pératlan. A [—4;4] intervallum
az origbra szimmetrikus, ezért

/if(x)dxzo.
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14. Feladat. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény paratlan, a g fiiggvény paros.
Legyen h(x) = f(x) - g(x) és tegyiik fel, hogy a h fiiggvény értelmezve van
a [—1; 1] intervallumon. Szdmoljuk ki a h(z) figgvény Riemann-integréljat a
[—1; 1] intervallumon!
Megoldas:
Az f fuggvény pdratlan, ezért f(—x) = — f(x).
A g pdros, ezért f(—x) = f(x).
Mivel

M=) = f(=x) - g(=x) = —f(z) - g(x) = —h(z)

ezért h(z) pdratlan. A [—1; 1] intervallum az origéra szimmetrikus, ezért

/f

15. Feladat. Ha f Riemann integralhato fiiggvény a [0; 6] intervallumon és

6
RS
0
valamint
4
JRCEE
0
6
akkor mivel egyenld / f(x)dz?
4
Megoldas:
A Riemann-interal intervallum additivitasi tulajdonsdgat felhasznélva azt kap-
juk, hogy
4 6 6
/ f(z)dx +/ flz)dx = / f(z)dx
0 4 0
igy

[ff(w)dx:/OGf(w)dx—/;f(x)dx:10_7:3'

16. Feladat. Szédmoljuk ki az f(z) = cosz fiiggvény Riemann-integréljat a
[0; 7] intervallumon a Newton-Leibniz tétel felhasznaldsdval !

Megoldas:
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Mivel az f(x) = cos x fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F'(z) = sin z, ezért
vy
/ cosxdx = [sinz|j =sin7 —sin0 = 0.
0

17. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = 2z fiiggvény Riemann-integraljat a [0; 4]
intervallumon a Newton-Leibniz tétel felhasznalasaval!
Megoldas:

Mivel az f(x) = 2z fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F'(z) = 22, ezért
4
/ 2z dx = [2%]§ = 4> — 0% = 16.
0

18. Feladat. A Newton-Leibniz tétel és az integralkozelitd osszeg felhaszna-
lasaval adjunk becslést az els6 n természetes szam Osszegének kiszamolasara!
Az eredményt illusztraljuk dgy, hogy szamoljuk ki az els6 10, az els6 100 és az
elsé 1000 természetes szdm Osszegének pontos értékét és a kapott formulaval
becsiilt értékét!

Megoldas:
Tekintsiik az f(z) = = fiiggvényt a [0; 1] intervallumon. A fiiggvény folyto-

22

nos, igy Riemann-integrdlhat6. Az egyik primitiv fiiggvénye F(z) = 5. A
Newton-Leibniz tétel alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

1 211
x 1 1
zdr=|—| =--0=_.
/0 [2]0 2 2

Tekintsiik a [0; 1] intervallumnak azt a beosztdsét, amely n egyenld részre osztja
az intervallumot.

A keletkezett osztopontok halmaza

1 2 -1
D:{O,;;...;n ;1}.
n'n n

Az osztépontok &ltal keletkezett részintervallumok

oo} (o )

A beosztdshoz tartozd felsé integralkozelitd 6sszeg

S(f;d):i-<i+2+...+n>.

n n
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Mivel az f fiiggvény integralhato, ezért a felsd integralkozelitd 6sszegek soro-
zata a Riemann-integral értékéhez tart. Tehat

.o 14+24...4n 1
lim —m— = -

n—00 n2 2’
igy ha n tart végtelenhez, akkor

1
14+24...+n— —n2

2
Tehat azt kaptuk, hogy nagy n szdmokra az elsd n természetes szam Osszege az

1
5712 formulaval becsiilhetd

1
1+2+...—|—n~§-n2.

Az aldbbi tdblazat mutatja a kozelités ,,josagat”.

az clsé n ter- becslés a kapott
n értéke mészetes Szam ) P relativ hiba
N formulaval
0sszege
10 45 50 5/50 =10,1
100 4950 5000 50/5000 = 0,01
1000 499 500 500000 500/500 000 = 0,001

19. Feladat. A Newton-Leibniz tétel és az integralkozelitd osszeg felhaszna-
lasaval adjunk becslést az elsd n természetes szam négyzetdsszegének kisza-
moldsdra! Az eredményt illusztraljuk gy, hogy szdmoljuk ki az els6 10, az
els6 100 és az elsé 1000 természetes szam négyzetdsszegének pontos értékét
és a kapott formulaval becsiilt értékét!

Megoldas:

Tekintsiik az f(x) = x? fiiggvényt a [0; 1] intervallumon. A fiiggvény folyto-
nos, igy Riemann-integrélhaté. Az egyik primitiv fiiggvénye F(r) = 2 A

3
Newton-Leibniz tétel alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

1 371
1 1
/szx:[m] ==——0=-.
0 31y 3 3

Tekintsiik a [0; 1] intervallumnak azt a beosztdsat, amely n egyenld részre osztja
az intervallumot.



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 21

A keletkezett osztopontok halmaza

Az osztépontok altal keletkezett részintervallumok

1 1 2 -1
)
n n'n n
A beosztashoz tartozo felsé integralkozelitd 6sszeg
1 1\2 2\2 ny 2
s =4 (4 Q)+ (&)
n n n n

Mivel az f fiiggvény integralhatd, ezért a felsd integralkozelitd dsszegek soro-
zata a Riemann-integral értékéhez tart. Tehat

o124+ 224 . 402 1
lim 3 —
n—oo n 3

igy ha n tart végtelenhez, akkor
1
2+22+.. . 4+n®— g-nS.

Tehat azt kaptuk, hogy nagy n értékekre az elsé n természetes szdm négyzet-

Osszege az §n3 formuldval becsiilhetd
2, 92 o 1 3
1°4+2°+...+n Ng-n .

Az al4bbi tdbldzat mutatja a kozelités ,,j0sagat”.

az els6 n ter- .
becslés a kapott

n értéke mészetes szam , relativ hiba
N formulaval
Osszege
10 385 333 0,135
100 338 350 333333 0,015

1000 333833500 333333333 0,0015
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20. Feladat. A Newton-Leibniz tétel és az integralkozelitd 6sszeg felhasznd-
lasdval adjunk becslést az elsé n természetes szdm négyzetgydke 0sszegének
kiszdmolasara! Az eredményt illusztraljuk tgy, hogy szdmoljuk ki az els6 10,
az els6 100 és az els6 1000 természetes szam négyzetosszegének pontos érté-
két és a kapott formuldval becsiilt értékét!

Megoldas:

Tekintsiik az f(x) = /x fiiggvényt a [0; 1] intervallumon. A fiiggvény folyto-
nos, igy Riemann-integralhat6. Az egyik primitiv fiiggvénye F'(x) = % x2. A
Newton-Leibniz tétel alkalmazdsédval azt kapjuk, hogy

1 2 Lo 2
/\/a;dx:[acg} =—-—0=_.
0 3

o 3 3

Tekintsiik a [0; 1] intervallumnak azt a beosztdsét, amely n egyenld részre osztja
az intervallumot.

A keletkezett osztépontok halmaza

Az osztépontok dltal keletkezett részintervallumok

(e 2 )

A beosztashoz tartoz6 felsd integralkozelitd 0sszeg

S(f;d)—i-(ﬁJr\/ng...Jr\/Z).

Mivel az f fiiggvény integralhatd, ezért a felsd integralkozelitd dsszegek soro-
zata a Riemann-integral értékéhez tart. Tehat
L VIEV2E YR 2

1
00 n-\/n 37

igy ha n tart végtelenhez, akkor

f1+f2+...+\/ﬁ—>§-n.\/ﬁ.
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Tehat azt kaptuk, hogy nagy n szdmokra az elsé n természetes szdm négyzet-

gyokének Osszege a 3 n - y/n formuldval becsiilhetd:

ﬁ+\/§+...+\/ﬁ~§-n-\/ﬁ.

Az aldbbi tabldzat mutatja a kozelités ,,josdgat”.

az elsd n ter-

becslés a kapott

n értéke mészetes szam p relativ hiba
. formulaval
Osszege
10 22,47 21,08 0,062
100 671,46 666, 67 0,0071
1000 21097 21082 0,00071
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4. Alapintegralok

21. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
f(z) =32* + 62 +9

fliggvénynek egy primitiv fiiggvénye az

F(z) = 2% + 32 + 92 4+ 10
fiiggvény! Adjuk meg az f(z) figgvény Gsszes primitiv fiiggvényét!
Megoldas:
Az F primitiv fiiggvénye f-nek, ezért F'(z) = f(x). Mivel

F'(z) = 32° + 62+ 9 = f(x),

ezért F' egy primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek.
Az f fuggvény Gsszes primitiv fiiggvénye:

G(x) = 2® 4+ 32* + 92 +
ahol ¢ € R konstans.
22. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

f(x) =z -cosz
fliggvénynek egy primitiv fiiggvénye az
F(z) =z -sinx 4 cosx

fiiggvény! Adjuk meg az f fiiggvény Osszes primitiv fiiggvényét!
Megoldas:

Mivel
F'(z) =sinz +x-cosz —sinz = x-cosx = f(x),

ezért F' egy primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek.
Az f fiiggvény Osszes primitiv fiiggvénye:

G(z) =z -sinx + cosz + ¢,
ahol ¢ € R konstans.

23. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlokat:
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a) /2x+2d:c

b) /m2+5m—6dx
2
C) /3dx
d) /:U —i—a:
e) /m —Zm dx
x

f) /2”+5wdx

Megoldas:

2

X
—d
g)/aCQJrl x

h)/dw

25

a) Az integrél additiv és homogén tulajdonsdgét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/2x+2dm:/2xdm+/2dm:x2+2x+c.

b) Az integrél additiv és homogén tulajdonsagét haszndlva

/$2+5$—6dx:/xde+5-/xdx—/6dx:

adodik.

¢) Felhasznalva az

azonossdgot azt kapjuk, hogy

2
Zdr =
e /

372

=—+5-——6x+c

2

-2

1
2.2 3dx=2- x—z—&-c————i-c

— 2
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. 1 . P
d) Felhaszndlva a hatvdnyozds azonossagait, a /= = x2 azonossidgot, tovabba
az integrél additiv és homogén tulajdonsdgét azt kapjuk, hogy

2 2 2
/x —|—:rd$:/x Txdx: xl—l—xlda::/a:g+:x§dm:
\/E T2 x2 xr2

2 5 2 2 2
:5'-1'5 g-x%—i—c:g-\/x?%rg-vx?’—i—c.

e) A hatvanyozds azonossdgainak alkalmazdsaval és az integral additiv tulaj-
donsdganak felhaszndldsaval

4 3 4 3
Tt +x T T
/ 2 “Z/&*%“:

1
:/1+dx:x+ln\az|+c.
x

adodik.
f) Az integrél additiv tulajdonsiga miatt azt kapjuk, hogy

g) A szdmldléhoz 1-et hozzdadva és kivonva, majd az integrdl additiv tulajdon-
sdgit felhaszndlva azt kapjuk, hogy

2 2
1-1 1
/ x dxz/“daz:/l— dzr =
2 +1 2 +1 2 +1

=1z — arctgz + c.

1
h) Mivel — = 72, ezért
T

1 -1 1
/dx:/:EQd:z::m—Fc:——Fc.
2 -1 x

1) Felhasznalva az
2 —1=(z—1)-(z+1)

azonossigot
21 —1)- 1 2

/x dx:/(m ) (x+)dx:/x+1dx:x+x+c
rz—1 rz—1 2

adodik.
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J) A tortet két tort Osszegére bontva, majd az integrdl additiv tulajdonsagét
felhaszndlva azt kapjuk, hogy

1 1
/:E—{_ dx:/$+dx:/1+ de =2+ In|z|+c.
x T T

k) Felhaszndlva, hogy

ol

Jr =z
\/E—m%

tovdbbd az integrdl additivitdsa miatt

/dez a:3+x2 /—i—dx—

/:U 3+ de__i T §—2m 2 f¢c=

3 1 2 .,
=——- ——+c
2 Y2 Jz

és

adédik.
A fentiekben c € R tetszleges konstans.

24. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlokat:

a) / 2, ——dzx f) /cthx dx
cos sm x
b) /tg2 zdz sin 2x
g) / dz
Ccos T
C) /2 -cost + 3 -sinxdx
sin 2x
h
d) / cos 2x du ) / SN T
sinx + cosx
e) /tgzxdx i) /tg2x+ld$
Megoldas:

a) Az integral additiv és homogén tulajdonsdgét felhasznélva azt kapjuk, hogy

1 2
/2—1— ——dr =tgx —2-ctgz +c.
cos‘xr  sin“x
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sin x
cosx’

b) Felhaszndlva, hogy tgx =
azt kapjuk, hogy

2 2

sin“ x 1 —cos“x
/thwdwz/zdm:/de:

CcoS? T Ccos® T

1
:/ —ldz=tger —z+c

cos2 x

tovdbbd az integrdl additiv tulajdonsagét

¢) Az integrdl additiv és homogén tulajdonsédgit felhaszndlva

/Q-Cosx+3~sina:dx:2-sinx—3-cosx+c

adodik.

2 2

d) Felhaszndlva, hogy cos 2z = cos” x — sin

cos 2x cos?2z —sinx
——do= | ————dx =
sinx + cosx sinx + cosx
(cosx —sinz) - (cosz + sinx)
sinx 4+ cosx

x azt kapjuk, hogy

dx =

= /cosx —sinzdz =sinxz + cosz + c.

sin x . .
, majd a sin? 2

e) Felhaszndlva, hogy tgx = z =1—cos

Z azonossagot
cos T
alkalmazva

-2 2

sin® x 1 —cos*zx
/tg2$dx:/ 5 dx:/2d:p:

cos? x cos? x

1
—/ —lde=tgr—x+c

cos? x

adodik.

2 2

cos T . . .
f) Felhaszndlva, hogy ctgr = ——, majd a cos”“ z = 1 — sin“ x azonossdgot
nx

alkalmazva azt kapjuk, hogy

2 2
cos“ x 1 —sin“x
/cth:vdx:/ — dx:/,zd:c:
sin” x sin”

1
—/ —— — ldz = —ctgz —z +c.
sin”
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g) Felhaszndlva, hogy sin 2z = 2sin x - cos = azt kapjuk, hogy

sin 2x 2sinx - cosx .
de = | ————dx = [ 2sinxdx =
cosx Ccos T

= —2cosx + c.

h) Felhaszndlva, hogy sin 2z = 2sin x - cos x azt kapjuk, hogy

sin 2x 2sinx - cosx
- de = | ———dax = [2coszdx =
sinx sinx

= 2sinx + c.

sinx 2

1) Felhaszndlva, hogy tgz = -7,
alkalmazasdaval azt kapjuk, hogy

majd a sin® z + cos

/thx—l—lda::/Sian +1dx:/Sin2x+C082xdx:
C

0s? cos? x

1
:/ dz =tgxr +c.

cos? z

A fentiekben ¢ € R tetszdleges konstans.

25. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

22z _ 4
a 27 + 5% dx
) / c) / 55 5 dz
b) /4x3+cosx+e$dx d) /(2m+3)2daz
Megoldas:

a) Az integral additiv tulajdonsdga miatt

2 5%der=—+ — .
/ * . ln2+ln5+c

29

x = 1 azonossag

b) Az integral additiv és homogén tulajdonsagat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/4x3+cosx+ezdx:x4—i—sinx+e$—|—c.

¢) Mivel
227 _ 4 =(29)2 - 22 = (2 - 2) - (2° + 2),
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ezért
22T _ 4 (2% —2) - (2% + 2)
/2x—2dx:/ 553 dx:/21—|—2dx:
21
d) Mivel
(2°+3)° =22 4+ 6.2+ 9=4" 4627 49,
ezért
X 2 €T X 41‘ v
/( +3)"dz / +6-274+9dr = +6- 1 + 9z

A fentiekben c € R tetsz6leges konstans.

26. Feladat. Adjuk meg az
z? —4
a5, —\2

fz) =

figgvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre F'(2) = 8 teljesiil! Abrazoljuk a
kapott fiiggvényt!

Megoldas:
Mivel
2 —4=(z-2) (z+2),
ezért
2
=4 (x—2)-(x+2)
= = 2
x—2 x—2 T2
igy
2 2
—4
/z dx:/x+2dx:x+2x+c,
r—2 2
ahol ¢ € R. Tehét az f primitiv figgvényei:
2
F(z)= ?—I—QJJ—FC.
Mivel F'(2) = 8, ezért
2
8=—+2-24c¢ = c=2.

2
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Tehat a keresett primitiv fliggvény:

Mivel

F(r) = (@ + 2,

DO =

(2?4 4z +4) =

N

a fiiggvény grafikonja:

0
87 654321012345

27. Feladat. Adjuk meg az
z? —6x+9
z—3

fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre F'(2) = 8 teljesiil! Hatdrozzuk
meg a keresett fliggvény szélséértékének helyét!

fz) =

Megoldas:
Mivel
22 —6x+9=(x—3)%
ezért ’ )
—6 _
x x+9:(ac 3) — o3,
r—3 x—3
igy ) ,
—6 9
/de—/x—Bdm—m—Sx—i—c,
z—3 2

ahol ¢ € R. Tehét az f primitiv fiiggvényei:

2

F(x):%—?):z—i-c.
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Mivel F'(0) = 6, ezért
02

Tehat a keresett primitiv fiiggvény:

Flz) =2 — 3z +6.

F(w)zl.(x2_6x+12):%.[(x_3)2+3] _

5 (x—3)%+1,5,

N =

igy az F' minimum helye = = 3, minimum értéke F'(3) = 1, 5.

28. Feladat. Adjuk meg az

fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre F'(0) = 4 teljesiil!

Megoldas:
Mivel
62‘“—4:(em)2—22:(em—2)'(ex+2),
ezért ) )
2r 4 _ (ex_2 .(ex_‘_2 _ .z
e 4= pr— =e" 4+ 2
igy
e?r — 4
/e$_2dm:/ex+2dx:ez+2x+c,

ahol ¢ € R. Tehat az f primitiv fiiggvényei:
F(z)=e"4+2z+c.
Mivel F'(0) = 4, ezért
4=e"+2.0+c = c=3.
Tehat a keresett primitiv fliggvény:

F(z)=¢e"+2z+ 3.
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29. Feladat. Hatarozzuk meg az

fl@)=—+—

T
fliggvény azon F' primitiv fiiggvényét, amelynek grafikonja athalad a P =
(1;4) ponton!

Megoldas:

Mivel
flz) = 4.1 —|—4-:E_2,

ezért

4 4 &
/+2dx:/4'x_1+4-x_2dx:4-1n|x|+4-x+c:
r -1

4
:4'ln|x|—?+c,
ahol ¢ € R. Tehét az f primitiv fiiggvényei:
4
F(x)=4-1 - —=+ec
(x) n |x| 2 +c
Mivel a fiiggvény grafikonja dthalad a P = (1;4) ponton, ezért F'(1) = 4, igy
4
4:4-ln1—?+c = c=8.
Tehat a keresett primitiv fliggvény:
4
Flz)=4-1 - — +8.
(2) =4-Infa| - — +

30. Feladat. Hatdrozzuk meg az
3 3
flz) = 27

x
fliggvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre teljesiil, hogy

F(1)=3.
Megoldas:

Az algebrai 4talakitdsok és a hatdrozatlan integrdl tulajdonsédgai alapjén:

/+ dx—/(3m_2+i) dz =

3
=-3- —1—1—3 1n|x]+c———+3 In|z| + c.
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Mivel F(1) = 3, ezért
—%+3-ln|1\+c:0 = c=3,
igy a keresett fiiggvény:
F(z) = —% +3-In|z| + 3.

31. Feladat. Hatdrozzuk meg az

fla) = (Va +2)?

fliggvény azon F' primitiv fiiggvényét, melyre teljesiil, hogy

Megoldas:

Felhaszndlva, hogy
(a+b)* = a® + 2ab + b*

azt kapjuk, hogy
(WVz4+2?2=z+4 -V +4
Az algebrai atalakitdsok és a hatdrozatlan integral tulajdonsédgai alapjén:
F(x) :/1:+4-\/5+4dx:/m+4-x;—|—4dx:
2 2 22
2

:x——|—4-§+4x+c:

; Va3 +4x +c
2

_|_

w| oo

1
Mivel F((4) = 3 ezért

1
8+§-8+16+c:§ = c = —45,

igy a keresett fiiggvény:
2

8 =
%‘i‘g .%'3+4.%'—45.
32. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) = 100"

fliggvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre teljesiil, hogy
F(2)=1.
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Megoldas:

Mivel
flx) = 100'8% — (102)1g;r — 102187 — 101g332 _ $2’

ezért
23
F(x) = /x2dx: §+c.
Felhaszndlva, hogy F'(2) = 1 azt kapjuk, hogy

8+ 1 =
—+c= c=——.
3 3

Tehét a keresett fliggvény

w

-
3
33. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) = (2° + 3z — 1)?

figgvény azon F' primitiv fliggvényét, melyre teljesiil, hogy

F0)=5
teljesil.
Megoldas:
Mivel
(a+b+c)? =a®+ b+ + 2ab+ 2ac + 2be,
ezért

2

f(x):x4—1—9:x2—|—1+6x3—2x — 6z =2 + 62>+ 72> — 62+ 1,

ezért
z® 3z 73

F(x):/a:4+6x3+7x2—6x+1dx:5+2+3_3$2+x+c.

Felhasznalva, hogy F'(0) = 5 azt kapjuk, hogy
04+c=5 = c=95.
Tehét a keresett fliggvény
25 32t 723
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6
34. Feladat. Tekintsiik az f(x) = x} fliggvényt és legyen F' az f azon
x
primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = 0 teljesiil.

a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabalyat!

b) Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-

lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!
¢) Adjuk meg az F fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F’ fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatarozzuk meg az inflexids
pontot, ha 1étezik!

f) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjat!
g) Injektiv-e az F' fiiggvény?
h) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Mivel
F(x) /xﬁ6dx:/%+\6fdx—/x2+6x2dx—

=

3
46 o= Va4 12-Vate
2 2
és F(0) =0 = ¢ =0, ezért

F(x)z%-\/;?’—l—m-\/f.

b) A \/x fiiggvény miatt = > 0 kell, hogy teljesiiljon, ezért
c) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldésa adja, tehit az

\/5-<§x+12) =0

egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy x = 0 vagy %x + 12 = 0,
amibdl x = —18, ami nem lehetséges az értelmezési tartomany miatt. Tehat
a fiiggvény egyetlen zérushelye x = 0.
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d) Mivel F'(z) = f(x), ezért az

m+6_0
VE
egyenletet kell megoldanunk, amibdl azt kapjuk, hogy x = —6, ami nem el-

eme az értelmezési tartomdnynak, igy az F”(x) fiiggvénynek nincs zérushe-
lye, tehat az F' fiiggvénynek nincs lokélis szEéls6értéke.

Mivel F’(z) > 0 minden = > 0 esetén, ezért F' monoton novekvd.

e) Mivel

F'(z) = " =

_237—9;—6_ r—6
2 2z 7]

ezért az F"(x) = 0 egyenlet megolddsa x = 6. A mdsodik derivalt elGjeleit
tablazatba foglaljuk:

Vi-(z+6)-4.273 VI3 iR
X

x [0; 6] 6 16; 00|
F"(x) - 0 +
F(x) konkdv | inflexids pont | konvex
F(x) 39,19

f) Az F fiiggvény grafikonja:

350
300
250
200
150
100

50

0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

2) Injektiv, mert kiilonboz6 elemekhez kiilonbozé elemeket rendel.

h) Az F fuggvény értékkészlete [0; ool.
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35. Feladat. Hatdrozzuk meg az

2
x
= 1 —_—
fliggvény hatdrozatlan integraljat!
Megoldas:

Mivel

f) \/1+ x2 \/1—302—1—902 1
xTr) = = = y
1— 22 1 — 22 V11— 2

/ 1+ i d —/ L dr = inx +
\/ ——dr= | ——dz = arcsinz + ¢
1—a? V1—a? ’

ahol c € R tetsz6leges.

ezért

36. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 423 — 1222 fiiggvényt és legyen F az f azon

primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = 0 teljesiil.

a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabdlyat!

b) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-

lyen az F' fliggvény értelmezhetd!
¢) Adjuk meg az F' fiiggvény zérushelyét!

7z

d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokalis széls6érték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F' fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatarozzuk meg az inflexids

pontot, ha 1étezik!
f) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjat!
2) Injektiv-e az F' fiiggvény?
h) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Mivel
F(x) = /43:3 —122%dx = 2% — 423 + ¢

és F'(0) =0 = ¢ =0, ezért
F(x) = 2" — 4a3.



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 39

b) Az F fiiggvény értelmezési tartomédnya
D =] — 00; 00.
¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megolddsa adja, tehdt az
zt — 423 =0 = 3 (x—4)=0
egyenlet megolddsa, amib0l azt kapjuk, hogy x = 0, illetve x = 4.
d) Mivel F'(z) = f(x), ezért a
4a3 — 1222 =0 = 423 (x—3) =0

egyenletet kell megoldanunk, amibdl azt kapjuk, hogy z = 0, illetve x = 3.
Az elsé derivilt elgjeleit tablazatba foglaljuk:

x ] — 0030 0 10; 3] 3 35 00]
F'(z) - 0 - 0 +
F(x) \, |stac. pont| , |[lok. minimum |
F(x) 0 97

e) Mivel
F'(x) = 1222 — 242 = 12z - (z — 2),

ezért az F"(x) = 0 egyenlet megolddsa z = 0, illetve z = 2. A mdsodik
derivélt el6jeleit tablazatba foglaljuk:

x J—oo;0[| 0 10;2] 2 2; 00]
F'(x) + 0 - 0 +
F(x) konvex | infl. pont | konkav | infl. pont | konvex
F(z) 0 ~16

f) Az F fiiggvény grafikonja:
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40

30

g) Nem injektiv, mert péld4ul a 0 és a 4 helyen megegyezik a fiiggvényérték.
h) Az F fuggvény értékkészlete [—27; oo].
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5. Az f(ax + b) alaki fiiggvények integralasa

37. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integralokat:

a) /Cos(2x +3)dx e) /eh dz
b) /sin(mz: —e)dz f) /(33; + 1) dx
1 3
d) /1(1 h 71 d
sin?(3x + 6) ! ) /\/5 oz

Megoldas:

a) Mivel (sinz)’ = cosz, ezért

in(2 3
/COS(Q:U +3)dx = s1n(§+) +ec.
b) Mivel (cosz)’ = —sinx, ezért
/ - :7cos(7rx—e)+c'
T
¢) Mivel (tgz)' = 5, ezért
_ tg(5r —2)
/c0525m—2 dr = 5 te
: I _ 1 4
d) Mivel (ctgz)’ = — =, ezért
1 tg (3 6
/ S S 7 1ok ) S,
sin®(3z + 6) 3

e) Mivel (e*)" = &7, ezért

eQ:c
/62”“" dz = - + c.

41
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f) Mivel
/x20 dx = xil +c
21 ’
ezért
(3z + 1) (3z +1)2!
(3x+1)20da:: -~ dte=-——""—+ec
21-3 63
g) Mivel
/x3 dx = :c;l +c
=7 ,
ezért A .
(1 —4x) (1 —4x)
(1—4x)dz = = — +c
4-(—4) 16
h) Mivel
1
/x; dx = ? e
2
ezért

1 1
dx:/(5—2:z:)_2d1::+c:—\/5—21‘+c.
/\/5—2x 2.1

A fentiekben ¢ € R tetszbleges.

38. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (sinz + cosz)? fiiggvény azon primitiv
filggvényét, amelynek grafikonja dthalad P = (0; 2) ponton!

Megoldas:
Mivel

(sinz + cosz)? = sin” + cos® z + 2sinz cos x = 1 + sin 2z,

ezért
cos 2x

+ c.

F(x)—/f(x)dx—/l—i—siandx—x—

Mivel azt a primitiv fliggvényt keressiik, amelynek grafikonjdra illeszkedik a P
pont, ezért F'(0) = 2, igy

5
2=0- = = —,
+c c 5
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Tehat a keresett primitiv fliggvény:

cos2x 5
F = — —.
(r) == 5 + 5

39. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (em + 2)2 fiiggvény azon primitiv fiiggvé-
nyét, amelynek grafikonja dthalad P = (0; 1) ponton!

Megoldas:
Mivel )
(e"”+2) —e¥ 4 4. 6" + 4,

ezért
2x

F(z)= f(x)dx:/62x+4'ex+4da:262+4-ex+c.

Mivel azt a primitiv fiiggvényt keressiik, amelynek grafikonjara illeszkedik a P
pont, ezért F'(0) = 1, igy

1 7
1= 3 +4+c = c= ~5
Tehat a keresett primitiv fliggvény:
2x 7
F(x) = %+4'e$—|—4x—§.

40. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (¥ + 4)3 fiiggvény azon primitiv fiiggvé-
nyét, amelynek grafikonja dthalad P = (0; 126) ponton!

Megoldas:

Mivel
(e$+4)3 =& 412 6% 48 6% 4 64,

ezért

F(fv)=/f(w)dx=/e3w+12-e2x+48-ex+64dx=

eBw 2z
e3:1:
:?+6'e2x+48-e$+64x+c.

Mivel azt a primitiv fiiggvényt keressiik, amelynek grafikonjara illeszkedik a P
pont, ezért F'(0) = 126, igy

126 =1+124+484+64 + ¢ = c=1.
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Tehat a keresett primitiv fliggvény:

3x

F(m):%+6-e25'f+48-e1‘+64x+1.

41. Feladat. Adjuk meg az f(x) = /4 + 2x fiiggvény azon primitiv fiiggvé-
nyét, amelynek grafikonja dthalad P = (6;25) ponton!

Megoldas:
Mivel
VAT 2z = (4+ 21)2,
és
1 ZE% 2 3 2
/x2:§:3~$2:3 \/1’3
ezért

F(x)z/f(x)dzzg.@+cz@+a

Mivel azt a primitiv fiiggvényt keressiik, amelynek grafikonjara illeszkedik a P
pont, ezért F'(6) = 25, igy

4+42-6)3 11
25:(+3)+c = c=

Tehat a keresett primitiv fliggvény:
(4+22)3 11
-~ - @@ 7 + —_—
3 3
42. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = cos 2z fiiggvény azon F'(z) primitiv

fiiggvényét, amelyre F'(0) = 1 teljesiil! Fiiggvénytranszformécids 1épések se-
gitségével dbrdzoljuk a primitiv fliggvényt!

F(r) =

Megoldas:
Mivel
in 2
Flz) = sm2 x .
ahol c € Rés F(0) = 1, ezért
1:F(0):M c=c,
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igy ¢ = 1, tehdt a keresett primitiv fliggvény

sin 2x
F(z) = 5 + 1.

A fiiggvény grafikonjdnak dbrdzoldsa fliggvénytranszformacids lépésekkel:

43. Feladat. Hatdrozzuk meg az / dz integralt!

3
25 + 1622

Megoldas:

/.
1422

3 1 3 1
% qz=3-|—— Qr=_. = _dr=
/25+161’2 ! /25+16x2 Y /1+§§x2 v
3 1 3 tg 4
:2./“@:2.&%4%5%
> )14 (32) > 3
3 ‘ 4 5+ 3 . 4 N
— - aIc =T © C = — - arc —x c
2% &8\5%) 1 20 &\5 )

ahol c € R tetszdleges.

Az integralt visszavezetjiik az fliggvény integraljara:

te=

44, Feladat. Hatarozzuk meg az / dz integralt!

2
V36 — 1622
Megoldas:

45
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1

s fiiggvény integraljdra:

Az integralt visszavezetjiik az

[ mmmde=2 [ o= [ e
V36 — 1642 V36 — 1642 6 /1~ 16,2

! Y I S A

B arcsin (%:U) fe— 1 . 2 n
= 5 c= 5 arcsin 355 c,

3

W

W

ahol c € R tetszdleges.

45. Feladat. Hatarozzuk meg az / dz integréalt!

3
7+ 822
Megoldas:

Az integralt visszavezetjiik az ﬁ fliggvény integraljara:

3 1 3 1

—° dr=3-|— Q=2 — dx =
/7+8x2 ! /7+8x2 T /1+§x2 !

3 / 1 . 3 arctg(ﬁx)
= — . _ == —7
7 2 7 8
1+(\/§x) \/;
8
7

3 et T 3 . 8.\ .
= — -arc x| - - C = —— - arcC - &
= g S 75 g(\/- ,

ahol c € R tetsz6leges.

+c=

46. Feladat. Hatarozzuk meg az dz integralt!

5
/ V1 — 4x2
Megoldas:

1

s fiiggvény integrljdra:

Az integralt visszavezetjiik az

5 1 1
dx:5./dm:5'/d$:
/m V1— 422 1—(22)?
_ .aﬂf&;(?ﬂf)+c:g.arcsin(zx>+c

ahol ¢ € R tetszdleges.
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1

—————— du integrdlt!
9w 12 x integra

47. Feladat. Hatdrozzuk meg az /

Megoldas:
Az integralt visszavezetjiik az ﬁ fliggvény integraljara. Elsd 1épésben teljes
négyzetté alakitjuk az z2 + 2x + 2 kifejezést:

P42 +2=(z+1)%+1

Ezt felhasznalva

1 1
— — dz= [ —— _dz=—arctg(z+1
/$2+2$+2 x /1+($+1)2 x = arctg(xz + 1) + ¢,

ahol ¢ € R tetszdleges.

1

m dx lntegrélt'

48. Feladat. Hatdrozzuk meg az /

Megoldas:

1
1+x2
négyzetté alakitjuk az 2% + 4x + 6 kifejezést:

244 4+6=(x+2)°2+2

Az integralt visszavezetjiik az fiiggvény integraljara. Els6 1€pésben teljes

Ezt felhasznalva

1 1 1
e e e e e
x? 4+ 2z + 2 2+ (x+2)?

v ()

2 2
= arctg (x—ll— >—|—c:\/i-aurctg<w;_§ >+c,

S

ahol c € R tetszdleges.
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6. Az ["(z) - f'(z) alaku fiiggvények integralasa

Ebben a fejezetben, ha mast nem mondunk, ¢ € R tetszéleges konstans.

49. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

T e293
B | e
a) /$2+5 x g)/2x+1dx
z+2 ST o
)/x2+4x+1 h)/ smx
d .
c) /a:-lna: T 1) /tgxdx
d) /1dx ' d
tgx - cos?x ) /ctgm v
1
——d
e) /ctgaz-sinQ:r x k) /tg2mdx

D / ctg 2z dx
Megoldas:

2) alakra hozhaté.

a) Ha f(z) = 2% + 5, akkor f'(x) = 2z, igy az integrdl f(( j

Felhasznalva, hogy
x 1 2x
22+5 2 22+5

tovabbd az integrdl homogén tulajdonsagat azt kapjuk, hogy

x 1 2z 1
I, P R P 1
/x2+5 T=g /952+5 z=g n(z” +5)+c

b) A nevezd derivaltja: 2x + 4. A szamlal6t 2-vel szorozva a szamlaléban a
nevezd derivaltjat kapjuk, igy alkalmazhaté az el6bbi médszer. Ahhoz, hogy
a kifejezés értéke ne valtozzon, %-el is szoroznunk kell, amit az integral
homogenitdsa miatt kiemelhetiink az integraljel elé. Tehat

©+2 1 21 + 4 1,
d —_ _ . 7(1 :7-1 4 1 .
/:E2—|—4:E—|—1 YT /:U2+4:U+1 Ty njz®+dz+ 1+
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¢) Mivel
111
z-lnz 2z Inz’
ezért
1 1
/ dx:/xdlen|lnx|+c.
z-lnx Inx
d) Mivel
11
cos2x -tgr coslx tgx’
ezért
1 _1
/zdxz/mszxdx:lnhg:ﬂ—kc.
tgx - cos® x tgx
e) Mivel
(S T
sinz - ctgr  sin’z  ctgx’
ezért

1
1 —3
/ctgx-sinQ:cdx:/(S:l‘?g; dz = —In|ctgz| + c.

f) Ha f(z) = e* + 1, akkor f'(z) = €%, igy

e(l:
/$+1dm:1n(ex+1)+c.
e

2) A szamlalét 2-vel szorozva a szamldléban a nevezd derivaltjat kapjuk, igy
alkalmazhat6 az el6bbi médszer. Ahhoz, hogy a kifejezés értéke ne valtoz-
zon, %—el is szoroznunk kell, amit az integrdl homogenitdsa miatt kiemel-
hetiink az integréljel elé, igy

2x 2z 2x
1 2 1 2-
76 dl‘: 7-7e d:]jzf 7e dx:
e? +1 2 e? 1 2 Je¥41l

1
=3 ‘In(e* + 1) +c.

h) Felhasznélva az integrdl homogenitését azt kapjuk, hogy

2.
/ ,Cosxdx:2-/cosxdx:2-1n\sinx]—i—c.

sinx
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sin x
cosx’

sinx —sinz
/tgxd:z::/ da::—/ dz = —In|cosz| + c.
cos cos x

1 1 __ Cosx £ 4 : ! __ £
j) Mivel ctgr = S22, tovabbd (sinz)’ = cos z, ezért

/ctga?dx = /Cf)sx dz =In|sinz| + c.

ST

i) Mivel tgz =

tovabbd (cosz) = — sin x, ezért

k) Mivel tgz = S22 tovdbbd (cos2z) = —2 - sin 2z, ezért

in 2 1 —2-sin 2
/thxdx:/Sln ngdac:—'/sm xdm:
cos 2x 2 cos 2x

1
. -In|cos(2z)| + c.

1) Mivel ctgz = S22, tovdbba (sin 2x)" = 2 - sin 2z, ezért

2 1 2 2
ctg2xdxr = C_OS xdx:f- (,:OS xdx:
sin 2x 2 sin 2x

1
5% In |sin(2x)| + ¢

50. Feladat. Tekintsiik az

el‘

et +1

fz) =

fiiggvényt és legyen F' az f azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = In2

teljestil.

a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabélyat!

b) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-

lyen az F fiiggvény értelmezhetd!
¢) Adjuk meg az F fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokalis széls6érték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F' fliggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatdrozzuk meg az inflexios

pontot, ha 1étezik!

f) Hatdrozzuk meg az F' figgvény hatarértékeit az értelmezési tartomany hatar-

pontjaiban!
g) Vazoljuk fel az F’ fiiggvény grafikonjat!
h) Injektiv-e az F' fiiggvény?
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Hatédrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:

a)

b)

9

d)

f)

g)

Mivel

F(x)—/eme_i_ldx—ln(ex—l—l)—i—c

és F(0) =In2+c = c=0,ezért
F(z) =In(e® +1).

Az F fiiggvény értelmezési tartomanya

D =] — 00; 00].

A zérushelyet az F'(z) = 0 egyenlet megoldésa adja, tehdt az
In(e®*+1)=0

egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy e” = 0, ami nem lehetséges,

igy az F' fiiggvénynek nincs zérushelye.
Mivel F'(z) = f(x), ezért az
X

e —_—
et +1

= e" =0

egyenletet kell megoldanunk, aminek nincs megolddsa. Mivel F'(z) > 0,
ezért az F' fliggvény értelmezési tartomdnydnak minden pontjdban monoton
novekva.

Mivel
T xT + 1) _ e:v . e:v 1
2 _ € (e —
(@) (e +1)2 (e +1)%

igy F”(z) > 0 minden z € R esetén, ezért F' konvex.

Az F fiiggvény hatdrértéke —oo-ben:
lim F(z)=0.

T—r—00
Az F fiiggvény hatarértéke oco-ben:
lim F(x) = oc.

T—00

Az F fiiggvény grafikonja:



52 DR. KEZI CSABA GABOR

5432101234056 7 8910111213

h) Injektiv, mert kiilonb6z6 elemekhez kiilonb6zé elemeket rendel.
i) Az F fiiggvény értékkészlete |0; ool

51. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

In® z

a) /sin3 - cosxdx

5

b cos® z - sinx dz _ 4 d
) / D /(1:6 T1z

sin x x

—d

0 fo 0 |
d) / cos T h) /

Vsin3 x V1423
Megoldas:

a) Ha f(x) = sinz, akkor f'(x) = cosz, igy az integrdl f"(x) - f'(z) alakra
hozhat6:

. 3 sin* x
sin®x - cosxdx = + c.

4
b) Ha f(x) = cosz, akkor f'(x) = —sinz, igy az integral f"(x)- f'(x) alakra
hozhato:

/cos2x-sinxd:v: /COSQCC-(SiDl‘)dl‘ =—

COS3 T

3

— = cos™? x azintegrdl f"(x)- f'(x) alakra hozhat6:

) 1
4 cos®
sin x . _ ) _
= dz= [ sinz-cosPzdr=—[ —sinz-cos P zdzr =
cos® T

cos™ x n 1
= — C= ——
—4 4-cost x

+ c.
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1
d) Felhasznilva, hogy —— = 1 az integral f™(z) - f'(z) alakra hozhatd:

V3

I

cos T R, | sin1 x 4/
/4 dz = [ cosz-(sinz) 4+dz=—5— +c=4-Vsinz +c
. 3 =
Vsin® 1

1
e) Ha f(x) = Inz, akkor f/(x) = —, igy az integrdl f™(z) - f'(x) alakra
x
hozhat6:

In® 1 In’
/nx—/lngx'dx—nw—l-c.
T T 9

f) Ha f(z) = 2% + 1, akkor f(x) = 62°, igy az integrdl f"(z) - f'(x) alakra
hozhatd, tehat

x° _ 1 _
/Mdfﬂ:/lﬁ(lﬁ"‘l) 2d13:6/6$5(1'6+1) zdl‘:

1 6 -1
N Coth o VRN S S
6 -1 6 25+1
g) Ha f(z) = 1 + 22, akkor f'(z) = 2z, igy az integral f"(z) - f'(x) alakra
hozhatd, tehat

x 1 1 1
dm:/x- 14 2? _2dx:-/2$- 1+a2%) 2dz =
[= arel 2 )2
1 (1+22)2 -
- =Vt atte
2 )
h) Ha f(z) = 1+ 23, akkor f/(x) = 322, igy az integrdl f"(z) - f'(x) alakra
hozhatd, tehat
212 z? 2 1
dx:Q-/dx:-/3x2- 1+2%72 =
V1423 V1423 3 ( )
2 (14a%): 4
Z*-m+c:fq/l+x3+c.

3 3
52. Feladat. Tekintsiik az

+ c.

N[

_r

x?+1
fiiggvényt és legyen F' az f azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = 1 tel-
jestil.

fz) =

a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabélyat!
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b) Adjuk meg a valés szdmok halmazédnak azt a legb6vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!

¢) Adjuk meg az F' fiiggvény zérushelyét!
d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokalis széls6érték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F' fliggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatdrozzuk meg az inflexios
pontot, ha 1étezik!

f) Hatdrozzuk meg az F' figgvény hatarértékeit az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjit!

h) Injektiv-e az F’ fiiggvény?

i) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:

a) Mivel
_1 1 o\ 1

(1+2%) " 2dz z=5 20 - (14 2%) 2de =

1

1 (1+2?)2

9 1
21

és F(0)=14c=c=0,ezért
F(z) = V1+ 22

b) Az F fiiggvény értelmezési tartomanya

[t

+ec 1+a22+c.

Dr =] — 00; 00|

¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldésa adja, tehdt a
V1i+22=0
egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy 22 = —1, ami nem lehetséges,
igy az F' fiiggvénynek nincs zérushelye.

d) Mivel F'(z) = f(x), ezért az
x

V2 +1

egyenletet kell megoldanunk, aminek egyetlen megoldasa x = 0.

=0
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Az elsé derivilt elgjeleit tabldzatba foglaljuk:

x ] — 00;0[ 0 10; o0]
F'(x) - 0 +
F(x) N lokdlis minimum | 7
F(x) 1
e) Mivel
_1 2 _
F,,<$):\/1+1:2—x~%-(1+x2) 2.2x Vit T _
1+ 22 1+ 22
1 + 22 — 2?2 1
1422 142

igy F”(xz) > 0 minden z € R esetén, ezért F' konvex.
f) Az F fliggvény hatarértéke —oo-ben:
lim F(z)= oc.

T——00
Az F' fiiggvény hatdrértéke co-ben:

lim F(z) = oco.

T—00

g) Az F' fiiggvény grafikonja:

10-98-76-5-43-2-1012345¢6782910

h) Nem injektiv.

i) Az F fiiggvény értékkészlete [1; 0ol
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53. Feladat. Tekintsiik az

Vinzx

T

fz) =
fiiggvényt és legyen F' az f azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(1) = O tel-
jesil.
a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabdlyat!

b) Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fliggvény értelmezhetd!

¢) Adjuk meg az F' fiiggvény zérushelyét!
d) Vizsgiljuk meg monotonitds és lokdlis sz&lséérték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F' fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatarozzuk meg az inflexids
pontot, ha 1étezik!

f) Hatdrozzuk meg az F' figgvény hatdrértékeit az értelmezési tartomédny hatér-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjit!

h) Injektiv-e az F’ fiiggvény?

1) Hatdrozzuk meg az F’ fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Mivel
V1 1 2
/ ;x dz = /(lnw)é . ;dx = (lnx)% '3 +c=+/(nz)3+¢

és F(1) = c= ¢ =0, ezért

F(z) =+/(Inx)3.

b) Mivel x > 0éslnz > 0 = = > 1, ezért az F' fliggvény értelmezési
tartomanya
DF = [1; OO[

¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldésa adja, tehdt a

V(nz)3=0

egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy Inx = 0, igy = 1.
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d) Mivel F'(z) = f(x), ezért az

F'(z) = Vinz =0.

T

Mivel VInz > 0és x > 1, ezért F'(x) > 0, igy F értelmezési tartomany4-
nak minden pontjdban monoton ndovekvd.

e) Mivel

1, L1
F”((L') _ 2 ;25 _ 2:vInzx -

1—Inx

2-vVInz - 22’
ésx > Imiatt 1 —Inz < 0igy F”(z) < 0minden x € [1; 00| esetén, ezért
F konk4v.

f) Az I fliggvény hatarértéke az 1 helyen:
il_)Hi F(x)=0.
Az F fiiggvény hatarértéke co-ben:
lim F(x) = occ.

T—00

g) Az F' fiiggvény grafikonja:

h) Injektiv.
i) Az F fiiggvény értékkészlete [0; ool
54. Feladat. Hol a hiba a kovetkez6 okoskodasban?

Az f(x) = sin x - cos x fiiggvény hatdrozatlan integraljat kétféleképpen is meg-
hatarozzuk.
Egyrészt az f
sin? x
2

+c,

/sinx-cosxdx =
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ahol c € R tetsz6leges.

Masrészt mivel sin 2x = 2 - sin x - cos x, ezért
. 1 . cos 2x
smx-cos:cda::§~ sin2xdx = — 1 +c,

ahol c € R tetsz6leges.
Tehat

sin? x cos 2x

2~ 4
Az egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy

2sin? z + cos 2z = 0.

2 2

Felhaszndlva, hogy cos 2x = cos”x — sin“ z
2sin®z + cos’z —sinz =0
adadik, igy
sin? z + cos® z = 0.
Azonban sin?  + cos? x = 1, igy azt kapjuk, hogy 0 = 1.
Megoldas:

2z

. . sin . . . ST .
Mivel és —COZ% is egy-egy primitiv fiiggvényei a sinx - cos z fiigg-

vénynek, ezért azok egymastdl konstans Osszeadanddban eltérhetnek, igy a ¢
konstanssal nem egyszer(isithetiink. A helyes egyenlet

sin? cos 2x

2 4
lenne, amibdl 1 = 0 + ¢ kovetkezik, amelyben mar nincs ellentmondds, ¢ = 1
esetén teljesiil az egyenlet.
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7. A kob(x) - b'(x) alaki fiiggvények integralasa

55. Feladat. Adjuk meg az f(x) = e 2. (224 2) fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 5 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = 22 4 2z fiiggvény derivéltja b/ () = 2z + 2, ezért a k(x) = e®
jeloléssel azt kapjuk, hogy

f(z) =kob(x) V(x).

Ezt felhasznalva
Fz) = /f(:c) dz = /kob(:p)-b’(az) dz = (/kz(:c) dx) o b(z) =

— o2
Mivel F'(0) = 5, ezért
5=¢e +¢ = c=5.
Tehét a primitiv fiiggvény:
F(z) =" *% 4 5.

56. Feladat. Adjuk meg az f(z) = sina2® - 322 fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 2 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(x) = 23 fiiggvény derivdltja V' (z) = 322, ezért a k(z) = sinx
jeloléssel azt kapjuk, hogy

flx) =kob(z) V().
Ezt felhasznilva
Fz) = /f(x) dz = /k o b(z) - ¥ (z) dz = (/ k() dx) o b(z) =
= —cosz® +ec.
Mivel F'(0) = 2, ezért
2=—cos0+c = c=3.
Tehat a primitiv fiiggvény:
F(x) = —cosz® + 3.
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57. Feladat. Adjuk meg az f(z) = cos (e) - ® fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = sin 1 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(x) = e” fiiggvény derivéltja b’ (x) = e”, ezért a k(z) = cos x jelolés-
sel azt kapjuk, hogy

f(z) =kob(x) V(x).

Ezt felhasznalva

Fz) = /f(x) dz = /k: o b(z) - (x)dz = (/ k() dx) S
= sin (e”) +c.
Mivel F(0) = sin 1, ezért
sinl =sinl+c¢ = c=0.
Tehat a primitiv fliggvény:
F(z) = sin (7).

58. Feladat. Adjuk meg az f(x) = "% . cosz fiiggvény azon I primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 3 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = sinz fiiggvény derivéltja b/ (z) = cosz, ezért a k(x) = e”

jeloléssel azt kapjuk, hogy
f(z) =kob(x) V(x).

Ezt felhasznalva

Fz) = /f(x) dz = /k: o b(z) - V() dz — (/ k() d:c> o b(z) =
=e¥in7 ¢,
Mivel F(0) = 3, ezért
3=1+c = c=2.
Tehat a primitiv fiiggvény:

F(x) =™ 4 2.
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59. Feladat. Adjuk meg az f(z) = 22 - sin(2® — 1) fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(1) = 3 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = 23 — 1 fiiggvény derivéltja ' (x) = 322, ezért a k(z) = sinx
jeloléssel azt kapjuk, hogy

fl) = 5 ko bla) ().

Ezt felhasznalva

/f dx_/ ko b(x) - b’(a:)dx:;-(/k(a:)dx)ob(a:):

= _§ cos(z® — 1) +c.

Mivel F(1) = 3, ezért

3 = + = &
=——+4c c=—.
3 3
Tehat a primitiv fiiggvény:
1 10
F(z) = -3 cos(x — 1) + 3

60. Feladat. Adjuk meg az f(x) = x - cos 22 fiiggvény azon F primitiv fiigg-
vényét, amelyre F'(0) = 0 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = =2 fiiggvény deriviltja b'(x) = 2z, ezért a k(z) = cosx
jeloléssel azt kapjuk, hogy

1
f@) =5 kob(x) - ¥(x).
Ezt felhasznalva

/f dl‘—/;kob()b’ ;(/k dm)o x) =

= 5 sln:c + c.
Mivel F'(0) = 0, ezért

1
0:§-sin0+c = c=0.
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Tehat a primitiv fiiggvény:

61. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (x + 2) - e3@°+122-15 fijoovény azon F
primitiv fiiggvényét, amelyre F'(1) = 4 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = 322 + 122 — 15 fiiggvény derivéltja b’ (z) = 6 + 12, ezért a
k(x) = e” jeloléssel azt kapjuk, hogy

fla) = ¢ -k ob(x) - b(x).

Ezt felhasznalva

/f dx_/ ko b(x) - b’(x)dx:é~(/k(m)dx)ob(ac):

396 +12z— 15+

6 C.
Mivel F(1) = 4, ezért
1
4:6'60—’_0 = C:23
Tehat a primitiv fiiggvény:
@32’ +122—15
F(x) = —— +23.

6

62. Feladat. Adjuk meg az f(z) = 5% cos (5% — 1) fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 2 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = 5% —1 fiiggvény derivaltja b’ (z) = 57-In 5, ezért a k(x) = cosx
jeloléssel azt kapjuk, hogy

1 /
Ezt felhasznalva

F(x):/f(x)dx: ﬁ.kob(x)-b’(:c)dx:

S (/k(x)d:c) ob(z) = s -sin (5° — 1) +c.
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Mivel F'(0) = 2, ezért

1
QZR-SinO-I-C = c=2.
Tehat a primitiv fiiggvény:
sin (57 — 1)
Flz)= ———+
(z) Inb

63. Feladat. Adjuk meg az f(x) = sin 3z - 3°°3% fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 2 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(x) = cos 3z fiiggvény derivéltja b’ () = —3 - sin 3z, ezért a k(x) =
3% jeloléssel azt kapjuk, hogy

1
f(z) = -3 kob(z)- b (x).
Ezt felhasznalva

F(x):/f(x)dx:/_;.kob(x).b'(x)dxz

1 1 3003333
——3-</k(x)dx>ob(x)——3- — e

Mivel F(0) = 2, ezért

| 3cos3w
2:—5‘ 3 +c = c=—-2n3=-In9.
Tehat a primitiv fliggvény:
1 3cos3z
F(z)= 3 3 —1no.
64. Feladat. Adjuk meg az f(z) = —% - COS <:1r3 - 1> fiiggvény azon F
primitiv fiiggvényét, amelyre F'(1) = 0 teljesiil!

Megoldas:

1
Mivel a b(x) = — — 1 fiiggvény deriviltja V' (z) = ——;, ezért a k(z) = cosz
x x

jeloléssel azt kapjuk, hogy
f(@) = ko b(x) - b(x).
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Ezt felhasznalva

F@%i/ﬂ@dx:/%odm-wmdx:(/k@ﬁm>oMﬂ:

1
—sin<—1>—|—c.
x

Mivel F(1) = 0, ezért

1
0—sin<—1>+c = c=0.

T

Tehat a primitiv fiiggvény:

F@):$n<i—1>.

65. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2z - e®” fiiggvényt és legyen F az f (x) azon
primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = 1 teljesiil.
a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabdlyat!

b) Adjuk meg a valés szimok halmazédnak azt a legb6vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!

¢) Adjuk meg az F' fliggvény zérushelyét!
d) Vizsgiljuk meg monotonitds és lokdlis sz&lséérték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F' fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatdrozzuk meg az inflexids
pontot, ha 1étezik!

f) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény hatarértékeit az értelmezési tartomdny hatér-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel az F’ fiiggvény grafikonjat!

h) Injektiv-e az I fliggvény?

i) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:

a) Mivel a b(z) = x? fiiggvény derivéltja V' (z) = 2z, ezért a k(z) = e
jeloléssel azt kapjuk, hogy

fl#) = 5 kob(a) ¥ (a).
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Ezt felhasznalva

F(:c):/f(:r)d:z:/k:ob(x)-b’(x)dx:

_ (/ k() dx) ob(z) = ¢ +c.

Mivel F'(0) = 1, ezért
1=e+¢ = c=0.
Tehat a primitiv fliiggvény:
F(z)=¢"".
b) Az F' fiiggvény értelmezési tartomanya
Dr =] — oo; o0].
¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megolddsa adja, tehdt az

2
e’ =0

65

egyenletet kell megoldanunk, azonban v’ = 0, igy az F fiiggvénynek nincs

zérushelye.
d) Mivel F'(z) = f(x), ezért a

egyenletet kell megoldanunk, aminek egyetlen megoldédsa x = 0.

Az els6 derivilt elgjeleit tablazatba foglaljuk:

x ] = 005 0f 0 ]0; 00]
Fl(z) - 0 +
F(x) N\, | lokilis minimum |
F(z) 1

e) Mivel
F"(z) =2.¢" 42z -2x:ez2'(2+4x2),

igy F”(z) > 0 minden = € R esetén, ezért F' konvex.
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f) Az F fiiggvény hatdrértéke —oo-ben:
lim F(z)=0.

T—r—00

Az F fiiggvény hatdrértéke co-ben:

lim F(x) = oc.

T—00

g) Az F fiiggvény grafikonja:

h) Nem injektiv.
i) Az F fiiggvény értékkészlete [1; oo
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8. Parcialis integralas

66. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/x-e:”dx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integrélds képletében az f'(x) = e* és g(x) = z jeloléssel éliink.
Ekkor az f'(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
fx) = /e"’“" dz = e".
Tovabba

g'(z) =1
A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/m-exdx:arex—/exdx:

=z-e"—e"+c=¢e"(x—1)+c,
ahol ¢ € R tetszbleges valds szam.

67. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/a:-cosxda:

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integralés képletében az f'(x) = cosx és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
f(z) = /cosxdx =sinzx.

Tovéabba
g'(x) =1.
A parcidlis integrédlds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/9:~cos:cd93:m-sinx—/sin:pdx:

=z -sinz + cosz + c,
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ahol c € R tetsz6leges.
68. Feladat. Hatarozzuk meg az

/x-sinxdx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrélds képletében az f/(z) = sinz és g(z) = x jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

f(z) = /sinmdx = —cosz.

Tovéabba
g'(z) =1
A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/a:-sin:vda: = —x-COSZL'+/COSZL'd33 =

= —x-cosz +sinx + ¢,
ahol ¢ € R tetszbleges.
69. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(Sx— 2)-e*dx
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(z) = e* és g(x) = 8z — 2 jeloléssel
éliink. Ekkor az f’(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

flz) = /e‘” dz = e".
Tovabba
g'(z) =8.
A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/(8x—2)-e”dx: (8x—2)-ez—/8~exdx:
=8r—2)-e"—-8-e"+c=¢€"- (82 —10) +c,

ahol ¢ € R tetszbleges.
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70. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(23} +3) - coszdx
hatarozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integralds képletében az f’(x) = cos z és g(z) = (2x+3) jeloléssel
éliink. Ekkor az f(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
flx) = /cosxd:c =sinz.
Tovéabba
g(x)=2.
A parcidlis integrélas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/(2:(: +3)-cosxdr = (22 + 3) - sinz — /2 -sinzdr =
=(2x+3)-sinz +2-cosz +c,
ahol ¢ € R tetszdleges.

71. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/496 -sinx dz

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integréalds képletében az f'(x) = sinx és g(x) = 4x jeloléssel
éliink. Ekkor az f(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
f(z) = /sinxdm = —cos.

Tovabba
g'(z) =4.
A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/4x-sinajdx = —4:v-cosx—|—/4-cosmd:v:

= —4x-cosx +4 - sinz +c,

ahol ¢ € R tetszdleges.
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72. Feladat. Tekintsiik az f(x) = =%-2 fiiggvényt! Legyen F az f fiiggvény

azon primitiv fiiggvénye, amelyre F' (6—3) = 0 teljesiil.

a) Adjuk meg az F' leképezési szabdlyat!

b) Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legbdvebb részhalmazit,
amelyen az F' fliggvény értelmezhetd!

¢) Szédmoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az F' fiiggvényt!

e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az F' fliggvényt!

f) Hatarozzuk meg az F' fiiggvény hatarértékét a —oo és a oo helyeken!

g) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!

i) Korlatos-e az F' fliggvény?

J) Vizsgéljuk meg az F' fliggvény paritdsat!

Megoldas:

a) A parcidlis integralds tételét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

F(x):/_x_de:/(—x—Q).ewdx:

el’
e~ e~
= (—:1;—2)~1—/—1-1d:c: (x+2)-e_‘”—/e_xdx.
Mivel
e—l'
/exdx: —1—1—0: —e %+,
ezért
3
Fl)y=(z+2)-e"+e*=e"-(z+3)= l‘;; +c,
ahol c € R.
Mivel F'(—3) = 0, ezért
-34+3
;_ +c=0 = c=0,
e

igy a keresett primitiv fiiggvény
z+3
er

F(z) =

b) Az F figgvény értelmezési tartomanya: = € R.
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¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldédsaval kapjuk:
T+ 3
e$

=0,

amibdl azt kapjuk, hogy x = —3.
d) Az F fiiggvény derivéltja F'(z) = f(x).
Ennek zérushelye(i), azaz a

—x—2
xr -0

eCC
egyenlet egyetlen megoldédsa x = —2.

Az els6 derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

x ] — 005 —2] -2 ] —2;00]
F'(z) + 0 _
F(x) Va lokdlis maximum | N\
F(z) e?

e) Az F fiiggvény masodik derivaltja

F//(w):f/(m): ex_(z;m.em _ em'(e_;;_l) _ (—x—l).

Ennek zérushelye(i), azaz az F"(x) = 0 egyenlet megolddsa(i) x = —1.

eJ?

Tablazatba foglaljuk a masodik derivalt el6jelét:

x | —o0;—1] -1 ] —1;00]
F'(x) — 0 +
F(x) konkdv | inflexids pont | konvex
F(z) 2e

f) Az I fliggvény hatarértéke —oo-ben:

lim F(z)= lim e - (x+3) = —o0.
T——00 ——00

Az F fiiggvény hatarértéke oco-ben:
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lim F(z)= lim e *-(z+3) = lim A
T—00 T—00 rz—o00 e¥r
. 1
= lim — =0
r—o0 et

g) A fiiggvény grafikonjdnak felrajzoldsdhoz készitiink egy 6sszefoglal6 tabla-
zatot az el6z6 két tablazat alapjan.

] —o00;=2[| ] =2;—=1[ | ] = 1;00]
Mononotnitas ya Ny Ny
Konvexitas konkav konkav konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:

h) Az F fiiggvény értékkészlete: y < e?.
i) Az F figgvény feliilr6l korlatos, alulrél nem korlatos, igy nem korlatos.
j) Nem paros, nem paratlan.

73. Feladat. Hatdrozzuk meg az
/(m2 +7x— 1) coszdx

hatarozatlan integralt!

Megoldas:
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Mivel 22 4 72 — 1 egy mésodfoki polinom, ezért a parcidlis integralds tételét
kétszer kell alkalmaznunk.

A parcidlis integrélés képletében az

fi(x) =cosz

g(z)=2>+Tz -1
jeloléssel éliink. Ekkor az f{(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
filz) = /cosxdx = sinx.

Tovéabba
gi(z) =2z + 7.

A parcidlis integrélds tételét alkalmazva

[ @) @) de = i@ a0 - [ 7)o

adddik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy
/(:L'2 + 7z —1)-coszdr = (2> 4+ Tz — 1) -sinz — /(2x +7) - sinx dz.
A kapott

/(2:0 +7)-sinzdx

integral kiszamoldasa szintén parcidlis integralassal torténik. Legyen

fo(z) =sinz

g2(x) =22+ 7.

Ismételten alkalmazva a parcidlis integrdlds képletét
/fz cg2(z) dz = fo(x) - go(@ /f2 - gh(z
adddik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy

/(2x+7)-sinxdx =—(2x+7) -cosx+/2-cosxdx—

=—(2x+7) -cosz+2-sinz,
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Tehat
/(:1:2 +7x—1)-coszdx =

(%4 7z — 1) ~sinx—/(2x+7)-sinmdx:

= (2> +7r—1)-sinz — (— (22 +7) - cosz +2-sinz) =
= (2 +7x—1)-sinz+ (2 +7)-cosz —2-sinz + ¢,
ahol ¢ € R tetszbleges.

74. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(3:1:2 —6z) -sinzdz
hatarozatlan integralt!
Megoldas:

Mivel 322 — 6z egy mdsodfoki polinom, ezért a parcidlis integralds tételét
kétszer kell alkalmaznunk.

A parcidlis integrilds képletében az
fi(x) =sinz

2

és
g1(z) = 32% — 6z
jeloléssel éliink. Ekkor az fi(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
filx) = /sin:z:dx = —cosz.

Tovabba
g1 (z) = 6x — 6.
A parciélis integrélds tételét alkalmazva

/f1 gi(z)de = fi(z) - g1(x /fl - gi(z
adddik, amib6l behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy
/(3302 — 6x) -sinzdz = (322 — 6z) - (— cosz) + /(Gx —6) - cosx dx.
A kapott
/(69: —6)-cosxdx
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integrél kiszdmoldsa szintén parcidlis integraldssal torténik. Legyen

fo(x) = cosz

g2(x) = 6z — 6.

Ismételten alkalmazva a parcidlis integralas képletét

/f2 - g2(z) dz = fo(x) - ga( /fz - gh(z

adadik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy
/(6;17 —6)-coszdr = (6x —6) -sinz — /6 -sinzdr =
= (6 —6) -sinz + 6 - cos z.

Tehat

/(3:62 —6z) -sinzdr =
(322 — 62) - (— cos ) —1—/(696 —6)-cosxdr =

= (322 — 6x) - (—cosx) + ((6z —6)-sinz +6-cosz) + ¢ =
= (=322 + 62 +6) - cosz + (6x — 6) - sinz + c,

ahol ¢ € R tetszbleges.

75. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(x2+2x1)~e2md:n

integralt!

Megoldas:

75
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Kétszer alkalmazzuk a parcidlis integralds tételét:

2x 2x
/(x2+2x—1)~e2xdx:(x2+2m—1)-62—/(2x+2)‘e2dx:

e2:):

:(:E2+2;E—1)'—/(13—|—1)'62Id$:
2x 2z 2z
:(332—&—236—1)-6—— (a;—l—l)-e—/edx =
2 2
2x 2x 2x
:(x2+2x—1)-(32—<(:1:—|—1)- _ e >+c:

e (—3+2x+2x2) +c,
ahol ¢ € R tetszdleges.

76. Feladat. Hatarozzuk meg az

/m-lnxdx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralas képletében az f'(x) = x és g(x) = Inx jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
2

(@) = /xdw: z.

Tovabba

A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

2 2
/x-lnxdz:$-lnx—/x~1dx.
2 2

Elvégezve az egyszeriisitést, majd felhaszndlva, hogy

2
/:de:x2+c,

2 2 2
x'lnx/xd:c:x-lnqutc,
2 2

azt kapjuk, hogy

2 4
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ahol c € R tetsz6leges.

77. Feladat. Tekintsiik a () = Inz fiiggvényt! Legyen F' a ¢(x) fiiggvény
azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(1) = —1 teljesiil.
a) Adjuk meg az F' leképezési szabdlyat!

b) Hatdrozzuk meg a val6s szimok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat,
amelyen az F' fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szdmoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az F' fiiggvényt!

e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexiés pont szerint az F' fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg az F' fliggvény hatarértékét az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjit!

h) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény értékkészletét!
i) Korlatos-e az F' fliggvény?

Megoldas:

a) A parcidlis integrélds képletében az f/'(z) = 1 és g(x) = Inz jeloléssel
éliink. Ekkor az f'(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

f(x):/ld:r::c.

Tovabba

A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
F(m):/lnxdx:x-lnz/x-dx:
x
=x-lnx —z+c,
ahol ¢ € R tetszbleges.
Mivel F(1) = —1, ezért ¢ = 0, igy a keresett primitiv fiiggvény

Fz)=z -lnx — .

b) Az F fuggvény értelmezési tartoménya: = €0; ool.
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¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldédsaval kapjuk:
z-lnx—x=0 = z-(lnx—1)=0,
amibdl x > 0 miatt azt kapjuk, hogy = = e.
d) Az F figgvény derivéltja F’'(x) = f(x).
Ennek zérushelye(i), azaz a
Inz=0

egyenlet megolddsa x = 1.

Az elsé derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk Ossze:

T 10; 1] 1 ]1; 00

F'(x) - 0 +

F(x) N, | lokdlis minimum |

F(x) -1

e) Az F fiiggvény masodik derivaltja
1
B Y _—
(0) = F'(e) = ©
Az F"(z) = 0 egyenletnek nincs megolddsa, igy az F fiiggvénynek nincs
zérushelye.

Mivel z > 0, ezért az F’ fiiggvény értelmezési tartomdnydnak minden pont-
jéban konvex.

f) Az I fliggvény hatarértéke a O helyen:

1
. . . Inz . z 1
lim f(z)= lim z-Inz -2 = lim —— = lim lim —x =0.
z—0+ z—0+ z—0+ > z—0+ -z z—0+

Az F' fiiggvény hatdrértéke co-ben:

lim f(z) = lim z-lnz —2x = lim z - (lnz — 1) = oc.
T—00 T—00 T—r00

g) A fliggvény grafikonja:
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h) Az F figgvény értékkészlete: y < —1.
1) Az F figgvény alulrdl korlétos, feliilr6l nem korl4tos, {gy nem korltos.
j) Nem paros, nem paratlan.

78. Feladat. Hatarozzuk meg az

/log2 rzdz

hatdrozatlan integrélt!
Megoldas:

A parciélis integralds képletében az f/'(z) = 1 és g(z) = logy x jeloléssel
éliink. Ekkor az f(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

f(x):/lda::x.

Tovéabba
1

z-ln2’

g'(x) =

A parcidlis integréilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 T
1 dr=2x-1 — . dr==x-1 - — +
/Ong“ r=x-1l0gy /x 7 In2 T =x- l0gyx 0o c,

ahol ¢ € R tetsz6leges.
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79. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ arctgx do

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
1-arctgxdr = x - arctgar — : dx.
/ arctgrdr = x - arctgx /x 22 x

1 T 1 2z
/x T+a2°° /1+x2 YT /1+a:2 o

1
zi-ln(l—i—:rQ)—i—c,

Mivel

ahol ¢ € R tetszdleges.
Tehat azt kaptuk, hogy

1
/arctgxdx =z -arctgx — 5'111(1 +2?) + ¢,

ahol c € R tetszdleges.

80. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/ x - arctgx dx
hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

2 2
1
/x~arctgazdx:$2-arctgx—/x2- dzx.

14 2
Mivel
x2 1 1 x2 1 1
i de==. ] 2 _der=2=. 1— dr ) =
/2 1+22°" " 2 /1+a:2 Y79 (/ 1+ 22 x)
_ T aretga+
=3 2a]rcgan c,

ahol ¢ € R tetszbleges.
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Tehat azt kaptuk, hogy

2
z z 1
/:B'arctgxdx: ?-arctgae— §+ i-arctgx—i—c,

ahol ¢ € R tetszdleges.

81. Feladat. Hatdrozzuk meg a

/ arcsin x dx

integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

x
1-arcsinxdz = x - arcsinz — /d:l?.
/ V1 — 22

x 1
— dz=[z-(1-2*)"2da,
/\/l—av2 / ( )

ezért a kapott inetgral f™(z) - f'(x) alakd, igy

1
/$'(1—$2)_édl’:—2'/—2112'(1—1'2)_;(11':

1 1—z2
1A e

2

Mivel

Tehat azt kaptuk, hogy
/arcsinmdm =x-arcsinz + V1 — 122 +¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.

82. Feladat. Hatdrozzuk meg a

/ In(2? + 1) dx
integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
2 _ 2
/Lln(x +1)dzr =z - In(x +1)/x-$2+1

- 2x dx.

81
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Mivel

222 241-1 1
/:1: deQ'/qu dx:2-/ 1l———— ) dax =
241 241 241

=2 (z —arctgz) + ¢,
ahol c € R tetsz6leges. Tehat

/ln(gr:2 +1)de=x-In(z®>+1) -2 (z — arctgz) + ¢,

ahol c € R tetszdleges.

83. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlokat:

a) /ex -sinz dx c) /e% sin x dx
b) / e’ cosx dx d) / e3® cos 2z dx
Megoldas:

a) A parcidlis integralds tételét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

/ew-sinxdx:ex-sinx—/ex-cosmdx:
=e’ . .sinz — (em'cos:c+/e’”~sina:daz) =
:ex‘sinx—em‘cosx—/e“-sinxd:c:

=e" - (sinx — cosx) — /ez -sinz dx.

Legyen
1= /e“-sinmdx.

’ £

Ekkor az elébbi egyenldségsor ,.elejét” és ,,végét” nézve
29 "

I=¢" (sinz—cosx)—1T

adodik. A kapott egyenletet [-re megoldva azt kapjuk, hogy
1
I= 3 -e¥ - (sinx — cosz) + c.
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b) A parcidlis integralds tételét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

/em'cosxdx:ex~cosx—|—/ew-sinmdaﬁ:
:ex~cos:c+e"’“"-sin:c—/e”cosa:da:z

=e” - (cosx +sinz) — /ex-cosa;da:.

Legyen
I:/em-cosxdx.

" £

Ekkor az el6bbi egyenldségsor ,.elejét” €s ,,végét” nézve
I=¢" (sinx+cosz)— I
adédik. Igy egy egyenletet kaptunk, amit I-re megoldva

Iza‘e“‘(sinx—kcos:c)nLc

adodik.
¢) A parcidlis integralas tételét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1
/eh-sinxdx: 2-62’:~sinx—/2‘e2m~cosxdx:

1 1 1
:§~e2x-sinx— (4-621~cosx+/4-62x-sinxdx) =

1 1 1
:2-ezx-sinm—4-eQI-cosm—/4-e2x-sinxdm:

e2® 1
:4'(2sin:c—cos:v)—/4-e2‘”-sina:da:.

Legyen
1= /e% -sinx dx.

Ekkor az el6bbi egyenldségsor ,.elejét” €s ,,végét” nézve azt kapjuk, hogy

e2z

1
I:—-(Qsinx—cosx)—z-l
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ad6dik. gy egy egyenletet kaptunk, amit /-re megoldva

1

I= 5-6% - (2sinx — cosz) + ¢

adodik.
d) A parcidlis integralas tételét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy
1 2
/63“3 -cos2xdx = 3 e . cos 2z + / 3 e . sin 2z dx =
3 2 3z . 4 3z
-e 'C082$+§'e -sin 2x — §~e -cos2zxdx =

2 4
€3 . cos 2z + 9 €3 . gin 27 — 9-/e31‘cos2xda:.

I = /e3x-cos2a?dac.

Ekkor az el6bbi egyenldségsor ,,elejét” és ,,végét” nézve

2
-3 cos 2z + = e

4
I= sin2c — - - I.
SN 2 9

W

adédik. fgy egy egyenletet kaptunk, amit /-re megoldva

1 4
- 9 -3 . (3cos 2z + 2sin 2z) — §-I
13 1
K-I: 9 -3 . (3 cos 22 + 2sin 22)
1
I= E~e3x-(300s2x+251n2x)+c

adddik.

84. Feladat. Hol a hiba a kovetkezs levezetésben?

A parcidlis integralds képletének felhasznaldsaval kiszdmoljuk az

1
/-1dx
T

integralt.
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1
Legyen f'(z) = 1és g(x) = —. Ekkor f(z) = z és ¢/(x) = — 2. Ekkor
x

/1‘1dx:x~1—/x-<—12> dz,
x x x
/1dw:1+/1dx.
x x

1
Midkét oldalbdl | — da-et kivonva azt kapjuk, hogy 0 = 1.
x

azaz

Megoldas:

A primitiv fiiggvény csak konstans osszeadandé erejéig egyértelmiien megha-
tarozott, ezért az
1 1
/ —de=1+ / —dz
T x
sorban a helyes egyenlet

1 1
/dx:1+/dx+c
T T

lenne, amibdl 0 = 1 + ¢ és nem 0 = 1 kovetkezik.
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9. Parcialis tortekre bontas modszere

85. Feladat. Hatdrozzuk meg az
2043
——d
/ 2 4br+6 "
integralt!
Megoldas:

El6szor szorzattd alakitjuk a tort nevezdjét. Ehhez keressiik az 22 + 5 + 6
polinom gyokeit. A mdsodfoku egyenlet megoldéképletét felhasznélva

—5++v25-24 —5+1

2 2 7

T12 =

adédik, igy 1 = —3, illetve zo = —2. Ezt felhasznalva
22+ 52 +6=(x+2) (z+3).
Tehat azt kapjuk, hogy
/ 2z +3 dx—/ 2z + 3 de.
22+ 52 +6 (x+2) (x+3)
A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek 6sszegére:
2z +3 A B

(x +2)-(z+3) 3:+2+x+3'

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Mindkét oldalt szorozva a kozos ne-
vezdvel azt kapjuk, hogy

20 +3=A-(x+3)+B-(r+2).

Felbontjuk a zaréjelet, majd = hatvanyai szerint csoportositjuk a tagokat. Ekkor
azt kapjuk, hogy
20 +3=2-(A+B)+3A+2B

adddik. A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az = egyiit-
that6ja és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az alabbi
egyenletrendszer:

2= A+ B
3=3A+2B.
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Az elsd egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyenletb6l A = —1 adddik,
amelyet visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 3. Tehat

/ 2z +3 dx_/ L N
(x4+2)-(z+3) "~ Jxz+2 x+3

=—1-Injz+2/+3-In|z+3|+c¢,

ahol ¢ € R tetszdleges.
Felhaszndlva a logaritmus azonosséagait
9 3
/ x+3 do = In (z+3)
(x+2)-(x+3) x4+ 2

+c

adddik.

86. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/ 4o — 1 d
22 —Tr+12 i

integralt!

Megoldas:

7z

El6szor szorzattd alakitjuk a tort nevezdjét. Ehhez keressiik az 2 — 7x + 12
polinom gyokeit. A masodfokud egyenlet megoldéképletét felhasznélva

TEVA9—48  T+1
2 )
adodik, igy x1 = 3, illetve xo = 4. Tehat
22 —Tr +12=(z —3)- (z —4).

T12 =

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/ 4r — 1 d _/ 4r — 1 q
22-Tr+12 ) @-3) @—4)

A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek osszegére:
dor —1 A B

($—3)-(:c—4)_x—3+x—4'

Meghatdrozzuk az A és B egyiitthatdkat. Az egyenletet szorozva a kbzos neve-
zbvel

de—1=A-(x—4)+B-(x—3)
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adodik. Felbontjuk a zdréjelet, majd x hatvdnyai szerint csoportositjuk a tago-
kat:

dr—1=uz-(A+ B) —4A - 3B.

A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az z egyiitthatéja,
és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az aldbbi egyenlet-
rendszer:

4= A+ B
—1=-4A-3B.
Az els6 egyenletet 3-szorosat hozzdadva a masodik egyenlethez A = —11

adddik. Ezt visszahelyettesitve az els§ egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 15.

Tehat
4r —1 15 11
d — — d =
/(a;—4)‘(:c—3) v /33—4 z—3 "

=15-In|z —4]—11-Injz — 3| +¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.
Felhaszndlva a logaritmus azonossagait

/ dr — 1 1 X 95—4)15+
r=1m|\-—— C
(x—4) - (z-3) (x —3)1
adodik.
87. Feladat. Adjuk meg az
3r+1
1@ =

fiiggvény azon F’ primitiv fiiggvényét, amelyre F'(—2) = 12 - In 2 teljesiil!
Megoldas:
Els6 1épésben szorzatta alakitjuk a nevezét. Ehhez megkeressiik az
2?4+ T +12=0
egyenlet megoldasat:

—T7T+v49—-248 —T+1
2 2
azaz x1 = —3, illetve xo = —4. Ezt felhasznélva a gyoktényezss alak:

2?4+ 52 +6=(v+3) (z+4).

T12 =
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A keresett kifejezést
3z +1 A " B
2+ Tex+12 z+3  x+4

alakban keressiik. Az el6bbi egyenlet mindkét oldalét szorozzuk a k6zos neve-
zdvel:

3r+1=A-(x+4)+B-(z+3).
Felbontva a zardjeleket
3r+1=Ax+4A+ Bx + 3B
adodik. A tagokat csoportositsuk fokszdm szerint csokkend sorrendbe:
3r+1=(A+B)-z+4A+3B.
A megfeleld fokszdmi tagok egyiitthat6it 6sszehasonlitva az

A+ B=3
4A+3B =1

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Cramer-szabdllyal oldjuk
meg. Az alapmétrix determinénsa:

1

1
D_‘ 3’_3—4_—1.
Tovabba
3 1
Dl—' 1 3 ‘—9—1—8
és
1 3
Dy = 41 =5—-12=-11.
A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy
Dy 8
D -1 '
Dy 11
B=—=—=11.
D -1
Azt kaptuk tehat, hogy a keresett felbontas:
3z+1 -8 11

i Tr+12 z+3 zid
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Tehat az integrdl additiv és homogén tulajdonsdgét felhaszndlva azt kapjuk,
hogy

3z +1 8 11
() /x2—|—7x+12 o /x+3+x+4 v
-8 11
- [ —" 4 dr =
r+3 a:+/$+4 v

1 1
~ 8. dz + 11 - dz =
/m+3 T /$+4 v

=—-8-Injz+3|+11 -In|z+ 4| +c,
ahol ¢ € R. Mivel F'(—2) = 12 - In 2, ezért
12-In2=-8-In|—2+3|+11-In|—-2+4| +¢ = c=1In2.

Tehat a keresett primitiv fiiggvény:
F(z)= -8 In|z +3|+11 -In|z + 4|+ In2.

88. Feladat. Hatdrozzuk meg az

2
/l;j— dx
3 —x

integralt!
Megoldas:

A nevezGt felirhatjuk els6foku polinomok szorzataként, igy

e el s n =i

adddik. A tortet bontsuk fel parcidlis tortekre
x+2 A B C

x-(x+1)-(x—1) g—i_m—l—l—i_:ﬂ—l'

Meghatarozzuk az A, B és C egyiitthatokat. Ehhez el8szor beszorozzuk az
el6bbi egyenletet a kozos nevezdvel:

z+2=A-(z+1)- (z—-1)+B-z-(z—1)+C-z-(x+1).
A zar6jeleket felbontva azt kapjuk, hogy
t+2=A - (22— +B- (22 —2)+C - (2® +2)
t+2=A-2>—-A+B-2>-B-z+C-2>+C -z
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A tagokat fokszdm szerint csoportositva
t+2=(A+B+C) 2>+ (-B+C)-2— A
adodik.

Két polinom pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld fokszami tagok egytit-
thatdi egyenldek, igy az

A+B+C=0
~B+C=1
A =9

egyenletrendszerhez jutunk. Az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = —2.
Ezt visszahelyettesitve az els6 és a masodik egyenletbe a

B+C=2
-B+C=1
egyenletrendszert kapjuk.

Az egyenleteket 0sszeadva C' = 1,5 addédik. Ezt felhasznélva, az elsd egyen-
letbdl azt kapjuk, hogy

B+1,5=2 =  B=0,5.

Az A, B és C értékeket behelyettesitve az

x+ 2 —é+ B n C
r-(x+1)-(z—-1) 2 =z+1 =x-1

Osszefiiggésbe, majd felhaszndlva az integral additiv és homogén tulajdonsagat
azt kapjuk, hogy

/ T+ 2 dx—/ ac—|—2 de —
:1:2—1) (x—1)
1,5
[T e
xr+1
/d:r-i—
_ / dx+15/ ! dx+0,5-/ !
r+1 r—1

=—-2-In|z|+1,5-Injzx+1|4+0,5-In|zx — 1] +c.

0,5

dx =
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89. Feladat. Hatdrozzuk meg a
3z —7
—d
/kx—@Qx
integrélt!
Megoldas:
Els6 1épésben parcidlis tortek 0sszegére bontjuk a tortet. A keresett kifejezést
3r -7 A B

@—42 z-4 " @=ay
alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:

3r—T7T=A-(x—4)+ B.
A zardjel felbontasa utan azt kapjuk, hogy
3r —7=Ax —4A+ B.
A megfeleld fokszamii tagok 0sszehasonlitdsa utan az
A = 3
—4A+ B =-7
egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 5. A keresett felbontds tehat:
3r—17 3 5

(x —4)? _:n—4+(ac—4)2'

Ezt felhasznalva

3 — 7 3 5
2T e = de =
/<:c4>2 y /x4+<x4>2 !
—3(/ L dets /ild-—
N z—4°" (x —4)? T

1 )

adodik, ahol c € R.

90. Feladat. Hatirozzuk meg a
4o 47
22— 62+ 9
integralt!
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Megoldas:

Elsé 1épésben parcidlis tortek osszegeként irjuk fel a tortet. A nevezd teljes
négyzet, igy dtalakithat6 az (z — 3)? kifejezéssé. A tortet

4o 4+ 7 A B

(zr—3)2 -3 (x —3)2
alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:

dr+7=A (x—3)+ B.
A zardjel felbontasa utan azt kapjuk, hogy
dr 4+ 7= Axr —3A+ B.
A megfeleld fokszdmi tagok dsszehasonlitdsa utdn az
A =4
—3A+B=7

egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 19. A keresett felbontds tehat:

det7 4 19
(z—3)*

(r—3)2 2-3
Ezt felhaszndlva az integrdl additiv és homogén tulajdonsdga alapjén

/4:c+7 dx_/ 4 19
(x—-32"" Jz-3 (z—32 "
4 19
/x—s “/(z—B)Z !

1 1
=4- d 19 | ———=dx =
/x—3 v /(x—3>2 )

19
:4'ln\$—3\—73+c
x_

adddik, ahol ¢ € R.

91. Feladat. Hatarozzuk meg a

—2x+4
/(33—1)2-(332+1)dx

integralt!

Megoldas:
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Els6 1épésben parcidlis tortek 0sszegére bontjuk a tortet. A keresett kifejezést

-2z +4 A B Cx+D

G122+ z2-1 @12 21

alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-
zdvel:

2 4+4=A-(x—1) - (2*+1)+B-(2*+ 1)+ (Cx+ D) - (z —1)%

A nevezetes azonossdg alkalmazdsa és a zardjelek felbontdsa utdn azt kapjuk,
hogy

2 +4=A (23 -2+ —1)+ Bz? + B+
+(Cz+ D) (2? — 2z +1).
Ismét felbontjuk a zardjeleket:
—2x +4= Az — Az® + Axr — A+ Bz? + B+
+ Cax3 — 2022 + Cx 4+ D2? — 2Dz + D.

Rendezziik fokszam szerint csokkend sorrendbe a tagokat:

20 4+4=(A+C)- 2>+ (~A+B—-2C + D) 2>+
+(A+C—2D)-2— A+ B+D.

A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyiitthatéinak meg kell egyezni,
igy az

A + C = 0
-A + B - 2C + D = 0
A + C - 2D = =2
-A + B + D = 4

egyenletrendszerhez jutunk. A linedris egyenletrendszert megoldhatjuk példaul
Gauss-eliminécidval. Az egyenletrendszer kibdvitett métrixa:

10 1 0 0
-1 1 -2 1 0
10 1 -2 | =2
-11 0 1 4
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Els6 1épésben az els6 sort adjuk hozzd a masodik és negyedik sorhoz, az els6é
sor —1-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

10 1 0] 0 10 1 0] 0
11 -2 11| o0 01 -1 1| 0
10 1 2217100 o —2|-2
11 0 1| 4 01 1 1| 4

Maisodik 1épésben a masodik sor —1-szeresét adjuk hozza a negyedik sorhoz,
végiil cseréljilk meg a harmadik és a negyedik sort:

10 1 0] 0 10 1 0] 0
01 =1 1| 0 01 =1 1| 0
00 0 -2|-=2]"1o0o0 2 o] 4
00 2 0] 4 00 0 -2 | -2

Ezen matrixbdl visszairva a linedris egyenletrendszert

A +C =0
B- C+ D= 0
20 = 4
—2D=-2

adodik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy D = 1, amit behelyettesitve
a harmadik egyenletbe C' = 2 adddik. A masodik egyenletbdl B = 1, mig az
els egyenletbdl A = —2 kovetkezik. Ezeket visszahelyettesitve megkapjuk a
keresett felbontast:

—2z+4 —2 1 2z +1

12 (@4 z2-1 @12 241

—2 1
/ dx:—2-/ de =-2-In|z — 1| + ¢,
z—1 rz—1

/(1)2dx:/(:c—1)2dx:($_1)_1+02=—$1—i—cz,

r—1

Mivel

és

20+ 1 2x 1 5
[t et [y de = £ 1) parga s
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ahol c1;¢co5c3 € R, igy
/ —2x+4 d
x g
(x—1)? (22 + 1)

1
:—2~1n]m—1]—|—01—71+02+1n(x2+1)+arctgx+03:
T —

1
:—2-ln|m—1]—71+1n(:c2+1)+arctgm+c.
T —

92. Feladat. Hatdrozzuk meg az

10z* — 2823 q
/(x—1)2.(x2+1).(x+1) v

integralt!
Megoldas:
Els6 1épésben parcialis tortek 6sszegére bontjuk a tortet. A keresett felbontast
102* — 2823 A B Cx+D E
@12 (@21 1) @+ o-1 @=12 2+1 Tot1
alakban keressiik. Az el6bbi tortet szorozzuk a k6zos nevezdvel:
102t — 2823 = A - (z —1)- 2>+ 1)-(z+1)+B-(2® +1)- (x + 1)+
+(Cz+D)-(z—-12 (z+1)+E-(x—1)% (> +1).
Elvégezziik a nevezetes azonossagokat:
102t — 2823 = A - (22 = 1) - (2> + 1)+ B- (2> +1)- (z + 1)+
+(Cz+D) (2> =2z+1)- (z+ 1)+
+E-(2* =2z +1)- (2® +1).
Elvégezziik a kijelolt miiveleteket:
102t =283 = A- (2 — 1)+ B- (2 + 2%+ 2+ 1)+
+ (Cz* — C2® + D23 — C2® — D2? — Dz + Cx + D)+
+ E- (2 — 223 +22% — 22 +1).

A jobb oldalon fokszam szerinti csokkend sorrendben csoportositjuk a tagokat:
102! — 2823 = (A+C+E) - 2' + (B-C+ D —2E) - 23+
+(B-C—-D+2E)-2>+(B+C — D —2E) - z+
+(-A+B+D+E).
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A megfeleld fokszdmu tagok egyiitthatéinak Osszehasonlitdsdbol az aldbbi e-
gyenletrendszerhez jutunk:

A +C + E= 10
B-C+D-2FE=-28
B-C-D+2E= 0
B+C—-D-2E= 0

-A+B +D+ E= 0.

A linedris egyenletrendszert megoldhatjuk példdul Gauss-elimindciéval. Az
egyenletrendszer kibGvitett matrixa:

1 0 1 0 1 10

01 -1 1 -2 | =28
01 -1 -1 2 0
01 1 -1 -2 0
-1 1 0 1 1 0

Els6 1épésben az elsé sort adjuk hozza az utolsé sorhoz:

10 1 0 1 10

01 -1 1 -2 | —28
01 -1 -1 2 0
01 1 -1 -2 0
01 1 1 2 10

Misodik [épésben a masodik sor —1-szeresét adjuk hozza a a harmadik, ne-
gyedik és 6todik sorhoz:

10 1 0 1 10
01 -1 1 -2 | —28
00 0 -2 4 28
00 2 -2 0 28
o0 2 0 4 38

Cseréljiik meg a harmadik és a negyedik sort:

10 1 0 1 10
1 -1 1 -2 | —28
0o 2 -2 0 28
0o 0 -2 4 28
0o 2 0 4 38

o O OO
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A harmadik sor —1-szeresét adjuk hozza az utolsé sorhoz:

10 1 0 1 10
01 -1 1 -2 | —28
00 2 -2 0 28
00 0 -2 4 28
00 o0 2 4 10
A negyedik sort adjuk hozz4 az utols6 sorhoz
10 1 0 1 10
01 -1 1 -2 | —28
00 2 -2 0 28
00 0 -2 4 28
00 0 0 8 38

Az utolsé kibovitett matrixbol felirva az egyenleteket (az utolsé sorral kezdve)

19

E=
8 38 = 1

adodik. Az utolsé elétti sor felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

—2D +4FE = 28 = —2D +19=28 = D::—%
A harmadik sornak megfelel6 egyenletbdl:
19
2C'—2D =28 = 20+9=28 — 0:5.
A masodik sornak megfelel$ egyenlet:
1 1
B-C+D-2FE=-28 = B—;—g—§:—28,

9
amibdl azt kapjuk, hogy B = — 5

A Gauss-eliminacié végrehajtasa utdn kapott matrix els6 sordnak megfeleld
egyenlet:

A+C+FE=10 = A+ —+—=10 = A= ——.
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A Kkeresett felbontas tehat:

102* — 2873 _
(z—1)%- (22 +1)- (z+1)
R 9 . 19r-9 19
4-(z—=1) 2-(z—1)2% 2-(22+41) 4-(z+1)
Mivel
17 17
- dz=-—"lnfz—1
/4.(90_1) v=—g nlr=1te,
és
/gdx——g Lo
2 (zx—12 2 z—1'"%
és
192 — 9 19 =z 9 1
d —_ 7.7(1 — 7.7d —
/2~(m2+1) v /2 2417 /2 2417
19 22 9 1
S e N PP dr=
/4 21 /2 2417
19 9
= —.In(x® +1) — = -arctgx + c3,
4 2
és

19 19
——dex=—"1 1
/4.($+1) v = n |z + 1] 4 c4,

ahol c1; ;¢35 ¢4 € R, igy

/ 102* — 2823 de— T 1n\:c—1\—9 1
(x—12-(22+1)-(z+1) ~ 4 2 -1

19 9 19
+—-In(@*+1) — = -arctgz + — - In|z + 1| + ¢,
4 2 4
ahol c € R.

93. Feladat. Hatdrozzuk meg az

rz+1
d
/;1:2+2x v

integralt!

Megoldas:
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Vegyiik észre, hogy a nevezd derivéltja kétszerese a szamldlonak, {gy
r+1 1 2z +2 1 9

———dr == [ 5——dz=2"1 2 .

/x2+2x YT /x2+2x YT n 2%+ 2] +c

94. Feladat. Hatdrozzuk meg az
z+1
——d
/ T @@l
integralt!
Megoldas:

A tortet parcidlis tortekre bontva

z+1 A Bx+C

2 (2241 2z 22+1

adodik.

Az A, B és C egyiitthatok meghatdrozasahoz az egyenlet mindkét oldalat szo-

rozzuk a kozos nevezével, felbontjuk a zdrdjeleket, elvégezziik az 6sszevond-

sokat, majd a tagokat fokszdm szerint csoportositjuk:
r+1=A-(2*+1)+(Bz+0O) =
z+1=Ar*+ A+ Ba? +Cx
t+1=(A+B) 2>+ Cz+ A

Két polinom pontosan akkor egyezik meg, ha a megfelel6 fokszdmu tagok
egylitthatéi megegyeznek, igy az

A+B =0
C=1
A =1

egyenletrendszerhez jutunk. Ebb6l A = 1, B = —1 és C = 1 addédik. Ezeket
visszahelyettesitve az

z+1 _A Bx+C

z-(24+1) = 22+1
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egyenletbe, majd felhaszndlva az integral additiv tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy

r+1 1 —z+1 1 —x+1
I qe= [ = de= [ ~d i s P
/x-(wQ—i-l) o /x+x2+1 o /x x+/:1:2+1 v

1
=In|z| — 3 In(z? 4 1) + arctgz + ¢,

ahol c € R tetsz6leges.

95. Feladat. Hatarozzuk meg az

/w2+2x+1d

———dx

241

integralt!

Megoldas:

Mivel
x2+2x+1_:c2+1+2x_a:2+1+ 2z 14 2x
z22+1 2241 2241 2241 2+ 1’

ezért

2
¢+ 2x+1 2z 9

ahol ¢ € R tetszbleges.

96. Feladat. Hatarozzuk meg az
T+ 3
/ 2?2 (x—1) dz
integralt!
Megoldas:
A nevezét parcidlis tortekre bontjuk:
t+3 A B C
2

22-(x—-1) =z 22 x-1

Az ismeretlen A, B és C' egyiitthatok meghatarozasdhoz elGszor az elGbbi
egyenletet mindkét oldalat szorozzuk a kdzos nevezdvel, majd a jobb oldalon
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fokszdm szerint csoportositjuk a tagokat:
t+3=A-z-(z2—-1)+B-(x—1)+C-2?
t+3=A-2?—~A.-2+B-x—B+C-2*
t4+3=(A+C) 2>+ (-A+B) -z —B

A két oldalon a megfelel6 fokszdmi tagok 6sszehasonlitdsabdl a

A +C=0
_A+B =1
-B =3

egyenletrendszerhez jutunk. Ennek megolddsa A = —4, B = —3¢és C = 4.

A kapott egyiitthatdkat visszagelyettesitve az

rx+3 _é E C

22 (x—1) 2z 22 =x-1

egyenletbe, majd a kapott torteket tagonként integrdlva azt kapjuk, hogy

[ e [
2. (x—-1) " ) x 22 x-1 "

-1

:—4-1n\ac]—S-x—l+4-ln\x—1|+c:

ahol ¢ € R tetszbleges.



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 103

10. Integralas helyettesitéssel

97. Feladat. Szdmoljuk ki az

1
/1+\/de

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a \/z = t helyettesitést, amib3l
dx
=12 gy — = (t*) = 2t,
gy 4 =)

az integral a kovetkez6képpen irhatd at

1 1 t t+1-1
[irmte= [ za=e [fpa—2 (B
1+ +x 1+4+1¢ 14+t 1+t

1
=2 [1—-——dt=2-(t—In|t+1 =
Ji- =z -t e

=2 (ﬁ—ln(ﬁ—l—l)) + c,
ahol ¢ € R tetszdleges.
98. Feladat. Szamoljuk ki az

[ mwem
———dx
Vi (14 +/x)
integrélt!
Megoldas:
Bevezetve a \/z = t helyettesitést, amibsl

dx

=% gy — = (t*) =2t
az integrdl a kovetkez8képpen irhato 4t
1 1 2 1
————dr = [ —————— - 2%dt= [ —dt =2 | —dt =

/\/5~(1+\/§) . /t-(1+t) /1+t 1+t

=2-Injt+1]4+c=2-In(vz+1) +¢,
ahol ¢ € R tetszbleges.
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99. Feladat. Szamoljuk ki az

2x
/ ¢ dx
1+e*

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a e” = ¢ helyettesitést, amibdl
dz 1
=Int, igy — = (Int)' = =
z=Int, fgy o =(nt) =,
az integral a kovetkez6képpen irhato 4t
2x 2
t 1 t t+1-1
/ c dx:/-dt:/dt:/+dt:
1+e” 1+t ¢ 1+t 1+¢
1

:/1—dt:t—ln|t+1|+c:e$—ln(ex—l—l)—i—c,
1+t

ahol ¢ € R tetszbleges.
100. Feladat. Szdmoljuk ki az

el'
/1 + e2® &

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a e” = ¢ helyettesitést, amibdl
dx 1

=1Int, igy — = (Int) = =

az integral a kovetkez6képpen irhatd at
e’ t 1 1
——dr= [ —— -—-dt= | —=dt = tgt =
/1+e2m v /1+t2 t /1+t2 arctgt + ¢
= arctge” + c.

101. Feladat. Szdmoljuk ki az
/ N eV dy

integralt!

Megoldas:
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Bevezetve a \/z = t helyettesitést, amibsl
dx
2 ¢ 2\/
x =17, igy E:(t) = 2t,
tehat az integral a kovetkez6képpen irhaté at

/\/E-eﬁdx:/t-et-2tdt:2-/t2-etdt.

A kapott integralra kétszer alkamazva a parcidlis integrélds tételét azt kapjuk,

hogy
2./t2-etdt:2- (tz.et/zt.etdt) =

=2 (t2-et—2t~et+2-et)+c:
=l (262 — 4t +4) + ¢,

ahol c € R tetszdleges.

Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/\/5~eﬁd$:eﬁ-(2x—4-\/§—|—4)+c.

102. Feladat. Szamoljuk ki az

e

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a \/x = t helyettesitést, amibsl
dx
=t igy — = (t*) =2t
x gy 4 = ()

azt kapjuk, hogy

: -

Sm\/%dm y eal 2tdt =2 - /sintdt = —2cost + ¢,
NZ t

ahol ¢ € R tetszdleges.

Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/Slr\l/g}d:c:—2-cos\/§+c.
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103. Feladat. Szdmoljuk ki az

/mdx

integralt!

Megoldas:

Alkalmazzuk az x = sint helyettesitést. Ekkor
d—i = cost.

Elvégezve a helyettesitést
/\/ 1—22dx = / V1 —sin?tcostdt = /COS2tdt.

Osszeadva a cos®t + sin?t = 1 és cos?t — sin® t = cos 2t egyenleteket, majd
2-vel elosztva a kapott egyenlet mindkét oldalét azt kapjuk, hogy

1+ cos2t

7 G

cos’t =

Ezt felhasznalva
1 2t t in 2¢
/costht:/JrCOSdtersm Te

2 2 4 '
ahol ¢ € R tetszbleges.

Visszahelyettesitve ¢ helyére az arcsin x fiiggvényt

/mdx , arcszina: n sin(2 arcsin z) Le

4

adodik.

Mivel sin 22 = 2 - sinx - cos x, tovdbbd sin(arcsin z) = x, ezért

/ﬂdx _ arcs21nx n 2z - cos(arcsin ) e

4

Felhasznalva, hogy cos? x 4 sin? 2 = 1 valamint azt, hogy sin(arcsinz) =
azt kapjuk, hogy

cos(arcsinx) = \/1 —sin?(arcsinz) = /1 — 22,

/mdx:arczinx+2l'-\/41—$2+c



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK

e

104. Feladat. Szdmoljuk ki az

integralt!
Megoldas:

Bevezetve a \/z = t helyettesitést
dx
=1, igy — = (t*) =2t
z=t7, fgy o =) =2,
adoédik. Ezt felhaszndlva

/ cos f cost

dz = —~ S2tdt =2 - /costdt—2~sint+c,

ahol c € R tetsz6leges.
Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

cos \f
\/>

105. Feladat. Szdmoljuk ki az

dz = 2-sinvz +c.

/ ! dx
NEE
integralt!
Megoldas:
Vezessiik be az \/z = t helyettesitést! Ekkor
r=1t%, amibdl ‘C% = (t%) = 2t.

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

1 1 t t
dx:/-2tdt:2-/dt:2-/dt
Ve +x t+t2 t+ t? t(1+1)

1

ahol ¢ € R tetszbleges.

107
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106. Feladat. Szdmoljuk ki az

[,

T +2

integralt!

Megoldas:

Vezessiik be a /2 + 1 = t helyettesitést! Ekkor
r=1t>—1, amibdl ax o

dt

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy
V 2t t2
/ vl 2tt—/dt:2/dt:
T+ 2 t2 2 +1 t2+1

2+1-1 1
:2-/+dt:2/1—dt:
t24+1 t24+1

=2 (t—arctgt) +c=
=2(Voz+1—arctgvz+1)+c

ahol ¢ € R tetszdleges.

107. Feladat. Szdmoljuk ki az

/ T - arcsinx da

i

integralt!

Megoldas:

Vezessiik be az x = sin t helyettesitést! Ekkor
d—j = cost.

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

- arcsin sint -t
T arest zdac: miwzostdt:

V1—a? \/1—sin2t

int-t
_/sm -costdt—/t'sintdt.
cost
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A kapott integrdlra a parcidlis integralds képletét alkalmazzuk

/t-sintdt:—t~cost+/costdt:—t-cost+sint+c,

ahol c € R tetsz6leges.

Visszahelyettesitve ¢ helyére arcsin x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

T - arcsinx
——dx
V1—22

Felhasznalva, hogy cos? x 4 sin? 2 = 1 valamint azt, hogy sin(arcsinz) =
azt kapjuk, hogy

cos(arcsinx) = \/1 — sin?(arcsinz) = /1 — 22,

= —arcsin x - cos (arcsin x) +x+ec

igy .
X - arcsimx

——dx
V1—22
108. Feladat. Szdmoljuk ki az

= —arcsinz - V1 —224+2x+c.

/cos Vx dx

integralt!

Megoldas:

Vezessiik be az /= = ¢ helyettesitést! Ekkor
d
dt

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy
/cos Jrdr = /3t2 - costdt.
A kapott integrélra a parcialis integralds képletét alkalmazzuk:

/3t2-costdt:3t2-sint—/6t-sintdt.

A 6t - sin t fiiggvényre ismét alkalmazzuk a parcidlis integrdlas képletét. Ekkor
azt kapjuk, hogy

/6t~sintdt:—6t-cost+/6-costdt:—6t-cost+6-sint+c.
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Tehat
/3t2-costdt = 3t%-sint + 6t - cost — 6 - sint + ¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.
Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/cos%dx:3\/33:2-sin%—i—G%-cos{’f—ﬁ-sin%—i—c.

109. Feladat. Szdamoljuk ki az

/ r-Vr+2d
integralt!
Megoldas:
Vezessiik be az /x + 2 = ¢ helyettesitést! Ekkor
d
e=t2-2 = oo
dt

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

/x-\/;v—|—2d:r:/(t2—2)~t-2tdt:/2t4—4t2dt:

2 5 4 3
= . _ .t
5 3 +c,

ahol c € R.
Visszahelyettesitve ¢ helyére /z-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/ Vatade=1. <m>5—§.(¢m>3+c:
= (Va+2): (2 (x+2) —>—|—c-
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integralt!

Megoldas:

Vezessiik be a e” = ¢ helyettesitést! Ekkor azt kapjuk, hogy
1

dz
=Int ib6l — = (Int) = —.
z=lInt, amibdl — (Int) .

A helyettesitést végrehajtva

1 11 1
/ex+e2x o /t+t2 / /t2-(1+t)

A kapott tortet parcidlis tortekre bontjuk:
1 A B C

2. (1+1) R

Az A, B és C egyiitthatok meghatdrozasahoz el6szor az el6bbi egyenlet mind-
két oldalat szorozzuk a k6zos nevezdvel, majd felbontjuk a zardjeleket, végiil a
jobb oldalon fokszam szerint csoportositjuk a tagokat:

l=A-t-t+1)+B-t+1)+C-#*
l=A-t*+A-t+B-t+B+C-1*
1=(A+0C)-t*+(A+B)-t+B.

A kapott egyenletben a két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyiitthatdit
Osszehasonlitva az

A +C=0
A+B =0
B =1

egyenletrendszerhez jutunk. Ezt megoldva A = —1, B = 1 és C = 1 adddik.
A kapott egyiitthatok visszahelyettesitve az

1 A B C

2. (1+t) ¢ MR
egyenlet azt kapjuk, hogy

1 -1 1 1

- = 4 — [
2. (1+t) ¢ R
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Tehat

/ 1 —/_1+1+ L
t2.(1+t) J t 2 1+t

t_l

:—lnt]++ln\t+1]+c:ln’

-1

Mivel t = €%, ezért

1 e’ +1 1

/me%dx:m = '_e‘”
ahol ¢ € R tetsz6leges.
111. Feladat. Szamoljuk ki az

x
/ itz
integralt!
Megoldas:
Vezessiik be az \/x = t helyettesitést! Ekkor
r=1t%, amibdl % = (t%) = 2t.

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

/ T q —/t2 2tdt—2/ v dt—2/
itz o) t+e - ez

t?
2. [
1+t

Osszuk el a t2 polinomot a ¢ 4 1 polinommal:
t2itr1)=t—1
—(t2 +1)
-1
—(—t—-1)
1

Ezt felhasznalva

t+1‘ 1

t-(1+1)

- —+ec
t+

43
dt

2 r dt=2. [t—1+ =2 r t+Inft+1]) +
. — . — JEE— — . [ n Is
1+t t+1 2
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adodik, ahol ¢ € R tetszbleges.
Mivel ¢ = \/x, ezért

€T T
/ﬁ+xdx_2~(2—\/a?+1n|\/§+1|)+c.

112. Feladat. Tekintsiik az f(z) = eV® fiiggvényt és legyen F az f azon
primitiv fiiggvénye, amelyre F'(1) = 0 teljesiil.

a) Hatdrozzuk meg az F' fiiggvény leképezési szabdlyat!

b) Adjuk meg a valés szdmok halmazédnak azt a legb6vebb részhalmazat, ame-

lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!
c) Adjuk meg az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az F' fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az F' fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatirozzuk meg az inflexids
pontot, ha 1étezik!

f) Hatdrozzuk meg az F' figgvény hatarértékeit az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel az F' fiiggvény grafikonjat!

h) Injektiv-e az F’ fiiggvény?

1) Hatdrozzuk meg az F’ fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Vezessiik be a /= = t helyettesitést! Ekkor
dx
= t? = — =92t
v at ~ "

igy a helyettesités utdn azt kapjuk, hogy

/eﬁdx:/%-etdt.

A parcidlis integralas képletét alkalmazva
/2t~etdt:2t-et—/2-etdt:Qet-(t—1)+c.
Felhaszndlva, hogy t = \/x azt kapjuk, hogy

/eﬁdm:%ﬁ-(\/}—l)—kc.
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Mivel F'(1) = 0, ezért ¢ = 0.

Tehat a primitiv fiiggvény:

F(z) =2V (Vi —1).

b) Az F fiiggvény értelmezési tartomédnya

¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megolddsa adja, tehdt az

2V (Vr —1) =0

egyenletet kell megoldanunk Mivel eV =% 0, ezért az egyetlen zérushely
xz=1.
d) Mivel F'(z) = f(z), ezért a
eV® =0
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletnek azonban nincs megoldésa.
Mivel F’(x) > 0 minden 2 > 0 esetén, ezért F monoton novekva.

e) Mivel

1
F'(z) = —— .eV%
@) =55 "

igy F"(z) > 0 minden x esetén, ezért F' konvex.

f) Az F fiiggvény hatéarértéke a O helyen:

lim F(z) = —2.

z—0
Az F fiiggvény hatarértéke oco-ben:

lim F(x) = oc.

T—00

g) Az F fiiggvény grafikonja:
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h) Injektiv, mert kiilonb6z6 elemekhez kiilonb6zé elemeket rendel.

i) Az F fiiggvény értékkészlete [—2; col.

115
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11. Trigonometrikus fiiggvények racionalis tortfiiggvényeinek
integralasa

113. Feladat. Hatarozzuk meg az

Ccos ¥
/ - dz
1+sinx + cosx

integralt!
Megoldas:
Vezessiik be at = tg 5 helyettesitést! Ekkor
arctgt <
r =—
g 9’
igy
r =2 arctgt,
amibdl
dx 1 2

(2-arctgt) =2

dat 142 142
Felhaszndlva, hogy
sin2x = 2 -sinx - cos ,

tovdbbd az 1-et trigonometrikus alakban felirva, majd a tort szdmldléjat és

nevezbijét is cos? 5-vel elosztva, és felhaszndlva, hogy tg § = t azt kapjuk,

hogy

. . T x 2-sing-cosy 2-sing-cosg
sinzx =2-sin— - cos — = === 5T =
2 2 1 sin” 5 + cos” 5
Q T
sin 5
2 cos 2-tg2 2t
sin” & tg?2+1 241
cos? £ L
2
Felhasznalva, hogy
cos 2z = cos® z — sin® z,

tovabbd az 1-et trigonometrikus alakban felirva, majd a tort szamlalojat és

nevezsjét is cos? 5-vel elosztva, és felhaszndlva, hogy tg § = t azt kapjuk,
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hogy
o T o x cos’% —sin?Z cosz%—sm“é
COST = cos“ — — sin® — = = 5 =
2 2 1 sin? 2—i—cos 5

2z
sm§

1i
B 0052%_1—‘55;2%_1—152

sin? 2 17tg2%+17 1+t

2
cos? 2

7~

Elvégezve a helyettesnest majd az sszevondsokat és egyszeriisitéseket
1-¢2

cos T - 1+t2 2 -
/1 i dor = / R
+SInx + cosx 1+ 1+t2 + e +

12 2 2
B I 2 g [ a2
) e ) 42 [ 1442 2642 142
1+t

11— 2 1—1t)-
Y e Y 2 N
2042 1++¢2 2-(t+1) 142

/1_tdt / 1 L tot 1 / 2t dt
1+ 142 1+82 LN R

1
= arctgt — 3 In(1+t%) + ¢,

ahol c € R tetsz6leges.
Visszahelyettesftve at helyére az tg § kifejezést azt kapjuk, hogy

1
arctgtg§—f ln<1+tg 7)+c—z—f'ln(1+tg2§>+c.

2
114. Feladat. Hatarozzuk meg az

1
/ - dx
sin x

2 2

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a "
tg = =t
&9
helyettesitést, egyrészt
dx 2

dat 1+

117
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masrészt

2t
1+t
Elvégezve a helyettesitést azt kapjuk, hogy

1 1+ t2 2
/_ dx:/+- dt =2t + ¢,
sin 2t 1+1¢2

sinx =

ahol c € R tetsz6leges.

Visszahelyettesitve a t helyére az tg § kifejezést

1
/ . dszarctg£+c
sinx 2

adodik.

115. Feladat. Hatdrozzuk meg az

1
/ dx
Ccos T

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a
tg L —¢
)
helyettesitést, egyrészt
dx 2
dt 1+ t2’
masrészt
1—¢t2
CcCoST =
1442
adodik.

Elvégezve a helyettesitést

1 1+ ¢2 2 2
de= | —  ——dt = dt
/sinm o /1—t2 1412 /1—t2

72

adodik. A kapott tort nevezdjét szorzattd alakitva azt kapjuk, hogy

2 2
/1—t2dt:/(1—t)-(1+t)dt
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A kapott tortet parcidlis tortekre bontva

2 A N B
(1—t)-(1+t) 1—t 1+t

adddik. Az A és B egyiitthatok meghatarozdsiahoz az egyenlet mindkét oldalat
szorozzuk a kozos nevezdvel. Ezutdn a zardjelek felbontdsa és sszevonasok
utdn a jobb oldalon fokszdm szerint csoportositva a tagokat azt kapjuk, hogy

2=A-(1+t)+B-(1—-1)
2=A+ At+ B — Bt
2=(A-B)-t+ A+ B.
A két oldalon a megfeleld fokszamu tagok egyiitthatdit 9sszehasonlitva az
A-B=0
A+B=2
egyenletrendszerhez jutunk. Ezt megoldva A = 1 és B = 1 adddik.

A kapott egyiitthatokat visszahelyettesitve az
2 A B
(1—t)-(1+1t) [
egyenletbe azt kapjuk, hogy
2 1 1
(1—t)-(1+t) = 11

Ezt felhasznalva

—f+ ——dt=
/(1—75) it /1—t+1+t
1-1¢

—In[l—¢t/+Injl+t+c=In ‘+C,

1+t

ahol c € R tetsz6leges.
Mivel tg § = t, ezért azt kapjuk, hogy

1 1—tgs
/ dr =1In ’gfc +c
cos T I+tg3
116. Feladat. Hatarozzuk meg az

1
/.dx
SINZ + COST

integralt!
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Megoldas:
Bevezetve a .
tg - =t
&5
helyettesitést, egyrészt
dx 2
dt 1+ t2’
masrészt
. 2t
sinz =
1+ 2
és
1—t?
CoOST = ——=
1+1¢2
adodik.

Elvégezve a helyettesitést azt kapjuk, hogy

1 1 2
sina:—i—cosa:dx: 2t 12 1 4 42 ‘&
Tz T e

1 2 1+ ¢ 2
— . dt fr— . dt =
/ 204112 ] 4 2 / 2041 —12 1+1¢2
1442

2
~ [t
2t +1—¢t2

A keletkezett tortet parcidlis tortek 6sszegére bontjuk. Ehhez el6szor a neve-
z6t szorzatta alakitjuk, amihez megkeressiik a 2¢ + 2 — > masodfoki polinom
gyokeit:

—2+v8 —2+2v2

V8 = V2 =—-1+V2.
-2 -2

Ezt felhasznalva a nevezd szorzatta alakitasara

U+1—12=(t+1—V2) - (t+1+2)

t120 =

adddik. A
2 2

20+1 =12 (t+1—V2)(t+1+2)

tortet parcidlis tortekre bontva azt kapjuk, hogy
2 A B

t+1—v2) - (t+1++2) F11-VE tlive
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A kapott tort mindkét oldaldt szorozva a k6zos nevezdvel, majd a tagokat a
fokszdm szerint csoportositva
2=A-(t+1+V2)+B-(t+1-V?2)
2=(A+B)-t+(1+Vv2)-A+(1-V2)-B

adodik. A két oldalon a megfeleld fokszamu tagok egyiitthatéit sszehasonlitva
az

A+B=0
(1+v2)-A+(1-Vv2)-B=2

egyenletrendszerhez jutunk. Az els6 egyenletbdl A = — B adddik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

~(1+V2)-B+(1-v2)-B=2

—2v2-B =2,
amibdl
1 2
po_L__ V2
V2 2
adodik, igy
1 2
a—L_ V2
V2 2
Ezeket az egyiitthatdkat visszahelyettesitve az
2 A B

= +
E+1-vV2)-(t+1+v2) t+1-v2 t+1+2
egyenletbe azt kapjuk, hogy

2 i a
(t+1—v2) - (t+14+V2) t+1-v2 t4+1+2
Ezt felhasznélva
9 Vel e,
/ dx:/ 2 - 2 dt =
(t+1—v2) - (t+1+2) t+1-v2 t+1++2

t+1-+2 2 t+14+2
V2

2

ol
[\V]

nft+1-v2| - Inft+1+v2 +e,
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ahol c € R tetsz6leges.
Mivel tg 5 = ¢, ezért azt kapjuk, hogy

1
/.dx
SIN T + Ccosx

V2
2

2
-mhg;+1—¢4—\g-mhg;+1+¢2+a

117. Feladat. Hatdrozzuk meg az

1
/ - dz
sinx +cosx + 1

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a
to T —¢
)
helyettesitést, egyrészt
dzx 2
dt 1+ t2’
masrészt
. 2t
sinz =
1+ 2
és
1—¢t?
cosr = ——
1+1¢2
adodik.

Elvégezve a helyettesitést azt kapjuk, hogy

1 1 2
i pde= SRR
SInx + cosx + 1+t2 + it 1

_/ L+ 2 o
a %+&-¢2+1+ﬁ 1+¢2

— dt=
2+% /1+t

=In|l+t| +¢,
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ahol c € R tetsz6leges. Mivel tg § = ¢, ezért azt kapjuk, hogy

/ L de =1 ‘1+t x’+
z=1In —| +ec.
sinx +cosx +1 g2
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12. Primitiv fiiggvények a kozgazdasagtanban

118. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy vallalat valamely termékéhez tartoz6 hatar-
bevételi fiiggvénye
MR(q) = 2000 — 20q — 3¢°.

A termelt mennyiséget darabban, a bevételt ezer forintban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg az inverz keresleti fiiggvényt!

¢) Adjuk meg a keresleti fiiggvényt!

d) Abrézoljuk a keresleti fiiggvényt!

Megoldas:

a) A hatdrbevételi fiiggvény azon R(q) primitiv fiiggvényét keressiik, amelyre
R(0) = 0, hiszen ha 0 darab terméket termeliink, akkor a bevételiink is 0.
Egyrészt

R(q) = /2000 —20q — 3¢°dg =

:/QOOOdq—/Qquq—/3q2dq:

=2000q — 10¢> — ¢° + .
Masrészt R(0) = 0, igy
2000-0—10-0% - 0%+ ¢ =0,
amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 0. Tehat a bevételi fiiggvény
R(q) = —¢* — 10¢% + 2000q.

b) Amennyiben f~!(q) az inverz keresleti fiiggvény, gy
R(q)=q- [}(a),
amibdl azt kapjuk, hogy az inverz keresleti fliggvény:

R(g)  —¢*—10¢*> +2000q
q q

) = —q* — 10¢ + 2000.
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c) A keresleti fliggvény az inverz keresleti fiiggvény inverze.

Egy fiiggvény és az inverze kozott fennall az
FHf@) ==
kapcsolat. Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy
—(f(z))* =10~ f(z) +2000 = z.
Ezt az egyenletet kell megoldanunk f(z)-re. Az egyenletet nulldra rendezve
—(f(2))?=10- f(x) +2000—z =0 (x> 0)

adddik. A masodfoku egyenlet megoldoképletének alkalmazasaval azt kap-
juk, hogy

_ 10+,/100 —4-(—1)- (2000 —z) 10+ /8100 — 4z
a -2 a -2 ’

f(@)12

A gyokjel aldl kiemelve, majd egyszer(sitve azt kapjuk, hogy

f(ﬂﬁ)l,z

10+£2-/20%5 =
- > L o 542025 2.

Mivel z > 0és f(z) > 0, ezért a keresleti fiiggvény

f(x) =—-5+4++v2025 — x.

d) A keresleti fiiggvény grafikonja:

0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1800 2000 2100 22
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119. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy vallalat adott termékhez tartoz6 hatarkolt-
ség fliggvénye

MC(q) = 0,000001 - (0,002¢> — 25¢ + 0,2).
A fixkoltség F'C' = 4000 dollar. Mennyibe keriil 10 000 darab termék eldal-
litdsa?
Megoldas:
A koltségfiiggvény a hatarkoltség fiiggvény azon C(q) primitiv fiiggvénye,
amelyre C'(0) = F'C teljesiil. Felhaszndlva a hatdrozatlan integral tulajdon-
sagait azt kapjuk, hogy

Clg) = /0, 000001 - (0,002¢” — 25¢ 4 0,2) dg =

= 0,000001 - /(0, 002¢> — 25¢ + 0,2) dg =

= 0,000001 - (/0,002q2 dq—/25qdq+/0,2dq) =

¢ g
— 0, 000001 - <0,002 G +0,2q> +e.

Mivel C'(0) = 4000, ezért azt kapjuk, hogy
¢ = 4000,
igy a koltségfiiggvény:

3 2
C(q) = 0,000001 - (0,002 : % —25- % +0, 2q> +4000.

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

1 3 1 2
0000 s 0000

C(10000) = 0,000001 - (0, 002 - +0,2-10 000) +

+ 4000 = 5416,67$.

120. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy véllalat valamely termékéhez tartozo hatar-
bevételi fiiggvény
MR(q) = 100 — 3¢°.
A termelt mennyiséget ezer darabban, a bevételt ezer forintban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az inverz keresleti fiiggvényt!
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¢) Hatdrozzuk meg a keresleti fiiggvényt!
Megoldas:

a) A bevételi fiiggvény a hatdrbevételi fiiggvény azon R(q) primitiv fiigg-
vénye, amelyre R(0) = O teljesiil. A hatdrozatlan integrdl tulajdonsagai
alapjan:

R(q) = /100—3q2dq —/100dq— /3q2dq—
=100 — ¢> + c.
Mivel R(0) = 0, ezért
—100-0—0*4+¢=0 = c=0,
ezért a bevételi fliggvény:
R(q) = 100q — ¢°.
b) Amennyiben f~!(q) az inverz keresleti fiiggvény, tgy
R(q)=q- [ '(a),
amibdl azt kapjuk, hogy az inverz keresleti fiiggvény:

f—l(q) — R(Q) — _q3 + looq 4
q q

—q¢? +100.

c) A keresleti fliggvény az inverz keresleti fiiggvény inverze.
Egy fiiggvény és az inverze kozott fenndll az

FHf(@) ==
kapcsolat. Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy
—(f(2))? +100 = z.
Ebbdl > 0 és f(x) > 0 miatt azt kapjuk, hogy a keresleti fiiggvény

121. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy vallalat valamely termékéhez tartozé ha-
tarkoltség fiiggvénye

MC(q) = 0,003¢> — 0, 4q + 40.
A fixkoltség F'C' = 5000 dollar. Adjuk meg az atlagkoltséget ¢ = 100 esetén!
Megoldas:
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A koltségfiiggvény a hatarkoltség figgvény azon C(q) primitiv figgvénye,
amelyre C'(0) = FC teljesiil. Felhaszndlva a hatdrozatlan integrdl tulajdon-
sagait azt kapjuk, hogy

Clq) = /0,003q2 —0,4q +40dq =

:/0,003q2dq/0,4qdq+/40dq:

=0,001¢> — 0,24 4+ 40q + c.

Mivel C(0) = 5000, ezért
¢ = 5000,
igy azt kapjuk, hogy a koltségfiiggvény

C(q) = 0,001¢> — 0,2¢> + 40¢ + 5000.

Az atlagkoltség fiiggvény:

AC(q) = C((JQ) =0,001¢% — 0,2q + 40 + 50(100.

Ha g = 500, akkor az atlagkoltség:

AC(500) = 0,001 - 5002 — 0,2 - 500 + 40 + % = 80 [doll4r].

122. Feladat. Egy véllalat valamely termékéhez tartoz6 hatarkeresleti fiiggvé-
nye

100
q+10°

MC(q) =10 —

Tudjuk tovabba, hogy az atlagkoltség ¢ = 100 esetén
AC(100) = 50.

Hatédrozzuk meg a fixkoltséget! A mennyiséget darabban, a koltséget forintban
értjik.

Megoldas:

A koltségfiiggvény a hatarkoltség fiiggvény azon C(qg) primitiv fiiggvénye,
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amelyre C'(0) = FC teljesiil. Felhaszndlva a hatdrozatlan integrdl tulajdon-
sdgait azt kapjuk, hogy

100
Clq)= [ 10— dg =
(9) / o110

100
= [ 10dq — dg =
/ 1 / q+10 1
= 10g — 100 - In(q + 10) + ¢.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy az atlag koltség fiiggvény

1 1
€@ _19_q100. 2le+10) ¢
q q q

AC(q) =

Mivel AC(100) = 50, ezért
100-1n110 c
50=10—- ——-—"—+ —.
100 + 100

Az egyenletet megoldva
¢ =400+ 100-1n110 ~ 870

adodik. Mivel
FC=C(0) =c¢,
ezért a fixkoltség

FC = 870 [Ft).

123. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy véllalat valamely termékéhez tartoz6 hatar-
bevételi fiiggvény
MR(q) = 44 — 5q.

Ugyanezen termékhez tartoz6 hatarkoltség fliggvény

MC(q) = 3q + 20.

A mennyiséget ezer darabban, a bevételt és a koltséget eurdban értjiik. Tudjuk
tovabba azt is, hogy 80 ezer darab termék eldallitdsanak koltsége 11 400 euro.

a) Hatdrozzuk meg a bevételi fliiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg a koltség fiiggvényt!

¢) Adjuk meg a profit fiiggvényt!

d) Ha 100 ezer darab terméket allitunk eld, akkor nyereséges vagy veszteséges
lesz-e a termelés?

7z

e) Hany darab termék eldallitasa esetén lesz a nyereség maximali?
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f) Adjuk meg az atlagkoltség fliggvényt!
Megoldas:
a) Mivel
R(q) = /44—5qdq = 44q — qu +c

és R(0) = 0 miatt ¢ = 0, ezért a bevételi fiiggvény

5
R(q) = 44q — 5(12-

b) Mivel
3
Clq) = /3q—|—20dq = 5q2 +20q + ¢

és a C'(80) = 11400 feltétel miatt

%-8024—20-80—1—0:11400
9600 + 1600 + ¢ = 11400,

ezért c = 200, ezért a koltség fiiggvény

3
C(q) = 5q2 + 20q + 200.
c) A profit fiiggvény

5 3
I(q) = R(q) — C(q) = 44q — 5612 - <2q2 + 20q + 200) —

= —4¢? + 24q — 200.
d) Mivel
I1(100) = —4 - 100 + 24 - 100 — 200 = —37 800 < 0,

ezért 100 ezer darab termék el6éllitasa esetén a termelés veszteséges lesz.

e) Mivel IT'(q) = —8q + 24, ezért IT'(q) egyetlen zérushelye ¢ = 3. Mdsrészt
I"(q) = —8 < 0, ezért azt kaptuk, hogy 3000 darab termék elGallitasa
esetén érjiik el a lehetd legnagyobb nyereséget.

f) Az atlagkoltség fiiggvényt:

Cla) _3, 200
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124. Feladat. Egy véllalat adott termékéhez tartoz6 hatdrkoltség fiiggvénye
MC(q) = 180 + 0, 3¢°.

Ugyanezen termékhez tartozé hatarbevételi fiiggvény
MR(q) = 540 — 0, 6¢°.

A termelt mennyiséget darabban, a bevételt és a koltséget forintban értjiik.

Tudjuk azt is, hogy a fix koltség 65 forint.

a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

b) Adjuk meg a koltség fiiggvényt!

¢) Hatarozzuk meg a profit fliggvényt!

d) Ha az eladott termék egységara 360 forint, akkor hdny terméket tudunk
értékesiteni? Mennyi ekkor a bevétel?

e) Hany terméket gydrtsunk ahhoz, hogy a nyereség maximalis legyen?
f) Mennyi a maximalis nyereség?

Megoldas:

a) A bevételi fiiggvény a hatdrbevételi figgvény azon R(q) primitiv fiiggvé-
nye, amelyre R(0) = 0 teljesiil. Tehat

R(q) = /540 —0,6¢%>dg = 540q — 0,2¢° + c.
Mivel R(0) = 0, ezért ¢ = 0, igy a bevételi fiiggvény
R(q) = 540q — 0, 2¢°.

b) A koltség fiiggvény a hatarkoltség fiiggvény azon C'(q) primitiv fiiggvénye,
amelyre FFC' = C(0) = 65 teljesiil. Tehat

R(q) = / 180 + 0, 3¢> dg = 180¢ + 0, 1¢° + c.
Mivel C'(0) = 65, ezért ¢ = 0, igy a koltsége fiiggvény
C(q) = 180q + 0, 1¢>.

c) A profit fiiggvény
II(q) = R(q) — C(q) = 5404.0,2¢> — (180q + 0, 1¢> 4 65) =
=360 — 0, 3¢> — 65.
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d) Ha p a termék egységdra, akkor R(q) = p - q, igy
R(q)  540q — 0, 24>
= . =
Mivel p = 360, ezért
360 = 540 — 0, 2¢> = 180 = 0, 2¢°,

= 540 — 0, 2¢°.

7z

igy ¢ > 0 miatt ¢ = 30, tehét 30 darab terméket tudunk el6allitani. Ekkor a
bevétel

360 - 30 = 10800 [Ft].
e) Mivel a
IT'(¢) = 360 — 0, 9¢>

fliggvény zérushelyei ¢ = 120, ezért ¢ > 0 miatt 20 darab terméket kell
gyartanunk ahhoz, hogy a nyereség fiiggvénynek szélséértéke legyen. Mivel
I1"(¢q) = —1,8¢q, igy I1"(20) = —36 < 0, tehdt valéban maximuma van a
I1(q) fiiggvénynek a ¢ = 20 helyen.

f) A maximélis nyereség
I1(20) = 360 - 20 — 0,3 - 20 — 65 = 4735 [Ft].
125. Feladat. Egy véllalat adott termékéhez tartozé hatarbevételi fiiggvénye
MR(q) =960 — 0, 15¢°.
A termelt mennyiséget darabban, a bevételt €s a koltséget forintban értjiik.
A termék egységara 715 forint.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Hény darab terméket allitunk el6?
¢) Mennyi a bevétel?
Megoldas:
a) A bevételi fiiggvény a hatarbevételi fuggvény azon R(q) primitiv fiiggvé-
nye, amelyre R(0) = 0 teljesiil. Tehat
R(q) = /960 —0,15¢% dg = 960g — 0,05¢> + c.

Mivel R(0) = 0, ezért ¢ = 0, igy a bevételi fiiggvény
R(q) = 960q — 0,05¢>.
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b) Ha p a termék egységara, akkor R(q) = p - q, igy
_ R(q) _ 960g — 0,05¢"
g q
Mivel p = 715, ezért
715 = 960 — 0, 05¢> = 245 = 0, 05¢>,

=960 — 0, 05¢>.

7z

igy ¢ > 0 miatt ¢ = 70, tehat 70 darab terméket tudunk el&allitani.

c) A bevétel
715 - 70 = 50 050 [F't].

133
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13. Parcialis és helyettesitéses integralas tétele
Riemann-integralokra, Riemann integralok kiszamitasa
Newton-Leibniz formulaval

126. Feladat. Hatdrozzuk meg az a valds szdmot gy, hogy
2a

/x2 dx = 504

a

teljestiljon!
Megoldas:
Mivel
i x3 2a 8a® a? 7a?
/a:Zd:p: — =— - — = —
3], 3 3 3
a
ezért a feltétel szerint 5
Ta
— = 1512
3 b
igy a® = 216, tehat a = 6.
127. Feladat. Hatdrozzuk meg az
2
/ 2% — 3z +2dx

-1
integral értékét!
Megoldas:

Meghatédrozunk egy primitiv fiiggvényt, majd alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt:

3

= (?—3-222%.2)—((_;)3—3-(_21)2+2.(—1)> =

8 13 9
—(z-6+4)—(—z-S—-2)==2.
(G-ov)-(5-5-2)=3

; x3 x2 2
/m2—3x+2dm:{—32+2$] =
-1
s
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128. Feladat. Hatdrozzuk meg az

I
/tg:pdx
0

integral értékét!
Megoldas:

Meghatarozunk egy primitiv fiiggvényt, majd alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt:

I I I
/tgmdx:/smx / sm:): = [-In|cosz|]j =
cos T cos x
0 0 0
:—ln’cos<—)‘+ln cos0| = —In () =Inv2= 71n2
1) | inleostl V2

129. Feladat. Hatarozzuk meg az

1
/e2x+l dzx
0

integral értékét!
Megoldas:
A Newton-Leibniz tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
2041171 2141 2.04+1
20+ g e _ e e _
2 0 2 2

63—6

2

jus

2
/x-cos:zdx
0

130. Feladat. Szdmoljuk ki az

integral értékét!
Megoldas:
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A parcidls integrdlds Riemann-integralra vonatkoz6 tétele szerint

VB

sinzdz =

™
/SC-COSJ,‘dSC: [ -sinz|f —
0

O\
[VE]

g + [cosz|g = g - L

A szamoldast ugy is elvégezhettiik volna, hogy az x - cos x fiiggvény egy primitiv
fliggvényét hatdrozzuk meg, majd azt kovetéen alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt.

= [z - sin ]

131. Feladat. Szdmoljuk ki az

N
0
integral értékét!
Megoldas:
Végezziik el at = \/z helyettesitést. Ekkor t? = z, igy %% = 2¢. Teht

[

A szamoldast agy is elvégezhettiik volna, hogy az x - cos x fliggvény egy primitiv
fliggvényét hatdrozzuk meg, majd azt kovetéen alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt.

v

/e :/Q-etdt:
t

[ =20 -2

%\

132. Feladat. Hatarozzuk meg az a és b valds szamokat tgy, hogy teljesiiljon
az

9
/\/E‘lnxdz:a-IHS—l-b
1

egyenlség!
Megoldas:
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A parcidls integrdlds Riemann-integralra vonatkoz6 tétele szerint

9 § 9 91 3
2

/\f Inzdr = [ ln:B] —/-xgd:z::
3 1 T3

1
2 2
= [3-\/;-11130] {3 ] =
4 4 104
=18 -In9— - .27+ —
n)mgelity

Tehdt a = 36, illetve b = — 194,

— 36103 — —.
B

137

9
133. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha f folytonosan differencialhaté fiigg-
vény, akkor
b
/ 1 2 2
J(@) - f@yde = 5 - ((F0)° = (F@)?)
a
Megoldas:

A parcidls integrdlds Riemann-integralra vonatkoz6 tétele szerint

b b
/ﬂ@%f@ﬂxzﬁ@%ﬂ@ﬁ—/f@)

18y

tehét
2 2
/ 7)) de = ((F0)° - (£@)*).
Mindkét oldalt 2-vel osztva azt kapjuk, hogy

b
/f/(w) - f(z)dx = 5 ((f(b))2 o (f(a))2) ’

amivel igazoltuk az 4llitast.
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134. Feladat. Tegyiik fel, hogy f kétszer folytonosan differencidlhaté fiigg-

vény, tovabbd f(1) = 2, f(4) = 7és f'(1) = 5, f’(4) = 3. Szamoljuk ki
az

4
1/x-f (z)dz

értéket!
Megoldas:

A parcidls integrdlds Riemann-integrélra vonatkoz6 tétele szerint
4 4
[o r@ae=[o @)} - [ 1o
1 1
=4- /(9 —-1-f (1) = f(H) + f(D).
Behelyettesitve a megfeleld értékeket azt kapjuk, hogy

4
/x'f’/(sc)dx:4-3—1-5—7+2:2.
1

135. Feladat. Szamoljuk ki az

1
/a:-e%d:c
0

integral értékét!
Megoldas:

A Riemann-integralra vonatkoz6 parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt
kapjuk, hogy

; eQa: 1 eQx eQ:z: 1 eQm 1
/:U-e%dx—[:c-] —/dx—[:c-] _[] —
2 |, 2 2 |, |4,
0

_ T _¢ .
2 4

[
N
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2
/xlnxdx
1

136. Feladat. Szdmoljuk ki az

integral értékét!
Megoldas:

A Riemann-integrilra vonatkoz$ parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt
kapjuk, hogy

K 2 e 9 9 2 e
/x'lnxda}: x—-lnx —/x~1dx: x—-lnaj —/xdx:
2 1 2 =z 2 1 2
1
1

1

137. Feladat. Szdmoljuk ki az

1
/da:
224+ 5x+6

4

integral értékét!
Megoldas:

El6szor alakitsuk szorzatt4 a nevez&t! Ehhez keressiik az 22 4 5z + 6 polinom
gyokeit. A masodfoku egyenlet megoldoképletét felhasznélva azt kapjuk, hogy

—5++v25-24 —5=+1

2 2
igy ©1 = —3, x9 = —2. Tehdt a nevez§ gyoktényez§s alakja (z + 2) - (z + 3),
igy azt kapjuk, hogy

T12 =

b 1 > 1
[l e "
4 22 +5x+6 4 (@+2)-(x+3)
A fenti tortet bontsuk fel parcialis tortek 0sszegére:
1 A B

(x+2) (x+3) x+2+:1c+3'
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Meghatarozzuk az A és B egyiitthat6kat. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva
a kozos nevezdvel

l1=A-(z+3)+B-(z+2)

adodik. A zéréjelet felbontva, majd x-et kiemelve az x-et tartalmazé tagokbol
azt kapjuk, hogy
l=z-(A+B)+3A+2B.

A bal oldal pontosan akkor egyezik meg a jobb oldallal, ha az x egyiitthatdja,
illetve ha a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az alabbi
egyenletrendszer

0= A+ B
1=3A+2B.

Az elsd egyenletet 2-vel szorozva, majd a masodik egyenletbdl kivonva az els6t
A = 1 adddik, amelyet visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
B = —1. Tehat

5 5
/ 1 dx—/ L — ; dz =
g (+2)-(z+3) " Jy x+2 x+3 7

5
:[mu+m—mu+mhz[mx
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14. Folytonos fiiggvények atlagértéke

138. Feladat. Tekintsiik az f(x) = /x fiiggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az f(z) fiiggvény dtlagértékét a [0; 4] intervallumon.
b) Hatdrozzuk meg azt a ¢ valés szdmot, amelyre f = f(&).

¢) Szemléltessiik a kapott eredményt!

Megoldas:
a) Mivel
h 81 9 16
T2
d = _ = — = —
/ Vrdz [ % ] 3 8 5
0 0
ezért a fliggvényértékek atlaga
1 16 4
4 3 3

b) Keressiik a /€ = % egyenletnek a [0; 4] intervallumba esé megolddsit.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy

16
=3

¢) A kapott eredmény szemléltetése:

4

A [0; 4] intervallumon a fiiggvény grafikonjdnak az x-tengellyel bezart terii-
lete megegyezik annak a téglalapnak a teriiletével, amelynek oldalai 4 és %
egység hosszuiak.

139. Feladat. Tekintsiik az f(r) = 42 — 22 fiiggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az f(z) fiiggvény atlagértékét a [0; 2] intervallumon.

b) Hatdrozzuk meg azt a £ valés szdmot, amelyre f = f(&).
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Megoldas:

a) Mivel
2

372
1
/4x—x2dx: [23:2—$} :8—§:76,
0 3 3

0
ezért a fliggvényértékek atlaga

116_38
2 3 3
b) Keressiik a
8
4¢ — €2 = -
£-¢ =2

egyenletnek a [0; 2] intervallumba esd megoldésat.

Az egyenletet nullara rendezve azt kapjuk, hogy
8
4g—52—§=0 = 3¢ -126+8=0.

A masodfoki egyenlet megoldéképletével azt kapjuk, hogy

¢ 124++/144—-96 6+2-/3
12: pr— ;
’ 6 3

igy & ~ 3,155, illetve & ~ 0,8453 adddik. Mivel & ¢ [0;2], ezért
egyetlen £ érték 1étetik, & ~ 0, 8453.

140. Feladat. Tekintsiik az f(z) = Inz fiiggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az f(z) fiiggvény atlagértékét az [1; e] intervallumon.
b) Hatdrozzuk meg azt a £ valés szdmot, amelyre f = f(&).

¢) Szemléltessiik a kapott eredményt!

Megoldas:

a) Mivel a Riemann-integrdlra vonatkozé parcidlis integrdlds képletét alkal-
mazva azt kapjuk, hogy

e e

/lnxda:: {x'lnx}j —/:U'id:z: [:E~hlﬂ?}j — {x}i =1,
1 1

ezért a fiiggvényértékek atlaga
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b) Keressiik azIn¢ = i egyenletnek az [1; e] intervallumba esé megoldasat.

Az egyenlet megoldasa & = eﬁ.

¢) A kapott eredmény szemléltetése:

16
1.4
12

1
0.8

06 A

0.4

0.2

0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 3.2

Az [1; €] intervallumon a fiiggvény grafikonjdnak az x-tengellyel bezart te-
riillete megegyezik annak a téglalapnak a teriiletével, amelynek oldalai e — 1
1

és ec—1 egység hosszuiak.
141. Feladat. Egy nydri napon a hdmérsékletet a
T(t) = 17,46 -sin(0,36t — 2,93) + 20,39 (¢ € [0;24])
figgvénnyel modellezziik, ahol ¢ az éjféltl eltelt id6t jelenti draban mérve.
a) Hany 6rakor volt a leghidegebb?
b) Mennyi volt a legalacsonyabb hémérséklet?
¢) Hany 6rakor volt a legmelegebb?

d) Mennyi volt a legmagasabb hémérséklet?
e) Mennyi volt az dtlaghémérséklet?

Megoldas:
a) A T(t) fuggvény derivéltja
T'(t) = 7,46 - cos(0, 36t — 2,93) - 0,36 =
= 2,686 - cos(0, 36t — 2,93).
A T'(t) fiiggvény zérushelye a
2,686 - cos(0,36t —2,93) =0
egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy
0,36t — 2,93 = 1,57 = t=12,5,
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illetve

0,36t —2,93=4,71 = t=21,2,
illetve

0,36t — 2,93 = —1,57 = t=3,78.
Mivel

T"(t) = —2,686 - sin(0, 36t — 2,93) - 0,36 =
= 0,967 - sin(0, 36t — 2,93)
és T"(3,78) > 0és T"(21,2) > 0, ezért 3 6ra 12 perckor és 21 6ra 12
perckor lesz a legalacsonyabb a hdmérséklet.

b) Mivel T'(3,78) = T(21,2) = 12,9, ezért A legalacsonyabb hémérséklet
12,9°C

¢) Mivel 7"(12,5) < 0, ezért 12 6ra 30 perckor volt a legmagasabb a hémér-
séklet.
d) Mivel T'(12,5) = 27, 8, ezért 27,8°C volt a legmagasabb hGmérséklet.
e) Mivel
24
/7, 46 - sin(0, 36t — 2,93) + 20,39dt =
0

24
+ 20, 397&] =
0

~ [—7,46 - cos(0, 36t — 2,93) + 20,39
N 0,36

24
- ff2Q72-aﬁdl3&>f293I+2&39+20£940
= —20,,72-cos5, 71 + 489,36 + 20,72 - cos(—2,93) = 484, 31,
ezért
24

1
jw:24:/7¢m-ﬂnw;%t—2£B)+2Q39dt:

0

484,31
24

igy az atlaghdmérséklet 20, 18°C'.
142. Feladat. Egy test sebesség-id6 fiiggvénye
v(t) =t +4t  (te€[0;4]).
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Az 1d6t mésodpercben, a sebességet [%] -ban mérjiikk. Hatdrozzuk meg a [0; 4]
iddintervallumon az dtlagsebességet!
Megoldas:
Mivel
) 3 Ty 32
/—t2 +4tdt = {—3 +2t2] =——+32=—,

. 3 3
0

ezért az atlagsebesség

4
1 ) 1 32 8rm
== [ —t 4tdt:f-—:f[—]
v 4/ + 13 " 3l%
0
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15. Teriiletszamitas integralassal

143. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = z? — 4 fiiggvénynek az x tengellyel
bezart teriiletét a [—2; 3] intervallumon!

Megoldas:
Az f(x) fuggvény zérushelyei
?—4=0 =  z==2

A fiiggvény grafikonjat és a keresett teriiletet mutatja az aldbbi dbra:

Tehat a [—2; 2] és a [2; 3] intervallumokon kell kiszdmolnunk az f(z) fiiggvény
Riemann-integraljat.

Egyrészt

Masrészt
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Tehat a keresett teriilet

— g + Z =13

-3 3T

144. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = —2? + 2z fiiggvénynek az x tengellyel

bezart teriiletét a [—1; 3] intervallumon!

Megoldas:

T

Az f(x) figgvény zérushelyei
—2> 422 =0 = z-(—z+2)=0,
igy x = 0, illetve z = 2.
A fiiggvény grafikonjat és a keresett teriiletet mutatja az alabbi dbra:

2
15
1
0.5

0
-1.5 405
8]

Tehdt a [—1;0], a [0; 2] és a [2; 3] intervallumokon kell kiszdmolnunk az f(z)
fiiggvény Riemann-integraljat.

Egyrészt

0
3 0
1 4
-1
Masrészt
/ 3 2 8 4

/—x2+2xdx: [—24—952]0:_ (3_4) =3

0
Valamint
3

3 2
4
/—w2+2azdx= [—2+x2]3=(—9+9)— (—§+4) =3

2
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Tehat a keresett teriilet
T =

145. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = 2 — 22 és g(z) = —x fiiggvények dltal

kozrezart teriiletet!
Megoldas:

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:

A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait (vagyis az integral hatérait) az
212 =—z
egyenlet megolddsdi adjdk. Az egyenletet nulldra rendezve
2 -2 —-2=0
addédik. A masodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1+v1+8 1+£3
2 2

T2 =

Tehat: 1 = —1, illetve x9 = 2.
A két fiiggvény grafikonja dltal kdzrezart teriilet:

2 3 272
x z
/_1 x (—x)dx [$ 3—1-2]_1

8 11
=(4-Z4+2)-(—242+2) =
(1=5+2) - (2+5+3)



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 149
146. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = 2 — 2% és g(x) = 2z fiiggvények 4altal
kOzrezart teriiletet!
Megoldas:

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:

A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait (vagyis az integralds hatdrait) az

22 =2
22— 22 =0
z-(x—2)=0

egyenlet megolddsai adjdk. Mivel egy szorzat csak tigy lehet zérus, ha valame-
lyik tényezdje zérus, ezért x = 0, illetve z = 2.

A két fiiggvény grafikonja dltal kdzrezart teriilet:

2 2372
T:/2x—x2dx:[aﬁ2—] =
0 3 1o

g, 8_12-8_14
3- 3 3

147. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 22 és g(x) = x + 2 fiiggvények 4ltal
kozrezart teriiletet!

Megoldas:

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:
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o
-
N
w
IS
[$)]
[

A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait (vagyis az integralds hatdrait) az
P =x+2
egyenlet megolddsai adjdk. Az egyenletet nulldra rendezve azt kapjuk, hogy
22—z —-2=0.

A masodfoku egyenlet megolddképletével

1+v1+8 1+3
2 2

12 =

adodik, igy x1 = —1, illetve z9 = 2.
A keresett teriilet:

2 2 372
T:/ r+2—22de = x—+2m—x— =
1 2 3],

- (222+2.2—233> —~ <(_21)2 +2-(=1) - (_31)3> =4,5.

148. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 2% — 2 és g(z) = 2 — 22 fiiggvények
altal kozrezart teriiletet!

Megoldas:

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:
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Az f(z) = g(z) egyenlet megoldasa:

22 —2=2— 77

z? =4,

tehat x = —2, illetve x = 2. A keresett teriilet:

T:/2(2—$2)—(x2—2)d1::/2(4—2:r2)d$:

-2 -2

149. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = 23 — 4z és g(x) = bx fiiggvények 4ltal
kozrezart teriiletet!

Megoldas:

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:
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-20

A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait az
23— 4z -5 =0
egyenlet megoldasai adjadk. Az egyenlet bal oldalét szorzatta alakitva
z-(z2—9)=0 = z-(z—3)-(x+3)=0
adodik, igy a metszéspontok: x1 = —3; x2 = 0; 3 = 3. A keresett teriilet

szimmetrikus az origéra, igy elegendd az egyik tartomény teriiletét kiszdmolni,
melynek kétszerese lesz a meghatdrozando teriilet.

Mivel
3 3 2 472
T1=/ 5x—($3—4x)dx:/ 9x—x3dx:[9-x—w} =
0 0 2 4 0
81 81 81
T2 4 4

ezért a keresett teriilet:
81 81
T=2-T1=2-— = — =40,5.
1 4 2 0) )

150. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = 2% és g(z) = %w + 1 fuggvények éltal
kozrezart teriiletet!

Megoldas:

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:
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/

6
5
4
3
2
.
—7.
A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait (vagyis az integral hatdrait) az

3

egyenlet megoldasai adjak. A megoldasokat grafikusan keressiik meg. Az dbra-
zolasbodl x1 = 0, illetve x9 = 2 adddik.

A két fiiggvény grafikonja altal kdzrezart teriilet:

2 2x2

2
3 3
T:/x—l—l—?'”dx: Sl =
o 2 2 2 m2|,

4 1 3
= <3+2—1n2>+h12—5—h12~0,6719.

151. Feladat. Mekkora teriiletet vag le az f(x) = 222 + 3 fiiggvény grafikon-
jabdlaz A = (—1;5) és B = (3;21) pontokra illeszkedd hirja?

Megoldas:
Az A és B pontokra illeszked$ egyenes meredeksége

_21-5
- 3—(-1)

m =4,

igy az A és B pontkra illeszked$ egyenes egyenlete

=5+4-(x+1) = y =4x + 9.

A keresett teriiletet az alabbi abra szemlélteti:
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301
28

26
24
22 )
20 B
18
16
14
12

4 321101 2 3 4

A Kkeresett teriilet
3

3
/9+4x—(2x2+3)dx:/—2x2+4x+6dx:
-1 -1

2 K 2 64
:[—x3+2x2+6x] =-18+18+ 18— - —2+6=—

3 1 3 3

152. Feladat. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az f(x) = 2

fiiggvény grafikonja, ezen grafikon zo = 2 pontjdba hizott érint6 egyenese, az
x tengely és az y tengely hatdrolnak?

Megoldas:

Az f(x) fiiggvény (zo; f(z0)) pontjdba hizott érint8 egyenesének egyenlete
y = f(zo) + f'(x0) - (x — o),
igy mivel f/(x) = 2z és f'(x¢) = 4, ezért
y=4+4-(x—2) = y = 4x — 4.

A Kkeresett teriiletet az alabbi dbra szemlélteti:
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A keresett teriilet

153. Feladat. Az y = az? 4 bx + c egyenlet(i parabola dtmegy az origén és
csdcspontjanak koordinatai (2;4). Mekkora teriiletet hatdrol a parabola és a
paraboldnak az x tengellyel valé metszéspontjaiba hiizott érintd egyenesei?

Megoldas:
Mivel a parabola 4tmegy az origén, ezért ¢ = 0.

A parabola altalanos alakjat teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy

a2t - LA
y=a (v =a YT % 4a?|

b\? b2

A parabola csdcspontja (2;4), igy
b b?
o R —]
2a 4a

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy b = —4a. Ezt behelyettesitve a masodik

egyenletbe

b2
? ==
adédik, amibdl azt kapjuk, hogy a = —1.

4 = b=14
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Tehat a parabolat leir6 fiiggvény hozzdrendelési szabdly
f(z) = —2% + 4.
Ennek zérushelyei x = 0, illetve x = 4. Mivel f'(x) = —2x + 4 és f/(0) = 4,

illetve f/(4) = —4, ezért a f(x) fiiggvény grafikonjdnak zérushelyeihez hizott
érintd egyenesek egyenletei

y=0+4-(r—0)=4x
y=0—4-(r—4) =16 — 4z.
A két érintd egyenes metszéspontjdnak x koordinétdja a

4oy = 16 — 4x = 8 =16

egyenlet megoldésa, amibdl azt kapjuk, hogy x = 2. A metszéspont masodik
koordindtdja y = 4 - 2 = 8. Tehat a metszéspont (2; 8).

R

0123\5

A (0;0), (4;0) és (2; 8) pontok dltal meghatarozott haromszog teriilete

4.8
Th = — =16.
AT
A paraboldnak az x tengellyel bazart teriilete
/ 371 64 32
Tparabola = /436 —2?de = [2372 — x} =32—- —=—.
31y 3 3
0
A keresett tertilet
32 16

T = TA - Tparabola =16 — ? = ?
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16. Forgastest térfogata

154. Feladat. Az f: [0;2] — R, f(z) = 2z + 1 figgvény grafikonjat forgas-
suk meg az z-tengely koriil! Szamoljuk ki a keletkezett forgastest térfogatat!

Megoldas:

Az f(x) fiiggvény grafikonjanak megforgatdsaval az aldbbi forgastest keletke-
zik:

05 1 15| 2| 25

S b A b N e N w » oo

A forgastest térfogatét a

V—ﬂ-/OQ(f(x))da;

képlettel szamolhatjuk ki.

Ezt felhaszndlva a keresett térfogat:

V:ﬂ~/02(2x—i—1)2da::7r- [W]z

”'(W)‘”'(W)Z

124 62
—_— = — T
6 3
155. Feladat. Az f: [—1;2] — R, f(x) = 22 + 1 fiiggvény grafikonjat forgas-
suk meg az x-tengely koriil! Szdmoljuk ki a keletkezett forgdstest térfogatat!

Megoldas:

Az f(x) fuggvény grafikonjanak megforgatdsaval az aldbbi forgastest keletke-
zik:
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Mivel
(f(@)* = @+ 1)? =o' + 20 + 1,
ezért
2 2
/(m2+1)2dx:/ gt + 222 + 1dx =
-1 -1
x° 3 2
e _— 2-7 pr
[5—1- 3+x]_1
25 23 (_1)5 (_1)3
=(—+2-—+2) - 2 -1) | =
<5+ 3+><5+ 3+()>
32 16 1 2
=|l—4+—=—4+2)-|—=—=—-1]=
(F+3+2)-(5-3-)
B3 18, 78
5 3 5
Tehat a keresett térfogat:
78

156. Feladat. Az f: [1;¢] — R, f(z) = vz - Inz fiiggvény grafikonjat for-
gassuk meg az x-tengely koriil! Szamoljuk ki a keletkezett forgastest térfogatat!

Megoldas:

A forgéstestet az aldbbi dbra szemlélteti:
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%)
1.5

1
0.5

0

-0.5

Mivel
(f@)?= (Va-Inz) =2 Iz,

ezért a parcidlis integrilds tételének alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

e 2 e .2 1
/x-lnxdx: JLolnfv /x-dx:
1 2 1 2 X

(S
1
x? z?
= [-lnx—] =
414

2

2 2 1 1
:e—-lne—e—— —.lnl—=-] =

2 4 2 4
_62+1
4

Tehat a térfogat:
2
1

V=r e: ~ 6,58.

157. Feladat. Az f: [0;2] — R, f(x) = z - e” fuggvény grafikonjét forgassuk
meg az x-tengely koriil! Szdmoljuk ki a keletkezett forgastest térfogatat!

Megoldas:

A forgastestet az alabbi dbra szemlélteti:
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FAV)

15

10

-5

-10

U

Mivel

(F@)* = (z-e")* = a” - ™,
ezért a parcidlis integrdlds tételének kétszeri alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy
2

2 (2. 227 2
/w2-e2xdx: —/ r-e*dr =
0 L 2 Jg Jo

r 12
.’I)2 \ e2x T - e2:1: 2 e2x
— — — _— dx =
0

2 0 2
2x 2x

- 12 2
Jat e _[aj-e _e] _
L 2 ]y 2 4 1o

B _(2x22x+1)-62“”]2 B
0

4
_ (B—4+41)-e*—1 5et-1
N 4 4
Tehat a téfrogat:
4
-1
Ver 227l 01360

158. Feladat. Az f: [1;¢] — R, f(z) = VInx fiiggvény grafikonjat forgassuk
meg az x-tengely koriil! Szamoljuk ki a keletkezett forgastest térfogatat!
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Megoldas:

A keletkezett forgastestet az alabbi dbra szemlélteti:

1
0.8
0.6
0.4

0.2

0
02 |0 02 04 06 08 12 14 16 18 2 22 24 6 28 3 32 34 36 38
-0.2

0.4
0.6
-0.8

-1

Mivel )
(f(x))2 = ( ln:z) =Inz,

ezért a parcidls integrdlds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

e e 1
/lnxdx:[az-lnx]‘f—/ x-—dx =
1 1 z

=[z -lnx—=z|] =
=e-lne—e—(1-In1-1)=1.
A keresett térfogat:

V =7n=3,14.
159. Feladat. Forgassuk meg az x tengely koriil azt a korszeletet, amelyet az
x? 4+ % = 25 egyenletii korbsl az + — 3y = —5 egyenletii egyenes levag!
Mekkor a keletkezett forgastest térfogata?
Megoldas:
Az 22 + y?> = 25 egyenleti kor és az x — 3y = —5 egyenletii egyenes

metszéspontjait az alakzatok egyenleteibdl képzett egyenletrendszer megoldasa
adja:

2?4 y? =25

r — 3y = —>5.
A masodik egyenletbdl kifejezve az = ismeretlent z = 3y — 5 adddik. Ezt
behelyttesitve az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

9y =30y +254+1y* =25 = 10y°-30y=0 = 10y-(y—3)=0,
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igy y1 = 0, illetve y» = 3. Ezt felhaszndlva x1 = —5, illetve xo = 4.
Tehat a kor és az egyenes metszéspontjai: A = (—5;0) és B = (4; 3).

A korivet leir6 fiiggvény f(x) = v/25 — 22, © € [—5;4]. Ezen grafikonnak az
x tengely koriili megforgatasaval keletkezett test térfogata

4 4
Vi=m- (f(x))Qd:mr- 25 — 2% dx =
Juere |

374
:[2593—“3] :w-<100—64>—
3] . 3

125
-7 (125 + 3> = 1627.

Az x — 3y = —b egyenletd egyenes a g(z) = %“5 fliggvény grafikonja. Ezen
grafikon [—5; 4] intervallumba es részének az x tengely koriili megforgatasa-
val keletkez6 térfogata

Vg—w-j(g(m))2dx—7r-j(x—;;g))?dm_
5

5 (e

9
Tehat a keresett térfogat

V=V -V, =162 — 277 = 1357.
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160. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = sin fiiggvénynek a [0, 5| intervallu-
mon az z-tengely koriili megforgatdsaval keletkezd forgéstest térfogatit!
Megoldas:

A test térfogata

s

2 . 9
V=m- sin” z dx.
0

Mivel

2r=1

cos? & + sin
cos? x — sin® z = cos 2x,
ezért az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat, majd 2-vel osztva mindkét oldalt
sin 7 — 1- (3205 2z

addodik. Ezt felhasznalva

3 2 1—cos2
V:7r~/ Sin2xdx:7r-/ ﬂdxz
0 0 2

£ 9,13

:W-/Ql—COSQxdac:ﬂx—Smx =

2 Jo 2 2 |,
2

T T sinw . T
—2[<2— > >—0—sm()}— 1

161. Feladat. Szamoljuk ki integralszamitas segitségével az r sugard gomb
térfogatat!

Megoldas:

Az f: [-rr] = R, f(x) = Vr? — a? fiiggvény grafikonjdnak az z-tengely
koriili megforgatdsaval keletkezik az r sugard gomb. Ezt felhaszndlva a gobmb
térfogata

r x3’”
V:T("/ r2—x2d:v:7r-[r2-x—] =
—-Tr

-r

I (S W S S W S
N 3 3) 3

162. Feladat. Szamoljuk ki integralszamitas segitségével az r sugard, m mag-
assagu forgasparaboloid térfogatat!
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Megoldas:

Az f: [0;m] — R, f(z) = ﬁ - y/x fliiggvény grafikonjdnak az x-tengely
koriili megforgatasaval keletkezik a forgdsparaboloid. Ezt felhaszndlva a gomb
térfogata

o m 2 0
2 m? r?.r.

m .2 2 27m
r r x
V=m —zxde=m-—-|—| =
m
m

m 2 2
163. Feladat. Szamoljuk ki integralszamitas segitségével az r sugard, m mag-
assagu egyenes korhenger térfogatit!

Megoldas:

Az f: [0;m] — R, f(z) = r fuggvény grafikonjanak az z-tengely koriili meg-
forgatisival keletkezik a henger. Ezt felhasznédlva a gomb térfogata

m
m
V:ﬂ"/ 7"2(133:7["[7“2-56]0 =r’.1-m.
0
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17. Fiiggvény grafikonjanak ivhossza

164. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = chz fiiggvény grafikonjdnak {vhosszat
a [—1; 1] intervallumon.
Megoldas:

Mivel f’(x) = shz, ezért az ivhossz

1
L—/\/l—i—shzxdx.
1

Mivel ch? z — sh?z = 1, ezért ch? x = 1 4 sh? z, igy

1 1
L:/\/cthdx:/]chajdx.
1 -1

Mivel a ch x fiiggvény paros, ezért

1
L:2-/cha:dx:2-[shx]é:2-sh1m2,35.
0

165. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = /23 fiiggvény grafikonjanak ivhosszat
a [0; 1] intervallumon.
Megoldas:

3

2

Mivel f'(x) \x, ezért az ivhossz

1
L:/\llﬂ—i-xdaz.
0

Olyan 0sszetett fliggvényt kell integrdlnunk, ahol a bels6 fiiggvény els6fokd.
Ezt felhasznalva az ivhossz

[N

1+ o4 9\ 8
=173 <1+4> B%
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A Newton-Leibniz tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 3
LN S N
27 4 27

166. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = 2 fiiggvény grafikonjanak ivhosszit a
[0; 4] intervallumon.

Megoldas:

Mivel f(z) = 2, igy (f'(x))” = 422, tehdt
4
L= /\/1+4x2dx.
0

El6szor meghatdrozzuk a /1 + 4x2 fiiggvény egy primitiv fiiggvényét.
Elvégezziik a 2x = sh ¢ helyettesitést. Ekkor

1
xzi-sht,
igy
dx 1
— = .cht.
a2 °

A helyettesités végrehajtasa utan azt kapjuk, hogy
1
I:/\/1—|—4m2dx :/\/1—|—sh2t-2-chtdt.

A hiperbolikus fiiggvényekre vonatkozé
ch?t —sh?t =1 = ch?t =1+ sh?t,

azonossag miatt

1
I:/-ch%dt.
2

ch?t —sh?t =1
ch?t 4+ sh?t = ch 2t
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hiperbolikus azonossdgok megfelel6 oldalait 6sszeadva, majd a kapott egyen-
letet 2-vel osztva azt kapjuk, hogy

1+ ch2t
ch?t = =T

Ezt felhasznalva

ahol ¢ € R.
Mivel
t = arsh 2x,

ezért ) )
I = Z-arsh2x+§-sh (2oarsh21:) +c

Mivel sh2a = 2 - sh« - ch a, ezért
1= i -arsh 2x + é -2-sh (arsth) -ch (arsh2x) +c
Mivel sh (arsh a:) = 1, ezért
I= i - arsh 2z + % ‘x-ch(arsh2x) +c

Mivelcha = V1 + sh? «, ezért

-arsh2:c+%‘x-\/1+sh2 (arsh2a:) +c=

1
‘arsh2x+§‘:1:‘ 1+ 422 +c.
Tehat

4

4
/\/1—|—4:1:2d33—[ arsh2x+f z-V1+4z2| =
0
_1
4

0

1
rsh8+§ 4465 =~ 16, 82.
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18. Forgastest palastjanak teriilete

167. Feladat. Szdamoljuk ki az f(x) = 2z + 1 (z € [0;2]) figgvény grafi-
konjanak az z-tengely koriili megforgatisaval keletkezd forgdstest paldstjdnak
teriiletét.

Megoldas:

A testet az alabbi abra szemlélteti:

05 1 15| 2] 25

S b A LN e N w s o

A pal4st teriilete

A=on. / @)1+ (@)

Mivel f/(z) = 2,1igy /1 + (f’(ac))2 = /5, tehdt a paldst teriilete

A—27r-/02(23:—|—1)-\/5dx_27r.\/5. {(237;21)2]2_

:2W.<<2'2+1>2>_2F.<(2'2+1>2>:

=27-6-v5=12r-V5 ~ 84, 3.

168. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 22 + 1 (z € [~1;2]) fiiggvény grafi-
konjanak az z-tengely koriili megforgatisaval keletkezd forgdstest palastjanak
teriiletét.

Megoldas:

A testet az alabbi dbra szemlélteti:
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Az f(x) figgvény derivéltja: f'(z) = 2z.

Ki kell szamolnunk a
2
27%/ ¥ 4+1)-V1+422de
-1

integralt.

El6szor meghatdrozzuk az (22 + 1) - /1 + 422 egy primitiv fiiggvényét.

Elvégezziik a 2 = sh ¢ helyettesitést. Ekkor

1
:c:§~sht,
igy
dzx 1
— = — .cht.
a2 ¢

A helyettesités végrehajtasa utdn azt kapjuk, hogy

I:/:L’ +1) \/1+—4£U2dx—
1 1
:/<4.Sh2t+1).m.2.chtdt.

A hiperbolikus fiiggvényekre vonatkoz6
ch?t —sh?t =1 = ch?t =1+ sh?t,

169
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1 1
I:/<~sh2t+1) .= .ch®tdt.
4 2

A primitiv fliggvény tulajdonsdgai miatt

1 1
I—-/sth-chgtdt+2-/ch2tdt.

azonossig miatt

8
Mivel
sh2t =2-sht-cht = sh?2t =4 -sh®¢t-ch?t,
ezért
sh?t.ch?t = @,
4
igy
I= 312 /s,h2 2t dt + i /t + Sh;t dt.

Az

ch?2t —sh?2t =1
ch? 2t + sh? 2t = ch 4t

egyenletek megfelel6 oldalait kivonva egymdsbdl, majd a kapott egyenletet 2-
vel osztva azt kapjuk, hogy

sh22t:Ch4t_1,
2
igy
1 h4t—1 1 sh2td
32 / T3 /t+2 b=
1 (sh4t > ( sh2t>
=— t+ +ec=
64
L h4 13 h2
=56 S t+6—4t+—s t+c,
ahol ¢ € R.
Mivel
t = arsh 2z,
ezért

-sh (4 (arsh2z)) + é—i - arsh 2z + L sh (2 - arsh 2z) + c.

~ 256 8
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Tehat

2
/3:2+1 )V 1+ 422de =

13 1 2
— -sh (4 (arsh2z)) + — - arsh2z + = - sh (2 - arsh 2z) =
256 8 »

64
sh(4-(arsh4)) 13 sh (2 - arsh4)
— == 2 hg 4 2 TP
( 256 ed AT 8
h(4- h(—2 13 h (2 -arsh (-2
(s (4 - (arsh ( ))) arsh (—2 )+s (2 arsh (—2)) N
256 64 8

~ 15, 2.
A forgéstest paldstjanak teriilete
A=2m-15,2~95,5.

171

169. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = /x, = € [0;4] fiiggvény grafikonjanak
az x-tengely koriili megforgatasaval keletkez6 forgastest palastjanak teriiletét.

Megoldas:
A keletkezett testet az alabbi abra szemlélteti:

4
3

2

-3

-4

Az f(x) figgvény deriviltja




172 DR. KEZI CSABA GABOR

A pal4st teriilete

170. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = %, z € [0; 2] fiiggvény grafikonjanak
az x-tengely koriili megforgatasaval keletkez6 forgéstest palastjanak teriiletét.

Solution:

A testet az alabbi abra szemlélteti:
\

xT

Az f(x) figgvény derivéltja: f'(x) = e®.

D)




PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK

A palist felszine
2

S=2r- | f(x)- 1+(f’(:c))2d:c.
[
Tehat

2
S:27T-/e:”-\/1+e2xdx.
0

El6sz6r meghatarozzuk az

e’ \1+e2
fliggvény egy primitiv fliggvényét.
Legyen

I—/ex-\/l—i—e%dx.

Elvégezziik az e” = t helyettesitést. Ekkor

de 1
x =Int = — ==,
dt t

I:/t-\/1+t2-1dt:/\/1+t2dt.

Most hajtsuk végre a t = sh y helyettesitést. Ekkor

18y

;l; = chy,
igy
y = armathrmsh ¢,
tehat
I:/\/l +sh?y-chydy = /cth.
Az

ch?y —sh?y =1
ch?y +sh?y = ch 2y,
egyenletekbdl azt kapjuk, hogy

_ 1+ch2y

h2
chy B )

173
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12y
I:; <y+sh22y>.
Mivel
sh2y =2-shy-chy =2-sh(arsht)-ch(arsht) =
=2t y/1+ch?(archt) =2t V1 + 2,
ezért

1
I= 3 (arsht—i—t'\/l—l-tQ).
Felhasznalva, hogy t = €%, azt kapjuk, hogy
arsh e” N e’ -V1+e%®

igy

tehdt a paldst teriilete
A=m- (arshe2 +e?-\V/14e* —arshl — \fZ) ~ 174, 35.

171. Feladat. Szdmoljuk ki integralszdmitds segitségével az r sugard gomb
térfogatat!

Megoldas:

Az f: [-rr] = R, f(x) = Vr? — a2 fiiggvény grafikonjdnak az z-tengely
koriili megforgatasdval kapjuk meg a gombot. Mivel

T T
f(x)_2~\/7“2—:1c2 (~22) V2 — g2’
ezért
2
(@)= o
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A gdmb felszine
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19. Vékony huzal, rad és siklemez tomege

172. Feladat. Egy vékony lemezt az x = 1, az x = 4 és y = 0 egyenesek,
valamint az f(xz) = -4 fiiggvény grafikonja hatdrol. A lemez sirtisége az

(z; y) koordinataju por;{lfan p(z) = 2 [-£]. Hatdrozzuk meg a lemez tomegét!
A siklemezt a

D={(z;y) eER*|1 <2 <4,0<y< f(z)}
halmaz adja meg.

A lemez abrazolasa:

A lemez tomege

173. Feladat. Egy vékony lemezt az x = 2, az x = 7 és y = 0 egyenesek,
valamint az f(x) = 2 fiiggvény grafikonja hatdrol. A lemez siirtisége az (x; %)
koordindtéjd pontban p(z) = v/x + 2 [%} . Hatdrozzuk meg a lemez tomegét!

Megoldas:
A siklemezt a

D={(x;y) eR*[2< 2 <7,0<y < f(a)}
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halmaz adja meg.

A lemez abrazolasa:

50
40
30

20

A lemez tomege

7 7
mzz/p(x)~f(x)dx:2/x2-\/mdx.

Vezessiik be a v/ x + 2 = t helyettesitést! Ekkor
r4+2=1 = z=t!-2 = — =2t

és az integralds hatérai

V2+2=2,
illetve
VT+2=23.
Tehat
m =

3
ﬁ-vx+2mx:/@?—m?tauu:
2

— VS

27 85 8377
M—M+W&:[—+]:

75 3,

2-§_S-§+§-§ B 227_825+823
7 5 3 7 5 3

I
W~

1642
— 2202 301,35 el
05 ,35[g]

177
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174. Feladat. Egy 10 [m] hosszdsdgu rid az z-tengely pozitiv irdnydba vastag-
szik és stirliségét a p(z) = 1 + 75 [%} fliggvény irja le. Hatdrozzuk meg a
tomegét!

Megoldas:

A rdd tomege

ZE2 10
— = — =15 [kg].
m = J/1'+ dz — [ 20}0 5 (k]

175. Feladat. Az x-tengely [0; 2] intervallumdt lefed6 vékony rud stirtiségét a

2—xz, ha0<x<1
p(z) =
x, hal<z <2

fiiggvény adja meg, ahol a mértékegységet {k—nﬂ -ben értjiik. Hatarozzuk meg a
tomegét!
Megoldas:

Mivel egyrészt

1
22! 1 3
2 —pdr= 20— | =2—- =Sk
0

masrészt

ezért a rid tomege

2 1 2
m= /p —/Z—xd$+/azdx:3 ;—B[kg]
0

176. Feladat. Az x-tengely

— O

0; 2] intervallumat lefed6 vékony rad stiriségét a

:B+1 ha0 <z <1
hal<zx <2
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fliggvény adja meg, ahol a mértékegységet [%] -ben értjiik. Hatdrozzuk meg a

tomegét!
Megoldas:
Mivel egyrészt
1
2 1
1 3
/w+1daj— Tt =—-+1= kg,
2 0o 2 2
0

masrészt

ezért a rid tomege

2 1 2
m:/p(x)dx:/x+1dx+/2dx:;+3:4,5[kg].
0 0 1
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20. Vékony huzal, rid és siklemez tomegkozéppontja és silypontja

177. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = /2x fuggvénynek a [0; 2] intervallumon
az x-tengely 4ltal hatdrolt homogén siklemez silypontjat!

Megoldas:

A siklemez silypontjanak koordinatai

b L0 )
[z f(z)dz 5/ (f(z) da
Ts = 3 ) Ys = b
[ f(z)d [ f(z)dz

Mivel

/(]Q@dx:\@/j\/idx:\/i/:xédx:

o -l A ()
/OZ.\@dx:ﬂ./:x.ﬁdx:\@-/;m.xédx:
—va(3ve) =2
ezért

Masrészt mivel

ezért
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6 3

A homogén siklemezet és a silypontot az alabbi dbra szemlélteti:

Tehat a stlypont

1.5

0.5

178. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = cosx fiiggvénynek a [0; 5| intervallu-
mon az x-tengely altal hatdrolt homogén siklemez silypontjat!
Megoldas:

A siklemez stlypontjanak koordinatai

(f(m))2 dx

Ls = b 7 yS:

f(z)dx

IS]
s B ™

Mivel
3 i T
/ cosrdx = [sinz]; = sin§ —sin0 = 1.
0

€s a parcidlis integralds képlete szerint az x - cos x fliggvény egy primitiv fiigg-
vénye

/x-cos:):dx—x-sin:c—/sinxdx—x'sinx—i—cosx,
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ezért
/m-cosacd:v = [z -sinz + cosz|g =
0
:g-sin%%—cosg—(o-sino—kcos()) = % -1,
fgy
-1 =
2
= SR
S R

Masrészt ki kell szamolnunk a cos? = fiiggvény egy primitiv fiiggvényét.
Az alabbi két azonossdg megfeleld oldalait 6sszeadva

cos’x +sin’x =1

cos? z — sin® & = cos 2x,
azt kapjuk, hogy

2cos’z =1+ cos 2z = Cos x:f

Ezt felhasznalva

/ /2 1+cosQa; [1 ( sin2x> 2
cos’ zdx = de=|=-(x+
0 0 2

2
1 7r+s1n7r 1 0+sin0 o
~2°\2 2 2 2 ) 4

[E—'
=) NE
Il

ezért

<
»
Il

Tehat a stlypont
7r 7r
s=(5-1%)
2 8

A homogén siklemezet és a silypontot az aldbbi dbra szemlélteti:



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 183

1
0.8
06
0.4 S
0.2
0
0 02 04 06 08 1 12 14 16
0.2

179. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = e” fiiggvénynek a [0; 2] intervallumon
az x-tengely 4ltal hatdrolt homogén siklemez stlypontjat!

Megoldas:

A siklemez stlypontjanak koordinétéi

b L0 )
[z f(z)dz 5[ (f(z) da
Ts = —3 ; Ys = b
[ f(z)d [ f(z)dz

Mivel

2
/ e’ dx = [em]g —=e? 1.
0

€s a parcialis integralas képlete szerint az x-e” fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

/:U-exdx:x-em—/e”dx:x-ex—em,

ezért
2
2
/:ced:c—:ce—e]o
0
=2%—e?+1=¢ + 1,
igy
e2—|—1N
.2175_627_1&/1,313
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Mivel

ezért

Tehat a stlypont

™ v
= 7—1,—)% 1,313; 2, .
S (2 <) ~ (1.313:2,007)

A homogén siklemezet €s a stlypontot az aldbbi dbra szemlélteti:
8
7

6

0 1 2

180. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = 22 fliggvénynek a [0; 3] intervallumon
az x-tengely altal hatarolt homogén siklemez stlypontjat!

Megoldas:

A siklemez stlypontjanak koordinatai

b
[z f(z)dz %f(f(x)fdx
Ts = —3 ; Ys = b
[ f(z)dz [ fz)dz

Mivel
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és
3 3 473
81
/x 332da::/ $3d$:|:m:| =
0 0 o 4
ezért
81
.
9 4
Mivel
3 573
/554(133: r :%7
0 5 1o 5
ezért
2 97
yszf-iz—
2 9 10

Tehét a sdlypont

A homogén siklemezet és a silypontot az aldbbi dbra szemlélteti:

o = N W O O N O ©

01 2 3

181. Feladat. Szémoljuk ki az f(z) = 2 fiiggvénynek a [1;4] intervallumon
az x-tengely &ltal hatdrolt homogén siklemez stlypontjat!

Megoldas:
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A siklemez stlypontjanak koordinétéi

b b
2
o f@)de L[ (f@) e
Ts=t———— Ys=—
J f(z)dz [ f(z)dz
a a
Mivel
44
/dx:[él'ln:c]zllzél'lnél
1 e
és
4 4 4
/x-d:r:/ Adx = [4z]} = 12,
1 x 1
ezért
= 12 ~ 2,164
T gma s T
Mivel
4 4
16 16
/de:[—] — 4416 =12,
1 T xr 1
ezért
_ ~ 1,082
Ys = 4 ma ~ 0%

Tehét a sdlypont
S =(2,164;1,082).

A homogén siklemezet és a silypontot az aldbbi dbra szemlélteti:
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182. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = In x fiiggvénynek a [1; €] intervallumon
az x-tengely 4ltal hatdrolt homogén siklemez silypontjat!

Megoldas:
A siklemez stlypontjanak koordinétéi
b Lt )
Ts=S——— Ys=
J f(z)dz [ f(z)dz
a a

A parcidlis integralds képlete szerint az In x fliggvény egy primitiv fiiggvény

/lnmdx:x-lnx—/w-1dx:x-lnx—m,

x
ezért
e
/ Inzdr=[z-lnz—2]]=e—e—(In1—-1)=1.
1

Masrészt szintén a parcidlis integralds képletét alkalmazva az x - In x fiiggvény
egy primitiv fiiggvénye

2 1 22 2 2
/x-lnxdx:lnx-z—/-:de:lnx.g;_ﬂi’

2 r 2
ezért
e 2 27¢€
/:L‘-lnxdx: Inz oo
1 2 4 |y
2 2 2
e e 1 e +1
:————'—7:
2 4 4 4
Tehat )
1
zo= S0 9 007,

Az In% z fiiggvény egy primitiv fiiggvényét helyettesitéses integraldssal ker-
essiitk meg. Alkalmazzuk az In x = ¢ helyettesitést. Ekkor

dx
t t
= — =
dt

r =e

A helyettesités elvégzése utdn az

/1n2$d$:/t2-etdt
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integrdlhoz jutunk. Erre kétszer alkalmazva a parcidlis integdrlds képletét azt

kapjuk, hogy
/tQ.etdt:t2-et—/2t-etdt=

:tQ-et—2t-et+2-/etdt:

=2 —2t+2)-¢.

Mivel Inz = t, ezért
/ln2wdx: (In*z —2-lnz+2)-z.

Ezt felhasznalva
e
(]

/lnzxdx— [(lnzx—2-lnw+2)-x}1:

1
=e-(1-242)—1-(0-0+2)=e—2,

ezért
e—2

Ys = ~ 0, 359.

Tehat a stlypont

241 e—1
s:(ez ;62 )%(2,097;0,359).

A homogén siklemezet és a stilypontot az aldbbi dbra szemlélteti:

1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4 S
B

0.2

o . i
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2 22 24 26 28
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21. Vonal mentén megoszlé parhuzamos erdrendszer

sz

183. Feladat. Az dbra egy egyensilyban 1€v6 kétkartd mérleget mutat, amely-
nek egyik serpeny@jében egy acélbdl késziilt hasab taldlhato.

r(x)
C
0 a | 1 X
d b

A hasdb hossztengelye mer6leges az dbra sikjdra, igy az 4brdn a hasab alaplapja
lathat6. Az dbrén jelzett geometriai adatokon kiviil ismert a hasdb hossztengely

7

irdnyud [ mérete, p stirtisége, valamint a gravitacids gyorsulds g értéke. Tovabba
tudjuk, hogy a hasab altal a serpenyére kifejtett nyoméerd f intenzitdsa, és a
haséb keresztmetszetét jellemzd r fliggvénygorbe kozotti sszefiiggés az aldbbi:

f@)=~l-p-g-r(z).
Ismertel az al4dbbi adatok:
a=0,05[m]; b=0,1[m]; ¢=0,15[m]; [ =0,1[m];
k
d = 0,25 [m]; p:?goo[i} g:9,81[%].
m s

a) Irjuk fel az r figgvényt, ha tudjuk, hogy annak képe parabola, amelynek
cstcspontja a (d; a) koordinatdji pont!

b) Hatdrozzuk meg a hasab altal a serpenydre kifejtett nyoméerd ereddjének
nagysagat!

¢) Hatdrozzuk meg a hasdb altal a serpenydre kifejtett nyomderd O pontra vo-
natkoz6 skaldris forgatényomatékat!

d) Szamitsuk ki az eredd tdmadaspontjanak O ponttdl mért tavolsagat!

Megoldas:
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a) Mivel az r fiiggvény grafikonja parabola alakd és a feltétel szerint a parabola
tengelypontja a (d; a) = (0, 25;0,05) pont, ezért a parabola grafikonjat leir6
fliggvény:

r(z) =a- (z —0,25)% +0,05.
A fenti dbrardl az is leolvashatd, hogy az r fiiggvény grafikonjara illeszkedik

a(d+b;c) = (0,35;0,15) pont is. Ezt felhasznélva az aldbbi egyenlethez
jutunk:

a-(0,35—0,25)% 40,05 =0,15.
Az egyenlet megoldasara
0,0la +0,06=0,15 = 0,0la=0,1 = a=10

adédik. A parabola grafikonjat leird fiiggvény tehat

N
r(z) =10 - (z — 0,25)? + 0,05 = 102> — 52 + 0,675 [m] )

b) A feladat feltételei szerint a serpenydre kifejtett nyomderd f intenzitasa és
a hasab keresztmetszetét jellemzd r fliggvénygorbe kozotti 6sszefiiggés:

flxy=—=l-p-g-r(z)=—-0,1-7800-9,81- (102> — 5z + 0,675) =
= —7651,8- (1022 — 52 4 0,675).

Mivel
0,35 0,35
F = / f(z)dz = / —7651,8 - (1022 — 52 + 0,675) dz =
0,25 0,25
0,35
= —7651,8- / 1022 — 52 + 0,675 dz =
0,25

10 5 0,35
= —7651,8- {3933 - 59:2 + 0,675z ,

0,25
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igy a Newton-Leibniz tételt alkalmazva a nyoméberd

1
F=-7651,8- (30 -0,35% — >

2-0,352+0,675-0,35)+

10 5
+7651,8 - <3-0,253 ~3 ~0,252+0,675-0,25> =
1
=-7651,8- — = — N].
7651,8 120 63, 765 [N]
¢) A skaldris forgatonyomaték
0,35 0,35
M=-— / z - f(x)dz =7651,8- / 1023 — 522 + 0,675z dz =
6]
0,25 0,25
5.4 5.5 27,19
=7651,8- |~at — Sad + 2% =19,767[Nm].
2 3 80 |95
d) Az ered6 tdmadaspontjanak xr koordinataja
0,35
x- f(z)de
- _0,!5 _ —19,767 ~0.31
=035 T 63,765 7
[ f(z)dz
0,25

184. Feladat. Az dbra egy betonbdl késziilt tartéelemet mutat. A jelolt geo-
metriai méreteken kiviil ismert a tartéelem z iranyd [ mérete, p siirtisége és a
gravitaciés gyorsulds g értéke.

A

r(x)

d b
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Tudjuk tovabba azt is, hogy a tartéra haté graviticios er6 f intenzitdsa és a
haséb keresztmetszetét jellemzd r fliggvénygorbe kozotti dsszefiiggés az aldbbi:

fley==l-p-g-r(z).
Adatok:
a=2ml; b=3m]; c=4[m]; d=8[m]
kg m
p=2800|—=|; g=9,81 [7}
m s
a) Adjuk meg az r fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a tartéelemre hat6 gravitacids erd ered6jének nagysagat!
¢) Hatarozzuk meg a tartéelemre haté gravitaciés er6 O pontra vonatkozé ska-
laris forgatényomatékat!
d) Szamitsuk ki gravitaciés erd eredGjének O ponttl mért tavolsagat! (Ez nem
mas, mint a tartéelem sdlypontjanak O ponttél mért x irdnyu tdvolsaga.)

Megoldas:
a) Az r fiiggvény grafikonja egy egyenes, amelyet
r(z)=m-x+k.

alakban keresiink. Az dbrardl leolvashatd, hogy a keresett fiiggvény grafi-
konjara illeszkednek a (8;2) és a (11;4) pontok. Ezt felhaszndlva azt kap-
juk, hogy teljesiilnie kell az aldbbi egyenletrendszernek:

2=8m+k
4=11m+ k.

Az egyenletrendszer megolddsdra m = % és k = —1—?? adédik. Azt kaptuk
tehat, hogy a keresett fiiggvény:
2 10
r(z)=-z— —.
b) A feladat feltételei szerint a tartéra haté gravitacids erd f intenzitasa, és a
hasdb keresztmetszetét jellemz6 r fiiggvénygorbe kozotti Gsszefiiggés

2 1
flx)y==l-p-g-r(x)=-3-2800-9,81 - <3x—30> =

2 10
= -82404- 2z — — ).
(3-%)
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A nyomoéerd

i 21
F:/f(x)dx:—82404~/3x—;dx:
8 8
1 10 1M 1 10
= 82404 |- -2* — —x| =-82404( - 11— — 11 ) —
o e (g )
1 10
— 82404 <3-82 - 3-8> ~ —741636 [N].

¢) A skaldris forgatéonyomaték
11 11
2 10
]\04:—/x'f($)dx:82404-/3x2—3azdx:
8 8
11
— 82404 | 228~ 202| =
9 3 g
A 82404 - (87) ~ 7169 148 [Nm].

d) Az ered6 tdmaddspontjdnak xr koordinatdja

e f@ T_-mieous
TE= = 71636 ¢
ff(az)dx

185. Feladat. Az 4bra egy egyensilyban 1év6 kétkari mérleget mutat, amely-
nek egyik serpenydjében egy hasab talalhato.

A

r(x)

d b
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A hasdb hossztengelye mer6leges az dbra sikjdra, igy az 4brdn a hasdb alaplapja
lathat6. Az dbrén jelzett geometriai adatokon kiviil ismert a hasdb hossztengely
irdnyu [ mérete, p siirlisége, valamint a gravitacios gyorsulds g értéke. Tovabba
tudjuk, hogy a hasab altal a serpenyére kifejtett nyoméerd f intenzitdsa, és a
hasab keresztmetszetét jellemzé r fliggvénygorbe kozotti 6sszefliggés az alabbi:
fl@)=—l-p-g-r(z)
Az al4bbi adatokat ismerjiik:
a=0,5[m]; b=1[m]; ¢=1,5m]; (=0,5[m];
k
d=2[m]; p=5000 [gg]; g=9,81 {%}
m s
a) Adjuk meg az r fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a tartéelemre haté graviticids erd ered6jének nagysagat!
¢) Hatdrozzuk meg a tartéelemre haté graviticiés eré O pontra vonatkozo ska-
laris forgatonyomatékat!
d) Szamitsuk ki gravitacios erd ereddjének O ponttdl mért tdvolsagat! (Ez nem
mds, mint a tartéelem stlypontjdnak O ponttdl mért x irdnyu tavolsaga.)
Megoldas:

a) Hatdrozzuk meg r(z) = o - 2% + 3 fiiggvény ismeretlen paramétereit!
b) Adjuk meg a hasdb dltal a serpenydre kifejtett nyomderd eredéjének nagy-
sagat!
¢) Szamoljuk ki a hasab altal a serpenyore kifejtett nyoméeré O pontra vonat-
koz6 skaléris forgatényomatékat!
d) Hatdrozzuk meg az ered6 tdmadéaspontjanak O ponttél mért tdvolsagat!
Megoldas:
a) Mivel az r fiiggvény grafikonjdra illeszkedik a (d;a) = (2;0,5) és a (d +
b;c) = (3;1,5) pont, ezért teljesiil az aldbbi egyenletrendszer:
0,5=a-224+8
1,b=a- 23+ 8.

A masodik egyenletbdl kivonva az els6t azt kapjuk, hogy a = %, amit ha

behelyettesitiink példaul az els6 egyenletbe 5 = —% adodik. Igy tehdt azt
kapjuk, hogy
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b) A feladat feltételei szerint a serpenyére kifejtett nyoméerd f intenzitdsa, és
a hasab keresztmetszetét jellemzd r fliggvénygorbe kozotti osszefliggés:

flz)=—l-p-g-r(x)=-0,5-5000-9,81-(0,25-2° —0,5) =
= —(6131,25-2% —12262,5).

A nyomoéerd

3 3
F_/fdx_/6131,25-2“—12262,5dx—
2 2

3
2% _ 12262 = —23120|N].
- 6 ,542 3120[N]

¢) A skaldris forgatonyomaték:

B [6 131,25

3 3
MZ—/x-f(x)dx:/6131,25-30'2“3—12262,5xdx:
O

2 2
3

= /6131,25- (x - 2% — 2z) dz.
2
Az - 2% fiiggvény egy primitiv fiiggvényét a parcidlis integralds képletének
felhasznéldsaval tudjuk meghatarozni:
27 2% 2% 2%
'de=0—— | —dr =2 — — —.

/g3 T o m2 "~ " n2 (In2)2

Ezt felhasznalva
T T 3
M =6131,25 2 2 2l ~59827[J]
o ’ “ 2 (In2)2 v . '
d) Az ered6 tdmaddspontjanak xp koordinatija:

3
_ 2

—59 827
TR = ~ ~

~ —2,59.
23120 99

3
[ f(z)dz
2
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22. Mozgastani feladatok

186. Feladat. Egy vizszintes terepen mozgd gépkocsi sebesség-id6 fiiggvénye

1 — e—alt+b) [m]

’ 14+ e—a(t+d) (t = 0)

u(t) = A

Az id6t masodpercben mérjiik.

S

a) Hatdrozzuk meg a gépkocsi hely-id6 fiiggvényét feltételezve, hogy az in-
dulds pillanatdban a hely-idé fiiggvény értéke s(0) = 0 [m].

b) Ha
1
A =36,25 [E]; a=0,145 H b=6,494s],
S S

akkor adjuk meg a hely-idé fiiggvényt!
¢) Milyen hosszi pdlyaszakaszt fut be a gépkocsi 10 [s] alatt?

Megoldas:
a) Mivel

1— e*CL(T+b)

t t
S(t) = 5(0) + /U(T) dr = /A 4 m dT,
0 0

ezért elsé 1épésben az
1— e*CL(T+b)
0= e

fuggvény egy primitiv fliggvényét keressitk meg. Ehhez vezessiik be az

—a(T+b)

e =Yy

helyettesitést. A fenti egyenletbdl kifejezziik a 7 valtozot:

efa('rer) =y

—a-(1+b) =Iny

1
T=——"-Iny—b.

a

Ekkor
dr

1
dy  a y
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A helyettesitéses integralds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

l—y 11 1 -1
- — —dy=-- | ———dy.

I+y a y a J y-(1+y)

A kapott kifejezésre a parcidlis tortekre bontds médszerét alkalmazzuk. Az
y—1
y-(1+y)
tortet
y—1 A . B
y-(I+y) vy 1+y

alakban keressiik, ahol a feladatunk az A és B egyiitthatok meghatirozasa.

A fenti egyenlet mindkét oldalat szorozva a k6zos nevezdvel, majd a kapott
egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy

y—1 A B
— = 4 —
y-1+y) vy 1+y
y—1=A-(1+y)+B-y
y—1=(A+B)-y+ A

A két oldalon a megfelel6 fokszamu tagok egyiitthatéinak 6sszehasonlitasa-
bol az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:

A+B=1
A=—

Az A értékét kozvetleniil megkaptuk, amit felhasznélva az elsé egyenletbdl
B = 2 adddik. Azt kaptuk tehat, hogy

1 y—1 1 /

S Ly = —+—d =

a /y-(1+y) Y 1+y 7~
(—Inly|+2-In|l+y|) =

: <— Inje "+ £ 2. In|1 + e_a(ﬂ'b)\) =

. (a-(T+b)+2-ln\1+e_a(7+b)|> =

In ‘1 + e*CL(T‘Fb)‘
a

a
1
a
1
a
1
a
2

+7+0.
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Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

1 — e—a(r+b)
S(t) = : m + Bdr =

o\&F
s

t
2.Inl1 —a(T+b)
_g. |Bmite iribeBr| =
a 0
2.1nl1 —a(t+b)
:A-< nflte |+t+b+B-t—
a
2-1In |14 e b )
et N LU A
a
2.1nl1 —a(t+b) 2.1nl1 —a-b
:A.< Il| te |+t_&+3.t .
a a

b) Behelyettesitve a megadott értékeket a hely-idd fiiggvényre

2. In|1 + e~ 0145:(t+6,494),
t) = 25 - t—
s(t) = 36,25 ( 0.145 +
9. 1In |1 + e—01456,494
~2-Injl+e | 1.5t
0,145

adodik.
¢) Az els6 10 masodpercben s(10) ~ 27,19 [m] hosszisagu palyaszakaszt fut
be a gépkocsi.

187. Feladat. Az aldbbi dbra egy 4ll6 helyzetbdl indulé gépkocsi gyorsulds-id6é
fliggvényét mutatja:

5 10 15 [[S]

a) Adjuk meg az egyes szakaszokon a gépkocsi gyorsulds-idé fiiggvényét!
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b) Hatdrozzuk meg, majd dbrdzoljuk az egyes szakaszokon a gépkocsi sebes-
ség-1dd fliggvényét!

¢) Hatdrozzuk meg, majd dbrazoljuk az egyes szakaszokon a gépkocsi hely-id6
fiiggvényét, ha s(0) = 0.
Megoldas:

a) Lathat6 az dbran, hogy a gyorsulds-id6 fiiggvény minden szakaszon legfel-
jebb elséfokd polinom fiiggvényekbdl all elé. Ezen fiiggvények meredek-
ségét az i-edik szakaszon jel6lje m;, ahol (i = 0, 1,2). Jelolje t; és a(t;) a
szakasz kezdetéhez tartoz6 idSpontot és gyorsulast! A fenti jelolésekkel a
gyorsulds az ¢-edik szakaszon:

a(t) = a(t;) +m; - (t —t;).
Az els6 szakasz esetén t € [0; 3]. Ekkor

Mﬂza@@+nm-@—m):0+g-@—0%:%[g]

A masodik szakasz esetén ¢ € [3; 8]. Ekkor
m
alt) = alt) +m - (1) =5+0-(t—3) =5 | 5.

A harmadik szakasz esetén ¢ € [8; 10]. Ekkor

5 ) m
alt) = alts) +my - (E—t) =5 _ - (t—8) = —t+25 [?2}
Osszefoglalva tehdt azt kaptuk, hogy
5, ha0 <t <3
a(t) = ¢ 5, ha3 <t <8

—2¢+25, ha8<t<10.

b) Hat € [0; 3], akkor

v(t) = v(ty) +

g\ﬁ
S
—~
B
~—
[N
=
I
o
+
O\N
w | ot
B
(o9
)

I
—
S| Ot
B

[
—
o ~

|
Y| Ot

~

(V]
—
@ | B
[EE—

Ezt felhasznalva
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Hat € [3; 8], akkor

15 . 15 15 m
2+[57']3 2—1—575 5 =5t 5 1%
Ezt felhaszndlva
15 65 m
i
v(®) 2~ 2 Ls
Hat € [8;10], akkor
t t
65 )
v(t) = v(t2) + a(T)dT:?jL —57'—|—25d7':
to 8
65 5, b65 5, 5
e =22 %2 1954232 95.8=
5 [47’-1—257‘]8 2 4+5+23 5-8
5, 175 [m 5 )
= 2 25t——[—}:—7- £~ 10)2 — 100 + 70] =
4 + 2 Ls 4 [( ) * ]
) 75
= . (t-10)%+ =.
4 ( )y 2
Azt kaptuk tehdt, hogy
5.9
15
o(t) = 5t — —, ha3 <t <8

2
5 175
—Zt2+25t— - ha8 <t < 10.

\

A sebesség-id6 fiiggvény grafikonja:
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4| M
v —
35 s

30
25

20

201

Hat € [0; 3], akkor

s(t) = s(to) + /v(r) dr =0+

to

o\ﬁ
(=]
\]

Ezt felhasznalva

5 15 rm
-5 2L
B =75 =3 5
Hat € [3; 8], akkor
/ 15 / 15
S(t)zs(t1)+/1)(7)dT:2+/5T—2d7'=
t1 3
5[5, 157"
= — T — —T =
2 2 2 |,
—§+§t2—§t—4—5+4—5—
22 2 2 2
f§t2_Et+§[E]
2 2 2 Ls
Ezt felhasznalva
5 15 15 215 tm
LB 2o
s(8) 5 6 5 8+ 5 5 |5

t
o 2d7'—[5 3} —Et



202 DR. KEZI CSABA GABOR

Hat € [8;10], akkor

t t
215 5 175
S(t) :3(t2)+ U(T)dT:2+/—47'2+25T—2d7':
t2 8
215 55,2 5 175 !
= — T — —T =
2 12 2 2 g
215 5 5 25, 175 5 25 175
= - — - T4 — 512 — .64+ =
5 120 Tt SRAED) K 0 2 '8
DypyBp 10, 1590 =]
12 2 2 6 Lsl
Azt kaptuk tehdt, hogy
5.3 ha0 <t <3
18 y
5 15 15
=42 242 % _ ha3 <t<
s(t) 2t 2t+2, a3 <t<8
5 25 175 1325
B ety pp— ha8 <t < 10.
(12" T2 g 't Mests

A hely-id6 fiiggvény grafikonja:
180{ 5[m)

160

140

120

100

80

60

40

20

0

0051 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 101051111512 125
2 t[s]

188. Feladat. Egy hajo a tenger fenekérdl a
v(t)=A-(1- e*Bt)

sebesség-1do fliggvény szerint emelkedik.
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a) Hatdrozzuk meg a hajé hely-id6 fiiggvényét, feltételezve, hogy a magassé-
got a tenger fenekétSl mérjiik és feltételezziik, hogy s(0) = 0 [m].
b) Amennyiben
1
A=6,412 [E}; B = 0,459 H
S s
ugy adjuk meg a hely-id6 fiiggvényt!
¢) Mennyit emelkedik a hajé 15 [s], illetve 20 [s] alatt?
d) Adjuk meg a gyorsulds-idé fiiggvényt!
e) Hatarozzuk meg a gyorsulds-id6 fiiggvény végtelenbeli hatarértékét!

Megoldas:

a) A hely-id6 fiiggvény

s(t) = s(to) + [ v(r)dr = s(to) + /A- (1—eP7)dr =
0

o

e Bt 1
_A-(t+ - _B>.

b) A megfelel6 adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

—0,459¢ 1
s(t) = 6,412 - <t+ 040 0’459) =
= 6,412t — 13,97¢~ %49 _ 13,97 [m)].
¢) Mivel
5(15) = 6,412 - 15 — 13,97¢ 219915 _ 13 97 ~ 82,22 [m],

ezért a kutatéhajé 15 [s] alatt 82,22 métert emelkedik. Hasonléan kapjuk
meg, hogy a hajé

5(20) = 6,412 - 20 — 13,97e 045920 _ 13 97 ~ 114, 27
métert emelkedik 20 [s] alatt.
d) A gyorsulds-idé fiiggvény
a(t)=A-B-e Bl =2 043 . 70459,
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e) A gyorsulds-id6 fliggvény végtelenbeli hatdrértéke

lim 2,943 - 70459 — (.

t—o00

189. Feladat. Egy versenyautd gyorsulds-idd fiiggvénye az alabbi alaku lesz:
2—In(t+1)
t+1)2 )

A t paraméter a veresenyauté induldsatol mért idét jeloli.

a(t) =112 - (

a) Hatdrozzuk meg a versenyauté sebesség-ido fiiggvényét, felhasznélva, hogy
az auté nyugalombdl indul.

b) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora maximélis sebességet sikeriilt végiil elérni
a gépkocsival!

¢) Vizsgéljuk meg a v fiiggvényt monotonitds és konvexitas szerint, hatarozzuk
meg a sz€ls6értékét €s inflexids pontjat!

d) Vazoljuk fel a sebesség-id6 fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) A sebesség-idd fliggvényt a gyorsulds-idd fliggvény integraldsaval kapjuk

g (2omEEDY
Mﬂ/HQ(w+mg>d.

0

Els6 1épésben az

2—In(t+1)
fr) = ———7%—
(T+1)2
fliggvény egy primitiv fliggvényét keressiik meg.
2—In(r+1) 2 In(t+1)
f(T) = 3 = 3 3 -
(t4+1)2 (t+1)2 (7+1)2

Az els6 tag egyszerlien integralhato, hiszen

/(Tfl)gdfz/z(fﬂ)%dfz

:—4'(7‘4—1)_%4-6:— +ec.
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A maésodik tag parcidlis integrdldssal integrdlhat6:

In(t+1) ., alr (r 2y —
/Wdf_/l( 1) (r41)5d

1 1

1)72 1 1)72
zln(r+1).(7+1)2_/ DT
:—2-1n(7—|—1)-(7'+1)_%+2-/(T+1)_§d72

:—2-1n(7+1)~(7'+1)_%—4-(7—1—1)_%—|—c:
—2-In(7+1) —
= +c.

vT+1
Azt kaptuk tehét, hogy az f(7) fliggvény egy primitiv fiiggvénye

4 —2-In(tr+1)-4 2-In(t+1)
VT H1 VT H1 Vo

Ezt felhaszndlva a sebesség-id fiiggvény

_t [2=In(r + 2-In(r +1)t_
v(t)—/112< Y ) [112 W=s ol M

F(r)=—

0
119 2-In(t+1) 224-In(t+1)
N t+1 i+l

b) A maximadlis sebességet abban az idépillanatban éri el a versenyautd, amikor
a gyorsuldsa zérus, azaz meg kell oldanunk az a(t) = 0 egyenletet:

"y (2—1<t+1>> _
(t+1)2

2=In(t+1)
e?—1=t.

Tehét ¢t ~ 6, 39 mdsodperc elteltével éri el a rakéta meghajtasu versenyautd
a maximdlis sebességét. Ekkor a maximélis sebességének nagysiga

v(6,39) ~ 154, 67 {g}
S
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c) A v fiiggvény zérushelye:

224 -In(t + 1)
Vi+1
In(t+1) =0
t+1=1 =  t=0,

azaz a v figgvény egyetlen zérushelye a t = 0 helyen van.
A v fiiggvény inflexios helyét az a(t) = 0 egyenlet megolddsa adja. Mivel

1

3 3 1
——— 4+ 12— (2—In(t+1))- = - (t+1)2
o t+1 2 -
b(t) = a(t) =112 - CESE =
(4 1)h— g( 1)} (2 = In(t+1))
=112- -
(t+1)3
t1- ( 1—3+§ ln(t+1)>
=112- ,
(t+1)3

ami pontosan akkor zérus, ha

3
—4+ 3 In(t+1)=0

In(t+1) =2

t+1:e§

amibdl ¢t ~ 13,39 adddik. A v fiiggvény masodik derivaltjanak eldjelét
tartalmazd tablazat:

t<13,39 | t=13,39 |t> 13,39
0(t) - 0 +
v(t) | konkdv | inflexids pont | konvex

d) A kapott eredmények felhaszndlasaval elkészithet6 a v sebesség-id6 fiigg-
vény grafikonja:
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160
140
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2
t[s]

190. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy gépkocsi sebesség-id6 fiiggvénye
¢ —t

= (- ) [2]

Tudjuk azt is, hogy s(0) = 200 - In 2 [m)].

a) Adjuk meg a kezddsebességet!

b) Szamoljuk ki a sebességet a t = 2 idGpillanatban!

¢) Adjuk meg az dtlagos gyorsulast a [0; 2] [s] intervallumon!

d) Hatdrozzuk meg a gépkocsi végsebességét!

e) Vazoljuk fel a sebesség-id6 fiiggvényt!

f) Adjuk meg a hely-idé fiiggvényt!

g) Hatarozzuk meg a ¢t = 0 id6pillanatban a hely-id6 fiiggvény értékét!
h) Adjuk meg a gépkocsi pozicidjat a t = 2 id6pillanatban!

i) Szamoljuk ki az atlagsebességet a [0; 2] [s] intervallumban!

j) Vézoljuk fel a hely-id6 fiiggvény grafikonjat s(¢)!

k) Adjuk meg a gyorsulés-id6 fiiggvényt!

1) Szamoljuk ki a gyorsuldst a ¢ = 0 id6pillanatban!

m) Szdmoljuk ki a gyorsuldst a t = 2 id6pillanatban!

n) Adjuk meg a gyorsulds-idd fiiggvény végtelenbeli hatarértékét!
0) Vazoljuk fel a gyorsulds-idé fiiggvény grafikonkat!

Megoldas:

207
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a) A kezdGsebesség

eV —1 m
0) = 100 - :o[f]
v(0) el +1 S

b) A pillanatnyi sebesség a megfigyelés utdn 2 masodperccel

e2 -1

m
9) = 100 - &~ — 76,16 [7}
v(2) 00 e +1 s
c) Az atlagos gyorsulds
v(2) —v(0) 76,16 -0 [m]
50 = 5 = 38,08 2|

d) A L’Hosptial szabdlyt alkalmazva azt kapjuk, hogy a végsebesség

et —1 t m
t S

Vmax = tlgélov(t) = Jim 100 el +

e) A sebesség-idé fiiggvény grafikonja

m
100 [T}

90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

f) A hely-ido fiiggvény

et eit
s(t):/<1+et— 1+e—t> at =

=100 (In(1+e")+In(l+e™")) +c
Mivel s(0) = 2001n 2, ezért
200-In2=100-(In2+1n2) +¢ = c=0,
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igy a hely-id6 fiiggvény
s(t) =100 (In(1+€") +In(1 + 7).
g) A megfigyelés kezdetekor
s(0) =100 (In2 +1In2) = 138, 6 [m].
h) A megfigyelés utan 2 masodperccel
5(2) =100 - (In(1 +€*) + In(1 + e ?)) = 225,4 [m)].

i) Az dtlagsebesség a [0; 2] intervallumon

s(2) — s(0) _225,4-138,6 _ 43,4 [Q}
2-0 2

j) A hely-id6 fiiggvény grafikonja
2500,
2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

0
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24[s]

k) A gyorsulds-idé fiiggvény
et (eh4+1)—(eh—1) €

a(t) = o(t) = 100

(et +12)
:100_e2t+et—e2t+et:100. 2 e _ 200 - et [
(et +1)2 (et +1)2 (et +1)2
1) A gyorsuléds a megfigyelés kezdetekor
200-¢” 200 m
0)= 5= 7 =93]
o0) = oyiE = 1 52

209
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m) A gyorsulds a megfigyelés utdn 2 méasodperccel
200 - €2 ~ 200 [m]

9)= ¢ _ T _9g
a(2) (e241)2 4 s2

n) A gyorsulas-idé fiiggvény végtelenbeli hatarértéke

lim a(f) = 1 200‘et71, 200-¢'
i _tg?o(et+1)2_tiglo2-(et+1)-et_
100
= lim ——— =0.
t—oo et +1

0) A gyorsulds-idé fiiggvény grafikonja

55 m
g
50
45
40
35
30

0 1 2 3 4 5 6 7 8]
191. Feladat. Egy egyenes palydn mozg6 pont sebesség-id6 fiiggvénye
v: [0;10] = R, o(t) =8¢+ 10.

Mekkora utat tesz meg a pont, ha az id6t masodpercben, a sebességet m/s-ban
mérjik?
Megoldas:
A megtett utat a sebesség-id6 fiiggvénynek a megfeleld intervallumon vett in-
tegraljaként kapjuk meg, igy a megtett 1t
10 10
5= / 8t +10dt = [4¢% +10t], =
0
=(4-10>+10-10) — (4- 0* + 10 - 0) = 500,

igy a megtett it 500 m.
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192. Feladat. Egy részecske a [0; 20] idGintervallumban egyenes vonald moz-
gdst végez, sebessége v(t) = 12 — 2t. Melyik id6pontban maximalis a részecs-
kének a kezd6ponttdl valé tdvolsdga? Mekkora ez a maximadlis tdvolsag?

Megoldas:
Az hely-id6 fliggvényt a sebesség-id6 fliggvény id6 szerinti integrilja adja, je-
len esetben azzal a kezdeti érték feltétellel, hogy s(0) = 0.
Mivel
s(t) :/12—2tdt: 12t — t* + ¢

és 5(0) =0, ezért 0 = 12 - 0 — 0% + ¢, amib6l ¢ = 0 adddik.
Tehat a keresett hely-id6 fiiggvény
s(t) = 12t — 2.
Ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumat a [0; 20] intervallumon.

Ezt meghatdrozhatjuk differencidlszamitas segitségével, de elemi Gton is, mivel
egy mdsodfoku fliggvénynek keressiik a szélsdértékét.

Teljes négyzetté alakitjuk a masodfoku kifejezést:
s(t)=12t —t* = —1-(* — 12t) = —1- [(t — 6)> — 36] = —(t — 6)* + 36.
Ebbdl leolvashatd, hogy a maximum hely ¢ = 6, a maximum érték pedig s =

36, igy 6 masodperc elteltével lesz a legtavolabb a pont a kiinduldsi helyt6l, és
ez a maximadlis tdvolsag 36 m.
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23. Munkavégzés

193. Feladat. Egy rugé hossza megfeszitetlen dllapotban 20 [cm|. Ahhoz, hogy
30 [cm] hosszisdgira megnyujtsuk 40 [N] er6re van sziikség. Mennyi munka
sziikséges ahhoz, hogy 35 [cm]-r6l 38 [cm]-re nydjtsuk a rug6t?
Megoldas:
A rugéallandét az

[F(z)| =D -«
Osszefiiggésbdl hatdrozhatjuk meg. Jelen esetben a rugd megnyilédsa 0, 1 méter,
igy a

40=D-0,1

egyenlethez jutunk, amibsl D = 400 [X] adédik. Tehdt F(z) = —400z, igy a
végzett munka

0,18
,18
W= / 400z dor = — [200&}0 =18l
015 ’

194. Feladat. Egy rugé hossza megfeszitetlen allapotdban 1 méter. A rugét
24 [N] er6vel 1, 8 méter hosszisagura nydjtjuk meg.

a) Hatarozzuk meg a rugéallandot!
b) Mennyi munkat végez a rugd, mikézben 3 méter hosszisagura nyujtjuk?
¢) Mekkora a rugé hossziisdga 45 [N] terhelés esetén?
Megoldas:
a) A rugéallandét az
|F(x)] =D -
Osszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg. Jelen esetben a rugd megnyuldsa 0, 8
méter, igy a
24=D-0,8

egyenlethez jutunk, amib8l D = 30 [X] adédik.
b) Legyen arugd ,,szabad” vége nyujtatlan dllapotban az x = 0 pontban. Ekkor
F(z) = —30x [N].
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A rugé éltal végzett munka az x = 0 és x = 2 koordinat4jud pontok kozott
2

512
W= —/30xdx - —[1537 }0 = —601[J].
0
¢) Mivel F(z) = —30x, ezért
45 = —30x = x=—1,5[m],

igy a rugé megnyuldsa 1,5 méter lesz, ami azt jelenti, hogy a rugd hossza
ekkor 2, 5 méter.
195. Feladat. Egy rugé megfeszitetlen dllapotdban 10 centiméter hosszi. A
rug6t 800 [N] erdvel 14 centiméter hosszisdgura nyulik meg.
a) Hatdrozzuk meg a rugéallandot!
b) Mennyi munkét végez a rugd, mikdzben 12 centiméter hosszira nyujtjuk?
¢) Mekkora a rugé hosszisdga 1 600 [N] terhelés esetén?
Megoldas:
a) A rugdéallandot az
|F|=D-x

Osszefiiggésbdl hatdrozhatjuk meg. Jelen esetben a rugé megnyuldsa 0, 04
méter, igy a
800 =D -0,04

egyenlethez jutunk, amib8l D = 20000 [X] adédik.
b) Legyen arugé ,,szabad” vége nydjtatlan dllapotban az x = 0 pontban. Ekkor
F(x) = —20000x [N].
A rugé altal végzett munka az x = 0 és x = 0,02 koordindtdju pontok

kozott:
,02

0
9 0,02
W=— [ 20000zdz = —[10000m ]O = —4[]).
0
¢) Mivel F(z) = —20000z, ezért
1600 = —20000z = 2= —0,08[m],

igy a rugd megnyildsa 8 centiméter, ami azt jelenti, hogy a rugé hossza
18 [cm)] lesz.
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196. Feladat. Egy liftet, melynek motorja a legfelsd szinten van, sodronykotél
tartja. Tudjuk azt is, hogy 1 méteres dr6tkotél darab silya 45 [N]. Amikor a
kabin a f6ldszinten tartézkodik 60 [m] kdbel 16g lefelé. Mire a lift a legfelsd
szintre ér a kdbel teljes egészében feltekeredik. Mennyi munkat kell forditani
csupdn a kdbel felhizédsira?

Megoldas:
Az er6fiiggvény
F(x) =45-(60 — z).

Mivel
60 60
W=/45-(60—x)dx:45-/60—xdx:
0 0
.7)2 60
— 45. [60332} — 45 - (3600 — 1800) = 81000 [J],
0

ezért azt kaptuk tehdt, hogy a végzett munka W = 81000 [J].
197. Feladat. Egy egyenes palydn mozgé részecske er6fiiggvénye
F(x) = 2 + 2z N].
Mennyi munkdt végez a részecskére hat6 ers, amig az = 1 [m] helyrdl az
x = 3 [m] helyig eljut?
Megoldas:

A munka

3
3 3 3 3
3 1 50
2y opde= |2 422 = (2 +32) - (= +12) =200
/x—i—xa: 3+m1 3+ 3+ 3[]
1

198. Feladat. Ahhoz, hogy egy rugét 10 [cm]-r6l 12 [cm]-re megnyujtsunk
6 [J] munkdra van sziikség. Ugyanezen rugé 12 [cm]|-r6l 14 [cm]-re valé meg-
nyutjtidsdhoz 10 [J] munkéra van sziikség. Mennyi a rugé hossza megfeszitetlen
allapotban? Mennyi a rugédllandé?

Megoldas:
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Legyen L a rugé hossza nyujtatlan dllapotban, méterben mérve. Ekkor
0,12—L 0.12

2
2 0,10

0,10—L

- _g -[(0,12—L)* - (0,10 - L)?] =

D
:—5-(0,0144—0,24L+L2—0,01+O,2L—L2):

D
= — - (0,0044 —0,04L).

Masrészt
0,14—L 270,14
10 = / —D-zde=-D-|— =
2 0,12
0,12—L ’
D 9 2
=-5- [(0,14— L)* = (0,12 = L)*] =
D
=5 (0,0196 — 0,28L + L? — 0,0144 4 0,24L — L?) =
D
=—5- (0,0052 — 0,04L) .
Tehat az

—12=D - (0,0044 — 0,04L)
—20 =D - (0,0052 — 0,04L)
egyenletrendszerhez jutunk. A mdsodik egyenletet elosztva az els6vel azt kap-

juk, hogy
0,0052 —0,04L 5
0,0044 — 0,04L 3’
A ko6z0s nevezdvel szorozva az

3-(0,0052 — 0,04L) = 5 - (0,0044 — 0,04L)

egyenletet kapjuk, amibdl
0,0156 — 0,12L = 0,0220 — 0,2L
adodik, igy a rugé hossza nydjtatlan dllapotban L = 0, 08 [m].

Mivel
—D - (0,0044 — 0,0032) = 12,
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ezért a rugdallando

—0,0012D =12 = D = —-10000.

199. Feladat. Egy tartdly forditott egyenes korkup alakd. A tartdly magassdga
10 [m], alapkorének sugara 4 [m]. A tartdly 8 [m| magassdgig van vizzel toltve.
Mennyi munkdra van sziikség ahhoz, hogy a tartdly kiiiriiljon? A viz siirisége
1000 | 2]

Megoldas:

Vélasszuk meg a koordinatarendszert gy, hogy a tartdly magassdgvonala le-
gyen a koordinatarendszer x tengelye, igy hogy a skdldzas fentrdl lefelé halad:

2

(-5 :

=

A viz a 2 [m] mélységtdl a 10 [m] mélységig terjed. A [2;10] intervallumot n
darab részintervallumra osztjuk fel az xg, 1, . . ., x,, osztopontok segitségével.
Az i-edik részintervallumbdl védlasszuk ki az 7 pontot. Az osztépontok segit-
ségével a tartdlyt n darab részre osztjuk. Az i-edik réteg sugara r; és az i-edik
réteget kozelitsiik r; sugard, Ax magassagi hengerekkel.

Az alabbi dbran lathaté ABC és AD E haromszogek hasonldak.
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10

A

A hasonldsag ardnyat felirva azt kapjuk, hogy

T _i
10—z 10

fgy
ri =4—0,4x7.

Az i-edik réteg térfogata
Vi=r?-m Az = (4—0,4xf)2-7r'A:U,
igy a tomege
mi = - Vi ~1000- (4 —0,4z})° - 7 - Ax.
A viz altal kifejtett erd
Fy=g-mi~9,81-1000- (4—0,427)% 7 Az =
—9810- (4 —0,427)" -7 - Ax,
Az i-edik réteg esetén a végzett munka

Wi = F;-af ~ 9810 (4—0,427)° -7 - Az - a.

217
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Az n — oo hatdrdtmenetet véve azt kapjuk, hogy

W= lim Y 9810+ (4—0,42])" 7 Az af =

n—>ooA
10
4-0,42)3]"
= [9810- (4—0,42)? -wdz =9810- 7 - (4-0,42)" 1 _
/ ( ,4r)* - mdw T [3‘(_074)]

2

3,23
-~ ) =1 .
1 2> 009 878 [J]

=9810-7 - (0 —
200. Feladat. Mennyi munkat kell végezni ahhoz, hogy egy m = 1 tonna
tomeg( tirhaj6t h = 1000 [km] magasra juttassunk (a Fold sugardnak irdnydba)
a Fold felszinéts1? A Fold sugara R = 6370 [km], tomege M = 6 - 10%* [kg].

A gravitéciés dllandé k = 6,67 - 10711 [

kng]
Megoldas:
Az trhajéra a Fold altal kifejtett graviticids er6 hat, amely ardnyos az (rhajé

és a Fold tomegével és forditottan ardnyos a tomegkozéppontja tdvolsdganak
négyzetével:

M-m

F=k —

r

A mozgés sordn valtozik a két test tomegkdzéppontjdnak tadvolsdga, ezért val-

tozik az erd is:
M-m
5

F =k-
() x
Mivel

k-M-m=6,67-10"1".6-10*.10% = 40,02 - 10'6,

ezért a keresett munka

7370 737040 0. 1016
W = / F(z)dx = / %dx:
x
6370 6370

7370

= 8,52-10"[J] = 8520 [GJ].

[ 40,02 - 1016]
6370

201. Feladat. Kezdetben 1 [m?] térfogatd, p; = 10° [Pa] nyomdsd héliumgdz
adiabatikusan tdgul vo = 2 [m?] téfogatira. Mennyi munkét végez a tdguldsa
sordn a gaz?



PRIMITIV FUGGVENY KERESESI MODSZEREK ES ALKALMAZASAIK 219

Megoldas:
Az adiabatikus folyamatokban p - V* konstans, ahol
2
k= fi7
f

ahol f a gazrészecskék szabadsagi fokainak szdma, ami egyatomos gazok ese-
tén 3. A hélium nemesgéz, igy egyatom<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>