Kocsis Imre, Maksa Gyula

AZ IRANYITOTT DIVERGENCIA EGY JELLEMZESE
FUGGVENYEGYENLETEK SEGITSEGEVEL

Az irényitott divergencia egy véges valdszinliségeloszlas két becslése kozotti
eltérést méri. Alkalmazasa, vizsgalata és kiilonboz6é tulajdonsagrendszereivel
valo jellemzése tobb helyen eléfordul az irodalomban (lasd példaul Theil [7],
Kannappan-Rathie [5], Kannappan [4], Aczél-Daréczy [13]). Mi ebben a
dolgozatban — fOleg algebrai tulajdonsidgokat hasznalva — egy altalanos
jellemzési tételt bizonyitunk az irdnyitott divergenciara fiiggvényegyenletek
segitségével.

1. BEVEZETES

A tovébbiakban jeldlje R a valés szamok halmazat, R" a valos szamokbol 4llo
rendezett szdm n-esek halmazat és n>2 egész esetén I', az n-elemll, pozitiv
valoszinliségekbol allo teljes valoszinliségeloszlasok halmazat, azaz legyen

I, :{(pl,...,pn) eR“| 0<p,.k=1,..,n; Zpk :1}.
k=1

A (p1,...pn)el, eloszlas (qi,...,qu) €l s (1y,...1,) €], becslései kdzotti iranyitott
divergencia (iranyitott eltérés) a

PirsPu) q
Dn qla"'aqn ZZpklng—k (1)
k=1 I,
Iy T,

n

képlettel van definidlva. A statisztikdban és az informacidelméletben az ilyen
jellegi mennyiségeket szokasos fliggvénysorozatként felfogni: példaul az
iranyitott divergencia olyan I,:I';’—R (n>2) fiiggvényekbél allo (I,) sorozat,



melyre [,=D, (n>2), és — az informacioelméletben — informaciomértéknek
nevezni (lasd Aczél-Daroczy [1]).
Megjegyezziik, hogy informaciomértékre talan a legfontosabb példa az

In(pla"'apn):_zpk 10g2 pka (pla"':pn)ern

k=1

figgvényekbol allo (I,) fiiggvénysorozat, amelyet Shannon entropianak
neveznek, és amelynek az elemei csak egy valdsziniiségeloszlastol (és nem
haromtol, mint az iranyitott divergencia elemei) fiiggnek.

Hogyan donthetd el, hogy egy informaciomérték azonos-e egy konkrét
informaciomértékkel (példaul a Shannon entropiaval vagy az altalanositott
divergenciaval)? A kérdéssel szamos szerzd foglalkozott és a témakorrol két
konyv is megjelent (Aczél-Daroéczy [1], Ebanks-Sahoo-Sander [3]).
Dolgozatunkban egy olyan — eddig publikalatlan — eredményrél szamolunk be,
amely hozzajarulas az irdnyitott divergencia jellemzési problémainak
megoldasahoz.

Maga a probléma a kovetkezd: mit kell feltételezni (lehetdleg ,.keveset”,
Jtermészeteset” ¢és egymastol fliggetlen tulajdonsagokat) az I,:[,’—>R (n>2)
fiiggvények (I,) sorozatarol ahhoz, hogy ez a sorozat azonos legyen (D,)-nel, az
iranyitott divergenciaval?

2. AZ IRANYITOTT DIVERGENCIA
NEHANY TULAJDONSAGA

Ha I,=D, , ahol D, (1) szerint van definidlva (n>2), akkor — pusztan a log,
fliggvény alapvetd tulajdonsagainak ismeretében — szamolassal konnyen
igazolhato, hogy

D (I,) rekurziv, azaz

Pi>PasePy Py +DsseDy pi(p, +P,y) Py (P +py)
L 4,,9,,--9, |[=1,.] 9, +4q5,--q, |+ (P, + )L, q,(q, +q2)7lvq2(q1 +q2)71
I, L,...T L+, 5(r+1,)", n(+r)”

n



teljesiil minden n>3; (py,...pn),(q1,-.-qQn)s(T1,...1n) €], mellett. (Ez azt fejezi ki,
hogy az n elemil eloszlasok becslései kozotti eltérés hogyan kaphaté meg (n-1)
elem eloszlasok, illetve kételemii eloszlasok becslései kozotti eltérésekbdl.);

(II) (I,) szemi-szimmetrikus, azaz
Pi>P25P3 P1>P35P>
L] 9,.9,,9; (= 15] 4,,95.9,
L, 5, I L, 5, I,

ha (p1,p2.p3),(q1,92,93),(T1,12,13) 5. (Ez az a természetes tulajdonsdg, hogy
haromelemi eloszlasok becslései kdzotti eltérés ne valtozzon meg attol, hogy az
eloszlas, illetve vele egyiitt a becslései két utolsod elemét felcseréljiik. Az, hogy
itt n=3-ra és a két utolsd valtozoéra szoritkozunk, a matematikai gondolkodas
gazdasagossagi és egyben esztétikai kovetelményeivel van 6sszhangban);

(III)  (I,) nilpotens, azaz

ISR
L1 q;,q, [=0,
q,-9,

ha (p1,p2),(q1,92)€l2. (A (p1,p2) eloszlas két becslése kozott ne legyen ,.eltérés”,
ha azok azonosak.)

(IV)  (I,) korlatos, azaz a

1/2,1/2,
z—>1,01/2,1/2, ], ze]0,1[
1-2z, z,
fliggvény legyen alulrol vagy feliilrél korlatos ]0,1[ valamely pozitiv hosszusagu
11 11
részintervalluméan. ( Az (E,Ej eloszlas (E’E] ,,pontos” becslése és (1-z,z)

becslése kozott ne legyen akarmilyen nagy ,.eltérés”.);



V) (I,) aszimptotikusan normalt, azaz

1-x, x
lin(}I2 1-x, x |=1,
1/2,1/2
. L 11
ha x€]0,1[. (Az (1-x,x) elosztds (1-x,x) ,,pontos” becslése és az E’E

eloszlassal valo becslése kozotti eltérést valasszuk egységnyinek az x—0
hataresetben.)

A dolgozatban igazolni fogjuk, hogy ha egy (I,) informaciéérték rendelkezik, az
(D-(V) tulajdonsagokkal, akkor az nem lehet mas, mint az iranyitott divergencia.

3. FUGGVENYEGYENLETEK

Tegyiik fel tehat, hogy az I,Iy—>R (n>2) fiiggvényekbsl allo (I,) sorozat
rekurziv, szemi-szimmetrikus, nilpotens, korlatos és aszimptotikusan normalt. A
rekurzivitds miatt az (I,) sorozatot teljesen meghatarozza (I,) kezdd eleme.
Legyen ezért

1-x,x
E(x,u,z)=1,| 1-u,u |, x,u,z€]0,1[, 2
-2,z

és A = {(x,y)eR? | x,y,x+tye]0,1[}. Ha (x,y), (u,v), (z,w)€A, akkor (I)-et n=3-ra
ésa

pi= 1-x-y, p=Y, p3=X
Q= l-u-v, @=V gG=u
rn=1-z-w, =W, =2z

eloszlasokra alkalmazva — egy kis szamolas utan —



I-x-y,y,Xx

L| 1-u-v, v,u |=E(x,u,2)+ (1-Xx)E v ¥
1- xl u'l-z

l-z—w,w,z

adodik. Innen (II) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

E(x,u,2)+(1— x)E(VWj E(y,v,w)+(1— y)E(u z j 3)
l-u'l- -y 1-v'1-w

ha (x,y), (w,v), (z,w)eA. Ez egy olyan egyenlet, amelyben az ismeretlen az E
fliggvény, de nem differencialegyenlet és nem is algebrai egyenlet. Az ilyen
tipusu egyenleteket hivjak fliggvényegyenleteknek. Ha (3)-ban az (x,y),(u,v)€A
valtozokat atmenetileg rogzitjiik és bevezetjiik az

v t],

1-

4)
LO=E@.v.0), f,(0=(- y)E(l——tJ

y'l-v

<

f,(t)=E(x,u,t), f,(t)=(01- x)E(

jeloléseket (te] 0,1 [), akkor (4)-bdl az egyszeriibb alaku
£ (2)+ 6, —— | =f,(W)+£,| —— |, (zw)eA 5)
-z I-w

egyenletet nyerjiik, ahol azonban négy darab ismeretlen fliggvény van, mig (3)-
ban csak egy. Az (5) egyenlet megoldasara alkalmazhaté Maksa [6] tétele, amely
szerint — egyebek mellett — az f; fiiggvény két ,logaritmikus” fliggvénybdl €s
egy konstans fliggvénybdl kikombinalhatdé. Az f; fiiggvény (4)-ben szerepld
definiciojabol lathato, hogy a logaritmikus fliggvények és a konstans fiigghetnek
a korabban rogzitett (x,u)eA valtozotol. Ezeket figyelembe véve azt kapjuk,

hogy
E(x,u,z) = 11(x,u,1-2) + L,(x,u,z) + a(x,u), x,u,z€]0,1],

ahol az 1:]0,1[*x]0,+oo[—>R fiiggvények a harmadik valtozéjukban
logaritmikusak (de nem feltétleniil a kdzonséges logaritmus fiiggvények), azaz



li(x,u,ts) = Li(x,u,t) + Li(x,u,s), (7

ha (x,u)€A, t,s€]0,+ o[, i=1,2 és a:]0,1[>*>R egy egyel6re ismeretlen fiiggvény.
Azért hogy az |; és az a fiiggvényekrdl tobbet megtudjunk, helyettesitsiik vissza
E (6)-beli alakjat (3)-ba és hasznaljuk fel (7)-et. Egy bonyolult egyenldséget
kapunk, amely azonban — alkalmas jel6lések bevezetése utan — kdnnyen
attekinthetdvé valik. Rogzitsiik ugyanis — szintén atmenetileg — az (x,y),(u,v)€A
és we0,1] valtozokat, és vezessiik be a kdvetkezo jeloléseket 0<t-re:

le=lz(x,u,t)—a—y)l{i,i,t} ()
-y 1-u
Lzm:11(x,u,t>_(1_X)[lz(L,L,tj_ll(L,L,tﬂ, ©)
1-x'1-v 1-x1-v
Lg(t>=(1—x)1l[1i ,tj—(l—y)l{l—,%,tj (10)

Ekkor a szoban forgo bonyolult egyenléség arra redukalodik, hogy:
Li(z) + Ly(1-2z) + L3(1-z-w) = ¢ (z€]0,1-w[) (11

valamely ¢ — a z-t6l fiiggetlen — konstans mellett. Masrészt az L; fiiggvények
definiciojabol latszik, hogy L; logaritmikus, azaz

Li(ts) = Li(t) + Li(s), (12)

ha t,s€]0,+ o[, i=1,2,3. Gondolatmenetiinkben dont6 1épés lesz az alabbi lemma
igazolasa.

LEMMA.
Tegyiik fel, hogy az L;:]0,+o0[—>R fiiggvények rendelkeznek a (12) és (11)
tulajdonsagokkal valamely we]0,1] és ceR esetén (i=1,2,3). Akkor L,=L,=1;=0
ésc=0.

BIZONYITAS
(a) El0szor azt igazoljuk, hogyha L: ]0,+ 00 [—>R logaritmikus fliggvény, azaz

L(ts) = L(t) + L(s) (13)



minden t,se]0,+ o [ esetén és L egy pozitiv hossziisagl intervallumon konstans,
akkor L azonosan zérd. (Ez egyébként konnyen kovetkezik a
fliggvényegyenletek elméletének altalanos tételeibdl, de itt egy elemi bizonyitast
adunk ra.) Valoban, legyen ugyanis 0<a<beR olyan, hogy L(t) = c¢ (konstans),

ha te[a,b]. Ekkor nyilvan — mivel a <+/ab<b — L(\/ab)z c, ¢sigy — (13)

la |b
miatt — L(t)=0, ha t+ab €[a,b], azaz te{ %, —}. Ha t>0 tetszdleges,
a

la |b
akkor %/?—)1, ha t—>oo miatt “te[ g, —} valamely n-re, és igy
a

L(%)ZO. (13)-bol azonban teljes indukciéval konnyen belathato, hogy

m = L(%/?)Z 0 ésigy L=0.

t(1—-
(b) Legyen most tsel0+ow[ 6 z= (t ") (11)-ben. Ekkor (12)
+S
felhasznalasaval kapjuk, hogy
L (H)+L,(s+tw)+L.(s)=c—L [ =% |- [ )op [12Y) (4
: : 3 t+s Lt+s t+s )
Itt a jobboldal (t,s)-nek szimmetrikus fiiggvénye, ezért
Ll(t) + Lz(S+tW) + L3(S) = Ll(S) + L2 ('H'SW) + L3 (t) (15)
Legyen itt s=1 és hasznaljuk fel (12)-t. Ebbdl
t+
Ll(t)_L3(t)=L2( Wja tE]O,“‘OO[ (16)
tw+1

kovetkezik. Mivel L;-L; is logaritmikus fiiggvény, azaz fennall (10) L helyett
L;-L;-mal, ezért — (16) miatt —

L, 2t+w -1, 2+w i1, t+w . azaz
2tw +1 2w +1 tw+1

L2(2t+w .tw+l.2w+1j=0

2tw +1 t+w 24w



minden pozitiv t-re. Ez azt mutatja, hogy L, konstans (specialisan zéro) valamely
pozitiv hosszisagu intervallumon és igy — a bizonyitas (a) része szerint — L,=0.
Ebbdl — (16) miatt — L;=L;. Ekkor azonban — (11)-et és (12)-t is figyelembe véve
— Li(z(1-z-w))=c adddik, amibdl — ismét a bizonyitas (a) része szerint — L;=0
kovetkezik. Tehat Li=L,=L;=c=0, amit allitottunk.

Ezek utan (8)-bdl és (9)-bdl az adodik, hogy

lz(x,u,t)=(1—y)l{l_i,

1
II(X’u’t):(1_X){lz(%,Latj_ll(L,L,tj} (18)
-Xx 1-v l1-x 1-v

ha (x,y),(u,v)€A és te]0,+oo].
A tovabblépéshez a (17)-(18) fiiggvény-egyenletrendszert kell megoldani. Most
ate]0,+ oo [ rogzitése mellett a

<
-
%/
o~
7]
—~
—
~J
~

bi(x,y)=l(x,u,t), by(x,u)=l(x,u,t), x,ue]0,1]

definiciokkal (18)-bdl és (17)-bdl azt kapjuk, hogy

bl<x,u)=<1_X>{b2(L,Lj_b(L,Lﬂ, 19
1-x " 1-v 1-x'1-v

X
bz(X,U) = (l_y)b2(_5_ja (20)
y
ha (x,y),(u,v)€A. Ennek a fiiggvény-egyenletrendszernek a megoldasarol szol a
kovetkezd
LEMMA.

Tegyiik fel, hogy a by,b,:]0,1[>>R fiiggvényekre teljesiil (19) és (20). Akkor van
olyan beR, hogy

bi(x,u) = b(1-x), by(x,u) =bx, x,ue]0,l1]. 21)



BIZONYITAS.
Legyen x,y,u,z€]0,1[. Akkor (x(1-y),y),(u,v(1-u))€A és igy (20)-bol

by(x-(1-y),u) = (1-y)-ba(x,v),
ebbdl pedig
by(xy,u) = y-by(x,v) (22)
kovetkezik. Legyen itt v=v,e€]0,1[ rdgzitett. Ekkor (22) bal oldalanak
szimmetridja miatt y-by(X,vo)=x-by(y,vo), azaz bz(x,vo)=x-bz(yo,vo)-yo'z, ahol
Vo€]0,1[ szintén rogzitett. Ezek utin a  b=by(yo,vo)-yo~ jeldléssel (22)-bsl

kovetkezik, hogy by(x,u)=b-x, ha x,u € ]0,1].
Mivel (x,y-(1-x)),(u-(1-v),v) €A, ezért (19)-bdl — b, alakjat mar ismerve —

by (x,u-(1-v)) = (1-x)-[by-bi(y,u)],

azaz — v helyett 1-v-t irva —

bi(x,uv) = (1-x)-[by-bi(y,u)] (23)
adodik. Innen — a bal oldal szimmetridja miatt — kovetkezik, hogy b; nem
fligghet a masodik valtozojatol, azaz b-1(x,u)=b-1(x,uy), ahol uye]0,1[. fgy —

(23) szerint — by(x,u)=by(1-x) valamilyen bpeR mellett, amelyrdl a (19)-be valo
visszahelyettesités utan kideriil, hogy azonos b-vel. Igy tehat

bi(x,u) = bi(x,u9) = bo(1-x) = b(1-x) (x,ue]0,1]),

amit allitottunk.

Térjiink most vissza az 1; és az 1, fiiggvényekhez. A b, és a b, fiiggvényekre,
illetve az 1;és az I, fiiggvényekre — definiciojukat figyelembe véve — az el6z6
lemma alapjan azt kapjuk, hogy

Lx,ut) = -(1-x)1(t),  Ly(t) = -x-I(t) (24)

minden x,uel0,1[ és t>0 mellett, ahol 1:]0,+0[>R — az | fliggvények
logaritmikussaga miatt — | maga is logaritmikus, azaz

1(ts) = 1(t) +1(s), t,se] 0,+00[. (25)



Célunk az E fliggvény meghatarozasa. Mivel E az 1, az 1, és az a fliggvényekkel
(6) szerint fejezheto ki, (24)-bol

E(x,u,z) = -(1-x)-1(1-z) — x-1(z) + a(x,u) (26)

adodik. A (III) nilpotens tulajdonsagabol kdvetkezik, hogy E(x,u,u)=0, ami
lehet6vé teszi az a fliggvény meghatarozasat (26)-bol:

a(x,u) =x-1(u) + (1-x)-I(1-u), x,ue]0,1[,
és igy — ismét (26) miatt —
E(x,u,2)= -x1(z) - (1-x)-1(1-2) + x-1(u) + (1-x)-1(1-u), 27
ha x,u,z€]0,1[. Ez igy még nem a D fiiggvény altalaban, de hatra van még a (IV)
korlatossag és az (V) aszimptotikus normaltsag felhasznalasa. (IV) miatt ugyanis

1 korlatos ]0,1[ valamely pozitiv hosszisagl részintervalluman, ezért 1 az ,,igazi”
logaritmus fiiggvény konstansszorosa (lasd példaul: Aczél-Dhombres [2]). Mivel

1
I(Ej =—1, az (V) aszimptotikus normaltsag miatt, csak I=log, lehet. Tehat —

(27) alapjan —
u 1-u
E(x,u,z) = xlog2—+(1—x)log21—, x,u,z€]0,1],
z -z

amibdl E (2) definicioja és (1,) rekurzivitasa miatt kvetkezik hogy (I,) = (D,).

A FO EREDMENY

Osszefoglalva az eddigieket, azt igazoltuk, hogy egy IL:Iw’>R  (n>3)
fliggvényekbdl allo (I,) fiiggvénysorozat pontosan akkor azonos az iranyitott
divergenciaval, ha (I,) rekurziv, szemi-szimmetrikus, nilpotens, korlatos és
aszimptotikusan normalt.
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Summary. In this note we characterize the directed divergence that measures the
distance of two estimations of a given n-ary probability distribution. We use
mainly algebraic properties: recursivity, semi-simmetry, nilpotency and week
regularity as boundedness on an interval of positive length and assimptotically
normedness to prove that a sequence is the directed divergence. We apply the
methods of the theory of functional equations.
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