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Koszonetnyilvanitas

Koszonom és hélas vagyok csaldadomnak, sok-sok kozépiskolai és egyetemi tanadromnak,
mindenekelStt témavezetimnek, sok-sok didkomnak, kollégamnak, baratomnak, hogy sze-
rettek, segitettek, tanitottak, mutattak meg sok csodat. Bizom benne, hogy 6k mind tudjak,
annak ellenére, hogy ez itt csak alig néhany sz6, milyen nagy szeretettel gondolok rajuk

most is.
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1. fejezet

Bevezetés

Gyakorl6 tanarként nagyon fontosnak tartom, hogy minél tobb olyan szituéciot te-
remtsiink a gyerekek szamara, amiben van alkalmuk kisérletezni, legyen sz6 a matematika
barmely teriiletérél. A dolgozat f6 célja, hogy a gyerekek szaméra lehetGséget teremtsen
a kisérletezésre a szamelmélet egy sziikebb teriiletén beliil, hogy alkalmuk legyen nyilt
végid problémakkal taldlkozni. Tobbszor tapasztaltam maér, hogy a tanulokban van tobb-
kevesebb batortalansag, félelem, ami a probalkozast-kisérletezést, a tapasztalatgytjtést ille-
ti, egyfajta bizalmatlansag azt tekintve, hogy a probalkozas-kisérletezés hatékony eszkoz a
problémamegoldésban. Van, hogy egy probléméaban tételektsl, mar ismert 6sszefiiggésektsl

wvarjak” a megoldast.

Persze a probalkozasok, a kisérletezés magéban rejti a tévedés lehetdségét is, de fontos,
hogy a tanulékban az a kép alakuljon ki és er6sodjon meg diakéveik soran, hogy a tévutak
is hozzatartoznak és természetes részei barmilyen tipusi felfedezd utnak, a matematikai
felfedez6 utaknak is. A kalandozasoknak persze masfajta ,veszélyei” is lehetnek, konnyen
eléfordulhat, hogy a diakok olyan kérdést tesznek fel, amire adott valasz nem csak a diék, de
a tanar szamara sincs elérhets kozelségben. A szamelmélet berkein beliil ez hatvanyozottan
igaz, igen gyakori jelenség, hogy egy, a tanulok szamara is konnyen érthets, meglehet&sen
egyszeriinek ting kérdés évtizedekig, ha nem évszazadokig megvalaszolatlan. Ahogy Erdés
fogalmazott (a primekkel kapcsolatban): ,a csecsemdk is tudnak olyat kérdezni, amire a
felnéttek sem tudjak a valaszt.” Azt gondolom, jo, ha a gyerekek azt is megtapasztaljék,
hogy ez is egy természetes jelenség a matematikidban, legyen sz6 akar a Goldbach-sejtésrél

vagy az ikerprimsejtésrsl, amelyek barmely 9. osztalyos tanulé szamara megérthetGek.

A felfedezd uton lehetGségiink van a tanulokkal egy problémat tobb szempontbdl is
korbejarni, megvizsgalni az altaldnositas lehetGségeit, tovabbgondolni egy feladatot. Al-

kalmunk van bemutatni egy probléma fejlédését, a gyerekek megtapasztalhatjak, hogyan



alakul egy problémafelvetés. Ok maguk is aktiv részesei lehetnek annak is, hogy mi legyen

a vizsgalt téma, lehetnek sajat problémafelvetéseik, ami fontos motivacios forras.

Az ilyen jellegii kutatasi feladatok annak lehetdségét is biztositjak, hogy a tanulok a
problémamegoldés kiilonb6z6 szintjeire érhessenek, példaul ,értem a probléméat”; ,tudok
adni egy megoldast”; ,felismerek egy mintat”; ,tudom bizonyitani, hogy a sejtésem igaz”;
SJudok kovetkeztetéseket levonni”; | meg tudom adni az Gsszes megoldast”; ,tudok analég
feladatot megfogalmazni”; ,tudok altalanositast megfogalmazni”. Ezaltal a differencialas

eszkozei is lehetnek, kiilonbo6z6 tanulok szaméra kiillénbo6z6 célokat fogalmazhatunk meg.

Kiilon elénynek gondolom, ha a problémamegoldas kozben, annak valamely fézisa-
ban valamilyen digitalis segédeszkoz hasznalata is sziikséges, ahogy a kidolgozott témék
jo részében ez igy van. A gyerekek mindennapjaihoz az online vildg hozzatartozik, a szé-
mitogép természetes része mindennapjaiknak, jo, ha a didkok latnak példat arra, hogy a
szamitogépet, bizonyos matematikai szoftvereket hogyan allithatnak a matematikai problé-
mamegoldés szolgalatdba. Vannak tanulok, akik az iskola falain kiviil is szivesen foglalkoz-
nak programozassal, a matematikai probléman kiviil a programozasi feladat maga is lehet

szamukra kihivas.

Ugy gondolom, a szamelmélet azon kevés témakor egyike a kozépiskolai matematika-
ban, amelyhez viszonylag kevés elGismeret sziikséges. Korosztalytol fiiggetleniil barmilyen
kozépiskolas csoportban lehet foglalkozni oszthatosaggal kapcsolatos problémakkal, a dia-
kok a felsé tagozaton mar megismerkednek az oszto, a tobbszords fogalméaval, a primekkel,
a szamelmélet alaptételével, amely ismeretek tulajdonképpen elégségesek ahhoz, hogy pél-
déul az osztok szamaval kapcsolatos problémakat lehessen vizsgalni. Egy a 7-8. osztaly
szamara irodott feladatgytjteményben taldlkozhatunk a kovetkezd feladattal: Egy szal-
lodaban 50 szoba van. A szobak flitését a portédn a szoba sorszamaval szamozott gombok
megnyomasaval lehet bekapcsolni, és ugyanezen gomb ismételt megnyomasaval kikapcsolni.
Egy reggel a portas megnyom minden gombot, ezzel bekapcsolja a ftitést. Majd gondol egyet
és minden mésodik gombot Gjra megnyom. Ezutén folytatva az eljarast, minden harmadik,

majd minden negyedik, minden 6todik, ... , minden 25., 26. stb., 50. gombot nyomja meg.



Mely szobakban miikodik a fiités a portas jatszadozasa utan?” ' Arrél, hogy a négyzetsza-
moknak paratlan szamu osztojuk van, vagy az osztok szamaval kapcsolatos érdekességként

a tokéletes és a baratsagos szamokrol 6. osztalyos tankényvben [6] is olvashatunk.

Természetesen bizonyos szamelméleti fiiggvényekkel kapcsolatos kérdések tanulmanyo-
zéséhoz sziikségesek lehetnek olyan algebrai ismeretek is, mint példaul egy 0sszeg szorzatté
alakitasa, illetve alapveté kombinatorikai ismeretekre is tamaszkodunk példaul mar akkor,
amikor az osztok szamat meghatarozzuk a primtényezds felbontasbol, de ezzel a tudassal
mar egy 9. osztalyos didk is rendelkezik (a nem specidlis matematika tagozaton is). Ha
a didkok azt megel6z&en, hogy ezzel a téméval foglalkozunk, nem taladlkoznédnak még a
mértani sorozat Osszegképletével altalanossagban, azt akir a szdmrendszerekrdl tanultak
segitségével is el tudjuk magyarazni nekik, hogy egy primhatvany esetén az osztok Gsszegét
hogyan lehet zart alakban megadni. A fliggvények additiv, illetve multiplikativ tulajdonsa-
gat véleményem szerint adott csoportban belatasunk szerint bizonyithajuk altalaban, vagy
fogadhatjuk el konkrét példak, és azokbol megelSlegezett altalanositas utédn. Tehét azt gon-
dolom, a matematika irant érdekl6ds gyerekek szaméra a disszertacioban szerepld kutatési
feladatok akar mar 9. osztalyban targyalhatoak, de persze ez elGismereteik fiiggvénye. Az ér-
dekl6dé gyerekekkel ezekkel a problémakkal szakkoron foglalkoztam, tanérai keretek kozott
nem tartom megvaldsithatonak a kutatast. A specialis matematika tagozaton tanuld didkok
nem a szakkoéron, hanem a regularis 6rakon ismerkednek meg a szamelméleti fiiggvények-
kel, hisz ez része a tananyagnak, de a kisérletezést esetiikben is csak a szakkoron gondolom
kivitelezhetének, illetve otthoni 6nalldé munkajuk révén: egyrészt mindegyik problémakor
igen szertedgazo, a regularis ora sziikos idGkeretébe csak néhany a témaba vago feladat
férne be, masrészt pedig az egyik leglényegesebbnek éppen az ilyenfajta kutatasban rejls

kotottségek nélkili, sok iranyban torténé szabad szellemi kalandozés lehet&ségét tartom.

A szamelméleti fliggvényekrdl tanultak tobb ponton kapcsolédnak méas problémakhoz
is a kozépiskolai matematikaban, mint példaul az osztok szama fiiggvény a diofantikus
egyenletek megoldasszamahoz, az Fuler-féle p-fiiggvény a kodolasban az RSA-sémahoz,

vagy hogy egy geometrai példat is emlitsiink, a szabélyos sokszogek szerkeszthetGségéhez.

1[2], 43.0.



A veliik valo ismerkedés tehat azon til, hogy 6nmagaban is érdekes, hasznos lehet késébbi

problémék megoldasakor vagy a megoldas alapgondolatanak ismertetésekor.

A masodik fejezetben egyrészt attekintettem a tankonyvek koziil tobbet, amelyek a
kozépiskolak 9. osztalya szaméara késziiltek (koztiik olyanokat is, amelyeket eddigi tané-
ri palydmon hasznéltam), valamint feladatgytjteményeket is abbol a szempontbol, hogy
milyen szamelméleti fiiggvényekkel kapcsolatos feladatokat tartalmaznak. Osszevetettem,
hogy mi szerepel benniik a szamelméleti fiiggvényekrsl, illetve modszertani szempontbol
vizsgaltam a feladatgydjteményekben talalhaté néhany probléma kiilonb6z6 megfogalma-

zésait is.

Masrészt tobb hazai tanulmanyi verseny, illetve nemzetkozi matematikaversenyek fel-
adatait gytjtottem és valogattam Gssze a témaban, oldottam meg, vizsgaltam meg az al-
taldnositasi lehet&ségeket. Torekedtem arra, hogy a bemutatott feladatok kozott sok olyan
szerepeljen, ami nem kizarolag a specidlis matematika tagozaton tanuld didkok szaméra
hozzaférhets. A hazai tehetséggondozésban a KéMal. nagyon fontos szerepet jatszik, ebben
is sokszor szerepelnek olyan szamelmélet feladatok, amelyekben az oszthatosag, az osztok-
kal kapcsolatos valamely szamelméleti fiiggvény szerepel, ezek koziil is tobbet szerepeltetek
ebben a fejezetben. Leggyakrabban a KéMalLban és a hazai tanulmanyi versenyeken is az
osztok szama fiiggvénnyel kapcsolatos problémék kapnak szerepet, hiszen ez a nem emelt

oraszamban matematikat tanuloé didkok szamara is része a tananyagnak.

A dolgozat harmadik, negyedik és 6todik fejezete 6nallo problémafelvetéseimbdl szar-
mazik, amelyek a [K3|, [K1] és [K2] cikkekben keriiltek publikalasra. Az ezekben a fejezetek-
ben hasznalt matematikai jeloléseket, formalizmust természetesen a problémak gyerekekkel
torténd feldolgozasa soran nem sziikségképpen ebben a forméban hasznaltam (hasznal-
nam), ahogy ez a hatodik fejezetben majd kideriil, de a disszertécioban az emlitett harom
fejezetben (is) a ,hagyomanyos”, tomér, szimbolumokat tartalmazo formalizmust kivantam

hasznalni (legyen sz6 példaul Gsszegek, szorzatok stb. jelolésérdl).

A harmadik fejezetben abbol az alapkérdésbdl indultam ki, hogy a péros és a péaratlan

osztok eloszlasat vizsgaltam. Ezt szintén olyan probléméanak gondolom, amivel batran fog-
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lalkozhatunk egy szakkori oréan. A kérdés tobbféle altalanositasat is megvizsgaltam, és vizs-
galtam nem csak az osztok darabszamanak, de az osztok Osszegének, és reciprokosszegének
eloszlasat is. Egy masik altalanositasi lehetdség adodott a 2 helyett mas prim modulusra
vizsgalni a kérdést, illetve a nulla és a nemnulla maradékosztalyok helyett a £1 maradék-
osztalyokba es6 osztok eloszlasat elemezni. Fontosnak tartom, hogy ha méd van ra, egy
allitast tobbféle megkozelitésbdl vizsgaljunk, és ha lehet, kiilonb6z6 bizonyitasokat adjunk,
igy vannak tételek, amelyek specialis eseteire két bizonyitast adtam. Ezutan két fiiggvényre
az atlagértéket is megvizsgaltam, a kérdések tanulmanyozasadhoz a GeoGebra szoftvert is

hasznaltam. A fejezet végén kiilon pontban foglaltam 0ssze a mddszertani elemzést.

A negyedik fejezet két alfejezetbdl all, ezek specialis egyenleteket tartalmaznak. A feje-
zet els6 részében az f(2?)+ f(y?) = f(2?%) egyenlet megoldésait vizsgdlom a primhatvanyok
korében, ha f az osztok szama, az osztok Osszege, az Euler-féle ¢ -fiiggvény, a primosztok,
vagy a kiilénb6z6 primosztok szama fliggvény. A masodik alfejezet az f(xy)+ f(zz) = f(y2)
egyenlet megoldhatosagarol szol, ha f egy additiv vagy multiplikativ fiiggvény, majd a fen-
tebb felsorolt fliggvények koziil a multiplikativak esetén keresem a megoldéasokat, ha a

szamhéarmas minden tagja primhatvany.

Az 6todik fejezetben a vizsgalat targya az f(g(n)) = g(f(n)) egyenlet, ahol f és g
a kordbban emlitett szdmelméleti fliggvények valamelyike. T6bb szemszogbdl elemzem az
egyenlet megoldhatosagat: 1étezik-e legalabb egy megoldas, talalhato-e végtelen sok megol-
dés, vagy példaul megadhato-e az egyenlet Gsszes megoldéasa valamely f és g fliggvényparra.
A tanulok szamara a kommutativitas jol ismert fogalom, bar a fogalom teljes mélységének,
egy ,nem szokvanyos’ miivelet kommutativitasdnak, illetve asszociativitasanak vizsgalata-
ra vélhetSen csak a matematikat emelt éraszadmban tanuloknak van alkalma. Személyes
tapasztalatom szerint az Osszetett fiiggvény fogalmét a gyerekek igen gyorsan elsajatitjak,
és konnyen, egy-két példa utan biztosan kezelik mar 9. osztalyban is. Ebben a fejezet-
ben szerepelnek olyan kérdések is, amelyek a megoldhatosag vizsgalatat néhany primekkel
kapcsolatos sejtéssel kapcsoljak 6ssze vagy olyan problémak, amelyek a primekre vonatko-
z6 nevezetes megoldott és megoldatlan sejtésekhez is kapcsolédnak. A fejezet problémaéira

épitve egy szakkort szerveztem, ez a témaja a hatodik fejezetnek.



A hatodik fejezetben tehét arrél a szakkorrdl szamolok be részletesen, amit az Obudai
Arpad Gimnaziumban tartottam a specialis matematika tagozaton tanulé 9. osztélyos ta-
nuloknak a 2017/18-as tanévben, és amely szakkort az 6t6dik fejezetben felvetett probléma
koré szerveztem. Beszamolok a foglalkozasok céljarol, arrél, hogy modszertanilag mit tar-
tottam fontosnak a foglalkozasok tervezésénél, a didkok szakkori munkéjarol, étleteikrdl,
problémafelvetéseikrdl, a tapasztalatokrol Gsszességében. Illetve tovabbi lehetGségeket, kap-
csolodasi pontokat mutatok be, amikkel ugyan nem foglalkoztunk a gyerekekkel, de amiket

szintén érdemesnek tartok arra, hogy a tanulokkal vizsgaljunk.

A hetedik fejezet a disszertacio elméleti didaktikai hatterét mutatja be. A tézis szan-
déka, szemlélete a problémamegoldést illetGen leginkabb a kutatés-alapu tanitas/tanulas
céljaival rokon, igy ebben a fejezetben bemutatom ennek a modszernek a keretrendszerét,
legfébb ismérveit. Ezek utan attekintek néhany a matematikai problémamegoldéssal kap-

csolatos gondolatot, tobbek kozott Polya Gyorgy és Alan H. Schoenfeld munkaibol idézve.

A nyolcadik és kilencedik fejezet az értekezés magyar és angol nyelvii révid 6sszefogla-

16ja.



2. fejezet

Szamelméleti fuggvények a kozép-
iskolaban

2.1. Tananyag, tankonyvek, feladatgytijtemények

A nem tagozatos tantervi osztélyokban a szamelmélet témakdrben az alabbi ismere-
tek szerepelnek kotelez§ jelleggel: oszthatosag a természetes szamok korében; a primszam
és az Osszetett szam fogalma; a szamelmélet alaptétele; két szam legnagyobb kozos osz-
tojanak és legkisebb kozos tobbszordsének meghatarozasa primtényezés felbontéas alapjan;

oszthatosagi szabalyok (bizonyitéas nélkiil) a tizes alapu szamrendszerben; szamrendszerek.

A szamelméleti fliggvények koziil az osztok szama szerepel a 9.-es tankonyvek koziil
tobben is ([8], [10], [11], [12], [21]). [8] és [10] kiilon fejezetben, [11] és [12] a szamelmé-
let alaptétele utéan foglalkozik azzal, hogy tetszdleges pozitiv egész esetén miként kell a
primtényezds felbontas segitségével meghatarozni az osztok szamat. Koziiliik [8]-ban tébb
kidolgozott példa mellett szamos feladat szerepel. [21|-ben az szerepel, miként kell a 275
osztoinak szamat meghatéarozni (valamint ehhez kapcsolodoan egy-két kérdés), az, hogy
altalanossdgban a kanonikus alak alapjan az osztok szamanak meghatarozasa miként tor-
ténik, nincs formalizalva. A feladatgydjtemények kozil [3] és [5] is bovelkedik kiilonbo-
76 nehézségi és nem alapfeladatnak” nevezhetd problémakban is, amelyek megoldasahoz
ténylegesen nincs mas ismeretre sziikség, mint arra, hogy a kanonikus alakbol hogyan szé-
molhatjuk ki az osztok szaméat. A tankonyvekben szerepl6 példak szinte mindegyike ezekben

a feladatgytjteményekben megtalalhatéo — némelyik kisebb moédositassal. Példaul:

Valamely N természetes szamra d(d(N)) = 3. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor N nem lehet oszthaté 30-cal.?

2[5] 69.0. /4.



Valamely N természetes szamra d(d(N)) = 3. Hany kiilonbézé primosztéja lehet N-nek??

Van olyan feladat is, amihez taldn szerencsés, ha a tanuldk talalkoztak mar diofantikus

egyenletekkel korabban, de egy nagyon szép komplexebb feladat [5]-ben:

Legyen n egy pozitiv egész sziam, és jeldlje p(n) az alabbi egyenlet (z;vy)

megoldasainak a szamat:
1 1 1
—+-=— (z,y€eN).
xr Yy n

(PL. ha n = 2, akkor a megoldasok (3; 6), (6; 3), (4; 4), tehat p(2) = 3.)

a) Mivel egyenlé p(15)?  b) Milyen n-re lesz p(n) = 200574

Mindenesetre tehat nagyon sok és nagyon véltozatos példakat taldlunk ezekben a fel-
adatgytjteményekben az osztok szaméval kapcsolatban, amik egy nem feltétlen speciélis

matematika tagozatos, de a matematika irant érdekl6dé csoportban feldolgozhatoak.

Fontos az is, hogy ha lehetGség adddik valamit akar csak egy kicsit is jatékosabb for-
méaban felfedeztetni a gyerekekkel, akkor ezekkel a lehetéségekkel éljiink. A szadmelmélet
szamos lehetGséget kinal arra (is), hogy a gyerekekkel jatszva tanuljunk, legyen szo akar
oszthatosagi szabalyokhoz kothetd jatékokrol, szamrendszerekrdsl, de egy jatékos feladat
tanulsagava tehetjiik azt is, hogy d(n) pontosan akkor paratlan, ha n négyzetszam. Két
gyerek felvaltva mondhat egy megadott szam esetén osztokat, és az nyer, aki utolsoként
tud olyan oszt6t mondani, ami korabban még nem hangzott el (azt a diak donti el, hogy a
jatéekban kezdeni szeretne vagy sem). Igy a tanulok alkalmasan valasztott szamokkal jatsz-
va maguk fedezhetik fel a tétel bizonyitasat vagy ha ez nem torténik meg, egy iranyitott
jatékkal, amiben a didk altal valasztott osztora a tanéri vilasz annak osztoparja. (Persze
jo, ha a d(n) paratlansdganak igy adodo osztopéaros bizonyitasa mellett az eredményt a

képlet segitségével is igazoljuk.)

3[8] 65.0./467.
4[5] 65.0./469. A disszertacioban N a nemnegativ, Z1 a pozitiv egész szamok halmazét jeldli.



Az osztok Osszegérdl szolva a tokéletes és a baratsagos szamok érdekességként keriil-
nek megemlitésre néhany tankényvben ([6], [10]), de az osztok Osszegének a primtényezss
felbontas segitségével torténd kiszamoldsa nem szerepel egyik tankonyvben sem. Persze
egy feladatgytjtemény a tanar és a didk munkajanak csak segitGje, nem 6nmagaban tel-
jes egész, de azt is érdekes megfigyelni, hogy lényegileg azonos tartalmu feladatok kozott

milyen kiilonbség van a feladat kittizésében a kiilonb6z6 feladatgytjteményekben, példaul:

Allapitsuk meg, hogy primszam lehet-e tékéletes szam.®

Bizonyitsuk be, hogy primszam nem lehet tokéletes szam. ©

Ebben az esetben az els6 megfogalmazas meghagyja azt a lehet&séget, hogy a diak maga
fogalmazza meg a sejtést (akar, ha szitkséges, egy-két konkrét szamolasi példa utén), és igy
a bizonyitand¢ allitast mint sajat felismerését igazolja. Ez mindenképp elénye a masodik
megfogalmazassal szemben.

Vagy:

Hatarozzuk meg a 220 és a 284 pozitiv osztéinak dsszegét. Milyen érdekességet

tapasztalunk? Keressiink tovabbi ilyen szamparokat.”
Szamitsuk ki S(220) — 220 és S(284) — 284 értékét. Milyen érdekességet tapasztal?®

Itt az els6, nem teljesen direkt megfogalmazés lehetévé teszi az 6néllo felfedezést, és
igy adhatja annak oromét, bar annak esélye nem elhanyagolhatéan csekély, hogy valamire
egyetlen példat latva a tanul6é nem tud megfogalmazni érdemi tapasztalatot, és igy a példa-
ban rejlg onallo felfedezés adta sikerélményt nem éli at. Ez a feladat, akar 6rai bevezetése a
baratsagos szamok fogalméanak, akar otthoni 6nall6 munkaként ismerkedik meg vele a diék,
vélhetGen csak tovabbi példakkal egyiitt garantalja azt a sikert, ami a felfedeztets tanu-

las célja. Persze tovabbi ilyen tulajdonsaggal rendelkezd szampérok kereséséhez valamiféle

53] 58.0./205.
6[5] 66.0./477.
73] 59.0./213.
8[5] 66.0./481. A feladatgytjteményben S(n) jeloli az n pozitiv egész pozitiv osztoinak dsszegét.



segédeszkoz (matematikai szoftver, programozas) bevonésa sziikséges, de ez egy nem tul
nehéz kutatasi feladat, igy mindenképp ajanlhato.

Olyan feladatmegfogalmazas is talalhato, ami tartalmilag kevesebbet kér egyik, illetve

maésik szovegezésben:

Igazoljuk, hogy egy tokéletes szam osztoinak reciprokanak osszege kettd.”

Bizonyitsuk be, hogy barmely 2%(2*! — 1) alaki tokéletes szam (ahol 281 — 1 = p prim)

osztoi reciprokanak osszege mindig 2. 10

Fontos, hogy az els valtozathoz egy nagyon jo feladatpéar tarsul el6zményként, amibal
raadasul sokkal tobb is adodik, mint a tokéletes szamokra vonatkozo allitas — ami ezek utan
igazabol mar csak egy rutinfeladat a definici6 alkalmazasara —, és amennyiben a tanulénak

teljesen onalldan kellene eljutnia a bizonyitasig, ezzel a két megel6z6 feladattal ez kellGen

megtamogatott:
Figyeljiik meg a kovetkezd dsszeadasokat:
1 4 1 1 7
l4-—- Dl4=t-—=-
Qltg=3 N3 +i=71
1 6 1 1 1 12
l42=2 D1+ ~4=-4>=—
IN+5=5 5T
1 8 1 1 1 15
142=2 R i
Oltz=7 DI+3+1757 3
Milyen &altalanos tételt lehetne leolvasni ebb6l? 1t
913] 59.0./210.

1015] 66.0./479.
3] 59.0./211.
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Legyen n egy pozitiv egész szam, osztoi pedig dy, ds, . . ., dy. Bizonyitsuk be, hogy:
1 1 1 S(n)

d—1+d—2+...+d—k:T,

ahol S(n) az n > 0 egész szam pozitiv osztéinak osszegét jeloli. 12

Hasonl6 el6zmények [5]-ben nem szerepelnek, igy érthetd, hogy ez a feladatgytjtemény
nem az altalanos megfogalmazasban tizi ki a bizonyitast (mindamellett, hogy a sejtés
szerint nem létezik paratlan tokéletes szam), és a feladatgytdjteményhez tartozé megol-
déaskotetben kozolt megoldas sem a kozos nevezére hozas, majd a szdmlaloban az osztok
Osszegének felismerésén alapul, hanem az osztok reciprokanak tigyes csoportositasan, majd
a mértani sorozat Osszegképletének alkalmazasan. Ez szerves folytatasa a megel$z6 feladat-
nak, amiben a paros tokéletes szamokra vonatkozé allitas bizonyitdsdban az Osszegképlet
szerepel. Ez igy természetesen egy teljesen koherens egész, és a paros tokéletes szamokra
nézve valoban teljes, de véleményem szerint mindenképp kivanatos megmutatni a tanulok-

o(n)

1
nak azt az altalanos tételt, miszerint Z p A Ezt nem kiilon bizonyitandé probléma-
n
din
ként, hanem a tokéletes szamokra vonatkozo allitas igazolasa kozben adodo fontos és szép

,melléktermékként” tekinteném. A tokéletes szamokra vonatkozo allitasnal azért is részesi-
teném inkabb elényben ezt a gondolatmenetet (amelett, hogy egy altalanos Osszefiiggést ad
az osztok reciprokosszegére), mert ez a bizonyitas inkabb ,rajatszik” a tokéletes szam fogal-
mi lényegére, ami az oszté fogalma, nem pedig annak konkrét alakja. Az osztok osztopéarba
allitasa — ami itt automatikusan adodik a kozos nevezére hozas miatt — sok szamelmé-
leti probléma megoldasaban kulcsszerepet jatszé gondolat, igy célszerti nem kihagyni a

lehetGséget, és ezt itt ismét hangstlyozni, f6leg ha ilyen szép altalanos eredményhez vezet.

Az altalanositott feladat mésfajta szovegezésével is talalkozhatunk:

Egy n természetes szam pozitiv osztoinak Osszegét elosztottuk az osztok reciprokainak

dsszegével. Igaz-e, hogy a kapott hanyados értéke n?'3

12[3] 59.0./212.
13[16] 21.0./120.
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Mas szamelméleti fliggvényekrdl nem esik sz6 a tankdnyvekben. A feladatgytijtemények

koziil [3|-ben szerepel néhany az Euler-féle ¢ -fiiggvénnyel kapcsolatos feladat.

2.2. Versenyek és KoMalL

A versenyfeladatok kozott is talalunk igencsak valtozatos nehézségii feladatokat a té-
makorben, legyen sz6 matematikai didkolimpidk feladatairol, hazai tanulmanyi versenyeken
kittizott problémakrol vagy a KoMalban megjelent feladatokrol. Ezek kozott persze akad
olyan, ami 9. osztalyos tanuloknak valamilyen plusz sziikséges ismeret mellett ajanlhato,
de vannak koztiik olyanok, amikhez a fiiggvénnyel kapcsolatos alapismereteken tul nem
sziikséges plusz tudés. Néhanyat ezek koziil bemutatunk. A fejezetben szereplé nemzetkozi
versenyfeladatok (els6dleges) forrasa az artofproblemsolving.com ([22]), ahol a feladatok

angol nyelven olvashatoak, ezek magyar szévege a dolgozat szerzGjének forditasa.

2.2.1. Az osztok szama

Az alabbi két feladatot a tanulok vélhetGen teljesen 6nalldan is meg tudjak oldani, beve-
zetd jellegii feladatoknak kivaloan alkalmasak. Lényegében a d(m) = 2 < m = p, illetve a
d(m) =3 < m = p? (ahol p prim) alaposszefiiggések, valamint egyszer( paritdsi meggon-

dolasok segitségével oldhatoak meg:

2.2.1. Feladat

Adjuk meg az Gsszes olyan n pozitiv egészt, amire d(n) + d(n+ 1) = 5.

(Canadian Mathematical Olympiad Qualifying Repéchage, 2012)

Megoldas

Az 5-6t két pozitiv egész Osszegére négyféleképpen bonthatjuk: 5 =144 =2+ 3 =
34+ 2 =4+ 1. A lehetséges felbontasok koziil az 1 +4 = 4 + 1 felbontasok nem adnak
megoldast, hiszen d(n) =1 < n =1 és d(2) = 2, illetve d(0) nem értelmezett. Az 5 = 2+3

felbontéasbol az adodik, hogy n prim, mikdzben n + 1 egy primszam négyzetével egyenls.

12



Figyelembe véve, hogy n és n + 1 koziil az egyik szdm péaros, a két egyenléség csak akkor
teljesiilhet, ha n egy péaratlan prim és n + 1 egy paros prim négyzete, amibsl n = 3. Az
5 = 3+ 2 felbontéasbodl az el6z6 gondolatmenet megfelels alkalmazasaval adodik, hogy csak
n = 4 lehet megoldés, tehat a feladatnak Gsszesen két megoldasa van ny = 3 és ny = 4.
Az egyenlGség bal oldalat valtozatlanul hagyva, kdzben a jobb oldalon szerepld kons-
tans értékét mas pozitiv egésznek valasztva nem igazan érdemes a feladatot vizsgalni. A
d(n) +d(n + 1) = ¢ egyenletnek ¢ < 2-re nincs megoldasa, ¢ = 3-ra az egyetlen megoldas
n = 1, hasonloképp ¢ = 4-re is csak egy megoldast kapunk: n = 2-t. Ha ¢ > 6, akkor
vélhetGen végtelen sok megoldas van, példaul ¢ = 6 esetén n = 7-en kiviil minden olyan
n = p primszam megoldas, amire p = 2qg — 1, ahol ¢ > 2 is prim. Az altalanositis egy
mésik lehet&ségére, az egyenlGség bal oldalén szerepld egymast kovets egészek szaméanak

novelésére a 2.2.3. Feladatban tériink vissza.

2.2.2. Feladat
Az n pozitiv egész szamnak pontosan két pozitiv osztdja van, az n + 1-nek pedig pontosan

harom. Hany pozitiv osztoja van az n + 2012 szamnak?

(Orszéagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2012/13, I. kategoria, I. fordul6)

Megoldas

Ennek a problémanak a megoldasat az el6z6 feladatban meggondoltakkal azonos médon
kapjuk, n = 3 részeredménnyel adodik a valasz: d(2015) = 8.

A 2.2.2. Feladattal anal6g problémékat a Mersenne-primek segitségével alkothatunk,
hiszen pontosan akkor teljesiil egyszerre, hogy n > 2 prim és n + 1 teljes hatvany, ha n

Mersenne-prim (azaz egy olyan prim, amely egy 2-hatvanynal 1-gyel kisebb).

A kovetkezs négy feladatban szintén arra van sziikség, hogy a d(m) = k (k > 2) egyenls-

ségbdl kovetkeztessiink m kanonikus alakjara:

2.2.3. Feladat
Adjuk meg az Gsszes olyan n > 3 pozitiv egészt, amelyre d(n — 1) +d(n) +d(n + 1) < 8.

(49th Austrian Mathematical Olympiad, 2018)

13



Megoldas

A 2.2.1. Feladatban azt gondoltuk meg, hogy n és n + 1 koziil az egyik sziikségképpen
paros, ebben a problémaban arra lesz sziikségiink, hogy harom egymast kovetd egész szam
koziil az egyik mindenképpen oszthaté 3-mal. Ha a 3-mal oszthatd szam paratlan, akkor

két megoldas adodik: ny = 3, no = 4. Ha a 3-mal oszthato szam péros, akkor ng = 6.

2.2.4. Feladat
Melyek azok a pozitiv egészek, amelyeknek pontosan négy pozitiv osztéjuk van, és ezek

Osszege 847

(Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Verseny 2006/07, 11. kategoéria, 1. fordulo)

Megoldas

Pontosan négy osztdja azoknak a pozitiv egészeknek van, amelyek n = p3 vagy n = pq
alakaak, ahol p # ¢ primek. Mindkét esetben felsoroljuk az Gsszes osztot, és ezek Osszegét
vessziik: elsé esetben ez a p® + p* + p + 1 = 84, masodik esetben a pq +p + ¢+ 1 = 84
egyenletre vezet. ElGbbi egyenlet nem oldhaté meg, mert csak p = 3 johetne szdéba megol-
dasként, hiszen p-nek paratlannak kell lennie, és 5% > 84 miatt p < 5. Arrdl, hogy p = 3
esetén az egyenlGség nem teljesiil, ternészetesen visszahelyettesitéssel is meggy6zddhetiink,
de mindenképp jobban altalanosithaté az a megfontolas, hogy 1+ 3 + 32 + 3% = 84 azért
nem allhat fenn, mert az egyenlség mar mod 3 sem teljesiil. Persze akér tigyes szorzatta
alakitéssal is juthatunk eredményre: a (p + 1)(p* + 1) = 84 egyenletnek nincs megoldasa,
hiszen a 84 két 2-nél nagyobb paros szam szorzataként csak egyféleképpen allhatna eld:
84 = 6 - 14 alakban, amibgél nem kapunk alkalmas p értéket (természetesen, ha megfontol-
juk, hogy p = 3 sem lehet, akkor a tényezGknek 4-nél is nagyobbaknak kell lenniiik, de ez
nem valtoztat azon, hogy egyetlen szorzatta bontés johetne csak szoba). A mésodik esetben
felirt (p+1)(g+1) = 84 egyenletnek az iménti szorzatta bontasbol adodé megoldasa p = 5,
q = 13, tehadt n = 5- 13 = 65 a feladat egyetlen megoldasa.

Mivel az ebben a kategoridban versenyzé tanulok esetén az osztok Osszege fiiggvény
ismerete nem szerepel a kotelez6 tananyagban, igy egy ilyen tipusi feladat vélhetGen csak

olyan esetben adhato fel, amikor az osztok szama prim vagy egy prim kétszerese, és igy a
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szorzattéa alakitas nem okoz nehézséget.

2.2.5. Feladat
Mi lehet az a pozitiv egész szadm, amelynek Gsszesen 10 pozitiv osztdja van, ebbe belesza-

moltuk az 1-et és magét a szdmot is, és ennek a tiz szamnak az Osszege 34 3647

(Orszéagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2018/19, II. kategoria, I. fordul6)

Megoldas
A kanonikus alakra n = p° vagy n = pg* adodik, ahol p # ¢ primek. ElsS esetben az
9

osztok Osszegére Z p' = 34364 felirt egyenletnek 5 > 34 364, valamint a bal oldal parita-
=0
sa miatt miatt csak p = 3 lehetne megoldésa, de ez nem teheti igazza az egyenletet, hiszen

a jobb oldal 2 maradékot ad 3-mal osztva, mikozben a bal oldal 1-et. Itt latjuk igazan
elényét annak, amit az el6z6 feladatban az altalanosithatoségot szem el6tt tartva megfo-
galmaztunk, tehat hogy visszahelyettesités nélkiil is tudjuk igazolni, hogy egy egyenlet nem
teljestilhet (a visszahelyettesités kétségkiviil idGigényesebb lenne, és t6bb hibalehetGséget
is hordozhatna magaban, mint az egyenlet mod 3 vizsgalata). A mésodik esetben az osztok
osszegének szorzatta alakitasabol a (p+1)(¢* + ¢ + ¢* + ¢ + 1) = 34 364 egyenlet adodik.
Tekintve, hogy ¢* 4+ ¢® + ¢*> + ¢ + 1 barmely ¢ primre egynél nagyobb pératlan szam és
34364 = 22-112-71, igy ¢* + ¢ + ¢* + ¢ + 1 értékére 6t lehetség adodna, amiket egyesével
mind megvizsgalhatunk, de azzal kiegészitve, hogy ¢*+¢>+¢*+¢+1 barmilyen ¢ > 2 prim-
re 1 maradékot ad 4-gyel osztva, az esetek szamat redukalhatjuk kettére (mert az Gsszeg
tehat nem lehet sem 11, sem 71, sem 11% - 71, amik 3-mal kongruensek mod 4). Mindkét
megmaradt esetben megoldéast kapunk: ha ¢*+¢>+¢*>+q+1 = 112, akkor q; = 3 és a hozza
tartozo p + 1 = 22 - 71-b6l p; = 283 valoban prim; ha ¢* +¢* +¢*> + ¢+ 1 = 11 - 71, akkor
go = 5 és a hozzé tartozo p + 1 = 22 - 11-b6l p, = 43 valéban prim, tehit a megoldésok:
ny = 283 - 3* = 22923 és ny = 43 - 5* = 26 875.
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2.2.6. Feladat )
Tudjuk, hogy a + — = p, ahol p primszdm. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a

1 1 1
A:a4—|—a3+a2—|——4+—3+—2
at*  ad  a
egész szam! Mennyi a p értéke, ha A-nak négy pozitiv osztdja van?

(Arany Déaniel Matematikai Tanuléverseny 2011/12, Kezddk II. kategoria, I11. fordulo)

Megoldas

1
Ha a + — egész szam valamilyen a valdés szamra, akkor teljes indukcioval igazolhato,
a

hogy a" + — egész szam barmely n pozitiv egész kitevore, hiszen
a

an—i—l + 1 o an_|_ i a_‘_l _ an—l + 1
antl - an a an—1 :

A speciélis matematika tagozaton a magasabbfoki egyenletek témakdrben a reciprokegyen-

letek tanitasanal sziikséges, hogy a tanulék az z* + s alaku kifejezésekkel tudjanak dol-
gozni.

Mindezen megfontoldsok utan adodik, hogy A = p*+p® —3p? —3p = p(p>+p*—3p—3),
aminek ha négy osztdja van, akkor egy prim kobe vagy két kiillonb6z6 prim szorzata. Els6
esetben, tekintve, hogy p | A, csak A = p? johetne szoba, de p* + p?> — 3p — 3 = p? nem
teljesiilhet, hiszen p* —3p—3 = 0 miatt ebbdl 3 | p adédna, amibsl p = 3, de 27—9—3 # 0.
Masodik esetben a p*+p?—3p—3 = ¢ egyenletnek kell teljesiilnie valamilyen p # ¢ primekre.
Ha p = 2, akkor ¢ = 3 megoldas, igy a = 1, A = 6, aminek valéban négy darab osztoja
van. Ha p > 2, akkor a p® +p* —3p—3 = (p+1)(p? — 3) szorzatban mindkét tényezs egynél
nagyobb, tehat nem lehet prim. Igy a feladat egyetlen megoldasa p = 2.

2.2.7. Feladat
Melyek azok az n pozitiv egészek, amelyekre teljesiil, hogy barmely ¢ | n-re d(t) | d(n)?

(45th Austrian Mathematical Olympiad, 2014)
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Megoldas

Az els6 husz pozitiv egészt megvizsgalva az n =1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17,
19 értékek adddnak megoldasként. Azt persze azonnal igazolhatjuk, hogy a primszamok
megoldéasok lesznek, hiszen ha n = p, akkor a két trivialis osztora d(1) | d(p) és d(p) | d(p)
fennéll. Az Gsszetett szamok kozil a 6, 10, 14 és a 15 megoldas, a 8, 9, 12 és a 18 nem. A
primtényezds felbontésokat Gsszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy a megoldasként kapott
Osszetett szamok négyzetmentesek. Megfogalmazhatjuk azt a sejtést, hogy a megoldhatosag

sziikséges és elégséges feltétele az, hogy n négyzetmentes legyen. Az elégségesség konnyen
k

igazolhato: ha n = H pi, akkor d(n) = 2*. Ekkor n barmely 1-nél nagyobb t osztdja
i=1
kiilonboz6 primek szorzata (megengedve az egytényezds szorzatot is), tehat barmely ¢ | n-

re d(t) egy d(n)-nél nem nagyobb kettShatvany, ami igy biztosan osztoja d(n) = 2* -nak.

A sziikségesség igazolasahoz térjiink vissza azokhoz az Osszetett szamokhoz, amik nem
voltak megoldasai az eredeti feladatnak, és nézziik meg, melyik osztokkal van probléma:
n=8=2%esetén t = 4 = 2%-ra d(4) { d(8), hiszen 31 4; n =9 = 3% esetén t = 3 = 3'-re
d(3) 1 d(9), mivel 2  3;n = 12 = 22 -3 esetén t = 6 = 2 - 3-ra d(6) 1 d(12), hiszen
446;n=16=2"esetén t = 8 = 23-ra d(8)  d(16), mert 4 15 és végiill han =18 = 2. 3%
akkor t = 6 = 2 - 3-ra d(6) t d(18), mivel 41 6. Han = 2°-11-97, akkor t = 2% - 11 - 97-re
biztosan nem teljesiilhet, hogy d(t) | d(n), hiszen 5-2-246-2-2, mert 51 6.

Ilyen el6készités utén a sziikségességet kontrapozicioval bizonyitjuk, tehat azt igazoljuk,
hogy ha n nem négyzetmentes, akkor létezik olyan t | n, amelyre d(¢) 1 d(n). Ha n nem

négyzetmentes, azaz n = q" - H p;**, ahol q és p;-k kiillonb6z8 primek, v > 2, és o; € N,

7

akkor d(n) = (y+1) - H (a; +1). Legyen t = ¢! - pr‘i, ekkor d(t) = - H (o +1).

A d(t) | d(n) relacio pontosan akkor teljesiil, ha 7 | v 4+ 1, ami nem allhat fenn, ha v > 2.

Ezt a problémét érdemes meggondolni az osztok szama helyett az osztok Osszege flige-
vényre is. A kisérlet pontosan ugyanazzal az eredménnyel zarulna, mint az eléz8 prob-
léma soran: azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre barmely ¢ | n-re o(t) | o(n), a

négyzetmentes szamok. Az elégségesség ismét konnyen igazolhatd: ha n = H pi, akkor

)
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o(n) = H (pi +1). Ekkor n barmely 1-nél nagyobb t osztdja kiilonb6zs primek szorzata

(megengeldve az egytényezds szorzatot is), tehat barmely ¢ | n-re o(t) a o(n) szorzatalak-
jaban szerepld tényezdk koziil valahanynak a szorzata, igy biztosan osztdja o(n)-nek. A
sziikségesség igazoldsdhoz ismét visszatérhetiink azokhoz az 6sszetett szamokhoz, amik nem
megoldasai a feladatnak, és megallapithatjuk, hogy azokkal az osztokkal biztosan problé-
ma van, amikkel az el6z6 példaban: példaul ha n = 18 = 2- 3%, akkor t = 6 = 2 - 3-ra
o(6) 1 o(18), hiszen (1 +2)- (1 +3) 4 (1 +2)- (1 + 3+ 3?), mert (1+3) 4 (1 + 3 + 3?).

Ha n nem négyzetmentes, azaz n = ¢ - H p;%*, ahol g és p;-k kiillonb6z6 primek,

q'y+1 -1 ’ p{li-i-l -1
v > 2, illetve a; € N, akkor o(n) = Y1 prl Legyen t = ¢"~1 - sz’ai,
¢ -1 ot -1

ekkor o(t) = 1 1:[ T A o(t) | o(n) relaci6 pontosan akkor teljesiil, ha
] g—1

¢’ — 1] ¢ — 1, ami nem allhat fenn, ha v > 2, hiszen o1 q+— T ami csak
q’ — q’ —

v =1 esetén lehetne egész.

Ugyanezt a probléméat az Euler-féle p-fiiggvényre is megvizsgéaljuk. Mivel minden a | b-

re o(a) | p(b) teljesiil, ebben az esetben barmely pozitiv egész megoldasa a feladatnak.

Végiil a kiilonboz6 primosztok, illetve a primosztok szama fliggvény esetén is érdemes
megkeresni a megoldéasokat. Mivel barmely n pozitiv egészre 1 | n, de w(1) = Q(1) =0
nem lehet osztoja n > 1 esetén az w(n)-nek, illetve az Q(n)-nek, igy itt a feladatot a
kovetkezsképpen kell atfogalmaznunk: melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre
teljesiil, hogy barmely 1-nél nagyobb ¢ | n-re w(t) | w(n), illetve Q(t) | 2(n). A megoldas
alapja mindkét esetben ugyanaz: legyen w(n) = k, illetve Q(n) = k, mikézben k£ > 2. A
t > 1 osztot képezziik tgy, hogy az n kanonikus alakjaban szerepld primhatvanyok, illetve
primek koziil elhagyunk egyet. Az igy kapott ¢ osztéra w(t) = k—1, illetve Q(t) = k—1, ahol
E—1>1,igy w(t) | w(n), illetve Q(t) | 2(n) nem teljesiilhet. Tehat a megoldhatésagnak
sziikséges feltétele, hogy w(n) < 2, illetve az Q(n) < 2 fennalljon. Ez elégséges feltétele is,
hiszen ha t | n, akkor w(t) < w(n), illetve Q(t) < Q(n).
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Ez a feladat jol mutatja, hogy egy probléma kiilénbo6zé varidnsai esetén olykor mennyire
hasonlo, néha pedig mennyire eltéré eredményeket kaphatunk. A gyerekek szamara is hasz-
nos, ha latjék, hogyan alakul egy probléma, megtapasztaljdk a matematikai altalanositas

folyamatét.

Az alabbi két feladat diofantikus egyenletre vezet:

2.2.8. Feladat
Melyek azok a pozitiv természetes szamok, amelyek reciprokanak tizedes tort alakja véges,

és a szam kobének 7-szer annyi osztdja van, mint magénak a szamnak?

(Arany Déaniel Matematikai Tanuléverseny 2015/16, Kezddk II. kategoria, I11. fordulo)

Megoldas

Az n pozitiv egész reciprokanak tizedes tort alakja pontosan akkor véges, han = 2255,
ahol a, 8 € N. A szbveg alapjan a (3a+ 1)(38 + 1) = T(a + 1)(8 + 1) egyenletet kell
megoldani, amibdl rendezés és szorzattéa alakitas utan az (o — 2)(8 — 2) = 7 adodik, igy
a megoldasok: a; = 9,6, = 3, azaz n; = 2° - 5% = 64000, illetve apy = 3,6, = 9, azaz
ny = 23 5% = 15625 000.

Olyan feladattal, amelyben a keresett pozitiv egésznek két kiillonbozd primosztoja van,
és az osztok szémara vonatkozo informécié egy diofantikus egyenlet megoldasara vezet,
tankonyvben szerepld feladatok kozott is talalkozhatunk ([8] 69.0./6.). Az alabbi feladat is
ilyen probléméra vezet, és ebben ismét hasznaljuk a korabban mar emlitett stratégiat az
osztok parokba allitasarol.

2.2.9. Feladat
Adott az n = 2%- 37 szam («, 8 € Z7). Hatérozzuk meg o és 3 értékét, ha tudjuk, hogy az

n? szamnak 2020 darab olyan osztdja van, mely kisebb n-nél és nem osztéja n -nek.

(Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny 2012/13, Kezddk I. kategéria, II. fordulé

nyoman)
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Megoldas

A feladatban annak, hogy n primtényezas felbontasdban melyik két prim szerepel, nincs
jelentdsége, csak annak, hogy w(n) = 2. Legyen n = p® - ¢”, ahol p és ¢ kiilonbozs primek,
valamint o, 8 € ZT. Az n? szam n-t6] kiilonboz6 osztoinak osztoparokba rendezése azt adja,

hogy barmely osztoparban az egyik oszt6 kisebb, mint n, a parja nagyobb, mint n. Igy az n-
2a+1)(268+1)—1
5 :

t61 kiilonb6z6 osztok fele olyan, ami kisebb, mint n, tehat ezek szama

Ezek koziil azok szama, amelyek n-nek is osztoi (a+ 1)(5 + 1).

Tehéat a megoldandé egyenlet:

(20 +1)(28+1) —1
2

(a+1)(B+1) = 2020,

amibdl rendezés utdn « - f = 2021 adodik. Ez az egyenlGség négy szampar esetén teljesiil,
mivel 2021 = 43-47, igy a megoldasok: n; = 2132921 n, = 243.347 n, = 247.3%3 valamint

ng = 22021 . 31.

A feladat 2020 helyett persze barmilyen évszammal kitiizhets, a megoldésok szama

d(évszam + 1) -gyel egyenld.

A versenyen kittizott feladat a kovetkezSképp hangzott: Tudjuk, hogy n = 230 . 329,

Hany olyan pozitiv osztdja van az n? szamnak, mely kisebb n-nél és nem osztéja n-nek?

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok feladatai kozott is talalkozhatunk olyan
feladatokkal, amelyekben az osztok szama fiiggvény szerepel, ezekbdl is bemutatunk né-
hényat a rég-, illetve a kozelmultbol. A tagozatos didkok szamara a KoMalL jol ismert,
de valoészintileg a tanulok nem bongésznek milt szazadban vagy azt megel6z6en megje-
lent problémék kozott, igy egy ,régebbi” feladat nem csak matematikai érdekesség lehet
szamukra, de van, amelyiknek akar a nyelvezete is kihivast jelenthet, illetve van, hogy a

feladat szerzd@je miatt is érdemes egy-két feladatot bemutatni a didkoknak.
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2.2.10. Feladat
Az alabbi feladat 1936-ban jelent meg:

1227. Legyen n oly péros sz&m, mely 2-nek éppen gz r-ik hatvinydval
ogzthetd. Bizonyitsuk be, hopy z azon pfiros oszléinak szdme, smelyeknek
konjugéltjuk is paros

1
r.iru}—d[zr-__;l]

mhol a o ) jel ez § szdm osztOinak szdmét |elent], az oszték kizé szdmitva
1-at €5 s-el is Turdn.

Megoldas

Egy o0szt6 konjugéltjan az osztoparjat értjiik. Han = 2" - s, ahol (s,2) =1 ésr € Z7,
akkor azok a paros osztok, amelyeknek az osztoparja is paros 2% - ¢ alakuak, ahol ¢ | s
és 1 < a <r—1. Ezek szama (r — 1) - d(s). Azt kell igazolnunk, hogy ez megegyezik a
megadott kiilonbséggel:

d(n)—d (221) = (r41)-d(s)—d(2s) = (r+1—d(2))-d(s) = (r+1—2)-d(s) = (r—1)-d(s).

A feladat tetszGleges p primre altalanosithaté: ha az n pozitiv egész p-nek pontosan az

r-dik hatvanyaval oszthato, akkor azoknak a p-vel oszthaté osztoknak a szama, amelyeknek

a konjugéltja is p-vel oszthato d(n) — d (Ll) -val egyenld.
P

A d(n) = 1(2) & n = k? tétellel kapcsolatos egzotikus feladat a kézelmualtbol (a tétel
alkalmazasat latjuk még a 2.2.14. és a 2.2.15. Feladatban):

2.2.11. Feladat

Az n pozitiv egész szamot egzotikusnak nevezziik, ha oszthato a pozitiv osztoinak szamaval.
Bizonyitsuk be a kovetkezé allitasokat:

a) Ha egy egzotikus szam péaratlan, akkor ez a szam négyzetszam.

b) Végtelen sok egzotikus szam van.

(KéMalL B.4651.)
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Megoldas

a) Egy paratlan szam minden osztéja paratlan, igy ha egy n pozitiv egész szam egzo-
tikus, akkor ebbdl az kovetkezik, hogy d(n) paratlan, ami ekvivalens a bizonyitani kivant

allitassal.

b) Példaul az n = pP~! alakt szdmok barmely p prim esetén egzotikusak.

A kovetkezd négy feladatban valamiféle becslés sziikséges:

2.2.12. Feladat
Jelolje d(n) az n pozitiv egész szam pozitiv osztéinak a szamat. Hatarozzuk meg azokat az

n szémokat, amelyekre d(n®) =5 - d(n).

(KéMalL B.4582.)

Megoldas

Legyen n kanonikus alakja: n = sz , ahol p; -k kiilonb6z6 primek és minden 7-re

7

«; € 77" (ez feltehetd, hiszen n = 1 nem megoldas). Ekkor a H 3a;+1)=5- H a; + 1)

30[1—1-1
ozz+1

egyenlet megoldasait keressiik. Rendezés utan a H = 5 egyenlet adodik. Mivel

Bai+1 _ et -2 2

a+1 a; + 1 B
tényezd értéke legalabb 2 és klsebb mint 3. Ebbdl az kovetkezik, hogy a szorzat értéke
3061 +1 3@2 +1

o1 + 1 Qo + 1
rendezve (2a;5 — 1) - (2a2 — 1) = 5 adodik, aminek az (1; 3) és a (3; 1) szampéarok a

és a; > 1, ezért a bal oldali szorzatban minden

csak akkor lehet 5, ha a tényez6k darabszama ketts. A = 5 egyenletet

megoldésai, azaz a megoldasok kanonikus alakja n = p - ¢*, ahol p és ¢ kiilonb6z6 primek.

Ezt a feladatot meggondolhatjuk az egyenletben szereplé konstans szorzo értékét 6-ra
vagy 7-re valtoztatva is, el6bbi esetben nem kapunk megoldést, utobbi esetben n kanonikus

alakjara n = p3 - ¢ adodik, ahol p és ¢ kiilonb6z6 primek.
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2.2.13. Feladat
n

Adjuk meg az Gsszes pozitiv egészt, amelyre d(n) = 3

(Canadian Mathematical Olympiad, 1992)

Megoldas

n n
Az n pozitiv egész 3 -nél nagyobb osztoinak szama legfeljebb négy, vagyis d(n) < 5 +4,

amibdl % < %—1-4, igy n < 30. Tehat ha az egyenletnek létezik megoldasa, akkor az a 3-nak
olyan tobbszorose, ami nem nagyobb, mint 30. Ezek koziil ny = 9, ny = 18 és ng = 24

esetén teljesiil az egyenlet.

Bemutatunk egy maésik lehet&séget is a bizonyitasra, amelyben sziikségiink lesz az alabbi
harom allitasra:

(i) §+1<2°7% ha d > 3 egész;

(i) §+1 < 3°~! ha § > 2 egész;

(iii) 0 + 1 < ¢° barmely § > 0 egészre, ha ¢ > 5.

Bizonyitas

Mindharom allitas egyszertien adodik ¢ szerinti teljes indukcioval, ezt nem részletezziik,
helyette a binomialis tételen alapuld becsléseket hasznalunk:

()22 =(14+1)°1>14+(—-1)+1=6+1,had > 3;

(i) 3 1=(1+2°1>1+(0—-1)2=20—-1>6+1,had>2;

(iii) @ >5° = (1+4)°>1+85-4>0+1,had >0

Megjegyezziik, hogy (ii)-t (i) felhasznalasaval is igazolhatjuk: ha § = 3, akkor 4 < 3*~1 =9
valéban fennall, ha § > 3, akkor § + 1 < 27! < 3°~! miatt az egyenl6tlenség valoban

teljestil.

Legyen n kanonikus alakja n = 3% - s, ahol (s,3) = 1 és a € Z" (hiszen a feltételbsl
kovetkezik, hogy 3|n). Ekkor 3(a+1)-d(s) = 3%-s, amit 3-mal osztva (a+1)-d(s) = 3715
adodik. Tekintve, hogy d(s) < s, ha s > 2, ezért ha létezik az egyenletnek megoldasa, akkor
(ii) miatt o« < 2 vagy s = 1 vagy s = 2. Ha s = 1 vagy s = 2, akkor a = 2, és forditva,
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azaz n; = 9 és ny = 18 megoldésa az egyenletnek. Ha av = 1, akkor 2d(s) = s, amibdl 2 | s.
Legyen s kanonikus alakja s = 27 - qu , ahol B € Z", ¢;-k kiilonbozé 3-nal nagyobb

i

primek és v; € N. Ezt visszahelyettesitve (54 1) - H (vi+1) =21 H q;" adodik. Ebbol

(1) és (iii) alapjan f < 3. A ) = 1 és [y = 2 esetek nem adhatnak megoldast, hiszen
ekkor a bal oldal elsé esetben paros, mésodik esetben oszthaté 3-mal, ami ellentmondas.

Ha (3 = 3, akkor (iii) miatt az egyenldség csak akkor allhat fenn, ha H q;" az lires szorzat.

Ebbdl az ng = 23 - 3 megoldas adodik.

Tehét a feladatnak 6sszesen hdrom megoldasa van: ny = 9, ny = 18 és nz = 24.

2.2.14. Feladat
Jelolje d(n) az n > 0 egész szam pozitiv osztéinak a szaméat. Tegyiik fel, hogy d(k)? = d(k*).
Bizonyitsuk be, hogy alkalmas j > 0 egészre d(k) = 37.

(Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2019/20. III. kategoria, I. fordul6)

Megoldas

Mivel k% négyzetszam, igy a jobb oldal paratlan, amib6l az kovetkezik, hogy d(k) is
paratlan, tehat k£ négyzetszam. A k = 1 megoldas, hiszen ekkor az egyenlet mindkét oldala
1-gyel egyenld, j-re pedig j = 0 adodik, mivel d(1) = 1. Legyen k& > 1 kanonikus alakja
k=]]»;", ahol p; -k kiilonboz6 primek és a; € Z*. Ebbél [ [ (205 +1)* = [ (8a; + 1)

J J J
adodik. Mivel (2o + 1)* = 4aj 4 4a; + 1 > 4a; +4a; + 1 = 8a; + 1, ha oy > 1, gy
az adodik, hogy minden j-re a; = 1 (ekkor 32 = 8 + 1 val6ban fennall), azaz k = Hp?,
J
amibdl d(k) = 37, tehat az alkalmas j nem mas, mint j = w(k).

2.2.15. Feladat

Adjuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre n = d(n)?2.

(Canadian Mathematical Olympiad, 1999)
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Megoldas

20;

Ha n négyzetszam, akkor d(n) péaratlan, amibdl n = H p;~t, ahol p;-k kiilonb6z6

)

paratlan primek és «; € N. Ekkor a H pr = H (2a;; + 1)? egyenlet adodik, ami ekvivalens
a H Pyt = H (2c; + 1) egyenlettel. Ha p; > 5, akkor p > 2q; + 1, hiszen a binomialis

tételbsl: (1 + (p; — 1))% > 1+ (p; — 1) - a; > 1+ 4oy > 2a; + 1. Ha p; = 3, akkor
3% > 2a+ 1, ha a > 1 a binomidlis tétel ismételt alkalmazasaval. Tehat ha az egyenletnek
létezik megoldasa, akkor az csak a; = 0, azaz n; = 1, illetve ag = 1, azaz ny = 9 lehet.

Visszahelyettesitéssel meggy6zddhetiink arrél, hogy ezek valoban megoldésai a feladatnak.

2.2.2. Az osztok szorzata

Az osztok szama fiiggvény tanitasakor érdemes foglalkozni azzal is, hogy az n pozitiv
egész szam osztoinak szorzata (y/n)%™ -el egyenls. Ezt szintén az osztok osztéoparokba
rendezésével bizonyitjuk. Ehhez kapcsolodik az alabbi két feladat (és a 2.2.22. Feladat is):

2.2.16. Feladat
Az N pozitiv egész szam pozitiv osztoinak a szorzata 3°%. Hatarozzuk meg az N szam

utols6 szamjegyét!

(Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny 2011/12, Kezddk 1. kategoria, 1. forduld)

Megoldas

Az altalanositast oldjuk meg: ha N osztoinak szorzata primhatvany, akkor N maga is
ennek a primnek a hatvanya. Tehat ha d(N) = p® valamely p primre és o € Z* kitevdre,
akkor N = p?, valamilyen 0 < 8 < « egész kitevére, és forditva. Ekkor d(N) = 8 + 1,

1
tehat az osztok szorzata p2?+1) _gvel egyenls. Azaz barmilyen 5 B(B+ 1) alaki szamot is

1
valasszunk kitevének, a feladatnak lesz megoldasa. A kittizott feladatban 3 B(B+1) =595

és p = 3, igy a megoldas N = 334, amelynek utols6 szamjegye 9.
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Ennek a tipust feladatnak egy nehezebb véltozatat talaljuk egy feladatgytjteményben:

2.2.17. Feladat

Mely n-re lesz n Osszes pozitiv osztoinak szorzata 2120 . 360 . 5907

(Roka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébdl, 21.0./118.)

Megoldas

Ha n osztoinak szorzata harom primhatvany szorzata, akkor m kanonikus alakjaban
is pontosan ezek a primek szerepelnek, legyen n = 2% - 3% . 57, ahol a, 3,7 € Z*. Ekkor
d(n) = (a + 1)(8 + 1)(y + 1), az osztok szorzata (2 - 3% - 57)24M el egyenld, amib6l az
alabbi egyenletrendszer adodik:

(1) 120 = la(a+1)(B+1)(v+1)
(2) 60 = gBla+)(B+1)(v+1)
(3) 90 = Fyla+1(B+1)(y+1).

Az egyenleteket 2-vel szorozva adodik, hogy az (o + 1)(8 + 1)(y + 1) szorzat osztoja
(240,120, 180) = 60-nak. A 60 azon oszto6i, amelyek harom 1-nél nagyobb tényezd szor-
zataként irhatoak: 12, 20, 30 és 60. Tehat maximum ezt a négy lehetéséget kell kiprobal-
nunk. Csak abban az esetben kapunk megoldast, ha (« 4+ 1)(8 + 1)(y + 1) = 60, azaz
a=4,3=2,v=23. Tehat n =2*.3%.53 a feladat egyetlen megoldasa.

2.2.18. Feladat
Legyen az 1024 Gsszes pozitiv osztdinak Osszege a, az 1024 Osszes pozitiv osztoinak szorzata

pedig b. Melyik igaz az alabbi egyenlGségek koziil?

A)(a—1)>=b B) (a+1)° =b CYa®~1=0b D)a’+1=1b E)a® =b

(Nemzetkézi Kenguru Matematikaverseny 2019, 11-12. osztalyosok versenye)
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Megoldas

Mivel @ = 211 — 1 és b = 2°°, a helyes valasz: B.

2.2.3. Az osztok Osszege
Az alabbi egy egyszert, a o-fliggvény értékkészletére vonatkozo feladat:

2.2.19. Feladat

Oldjuk meg az alabbi egyenletet a pozitiv egész szamok halmazéan: o(n) - d(n) = 96.

(49th Austrian Mathematical Olympiad, 2018)

Megoldas

Mivel 96 = 2° - 3, igy o(n) értéke egy kettShatviny vagy annak haromszorosa. An-
nak sziikséges és elégséges feltétele, hogy o(n) kettShatvany legyen, az, hogy n kiilonbo-
z6 Mersenne-primek szorzata. Ha n kiilonb6zs (Mersenne-)primek szorzata, akkor d(n)
is kett6hatvany, ami ellentmondasra vezet, hiszen a 96 oszthato 3-mal is. Tehat o(n) egy
kettShatvany haromszorosa, azaz 6t esetet kell megvizsgalni (illetve ha d(n) < o(n) -et is ki-
hasznaljuk, akkor csak harmat). Ezek koziil két esetben kapunk megoldést: ha o(n) = 23-3,
akkor n; = 2-7-re és nyg = 3-5-re d(n) = 2% ha o(n) = 2! - 3, akkor ng = 47-re d(n) = 2,

igy a feladatnak ez a harom megoldasa van.
A kovetkezd probléméban egy konstrukeios feladatot is talalunk:

2.2.20. Feladat
Az n pozitiv egészt maganyosnak nevezziik, ha nem létezik olyan m # n pozitiv egész,

amire o_1(n) = o_1(m), ahol o_1(n) az n osztoinak reciprokosszegét jeloli. Bizonyitsuk be,

hogy
a) minden prim magéanyos;

b) végtelen sok pozitiv egész létezik, ami nem magéanyos.

(Team Selection Tests for the Junior Balkan Mathematical Olympiad, 2011)
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Megoldas

Ahogy azt a 2.1. pontban targyaltuk, o_1(n) = @.
n

a) Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan p prim, amelyre a o_1(p) = o_1(m) egyenlet

p+1l _ o(m

teljesiil valamilyen m # p-re. Ez a egyenlettel ekvivalens, amibél rendezés

P m
utan (p + 1)m = p - o(m) adodik. Tekintve, hogy (p,p + 1) = 1, és a jobb oldal oszthato
p-vel, igy p | m. Legyen m kanonikus alakja: m = p® - k, ahol a € Z* és (p, k) = 1.

Ezt visszahelyettesitve az egyenletbe, majd osztva p-vel és felhasznalva a multiplikativ

a+1l
b T o(k) egyenlet adodik. Mindkét oldalt (p — 1) -

gyel szorozva a (p**t — p*~ 1) - k = (p*™! — 1) - o(k) egyenléségnek kellene teljesiilnie. Ha

tulajdonsagot a (p + 1)p*~ ' - k =

a > 1, akkor barmely p primre p®t! —p*~! < p®*tl —1 és kdzben barmely k pozitiv egészre
k < o(k), tehat a bal oldal biztosan kisebb, mint a jobb oldal. Kévetkezésképp, ha van

megoldas, akkor a = 1, igy £ = 1, amib6l m = p adodik, ami azonban ellentmondas.

o(n)

b) A o_1(n) = . egyenldség miatt a o_i(n) fliggvény multiplikativ. Ha m # n to-

kéletes szamok (példaul n = 6 és m = 28), akkor o_1(n) = o_1(m) = 2. Ebbdl és a
multiplikativitasbol kovetkezik, hogy barmilyen hozzajuk relativ prim k pozitiv egészt vé-
ve 0_1(kn) = o_1(km). llyen k pozitiv egész pedig biztosan végtelen sok van, példaul
k= 5% ahol o € Z™.

Az alabbi két feladatot becsléssel oldjuk meg:

2.2.21. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely n > 1 paratlan szdmra teljesiil a 0(n)? < n* egyenl6tlenség.

(Hojoo Lee: Problems in Elementary Number Theory)

Megoldas

Az egyenl6tlenség a o -fiiggvény multiplikativitasa miatt valoban barmely n > 1 pa-

ratlan szamra teljesiil, ha igazoljuk, hogy minden p > 2 és a € Z*-ra (o(p®))? < (p®)*.
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a+1l 1 3
A (p—l) < p*® egyenl6tlenséget rendezve (p*t! — 1)3 < (p — 1)3 - p'® adodik.
p p—
A bal oldalon minden p-re (p*™ — 1)3 < (p®™1)3. Megmutatjuk, hogy a jobb oldalra
(p™)3 < (p— 1) - p*, ha p > 2. Ha mindkét oldalt (p® - (p — 1))-nel elosztjuk, a
3 3
3 27

Ll) < p* egyenlétlenség adodik. A bal oldal értéke legfeljebb 3) =g ® jobb

p R
oldal ennél nagyobb, ha p® > 3. Azt az egy esetet, amikor p = 3 és o = 1 kiilén megvizsgal-
juk: (0(3))? < 3* teljesiil, hiszen 64 < 81. Tehat valéban barmilyen paratlan primhatvényra
teljesiil az egyenlStlenség, igy a multiplikativitast felhasznalva adodik, hogy a o(n)? < n?

egyenlGtlenség barmilyen n > 1 paratlan szdmra fennéall.

2.2.22. Feladat
Legyen n egynél nagyobb természetes szam. Jelolje n pozitiv osztoinak szamat d(n), dssze-
gét pedig o(n). Mutassuk meg, hogy o(n) > d(n)/n.

(KéMalL B.4990.)

Megoldas

Ez a feladat az osztokra felirt szamtani, mértani kozép kozotti egyenlStlenséghbdl és

abbol kovetkezik, amit az osztok szorzatara a 2.2.2. pont bevezetésében megfogalmaztunk:

d(n)/(\/ﬁ)d(n) < %7 azaz

a(n)

< —=.

VIS )
Az egyenlGség nem allhat fenn, hiszen ha n > 1, akkor nem lehet minden oszt6ja egyenld,
igy a kozepek kozotti egyenlStlenség szigoru, tehat d(n)-nel valo szorzés utan adodik a

bizonyitani kivant allitas: d(n)y/n < o(n).

2.2.23. Feladat
Nevezziink harom, nem feltétlen kiillonb6z6, 1-nél nagyobb egészt baratsagos szamhérmas-

nak, ha barmely kett§ énmaganél kisebb pozitiv osztéinak az Osszege a harmadik szam.
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Hatéarozzuk meg az Osszes olyan baratsédgos szamharmast, amelyben a(z egyik) legnagyobb

Szam pPAaros.

(Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Verseny 2004/05, I11. kategoéria, 1. fordul6)

Megoldas

Ha az 1 < x <y < z egész szamokra

(1) olx)—x+oy)—y = =
(2) oly) —y+to(z)—2z = z ,

(3) o(z)—z+4o0(x)—z =y

akkor a harom egyenletet Osszeadva, rendezve és (1)-be helyettesitve a 20(2) = x +y + =
osszefliggeés adodik. A feltétel szerint z paros, legyen z = 2s, ahol s € Z*. Ha s > 2, akkor
0(z) > 142+ s+ 2s, azaz x +y > 2z + 6. Ez az egyenl6tlenség azonban csak ugy allhat
fenn, hogy = és y koziil legalabb az egyik valtozo értéke minimum z + 3, ami ellentmond
annak, hogy z a szamharmas egyik legnagyobb tagja. Tehat s = 1 vagy s = 2. Ha s = 1,
akkor z = 2, amib6l x = y = 2. Abban az esetben, ha s = 2, azaz z = 4, nem létezik

alkalmas x és y. Tehat egyetlen a feltételeknek eleget tevs baratsagos szamhéarmas van, az
(7395 2) = (2;2;2).
2.2.4. Az Euler-féle ¢-fiiggvény

2.2.24. Feladat
Egy KoMalL-feladat 1894-bdl, amelyet a nyelvezete miatt mindenképp érdemes megmutatni

a tanuloknak:

Hatdroztassék mez x azon foltételhdl, hogy az 5t alahn egénz azimat
7812500 szdm eldzl meg, melyeknek % -nel kizos osztdjuk nines.
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Megoldas

Azoknak az 5%-nél kisebb pozitiv egészeknek a szama, amelyeknek az 5% -nel nincsen
(1-nél nagyobb) kozos osztojuk: ¢(5%) = 4571 (z > 1). A 4571 = 7812500 egyenlet

megoldasa z = 10.

2.2.25. Feladat
Egy masik KoMal-feladat 1934-b&l Erdés Paltol:

089, Jelentsen n pdratlan sedmot Moiassuk meg, hogy abany m-hez
relativ prim seém van az #-nél kisebb szdmok kdebit, ngyanannyl Zn-hez

relativ prim szdm wan 8 2w-nél kisebbek kizott. Erdds Fdl.

Megoldas

Atfogalmazva az allitast, azt kell igazolni, hogy ha n pératlan, akkor ¢(n) = ¢(2n). Ez

a multiplikativitasbol azonnal kévetkezik. A lapban kozolt megoldas:

MegoldAs. Legven r egy m-nél kisebb szédm, mely n-hez relafly
prim =%, #) ~ 1* Ha = péraflen szdm, akkor sgyszersmiond (z, 2m) ~.1; de
ha z paros, akkor (r,2n) ~ 2. Azonhan most x 4 x» piratien és fz J-n, 2n) ~ 1]
tehaf vagy & vagy z-+mn a Zr-hez relativ prim.

Ezekkel mzunban kimeritettliik a 2r-hez relall+ prim szdmokat; mert ha
™" 87 n-hes nem relativ prim, akkor sem z, sem y |+ 7w nem relativ prfm m

2n-hez
Meglordiiva: ha {2 2r) ~—1, skkor =z paratlan &= (g = ~ 1. K&t esaf

Ishelsépges : 2 < n vagy ® <« 2 «= 2n. [Jiobhi esethen 2z —n az n-nél kisehbh ph-
ro8 sAm, Tty hogy (2—n, n) ~ 1.
Pulay Miklde (Bencés p. V1L o. Kdezeg.).

Megoldotidl: Burasch R., Csanadi Gy., Deuisch E.,, Erdd J.., Feny§ 1,
Holld Apnes, Eddir Gy. és Prezzmayer K, Semadam K., Szela T, Szaemblyi K.

n torzeezfm esetére mepgoldoitik : Gyopar L., Seheller K., ¥ilani F.

Az Euler-iéle o figgvénnyel megoldottik: Bohm I, Czégé I, Pohlence
A, Veas T., Walszleld E.

Egy egyszertibb, az osztok szama fiiggvénnyel kombinélt feladat:

2.2.26. Feladat

Karakterizaljuk az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre d(p(n)) = p, ahol p prim.

(artofproblemsolving.com nyoman)
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Megoldas

Ha p prim, akkor a d(m) = p egyenlet 6sszes megoldasa m = ¢P~! alakt, ahol ¢ prim. Ha
©(n) primhatvany, akkor csak 2-hatvéany lehet, mivel az 1-nél nagyobb (-értékek parosak.
A ¢(n) = 2% (ahol k pozitiv egész) egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha n = 27- H F;, ahol

7
v € N és F;-k kiilonb6z6 Fermat-primek (Fermat-primnek nevezziik az olyan primszamot,

amely egy 2-hatvanynal 1-gyel nagyobb).

Az alabbi problémét a Catalan-sejtést felhasznalva oldjuk meg. A Catalan-sejtés szerint
két teljes hatvany kiilonbsége egyetlen esetben lehet 1-gyel egyenls: 3% — 23 = 1 (a sejtés

megoldott, tovabbi ezzel kapcsolatos részletek a 83. oldalon).

2.2.27. Feladat
Bizonyitsuk be, hogy a o(p®) - ¢(p®) = 2* egyenlet (ahol p prim, a, x és k > 1 pozitiv
egészek) egyetlen megoldasa p =3, a =1,z =2, k = 3.

(Rakamazi Richard étlete nyoman)

Megoldas
Ha az egyenletet (p®™! —1)p

@=1 — 7% alakra hozzuk, a bal oldalon szerepls két tényezd

relativ prim, emiatt a megoldhatosag sziikséges és elégséges feltétele, hogy mindkét tényezd
kiilon-kiilén is k-dik hatvany legyen. Ha p**! — 1 = ¢¥ ¢és p*! = 2zF valamilyen y, 2
egészekre, akkor ebbdl a p**! — y* = 1 egyenlet adodik, ahol o +1 > 1 és k > 1. Ennek
a Catalan-sejtés miatt csak a p =3, a =1, y = 2, k = 3 a megoldésa, ebbdl kivetkezGen

z=11gy x =yz = 2.

Megjegyzés

A feladat egy részét a Catalan-sejtésre torténd hivatkozas nélkiil is meg tudjuk oldani. Azt
példaul, hogy a szorzat csak p = 3, @ = 1 esetén lehet 2-hatvany, konnyen igazolhatjuk.
Ez csak akkor teljesiilhet, ha mindkét tényezs 2-hatvany, de mivel p(p®) pontosan akkor 2-
hatvany o > 1 esetén, ha p = 2, a = 1 esetén pedig akkor, ha p Fermat-prim, és o(p®) ezen

esetek kozil csak p® = 3 mellett lesz 2-hatvany, igy az egyenletnek x = 2 esetén nincs mas
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megoldasa. Ha létezik x > 2 megoldas, akkor az a (-fiiggvény értékkészlete miatt persze
csak paros lehet. Ettdl fiiggetleniil megemlithetjiik a tanuloknak, hogy mig a o(n) = 2™
egyenlet Osszes megoldasat tudjuk karakterizalni, az is ismert, hogy nincs olyan m > 1

egész, amelyre a o(n) = 3™ egyenlet megoldhato lenne 14

A kovetkezd feladatban az Euler-Fermat-tételt alkalmazzuk:

2.2.28. Feladat
Hatérozzuk meg az Osszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre 190" 4290 1 4 pe()

és n relativ prim.

(Balkan Mathematical Olympiad Shortlisted Problems, 2016)

Megoldas

Az els6 14 pozitiv egészre megvizsgalva az allitast, azt tapasztaljuk, hogy ha n négy-
zetmentes, akkor az Gsszeg relativ prim n-hez, maskor viszont nem. Megmutatjuk, hogy
altalaban is igy van, tehat n és 19 4 290 4 ¥ akkor és csak akkor relativ pri-

mek, ha n = Hpi, ahol p;-k kiillonb6z8 primek (megengedve az iires szorzatot is, n = 1

megoldasa a feladatnak).

ElGszor az elégségességet vizsgaljuk: ha n > 1 és n = H pi, akkor ¢(n) = H(pl —1).

Megmutatjuk, hogy az n kanonikus alakjaban szerepld p; primek egyike sem osztdja az
1900 429 1 4 n#( Gsszegnek, amibdl kovetkezik, hogy az n-hez relativ prim. Tegyiik
fel indirekt, hogy n = H p; 6s az n valamely p primosztojara 190429 4 4ne() =0 (p).

Azok a tagok az 6sszeében, amelyek alapja p-nek tobbszorose, 0-val kongruensek mod p.
Azok a tagok pedig, amelyeknek alapja nem tobbszordse p-nek, azaz amelyeknek alapja
p-hez relativ prim, 1 maradékot adnak p-vel osztva. Ugyanis az Euler-Fermat-tétel szerint,
ha (a,p) = 1, akkor a?~! = 1 (p), ebbél és p—1 | p(n)-bdl kdvetkezGen ezek a tagok valoban

1-gyel kongruensek mod p. A 0 maradékot ad6 tagokbol n darab van, az 1 maradékot ado
p

117], 664.0., illetve [20], 176.0.
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tagok darabszama (p — 1)2, igy az Osszeg (—1)E—Vel kongruens mod p, ami nem lehet
p p
nulla, hiszen p t .
p
A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ prim, amelyre ¢ | n, megmu-
tatjuk, hogy ekkor 19(™ +2¢(M) ¢ 1+ n¢( = (q), tehit az dsszeg nem lehet n -hez relativ

prim. Ha ¢ | n, akkor o(q?) | p(n), azaz q(q — 1) | ¢(n). Az elé6z6ekben megfogalmazottak

szerint a mod ¢ 0-val kongruens tagok szama —, az 1-gyel kongruens tagok darabszéma
q

n
n——, ami ¢* | n miatt g-nak tobbszorose. Ha az 1 maradékot adé tagok darabszama g-nak
q

tobbszorose, akkor ezek Gsszege oszthato g-val. Igy 190" 4 29 4 4 n#(™ pem lehet

relativ prim n-hez.

Az alabbi feladatban a 2.2.13. Feladatban alkalmazott becslésekhez hasonlot kell hasznalni:

2.2.29. Feladat

Adjuk meg az Gsszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre ¢(n) = d(n).

(artofproblemsolving.com)

Megoldas
. U _ ()
Azt mutatjuk meg, hogy néhéany kivételtdl eltekintve p(n) > d(n). Legyen g(n) = m
n
A definiciobol kovetkezik, hogy g(n) multiplikativ (igy g(1) = 1, azaz n = 1 megoldasa a
feladatnak), tehat elég a primhatvanyokra megvizsgalni g(n) értékeit.
2 1
(i) g(2*) > 1, ha o > 4 egész, g(8) = 1,9(4) = 3 és g(2) = 7

(i) g(3%) > 2, ha B > 3 egész, g(9) =2 és g(3) = 1.
(iii) Ha ¢ > 5 prim, akkor ¢g(¢?) > 2, ha v > 2 egész vagy q > 5 és g(5b) = 2.

A szigori egyenlGtlenségek lényegében azonosak a 2.2.13. Feladat megoldasaban leveze-

tett (i)-(iil) egyenlStlenségekkel, de a konnyebb attekinthetdség kedvéért jra elvégezziik a
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bizonyitast a binomialis tétel segitségével:

()22 t=(14+1D*'>1+(a—1)+1=a+1, haa > 4 egész.
(ii)2-3°1=2-(1+2)1>2-(1+(8—-1)-2) =48 —-2>2(8+ 1), ha 8 > 3 egész.
(iii) (g — 1) > (¢—1)(1+ (g —1)(y = 1)) > 16y — 12 > 2(y + 1), és egyenlség csak
q =5 és v =1 esetén teljesiil.

Nézziik ezek alapjan a o(n) = d(n), azaz a g(n) = 1 egyenlet altalanos megoldésait.

Az sszes n = 2% - 37 alakii megoldas, amelyben a? + 32 > 0, (i) és (ii), valamint g(n)

multiplikativitasa alapjan n = 3,8,18 és 24. Legyen most n olyan megoldéds, amelynek

van 3-nal nagyobb primosztéja, azaz n = 2% - 37 . Hq?", ahol > 1, ¢; > 5. Ekkor
i=1

-1-2 =1, és egyenlGség csak az a« = 1,5 = 0 vagy 1,

N | —

g(n) = g(2*) - (3%) - Hg(qi”) >

=1
ésr=1,q1 = 5,71 = 1 esetben teljesiil, azaz n =2-5=10¢és2-3 -5 = 30.

Tehat az egyenlet 6sszes megoldasa: ny = 1, ng = 3, ng = 8, ng = 10, n5 = 18, ng = 24 és
ny = 30.
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3. fejezet

A kilonbozé maradékosztalyokba tarto-
z0 0sztok eloszlasanak osszehasonlitasa

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani egy szam kiillonb6z6

maradékosztalyokba tartozo osztoirol.

3.1. Paros és paratlan osztéok

A legegyszeriibb eset, ha egy szam péaros és paratlan osztoéit nézziik. Nyilvan feltehetjiik,

hogy maga a szam paros, igy legyen n = 27 - s, ahol (s,2) =1 és vy € Z™.

ElGszor a paros és paratlan osztok darabszamaval foglalkozunk. A paros osztok darab-

szama: d (g) = 7y - d(s), hiszen minden paros oszté egyértelmien eléall 2d alakban, ahol

d | g A péaratlan osztok darabszama d(s), hiszen d* | n < d* | s, ha d* = 1 (mod 2).
Tehat a paros és a paratlan osztok darabszaménak hanyadosa:

Yo

z|n
=0 (2)

i

z|n
z=1(2)

Ez a hanyados tetszéleges pozitiv egész értéket felvehet, és azt is latjuk, hogy barmelyik
értéket végtelen sok helyen felveszi (hiszen s primosztoit és azok kitevéit tetszélegesen
megvalaszthatjuk).

Az el6bbiekbdl az is kovetkezik, hogy a péaros és paratlan osztok darabszamanak kiilonbsége:

1= ) 1=(y—1)-d(s).

=0 (2) z=1(2)
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A kiilonbség csak abban az esetben egyenld 1-gyel, ha v = 2 és s = 1, azaz n = 4. A
péros és paratlan osztok darabszama akkor és csak akkor egyenld, tehat kiilonbségiik nulla,
ha 2 | n, és 4 1 n, ami az osztok osztoparokba csoportositasabol is konnyen adodik: ha
2 | n, és 4 1 n, akkor barmely osztoparban az egyik tag paros, a mésik paratlan (4 1 n-bél

kovetkezik, hogy n nem lehet négyzetszam), és forditva.

Ez a kiilonbség barmilyen nemnegativ egész értéket felvehet, és a képletbdl az is kovet-

kezik, hogy az 1 kivételével mindegyiket végtelen sokszor veszi fel.

Most attériink a paros és a paratlan osztok Osszegének vizsgalatara. A kanonikus alak-
bol a paros osztok osszege: (2 + 22 + ... +27) - o(s) = (277 — 2) - o(s), mig a paratlan
osztoké o(s), tehat a paros és a paratlan osztok Osszegének hanyadosa:

d o

z|n
=0 (2)

> ¢
z|n
z=1(2)

=Fl _ 9.

Lathatjuk, hogy ez a hanyados minden felvett értéket végtelen sokszor felvesz, és csak
azokat az értékeket veszi fel, amik egy kettGhatvanynal kettével kisebbek. Ebbdl példaul az
is kovetkezik, hogy egy szam paros és paratlan osztoinak osszege mindig kiilonb6z6 (hiszen
ezek hanyadosa egytdl kiilonb6zs).

A péros és a paratlan osztok kiilonbségére a fenti képletek hasznalataval kapjuk, hogy

Z r — Z = (27" —=3) 0(s).

z|n z|n
=0 (2) r=1(2)

A kiilonbség csak akkor egyenls 1-gyel, ha v =1 és s = 1, azaz n = 2, egyébként nagyobb
1-nél. Az, hogy egy 1-nél nagyobb értéket hanyszor kaphatunk meg eredményként, mar
valtozatosabb képet mutat. Az persze a kapott eredménybdl kovetkezik, hogy minden érték
csak véges sok kiilonbozd helyen allhat els, de példaul az 5 pontosan egyszer fordul el6 az
értékkeszletben, akkor ha 5 = 51, azaz n = 22 (valéban: ha n = 4, akkor a paros és

paratlan osztok Osszegének kiilonbsége: 2 +4 — 1 = 5), mig példaul a 13-at pontosan
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két helyen kapjuk: 13 = 13 -1 < n = 2% (a kiilonbség 2 + 4 + 8 — 1 = 13), illetve
13=1-13 & n=2"-32 (a killonbség 2+ 6+ 18 — 1 — 3 — 9 = 13).

Harmadik kérdéstink a paros és paratlan osztok reciprokosszegének vizsgalata. Nézziink

el6szor egy konkrét példat, irjuk fel n = 60-ra a reciprokosszegek hanyadosét:

i, 1,1, 1 4,1 4,1 4,1 1 30+15+10+645+34-2+1 a(30)
2+4+6+10+12+20+30+60_ 60 _ 60 _§
1,1, 1,4 1 - 15+5+3+1 = o5
1 + 3 + 5 + 15 15 15 4

Ebbél a szamolasbol kiindulva vizsgaljuk az altalanos esetet. Legyen n = 27 - s, ahol s
paratlan és v € Z%. Tekintsiik el6szor a szamlaloban a péaros osztok reciprokosszegét.
Mivel n paros, az Osszeghben szerepel tagként az —, igy a szamlaloban a koézos nevezd n.
Egy péros oszto n-re nézve vett komplementer osztoja 2¥ - s* alaki, ahol s* | s és 0 < v < vy
egész. Tehat a kozos nevezdre hozas utan az osszes ilyen alaku osztot kell 6sszeadnunk, ez

. , n i , , . .. , .
az 0sszeg éppen o <§> . A nevezGre attérve a paratlan osztok reciprokosszegében szerepelni

fog tagként az —, igy a nevezében a kozos nevezs s. A kozos nevezére hozas utan a paratlan
osztok s-re nézve vett komplementer osztoit kell sszeadnunk, ez az Gsszeg o(s)-sel egyenld.
Tehat a példa altaldnositasaként azt kapjuk, hogy a péaros és paratlan osztok reciprok-

Osszegének aranya:

; (%)

=0 (2)

K| —

(27=1)-0(s) s 20-1

Z l T a(s) a(s) E - 27
A

z|n
=1 (2)

Ugyanigy kapjuk a kiilénbségre:

S 1os 1 7)ol _Z Do) -2 el _ ol) _ _ols)

x n S 27 - s 27 - s n
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3.2. Kozvetlen altaldnositasok

A péros és paratlan osztok eloszlasdnak vizsgéalata utan természetes moédon meriil fel

a kérdés, hogy altalanosithatoak-e ezek a megfigyelések mas modulusokra is, és ha igen,

hogyan. Tetszbleges prim modulusra kénnyen altalanosithatdéak a megvizsgalt problémak:

barmely p prim modulusra a p-vel oszthatd és a p-vel nem oszthatd osztokat vizsgélva

igazolhatoak az alabbi allitasok a p = 2 eset mintajéra.

p prim és v € Z™.

Legyen n = p” - s, ahol (p, s) = 1,

Mivel Z 1 =+-d(s) és Z 1 = d(s), a darabszamokra a kévetkezs Osszefiiggéseket

z|n z|n

=0 (p) z#0 (p)
kapjuk:
2.1
z|n
=0 (p) o
- 7 9
> 1
z|n
z#£0 (p)
valamint

> 1= 1=0-1
\

xz|n z|n
z=0 (p) zZ0 (p)

Mivel Y @ =(p+p’+ - +p")-o(s) =
zzxc‘)?m
Osszegére vonatkozd formulak:

Zx

z|n 1
im0 P —p
- )
g T p—1
z|n
z#0 (p)

valamint

RS Lol

p—1

z|n z|n

=0 (p) zZ0 (p)
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. 1 s
Es végiil mivel Z - = = és - = Q , az o0sztok reciprokossze-

=0 (p) xZ0 (p)

gére vonatkozo képletek:

wzzillrép) _ pﬂf -1
3 L (p-1)p
z|n X
z#0 (p)
valamint
Z 1 2]9’y — p7+1 —1 O’(S)
=0 (p) I$0 (p)

Osszetett modulusra mar nem latszanak az el6zéekhez hasonlé esztétikus Gsszefiiggések.
Vizsgaljuk meg a kérdést példaul mod 6, legyen n kanonikus alakja n = 2% - 3% - s, ahol
(s,6) = 1 és o, 8 € N. Ekkor a hattal oszthat6 osztok szama: d <%) = aff - d(s), hiszen

minden hattal oszthato oszté egyértelmiien eléall 6 - d alakban, ahol d | 5 a hattal nem

oszthatod osztok szama a komplementermodszerrel (,,j6 = Osszes - rossz”): d(n) — d (%) =
(a+1D)(B+1)-d(s) —ap-d(s) = (a+ 4+ 1)-d(s). A hattal oszthatd osztok Osszegére
ab-o E), a hattal nem oszthatokéra a o(n) — 6 - o <E> Osszefiiggés adodik. Ezek a
megfontolasok természetesen a 6 helyett barmilyen Osszetett modulusra alkalmazhatoak,

de ezeknek az n kanonikus alakja alapjan felirt explicit forméja kevésbé jol hasznéalhato.
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3.3. Osztoék a +1 maradékosztalyokban

A felvetett kérdések egy mésik altalanositési lehetGségét adja, ha nem valamely modu-
lus szerinti nulla és nemnulla maradékosztalyokba es6 osztok eloszlasat vizsgaljuk, hanem
a nemnulla maradékosztalyokba es6k koziil bizonyosakat. A kovetkez6kben mod 3 fog-
juk vizsgalni az (1); és a (—1)3 maradékosztélyba tartozd osztok eloszlasat (amik ebben
az esetben az Gsszes nemnulla maradékosztaly). Megemlitjiik, hogy mar mod 5 ugyanez a
vizsgélat szamtalan nehézségbe titkozik, mert mig mod 3 két oszto szorzata csak egyfélekép-
pen adhat —1 maradékot, addig mod 5 ez tobbféleképpen adédhat, hiszen ekkor a trivialis
(—1) -1 = —1(5) kongruencian kiviil 2-2 = —1(5) és 3-3 = —1(5) is fennall. Néhany
kapcsolatot a nemnulla maradékosztalyokba es6 osztok kozott 3-nal nagyobb modulusra is
meg tudunk allapitani, példaul a 3.5. pont végén a mod 4 nemnulla maradékosztéalyokra

adodo Osszefiiggést.

A tovabbiakban tehat

> f@)

z|n

az Ry(n) = % hényadost és a D¢(n) = E flz) — Z f(z) kiilonbséget
z|n z=1(3) z=—1(3)
=1 (3)

1
vizsgaljuk, ahol f az f(x) =1, az f(x) = z, vagy az f(x) = — fiiggvény valamelyike.
T

Ezek a problémak elemi uton targyalhatoak, a problémafelvetés maga is kozépiskolai kor-
nyezetben természetesen adodd kérdés, és a megoldas sem igényel fels6bb matematikai
ismereteket.

Legyen n = 37-H q;“ - Hpjﬂj, ahol ¢; = —1 (3), p; = 1 (3) primek, és oy, 8,7 € N. Ekkor
i J

W—/W_/
A

B
n barmelyik nemnulla maradékosztalyba tartozo osztoja az AB szorzat osztdja, tehat:

Vr==+1(mod 3), z|n < z| AB.
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Ebbdl az kévetkezik, hogy az R;(n) hanyadost és a Dy(n) kiilonbséget elégséges a ha-

rommal nem oszthatd pozitiv egészekre megvizsgalni, tehat legyen n kanonikus alakja:
n= qu Hpjﬂﬂ ahol ¢; = —1 (3), p; =1 (3) primek, és a;, 5; € N.

W—/W_/
A B

A hanyados és a kiilonbség egy fontos tulajdonsagat igazoljuk:

3.3.1. Lemma

Legyen f multiplikativ fiiggvény, azaz f(ab) = f(a)f(b) minden olyan a,b pozitiv egészre,
amelyre (a,b) = 1. Ha n = qu Hp]ﬁﬂ, ahol ¢; = —1 (3), p; = 1 (3) primek, és

A B
a;, B; € N, akkor

> )

z|A
Riin) =222 & Dy(n) = flz) | - flx) — flx
£(n) S /@ £(n) %;() ;() Z; (z)

olA =1 (3) z=—1(3)
z=1(3)

Bizonyitas

Az 6sszes harommal osztva —1 maradékot ado oszto el6all z -y alakban, ahol x | A, z = —1
(mod 3) és y | B. Az (1); maradékosztalyba tartozo osztok pedig « - y alaktak, ahol = | A,
x =1 (mod 3), valamint y | B. Tekintve, hogy A minden x osztoja relativ prim B barmely
y osztojahoz, és f multiplikativ, igy f(zy) = f(x)f(y) barmilyen x | A, y | B szampérra.
Ezeket figyelembe véve a Z f(2) Osszeget kibontjuk:

z|n

2=—1(3)
Yoot =Y > flayy =) _fy): Y f(x), valamint
acEZ—‘?(B) viB zEm—‘IlA(Zi) uiB IEI—‘114(3)

D@ =D fay) =) ) > f)

1) uB 2% vlB o 3)
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A hanyadosra kapott képletet egyszertsités, a kiilonbségre kapott Osszefiiggést egy kiemelés
utan kapjuk.l

Hasznalni fogjuk az alabbi ekvivalens atfogalmazasokat:
3.3.2. Lemma
Ha f pozitiv értékd fiiggvény, azaz f(z) > 0, Vo € Dy-re, akkor

Ri(n) =1« D¢(n) =0, Ry(n) > 1< Ds(n) <0, és Ry(n) <1<« Dg(n) > 0.

Bizonyitas

Ez a 3.3.1 Lemméabdl és a pozitivitasbol kévetkezik.l

3.3.1. A kiilonb6z6 maradékosztalyokba tartozo osztok szamanak osszehasonli-
tasa

Elgszor tehat a d = +1 (mod 3) osztok darabszaménak eloszlasat vizsgaljuk. Mivel
ehhez az f(x) = 1 valasztasaval jutunk, igy a hanyadost és a kiilonbséget rendre R;(n)-
nel és D;(n)-nel fogjuk jelolni. Ahhoz, hogy ezeket vizsgéalni tudjuk, el6szor belatjuk a
kovetkez allitast:

3.3.3. Lemma
Ha n = H ¢;**, ahol ¢; = —1 (3) primek és «; € N, akkor
0 < n nem négyzetszam;

D1 (’I’L) =

1 < n négyzetszam.
Bizonyitas

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, ha n nem négyzetszam. Ekkor létezik legalabb egy olyan g;

primosztoja, amelynek o; kitevGje paratlan a primtényezds felbontédsban. Az n osztoit ugy
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fogjuk felsorolni, hogy parokba rendezziik azokat ¢; hatvanyai szerint: a par egyik tagja az

(1)3 maradékosztalyba, a mésik a (—1)3 tartozzon. Az alabbi listat készitjiik el:

=1 (3) = -1 (3)
g g
a;i—1 o

q]’j q]’j

Ha n primtényezés felbontésédban szerepel egy g¢;-t6l kiilonb6z6 ¢, prim, akkor a tovabbi
osztokat szintén a fenti szabély szerint soroljuk a két maradékosztéilyba, azaz az el6z6

tablazat minden elemét megszorozzuk ¢, hatvanyaival:

=1(3) =—-1(3) =1(3) = —1(3) =1(3) =-1(3)
1 aj G Gm O 0y
¢ @ G’ T 445 4 d;
a;j—1 a; o a;—1 a;—1 a;
\q]‘j q]‘] \quj‘J quj'J \Q?n(]jj q72nqj‘J ,

Lathatjuk, hogy a g, prim «,, hatvanykitevGje a tablazat bizonyos tulajdonsigat nem befo-
lyasolja: oy, nagysagatol és annak paritasatol fiiggetlentil a tablazat ¢,,-mel valo bévitésekor
mindkét maradékosztalyban a felsorolt osztok darabszéma egyenlé marad. Ezt az eljarast
egészen addig folytatjuk, amig n-nek van a korabbiaktol kiilonb6z6 ¢; primosztoja. Lathato,
hogy az eljaras kiterjesztése tehat nem eredményezheti azt, hogy az eredetileg a két ma-

radékosztalyba tartozo osztok darabszaméanak egyenlGsége megvaltozna, kdvetkezésképpen

Dy (H q,;ai> = 0 teljesiil, ha n nem négyzetszam. A gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy

ez nem csak elégséges, de sziikséges feltétele is annak, hogy a D, <H ql-%‘) = 0 egyenlGség

fennéalljon.

Most ratériink arra az esetre, ha n négyzetszam. Ekkor is az el6z6ekhez hasonléan gon-
dolkodva készitjiik el a tablazatot. Ha n = k2, ahol k € Z*, akkor n kanonikus alakjiban
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minden «; kitevs péaros, tehéat a tablazatunk ilyen alakot 6lt (ha n-nek legalabb két kiilon-

b6z6 primosztoja van):

= 1(3) =-1(3) =1(3) =-—1(3) = 1(3) = —1(3)

1 ¢ @@ ¢ 5 BN

¢ @ ¢4} 423 B Ba;
¢’ ¢! e @ Gt T
@' . G 44"

Tekintsiik a tablazat els6 két oszlopat: az elsé oszlopban 1évé 3-mal osztva 1 maradékot
ado osztok szama pontosan 1-gyel tobb, mint a méasodik oszlopban 1évé —1 maradékot
ad6 osztok szama. A tovabbi oszlopokbol képezziink négyes csoportokat (ezt megtehet-
juk, hiszen a primtényezds felbontasban szereplé minden kitevs péaros). Ezekben a négyes
csoportokban a két maradékosztilyba tartozo osztok darabszéama egyenls. Az n esetleges
tovabbi primosztoival bévitve a tdblazatot, minden soron kévetkezs négy oszlopban a (£1)3

maradékosztalyokba tartozo osztok szama egyenld lesz.

Tehéat D, Hqio‘i = 1 valoban fennall, ha n négyzetszam. A sziikségesség a gondolat-

i
menet megforditasabol kovetkezik. l

A 3.3.3. Lemma bizonyitésa utéan ratériink az altalanos eset vizsgélatara:
3.3.4. Tétel

Han = qu Hpjﬁf ahol ¢; = —1 (3), p; =1 (3) primek és «;, §; € N, akkor

W_/H/—/
A B

0 < A nem négyzetszam
Dy(n) =
d(B) < A négyzetszam

45



Bizonyitas

A 3.3.1. és 3.3.3. Lemma alapjan Di(n) = d(B) - D1(A) = d(B) -0 = 0, ha A nem
négyzetszam, és Di(n) = d(B) - 1 = d(B), ha A négyzetszam. B

A 3.3.4. Tétel kovetkezménye, hogy a D;(n) = k egyenletnek barmely k& € N-re van megol-
désa, s6t, n-ben végtelen sok megoldasa van barmely rogzitett k& € N-ra (hiszen A-ban és

B-ben is végtelen sok megoldéasa van).

Most ratériink az R;(n) hanyados értékeinek vizsgalatara. Az alabbi grafikon a felvett

értékeket mutatja az els6 haromezer pozitiv egészre.

1
19 o
] L . . a
L ]
(2] . *e . L I L] . . . . . L . ] .
. . . . ] . . ] . . . .

07
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Az Ry(n) hanyados értékei, amint azt lathatjuk, nem lehetnek tetszélegesek.
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3.3.5. Tétel

Han = Hqio‘i -Hpjﬁj, ahol ¢; = —1 (3), p; =1 (3) primek és «;, §; € N, akkor

J
R/—/ ——

A B
1 < A nem négyzetszam;
Ri(n) =
o A =L 4 negyzetsss
_— négyzetszam.
d(A) + 1 &Y
Bizonyitas

A 3.3.1. Lemma miatt az R;(n) hanyados értéke nem fiigg az n kanonikus alakjaban szerep-
16 3-mal osztva 1 maradékot ad6 p; primek darabszamatol, illetve azok hatvanykitevsjétol
sem. A 3.3.2. Lemma és a 3.3.4. Tétel miatt R1(n) =1 < Di(n) =0 < A nem négyzet-

szam, ezzel az allitas elsé felét igazoltuk.

A 3.3.3. Lemma miatt Z 1-— Z 1 =1 < A négyzetszam, masrészt A Osszes 0sz-

toja 3-mal osztva 1 vagy —1 maradékot ad, tehat Z 1+ Z 1 = d(A). Ebbdl a két
:cEzlll?S) xEI—‘f(S)
. dA) -1 . d(A)+1
16séghdl azt kapjuk, h 1=—2— illet 1 = —~— tehat
egyenlGséghdl azt kapjuk, hogy ; 5 illetve ; 5 tehd
z=—1(3) r=1(3)

Ry (n) valoban pontosan akkor irhato a fent megadott alakban, ha A négyzetszam, ezzel a
tételt belattuk. W

A tételbsl kovetkezik, hogy az R;(n) hanyados értéke pontosan akkor nulla, ha A = 1,
azaz ha n kanonikus alakjaban nem szerepel 3-mal osztva —1 maradékot adé prim. Ha
a felbontasban szerepel 3k — 1 alaka prim, akkor az % < Ri(n) < 1 egyenlStlenségnek
kell teljesiilnie. Ha ugyanis n kanonikus alakjaban van olyan 3k — 1 alakd prim, aminek a
kitevGje paratlan, akkor R;(n) = 1. Ha ilyen 3k —1 alaka prim nem szerepel a primtényezss
felbontasban, tehéat mig?jr)l 3—{nal osztva —1 maradékot ado prim kitevGje pozitiv paros

2 .
szam, akkor Ry(n) = AT 1— qA 1 alakban irhato, ahol d(A) > 1. Igy azt
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1
kapjuk, hogy az ilyen szamokra 3 < Ri(n) < 1. Mindebbdl példaul az is kévetkezik, hogy

1
a hanyados értéke pontosan akkor L han=¢*- Hpjﬁj alaki, ahol ¢ = —1 (3), p; =1 (3)

j
primek és 3; € N.

3.3.2. A kiilonb6z6 maradékosztalyokba tartozdé osztok 6sszegének Osszehason-
litasa
Az f(x) = x figgvényt valasztva megvizsgaljuk a d = +1 (mod 3) osztok Gsszegére

vonatkoztatott R;q(n) hanyadost és a D;4(n) kiilonbséget.

3.3.6. Lemma
Ha n = Hqio"' . Hpjﬁj, ahol ¢; = —1 (3), p; = 1 (3) primek és o, §; € N, akkor
i J

gitl 4 (—gi)®t!
j —q;)* " —1
Dy(n) =12 —— T[4 — -~

J

Bizonyitas

Legyen az n egy d osztdja d = H g™ -Hpj”j, ahol Vi-re 0 < p; < o, és Vj-re 0 < v; < 35
i J
egészek.

Ekkor d = 1 (mod 3) pontosan akkor teljestil, ha Z ; paros. Tehat a 3-mal osztva 1 mara-

1

dékot ado osztok Osszegét megkapjuk, ha az 6sszes lehetséges modon eldallitjuk a [0; Z o]

i
intervallum péaros elemeit a p; kitevék osszegeként. A 3-mal osztva —1 maradékot add osz-
tokra Z ; paratlan. Tehat d = —1 (mod 3) osztét csak tgy kaphatunk, ha péaratlan sok

i
1; kitevét paratlannak valasztunk, és ezt az 6sszes lehetséges médon megtessziik, mikézben
Z w; befutja az [1; Z ;] 6sszes paratlan elemét. Ebbgl kovetkezGen a D;4(n) kiilonbséget
i

7
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fel tudjuk irni az alabbi alakban:

D;a(n) :H<1+pj +p§+p§?+...+pjj> -H(l—qﬂrqf—qf+...+(—1)aiqf").
j i
Ebben a kiilonbséghen egy tag elGjele valoban akkor és csak akkor pozitiv, ha 3k + 1 alaki
oszt0, hiszen akkor paratlan kitevjd ¢; hatvanyt paros sokszor valasztottunk, tehat azok
1; kitevinek Osszege péros, és egy tag elGjele valoban akkor és csak akkor negativ, ha
3k — 1 alaku oszto, hiszen akkor paratlan kitev6ji ¢; hatvanyt paratlan sokszor valasztot-
tunk, tehat azok u; kitevGinek Osszege paratlan. Kézben a Z v;j Osszeg befutja az Osszes
J
lehetséges értéket a [0; Z B;] intervallumon. A mértani sorozat Gsszegképletét hasznalva a

J
bizonyitani kivant allitast kapjuk.H

A fenti bizonyitast altalanosithatjuk is barmely nemnulla multiplikativ f fliggvényre:

Dym) =TT (1+ £ + o+ £GP TT (1= @) + £aD) = @)+ + (=1 F(g7))

J %

Ezt az f(z) = 1 fiiggvényre alkalmazva, a 3.3.4. Tétel egy 1j bizonyitasat kapjuk. Hiszen

ez a szorzat akkor a

Dim) =TI+ t4 e 4y JIa- 1=t (1))

J (Bi41) ’

alakot 6lti, ahol H(l —14+1—-14...4(=1)*) értéke pontosan akkor 1, ha minden «; kitevs

paros, minden més esetben nulla. Igy D;(n) = H (Bj+1) = d(B), ha A négyzetszam,
J

minden mas esetben nulla.

Ha f teljesen multiplikativ fliggvény, azaz f(ab) = f(a)f(b) minden a,b € Z*-ra, és bar-

mely p primre f(p) # 1, akkor az Gsszegképletet hasznalva:

(s 67“—1 (~f(@) — 1
H H (—f(%'))_l .

7
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Az R;q(n) hanyados értékkészletét vizsgalva ugy tapasztaljuk, hogy ellentétben az R;(n)
hanyados értékkészletével, a felvett értékek kozott csak 1-nél nagyobb vagy 1-nél kisebb

pozitiv értékek szerepelnek, az 1 hidnyzik.
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3.3.7. Tétel
Vn € ZT  Ri(n) # 1.
Bizonyitas

Az allitas a 3.3.2. Lemmaban megfogalmazott ekvivalens alakjat bizonyitjuk: R;4(n) # 1 <
D;4(n) # 0. A 3.3.6. Lemma szerint D;4(n) szorzat alakban irhato, és ez egy olyan szorzat,

amelyben barmely tényezd szamlaloja nullatol kiilonbozs, igy Dig(n) # 0. 1

Abban a speciélis esetben, ha n primtényezds felbontasaban nem szerepel egyetlen olyan

3k — 1 alaki ¢ prim sem, aminek a négyzete osztoja lenne n-nek, adunk egy mésik bizonyi-
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tast is arra, hogy R;4(n) nem veheti fel az 1-et. Legyen n kanonikus alakjan = H q; - H p;
Q/_/ J

ahol ¢; = —1 (3), p; =1 (3) primek és i € Z*, 5; € N. !

Azt kell bizonyitanunk, hogy a D;4(A) = 0 egyenlet nem teljesiilhet, hiszen Riy(n) # 1 <

Dis(n) # 0 < Di(A) # 0. A bizonyitando Z xr — Z x # 0 allitas helyett annak

zzxjf(S) zzr‘lj?ii)
ekvivalens atfogalmazasat fogjuk igazolni: o(A) = Z x+ Z x#£2- Z x.
Ha A = H q;, akkor egyrészt o(A H + ¢;), masrészt
i=1 i=1
2- ) z=2- 1+Z%%+Z%%Qk@l+
z|A 1,7,k,1

=1 (3)

Ez a két 6sszeg nem lehet egyenld, mert 3 | H(l +¢;), mig 2 - Z x Z 0 (mod 3), hiszen

i=1 z|A
=1 (3)

m m m— m
1+Z%%+Z%%Qk¢ﬂ+ 52-(1+<2)+<4)+...):2-2 L=2m£0(3).

i,7,k,l

Ebbdl a bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy ha n = Hqi és R;q(n) = ¢ valamilyen
i=1
c € Z* szamra, akkor ¢ = —1 (mod 3™).

Tehat az R;4(n) hanyados értéke nem lehet 1, csak annal kisebb vagy nagyobb pozitiv valds

Szam.

3.3.8. Tétel

R;q(n) > 1 pontosan akkor teljesiil, ha n = —1 (mod 3).
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Bizonyitas

A 3.3.2 Lemmaban megfogalmaztuk az R;4(n) > 1 < D;4(n) < 0 ekvivalenciat. A 3.3.6
Lemméabol kovetkezik, hogy a D;g(n) < 0 egyenl6tlenség pontosan akkor &all fenn, ha a

Dig(n) = H Jp——l . H m szorzatalakjaban péaratlan sok negativ tényezé
9 7

J
van, ami azzal egyenértéki, hogy paratlan sok olyan szamlalé van, amelyben «; paratlan,

vagyis Z «; paratlan, azaz n = H ;> - Hpjﬁf = —1 (mod 3). H

i J
A tételt természetesen ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy R;q(n) < 1 pontosan akkor
teljesiil, ha n =1 (mod 3).

Megmutatjuk, hogy az R;(n) hanyados tetszSlegesen nagy és tetszdlegesen kis pozitiv
értékeket is felvehet.

3.3.9. Tétel

VK € RT —ra 3n € Z*1, amelyre R;jy(n) > K.

Bizonyitas

Legyen n = ¢***! ahol ¢ = —1 (mod 3) prim és a € N. Ekkor R;4(n) = ¢, és barmely
K € Rf-ra végtelen sok olyan ¢ prim létezik, amelyre ¢ > K. B

Ebbdl az is kovetkezik, hogy végtelen sok olyan ¢ € RT létezik, amire az R;y(n) = ¢
egyenletnek n-ben végtelen sok megoldasa van: barmilyen ¢ = —1 (mod 3) primre az

R;i4(n) = c egyenletnek végtelen sok megoldasa van: n = ¢***1 o € N.

3.3.10. Tétel

Vk € Rt —ra dn € ZT, amelyre Ryy(n) <

e

Bizonyitas

o ¢+@+. 1
Legyen n = ¢**, ahol ¢ = —1 (3) prim és a € Z*. Ekkor Riy(n) = < —,
gy q q (3)p a(n) T —— T
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1 1
és barmely k € Rt-ra végtelen sok olyan ¢ prim létezik, amelyre ¢ > k & — < —.
4q

o

3.3.3. A kiilonb6z6 maradékosztalyokba tartozé osztok reciprokosszegének 6ssze-

hasonlitasa

1
Az f(x) = — fuggvényt valasztva megvizsgaljuk a 3-mal osztva 1, illetve —1 maradékot

ado osztok reciprokosszegének R,...(n) hanyadoséat és D,...(n) kiillonbségét.

A 3.1. pontban a péros és paratlan osztok reciprokdsszegének vizsgalatakor hasznélt
gondolatot alkalmazzuk, amikor az R,..(n) hanyados vizsgalatat visszavezetjiik az R;q(n)-

nel kapcsolatos ismereteinkre.

3.3.11. Tétel

Bizonyitas

A komplementer osztokat hasznalva:

z|n x> =n T-x=n
z=—1(3) z=—1(3) z=—1(3)
Rrec(n) = 1 U =
- E o E v
Y yy=n yyr=n
yﬂ 8) y=1(3) y=1(3)

Els6 eset:
n=13) < 2 =xésy =y (3), tehat Z r = Z x és Z Y = Z y, tehat

ebben az esetben Ry.(n) = Rig(n) .
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Mésodik eset:

nz—l(3)<:>x’51ésy’z—(3),amib61Z:L":Zyes Zy Zx,

Yy =n z|n
z=—1(3) y= 1 (3) y=1(3) r=—1(3)

azaz ebben az esetben R,...(n) = .n

Ugyanezt a gondolatot hasznalva kapjuk a D,e.(n) és D;q(n) kozotti 6sszefiiggést.

3.3.12. Tétel

D;
a(n) & n=1(3);
n
Drec(n) =
Dzd(n)
=-1(3).
- (3)
Bizonyitas
D= 3 0= = 3 Lot X e
y Toxr=n n yr=n n n T =n
) i v=—1(3) v=1(3) v=1(3) v=1(3)

Els6 eset: han =1 (3), akkor Z T — Z y = Dia(n

Txr=n yyr=n
v=—1(3) v=1(3)
Masodik eset: ha n = —1 (3), akkor E x — g Yy = (n). A
xr-xrr=n
v=—1(3) =1 3)

Megjegyezziik, hogy a 3.3.12. Tétel allitasa a 3.3.6. Lemmaban vazoltakbodl is kévetkezik.

Az értékkészletekre vonatkozoan megéllapithatjuk, hogy R,..(n) csak 1-nél kisebb, mig
D,ec(n) csak 1-nél nagyobb értékeket vehet fel.

3.3.13. Tétel

Az Ryec(n) < 1 és a Dyec(n) > 0 egyenl6tlenségek barmely n € Z*-re fennallnak.
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Bizonyitas

Az elsg allités a 3.3.8. Tételbdl és a 3.3.11. Tételbdl kovetkezik. A masodik allitas a 3.3.8.
Tételbdl és a 3.3.12. Tételbdl adodik. (A két allitas a 3.3.2. Lemma miatt ekvivalens.) l

Abban a specialis esetben, ha n primtényezss felbontasdban nincs egyetlen olyan 3k — 1
alakt ¢ prim sem, aminek a négyzete osztoja lenne n-nek, adunk egy masik bizonyitast is

arra, hogy D,..(n) > 0. Legyen n kanonikus alakja n = Hqi-prj, ahol ¢; = —1 (3),

i=1 7
A
p; =1 (3) primek és i € Z*T, 5; € N.
Azt kell bizonyitanunk, hogy D,...(A) > 0, hiszen D,..(n) > 0 < D,..(A) > 0. Ha felirjuk
a kiilonbséget, akkor a

1 1 1 1 < 1 A
L (GO

- v i4j ik 4i4;9k ik 4i4q;9xq di

p(A

hényadost kapjuk. Mivel a
tottuk. W

hanyados pozitiv barmely A-ra, igy az allitast bebizonyi-
Ez a bizonyitas kiterjeszthets arra az esetre is, amikor A nem négyzetmentes.

3.4. Atlagérték

Mind az osztok szama, mind az osztok Osszege szamelméleti fiiggvény értékeit vizsgalva
igaz, hogy ezek barmilyen nagy értékeket felvehetnek, a felvett értékek , kozelr6l” nézve kiis-
merhetetlennek tiinnek, tetszélegesen nagy ingadozasok 1épnek fel, de ,tavolabbrol” nézve,
az értékek atlaga mar nem ilyen rapszodikus képet mutat. Azt fogjuk megvizsgélni, hogy
ezeknek a fiiggvényeknek a lesziikitése bizonyos maradékosztalyokbeli osztokra szintén ha-

sonlo6 tulajdonsagokkal rendelkezik-e.
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3.4.1. Definicio

Legyen m € {—1; 0; 1} és d,, Z 1, valamint o,,(n Z x.

z|n x|n
z=m (3) z=m (3)

Peldaul d_;(40) = |{2: 5: 8: 20}| =4 és 00(12) =3+ 6+ 12 = 21.
3.4.2. Definicié

Legyen D,,(n) = d,, (1) +dn(2) + ... +dpn(n) és > (n) = om(l) + 0, (2) + ... +0m(n).

Legyen f szamelméleti fiiggvény és F(n) = f(1 ) —i— f(2) .. + f(n). Az f fuggvény

Fln)  f(1)+ <7 + F(n)

atlagértékfiiggvényén az = fiiggvényt értjiik.
n

Ismertek az altalunk korédbban vizsgalt szamelméleti fliggvények atlagértékére vonatkozod

Osszefiiggések:

)

1) Ha Y (n) = o(1) + 0(2) + ... + o(n), akkor ZT(L”) ~ 1—;7,

2) Ha D(n) = d(1) +d(2) + ... + d(n), akkor "

alapt logaritmust jel6li).

~ logn (ahol logn a természetes

Ezek bizonyitasainak mintajara most meghatéarozzuk og(n) és do(n) atlagértékét.

3.4.3. Tétel

Son)

atlagértéke: .
oo(n) atlagértéke %6

Bizonyitas

A jobb oldali 6sszeg becsléséhez felhasznaljuk, hogy ha a > 0, akkor
(a—1)(3a) < |a] - (3la] +3) < a(3a+ 3).
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Ebbdl azt kapjuk, hogy
lla] - (3la] + 3) — 3a®| < 3a,

amibdl
n

3n?
‘Zo(n) - Z W

J=1

A jobb oldali 6sszeget feliilr6l becsiilve:

> o(n) _ =1 4 U(n)
n? n? n? ’
. L ) U
majd vegyiik mindkét oldal hatarértékét, ha n — co. Ekkor az osszeg masodik tagja: —
n

0-hoz tart, mig az els6 tag hatarértéke:

=1 1 — 1
;(3j>2_6';j_2_

71'2

5

DN o
=

2 2
Tehat 2000 LT aovis 20l T g
n? 36 n 36

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy oo(n) atlagértékfiiggvényének grafikonja olyan egyenessel
2

kozelithetd a legjobban, aminek meredeksége 73T—6 ~ 0,274155. Ugyanilyen médon bizonyit-
hato, hogy a o1(n) és a 0_1(n) atlagértékfiiggvényeihez tartozo legjobban illeszkeds egyenes
? 2aln)

=2~ értékeket

s
is 36 meredekségii. Az alabbi grafikon az els6 haromezer helyen szamolt

n
és az ezekre a pontokra illesztett egyenest mutatja, valamint annak meredekségét.
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O ety e W — |- | ) ]
Féjl Szerkesztés Mézet Bedllitisok Eszkozok Ablak Sigd Bejelentkezés.
RIS
] A LA DIOI O 4] X =2 =
Il e S ASA (O I e (34 : @
~ Rajtzlap @ ~ Tabla . &
nC~ filF 0 |BE A=~ |8
Bl a[ 8 [ c | D
500 1 |a 1 1 (1,1)
2 1 2 1 21)
0 3 1 3 1 3.1)
4 5 4 2 4,2)
™ 5 1 5 18 (5,18)
n=3000 6 1 6 16867 (6, 1.6667)
T L |7 8 7 25714 (7,25714)
000 I
o 8 5 8 2875 (6, 2.875)
" az illesztett egyenes meredeksége : ! 9| 26867 (8, 26667)
10 11 10 35 (10,35 |4
m=0.2739566522 11 1 1 32727 (11,3.2727)
800 12 5 12 34167 (12, 3.4167)
12 14 13 42308 (12,4.2308)
400 14 8 14 45 (14,45)
15 1 15 42667 (45, 4.2667)
200 16 21 16 53125 (16,5.3125)
17 1 17 50588 (47,5.0588)
] 18 1 18 48333 (18,4.8333)
o 200 400 00 80O 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 19 20 19 56316 (19, 5.6316)
0 20 15 20 6.1 (20,6.1)
21 8 21 61905 (21,6.1905)
- 22 23 22 69545 (22,6.9545) | ||
23 1 23 66957 (23,6.6957) ~| ||
<[Lm v i
[ |
Parancssor: @

3.4.4. Tétel

D 1
do(n) atlagértéke: OTEn) ~ ogn.

Bizonyitas

A o0g-nal latott Osszegatrendezési modszert most — didaktikai célbol — szemléletesebb és
kozépiskolasoknak is kénnyebben értheté moédon fogalmazzuk meg.
Készitsiik el azt az n x n-es matrixot, amelyben az i-edik sor j-edik eleme pontosan akkor

1, ha j =0 (3) és j osztoja i-nek, egyébként 0.

1, haj=0(3) és j|i
(077
7| 0, haj#0(3) vagy jti

o8



Példaul n = 9-re a kévetkez6 matrixot kapjuk:

000O0O0OO0OOO0O@ O
000O0O0O0OO0®O0O© O
001 0O0O0O0O00©O0
000O0O0OO0OO0OO0OO© O
000O0O0O0OO0OO0O@ O
001 0O0T1O0TO0OQO0
0000O0O0OO0O®O0O© O
000O0O0OO0OOO0@ O
001 0O0O0O0GO0OT1

A soronkénti 6sszegzés miatt Dp(9) =0+04+14+0+0+2+0+ 0+ 2 =5, masrészt az
H

oszloponkénti Gsszegzés azt adja, hogy Dy(9) = Z LS_J =3+4+1+1=5. Az i-edik sorban
, J
7j=1

annyi 1-es szerepel, ahdny 3-mal oszthato osztoja van i-nek, vagyis az i-edik sor elemeinek

osszege dy(i). Tehat a soronkénti osszegzéssel azt kapjuk, hogy Dy(n) = Z do(7). A j-dik

=1
oszlopban akkor vannak 1-esek, ha j = 3k alaku, ahol k € Z™, és ezek a 3k, 6k, ..., 3k- M—kj

sorszamu helyeken &llnak. Tehat a 7 = 3k-dik oszlop elemeinek 0Osszege LﬂJ Innen az

3k
3
oszloponkénti dsszegzés azt adja, hogy Dy(n) = Z {—J
p 3k
Az % —-1< L;—kj < ;_k egyenlGtlenség miatt
5] 3]
— < .
<3k 1) < Do) =) 35
k=1 k=1
L] n n L] 1 n n n
A bal oldal Gr-1) =327 ]-|5]>5(-1+0e|3))
aoaon; 3k 32k 3] 73\ T3
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5] sl o
A jobb oldalon ; =3 z < 3 (1 + log {gp

Dy(n) log 5]

Az egyenlétlenségeket n-nel osztva azt kapjuk, hogy <1

w|3

D 1
Mivel log \_%J ~ log 2 ~ logn, igy o(n) ~ 280
n

i
M'

L]
029

0] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000 521

Végiil a fiiggvényértékek ingadozasainak illusztracidjaként nézziik a volgytétel megfelelGjét
dyn(n)-re. Mivel dy(n) harom egymaést kovets pozitiv egész helyen csak egyetlen nullatol
kiilonboz értéket vesz fel, ezért ezt a kérdést itt nem érdemes vizsgalni. Ugyanakkor a d;(n)
és d_i1(n) fuggvényekre fennall a volgytétel, amit az eredeti allitas bizonyitasi modszerével
tudunk igazolni. Ezt d;(n) volgytételére részletezziik, majd jelezziik a d_;(n)-nél sziikséges
minimalis moédositast.
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3.4.5. Tétel

Tetsz6leges K pozitiv egészhez végtelen sok olyan n € Z* talalhato, amelyre
diln—1)—dy(n) > K és di(n+1)—di(n)>K
egyidejtileg teljesiil.

Bizonyitas

Az n-et alkalmas 3k — 1 alakt primszamnak fogjuk vélasztani, ekkor dy(n) = 1. A két
egyenl6tlenség azt jelenti, hogy n — 1-nek és n + 1-nek is legalabb K + 2 darab 3k + 1
alakt oszt6ja van. Ez biztosan teljesiil, ha 2% - 37 . pi*t! | n 41 &s 2% - pS+! | n — 1, ahol
pi = 1 (mod 3) kiilonbozs (rogzitett) primek, és «, 5,y € Z*, és « és 5 kozil az egyik 1.

Ez teljesiil, ha n megoldasa az
= —1 (mod 2% - 37 . pith), =1 (mod 27 - p&*1)

szimultan kongruenciarendszernek. Ez a kongruenciarendszer biztosan megoldhat6, mert
(20 - 37 . piHL 28 L pKHy = 2 ami osztoja az 1 — (—1) = 2 kiilonbségnek. Az sszes po-
zitiv megoldas z = xp mod (277 - 37 - (pype) 5T, azaz x = g + 5 - 2977 - 37 - (pypg) K H?
alakba irhato, ahol s € N. Azt kell még megmutatnunk, hogy ebben a szamtani sorozat-
ban végtelen sok 3k — 1 alakt prim talalhato. A Dirichlet-tétel szerint ez akkor teljesiil, ha
(g, 207237 (p1po)KTY) = 1. Mivel x igazza teszi a két kongruenciét, ezért g relativ prim
a 2-hoz, a 3-hoz és p1, py-hoz, igy 2°77.37-(p1py) K+ 1-hez is, és dy(n+1) > dy (piT) = K +2,
valamint dy(n — 1) > dy(p5™') = K + 2.

A d_q(n) esetben csak annyi a modositas, hogy az n-et 3k + 1 alaka primnek valasztjuk,

ekkor d_1(n) =0,d_y(n+1) >d 1(2-pf™) = K+2ésd 1 (n—1)>d_(2-p5 ™) = K+2

(igy p1 és py kitevGjét most elég lett volna K-nak valasztani).
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3.5. Didaktikai megjegyzések

Olyan problémékat igyekeztiink felvetni, amelyek meggondolasahoz az esetek legna-
gyobb részében nem sziikséges a kozépiskolai tudasanyagon tuli ismeret. Természetesen
maga a kérdés megfogalmazasa is tobbféle lehet attol fiiggden, hogy a gyerekek mennyi-
re tapasztaltak mar abban, hogy teljesen 6nalléan induljanak dtnak, hogy szandékunk-e
ilyen szempontbol Sket rogton a ,,mélyvizbe” dobni, vagy inkabb a fokozatossag utjat va-
lasztjuk. Nyilvan a ,hogyan” megvélaszoldsat mindenképp megel6zi annak felmérése, hogy
ténylegesen mik a gyerekek elGismeretei. A tudasuk is lehet eltéré mélységt, de még azonos
szintd tudés esetén is lehet két tanuld szaméra mas egy probléma feldolgozasédnak legide-
alisabb tutja. Mindenesetre megfelel§ tanari utmutatas, iranyitas és differencialas mellett
azt gondoljuk, a problémak nehézségi foka, a bizonyitashoz vezeté tton hasznalt otletek

sokszintisége vagy egyszertisége lehetdséget ad arra, hogy tanuloknak sikerélményt adjunk.

Ahhoz persze, hogy az egyes feladatokat, problémékat a gyerekek vizsgéalni tudjak,
konnyen lehet sziikségiik valamilyen segédeszkozre a zsebszamologépen kiviil. Ma, amikor
a tanulok digitalis kompetenciainak fejlesztése igen fontos szerepet és hangsilyt kap az ok-
tatasban, kifejezetten 6sztonzének gondoljuk, hogy olyan matematikai problémak megolda-
saba vonjuk be 6ket, amikben az el6rejutashoz kell (de mindenképpen ajanlott) valamiféle
digitalis segédeszkoz és a felhasznalt szoftver alapszintd ismerete. Ezen és a szamelméleti
alapokon til igazan csak vallalkozokedvre van sziikség az elindulashoz. Nyilvan az is igaz,
hogy sok-sok gyermek szaméara ma mar a programozas is része a mindennapoknak, és joval
haladobb eszkdzoket hasznélnak a problémamegoldashoz, mint példaul az altalam hasznalt
GeoGebra (vagy WolframAlpha). Ennek mindenképpen elénye, hogy nagyon kénnyen és
gyorsan elsajatithato a hasznéalata. Az els6 1épés tehat a problémamegoldas atjan az, hogy
tanulok adatokat gytjtsenek. Nehezen képzelhets el tgy problémamegoldés, hogy a didk
nem szerez kell6 tapasztalatot a feladat adta szituacidban, ez egy nyilvan nélkiilozhetetlen
fazis, bar a didkok egy része lehet, hogy ezt a ,sziikséges rossz” kategériaba sorolja. Az
adatokat ezutan rendszerezni kell, bizonyos mértékig elemezni, meglatni benniik a koézoset,
majd megfogalmazni egy sejtést. Ugyanazok az adatok nem biztos, hogy két kiilonb6z6

didkot ugyanarra a sejtésre vezetnek, amit kifejezett elénynek gondolunk az ilyen nyiltvégi
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problémaknal. A sejtés megfogalmazasa utan a hipotézist probaknak kell kitenni, és ha az
kell6en sok probat kiallt, akkor bizonyitani. Természetesen a tanéri szerep ezen az tton
minden fazisban jelen kell, hogy legyen, akar abban, hogy egy sejtés egyenértéki atfogal-
mazéasat Osztondzze annak érdekében, hogy a bizonyitas egyszertibb forméat 6ltson vagy
altalanosithato legyen mas esetekben, akéir a bizonyitas tobbféle lehet&ségének 6sszehason-
litasdban. Azt gondoljuk, szamos kérdés tobbféle altalanositasi lehetséget kinal (egészen
a multiplikativ fiiggvényekre vonatkozo altalanositasi lehetGségig), és kiindulopontja lehet
tobb mas kérdésnek. Ez igazén alkalmas arra, hogy a gyerekek maguk is részeseivé valja-
nak maganak a problémaalkotési folyamatnak is, hogy megtapasztaljak, hogyan alakul ki,

alakul at, és fejlédik egy probléma.

Ezt a fajta megkozelitést és utat inkabb gondoljuk konstruktivnak, mint azt, hogy a
problémét nem nyiltvégi problémaként vezetjiik be. Kittizhetiink egy feladatot tgy is, hogy
,Bizonyitsuk be, hogy a paros és a paratlan osztok Osszege sosem lehet egyenls!”, de véle-
ményiink szerint ez kevésbé motivald, mint az a fajta megfogalmazas, hogy ,Vizsgald meg a
paros és paratlan osztok Osszegének hanyadosat! Van-e olyan érték, ami nem fordul el§ az
értékészletben? Van-e olyan érték, ami biztosan el6fordul? Tudsz-e mondani olyan értéket,
ami végtelen sokszor el6fordul? Meg tudod-e adni az Osszes értéket, ami eléfordul? Van-e
olyan érték, amire meg tudod adni az Gsszes szamot, ami esetén a hanyados ezt az értéket
veszi fel? Be tudod-e bizonyitani az ezekre a kérdésekre adott valaszaidat?” A kérdések
varidlasa egyrészt annak is zaloga, hogy minden didk talaljon a maga szaméara megvala-
szolhato feladatot, masrészt azt is megmutatja a gyerekeknek, hogy mennyire sokoldaltian

érdemes korbejarni egy gondolatot.

Természetesen egy ilyen felfedezd tton lesznek olyan nehézségek, amelyeket nem tu-
dunk megoldani, de azt gondoljuk, az a legkevésbé sem baj, ha a gyerekek szembesiilnek
azzal, hogy bar a kiindulési probléma egy viszonylag egyszertien megoldhaté kérdés volt, en-
nek varialasaval is lehet olyan kérdéseket megfogalmazni, amelyeket (egyelére) nem tudunk
megoldani. Erre jo példa az (1)5 és (—1)5 maradékosztéalyokba tartozo osztok vizsgalaté-
nak probléméja, amely éppoly artatlannak tind kérdés, mint a mod 3 megfogalmazott,

mégsem tudjuk a megoldasat. Természetesen a mod 3 vizsgalatkor is meriilnek fel olyan
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kérdések, amelyekre a valaszt még nem talaltuk, mint példaul: miutan bebizonyitottuk,
hogy R;4(n) sosem lehet egyenld 1-gyel, tudunk-e megadni més pozitiv egész szamot, ami
hidnyzik R;y(n) értékkészletébosl? Vagy igaz-e, hogy a ¢ = —1 (mod 3) primek és kizéaro-
lag azok adjék az Osszes értékkészletben elforduld egész értéket? Vagy: ha n legalabb két
primosztoja 3-mal osztva —1 maradékot ad, akkor ebbdl kovetkezik-e, hogy R;4(n) nem
lehet egész? A nehézségek mellett persze konnyen lelhetiink egyszertien megvalaszolhato
kérdésekre is az alapfeladat varidlasa soran, példaul mod 4 néhany konkrét szamolasi pél-
dédban Gsszehasonlitva a nemnulla maradékosztalyba tartozo osztok Osszegét, a kovetkezd

Osszefiiggés tobb-kevesebb idg alatt felfedeztethets (még ha ehhez esetleg iranyitani is kell

a felfedezést):
2. d D d
d| d|

d=—1(4) d=2(4)
PR A,
> d > d
d|n d|
d=1(4) d=1(4)

A sejtés megfogalmazésa utén ez egy olyan bizonyitas, ami nem igényel lényegi 1j Gtletet:

> d > d dood+ ) d

d|n n n dln
d=—-1(4) d=—1(4) d=—-1(4) d=1(4)
2. 520 jo—9. | 20 4| =2. =
> d > d D d
d|n d| d|n
d=1(4) d=1(4) d=1(4)
2. E d+ g d g d
d|n d|n d|n
o d=-1(4) d=1(4) o d=2(4)
> d > d
d| d|n
d=1(4) d=1(4)

Amikor egy tételre tobb bizonyitast tudunk adni, id6kozben Gsszekapcsolva olykor a
didkok szemében a matematika kiilonallonak ting teriileteit (példaul a kombinatorikat
és a szamelméletet a 3.3.6 Lemmaban), az mindenképp jo lehetség arra, hogy a tanulok
lassak, és megtapasztaljak (jfent), hogy a matematika val6jaban nem egymaéastol elszigetelt

teriiletek Osszessége, ezek a teriiletek szorosan kapcsolodnak egymashoz.
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4. fejezet
Specialis egyenletek

Ebben a részben specialis egyenleteket vizsgalunk, amelyek megoldasait elssorban a prim-

hatvanyok koérében keressiik.

4.1. Az f(z*) + f(y*) = f(2?) egyenlet és altalanositasa

Ha f az osztok szama fiiggvény, akkor a d(z?) + d(y?) = d(z?) egyenletnek nincsen
megoldasa nem csak a primhatvanyok, de a pozitiv egész szamok koérében sem, hiszen a bal
és a jobb oldal kiilonboz6 paritasi. Ebbél az is kovetkezik, hogy a d(z*™)+d(y*™) = d(z*™)
egyenlet sem oldhaté meg semmilyen m, x, y, z pozitiv egészekre. Az osztok szama fiiggvény
esetén nem csak a péros kitevs esetén nem kapunk megoldast: d(z*) + d(y*) = d(2*)
semmilyen k > 1 egész kitevére és x, y pozitiv egészre sem oldhaté meg, hiszen a bal oldali

Osszeg 2-vel kongruens modulo k£, mikézben a jobb oldal 1-gyel. Ha a bal oldalon 1évé

Osszegben a tagok szaméat (ketts helyett) paratlannak vélasztjuk, akkor a Z d((pf)?) =
i=1

d((¢”)?) egyenlet barmilyen paratlan n-re, illetve p; és ¢ primekre, valamint a; > 1 egész
n

kitevére megoldhato, a megoldhatosag sziikséges és elégséges feltétele: Z(Zai—l—l) =20+1.
i=1

Ha az altalanositott egyenletet tekintjiik: a Z d(x¥) = d(2*) egyenlet akkor és csak akkor
i=1
megoldhato, ha n = 1 (mod k). Ekkor az dsszes primhatvanymegoldas x; = p{, z = ¢°

alaki, ahol p;, valamint ¢ primek, a; > 1 egészek és Z(kai +1)=kB+1.
i=1

Ha f az osztok osszege fiiggvény, akkor a o(2?™) + o(y*™) = o(2*™) egyenlet sem

oldhatdé meg semmilyen m pozitiv egészre az iméntivel azonos indoklas miatt. Az osztok

szama fiiggvénnyel ellentétben ebben az esetben paratlan kitevére létezhet az egyenletnek
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megoldésa az egészek korében, példaul k = 3 esetén: 0(3%) + 0(10%) = o(13%) fennall. Ha
a tagok szdma az Osszegben paratlan, taldlhatunk olyan megoldast is, amelynek minden
tagja prim, példaul o(11%) + o(17%) 4+ 0(23%) = o (31?).

Olyan szamharmas, amelynek minden tagja prim, nem lehet az w(2?) + w(y?) = w(z?)
vagy az (%) +Q(y?) = Q(2?) egyenlet megoldasa. Mivel w(x) = w(z*) és Q(a*) = k-Q(x),
az altaldnositott w(z®) + w(y*) = w(2"), valamint Q(z*) + Q(y*) = Q(z*) egyenleteknek
szintén nincs a primek kérében semmilyen pozitiv egész k-ra megoldésa. El6bbi a primhat-
vanyok korében sem megoldhato. Utobbi egyenletnek végtelen sok olyan megoldasa van,
amelyben mindharom tag primhatvany, és legalabb az egyik nem négyzetmentes, az 6sszes
ilyen megoldas z = pf, y = pg , 2 = p§+ﬁ alakn, ahol p;-k primek, valamint «, 8 € Z*

tetszéleges pozitiv egészek. Ha a tagok szaméra vonatkoztatott altalanositast tekintjiik:

n
a Zw(mf) = w(z¥) egyenletnek nincsen megoldasa a primhatvanyok kérében semmilyen
i=1

n > 2 és k > 0 egészekre, mig a Z Q(zF) = Q(2") egyenlet 6sszes primhatvinymegoldasa
i=1

n
x; = p, 2 = ¢7 alakt, ahol p;, valamint ¢ primek, a; > 1 egészek és Z o, =0
i=1

A (%) + p(y?) = p(2?) egyenlet megoldasait vizsgalva a megoldasként kapott szam-

héarmasok barmelyikét is nézziik, annak mindharom tagja nem lehet prim.

4.1.1. Tétel
A o(2?) + o(y?) = p(z?) egyenlet nem oldhaté meg a primek kirében.

Bizonyitas

Mivel barmely pozitiv egész x-re p(x) > 0, igy y # z. Tegyiik fel, hogy z, y és z primek,
ekkor az x(x—1)+y(y—1) = z(2—1) egyenletet kapjuk, innen z > y. Rendezés és szorzatta
alakitas utdn z(z — 1) = (2 — y)(z + y — 1) alakra hozunk. Ha z prim, akkor csak ugy
oszthatja a jobb oldalon all6 szorzatot, hogy valamelyik tényezGt osztja, tehat két esetet

kell vizsgalnunk:
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L. eset: x|z —y < kx =2z —y, aholk € Z7.
Ebbdl az kovetkezik, hogy © — 1 = k(kx + 2y — 1), ami ellentmondas, hiszen a jobb oldal
Vk € Z*-ra nagyobb, mint a bal oldal.

IT. eset: x|z+y—1 < kx =24y —1, aholk € Z.
Ebbdl az kévetkezik, hogy x — 1 = k(kx — 2y + 1), amibdl rendezés utén:
(k+1)((k—1x+1) Ko+z+k—1

Y = s 2z =

2k 2k

Feltevéstink szerint y és z is prim. Mivel Vk € ZT-ra (k,k + 1) = 1, igy y akkor és csak
akkor lehet prim, ha

k+1 k—1 1
a) ; :1é5¢

prim, ami ellentmondas, hiszen az elsé egyenléséghdl £ =1,

k
igy y = 1, ami nem prim;
kE+1 kE—1 1
b) % prim és % = 1, ami ellentmondas, hiszen a masodik egyenlGséget

(k —1)(x — 1) = 0 alakra hozva, abbol k = 1 vagy = = 1 adodik, utébbi esetben = nem

prim, el6bbi esetben = 1 szintén nem prim;

(k—1Dz+1
2k B .
A masodik egyenléséghdl adodik, hogy k # 1, igy x = 2 + 1 Feltevésiink szerint x

¢) k+1 prim és 1

prim, ami akkor és csak akkor lehet, ha k = 2, és igy # = 3, hiszen minden méas esetben
2 < x < 3 nem egész. Helyettesités utan tehat azt kapjuk, hogy ha x = 3, akkor y = 3,

valamint z = 4, ami nem prim, igy ebben az esetben is ellentmondéasra jutunk. H

Azt gondoljuk, a gyereckekkel valo feldolgozas soran célszerd a vizsgalodast az w(n) és
Q(n) fiiggvényekkel kezdeni, ezek szinte semmilyen el6készitést nem igényelnek. Ratérve a
multiplikativ fliggvényekre az osztok szama esetén kérhetjiik a tanuldkat, hogy probaljanak
megoldast talalni £ = 2 esetén a primek korében. Azonnal adédik, hogy olyan megoldas
nem létezik, amelynek minden tagja prim, hiszen 343 # 3. Ezutan kereshetjiik a megoldast

a primhatvanyok, a két prim szorzataként el6allo egészek vagy barmilyen mas (akar a ta-
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nulok &ltal javasolt) specialis halamazon, és hosszab-révidebb szamolasokkal igazolhatjuk,
hogy az egyenlet semelyik esetben sem megoldhato. Végiil a ,kiizdelmek” utan egy sorban
Osszegezhetjiik a tanulsagot, és adhatjuk a bizonyitasat annak, hogy a két oldal eltérs pari-
tasa miatt az egyenlet nem megoldhat6 a pozitiv egészek halmazan. Ezutéan vizsgalhatjuk
a k = 3 esetet, és fogalmazhatjuk meg, hogy egy kobszam esetén az osztok szama 1-gyel
kongruens mod 3, igy szintén nincs megoldas, hiszen a bal oldali 0sszeg 2-t, mig a jobb
oldal 1-et ad maradékul 3-mal osztva. Fontos kiemelni azt a kiilonbséget a két vizsgalt eset
kozott, hogy mig d(n) akkor és csak akkor paratlan, ha n négyzetszam, az nem igaz, hogy
d(n) akkor és csak akkor lehet 1-gyel kongruens mod 3, ha n kobszéam, hiszen példaul az
osztok szama akkor is 1 maradékot ad 3-mal osztva, ha n paros sok kiilénb6z6 prim szorza-
ta. Ezen esetek vizsgalata utan célszert megfogalmazni az altalanositéast, és igazolni, hogy
tetszoleges k > 1 egész kitevs esetén az egyenletnek nincs megoldasa a k-dik hatvanyok
korében.

Ezzel ellentétben az osztok osszege esetén paratlan k kitevére tehat talaltunk megoldé-
sokat. Az azonban, hogy rogzitett paratlan k kitevére minden megoldast megadjunk vagy
akar csak minden olyan megoldast, amelynek tagjai relativ primek, reményteleniil nehéznek
latszik.

Az Euler-féle ¢-fiiggvény esetében a tanulok konnyen rataldlhatnak olyan megolda-
sokra, mint példaul p(2%) + p(3%) = ¢(4?) vagy * = 4,y = 6 és z = 5. Matematikai
szoftvereket hasznalva adhatjuk az egyenletnek olyan megoldésat is, amelyben a valtozok
realitv primek, példaul x = 3,y = 25 és z = 23 vagy olyan szadmhéarmast, amelyre ugyan
(z,y,2) = d > 1, de az mégsem all el§ egy méasik szamharmas szamszorosaként, példaul
©(3%) + p(12%) = ©(9%). A (2;3;4) szamhérmason kiviil is talalhatunk olyan megoldast,
amely két primet tartalmaz, példaul ¢(22) +¢(10%) = p(7%). Ezek megtaldlasa utan termé-
szetesen meriil fel a kérdés, hogy létezik-e olyan megoldas, amelynek minden tagja prim.
ElGszor célszerd x valamilyen rogzitett értékére bizonyitani, hogy ilyen szamharmas nem
létezik, példaul x = 2-re. Feltéve, hogy y és z is prim, a 2 + 3> —y = 2? — 2z egyenlet
adodik. Ezt tekinthetjiik egy y-ra felirt masodfoku egyenletnek, amelyben z a paraméter.
Tehat rendezés utén az y? —y — (2 — 2z — 2) = 0 egyenletre alkalmazva a megoldokép-
1+ /14+4(z2—2-2)

2

letet y1.0 = adodik. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
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y egész legyen az, hogy az 1 + 4(2? — z — 2) kifejezés egy paratlan négyzetszam. Mivel
1+4(22 —2—2) = (22 — 1)? — 8, ¢s két (paratlan) négyzetszam kiilonbsége csak abban az
esetben lehet 8, ha ezek a 9 és az 1, igy (22 —1)? = 9. Ebbdl 2 = 2 és y = 1 adodik, ami
ellentmondas, hiszen y nem prim. Masképp is igazolhatjuk, hogy x = 2 esetén nincs olyan

2 — (2 — y) egyenletet rendezve és szor-

megoldés, amelyben y és z is prim: a 2 = 22 —y
zattéa alakitva 2 = (z — y)(z + y — 1) adodik. Az egyetlen lehetséges faktorizaciobol z = 2,
y = 1 adodik, ami tehat nem megoldas. Ez utobbi modszer az, aminek altalanositaséval
bizonyithatjuk, hogy nem csak x = 2-re, de x értékét tetszbleges primszamnak vélasztva
nincs az egyenletnek olyan megoldésa, amelyben a mésik két valtozo is prim.

A kérdést magasabb kitevskre is vizsgalhatjuk, kereshetjiik példaul a ¢(z3) + p(y3) =
©(23) egyenlet megoldésait. Megleps modon, ha a két oldalon az értékek nem nagyobbak,
mint max(p(n?); 0 < n < 10° 4+ 1), a ,legkisebb” megoldas x = 107,y = 354 és z =
251. Az osztok szamara és Osszegére felirt egyenletekhez hasonléan ebben az esetben is
vizsgalhatjuk a megoldhatdsagot, ha a tagok szama a bal oldalon nem kettd, és taldlhatunk
akar csupa primekbél 4ll6 megoldasokat is, példaul p(3%) + o(112) + p(13%) = p(17%), de
az altalanositott probléméak megoldasa ebben az esetben sem tiinik elérhetének.

Megjegyezziik, hogy természetesen barmelyik multiplikativ fliggvényre felirt egyenletet
is tekintjiik, ha annak létezik megoldasa, akkor végtelen sok megoldasa is 1étezik, hiszen egy
(203 Yo; 20) megoldas mindharom tagjat barmely a mindharom taghoz relativ prim pozitiv

egésszel megszorozva az egyenlet egy ijabb megoldasat kapjuk.
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4.2. Az f(zxy)+ f(z2) = f(yz) egyenlet megoldhatésaganak vizsgalata

4.2.1. Additiv fiiggvények

ElGszor altalanossagban vizsgaljuk a problémat, ha f egy pozitiv egész értéki erdsen
additiv, illetve teljesen additiv fliggvény (azt, hogy f pozitiv egész értékd, ugy értjik,
hogy f(1) = 0-t6l eltekintve csak pozitiv egész értékeket vesz fel), majd alkalmazzuk az
eredményeket a kiilonbozs, illetve az Gsszes primosztok szama fiiggvényekre: w(n)-re és
Q(n) -re.

4.2.1.1. Erésen additiv fiiggvények

4.2.1. Definicio
Az f szamelméleti fiiggvény erésen additiv, ha f(p®) = f(p) minden p primre és o > 1
egész kitevdre, és (a,b) = 1-bdl f(ab) = f(a) + f(b) kovetkezik.

A definicioébol azonnal adodik:

4.2.2. Allitas
Ha n kanonikus alakja n = H p;t, és f erGsen additiv, akkor f(n Z f(p
i pln
4.2.3. Tétel
Ha f egy pozitiv egész értékd erdsen additiv fliggvény, akkor az f(zy) + f(zz) = f(yz)

egyenlet Osszes megoldasat azok az (1;y; z) szamharmasok adjak, amelyekben (y, z) = 1.

Bizonyitas

A bal oldalon: f(zy)+ f(x2) Z f(p +Z f(p) > Z f(p) +Z f(p), hiszen példaul az

plzy plzz ply plz
els6é tagot tekintve, minden olyan p prim, ami y-nak osztoja, az osztdja az xy szorzatnak

is, tehat ha y primosztoira végezzilk az Osszegzést, tekintve, hogy f pozitiv értéki, nem
noveljiik a tag értékét, azaz Z f(p) > Z f(p) valoban barmely z,y € Z"-ra fennall. Az

plzy ply
egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha x minden primosztdja y-nak is osztoja. Tehat
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azt kapjuk, hogy az f(zy)+ f(zz) > f(y)+ f(z) egyenl6tlenség barmely x,y, z € ZT esetén
fennéll, és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha x minden primosztéja kozos osztdja

y-nak és z-nek is.

A jobb oldalon: f(yz) = Zf(q) < Zf(q) + Zf(q), hiszen barmely y,z € Z*-ra

qlyz qly qlz

Z flg) = Z flg) + Z flq) — Z f(q), és tekintve, hogy f pozitiv értékd, nem csok-

qlyz aly qlz aly Nalz
kentjiikk az Osszeget, ha a harmadik tagot elhagyjuk. EgyenlGség akkor és csak akkor all

fenn, ha Z f(g) = 0, azaz y-nak és z-nek nincs kozos ¢ primosztoja. Tehat azt kap-

aly A alz
juk, hogy az f(yz) < f(y) + f(2) egyenlStlenség barmely y,z € Z* esetén fennall, és az

egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha y és z relativ primek.

Ebbdl az kévetkezik, hogy az f(zy) + f(xz) = f(yz) egyenlet akkor és csak akkor oldhato
meg, ha mindkét oldali becslésben az egyenlGség teljesiil. A bal oldali kifejezés becslése
miatt ebbdl (y,z) > 1, a jobb oldali kifejezés becslése miatt (y,z) = 1 kovetkezne, ami
ellentmondés. Abban az egyetlen esetben nem jutunk ellentmondésra, ha x primosztoinak
halmaza val6jaban az iires halmaz, azaz x = 1. Igy az 6szes megoldast valoban megkapjuk,

ha z = 1, valamint y és z tetszélegesen valasztott relativ prim szampar. B

A vizsgélt szamelméleti fiiggvények koziil a kiilonb6z6 primosztok szama fliggvény erdsen
additiv, igy a tétel kovetkezménye, hogy az w(zy) + w(xz) = w(yz) egyenlet Gsszes egész

megoldésat azok az (1;y; z) szamharmasok adjak, amelyekben (y, z) = 1.
4.2.1.2. Teljesen additiv fiiggvények

4.2.4. Definicié
Az f szamelméleti fiiggvény teljesen additiv, ha barmely a,b € Z*-ra f(ab) = f(a) + f(b).

A definiciébol azonnal adodik:

4.2.5. Allitas
Ha n kanonikus alakja n = pr”, és f teljesen additiv, akkor f(n) = Z a; - f(pi)-

(2
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4.2.6. Tétel
Ha f egy pozitiv egész értékd teljesen additiv fiiggvény, akkor az f(zy) + f(zz) = f(y2)

egyenlet Osszes megoldasat az (1;y; z) szamharmasok adjak.

Bizonyitas
Ha az f fiiggvény teljesen additiv, akkor az f(z)+f(y)+f(x)+f(2) = f(y)+f(z) egyenletet
kapjuk, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha f(z) = 0, azaz pozitiv értéki fiiggvény esetén:

x = 1. A szamharmas maésik két tagja tetszélegesen megvalaszthatd.

A vizsgalt szamelméleti fliggvények koziil az -fiiggvény teljesen additiv, igy a tétel kovet-
kezménye, hogy az Q(xy) + Q(zz) = Q(yz) egyenlet Osszes megoldasat az (1;y; z) szam-

hérmasok adjék.

Megjegyezzik, hogy modszertanilag a téma szakkori feldolgozasat nem deduktiv, ha-
nem induktiv moédon képzeljiik: elGszor azt a két konkrét egyenletetet és megoldhatosdgukat
vizsgalnank, amiket a primosztok szama, illetve a primosztok szama multiplicitassal eset-
ben felirhatunk. Majd az w(zy) + w(zz) = w(yz), valamint az Q(zy) + Qzz) = Qyz2)
egyenletek vizsgalata kdzben tapasztaltakra épitve, a bizonyitasban lényegi szerepet jatszo

fiiggvénytulajdonsigra osszpontositva mondanank ki az altalanos tételeket.

4.2.2. Multiplikativ fliggvények

Most attériink a pozitiv egész értékd multiplikativ fiiggvények vizsgalatara. Egy f
szamelmeleti fliggvény multiplikativ, ha (a,b) = 1 esetén f(ab) = f(a)f(b), és teljesen
multiplikativ, ha ez minden a, b-re teljesiil.

Az alabbi allitas, amelyet tobbszor fel fogunk hasznélni, azonnal adédik a definiciokbol.

4.2.7. Allitas

(A) Legyen f egy pozitiv egész értéki teljesen multplikativ szamelméleti fiiggvény, és te-
kintsiik az f(zy) + f(xz) = f(yz) egyenletet.

(i) Az egyenletnek nem létezik olyan megoldasa, amelyben z = y vagy x = z.
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(ii) Az egyenlet ekvivalens alakjai:

(42.7.2) fX(x) = (f(y) — f@)(f(z) — f(x),

_ W)
(1270) f(@) = 7o s
(

(42.7.c) fi(2) = (fy) — F@)(f(2) = f(2)).

(B) A fentiek teljesiilnek multiplikativ f esetén is olyan megoldasokra, ahol x,y és z pé-

ronként relativ primek.

Miel6tt ratériink a konkrét egyenletek vizsgélatara, ha f az osztok szama, az osztok

Osszege vagy az Euler-féle p-fiiggvény, kimondunk egy segédallitast.

4.2.8. Lemma b
Az a,b: ZT x Z*-n értelmezett % kifejezés pontosan akkor egész, ha a = r(r + s)k és
a

b = s(r + s)k alakban irhato, ahol (r,s) = 1 és k tetsz6legesen vélasztott pozitiv egészek.

Bizonyitas

A megfogalmazott feltétel elégséges, hiszen, ha a és b felirhatdéak ebben az alakban, akkor
ab  rs(r+s)’k?

a+b  k(r+s)? ]

és b legnagyobb kozos osztojat d-vel, ekkor a = rd, valamint b = sd, ahol (r,s) = 1. Igy

b d? d d
ai_ ;= d(:’S—l— ) = :j_ S Tekintve, hogy (r,s) = 1-b6l (r+s,rs) = 1 kovetkezik, az :j_ .

hanyados pontosan akkor lehet egész, ha r + s | d, tehat ha létezik olyan k pozitiv egész,

= rsk, ami egész. A sziikségesség igazolasahoz jeloljik a

a hényados

hogy d = (r + s)k. Ezt visszahelyettesitve kapjuk a bizonyitani kivant allitast. l

Most megvizsgaljuk az egyenletet néhany alapvetd multiplikativ fiiggvény esetén, neveze-
tesen az osztok szama, az osztok Osszege és az Euler-féle p-fiiggvényre. Els6ként az osztok

szama fliggvényt nézzik.
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4.2.2.1. Az osztok szama filiggvény

4.2.9. Tétel
Tekintstik a d(xy) + d(zz) = d(yz) egyenletet.

(i) A primhatvanyok korében az 6sszes megoldas:

(429&) T = p’{Sk_lj y = pg(r+5)k—1’ . p;(r-&-s)k—l’
ahol p;-k kiilonb6z6 primek, r,s, k pozitiv egészek, nem mindegyikiik 1, és (r,s) = 1,
valamint
k-1 k(B+2)—1

2

(4.29b) z=p 2, yng7 z =7 ’
ahol p;-k kiilénbo6z6 primek, k és § pedig paratlan pozitiv egészek és nem mindketten

egyenlsk 1-gyel;
(ii) z-et tetsz6legesen rogzitve az Gsszes paronként relativ prim megoldas elallithato.

Megjegyzés
Ebbdl kovetkezik, hogy nincs olyan megoldas, ahol mindharom véltoz6 prim. Azonban x

és y lehetnek egyszerre primek (és z primhatvany): (4.2.9.b)-ben k = 3,3 = 1.

Bizonyitas
(i) Harom esetet vizsgalunk aszerint, hogy a valtozok kanonikus alakjaban Gsszesen hény

kiilénb6z6 prim szerepel.

I eset: x = pf, y = pg és z = pg, ahol p;-k kiilonboz6 primek és «, 5,7 € Z*1

B+ +1)

B+D+(y+1)
Osszes megoldasa a 4.2.8. Lemma szerint a+1 = rsk, f+1 = r(r+s)k, és y+1 = s(r+s)k,

(4.2.7.b) alapjan a+1 =

adodik, hiszen d(n®) = a+1, ha n prim. Ennek

ahol 7, s, k pozitiv egészek és (r,s) = 1. Mivel « pozitiv egész, igy az rsk > 1 feltételnek
is teljesiilnie kell, ami valoban fennall, ha r, s és k£ nem mind 1-gyel egyenlGek. Rendezés
utan kapjuk (4.2.9.a)-t.

IL./A eset: © = p$, y = pg és z = pg, ahol p;-k kiilonboz6 primek és «, 5,7 € Z7.
Helyettesités és kiemelés utan (o + 1)(8 + v+ 2) = 8+ v + 1 adodik, ami ellentmondas,
mivel a bal oldal mindig nagyobb, mint a jobb oldal.
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IL./B eset: # = p@, y = pi és z = p], ahol pi-k kiilonbozs primek ¢és o, 8,7 € Z*.
Helyettesités, rendezés és kiemelés utan G(a — ) + 2a + 1 = 0 adodik. Ebbdl kovetkezik,
hogy 5 | 2a + 1, tehat létezik k € ZT, hogy kS = 2a + 1, ahol 8 és k is paratlan, és

kG —1 kB —1
legaldbb az egyik 1-nél nagyobb. Rendezés utan a = 52 LA B ( P 5 7 + k) =0
k(B+2)—1

egyenlet csak v = esetén teljesiil, hiszen [ pozitiv egész. Visszahelyettesitve
a kitevdkre kapott kifejezéseket, kapjuk (4.2.9.b)-t.

Mivel y és z szerepe szimmetrikus, igy méas esetet nem kell vizsgalnunk, ha Gsszesen két

prim szerepel a valtozok kanonikus alakjaban.
III. eset: x = p®, y = p? és z = p?, ahol p prim és o, B,y € Z*

Helyettesités és Osszevonas utan 2a + 5+ v+ 2 = 4+ v + 1 addédik, ami ellentmondaés,
mivel a bal oldal mindig nagyobb, mint a jobb oldal.

(i) Feltételezziik, hogy (z,y) = (z,2) = (2,y) = 1. (4.2.7.c)-bsl d*(z) = (d(y) — d(x)) -
(d(z) —d(z)) adodik, azaz d(y) — d(z) és d(z) — d(x) komplementer oszt6i d?(x)-nek. Tehat

d?(x) = uyuy Osszes lehetséges szorzatta bontasabol kapjuk d(y) = uy +d(z) = vy és d(z) =

us +d(x) = vy értékét. Ebbol vy = ky - .. .-k, Osszes lehetséges faktorizacioja (ahol r > 1 és
minden i-re k; > 1) meghatéarozza y egy lehetséges kanonikus alakjat: y = plfl_l ekt

(ahol p;-k primek). Hasonloképp adodik vy lehetséges szorzatta bontésaibol z kanonikus
alakja. Az (z,y) = (z,2) = (2,y) = 1 feltételnek eleget tevd Gsszes megoldast tgy kapjuk,
ha z, y és z kanonikus alakjidban nem szerepeltetiink azonos primtényezdéket. Ebbdl az
algoritmusbol az is kovetkezik, hogy barmely x-re az egyenletnek mér a paronként relativ

prim egészek korében is végtelen sok megoldasa van. Bl

Megjegyezziik, hogy mig x értékét tetszélegesen megvalasztva tehat végtelen sok meg-
oldast tudunk megadni, az azonban mér nem igaz, hogy két valtozo értékeét tetszdlegesen
megvalasztva is mindig talalhatunk megoldéast. Példaul ha x és y is négyzetszam, akkor
az egyenlet nem megoldhato, mert z akar négyzetszam, akar nem, az egyenlet két oldala

mindenképpen kiilonbo6z§ paritasi.
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Az egyenletet vizsgalva a a tanulok bizonnyal talalnak véletlenszertinek nevezhets meg-
oldasokat, de célszerti a multiplikativitast kihasznalva a paronként relativ egészekre szo-
ritkoznunk. Ha a paronként relativ prim egészek korében keressiik a megoldast, (4.2.7.b)
atrendezés ahhoz a vizsgalt egyenlettdl fliggetlen, 6nmagaban is érdekes kérdéshez vezet,
amit 4.2.8. Lemmaban mondtunk ki. Ennek segitségével a tanulok végtelen sok megoldast
talalhatnak, de emellett ajanlatos szisztematikusan megadni az 0sszes megoldéast x vala-
mely rogzitett értékére. Ha els6 1épésben az x = 1 esetet vizsgaljuk, a d(y)+d(z) = d(y)d(z)
egyenlet adodik, amelyet (d(y)—1)(d(z)—1) = 1 alakra hozhatunk. Innen d(y) = d(z) = 2,
azaz 1y ¢és z két kiilonboz6 primszam kell, hogy legyen. Tovabblépve, ha x = 2, azaz
2(d(y) + d(2)) = d(y)d(z), akkor (d(y) — 2)(d(z) —2) = 4, amibdl d(y) = d(z) = 4
vagy d(y) és d(z) koziill az egyik a 3-mal, mig a masik 6-tal egyenld. Tehat ennek az egyen-
letnek mar kaphatjuk olyan megoldasait is, amelyek nem primhatvinyok, hiszen példaul a
d(y) = d(z) = 4 egyenlség akkor is teljestil, ha y és/vagy z két-két kiilonbozs (jelen eset-
ben pératlan) prim szorzata. Ezeket a konkrét példakat megvizsgéalva a gyerekek maguktol
felfedezhetik (4.2.7.c) atrendezést, és hogy miképp lehet x valamely rogzitett értékére az
osszes (x,y) = (x,2) = (v, z) = 1 megoldast megadni. Hasznos, ha a didkok megtapasztal-
jak, hogy az Osszes megoldas karakterizaldsa nem feltétlen egy explicit formula megadasat
jelenti, hanem jelenthet egy algoritmikus leirast is. Masrészt mindekozben a tanulok azt
is elsajatitjak, hogyan kell az uv + au + bv + ¢ = 0 alaku diofantikus egyenletek Osszes

megoldasat megadni u-ban és v-ben, mikdzben a, b és ¢ rogzitett egészek.

Az osztok Osszege és az Euler-féle p-fliggvénnyel kapcsolatban olyan eredményeket is

megfogalmazunk, amelyek néhany jol ismert, primekre vonatkozo sejtéssel is kapcsolatosak.
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4.2.2.2. Az Euler-féle p-fliiggvény

4.2.10. Tétel

Tekintstik a p(zy) + p(xz) = p(yz) egyenletet.

(i) A primhatvanyok kérében végtelen sok megoldas létezik;

(ii) ha © = 2%¢ésy = 27, ahol o, 8 > 0 egészek, akkor csak 8 = a + 1 esetén létezhet
megoldas;

(iii) barmely rogzitett k > 31 egészre, az egyenletnek legalabb 31 darab olyan megoldasa
van, amelyben x = 2% és y kettShatvany, de z > 1 nem az;

(iv) nincs olyan megoldés, amelyben x és y is a 2 helyett més primnek a hatvéanya;

(v) a (p1; p2; p3) primekbdl 4ll6 szamhérmas pontosan akkor megoldés, ha p;-k kiilonb6z6
primek és (p1 — 1)® = (p2 — p1)(ps — p1);

(vi) barmely (2k + 1;3k + 1;6k + 1) alaka primekbdl all6 szamharmashoz tartozik egy
megoldas;

(vii) barmely ikerprimpéarhoz tartozik egy megoldas.

Bizonyitas
(i) Az x = 2%, y = z = 2" szdmharmas barmilyen o nemnegativ egész kitevére megoldas,
hiszen 2 - p(2291) = ¢(22%2) valoban fennall.

(ii)) Megmutatjuk, hogy ha x és y is kettGhatvany, és valamely z-vel egyiitt megoldast al-
kotnak, akkor x és y csak szomszédos kettShatvanyok lehetnek.

Legyen z = 2% ésy = 2% és z = 2°-¢, ahol s € N és (¢,2) = 1. Az egyenletbe visszahelyette-
204—}—6—1 2@—}—6—1

- 9B+s—1 _ Qats—1 - ga+s—1 . (2,8704 _ 1)
Mivel (2978-1 26—« _ 1) = 1, a hanyados akkor és csak akkor egész, ha 2~ — 1 = 1, azaz
b=a+1é0<s<a+l.

sités, majd rendezés utan azt kapjuk, hogy o(t)

Ekkor z-nek a(z y-tol kiilonboz6) lehetséges értékeit a p(t) = 2°7*t1 egyenlet paratlan
megoldasaibol kapjuk majd. Példaul ha o = 2, azaz © = 4, y = 8, akkor 0 < s < 3 miatt
azt kell megnézni, hogy a ¢(t) =1, ¢(t) = 2, p(t) = 4 és p(t) = 8 egyenleteknek vannak-e
t-ben paratlan megoldasai. Ezek rendre: ¢ = 1, ¢t = 3, t = 5, valamint t = 15. Tehat az

egyenlet 6sszes megoldasa v = 4 és y = S8 esetén a 2z = 231 =8, 2, = 22.3 = 12,
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z3=21.5=106s 24 = 2°-15 = 15, azaz gy Osszesen négy szdmharmast kapunk: (4; 8; 8),
(4; 8; 10), (4; 8; 12) és (4; 8; 15).

(iii) Ha o = 2%, és y kettShatvany, akkor y = 2¥"1. Ha 2z > 1 nem kettShatvany, akkor
z = 2% -t alakban irhato, ahol s € N, ¢ > 1 és (¢,2) = 1. Az egyenlet akkor oldhat6 meg,
ha a p(t) = 287175 egyenletnek van valamilyen 0 < s < k + 1-re paratlan ¢ megoldasa.

Mivel ¢ paratlan, igy ¢(t) pontosan akkor kettGhatvany, ha ¢ kiilonb6z6 Fermat-primek
szorzata. Jelenleg 6t Fermat-primet ismeriink, ezek: 241 alakuak, ahol m € {1,2, 4,8, 16}.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a ¢(t) = 2" egyenletnek létezik ¢ > 1 paratlan megoldasa,

ha 1 < n < 31 egész, és barmely ilyen n-hez pontosan egy ¢ tartozik. Ugyanis minden
4

1 < n <31 egész egyértelmien elGall kettes szdmrendszerben felirt n = Z g; - 2" alakban,
i=0
ahol g; € {0;1}. Tehat az 1 < k+ 1 — s < 31 egyenlStlenség figyelembe vételével adodo

2% és a hozza tartozo ¢(t) = 28+H175-bél nyert t szorzataként z-re legaldbb 31 darab értéket

kapunk.

(iv)Haz = p®, y =p’ész = p*-t, ahol s € N, p > 2 prim és (¢,p) = 1, akkor helyettesités
a+pB—1 a+pB—1

és rendezés utan p(t) = P = b . Ez a hanyados p > 2 esetén

- p,B—i-s—l _ pa+s—1 pa+s—1(pﬂ—o¢ _ 1)
nem lehet egész, mert p — 1 osztdja a nevezének, de a szamlalonak nem.

(v) Az egyenletnek olyan megoldasa nem létezik, amelyben a harom prim koziil kettd
azonos, hiszen ez csak y = z lehetne, és ha © = p és y = z = ¢, akkor 2(p — 1)(¢ — 1) =
q(g—1), ami ellentmondasra vezet, mert csak p = g = 2-re teljestil. Ezért x = py,y = py és
z = p3 paronként relativ primek, igy a bizonyitando egyenldség (4.2.7.a)-bol adodik, hiszen
¢(n) =n — 1, ha n prim.

pPr+1

Az allitas segitségével konstrualhatunk megoldasokat: az x = p,y = p+ 2 és z =

szamharmasra az egyenlet fennall. Ilyen primekbdl all6 szdmhérmasok 1éteznek, példaul

r=5y="72z=13.

(vi) Ha v = 2k + 1,y = 3k + 1ész = 6k + 1 primek, akkor (4.2.7.b)-ben felirt hanyados
3k - 6k
3k + 6k

Ilyen primekbdl all6 szamharmasok 1éteznek, példaul k£ = 2,6, 26,90 vagy 200 esetén. Ha

alakot hasznalva a 2k = egyenl@ség valoban fennall.
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k > 2, akkor k lehetséges értékeit a mod 30 maradékosztalyok koziil csak négybdl, a
(0)30, (6)30, (20)30, (26)30 maradékosztalyokbol valaszthatjuk, méskiilonben x, y vagy z Gssze-
tett lesz.

Ezeket a megoldasokat a 4.2.8. Lemma segitségével konstrualtuk (r = 1,s = 2 vélasztéasa
mellett). Ilyen tipust megoldasokat maés, a feltételeknek eleget tevs r, s pozitiv egészek
valasztéasaval is készithetiink. Példaul har =1,s =3, ésx = 3k+1,y = 4dk+1ész = 12k+1

mind primek valamilyen k pozitiv egészre, akkor megoldasai az egyenletnek.

Ha végtelen sok olyan k pozitiv egész szam létezik, amelyre 2k + 1,3k + 1és 6k + 1, vagy
3k+1,4k+1és 12k+1 primek — ami megoldatlan probléma —, akkor a p(zy)+p(z2) = ¢(y=2)

egyenletnek végtelen sok megoldasa van a primek koérében.

(vii) Ha x = 2p, y = pq, z = 2q, ahol p < ¢ ikerprimek, akkor az egyenlet egy megoldasat
kapjuk, hiszen a p(p — 1)(p+ 1) +2(p — 1)(p+1) = (p +2)(p — 1)(p + 1) egyenlGség
valéban fennéll. Ha az ikerprimek szama végtelen, akkor végtelen sok olyan megoldas van,

amelyben z,y és z is két primszam szorzata. B

Ennek a kérdésnek a vizsgédlatat az osztok szaméanal mondottakhoz hasonloképp gon-
doljuk. A problémamegoldas kézben a tanulok maguk fedezhetik fel a két fiiggvény ko-
zOtti néhény lényegi kiillonbséget. Ismét csak a paronként relativ prim egészek korében az
x = 1 esettel kezdve a vizsgalodast, az 1 = (p(y) — 1)(p(z) — 1) egyenlet adodik, amibsl
o(y) = p(z) = 2. A ¢(n) = 2 egyenlet Gsszes megoldasa n = 3,4 és 6, de ezek koziil
csak a 3 és a 4 relativ primek, igy ha z = 1, akkor az egyetlen megoldas: y = 3, z = 4,
vagy forditva. Mivel ¢(2) = 1, igy = 2 esetén nem kaphatunk (paronként relativ prim)
megoldast.

Ez utobbi észrevétel azt is eldrevetiti, hogy célszert = helyett p(z) rogzitett értékeire
vizsgalni az egyenlet megoldhatosdgat és egyiitt kezelni az © = 3, 4 és 6 eseteket, hiszen
ezekre p(z) = 2. Ekkor a 4 = (¢(y) — 2)(¢(z) — 2) egyenlet adodik. Az osztok szamahoz
viszonyitva az egyik kiilonbség és nehézség, hogy ebben az esetben a tényezbk csak parosak
lehetnek, hiszen p(n) péaros, ha n > 2. Emiatt a 4-nek csak egyetlen szorzatta bontasabol,
nevezetesen a 4 = 2 - 2 faktorizaciobol kaphatunk megoldasokat. Ebbél p(y) = ¢(2) = 4,
tehat y és z az {5;8;10; 12} négyelemd halmaz két olyan eleme kell, hogy legyen, amelyek
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egymashoz és x-hez is relativ primek. Tehéat azt kapjuk, hogy ha x = 3, akkor az egyetlen
megoldas: y = 5, z = 8, vagy forditva, illetve ha z = 4 vagy = = 6, akkor nem létezik
(paronként relativ prim) megoldés.

Ezen a ponton azt is érdemes megbeszélni a tanulokkal, hogy ha valamilyen rogzitett
k pozitiv egészre egy paratlan n megoldasa a ¢(n) = k-nak, akkor 2n is megoldasa az
egyenletnek. Ha = péros, akkor nem lehetiink benne bizonyosak, hogy a lehetséges értékek
alkotta halmaznak van két paratlan eleme, tehat hogy talalunk megoldést y-ban és z-ben.
Az a kérdés is felmeriil, hogy vajon vannak-e olyan pozitiv egészek a ¢-fiiggvény értékei
kozott, amelyekre garantalhatd, hogy a fliggvény azt az értéket egy pératlan helyen is
felveszi. Ennek a problémanak a kapcsan beszélhetiink a Fermat-primekrsl.

Mikézben () rogzitett értékei mellett az egyenlet megoldasait keressiik, fontos hang-
sulyoznunk, hogy ellentétben az osztok szamanal mondottakkal, ahol d(z) = k egyenletnek
x-ben végtelen sok megoldasa van, ha k& > 1, z-ben csak véges sok lehet&ség adodik ¢(x)
értékének rogzitése esetén. Miutan nem talaltunk paronként relativ prim megoldast, ha
x = 2,4 vagy 6, azt persze mindenképp tisztdznunk kell, hogy ez nem azt jelenti, hogy
az egyenletnek egyéltalan nincs megoldésa y-ban és z-ben ezekben az esetekben. Ha nem
szoritkozunk paronként relativ prim szamharmasokra, konnyen taldlhatunk megoldasat, ha
r=2,példaul: x =2, y=4ész=5;vagyx =2, y=6¢é z=3;vagy x =2,y =4 és
z = 4. VélhetGen a gyerekek az utobbi két megoldas valamelyikét megtalaljak, annak az
altaldnositdsnak a bizonyitasa pedig egy szép és nem nehéz feladat, hogy barmely pozitiv
egész k-ra a (kyk(k + 1);k + 1), illetve a (2F; 251 2F1) szamharmasok az egyenlet meg-
oldasai. A legutobbi nyoman probéalhatunk olyan szamharmasokat is keresni, amelyekben
legalabb két tag ugyanannak a paratlan primnek a hatvinya, majd a sikertelen kisérletek
utan bizonyitani, hogy ilyen megoldas nem létezik.

Az egyenlet megoldhatosaganak kérdését dsszehasonlitva az osztok szama fliggvénynél
tapasztaltakkal, egy masik fontos kiilonbségrél is érdemes szot ejteni: a ¢ -fliggvény esetén
nem minden péros szam szerepel az értékkészletben, példaul a 14, 26, 34, 38... stb. (az
bizonyitott, hogy végtelen sok ilyen paros szam létezik). Ez azt is jelenti, hogy el6fordul-
hat, hogy o(z) rogzitett értékére az elvileg lehetséges faktorizaciok koziil nem mind ad
megoldast, példaul p(x) = 12-re a 144 = (p(y) — 12)(¢(z) — 12) egyenletet kapjuk, amely

esetén a 144 = 2 - 72 szorzatbol biztosan nem kaphatunk megoldast, mert a ¢(n) = 14
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egyenletnek nincs megoldésa.

A kévetkez6 két tétel arra vonatkozik, amikor a p(zy)+¢(22) = ¢(yz) egyenlet megoldésait

ugy keressiik, hogy x és y két kiillonb6z6 alaptu primhatvéany.

4.2.11. Tétel
Ha a o(zy) +¢(22) = ©(yz) egyenletnek az x = p®, y = ¢° és z € Z* gy megoldasa, hogy
p és q kiillonboz6 primek, o, § € Z1 és z oszthato pg-val, akkor vagy © = 8 és y = 9; vagy

x Mersenne-prim és y = x + 1; vagy y Fermat-prim és z =y — 1.

Bizonyitas
Legyen = p® és y = ¢°, ahol p és ¢ kiilonboz6 primek, o, 8 € Z7T és keressiik z-t ugy,
hogy az egyik véltozohoz sem relativ prim, azaz z = p® - ¢* - t alakd, ahol a, b € Z* és
(t; pg) = 1. Ebbdl visszahelyettesités, egyszertsités, majd rendezés utan azt kapjuk, hogy
a—1 £S—1
p q
p(t) =

Pt (g7 = p)
o(t) = p*=@- ¢’ A tovabbiakban ezeket az egyenleteket elemezziik, és bontjuk esetekre

, ami csak akkor nem vezet ellentmondésra, ha ¢° —p® = 1, igy

a megoldhatosig vizsgalatat.

I eset: a, 6 >1
El6szér megmutatjuk, hogy a ¢ —p® = 1 egyenletnek ebben az esetben egyetlen megoldasa
van: ¢ =3, p=2, =2, a = 3.

Mivel a két primhatvany kiilonbsége paratlan szam, igy p és g kiillonboz6 paritasuak, tehat

p = 2, mig q egy paratlan prim, vagy forditva.

Tegyiik fel, hogy p = 2. Ekkor a ¢° — 1= (¢ — 1)(¢ 1 +¢° 2+ ...+ ¢+ 1) = 2% egyenlet
adodik. Ha § > 1 paratlan, akkor a szorzat masodik tényezGje 1-nél nagyobb egész, ami
ellentmodés. Ha 3 > 1 paros, akkor ¢ — 1 = (qg - 1)(qg + 1) szorzat mindkét tényezGje
akkor és csak akkor lehet 2-hatvany, ha qg —1=2igyqg=3,0=2,és a=3.

Megmutatjuk, hogy p nem lehet paratlan. Tegyiik fel ugyanis, hogy ¢ = 2, ekkor 2° = p*+4-1
adodik. Ha o > 1 pératlan, akkor 2° = (p+ 1)(p®t —p* 2+ ... +p* —p+ 1), azaz a

81



szorzat mésodik tényezGje 1-nél nagyobb egész, ami ellentmodas. Ha o > 1 paros, akkor
p*+1=2 (mod 4), de 2° = 0 (mod 4) barmely 3 > 1 egészre, tehat ismét ellentmondasra
jutunk.

Tehat valoban g = 3, p = 2, 3 = 2, a = 3 az egyetlen megoldas, amibdl p(t) = 23 . 3270
adodik. Az (a; b) szampérra hat lehetGség kinalkozik:

A) (a; b) = (3; 2), amibdl p(t) =1, ésigy t = 1;

B) (a; b) = (3; 1), amibdl () = 3, aminek nincs megoldasa,;

C) (a; b) = (2; 2), amibdl ¢(t) = 2, de ennek nincsen (¢,6) = 1 megoldasa;
D) (a; b) = (2; 1), amibdl p(t) =6, és igy t = T,

E) (a; b) = (1; 2), amibdl p(t) =4, és igy t = 5;

F) (a; b) = (1; 1), amibsl ¢(t) = 12, és igy t = 13.

Tehat ha o = 23, y = 32, akkor 2 =23-3%, 20 =22.3-7, 23 =2-32-5¢és 24y = 2-3 - 13.

IT. eset: a=1,6>1

Ekkor ¢ = 2, p Mersenne-prim és a = 1. Példaul: z = 7, y = 2%-re a p(t) = 22~ egyenletet
kell megoldani b lehetséges értékei mellett, mikozben a (¢,14) = 1 feltétel teljesiil. Az ennek
eleget tevé megoldasok rendre t; = 5, ty = 3, és t3 = 1. Tehat ha o = 7, y = 23, akkor
2 =2-T-5, 2 =2%-7-3, illetve z3 =23 7.

Ha z tetszGleges Mersenne-prim és y a nala 1-gyel nagyobb kettGhatvany, akkor az a = 1,

b = [ értékek mindenképpen adnak megoldast: ekkor p(t) = 1, igy ¢t = 1, innen z = xy.

II. eset: a > 1,8 =1

Ekkor ¢ Fermat-prim, p = 2 és b = 1. Példaul: x = 24, y = 17-re a p(t) = 297¢ egyenletet
kell megoldani a lehetséges értékei mellett, mikozben a (¢,34) = 1 feltétel teljesiil. Az ennek
eleget tevs megoldasok rendre t; = 15, ty = 5, t5 = 3, és t, = 1. Tehat ha xz = 2%, y = 17,
akkor z; = 2-17-15, 2o = 2217 -5, 23 = 23-17- 3, illetve 24 = 2% - 17.

Ha y tetsz6leges Fermat-prim és x a nala 1-gyel kisebb kettShatvany, akkor a b =1, a = «
értékek mindenképpen adnak megoldast: ekkor ¢(t) = 1, igy t = 1, innen z = zy. Ez tehat
azt is jelenti, hogy nem csak a Mersenne-primekhez, de a Fermat-primekhez is mindig

tartozik a p(xy) + p(rz) = @(yz) egyenletnek legalabb egy megoldasa.
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IV.eset: a=p=1
Ekkorg=3,p=2ésa=0b=1. A ¢(t) =1-bdl a (t,6) = 1 feltételnek eleget tevss egyetlen
megoldas ¢t = 1. Tehat ha x =2, y = 3, akkor 2 = 6. B

A bizonyitas vélhetGen legnehezebb része annak igazolasa volt, hogy a 8 és a 9 az egyet-
len egymaéast kovetd primhatvanyok, annak ellenére, hogy ennek igazolasa lényegében csak
a nevezetes azonossagok alkalmazasat igényelte. A tanulok ezeknek az azonossdgoknak a
szépségét talan kevésbé latjak, bar példaul oszthatosagi feladatokban vagy a masodfoki
fiiggvényekrsl tanultakkal kapcsolatban gyakran hasznaljak ezeket. Ez a bizonyitas minden-
esetre jO példaként szolgal arra, hogy az ,agyongyakorolt” azonossagok milyen jo szolgélatot
tehetnek egy olyan probléma megoldasaban (is), amelyet a gyerekek bizonnyal nem nevez-
nének rutinfeladatnak. A vizsgalt egyenlet megoldasait a primhatvanyok korében kerestiik,
az altalanositott probléma, hogy két egymast kovetd teljes hatvanyt kerestink. A sejtést,
miszerint az altalanositott kérdés megoldéasat is csak a 8 és a 9 adja, 1844-ben Catalan
fogalmazta meg. Tobb, mint egy évszazaddal késébb, 1976-ban Tijdeman igazolta, hogy
ha n ,elég nagy”, akkor n és n + 1 egyszerre nem lehetnek teljes hatvanyok. Azonban az
welég nagy” olyan nagysagrendt volt, hogy az 6sszes lehetGség ellendrzése (szamitogépek se-
gitségével) gyakorlatilag lehetetlen volt. Végiil a sejtést 2002-ben Mihailescu bizonyitotta,
tehat a 8 és a 9 az egyetlen egymast kovetd két teljes hatvany. ([25])

Azt a kérdést, hogy ha x és y kiillonbo6z6 alapt primhatvany, mikézben z legaldbb az
egyik valtozohoz relativ prim, az alabbi konkrét példan mutatjuk be, ami jelzi a probléma

altalanositdsanak nehézségét is.

4.2.12. Tétel
Ha z = 3% és y = 11°, ahol o, 3 € Z*, akkor a p(zy) + o(x2) = ¢(yz) egyenlet csak

a =1, = 2 esetén oldhatd meg és a megoldasok z; = 93 és 2o = 186.

Bizonyitas
I. eset: z =3%-t, ahol a € Z* és (t, 33) = 1.
" o ) ) 10-3%—. 11871
Ekkor helyettesités, egyszerisités és rendezés utan a ¢(t) = 101171 — 30 egyenletet
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kapjuk. Mivel a nevezs barmely «, 3, a € Z* kitevSk valasztasa esetén relativ prim a szam-
ldlohoz, igy a hanyados csak akkor lehet egész, ha a nevezs értéke 1. A 10-11°7! — 3% =1
egyenlet megoldasa: f = 1, « = 2. Ha > 1, akkor a megoldhatosag sziikséges feltéte-
le, hogy 3* = —1(11). Ez a kongruencia semmilyen « kitevére nem teljesiilhet, mert a 3
hatvinyai mod 11 rendre 3, —2, 5, 4, illetve 1 maradékot adnak. Ha g = 1, a = 2, akkor
a p(t) = 10 - 327 egyenletet kell megoldani a lehetséges a = 1 és a = 2 értékek mellett,
mikozben a (t,33) = 1 feltétel teljesiil. Csak az el6bbi ad megfelels megoldast: ¢; = 31,
illetve t, = 2 - 31. Tehat ekkor o = 32, y = 11, z; = 3 - 31, illetve 2, = 3 -2 - 31.

I1. eset: z = 11°-¢, ahol b € Z* és (t, 33) = 1.
2.3, 1180

118 — 2. 321
juk. Mivel a nevezé barmely «, 3,b € Z™T kitevk valasztasa esetén relativ prim a szamlalo-

Ekkor helyettesités, egyszertisités és rendezés utén a p(t) = egyenletet kap-

hoz, igy a hanyados csak akkor lehet egész, ha a nevezd 1-gyel egyenls. A 11° —2.3%71 =1
egyenlet mar mod 5 sem teljestilhet: a 11 hatvanyai 1 maradékot adnak, a kivonandé pedig

nem oszthatoé 5-tel.

III. eset: (2, 33) =1
10-3e-1. 11771

T 51151 — 3l
kapjuk. Ez pontosan abban a két esetben lenne megoldhato, ha a nevezs 1-gyel vagy 2-vel

Ekkor helyettesités, egyszertisités és rendezés utan a o(t) egyenletet
egyenld. Az elsd eset nem lehetséges, hiszen barhogy is valasztjuk meg a kitevéket, a nevezd
paros. A méasodik esetben ¢(t) egy 1-nél nagyobb paratlan szam lenne, ami szintén nem

lehetséges. B

Latjuk tehat, hogy még abban az igen specialis esetben is, amikor x és y primhatvanyok
és z legalabb az egyikhez relativ prim, a probléma konkrét primekre is lényegesen eltérd

esetek vizsgalatat igényli.
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4.2.2.3. Az osztok Osszege fliggvény

4.2.13. Tétel

Tekintstik a o(xy) + o(xz) = o(yz) egyenletet.

(i) Nincs olyan megoldas, amelyben a harom valtozé ugyanannak a primnek lenne a hat-
vanya;

(ii) (p1;pe;p3) primekbsl allo szamhéarmas pontosan akkor megoldas, ha p;-k kiilonb6zs
primek és (p1 + 1)* = (p2 — p1)(ps — p1):

(iii) barmely (4k — 1;5k — 1;20k — 1) alakd primekbdl all6 szdmharmashoz tartozik az

egyenletnek megoldéasa.

Bizonyitas
a+p+1 1 a+y+1 __ 1
(i) Haz = p®,y = pP, 6s z = p, ahol , B, 7 € Z*, akkor ebbal 2 : +2 — =
p—= p—=

kévetkezne. Ez nem teljesiilhet, hiszen mod p a bal oldal 2-vel, a jobb oldal

p —
1-gyel kongruens.

(ii)) Az egyenletnek nem létezik olyan megoldéasa, amelyben a harom prim kozil kettd
azonos, hiszen ez csak z = p és y = z = ¢ lehetne, és ekkor a 2(p+1)(¢+1) =¢* +q+1
egyenletnek kellene teljesiilnie, ami ellentmondas, mivel a bal oldal bamilyen p, g valasztasa
mellett paros, mig a jobb oldal paratlan. Ezért x = p;,y = py és z = p3 paronként relativ

primek, igy a bizonyitando6 egyenléség (4.2.7.a)-bol adodik, hiszen o(n) = n+ 1, ha n prim.

24+4p+1
Az allitas segitségével konstrudlhatunk megoldéasokat: xt = p,y =p+2 és z = pipt]

2
szamhéarmasra az egyenlet fennall. Ilyen primekbdl all6 szamharmasok léteznek, példaul
p=>5,q=7,z=23.

(iii) Ha © = 4k — 1,y = bk — 1ész = 20k — 1 primek, akkor a (4.2.7.b) hanyados alakot
5k - 20k

hasznalva a 4k = 5k T 20k egyenl@ség valoban fennall.

Ezeket a megoldasokat a 4.2.8. Lemma alapjan r = 1, s = 4 megvalasztasaval konstrualtuk.

Ilyen tipust megoldasokat mas, a feltételeknek eleget tevs r, s pozitiv egészek valasztasaval

is készithetiink. Példaul ha r = 2,s = 3, és x = 6k — 1,y = 10k — 1ész = 15k — 1 mind
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primek valamilyen k pozitiv egészre, akkor megoldasai az egyenletnek.

Ha végtelen sok olyan k pozitiv egész szam létezik, amire 4k — 1,5k — 1és20k — 1, vagy
6k — 1,10k — 1 és 15k — 1 primek, akkor a o(xy) + o(zz) = o(yz) egyenletnek végtelen sok
megoldasa van a primek korében. ll

Az osztok szama fiiggvénynél igazoltuk, hogy olyan szamhérmas nem lehet megoldasa
a d(zy) + d(xz) = d(yz) egyenletnek, amelyben két valtozd négyzetszam. Szintén parités-
vizsgélattal és felhasznélva, hogy o(n) pontosan akkor paratlan, ha n = m? vagy n = 2m?
alakt valamilyen m € Z%-ra, azonnal adodik, hogy a o(zy) + o(xz) = o(yz) egyenletnek
biztosan nem létezhet olyan megoldasa, amelyben két valtozd egy négyzetszam vagy egy

négyzetszam kétszeresével egyenld.

Végiil egy konkrét kérdés vizsgalataval bemutatjuk, hogy két ismeretlent rogzitve a

megoldasszam igen valtozatos képet mutat.

4.2.14. Tétel

Ha x = 2, akkor létezik olyan y, amelyre z-ben a megoldasok szama
(1) végtelen;

(ii) egy;

(iii) nulla.

Bizonyitas

(i) Ha x = 2,y = 3, akkor z = 3% - 11 barmely « € N-re megoldésa az egyenletnek.
a+l _ 1 3a+2 _
Elvégezve a helyettesitést: 12436 - — = 12- — majd egyszertsités és rendezés

utan 12 + 18 - (3%t — 1) — 6 - (3 - 3°" — 1) = 0 adodik, ami valéban barmely o € N-re
teljestil.

(ii) Ha z = 2 és y = 11, akkor az el6z6 esetbdl — mivel y és z szerepe felcserélhets — tudjuk,
hogy z = 3 megoldas, most megmutatjuk, hogy ebben az esetben mas megoldéas nincs.

Keressiik 2-t z = 2% - 117 - t alakban, ahol o, 3 € N és (¢,22) = 1.
11+ — 1 11°+2 — 1
Elvégezve a helyettesitést: (2272 —1) - 10 o(t)+36 = (2T —1)- 0

o (t),
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majd egyszertsités és rendezés utan 180 = [11°F1 . (9 - 2% — 5) 4 2°] - o(¢) adodik.
Itt a jobb oldal értéke 5 > 1-re legalabb 485, igy csak 5 = 0 johet szoba. Ekkor 180 =
[100 - 2% — 55] - o(t), amibdl csak o = 0 esetben kapunk megoldast: 180 = 45 - o(t)-bdl
o(t) =4, igy t = 3, azaz z = 3 valoban az egyetlen megoldés, ha x =2 és y = 11.

(iii) Ha x = 2,y = 5, akkor nincs megoldés.

Keressiik z-t z = 2% - 5% - t alakban, ahol o, 3 € N és (¢,10) = 1.
Elvégezve a helyettesitést: (2972 — 1) - - co(t) +18 = (2°T — 1)
majd egyszertisités és rendezés utdn 36 = [5°+1 . (322 — 2) + 29 - o(t) adodik.

Itt a jobb oldal értéke 8 > 2-re legalabb 126, igy két lehet&séget kell ellenérizniink.

Ha § = 0, akkor 36 = [16-2* — 10] - o(¢), amibdl csak a = 0 johet szoba, ekkor o(t) = 6-bol
t = 5, ami nem relativ prim a 10-hez, igy nem megoldas.

Ha 5 =1, akkor 36 = [76 - 2* — 50] - o(t), amib&l nem adodik semmilyen a-ra megoldas.
Tehat egyetlen megoldast sem kapunk, ha x =2 és y = 5.

58+2 1
- o(t),

Az egyenletek vizsgalata ¢(n) és o(n) esetén tébb hasonlosagot is mutat. Megbeszél-
hetjiik a gyerekekel, hogy a két fiiggvény tovabbi rokon vonasokat is mutat, példaul az
|f(n) — n] = 1 egyenléség mindkét fliggvény esetén akkor és csak akkor teljesiil, ha n
prim vagy megemlithetjiik nekik, hogy mindkét fiiggvény atlagos nagységrendje szimmet-
rikus n-re: %n, valamint ~—n. Tlletve mesélhetiink a tanuloknak olyan matematikatorténeti
vonatkozasokrol, amelyek ezeket a fliggvényeket hires (akar méig megoldatlan) antik prob-

lémékhoz kotik, gy mint a szabalyos sokszogek szerkeszthetGsége vagy a tokéletes szédmok.
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5. fejezet

Szamelméleti fuggvények kompozicidja-
nak kommutativitasa

Ebben a részben olyan kérdéseket vetiink fel, amelyek a szamelméleti fiiggvények kom-
pozicibjanak kommutativitasat vizsgaljak. A didkok a kozépiskolai matematika tanulma-
nyaik soran szémtalanszor talalkoznak olyan szituacioval, amikor egy szamukra tjonnan
megismert miivelet tulajdonsagait kell megvizsgalni. Az altalanos iskolaban a valos sza-
mok korében végzett miiveletekrél megtapasztaljak, megtanuljak, milyen tulajdonsédgokkal
rendelkeznek, és az ott tapasztaltakat Osszevetik az Gjonnan tanultakkal, legyen sz6 hal-
mazmiiveletekrsl, vektormiveletekrdl, fliggvények dsszetételérdl, logikai mtiveletekrdl vagy
specidlis matematika tagozaton példaul a matrixmiiveletekrsl. A specidlis matematika ta-
gozatos tananyagban szerepelnek csoportelméleti ismeretek is, ami mindezek egyfajta szin-

tézise.

Mind a négy lehetséges helyzettel talalkoznak, adodik szituacio, amelyben egy miivelet
assszociativ és kommutativ is (példaul az unidképzés mivelete vagy a konjunkcio), amikor
nem asszociativ és nem is kommutativ (példaul halmazok kiilonbségét vagy két vektor vek-
torialis szorzatat venni), amikor nem asszociativ, de kommutativ (példaul a szamtani kozép
képzése), és végiil amikor egy miivelet asszociativ, de nem kommutativ (példaul fiiggvé-
nyek kompozicidja vagy az azonos méret kvadratikus matrixok szorzéasa). Természetesen
szamtalan egyéb miiveletet definidlhatunk, amelyet vizsgalat targyava tehetiink, hogy a
gyerekekben rogziiljon, a két tulajdonsag kozott nincs ok-okozati Osszefiiggés, tehat ezek
egymastol fiiggetlen miiveleti tulajdonsagok. A kozépiskolai nem tagozatos tananyagban
el6fordulo helyzetekben megvizsgaljuk, hogy az adott mtvelet (legyen az a fentiek bér-
melyike) kommutativ-e, azaz ellenpéldat igyeksziink adni, ha nem az, illetve bizonyitani
(megengedve természetesen a szemléletes bizonyitast), ha a mivelet eredménye valéban
fliggetlen a miiveletben szereplék sorrendjétél. Nemleges valasz esetén, tehat ha egy ¢ mi-

velet egy H halmazon nem kommutativ, persze azért kereshetiink olyan a,b € H elemeket,
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amelyekre teljesiil, hogy a © b =b ¢ a. A legtobb esetben nem tul nehéz azt megvizsgalni,
hogy az adott nem kommutativ miivelet esetén mi annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy a ¢ b = b ¢ a fennalljon. Példaul a valos szamok korében végzett kivonas, osztas, vagy a
halmazok kiilénbségének képzése esetén a gyerekek konnyen meg tudjak fogalmazni a sziik-
séges és elégséges feltételt. Persze olyan helyzet is adodik, amikor ezt nem tudjuk megtenni,

példaul a négyzetes matrixok szorzasanak vagy fiiggvények Osszetételének vizsgalatakor.

Az Osszetett fliggvény fogalma, specidlisan a geometriai transzforméaciok kompozicio-
janak vizsgalata is része az emelt szintd tananyagnak. Azt, hogy a fliggvények szorzésa
asszociativ, de nem kommutativ mivelet, a gyerekek igen hamar megtapasztaljak. Az,
hogy két tengelyes tiikrozés egymés utani alkalmazasa esetén a sorrend lényeges, vagy az,
hogy a nemnulla valos szdmokra —x? # (—x)?, igen konnyen lathato. Természetesen keér-
hetjiik a didkokat, hogy adjanak meg olyan nem trividlis f és ¢ fiiggvényeket, amelyekre
flg(z)) = g(f(z)) fennall minden = € R-re. Trividlis megoldas példaul, ha a két fiiggvény
koziil valamelyik az identitas, vagy ha f = h®) és g = h()), ahol A™ a h fiiggvény m-szeres

Osszetételét jelenti. Nem trividlis megoldas példaul: f(x) = 22 és g(z) = |z|.

rils kérdés. Ebben a fejezetben vizsgalatunk targya az f(g(n)) = g(f(n)) egyenlet, ahol
f és g a mar megismert szamelméleti fiiggvények valamelyike: d(n), ¢(n),o(n),w(n), vagy
Q(n). A megoldhatosag kiilonbozs aspektusait vizsgaljuk, gy mint: megadhato-e legalabb
egy megoldés, megadhato-e végtelen sok megoldas, megadhato-e az egyenlet Gsszes megol-
déasa. Hasonlo szemszoghdl vizsgaljuk az f(g(n)) = g(f(n)) = k egyenletet rogzitett k-ra,
ahol k € Ry N'R,.

5.1. El6szor azzal a két egyenlettel foglalkozunk, amelyek esetén az f(g(n)) = g(f(n))

egyenlet 0sszes megoldasat meg tudjuk adni.

5.1.1. Tétel
Az Q(p(n)) = p(2(n)) egyenlet Gsszes megoldéasa: n = 27, n = 3, vagy n = 27 - 3977, ahol
q prim, és 1 <~ < g — 1 egész.
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Bizonyitas

El6szor megmutatjuk, hogy ezek a szamok valoban megoldasok:

- han =29, akkor Q(p(29)) = Q217 ) =q¢—1, &és p(Q(29) = p(q) = q¢— 1.

- ha n = 3, akkor Q(¢(3)) =Q(2) =1, és p(2(3)) = p(1) = 1.

-han =27-39"7 ahol ¢ prim és 1 < v < g—1, akkor Q(p(27-3977)) = Q(20~1.2.37771) =
q—1, & p(Q(27-377)) = (q) = ¢ — 1.

Most megmutatjuk, hogy a fenti alakban megadott szamoktol kiillonb6z6 szam nem lehet

megoldéasa az egyenletnek.

Ehhez elGszor belatjuk, hogy 3-nal nagyobb pératlan szam nem lehet megoldéas.

(i) Legyen 31 n, azaz n = Hpio‘i, aholr > 1, p; >3 és a; > 1 minden 7 € Z"-re.
i=1

A jobb oldalon:

=y (Z ai) < (Z ozZ) mivel p(k) < k teljesiil minden k € Z*-ra.
i=1

A bal oldalon:

Qe(n)) > (Z(ai — 1)) +2r = (Z 041> + r, hiszen ¢(n pr“ I . Mivel

=1 =1
p; > 3, igy p; — 1 péros és legalabb két primtényezd szorzata, tehat Q(pz — 1) > 2 minden

i € Z*-re. Ebbdl azt kapjuk, hogy (Z Ozl-> +7 < Qe(n)) = e(Qn)) < <Z ai>, ami
i=1

i=1
ellentmondés, hiszen r > 1.

(i) Legyen 3 | n tigy, hogy n nem 3-hatvény, azaz n = 3°- Hpio”, ahold >1,r>1,p; >3
i=1
és a; > 1 minden ¢ € ZT.

A jobb oldalon: ¢(€(n) (5 + (Z a,)) <0+ (i ai> :

A bal oldalon: Q(p(n)) > 1+d—1+ (Z(ai - 1)) +2r =6+ (Z ai) + r, mivel
i=1 =1
Qe(3)=0(2-3" ) =1+6—1.
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Tehat ismét ellentmondésra jutunk, a jobb oldal mindig kisebb, mint a bal oldal.

(iii) Ha n > 3 egy 3-hatvany, azaz n = 3°, ahol § > 1, akkor ¢(2(3?)) = ¢(J) < 6 — 1, de
Qp(3%) =Q(2-371) =4.

Most megvizsgaljuk, hogy n lehet-e paros.
(iv) Ha n > 2 egy 2-hatvany, azaz n = 27, ahol v > 1, akkor ¢(€2(27)) = ¢(y) < v — 1,
de Q(p(27)) = (2771 = v — 1, tehéat az egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha a

kitevd prim, jeloljik ezt g-val, tehat n = 29 .

(v) Tegyiik fel, hogy 3 1 n, de n nem egy kettShatvany, azaz n = 27 - H p;“*, ahol
i=1
vy>1,r>1,p; >3 ¢és o; > 1 minden i € Z"-re.

A jobb oldalon: ¢(Q(n)) < v+ <Z ai> - 1L
i=1

A bal oldalon: Q(¢(n)) > v —1+ (Z(O‘i - 1)) +2r =+ (Z ozi) +r — 1, ami

i=1 i=1
ellentmondés, hiszen r > 1.

T
(vi) Ha 3 | n és n primtényezdi kozott szerepel 3-nal nagyobb prim, azaz n = 27-37- H [
i=1
aholy>1,6>1,r>1,p; >3 ¢és a; > 1 minden i € Z"-re.

A jobb oldalon: ¢(Q(n)) <o+~ + (Z ozi) —1.
i=1

i=1 =1

A bal oldalon: Q(p(n)) >vy—1+5—1+1+ <Z(ai — 1)) +2r =40+ (Zm) +r—1,

ismét ellentmondasra jutunk.
(vii) Végiil tegyiik fel, hogy n = 27 - 3% alaki, ahol v > 1,0 > 1. Mivel ¢(Q(n)) =

e(v+6) <y+d—18s Qp(n)) = Q2071.2.371) = Q(27-3°71) = y+ 0 — 1, az egyenlSség
akkor és csak akkor teljesiil, ha v + 0 prim, jeloljiik ezt ¢-val, azaz n =27 - 3777. B
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5.1.2. Tétel . .
Qw(n)) =w@n) =k & n= Hrﬂi és Z% = b, ahol r;-k kiilonb6z6 primek, b > a

i=1 i=1
pozitiv egészek, és Q(a) = w(b) = k.
Bizonyitas

Han = Hrﬂi a fenti feltételeknek eleget tesz, akkor Q(w(n)) = Q(a) = k és w(Q(n)) =
i=1
w(b) = k valoban teljestil.

Most megmutatjuk, hogy n sziikségképpen ilyen alakt kell, hogy legyen:

Q(w(n)) = k akkor és csak akkor &ll fenn, ha n = H p;**, ahol p;-k kiilonb6z6 primek tugy,
i=1

hogy Q(a) = k.

w(Q2(n)) = k akkor és csak akkor &ll fenn, ha n = H ;" ahol g;-k kiilonboz6 primek tgy,
j=1

hogy Zﬁj =bésw(b) =k.
j=1

Tehat az Q(w(n)) = w(Q(n)) = k egyenlet megoldasai sziikségképpen n = H r; " alakuak
i=1

ugy, hogy Z% = b, ahol Q(a) =w(b) =k ésb>a. B
i=1
Ez a karakterizacio azt is jelenti, hogy az egyenletnek minden régzitett £ > O-ra n-ben

végtelen sok megoldasa van.

5.2. Ebben a szakaszban olyan egyenletekkel foglalkozunk, amelyeknek habar az Osszes
megoldasat nem tudjuk megadni, de minden & € Ry N Ryre végtelen sok megoldasat
tudjuk adni, vagy legalabb az f(g(n)) = g(f(n)) egyenletnek végtelen sok megoldasat
tudjuk megadni.
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5.2.1. Tétel
Az w(d(n)) = d(w(n)) = k egyenletnek minden k € Z"-ra végtelen sok megoldéasa van.

Bizonyitas
n=p .ng .pgrl - ~ka*171 “Dk41 - - - - - Doe—1 megoldasok, ha p; és ¢; > 2-k kiilénb6z6

primek, mivel w(d(n)) = w <d (2 RN 22]%1_’“)) =k és d(w(n)) =d(2"") = k.

A 6. fejezetben erre az egyenletre még visszatériink, és bemutatjuk, hogy semmilyen k € Z™-

ra nem létezik négyzetmentes megoldas.

5.2.2. Tétel

Az Q(d(n)) = d(Q(n)) = k egyenletnek minden k € Z*-re végtelen sok megoldésa van.
Bizonyitas

Minden n = p; -pgk_l_l megoldéas, ha p; # ps és ¢ primek, hiszen Q(d(n)) = Q (2 . qkil) =k
és d(Qn)) =d(¢" ") =k 1

5.2.3. Tétel

A p(d(n)) = d(p(n)) egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

Bizonyitas

Minden n = 2P~! megoldas, ha p prim, mivel p(d(n)) = ¢(p) = p — 1 és d(p(n)) =
d(2P2)=p—1.

Szintén megoldasok az n = 2P~ - 3771 alaku szdmok, ha p prim, mert p(d(n)) = p(p?) =
(p—=1)-pésd(p(n) =d(2r7*-2-377%) =d (2" -377%) = p(p — 1).

Az n = 2% 1. 3 alaki szamok is igazza teszik az egyenletet, ha a € Z*, mivel (d(n)) =
(27 2) = p(2°T) =2 és d(p(n)) =d (2272 2) =d(2*" ) =2>. W

5.2.4. Tétel
A p(w(n)) = w(p(n)) = 2 egyenletnek végtelen sok megoldasa van.
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Bizonyitas
Minden n = 2* -3 -7 megoldas, ha k pozitiv egész, mivel p(w(n)) = ¢(3) = 2 és w(p(n)) =
w(2k1.2.2.3)=w(2"-3)=2.1

5.3. A kovetkezGkben olyan egyenleteket vizsgalunk, amelyekre az f(g(n)) = g(f(n)) =k
egyenlet nem minden k£ € Ry N R,-re oldhaté meg (a legkisebb olyan k € Ry N'R, értéket

keresve, amelyre az egyenletnek nincs megoldasa).

5.3.1. Tétel
A ¢(o(n)) = o(e(n)) = 2™ egyenlet semmilyen m € Z*-ra sem oldhaté meg.

Bizonyitas
Azt tudjuk, hogy o(n) = 2" & n = H M,,, ahol M, -k kiilénb6z6 Mersenne-primek (ez
meghatarozza m azon lehetséges értékeit, amelyekre 2™ eleme a o-fliggvény értékkészleté-

nek).
Ebbdl kivetkezik, hogy a(p(n)) = 2™ < ¢(n) = H M,,, ami ellentmondasra vezet, hiszen

©(n) paros, han > 2, és p(0(2)) # a(p(2)). B

5.3.2. Tétel
A o(d(n)) = d(o(n)) = 7 egyenletnek nincs megoldasa.

Bizonyitas
A bal oldalon: o(d(n)) =7 < d(n) =4 < (i)n = p; - p2, vagy (ii)n = p?, ahol p; # p, és
p primek.

(i) Han = p; - ps, akkor d(o(n)) = d((p1 + D(p2 +1)) =7 & (p+1)(p2 + 1) = ¢".
Mivel p; és po koziil legalabb az egyik paratlan, igy ¢ = 2. Ebbdl viszont az kovetkezik,
hogy pi-nek és po-nek az alabbi Mersenne-primek egyikének kell lennie: 22 —1, 23 —1, vagy
25 — 1. Azonban a (p; + 1)(p2 + 1) szorzat egyik esetben sem lesz 25.

(ii) Han = p?, akkor d(o(n)) = d(p*+p*+p+1) =7 & p’+p*+p+1=¢° &
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Az ismert ([4]), hogy az x
Tz —

= y™ egyenletnek nincsen olyan x,y > 1 egész megoldasa,
amire m > 2, ha n = 0(4), amibél az kovetkezik, hogy a p> + p* +p+ 1 = ¢° egyenlet nem
oldhatoé meg. W

5.3.3. Tétel
A d(p(n)) = ¢(d(n)) = 44 egyenlet nem megoldhato.

Bizonyitas
A stratégiank a kovetkezs: megadjuk a jobb, majd a bal oldal altal meghatarozott Gsszes
lehetséges alakot ¢(n)-re, majd megmutatjuk, hogy ezek kozott nincs egyezd, tehat az

egyenlGség nem allhat fenn semmilyen pozitiv egészre.

A jobb oldalon: ¢(d(n)) = 44 akkor és csak akkor allhat fenn, ha
(A) d(n) =3-23, vagy

(B) d(n) = 2% 23, vagy

(C) d(n)=2-3-23.

Ezekbdl n kanonikus alakjara a kévetkezd lehetGségek adddnak:
(A) d(n) =323 & (Al) n=p%, vagy (A2) n =p}-p}’

(B) d(n) =2*-23 < (B1) n=p”, vagy (B2) n =p}-p3?, vagy (B3) n = p; - p3°, vagy
(B4) n = p; - ps - p3*

(C) d(n) =2-3-23 & (C1) n = p', vagy (C2) n = pi - p3?, vagy (C3) n = pi - py’,
vagy (C4) n = p; - p5%, vagy (C5) n = py - p3 - p32, ahol p;-k kiilonboz6 primek, és p
is prim.

Most irjuk fel minden esetben, hogy mit kapunk ¢ (n)-re:
(A1) o(n) = (p—1)-p*", vagy (A2) @(n) = (p1 — 1) - p1- (p2 — 1) - p3'
(B1) ¢(n) = (p—1)-p*, vagy (B2) ¢(n) = (pr—1)-pt-(p2—1)-p3',
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vagy (B3) o(n) = (p1—1)-(p2—1)-p3*, vagy (B4) ¢(n) = (p1—1)-(p2—1)-(p3—1)-p3'

(C1) p(n) = (p—1)-p'*, vagy (C2) ¢(n) = (p1 —1)-pi- (p2 — 1) - p3,
vagy (C3) ¢(n) = (p1—1)-p1-(p2—1)-p3*, vagy (C4) ¢(n) = (p1—1)-(p2—1) -9,
vagy (C5) ¢(n) = (p1—1)-(p2—1)-p2-(ps — 1) - p3".

Tekintstik a bal oldalt: d(p(n)) = 44. Ez az egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha
(D @(n) = ¢*, vagy

(I) ¢(n) = qi - ¢°, vagy

(II1) ¢(n) = q - 3", vagy

(IV) ¢(n) = q1 - g2 - ¢3°, ahol g;-k kiilonboz6 primek és ¢ is prim.

Most hasonlitsuk 6ssze a két oldal alapjan kapott lehetGségeket:

1) n nem lehet a felsoroltak koziil (Al), (B1), (B3), (C1), (C3), sem (C4) alaki, hiszen
©(n) szorzatalakjaban nem lehet primkitevs, amelyik nagyobb, mint 43.

2) n nem lehet (B2) vagy (C2) alaka sem, mivel ¢(n) szorzatalakjaban nem lehet két
kiilonb6z6 prim, amelyek koziil az egyik kitevGje legalabb 21, a mésik kitevGje pedig tébb,
mint 1.

3) n nem lehet (A2) vagy (C5) alaka sem, mert ebben az esetben ¢(n) az (I)-(IV)-ben
felsorolt szorzatalakokt6l mind kiilénbozik.

4) n nem lehet (B4) alakt, habar p(n) = (p1 —1) - (p2— 1) - (p3 — 1) - p3! lehetne ¢(n) = ¢**
alakil, ha p3s = ¢ = 2 és p;, p, Fermat-primek, de ha p; = 2% + 1 és p, = 2° + 1 kiilonb6z6
primek gy, hogy a és b kiilonb6z6 2-hatvanyok, akkor az a4+ b = 22 egyenletnek teljesiilnie

kellene, de ilyen a és b 2-hatvanyok nincsenek. ll

Bizonyithato, hogy nemcsak a d(p(n)) = ¢(d(n)) = 44 egyenlet nem oldhaté meg, hanem
a d(p(n)) = @(d(n)) = 4s sem, amennyiben s és 2s + 1 primek, valamint 2s nem all
el6 két 32-nél kisebb kettGhatvany Gsszegeként. Hasonloképpen a d(p(n)) = ¢(d(n)) = 8s
egyenletnek sincs megoldasa abban az esetben, ha s és 4s 4+ 1 primek, illetve 4s nem all el

két 32-nél kisebb kettGhatvany osszegeként.
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5.4. Ebben a szakaszban olyan eredményeket fogalmazunk meg, amelyek néhany jol ismert,

primekre vonatkozo sejtéssel is kapcsolatosak.

5.4.1. Tétel
Barmely M, Mersenne-primhez tartozik az w(o(n)) = o(w(n)) egyenletnek megoldasa. Ha-

sonloképp, barmely p? + p + 1 alaki primhez is, ahol p maga is prim.

Ez tehat azt is jelenti, hogy ha végtelen sok Mersenne-prim vagy végtelen sok olyan p
prim létezik, amire p? + p + 1 is prim, akkor az w(o(n)) = o(w(n)) egyenletnek végtelen
sok megoldasa van.

Bizonyitas

Ha M, = 2P—1 Mersenne-prim, akkor n = 2P~ megoldésa az egyenletnek, mivel w(c(2P71)) =
w(2P = 1) =w(M,) =1¢és o(w(2)) =0(1) = 1.

Ha ¢ = p*> + p+ 1 prim, és p is a prim (példaul p = 3, 5, 17-re ¢ = 13, 31, 307), akkor
n = p* megoldas, hiszen w(o(p?)) =w(P?* +p+1) =w(q) =1és o(w(p?)) =0c(1)=1. 1

Két hasonlo allitast fogalmazunk meg az alabbiakban.

5.4.2. Tétel
. p+1
Barmely ¢ =

alakt paratlan primhez, ahol p # 43 prim, tartozik a d(o(n)) = o(d(n))

egyenletnek megoldéasa.

Annak ellenére, hogy az ismert, hogy az a;, = 4k — 1 szamtani sorozat végtelen sok p primet

tartalmaz, azt nem tudjuk, hogy ez végtelen sokszor elGfordul-e tigy, hogy k£ maga is prim.

Bizonyitas
n = 3*. p megoldasa az egyenletnek, ha p teljesiti a fenti feltételeket, hiszen d(o(3* - p)) =
d(112- (p+ 1)) =d(11% - 4q) = d(2* - 11% - q) = 18, és 0(d(3* - p)) = 0(10) = 18. A

5.4.3. Tétel .
Barmely ¢ = Z% primhez, ahol p prim, tartozik az Q(o(n)) = o(2(n)) egyenletnek

megoldasa.
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Bizonyitas
n = 22 - p megoldésa az egyenletnek, ha p teljesiti a fenti feltételeket, hiszen Q(c (22 - p)) =
Q7-(p+1)=Q(7-49) =Q(2%-7T-q) =4, 65 0(Q2% - p) =0c(3)=4. 1

Az 5.4.3. Tétel nagymértékben altalanosithato:

5.4.4. Tétel

Ha minden pozitiv egész [-hez létezik p > 2 és ¢ prim, amelyre ¢ = ——, akkor az

I
Q(o(n)) = o(Q2(n)) = k egyenletnek létezik legalabb egy megoldasa minden olyan k pozitiv

egészre, ami a o-fiiggvény értékkészletének eleme.

Bizonyitas

Legyen n = 2° - p alaka, ahol p egy paratlan prim és s pozitiv egész. Mivel k a o-fliggvény
értékkészletének eleme, a o(2(2° - p)) = o(s + 1) = k egyenlet meghataroz legalabb egy
s-értéket, amire az Osszefiiggés fenndll. Masrészt Q(o (2% - p)) = Q25T — 1)(p+ 1)) =
Q2 = 1)+ Q(p+1).

Q25T — 1) értekét s meghatarozza, jeldljiik ezt t-vel: Q(2571 — 1) = ¢, masképp kifejezve
Qp+1) = k—t Mivel £ > s+ 1 és Q257 — 1) < logy(25T! — 1) < s+ 1, ezért
k —t > 1 minden s € Z*-re. Ha barmely k —t — 1 = [ € N-re léteznek olyan p, ¢ primek,
amelyekre p + 1 = 2! - ¢, akkor n = 2° - p megoldasa az egyenletnek, hiszen Q(o(n)) =
QU251 =1)-(p+1)) = Q2 =)+ Q(p+1) = t+Q(2"q) = t+(I+1) = t+(k—t—1+1) = k.
Es 0(Q(2° - p)) = o(s + 1) = k szintén teljesiil, hiszen igy adtuk meg s értékét. W

Miel6tt ratérnénk a kovetkezs problémara, sziikségiink lesz arra, hogy tudjuk, hogy az F;
i
: szamok

Fermat-primekhez, 0 < ¢ < 4, létezik olyan p; primkitevs, amelyre az

kiilonb6z6 primek, példaul pg = p1 = po = 3,p3 = 23, és py = 7.

5.4.5. Tétel

Legyen 0 < k < 4, és legyenek p; -k olyan primek, hogy az F; Fermat-primekkel kepezett
FP—1
F,—1
megoldésa a p(o(n)) = o(p(n)) egyenletnek.

szamok kiilonb6z6 primeket adnak minden 0 < ¢ < k-ra. Ekkor n = l_IFipf1
i=0
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Bizonyitas
A bal oldalon:

k k ; k ; k —1 k
FPi—1 FP—1 FPr —1
i—1 _ 7 - 7 o i ]
“”((HF )) “”(H E—1> (G ) =15 1Ie
=0 =0 =0 =0 =0
. . . e B (FF ' —1)F,
Az utolso egyenl@ség az alabbi algebrai atalakitasbol adodik: T 1= 1
A jobb oldalon:
k k k
o (SO (H Fiml>> -0 <H F;pr? . (FZ — 1)) -0 (H szf2 22;) =
1=0 1=0 i=0
k koo k koo
. <H EP«;—? . H222> — <H Fwipi—2> o (H 22%) _
i=0 i=0 i=0 i=0
_ ﬁFpi—Q (22k+2’€—1+...+1> _ ﬁ Fipfl —1 <22k+1_1> .
=0 | i o = | E 1 o =
1=0 =0
k —1 k —1 k —1 k
FPi 1 k1 FP— —1 FPF —1
= : 22 1) = L Fry—2) = d F.n
7,1;([ E_l ( ) =0 E_l ( o ) =0 E_l 11:10

Megjegyezziik, hogy ez Golomb egy allitdsanak ([9], 99.0.) altalanositdsa: n = 3P°~! meg-
300 — 1

oldésa a p(c(n)) = o(p(n)) egyenletnek, ha py és primek. Valoban, ¢(o(3P071)) =

30— 1\ 3% —3 gl 1\ 3p 3

= go( ) =~ és o(p(3 1) = og(2-3"072) = 3- ( ) =—

2 2
3ro —1
prim, példaul py = 3, 7, 13, 71, és 103.

Iy = 3-ra létezik olyan kitevs, amire

A tovabbi Fermat-primekre: Fy = 5 és Fy = 17 esetén ilyen kitevd példaul p; = ps = 3,
ezért n = 3% .52 és n = 32 - 5% - 17% megoldésai a ¢ (o(n)) = o (p(n)) egyenletnek.

F3 = 257-ra és Fy = 65537-re példaul a WolframAlpha segitségével taldlhatunk ilyen
kitevket, F3-ra példaul ps = 23, Fy-re példaul py = 7 alkalmas. Tehat az eredeti egyenle-

tiinknek létezik négy vagy 6t kiilonb6z6 primfaktorral rendelkezé megoldasa is.
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Azt, hogy vajon végtelen sok alkalmas p; primkitevd 1étezik-e, amelyre az

hanya-
.

dosok kiilénb6z6 primek, nem tudjuk. Ha igen, akkor a ¢(o(n)) = o(p(n)) egyenletnek
végtelen sok megoldasa van.

9.9. Ebben a szakaszban kiilon foglalkozunk az f(g(n)) = g(f(n)) = 1 egyenlettel. Ezt
azért gondoljuk kiilon egységként targyalni, mert egy esetet leszamitva az egyenletek 6sszes
megoldasat meg tudjuk adni, a gyerekek szamara ezeket a megoldésokat kénnyen hozzé-
férhet6nek gondoljuk, a megoldasok igen valtozatos képet mutatnak. Illetve mér ennek
a specialisan megvélasztott, és talan ezért lehet, hogy egyszertinek vélt probléma megol-
dasanak kapcsan is szembetaldlkozunk nem vért nehézséggel, ami jol illusztralja, hogy a
legegyszertibbnek tiing kérdés is olyan problémakhoz vezethet, amik maig megoldatlanok,

bar részeredmények ismertek.

5.5.1. Feladat
Bizonyitsuk be, hogy w(¢(n)) = p(w(n)) = 1 &sszes megoldasa: n = F;, vagy n = F; - F},
vagy n = 2%, vagy n = 2% - F;, ahol a € Z* és F; # F; Fermat-primek.

Bizonyitas
pw(n)) =1 < (A) wn) =1vagy (B) wn) =2.

(A) w(n) =1 < n=p* ahol p prim és o € Z™.

Mivel w(p(p®)) =w((p—Dp*) =1 & (p—1)p*! = ¢, ahol ¢ prim és v € Z*, ebbdl
kovetkezik, hogy:

(A1) ha =1, akkor p— 1 =¢" & ¢ =2, tehat p = 27 + 1 prim, amibdl n = F;, vagy
(A2) ha a > 1, akkor p = 2, ebbdl kovetkezik, hogy n = 2°.

(B) w(n) =2 & n=pi" - p32, ahol p; # pe primek és ag, ag € Z7.

Mivel w(p(pf"-p5?)) = w((pr =)y~ (2= 1)p5* ) =1 & (m—1)p" - (p2—1)p5* ™" =
q", ahol g prim és v € Z*, ebbdl kovetkezik, hogy:

(B1) ha ay > 1, ay > 1, akkor nincs megoldéas, vagy

(B2) ha a; > 1, ap = 1, akkor n sziikségképpen n = 2% - F; alaka, vagy
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(B3) ha oy =1, ap = 1, akkor n kanonikus alakja: n = F; - F;. B

A kovetkezd bizonyitasi feladatok igen egyszertiek, ezek koziil tébbet a 6. fejezetben emli-

tiink, itt csak az eredményeket kozoljiik:

5.5.2. Feladatok
Bizonyitsuk be, hogy
(i) w(d(n)) =d(w(n)) =1 < n=p? ! ahol p, ¢ primek és 3 € Z*.

(i) Qd(n)) = d(Q(n)) =1 < n = p, ahol p prim.
(iii) o(d(n)) = d(p(n)) =1 © n =1 vagy n = 2.
(iv) o(d(n)) = d(o(n) =1 & n=1

(v) plo(n)) =o(p(n)) =1 & n=

(vi) Qo(n)) =o(Qn)) =1 & n=

(vii) Q(e(n)) =¢(Q(n)) =1 < n =3, 4 vagy 6.

q q
(viii) Qw(n)) =w(@(n)) =1 < n= sz'ai es Z a; = 7, ahol p;-k kiilénb6z8 primek,
=1 =1
q, v primek, és o, B € Z7.

5.5.3. Probléma
Végiil ratériink az w(o(n)) = o(w(n)) = 1 egyenletre, aminek csak részeredményét ismer-
jiik.
o(w(n)) =1« wn)=1 < n=p* ahol p prim és o € Z™.
pa+1 -1 pa+1 -1
w(o(pY)) =w (—1> =1< ——T = ¢°, ahol ¢ prim és 3 € Z*.
p— p—

Ha § = 2, akkor ismert, hogy az egyetlen megoldas a p = 3, a = 4, és ¢ = 11 ([4]). Az
" —1

altalanosabb Nagell-Ljunggren egyenlet: = y™", ahol z,y > 1 ésn > 2, m > 2
megoldhatosigaval kapcsolatban ismertek részeredmények, de ezek nem segitenek abban,
hogy olyan megoldasokat talaljunk, amik esetén S > 2. Mar az sem vilagos, hogy létezik

ilyen megoldas. A 8 = 1 esetben kapott részeredmények a 6. fejezetben talalhatoak.
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6. fejezet
A szakkor

6.1. A célok

Ahogy azt a bevezetésben emlitettiik, a speciélis matematika tagozaton a szamelméleti
fiiggvények szerepelnek a reguléris 6rak tananyagaban. De még a tagozatos csoportokban is
igencsak korlatozott annak lehetGsége a tandrédkon, hogy a gyerekek 6nalld kisebb kutatéaso-
kat végezzenek (barmilyen témaban), hiszen erre tipikusan nem &ll rendelkezésre elegendd
id6. A tanorakon tobbnyire nem nyiltvégd problémékkal foglalkozunk. Szakkori keretek
kozott erre inkdbb adodik lehetdség. Természetesen a matematika tagozatra jard didkok
életében a matematika szakkor allando jelenség a hat év alatt. A szakkor céljai tobbfélék,
az azokon foly6 munka példaul hol egy matematikaversenyre vald késziilést segiti, hol az
orai keretekbe méar be nem férg témakat targyalunk. A szakkoron inkabb adodik alkalom
egy adott téméban valo kalandozasra, mert persze egy tanorai feladat kapcséan is lehetsége
van a gyerekeknek arra, hogy maguk vessenek fel problémakat, és kezdjiink el az altaluk
kijel6lt iranyban gondolkodni tovabb, de azt nem mondhatjuk, hogy ez lenne a tipikus. A
szakkoron ez inkabb megvalosithatd. A tagozatos tanérdkon megismerkediink tehat a szam-
elméleti fiiggvényekkel, szamos remek feladat segiti a fliggvényekrdl tanultak elmélytilését,
de értheté okok miatt azt a fajta onallo kisérletezést, amit a szakkor a céljaul tiizott ki,
egy tanora keretein beliil nehéz megvalositani. A szakkor tehat arra tett kisérletet, hogy a
gyerekeknek olyan problémékat vessen fel, amik lehetévé teszik a divergens gondolkozast, a
cél az volt, hogy a probléma feldolgozésa lehetGséget adjon a teljesen onallo kisérletezésre,
hogy ki-ki kreativitdsdhoz, matematikai és egyéb készségeihez mérten teret kaphasson az
alkotasra. Természetesen az is cél volt, hogy egy-két olyan tanult problémamegoldasi stra-
tégiat felelevenitsek ebben az 0j kdrnyezetben, ami tobbszor, sok kiillonbo6zs szituécidoban
alkalmazhat6, és amiknek tovabbi elmélyitése hasznos. Azt is szerettem volna, ha 1j, akar
a tagozatos kereteken is tiulmutato ismeretekkel is gyarapszik a gyerekek tudasa. Ami nem

volt cél: nem kivantam frontalis munka formajaban feldolgozni a problémékat, a kimon-
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dott tételek bizonyitasait megtanitani vagy adott kérdés esetén a sajat konstrukcidimat a
gyerekekkel megismertetni, a legf6bb cél az volt, hogy az 6nallo felfedezést szorgalmazzam

és segitsem.

6.2. A koriilmények, a tervezés

A szakkort a gimnazium specialis matematika tagozatan tanul6 néhany 9. osztalyos
gyereknek (a létszam valtozo volt) szerveztem heti rendszerességgel. Tekintve, hogy erre a
2017 /18-as iskolai tanév utols6 honapjaiban keriilt sor, nem voltak vérmes reményeim azt
tekintve, hogy a gyerekek - egyébként is sok kotelezettségiik mellett - heti sok-sok o6rat tud-
nak majd szentelni az otthoni teljesen 6nall6 kutakodasnak, de reméltem, hogy felkeltem
majd érdeklédésiiket a probléma irant, és lesznek, akik onalléan is dolgoznak a feladato-
kon, illetve hogy lesznek sajat problémafelvetéseik is. A szakkor tehat inkabb abba kivant
betekintést adni a gyerekeknek, hogy hogyan is nézhet ki a kutatémunka, részleteiben nem
egy lényegében teljesen 1j és eddig ismeretlen témat kivintam megismertetni a gyerekekkel
(bar az, hogy a részleteket ilyen forman raktuk egyméas mellé, nyilvan teljesen 4j volt sza-
mukra). Természetesen a tervezésnél azt gondoltam, hogy a kutakodasban hol inkabb, hol
kevéshbé lesz sziikség tanari iranyitasra. A foglalkozasoknak tehat természetesen volt el6-
zetes terve, de azokat igyekeztem tudatosan, a gyerekekre figyelve (az adott foglalkozéson
beliil is) rugalmasan alakitani, a soron kiévetkezs foglalkozés tervét pedig mindig ugy ké-
sziteni, hogy az reflektaljon az el6zé orai torténésekre, a gyerekek gondolataira. A gyerekek
a szakkori orakon torténtekrdl a foglalkozast kovetGen prezentaciot kaptak e-mailben (az
eredetileg készitett prezentacio megfelel6 modositasa utéan). A prezentacio tipikusan a ,hézi
feladatként” kapott néhanyt kérdést is tartalmazta, amiken a gyerekek a kovetkezd alkalo-
mig gondolkodhattak, de ha ezekben nem volt 1ényegi elérehaladas, azt nem tekintettem

problémaéanak.

A sziikséges elGismeretekrdl: a gyerekek tehat mind a 9.-es tagozatos osztalybol ke-
riltek ki (nem a sajat tanitvanyaim koziil), onkéntes alapon vettek részt a szakkoron, a
,valogatas” egyetlen szempontja az volt, hogy ezek a didkok a szamelméleti fiiggvényekrsl

nem a szakkoron hallottak el6szor, azokrol tanorai keretek kozott mér tanultak, igy az
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azokkal kapcsolatos alapvetd ismeretekkel mar rendelkeztek (és mivel kiilonb6z6 évfolya-
mokon tanulok esetében oérarendileg Gsszeegyeztetni egy kozos szakkort igen nagy kihivast
jelent, majdhogynem a lehetetlent, igy, habar a kozvetlentil felettiik 1év6 évfolyam diakjait
is bevonhattam volna a munkaba, ezt végiil nem tettem). Masra igazédn nem volt sziikség, a
kommutativitas fogalma ekkorra természetesen mar része a gyerekek eszkoztaranak, addigi
matematikai tanulmanyaik soran mar sokszor taladlkoztak vele, tobb kiilonb6z6 matemati-
kai kornyezetben vizsgaltak miiveletek tulajdonsagait. A didkokrol tudtam, hogy elézetes
ismeretiik az Osszetett fliggvényrsl kdzvetve volt: gy talalkoztak mar ezzel a fogalommal,
hogy példaul ha adott az f(x) = 3z + 7 fiiggvény, akkor ennek a fliggvénynek az ,x + 17
helyen vett helyettesitési értéke f(z+1) = 3(x+1)+7. Tehat rutinjuk a kompozicié miive-
letének alkalmazasaban bizonnyal nem volt, de — mint ahogy arrél késébb lesz sz6, és mint
ahogy azt el6zetesen feltételeztem — a bevezetd foglalkozason igen konnyen elsajatitottak

ezt a fogalmat altalanossagban.

Amikor ezeket a didkokat kérdeztiik meg arrél, részt vennének-e ebben a szakkori mun-
kédban, tulajdonképpen tehat ,csak” a szamelméleti ismereteik megléte volt szempont. Per-
sze (a leginkabb) a matematikatanaruktol szarmazoé informéciok alapjan azt is tudtam
roluk, hogy matematikabol (is) tehetséges, a matematika irant (is) érdeklds, de altalaban

véve is szorgalmas gyerekek.

6.3. A foglalkozasok

A foglalkozasoknak tehét, ahogy azt korabban emlitettem, volt elézetes terve, de ter-
mészetesen nem mindig az eredeti terv valosult meg, volt, hogy a gyerekek kérdései, felve-
tései mas iranyba vitték a tervezett menetet, de ezt 6rvendetesnek gondoltam. A felépitést
tekintve persze arra torekedtem, hogy kezdetben olyan problémat tiizzek ki, aminek vizs-
galata varhatoan azonnali sikerélményt garantal. Ahhoz, hogy a gyerekeket ,megnyerjem”
a szakkornek, ez sziikséges volt, mindamellett, hogy a gyerekek mar az els§ orara is lel-
kesen érkeztek. A kés6bbiekben persze olyan kérdések, bizonyitésok is teritékre keriiltek,
amik mar komplexebbek voltak, de a fokozatossag fontos tervezési szempont kellett, hogy

legyen ebben a munkaban is. A tovabbiakban ebbdl a munkabol idézek, a foglalkozéson
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torténteket kronologikus sorrendben felelevenitve.

A bevezets foglalkozas leginkabb a gyerekek ismereteinek feltérképezésérdl és az el-
vileg meglévs ismereteik felelevenitésérsl szolt. Valamint a munkalégkor megteremtésérdsl,
tekintve, hogy ezekkel a gyerekekkel korabban még sosem dolgoztam egyiitt, némelyikiiket
latasbol ismertem. Atismételtiik az 6t vizsgalt szamelméleti fiiggvény definiciojat és azt,
hogy a kanonikus alakbol hogyan hatarozzuk meg az értékiiket. Az Euler-féle o -fliggvény
esetén a formula tobbféle alakjat is megbeszéltiik. Kiemeltiik a kiilonbséget w és 2 kdzott.
Felelevenitettiink egy-két feladatot, amikben ezek a fliggvények eléfordultak, mint a bizo-
nyitas kulcsgondolata. Felidéztiink olyan fogalmakat mint multiplikativitas, és megvitattuk,
hogy ebbdl a szempontbol fliggvényeink hogyan viselkednek (illetve, hogy tulajdonképpen

ezen tulajdonsag és a definicio segitségével hogyan adodnak az ismert képletek).

Az els6 foglalkozason mar sz6 volt arrél, hogy mi mindent tudunk a fiiggvények ér-
tékkészletérsl, a kovetkezSkben nem feltétlen kiilonvélasztva, hogy mi az, ami ismétlésnek,
mi az, elvileg ismert gondolat ,jrafelfedezésének” és mi az, ami djdonsédgnak szamitott.
A gyerekek természetesen minden nehézség nélkiil tudték, hogy d(n),w(n) és Q(n) bér-
mely pozitiv egész értéket felvesz, utobbi kettd a nullat is. Azt is megbeszéltiik, hogy d(n)
esetén az l-et, utobbi ketts esetén a 0-at leszdmitva barmelyik értéket végtelen sokszor
veszik fel. Ok is szorgalmaztak az Osszehasonlitast, hogy ezzel szemben a masik két szam-
elméleti fiiggvény, a o(n)ésp(n) nem minden pozitiv egész szamot vesz fel helyettesitési
értékként, hoztak példéat arra, hogy melyik pozitiv egész szamot nem talaljuk egyik, illetve
masik értékkészletében. Arra, hogy p(n) értékkészletébsl nem csak ,néhany” érték marad
ki, megbeszéltiik annak bizonyitasat, hogy ¢(n) paros, ha n > 3. Didaktikailag fontosnak
tartom, hogy ha lehet, egy tételre tobb bizonyitast adjunk, igy itt is megbeszéltiik, hogy ez
a tétel hogyan kovetkezik a képletbdl, illetve hogy a képlet mint ,nagyagya” nélkiil is iga-
zolhato az allitas, felhasznéalva a legnagyobb k6zos oszt6 azon tulajdonsagat, hogy minden
n > 1 egészre teljesiil, hogy (a, n) = (n—a, n), ahol 1 < a < n. Az egyik tanulo felvetette,
hogy a péros szamok koziil azok, amik p — 1 alakiak, ahol p paratlan prim, biztosan el&for-
dulnak az értékkészletben, egy masik diak pedig emlékezett arra, hogy ¢(n) = 2F biztosan

teljesiil valamilyen k € Z*-ra, ha n = 281,
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A gyerekek tigyesen Osszeszedtek néhany dolgot, és ezeket megprobaltuk teljesen ki-
aknazni, illetve tovabb is vinni: némi tanéri irdnyitassal egy gyerek fogalmazta meg a
kérdést, hogy vajon igaz-e, hogy p(n) értékkészletében minden paros szam szerepel-e. Erre
a valaszt és a legkisebb ellenpéldét is megbeszéltiik. A kettShatvanyok kapcsan egy mésik
iranyba is elkalandoztunk: az, hogy n kettGhatvany, valoban elégséges feltétele annak, hogy
©(n) kettGhatvany legyen, ahogy az egyik didk ezt felelevenitette, de azt is megbeszéltiik,
hogy ez nem sziikségéges feltétel, tisztaztuk a Fermat-prim definicidjat, és ezutan megfo-
galmaztuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy p(n) kettShatvany legyen. Ezen a
ponton természetesen adodott a kérdés a kettGhatvanyokkal kapcsolatban, hogy vajon o(n)
is lehet-e kettGhatvany. Az egyik tanulé még korabban megfogalmazta, hogy a o(n) = 2
egyenletnek nincs megoldésa, erre visszatérve megbeszéltiik, hogy van olyan kettShatvany,
amire az egyenlet megoldhato6. Felelevenitettiik a Mersenne-szamokat, a Mersenne-primek
kapcsan tanult sziikséges, de nem elégséges feltételt a kitevére (M-t faktorizaltuk is).
Moédszertanilag mindig fontos, hogy kihangsilyozzuk az Gsszehasonlitast, osszefoglaljuk a
parhuzamokat, kiilonbségeket: ¢(n) tehat barmilyen kettGhatvany értéket felvehet, o(n)
nem. A maésik fontos dsszehasonlitast is megtettiik: mig d(n) barmely 1-t6l, w(n), ésQ(n)
barmely 0-tol kiilonb6z6 pozitiv egész értéket végtelen sok kiillénbo6z6 helyen felvesz, addig

o(n) és p(n) a felvett értékeket csak véges sok kiilonbozs helyen veszi fel.

Egy masik kérdést is felelvenitettiink a paritassal kapcsolatban: habéar ¢(n) értékei
kozott 1-nél nagyobb paratlan szam nem szerepel, d(n) értékei kozott minden pozitiv pé-
ratlan szam el6fordul. Megbeszéltiik az aldbbi feladatot: , Egy kegyetlen varar bortonének
400 sztik cellajaban egy-egy rab sinylddik. A celldk ajtajén levé zar tgy miikodik, hogy
egy elforditas esetén nyilik, még egy elfordités esetén ismét bezéarul stb. Jelenleg természe-
tesen minden ajt6 zarva van. A varar a sziiletésnapjan elhatarozza, hogy nagylelki lesz, és
megparancsolja az egyik érnek, hogy forditson egyet valamennyi zaron. Kézben azonban
meggondolja magat, és utanakiild egy masik 6rt, akit azzal biz meg, hogy minden maso-
dik zaron forditson egyet. Ezt kéveti a harmadik 6r, aki minden harmadik zéron valtoztat
sth., végiil a négyszazadik 6r a négyszazadik cella zarjanak az allasat modositja. Azok a

rabok szabadulnak ki, akiknek most nyitva &ll az ajtaja. Hany rabot bocséatott szabadon a
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varar?”. % Az a kérdésekre adott valaszok nyoman szamomra nem deriilt ki egyértelmien,
hogy a gyerekek talalkoztak-e mar korabban ezzel a feladattal, mindenesetre ezen a foglal-
kozason ugy tiint, a didkok nem emlékezetbdl oldottak meg a feladatot. Az els6 észrevételek
egyike az volt, hogy a primek nem szabadulnak ki, majd a szisztematikus probalkozas utan
eljutottunk ahhoz a sejtéshez, hogy d(n) akkor és csak akkor paratlan, ha n négyzetszam.
Ezt a kanonikus alakbol felirt képlettel, és anélkiil is igazoltuk, az osztoparok fogalmat
hasznélva, hogy lassuk, lehet d(n) ezen tulajdonsagat akar gy is bizonyitani, hogy a szam

primtényezds felbontasat nem hasznéljuk.

Hogy a vizsgélni kivant szamelméleti fiiggvények altal felvett értékekrsl valami tjdon-
sag is elhangozzék, és izelitét kapjanak a gyerekek abbol, mi minden kérdést lehet ezzel
kapcsolatban még vizsgalni, megismertettem ket a (d(n)-re vonatkozo) hegy- és volgyté-
tellel. Természetesen az nem volt célom, hogy a bizonyitast is megbeszéljem veliik - még
nagy vonalakban sem (még ha ez lehetséges is lett volna, mert rendelkeztek a sziikséges
elismeretekkel). Illetve ennek szerves folytatasaként arrol is meséltem nekik, mit jelent

egy szamelméleti fliggvény atlagértéke.

Az értékkészlettel kapcsolatos kérdések sorat két, a felvett értékre adhato trivialis becs-
léssel zartuk: ¢(n) < n —1¢és o(n) > n+ 1 minden 1-nél nagyobb természetes szamra.
Ezeket a becsléseket, habar azok az el6re elkészitett prezentécioban szerepeltek, a gyerekek
vetették fel, még miel6tt arra az altalam kigondolt haladasi tervben sor keriilt volna. Ez
ismét csak orvendetes volt, a gyerekek igazdn motivaltak voltak, és minden tanéri 6szto-
kélés nélkiil is azon gondolkodtak, mi mindent tudnak adott kérdést tekintve. Egyiksjiik
a sziikséges és elégséges feltételt is megfogalmazta arra vonatkozolag, hogy az egyenlGség
mikor teljesiil (mindkét esetben). Ennél jobb becslésekrél nem beszéltiink, illetve a nem

emlitett harom maésik fiiggvény esetében egyaltalan nem foglalkoztunk a kérdéssel.

A szamelméleti fliggvényekkel kapcsolatos ismeretek utan ratértiink az Osszetett fligg-
vény fogalmara. Ahogy korabban emlitettem, a didkok ezt altalanossagban nem, de koz-

vetve ismerték, igy tulajdonképpen a szakkoron vezettiik be a kompozicidé fogalmat. A

1517], 50.0.
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gyerekek szaméara két példa elégséges volt ahhoz, hogy megértsék és alkalmazni tudjak sa-
jat maguk altal valasztott példakon a definiciot. Az altaluk els6ként valasztott fliggvények:
flz) =z +8és g(x) = g voltak. Itt természetesen adddott a kérdés, hogy a valasztott
két fliggvény esetén a szorzat eredménye vajon fiigg-e a sorrendjiikt6l. A gyerekek megal-
lapitottak, hogy az altaluk javasolt két fliggvényre f o g # g o f, de arra a kérdésre, hogy
f-et megtartva tudnak-e olyan h fiiggvényt adni, amelyre f o h = h o f szintén minden
nehézség nélkiil tudtak példat mondani, h(x) = x + 6-ot valasztva. Azt is megbeszéltiik,
hogy habar a kompozici6 ezek szerint nem kommutativ mtvelet (ami persze nem azt jelenti
- fenti masodik példa birtokdban -, hogy ne létezhetne két olyan fiiggvény, ami esetén a

sorrendre invarians a szorzat), de asszociativ.

Miel6tt felvezettem volna, hogy mirdl fog szolni a kisérletezés, még tettiink egy kitérét,
hogy mi mindent tanultak a gyerekek korabban kommutativitasrol, illetve asszociativitas-
rol. A didkok sok-sok példat hoztak kommutativ, illetve nem kommutativ miiveletekekre
(az sszociativitas vizsgalatat sem feledve id6kozben), az alapmiiveletektd] kezdve a logikai
miiveletekig. Néhény esetben (példaul a kivonas, az osztés, halmazok kiilonbsége) meg-
beszéltiik, hogy egy adott ¢ miivelet esetén meg tudjak-e fogalmazni annak sziikséges és
elégséges feltételét, hogy a o b = b o a, és azt is megemlitettiik, hogy a kompozicié6 mt-
veletén kiviil is vannak (és késébbi tanulméanyaikban majd lesznek még) olyan miiveletek,

amelyeknél ez altalanossagban nézve nem is annyira egyszerd kérdés.

Ezutan megbeszéltiik, mirsl fog szolni a kutakodas, hogy az f(g(n)) = g(f(n)) egyenle-
tet fogjuk vizsgalni tobb szempontbol, ahol f és g az altalunk kivalasztott 6t szamelméleti

fliggvény valamelyike.
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Szamelméleti fliggvények kompoziciéjanak kommutativitasa

Mirél szélhat a kutakodas:

a felsorolt szamelméleti fliggvények esetén megvizsgalhatjuk az
f(g(n)) = g(f(n)) egyenletet, azaz azt, hogy annak

A/1 van-e megoldasa
A /2 van-e végtelen sok megoldasa,

A/3 megadhaté-e az sszes megoldasa.

megvizsgalhatjuk az f(g(n)) = g(f(n)) = k egyenletet, azaz azt, hogy
annak vk € Re N'R;-ra

B/1 van-e megoldasa,
B/2 van-e végtelen sok megoldasa,

B/3 megadhaté-e az sszes megoldasa.

Miutan a gyerekek megismerték az alapproblémat, rogton kerestek, és talaltak is egy
konkrét példat, amelyre az egyenlGség teljesiil: o(d(3)) = d(o(3)) = 3.

Megbeszéltiik és felderitettiik, milyen segédeszkoézok allnak rendelkezésiikre a tovab-
biakban, ha 6nallban kutakodnak: a gyerekek egy része kivalé programozéd volt, tudott
Pythonban vagy C-ben programozni. Mindannyian ismerték a GeoGebra szoftvert (ugyan
az kés6bb kideriilt, hogy lehetséges, nem a programozni nem tudé gyerekek koziil keriilnek
majd ki a leglelkesebb alkalmazoi), ezzel kapcsolatban megmutattam nekik, hogy az osztok
szama, illetve az osztok Osszege fiiggvény ebben maéar 1étezd fiiggvények, azokat nem kell
megkonstrualni (ellentétben a masik harom fiiggvénnyel). Még a WolpramAlphé-t mutat-
tam meg nekik, hatha annak is hasznat vehetik (én tobbszor is hasznaltam ezt a szakkort

megel6z6 idszakban a szakkoron is tanulméanyozott néhény kérdés esetén).

Ez a foglalkozas tehat azzal ért véget, hogy a gyerekek megismerték a problémat, és
azt a konkrét kérdést kaptak ,hazi feladatnak”, hogy az f(g(n)) = g(f(n)) = 1 egyenletet

tanulmanyozzék (azt az egy esetet leszamitva, ami a o(w(n)) = w(o(n)) = 1 egyenlet — a
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Ltiltas” oka az 5.5.3 Probléméabol kideriil.) Hiszen ezekrdl azt gondoltam korédbban, hogy
némelyiket barmiféle tanari utmutatas nélkiil is meg tudjak oldani a gyerekek, és mivel
a tanulok Gszintén érdeklgdtek, nem kellett 6ket noszogatni, hogy egyiitt gondolkodjunk,

nem lett volna jo, ha ,hazi feladat” nélkiil tavoznak.

A mésodik foglalkozast azzal kezdtiik, hogy az egyik tanulé elmesélte, hogy hogyan és
mire jutott a d(w(n)) = w(d(n)) egyenlet vizsgalataval. A didk irt egy programot (ennek
mikéntjére nem tértiink ki), és megvizsgalta, hogy 1 < n < 10000 esetén mely szamok
a megoldasai az egyenletnek. Az (természetesen kiilon erre a célra irt program nélkiil
is) vilagos, hogy a primszamok mind megoldast adnak, hiszen d(w(p)) = d(2) = 1 és
w(d(p)) = w(2) = 1. Erre késébb visszatértiink. A tanuldé megvizsgalta, hogy az altala ka-
pott megoldasok koziil azokrol, amelyek Gsszetett szamok, meg tud-e fogalmazni egy igaz
allitast (az elsé néhany megoldasként adodo Gsszetett szam: 4, 8, 9, 12, 16, 18, 20, 25, 27,
28, 44, 45, 48, 49). Ezeknek az Osszetett szamoknak megadta a primtényezds felbontéasat,
és ezeket vizsgalva azt a sejtést fogalmazta meg, hogy az egyenletnek olyan Osszetett szam
nem lehet a megoldasa, amelyik négyzetmentes. A sejtését bebizonyitotta, és azt elmesélte
a tobbi didknak. Tehat: ha n olyan 6sszetett szam, amire w(d(n)) = d(w(n)), akkor n nem
lehet négyzetmentes, azaz létezik olyan p prim, amire p?|n. A bizonyités: tegyiik fel indi-
rekt, hogy m = py - pa - ... pp Ugy, hogy k > 1, k € Z" és p;-k kiilonboz6 primek. Ekkor
w(d(n)) = w(2¥) = 1, mig d(w(n)) = d(k), ami nem lehet 1-gyel egyenld, hiszen feltevésiink
szerint k > 1, k € Z*, és barmely 1-nél nagyobb szamnak 1-nél tobb osztoja van. Nem csak
az osztalytarsak hallgattak ezt az elbeszélést lelkendezve, és biztositottak elismerésiikrél a
didkot.

A tanul6 azt is megosztotta a tobbiekkel, hogy nem ez volt az eredeti célja, hisz 6 az
egyenlet Gsszes megoldasat szerette volna megtalalni, amivel tulajdonképpen adés maradt,
és azt a tapasztalatat is elmesélte a tobbieknek, hogy a probléma nehézségét abban latja,
hogy két multiplikativ fiiggvény kompozicidja nem sziikségképpen multiplikativ, mint az
jelen esetben is igaz. Ezt a tobiekkel is megbeszéltiik példat adva arra, hogy ha (a,b) = 1
valamilyen a és b pozitiv egészekre, abbol nem sziikségképpen kovetkezik, hogy f(g(ab)) =
f(g(a))f(g(b)) még ha f és g multiplikativak is.
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Tekintve, hogy a didk ezzel a probléméaval foglalkozott, és hogy az eredetileg kitiizott,
joval egyszeriibb w(d(n)) = d(w(n)) = 1 egyenletnek részben megoldasat adta, amikor azt
mondta, a primek igazza teszik az w(d(n)) = d(w(n)) egyenletet, ratértiink arra, hogy va-
jon az w(d(n)) = d(w(n)) = 1 egyenlet 6sszes megoldasat meg tudjuk-e hatarozni. Hiszen
az vildgos volt, hogy a primek csak a megoldas egy részhalmazat adjak, mert a tanulo
altal vizsgalt probléméban az Gsszetett szamok koziil példdul n = 4 is megoldésa ennek
az egyenletnek. Ezt az egyenletet azzal a céllal mutattam meg a tanuloknak, hogy lassak,
egyaltalan hogyan kell elindulni, ha egy ilyen jellegti feladatot kapnak. Ezutan tobb lehets-
ség is akadt, hogy némi rutinra tegyenek szert az ilyen tipust, igen egyszeriien megoldhato
egyenletek megoldasaban, és ez nem is okozott nekik gondot, a kapcsolodo egyenletek koziil
jo néhanyat megoldottak. A hosszabb tavi célok egyike persze az volt ezeknek a megoldé-
soknak a megbeszélésével (tekintve, hogy valoban a varakozasnak megfelelGen ezeknek a
megoldasa nem okozott a gyerekeknek probléméat az els§ kozos példa megbeszélése utén),

hogy kell6 6nbizalommal alljanak majd a kdvetkezd, komplexebb feladatok elstt.

Szamelméleti fiiggvények kompoziciéjanak kommutativitasa

w(d(n)) = d(w(n)) =1 < n=p3 1 ahol p. g primek és 3 € Z*.
Bizonyitas
dw(n)) =1« w(n)=1 < n=p~, ahol p prim és o € Z™.

w(d(p®)) =w(la+1)=1 < a+1=q", ahol g prim és 3 € Z*.

Tehat n = pa° 1.
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Az w(Q2(n)) = Qw(n)) = 1 egyenletet is megmutattam a gyerekeknek, nem a technikai
részletek miatt, amiken gyorsan athaladtunk, hanem egyrészt azért, hogy lassanak olyan
esetet, amikor a megoldast nem explicit alakban adjuk meg, hanem karakterizaljuk. Ez
nyilvan az a fajta megadas, ami a gyerekek szamara kevésbé megszokott, de hasznosnak
gondoltam, hogy ilyennel is taldlkozzanak. MésfelSl szerettem volna, ha latjak, hogy ezek

az egyenletek a megoldasaikat tekintve milyen valtozatosak.

Szamelméleti figgvények kompoziciéjanak kommutativitasa

Qw(n)) =w(Qn) =1« n=[]p* &s > _a;=r" ahol p;, q. r

i=1 i=1
primek és 3 € ZT.

Bizonyitas

Qw(n) =1« w(n)=q < n=[[p™.

=1

q q q
w (Q (H p,-”")) = w (Z n,—) =1 < er,— = 7.
i=1 i=1 i=1

Es hogy azt is lassak a gyerekek, hogy a megoldasok sokféleségén tul az is igaz, hogy
méar ebben az egyszertinek tling esetben is van olyan varidns, aminek a megoldasat egyelére
csak részben ismerjiik, beszélgettiink az w(o(n)) = o(w(n)) = 1 egyenletrsl. Itt ratalal-
tak a Mersenne-primekre mint megoldasokra, és elmélkedtiink egy kicsit kozosen arrol,
hogy mi mindent tudunk még az altalanosabb probléma kapcsan (ahogy mindez az 5.5.3.

Problémaban szerepel).

A foglalkozés azzal ért véget, hogy az egyik tanuld azt kérdezte, foglalkoz(z)unk-e az-
zal a problémaval, hogy f(g(n)) = g(f(n)) = p* mikor &ll fenn valamilyen p primre és
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o pozitiv egészre. Es még ha ezzel a kés6bbiekben nem is foglalkoztunk, mivel korabban
specidlisan a kettGhatvanyokkal és a ¢(n) és o(n) fiiggvényekkel szoba keriilt valami ha-
sonlo, ugy dontottem, ezt a kérdést ebben a speciélis formaban felvessziik az aznapi ,hazi
feladatok” kozé. A szandék ezzel kettds volt. Egyrészt arra gondoltam, hogy olyan példat
is érdemes lenne megmutatni a gyerekeknek, amely olyan allitast bizonyit, hogy valamilyen
érték kimarad a kompozicio értékkészletébsl, habar kiilon-kiilon mindkét fiiggvény érték-
készletének eleme. Masrészt szerettem volna, ha a tanulé gy érzi, hogy tulajdonképpen -
kis modositassal - 6 adja a ,hazi feladatot”. (Es habar a kévetkezd foglalkozason én tervez-
tem ezt a feladatot megbeszélni, a gyerekek mast terveztek.) Tehat mésok mellett ezen a

kérdésen is gondolkodhattak a koévetkezd alkalomra:

Ajanlott kutakodni valé:

1) Az érai: mit tudunk mondani a o(a(n)) = a(p(n)) = 2™ (ahol
m € Z1) egyenletrél?

I1) Aki nem programozé manécska: megalkotni GeoGebraban egy olyan
eszkozt, ami valamelyik nem beépitett szamelméleti fliggvény, tehat:
w. w, vagy £2-ra kitalalni valamit.

) w(p(n)) = ¢(w(n)) = 1 egyenlet 6sszes megoldasat felkutatni (akar
bizonyitassal :)).

IV) o(Q2(n)) = Q2(p(n)) egyenlet dsszes megoldasat felkutatni (ennek a
bizonyitasa kicsit nagyobb falat :))

V) barmi egyéb otlet, kérdés :)

11 /11

A soron kévetkez§ foglalkozasra némileg megvaltoztatott stratégiaval is késziiltem, mert
azt feltételeztem, konnyen lehet, hogy nem minden diak gondolkozott a kérdéseken, pedig
a cél az volt, hogy mindenkit bevonjak a gondolkozasba. Ugy véltem, ha a kutakodasnak

azt a részét, ami az adatgytjtés, megsporolom a gyerekeknek, és készen kapjak a nyers-
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adatokat, akkor még azok is bekapcsolédnak a gondolkozésba, akik 6nélloan egyediil ezt
nem tették. Mint utolag kideriilt, a feltételezés helyesnek bizonyult, és az is beigazolodott,
hogy a gyerekek az adatok birtokaban tudnak el6rehaladni a problémakban onalléan. Ez
az Ora azzal kezd6dott, hogy az egyik didk (aki a megel6z6 alkalomra még nem készitett
+hazi feladatot”) megmutatta, mire jutott az w(yp(n)) = p(w(n)) = 1 egyenlettel. A bizo-
nyitasaba némi hiba cstiszott, a tanulé nem kapta meg az 6sszes megoldast, amit a helyben
alkalmazott el6re elkészitett segédprogram segitségével illusztraltam. Illetve rogton ezutan
a gyerekek megkaptak az egyenlet 6sszes olyan megoldasat, amire n < 3000. A gyerekek a
kanonikus alakok felirdsa utan raismertek a Fermat-primekre, megfogalmaztak egy sejtést
arra vonatkozolag, hogy mely szamok biztosan megoldasai az egyenletnek, és igazoltak,
hogy ezek valoban megoldasok. A sziikségességet még bizonyitanunk kellett, ezt kozdsen
megtettiik, felderitve, hol tortént a hiba a tanulé 6néllo bizonyitasaban, és hogyan maradt
el esetek vizsgalata. Ennek a feladatnak a hibatlan (teljes) bizonyitédsa nem hiszem, hogy
realis elvaras lehetett volna a gyerekektsl a megelézé foglalkozas utan, de az orvendetes
volt, hogy a tanuld hézi feladatként nekikezdett a bizonyitasnak, és hogy tanari segitség-
gel értette, és latta, hogy miként lehet teljessé tenni a bizonyitasat. Ennek a feladatnak a
megoldasa arra is jo alkalom volt, hogy a gyerekek ismét megtapasztaljak, hogy az altaluk
korabban mar megismert nevezetes primek (mint példaul a Fermat-primek) nem csak a
matematikatorténeti konyvek lapjain bukkannak el, hanem mar a sokadik feladatmegol-

désban.

Ezek utan méar elhagyva a kedvesinalonak (is) szant és a 10 esetbdl 8-ban nem tul komp-
lexnek szamito egyenleteinket, a gyerekek kézhez kaptak az Q(p(n)) = ¢(2(n)) egyenlet
Osszes olyan megoldasat, amire n < 3000, ezek: 3, 4, 6, 8, 12, 18, 32, 48, 72, 108, 128, 162,
192, 288, 432, 648, 972, 1458, 2048. Felismerték, és igazoltak, hogy azok a kettGhatvanyok,
amikben a kitevé prim, megoldésai az egyenletnek. Majd azt is megfogalmaztak ketten
egyiitt gondolkodva, hogy az n = 2%- 3% alakt szamok is megoldasok, amikre a + b prim és
a pozitiv. Ezt a sejtést ellendriztiik. Arrol, hogy az egyenlet 0sszes megoldasat tehat a 3, az
altaluk megtalalt kettShatvanyok és kéttényezds szorzatok adjék, igazolni kellett volna, de
ez esetben nem volt célom, hogy a gyerekekkel bizonyitsuk azt, hogy az altaluk megtalalt

feltétel nem csak elégséges, de a megoldhatosag sziikséges feltétele is, hiszen az egy nagyon

114



hosszas bizonyitas. Annyit elmeséltem a didkoknak, hogy a bizonyitas tulajdonképpen a
2-vel és 3-mal valo oszthatosag szempontjabol kiilonboztet meg eseteket, és azt a kordbban

méar megbeszélt becslést hasznalja, hogy ¢(m) < m barmely m pozitiv egészre.

A kovetkez feladatot és a gyerekek altal javasolt Gtleteket azért ismertetem, mert fon-
tosnak tartom, hogy habar a gyerekek nagyon sokszor iigyesen, azonnal helyesen ismertek
fel mintakat, és talaltak ra megoldasokra, természetesen voltak tévutak. Ez persze minden
gondolkozasi folyamatnak velejaroja, és kifejezetten hasznos, hogy a gyerekek azt is megta-
pasztaltdk, nem mindig az elsd otlet a helyes, és azt is, hogy ez egyaltalan nem probléma.
A feladat a p(d(n)) = d(p(n)) egyenlet vizsgélata volt, amelynek elsé néhany megoldasat a
gyerekek kézhez kaptak: 1, 2, 4, 6, 16, 24, 30, 36, 64, 384, 408, 480, 510, 1024, 1296, 1560,
1680, 2304, 2640, 3480. Az egyik didk az els6 néhany kettGhatvanyt latva azt a sejtést fo-
galmazta meg, hogy a kettd paros kitevji hatvanyai mind megoldasok. Ez nem bizonyult
igaznak, hisz a 2%-t nem talélta a sorban, mert p(d(2%)) = p(9) = 6 # 8 = d(27) = d(¢(2?)).
A kovetkez§ otlet az volt, hogy vizsgaljuk meg, hogy azok a kettGhatvanyok, amelyek kite-
v6i egy Fibonacci-tipust sorozat egymast kovets elemei Fy = 2 és Fy = 4 kezdStaggal (a jo
kitevsk sorozatéanak elss elemei: 2, 4, 6, 10) megoldasok-e. Ez szintén nem bizonyult a he-
lyes ttnak, a 22° nem megoldas, hiszen ¢(d(2%0)) = ¢(27) = 18 # 26 = d(2%°) = d(p(2%)).
Miutan ezeket a tévutakat bejartuk, végiil azt fogalmaztuk meg — némi tanari iranymuta-
tassal —, hogy egy kettGhatvany akkor és csak akkor megoldas, ha kitevGje eggyel kisebb egy
primnél. Ennek igazolaséara és tovabbi megoldésok keresésére a kovetkezs szakkoron vissza-
tértiink. Ekkor a gyerekek olyan megoldasokat is talaltak, amelyek n = 2P~1.3P~1 alaktak,
ahol p prim, illetve n = 22813 ig megoldasa az egyenletnek barmely k pozitiv egészre.
Mindezeket a gyerekek igazoltak. Ezzel persze nem adtuk meg az egyenlet Gsszes megol-
désat, mindenesetre konstrualtunk az els6 néhdny megismert megoldas alapjan végtelen

sokat.

Miutan megoldéasokat tanulményozva a gyerekek mar maguk tudtak alkalmas pozitiv
szamokat konstrualni, amik megoldasait adtak egy egyenletnek, a kovetkezé kérdés az volt,
hogy valamelyest megedzddve a korabbi feladatokon, meg tudjuk-e konstrualni egy egyen-

let Gsszes megoldasat. Erre az Q(w(n)) = w(Q2(n)) egyenlet vizsgalata remek lehetGséget
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teremtett, amivel korabban mar a Q(w(n)) = w(2(n)) = 1 specialis forméaban talalkoztunk.
Az egyenlet Osszes megoldésanak megkonstrualasaban ez esetben a nyers adatok vizsgalata
nem segitett volna, ellenben az a jol ismert és gyakran alkalmazott problémamegoldasi stra-
tégia igen, hogy konkrét eseteket megvizsgalunk, majd ezekbdl kovetkeztetiink a megoldas
altalanos alakjara. A gyerekek — amikor még nem hangzott el semmiféle segits instrukciod
— felvetették a kérdést, hogy vajon van-e a 2-n kiviil més kettShatvany, amely megoldasa
az egyenletnek, majd megvalaszoltak, hogy nincs. Ezek utan ratértiink annak a a konkrét
esetnek a vizsgélatara, hogy Q(w(n)) = w(2(n)) = 2. Ennek a megoldasdhoz vezetd tton
az els6 lépés ismételten az volt, hogy csak egy specialis esetet vizsgaltunk, tehat, hogy
valasztottunk alkalmas m és k pozitiv egészeket, amelyre Q(m) = w(k) = 2, és amelyekre
létezik olyan n, hogy m = w(n) és k = Q(n). A gyerekek m = k = 6-ot javasolték, és azt
mondtéak, hogy ebben az esetben az 6sszes megoldést az adja, ha n hat kiilonb6z6 primszam
szorzata. Itt egy altalanositast is megfogalmaztak: legyen m = k = ¢ - ¢ két kiilénbo6z6
prim szorzata, ekkor n = p; - pa - ... - Dy, formula irja le az 6sszes megoldast. A gyerekek
lattak, hogy az altaluk javasolt eljarast barmilyen konstans esetén tudnak megfelel§képpen
adaptélni, és az Q(w(n)) = w(2(n)) = c egyenletnek megoldasait adni barmilyen ¢ pozitiv
allandora. Ezzel egyiitt azt is értették, hogy ezzel még nem teljesitettiik nemhogy az ere-
deti, de a specializalt célkitiizésiinket sem, ami egyelére a Q(w(n)) = w(Q(n)) = 2 dsszes
megoldasanak megadasa volt. Azt kérdeztem t6liik, elképzelhets-e, hogy m # k, és akkor
még sok-sok megoldas van? Lehetne-e példaul, hogy m = 9 és k = 67 EgyikGjiik rogton
mondta, hogy ez lehetetlen, és fel is irta a tablara, hogy w(n) < Q(n) minden n-re. Erre
egy masik tanuld azt irta fel a tablara, hogy ebbdl kévetkezne, hogy Q(w(n)) < w(2(n))
is mindig teljesiil, de az osztalytarsak (is) kifejezték kételyeiket ezt tekintve, igy ezt nem
fogadtuk el. Kovetkezs 1épésben a gyerekek m = 4 és k = 6-ot vélasztottdk, és talal-
tak ehhez alkalmas primtényezés alakot: n = p; - py - p3 - p? formajaban. Megbeszéltiik,
hogy lehetne a kanonikus alak ettdl kiillonbo6zé is, hiszen a 6-ot fel lehet bontani 4 pozi-
tiv Osszeadandora masképp is. Arra, hogy hanyféleképpen, az egyik tanul6 felvetette az
ismétléses kombinécio fogalmat, de megbeszéltiik, hogy az annyiban eltér ettsl a kérdéstsl,
hogy ott az Osszeadando 0 értéke is megengedett, ami itt nem lehetGség (megemlitettem
nekik a particié fogalméat, de erre nem kalandoztunk el). Ez is érvendetes példaja volt an-

nak, hogy a gyerekek tudtak kapcsolatokban gondolkodni, és egy probléma kapcsan nem
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csak egy sziikebb matematikai kornyezetben létezni. Eljutottunk tehat végiil oda, hogy az
Q(w(n)) = w(2(n)) = 2 egyenlet Gsszes megoldasat tehat nem mas adja, mint az Osszes
lehetséges (m; k) szampar meghatarozasa (m < k és Q(m) = w(k) = 2 feltételek mellett),
majd ezek alapjan n Osszes lehetséges kanonikus alakjanak felirdsa: m darab primtényezs
szorzataként ugy, hogy a kitevék Osszege k legyen. Az altaldnos egyenlet megoldasat in-
nen méar értették, nem formalizaltuk az 5.1.2. Tételt, hiszen pontosan értették azt, hogy
hogyan kell az 6sszes megoldast karakterizalni. Ezt ebben az esetben fontosabbnak gondol-
tam, mint azt, hogy ezek utan leirva is lassak azt, ami az elére elkészitett prezentacioban
szerepelt, igy arra nem keriilt sor, hogy az 5.1.2. Tételt abban a kompakt forméban leirjuk,
ahogy az a korabbi fejezetben olvashato.

Az utolso foglalkozast tgy terveztem, hogy egyfelsl a gyerekektdl ne igényeljen tilzott
szellemi aktivitast (tekintve, hogy az évvégi jegylezaras el6tti utols6 napok egyikén volt),
mésfel6l, hogy valamiképp Osszefoglaljam azt, hogy szamomra mirdl is szol a kutatas. Az,
ami szamomra Osszefoglalja ezt, az 5.4.5. Tétel, igy errél beszélgettiink, a matematikai
tartalom mellett megosztottam a gyerekekkel néhany személyes gondolatot is arrél, hogy
miképp is alakult ez a tétel, milyen 1t vezetett addig, amig megsziiletett. Es természetesen

megkdszontem a munkajukat, mert mindvégig iigyesek, szorgosak és lelkesek voltak.

Osszességében a tanulok szakkoron mutatott munkéja, valamint a késGbbi visszajelzé-
seik alapjan is ugy értékeltem, a szakkor a kittizott a céljat elérte. Természetesen a gyere-
kektdl tanulva, a veliik val6 munka soran szerzett tapasztalatokkal gazdagabban terveznék

a késGbbiekben hasonlo jellegt szakkort.

6.4. Tovabbi lehetéségek

Ugy gondolom, szamtalan lehetség van arra, hogy a téméban tovabbi kérdéseket te-
gyiink fel, legyenek azok az eddigiekhez képest teljesen ujak vagy akar egy korabbi kérdés
altalanositasai vagy éppen specialis esetei. Es habar az alabbi a kérdésekkel a szakkoron
a gyerekekkel nem foglalkoztunk, ezeket is szamukra konnyen hozzaférhetének, érdekesnek

gondolom, olyasminek, amivel lehet kisérletezni.
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6.4.1. A tanuldk a kompozicié6 miiveletének megismerésekor tudtak taldlni olyan f és g
fiiggvényt, amire f(g(x)) = g(f(z)) teljesiil Vo € R-re. Az altaluk vélasztott fliggvények
elséfokuak voltak: f(z) = x + 8 ¢és g(x) = = + 6. Természetesen ezeknek a valos sza-
mok halmazan értelmezett fiiggvényeknek a pozitiv egész szamokra vett lesziikitése olyan
szamelméleti fiiggvényeket ad, amelyekre f(g(n)) = g(f(n)) minden n € Z*-re. A pozitiv
egészeken értelmezett elséfoku fiiggvényektdl elszakadva azt is kérdezhetnénk, hogy vajon
barmely f szamelméleti fiiggvényhez létezik-e olyan g, amelyre fog = go f. A trivialis
megoldasokon kiviil: mert a fenti egyenlet persze barmilyen f fiiggvény valasztasa esetén
teljesiil, ha példaul g az identitds vagy g = f. A tanulok maguk is felfedezhetik az utébbi
példat tovabbgondolva, hogy barmilyen f fiiggvény esetén az egyenlet megoldasat adja, ha
g=f" =fofo...of, aholme Z".
m db

Ez utobbi gondolat segitségével persze tetszdlegesen tudunk olyan f és g fliggvénypéro-
kat konstrualni, amelyre f(g(n)) = g(f(n)) minden n € Z*-ra: legyen f = h*) és g = b,
ahol h egy tetszGlegesen vélasztott fliggvény, k és [ pedig pozitiv egészek. A korabban a
gyerekek altal valasztott f(x) =z + 8 és g(x) = x + 6 példat akar igy is tekinthetjiik: ha
h(z) = z + 2, akkor f = h® és g = b,

A tanuldk 9. osztalyban mar nagyon jol ismerik az els6- és méasodfoku fliggvényeket,
igy ezekkel akar tovabb is foglalkozhatunk. Az els6foku fiiggvényeket vizsgalva konnyen
megadhatjuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy az f(z) = ar+bésa g(x) = pr+q
(a, p € R\ {0}, és b, ¢ € R) fliggvényekre mikor teljesiil az f o g = go f egyenlGség. Az
egylitthatok osszehasonlitasabol azt kapjuk, hogy ez pontosan akkor 4ll fenn, ha g(a—1) =
b(p — 1). Ez alapjan példaul igazolhatjuk, hogy barmely elsséfoku f fiiggvényhez létezik
olyan els6foku ¢ fiiggvény is, amire az f o g = g o f egyenlSség ugy teljesiil, hogy ¢ nem
all el6 g = f™ alakban (m € Z%). De akar tovabbi kérdéseket is megfogalmazhatunk,
példaul a szabadon vélaszthato paraméterek szamarol. Erdekes az az Gsszehasonlitas, ha
ugyanezt a kérdést a masodfoku fiiggvények korében megvizsgaljuk, ahol az adodik, hogy
f(z) =ax®>+br+césag(x) =pr’>+qrv+r (a, pe R\ {0}, ésb, c, q, r € R) fiiggvényekre
pontosan akkor teljesiil az f o g = go f egyenléség, ha f = g.
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Ha visszatériink az altalunk vizsgalt 6t szamelméleti fiiggvényhez, az fog = go f
egyenlgség minden pozitiv egészre teljesiil példaul akkor, ha f = o(n) vagy f = d(n) vagy
f = ¢(n), mikézben g = 1. De olyan példak keresésére is 6sztonozhetjiik a tanulokat, ami
nem ,csak” egy-egy a valos szdmok halmazén értelmezett folytonos fiiggvény lesziikitése

vagy amelyikben egyik fiiggvény sem konstans. Egy ilyen példa:

1 ha n paros;

f(n) = :
2 ha n péaratlan.
és )
n ha n < 2;
g(n) =< 2k ha n > 2 és paros;

[ 2m —1 han > 2 és paratlan.

ahol k és m tetsz6legesen megvalasztott pozitiv egészek.

Akér a masik szélsé esetet is vizsgalhatjuk: tudunk-e talélni olyan f és g szamelmé-
leti fiiggvényeket, amelyekre az f(g(n)) = g(f(n)) egyenldség semmilyen n € Z"-ra nem
teljesiil. Természetesen itt is adhatunk trividlis megoldéasokat, példaul legyen f(n) = k és
g(n) = m, ahol k és m kiilénb6z6 pozitiv egészek. De tekintve, hogy a o(n) és p(n) fliggvé-
nyek értékkészletében nem szerepel minden pozitiv egész, ezek segitségével is konstrualha-
tunk olyan példakat, hogy f o g = go f egyenlGség egyetlen pozitiv egészre se teljesiiljon:
legyen f = o(n) és g =2 vagy f = p(n), mikozben g = 3. Persze itt is kereshetiink olyan
megoldasokat, amelyikben egyik fiiggvény sem konstans.

6.4.2. Az 5.2.4. Tételben a p(w(n)) = w(p(n)) = 2 egyenletnek végtelen sok megoldéasat
adtuk meg n = 2' - 3 - 7 alakban (ahol ¢ tetszGleges pozitiv egész). Természetesen ezektdl
lényegesen kiilonb6z6 megoldast is adhattunk volna, hogy mégis miért ezeket valasztottuk,
ahhoz frjuk ezeket a szdmokat n = 2-(2'41)-(2!-314+1) alakban, és ennek mintéjara vizsgal-

juk meg azt, hogy vajon létezik-e n-ben végtelen sok megoldasa a ¢(w(n)) = w(p(n)) =k
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egyenletnek minden olyan k-ra, amelyre k& € R,. Nézziik meg példaul a k& = 8 esetet, azaz
a p(w(n)) = w(e(n)) = 8 egyenletet. A p(w(n)) = 8 egyenldség pontosan akkor teljesiil,
ha w(n) = 15,16, 20, 24, 30. Valasszuk példaul az w(n) = 15 esetet. Ez pontosan akkor &ll
fenn, ha n kanonikus alakja: n = pi"* - p5® - ... - p7s®, ahol p;-k kiilénb6z6 primek és az «;
kitevk pozitiv egészek. Azt kell megvizsgalnunk, hogy a p; primeket és az a; > 1 kitevSket

meg tudjuk-e ugy valasztani, hogy az w n)) = & egyenldség 1s teljesuljon.
g tudjuk-e gy val i, hogy (¢(n)) = 8 egyenlGség is teljesiiljo

Probéljunk meg olyan specidlis megoldasokat keresni, amelyekben p; = 2,4 > 1, a
tobbi kitevé pedig mind 1-gyel egyenls, tehat n kanonikus alakja n = 2% - py - ... - 5.
Ezek szerint olyan alkalmas primeket, illetve oy > 1 kitevét kellene talalnunk, amelyre a
o(n) =297 (py —1)-...-(p15 — 1) szorzatnak pontosan nyolc kiilonb6zé primtényezdje
van. Definidljuk a p; primek koziil az elsé nyolcat a kovetkezSképpen: py = 281 + 1, pg =
2023041, py = 255041, ..., pg =207 1T 41, és pg = 27-19% 41, ahol a gordg betiikkel
jelolt kitevSk pozitiv egészek. Ebben az esetben 1 < ¢ < 9-re a p; — 1 tényezGk szorzata
éppen nyolc kiilonbo6z6 primet tartalmaz, tehat az n kanonikus alakjaban szerepld tovabbi
pi (10 < i < 15) primeknek olyanoknak kell lenniiik, hogy belsliik 1] tényezsk ne adodjanak
¢(n)-ben. Azaz ha 10 < i < 15, akkor p; = 29¢-3% .5 . 7% .11 .13/i.179 . 19" 41 alaki kell,
hogy legyen, ahol a; > 1 és a latin bettikkel jelolt kitev6k nemnegativ egészek. Ilyen primek
léteznek, példaul: po = 3, p3 =7, py = 11, ps = 29, pg = 23, p;r = 53, ps = 137, pg = 1217
és p1o = 5, p11 = 17, p1a = 257, p13 = 65537, p1y = 13, p15 = 97.

Ez a konstrukci6 barmely olyan értékre miikodne, ami a p-fiiggvény értékkészletében
szerepel — és egyben azt is jelentené, hogy béarmely ilyen értékre valoban n-ben végtelen
sok megoldéasat kapnank az egyenletnek, hiszen az «; kitevét tetszélegesen nagynak meg-
valaszthatjuk —, ha a fenti osztalyok mindegyikébe tartozik legalabb egy prim, és van(nak)

olyan osztély(ok), ami(k)ben nem csak egy, hanem ,néhény” tovabbi prim is van.

6.4.3. Az 5.3.1. Tételben bebizonyitottuk, hogy a ¢(o(n)) = o(e(n)) = k egyenléség
nem minden £ € R, N R,-ra oldhaté meg, példaul nincs megoldasa, ha k kettShat-
vany. De nem csak a kettShatvinyokra nem adoédik megoldas, vizsgaljuk meg példaul a
w(o(n)) = o(p(n)) = 6 egyenlet megoldhatosagat. A k = 6 valoban eleme mindkeét fiigg-
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vény értékkészletének, hiszen o(5) = 6 = ¢(7). Ennek ellenére a ¢(o(n)) = o(p(n)) = 6
egyenletnek nincs megoldasa, mert o(¢(n)) = 6 akkor és csak akkor teljesiilhetne, ha

©(n) =5, ami ellentmondas, mivel ¢(n) paros, ha p(n) > 1.

Ezt a kérdést altalanositva vizsgalhatjuk a ¢(o(n)) = o(p(n)) = p+ 1 egyenlet meg-
oldhatosagat, ahol p és p + 2 ikerprimek, mint az 5 és a 7 a megel6z6 példaban. Ha p és
p+ 2 prim, akkor p+ 1 valoban eleme a két fiiggvény értékkészletének, hiszen o(p) = p+1
ésp+1=p(p+2). Hap+1 = 6-ra imént megvizsgaltuk a problémat, akkor a kovetetkezs
kérdés, hogy vajon létezik-e megoldésa az egyenletnek, ha p + 1 = 12?7 A o(p(n)) = 12
egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha ¢(n) = 6 vagy ¢(n) = 11. Utoébbi ellentmondas, eléb-
bibél a kovetkezs lehetséges értékeket kapjuk n-re: 7,9, 14, vagy 18. Tehat erre a négy
lehetséges értékre kell ellendrizniink, hogy a ¢(o(n)) = 12 egyenldség fennéll-e. Ez a négy
esetbdl egyediil n = 9 esetén teljestil, tehat a p(o(n)) = o(p(n)) = 12 egyetlen megoldasa
n=9. Az 5.4.5. Tételb6l a k = 0, py = 3 specialis esetben adddik, hogy n = 3% megoldasa
a ¢(o(n)) = o(p(n)) egyenletnek, most azt is belattuk, hogy ez az egyetlen megoldasa a
o(o(n)) = o(p(n)) = 12 egyenletnek.

A p(o(n)) = o(p(n)) = p+ 1 egyenletet vizsgélva, ahol p és p + 2 tovabbra is primek,
ugy talaltuk, hogy p+ 1 azon értékei, amikre az egyenlet megoldhato, meglehetésen ritkak:
az els6 40 ikerprimet tesztelve csak két alkalommal ad6dott megoldas, a korabban emlitett
p+1=124és ap+ 1 = 1092 esetben. Utébbibdl az egyenlet megoldasaként n = 35-
t kapjuk, ami szintén adodik az 5.4.5. Tétel k£ = 0,py = 7 specialis eseteként mint a
p(a(n)) = o(p(n)) egyenlet egy megoldasa, ezek szerint a ¢(o(n)) = o(p(n)) = 1092
egyenlet egyetlen gyoke n = 729.

Ezeket a vizsgélatokat a GeoGebra és a WolframAlpha segitségével végeztem, és azt
gondolom, ezekkel akar a programozni nem tudé gyerekeket is be lehet vonni a kisérletezés-
be. Ha példaul azt az esetet szeretnénk vizsgélni, amikor p+ 1 = 42, akkor akar a GeoGeb-
ra szoftver segitségével is megkaphatjuk azokat a ¢(n) helyeket, amelyekre o(p(n)) = 42.
Nyilvan ez legfeljebb 41 hely ellenérzését jelenti. Természetesen ezeket a helyeket megkap-

hatjuk szamolas ttjan, segédprogramok alkalmazasa nélkiil is, de ha az egyenletmegoldéas a
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terviink, nem pedig a o-fliggvény ,invertaldsanak” gyakorlasa, akkor eltekinthetiink attol,
hogy a képlet és papir, ceruza segitségével keressiik meg ezeket a p(n)-re kapott értékeket.
Azt talaljuk, hogy o(m) = 42 akkor és csak akkor &ll fenn, ha m = 20, 26, vagy 41. Mivel
©(n) paros, igy csak az m = ¢(n) = 20 és az m = ¢(n) = 26 eseteket kell tovabb vizs-
galnunk. A WolframAlpha segitségével visszakereshetjiik, hogy ezek az egyenletek milyen
n-ekre teljestilnek: p(n) = 20 megoldasai n = 25, 33, 44, 50, illetve a 66, mig a ¢(n) = 26
egyenletnek nincsen megoldasa. Tehat n-re Osszesen 0t lehetGség adodik, ezeket ismétel-
ten a GeoGebrat vagy a WolframAlpha-t hasznalva ellendrizhetjiik, hogy a ¢(o(n)) = 42
egyenlGség is fennall-e, de azt kapjuk, hogy a listazott 6t lehetdség koziil egyik sem teszi

igazza az egyenletet. Tehat a p(o(n)) = o(p(n)) = 42 egyenletnek nincsen megoldéasa.

A technikai részleteket illetGen megjegyezziik, hogy a WolframAlpha-ban mind az 6t
szamelméleti fliggvény, koztiik a o és a ¢ is elérhets beépitett parancsok (és ezek barmely
kompozicidja is), a GeoGebraban csak az osztok szama és az osztok Osszege talalhato
meg, de barmely maéasik 1étrehozésa a rendelkezésre allo funkciok segitségével nem nehéz
feladat. Azt is megemlitjiik, hogy a WolframAlpha segitségével a p(z) = 20 tipust egyenlet

megoldasai megkaphatoak, a o(x) = 42 tipust egyenletét igy nem sikertilt.

Azért a p(o(n)) = o(p(n)) = p+ 1 egyenlet vizsgalatara esett a valasztasunk, mert az
ikerprimsejtés szerint valoszintleg ezek a p+ 1 értékek végtelen sokszor eléfordulnak mind-
két fiiggvény értékkészletében. Természetesen arra is sziikségiink van, hogy a o-fliggvény
ezeket az értékeket a p-n kiviil legalabb egy olyan helyen is felvegye, ami paros, ekkor lehet
esélyiink arra, hogy az egyenlet egy megoldésat talaljuk. Azt, hogy habar ez a konstrukcio
igéretesnek tiint, a vizsgalt esetek igen csekély szézalékaban jart végiil sikerrel, és vezetett
az egyenlet egy megoldasédnak megtalaldsdhoz, nem értékeljiik kudarcként, de arra minden-
képp érdemesnek tartjuk, hogy a gyerekekkel megosszuk. Hogy 6k is lassak, természetesen
egy kutatas soran vélhetSleg mindig lesznek otletek, amelyek végiil nem vezetnek ered-
ményre, és emiatt Gj utakat kell keresniink, de ettsl még érdemes volt ezzel a gondolattal

is megprobalkoznunk.
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6.4.4. Az 5.4.5. Tétel kimondasédban és bizonyitasaban sziikségiink volt arra, hogy az F;
Pi

Fermat-primekhez létezzen olyan p; primkitevs, hogy az szamok kiilonb6z6 prime-

ket adjanak. Felmeriil a kérdés, hogy vajon a kapott hényaldosok semmilyen primkitevékre

sem adnak-e azonos eredményt, tehat valoban minden vélasztott parra és primkitevére min-
FPi—1  F -1

dig kiilonb6z6 értékeket kapunk-e. Ezért megvizsgaljuk az =
F,—1 F,—1

egyenletet
valamilyen 0 < i < 5 < 4 parra.

A gyerekek 9. osztalyban ugyan altalaban véve (valos kitevGji) exponencialis egyen-
lettel még nem talalkoznak, de ez nem jelent ebben az esetben problémat, mert egész
kitevket kerestink. A megoldas soran csak oszthatdsaggal kapcsolatos gondolatokat hasz-
nalunk, maradékokkal szamolunk, ami a gyerekek szamara ekkor mar ismert, tébb olyan
feladattal talalkoztak mar, amiben a kitevében ismeretlent tartalmazoé kifejezéseket kell
oszthatosagi szempontbol vizsgalni. A tanulok a diofantikus egyenletekkel mar ismerked-
nek ekkorra, bar javarészt ezek polinomidlis problémék, de hosszas bevezetés és el6zmé-
nyek nélkiil tudjak vizsgalni példaul olyan diofantikus egyenletek megoldhatosagat, mint
19927 + 1993Y = 1994 6. Az, hogy egy ilyen egyenl6ség az ismeretlenek semmilyen (pozi-
tiv egész) értékére nem teljesiilhet, ,tipikusan” valamilyen alkalmas modulus megtalalasat
jelenti, és annak bizonyitésat, hogy az egyenlGséghben szerepld kifejezések osztasi maradéka

nem azonos a modulus szerint.

Célszert a probléma vizsgélatat a legegyszeriibbnek bizonyul6 esettel kezdeni: legyen

1 =06 5 =2 azaz Fy = 3 és F, = 17. Bizonyitjuk, hogy semmilyen p, ¢ primkitevékre
_ -1 171-1
nincs a =

egyenletnek megoldasa. Rendezés utan a 8- (37 — 1) = 177 — 1
egyenlet adodik. Az alkalmas modulus megtalalasdhoz els6ként az alapokat vagy az alapok
valamely hatvanyat javasolt valasztani, és megprobalni ellentmondasra jutni. Ha ez nem
jarna sikerrel, ezutan célszert azokat a modulusokat tesztelni, amik az alapoknal eggyel
nagyobb illetve kisebb szamok osztéi. Es persze vannak még kiilonbozé stratégiak, de jelen
esetben ezekre nincs sziikség, hiszen mod 9 rogton adodik az ellentmondés: a bal oldal

barmilyen p > 2 egész kitevére 1-gyel kongruens mod 9, a jobb oldal ¢ = 2 esetén 0,

16[16] 29.0./239.
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barmilyen g > 2 prim esetén —2 maradékot ad 9-cel osztva. A 9 mint modulus azért igen
szerencsés vélasztds, mert egyrészt az egyik alap hatvanya (32 = 9), masrészt a masik
alapnal 1-gyel nagyobb szam osztoja is (9 | 17 + 1), igy a két oldal 9-cel vett osztési

maradékai ,nem tul valtozatosak”, ami igencsak megkdnnyiti a bizonyitést.

Az Fy = 3-ra és valamely masik Fermat-primre felirhaté6 mind a négy egyenlet mod

9 vizsgalatabol az adodik, hogy a felirt egyenletek nem oldhatoak meg. Még egy példat
-1 5H7-1

bemutatunk erre: ha ¢ =0 és j =1, azaz a egyenletet, illetve a rendezés
utan adodo 2 - (37 — 1) = 57 — 1 alakot tekintjiik, akkor ¢ > 2 esetén a jobb oldal mod
9 maradékai méar nem egy egyelemi halmazt adnak. Az 5 hatvanyainak 9-cel vett osztasi
maradékai rendre: 5, —2, —1, —5, 2, 1. Ha ¢ egy 3-nal nagyobb prim, akkor csak 6k+1 alaka
lehet, tehat 57— 1 =4 (9) vagy 59— 1 = 1 (9), mikdzben a bal oldalon 2 (3” — 1) barmilyen
p > 2 egészre —2 maradékot ad 9-cel osztva. Ha ¢ > 3, akkor tehat a két oldal maradéka
mod 9 kiilonbo6z6, az a két eset pedig, ha ¢ = 2, illetve ¢ = 3 (mik6zben p tetszSleges
prim), szintén nem ad megoldast. A gyerekek mar altalanos iskolas korukban is t6bb olyan
példaval talalkoznak, amiben a megoldas nyitja annak felfedezése (nem feltétlen igazolésa),
hogy egy egynél nagyobb egész hatvanyainak utolsé szamjegye valamilyen periddus szerint
ismétlsdik (legyen sz6 akar egy egy-hosszu periodusrol). Tudatositva, hogy a hatvanyoknak
nem csak a 10-zel vett osztasi maradékait vizsgalhatjuk, még ha nem is vezetjik be az
elem rendjének a fogalmat, ezeknél az egyenleteknél is j6 lehetGség mutatkozik arra, hogy
altalanositsuk a korabban vizsgalt ,;mi az utols6 szamjegy” kérdést és 10 (vagy annak o0sztoi)

helyett mas modulusok esetén is tanulmanyozzuk a problémat.

5 —1 25771
256

Végiil megemlitjik, hogy példaul az egyenletet mod 25 vizsgalva

jutunk ellentmondasra.
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7. fejezet

A disszertacio elméleti didaktikal hattere

A harmadik, negyedik és 6todik fejezetben felvetett problémakrol azt gondoljuk, meg-
teremtik annak lehetGségét a didkok szamara, hogy az adott kérdéskort tekintve kisebb ku-
tatasokat végezzenek. Mindharom fejezet arra tesz kisérletet, hogy ilyen kutatasi anyagokat
mutasson be. Ahogy azt a szakkori foglalkozasokrol szo16 hatodik fejezetben emlitettiik, ter-
mészetesen minden tanorat tekintve fontos célnak tartjuk, hogy a gyerekek teret kapjanak
az alkotasra, a gondolkodésra, a kisérletezésre, hogy a matematikatanulas, a matematika-
tanitas, a matematikaval valo foglalkozas soran valéban a matematika valos természetérsl
kapjanak képet. Mindemellett tanorai keretek kozott arra tipikusan nincs lehet&ség, hogy
a gyerekek valamilyen targykorben elmélyedve néhany o6rat maguk kutatéssal toltsenek,
de fontos, hogy - ha ugyan nem is heti vagy havi rendszerességgel, de - lehessen alkalmuk
kisebb felfedez6 utakra a matematika vildgédban. ,Egy feladat 6nallo megoldasa: felfedezés.
Ha a feladat nem nehéz, nem nagy felfedezés, de felfedezés. Ha méar egyszer felfedeztiink
valamit, akarmilyen szerény dolgot is, nem szabad elmulasztanunk, hogy utananézziink,

nincs-e mogotte valami tobb.” 17

A harmadik fejezetben abbél az alapkérdésbdl indulunk ki, hogy a paros és paratlan
osztok darabszamanak eloszlasat vizsgaljuk. A kutatés egyik lehetséges iranya, hogy a pa-
ros és paratlan osztok més fiiggvényeinek eloszlasat vizsgéaljuk, ezutan ismét egy masik
irany, ha a péaros és paratlan osztok helyett egy p prim modulusra nézziik a p-vel oszthato,
illetve p-vel nem oszthatd osztok viszonyat. Egy tjabb lehetdség a modulo 3 két nemnul-
la maradékosztalyba esé osztok tanulmanyozasa. Ez utobbi problémakort természetesen
més modulusok esetén is vizsgalhatjuk, és fedezhetiink fel szép Osszefiiggéseket (példaul a
3.5. pontban mod 4 megfogalmazott allitast), de mint azt a 3. fejezetben emlitettiik, az
elérehaladéds méar modulo 5 olyan nehézségekbe iitkozik, amelyeket egyel6re nem tudunk

megoldani. Ez azonban egyaltaldn nem baj, hiszen egyrészt sok olyan kérdés is adodik,

17[14] 183.0.
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ami a gyerekek szaméara elérheté kozelségben van, mér az altalanositott, illetve a modulo 3
speciélis esetet tekintve is, masrészt fontos, hogy a gyerekekben ne alakuljon ki olyan téves
kép, hogy ha egy kérdést nem tudunk megvalaszolni, akkor az nem érte meg a vele valo

foglalkozést.

A negyedik fejezetben leginkabb az f(zy)+ f(zz) = f(yz) egyenletet vizsgaltuk, ennek
kapcsan szintén igen sok mindent lehet a tanulokkal feldolgozni, persze meghagyva annak
lehetGségét, hogy 6k maguk is vessenek fel kérdéseket. Példaul az w és ) fliggvényekre
kapott eredmények azonnal kiterjeszthetSk tetszéleges erdsen, illetve teljesen additiv fiigg-
vényekre (lasd a 4.2.3 és 4.2.6 Tételeket). A t6bbi szamelméleti fiiggvény esetében is b6ven
vannak olyan kérdések, amelyek megvélaszolasa érdekes kutatasi feladat lehet a tanulok
szamara, illetve az id6kozben adodo segédallitasok (példaul a 4.2.8. Lemma vagy a 4.2.11.
Tételben a szomszédos primhatvanyokra vonatkozo allitas) igazolasa dnmagéban is kihivas.
Bizonyos, hogy a gyerekek a felvetett problémakban legaldbb részeredményeket, részsike-

reket tudnak elérni.

Azt, hogy az 6todik fejezetben szerepld probléméakat miképp dolgoztuk fel a szakkori
foglalkozéason, mik voltak a célok, tapasztalatok, részeletesen kifejtettiik a hatodik fejezet-

ben.

A disszertacié szemléletét, céljait nagyrészben a kutatas-alapi tanulas/tanitas foglal-
ja Ossze. Ez egyike az utobbi két évtizedben 1j viragkorat él6 pedagodgiai modszereknek,
amelyek alapvets gondolatai a XX. szdzadban gyotkereznek. Ezek célja a hagyomanyos-
nak” nevezett oktatis megujitasa (ilyen oktatasi modszer példaul a probléma-alapu és a

projekt-alapu tanulés is).

A kutatéas-alapt tanulds (,inquiry based learning”, IBL) Spronken-Smith szerint egy
olyan pedagdgia, amely a leginkdbb biztositja, hogy a tanulok atéljék a tudasalkotas folya-
matait. ¥ Ahogy Hattie fogalmaz: ,A kutatés-alapt tanitas annak mivészete, hogy miként

teremtsiink a didkok szamara olyan kihivast jelentd szituaciokat, amelyekben egy jelensé-

18[23] 31.0.
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get meg kell figyelniiik, azt tanulmanyozniuk kell, a megvizsgalt jelenséggel kapcsolatban
magyarazatokat kell keresniiik; kigondolniuk és levezényelniiik kisérleteket, amelyekben
az altaluk gytjtott adatok segitségével a hipotéziseiket alatamasztjak, vagy épp cafoljak;
adatokat kell elemezniiik; a kisérleti adatokbol kovetkeztetéseket levonniuk; modelleket ter-
vezniiik és kivitelezniiik; vagy ezek barmely kombinéci6ja. Az ilyen tanulasi szitudcioknak
nyiltvégieknek kell lennie olyan értelemben, hogy egy kérdésre nem egy egyediili ,helyes”
valasz megadasa a cél, hanem inkabb az, hogy a didk bekapcsolédjon abba a folyamatba,
amit a megfigyelés, kérdésfelvetés, a kisérletezésben, felfedezésben valo részvétel, az adatok

analizise és az érvelés jelent.” ¥

A kutatas-alapt tanitas legfontosabb lényegi jellemzGinek osszefoglalaséat - amelyekben
a disszertacio célkitiizéseire ismeriink - olvashatjuk példaul a PRIMAS-projektben ([26])
(ez a projekt egy 12 europai orszagot, koztilk Magyarorszagot tomorité nemzetkozi prog-
ram volt 2010 és 2013 kozott, amelynek célja a kutatas-alapa tanitas elémozditésa volt a
matematika és mas természettudomanyos targyak oktatasaban, és amelyben magyar peda-

gogusok is dolgoztak ki oktatasi anyagokat), ezek:

- a tanar arra batoritja a tanulokat, hogy érveljenek, a didkok tapasztalataira épit, ahhoz
kapcsolodik, legkevésbé a ,megmondom” attitidd jellemzi, a didkokat abban tamogatja,

amiben azt 6k igénylik, facilitdtor szerepet jatszik

- a didk kérdéseket fogalmaz meg, kutat: elmeriil valamiben, felfedez, magyaréz, dltalanosit,

értékel, mindezt tarsaival egyiittmiikodve

- a tantermi kornyezet a parbeszédet, nem csak a helyes hozzéaszolasokat, de a hibakat is
tamogatja. A cél megsziintetni a hibazéastol valo rettegést azaltal, hogy a hibakra tanula-
si lehetGségként és nem problémaként tekintiink, amit érdemes elkeriilni. Ahogy Ambrus
Andras fogalmaz: ,,A hibas megoldasokban is észre kell venni a lehets legkisebb jo részt.

A probalkozasok, tévutak a matematikai alkotomunka szerves részei. Igen fontos a tanar

beleérzd, empatikus, segité magatartasa.” 2°
19]24] 208.0.
20[1] 26.0.
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- a tanulasi kornyezet legfontosabb jellemzGje, hogy problémakézpontt, a problémak nyflt-
végiek, a tanulas a kutatas altal stimulalt, kérdésekkel vagy problémaékkal vezetett; a ta-
nuléds nem a példaadas, majd ennek gyakorlasa mentén valésul meg, hanem a probléma,

majd ennek magyarazata mentén

- a kimenetel, a cél pedig: kutaté elmék képzése, akik kritikus szemlélettel és kreativan &ll-
nak a problémakhoz; az élethosszig tarté tanulésra valo felkésziilés; a matematika valamint

méas tudoméanyok természetének megismerése.

A disszertacio 3. — 5. fejezetében felvetetett kutatasi témak ezen szellemiségt tani-

tas/tanulas eszkozei kivannak lenni.

A kutatés-alapu tanulas f6bb szakaszait az alabbi abra foglalja Gssze (forras: [27]).
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A kutatas (tipikusan nem lineéris) folyamata tehat az orientacioval kezdddik, a kuta-
tas targyanak megismerésével; ezt a kérdezés fazisa koveti, amihez persze elengedhetetlen
(ahogy Schoenfeld fogalmaz®!') a kutatéshoz sziikséges ismeretekrsl egyfajta leltar készitese,
a kutatni kivant probléma definidlasa, majd a megfigyelés, az adatgytjtés, a tervkészités; a
kisérletezés, a mintak azonositasa, a megfigyeltek rendszerezése, analizise, a sejtés megfo-
galmazésa, a hipotézis alatamasztésa vagy cafolata a gytjtott adatok segitségével; végiil a
megfigyeltek szintézise, a kovetkezmények levonasa, azok igazolasa, megengedve az eredeti
hipotézis finomitésat is. Ezeket a fazisokat mindvégig kiséri az ezekrdl torténd kommuni-

kacio, az érvelés, a vita, a reflektalas, az 4j tudés Gsszevetése a korabbival.

A kutatés-alapu tanulds mindenképpen tehat legalabb részben iranyitatlan tanulasi-
tanitasi folyamatot feltételez. Ugyanakkor biztositani kell a tanulok szaméara a kiindulédshoz
sziikséges alapismereteket, tovabba figyelni kell arra, hogy egy adott szakaszban mennyi
tanari jelenlét sziikséges és a didkok elérehaladasanak elémozditasahoz mennyi direkt vagy
indirekt segitség kell, hogy a gyerekek ne maradjanak magukra a probléméval és ne ve-
szitsék el motivaciojukat. Fontos, hogy a didkok terveihez igazitva tudjunk adott ponton
az iranyitottsag mértékén rugalmasan valtoztatni (akar méar a kezdeti fazisban is, példaul:
milyen irdnnyal ne foglalkozzunk inkabb). Arra is iigyelni kell, hogy - ahogy Polya fogalmaz
- ,a munkénak ésszerti hanyada jusson a didkra” 22, tehat példaul, ahogy errdl a szakkori
foglalkozéasokat targyalo fejezetben sz van, a tobbedszeri adatgytijtést (a folyamat lényeget

érints veszteség nélkiil) adott esetben megsporolhatjuk a didkoknak.

Arrol, hogy mit tekinthetiink problémanak, és mi kiillonboztet meg problémét feladat-
tol, Schoenfeld igy ir: ,Definicié szerint probléméanak azokat a szituacidkat nevezhetjik,
amelyekben az egyén nem rendelkezik kész hozzaféréssel a megoldashoz sziikséges tobbé-
kevésbé elérecsomagolt eszkozokhoz.” 23
Fontos, hogy a didkok megéljék, miképp alakul, hogyan valik egy kezdeti kérdés tovabbi

kérdések kiindulopontjava, milyen lehetGségei vannak a probléma varialasdnak, specializé-

21[19] 55.0.
22]14] 21.0.
23]19] 54.0.
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lasanak, illetve altalanositdsdnak, és hogyan kapcsolodnak, épililnek egymésra a kérdések.
LA tanarnak egyik legfontosabb kotelessége vigyazni, nehogy didkjainak az legyen a benyo-
mésuk, hogy a matematikai feladatoknak kevés koziik van egymashoz, és hogy csak tgy a

levegSben lognak.” 24

Schoenfeld a jo problémamegoldé jellemzsi kozé sorolja 2° tébbek kozott azt, hogy a
problémamegoldas nem ,terv vezérelt” (,plan driven”), hanem ,torténés vezérelt” (,event
driven”): a jo problémamegoldd, habar van elgondolasa arr6l, mit kivan vizsgalni, meg-
latja a problémamegoldés kdzben adodo lehetGséget, és kimeriti azt még akkor is, ha az
nem teljesen esett egybe eredeti szdndékaival. Fontos segiteni a tanul6t abban, hogy ezt a
viselkedésformat” elsajatitsa, ahogy erre torekedtiink a szakkoron. Schoenfeld szerint?® a
jo problémamegolddt a pozitiv kontroll is jellemzi, amely tehédt azt az attitddot is jelenti,
hogy ha egy sejtés az ellenérzése utan tévedésnek bizonyul, akkor a j6 problémamegoldd
nem riad meg a folytatéstol, nem tantorodik el Gjabb gondolatok felkutatésatol, szamara
a tévedés pozitiv motivacié6 abba az iranyba, hogy tovabb gondolkodjon. Pedagogusként
mindenképp fontos feladatunk azt erdsiteni a gyerekekben, ismét Polya Gyorgyot idézve
- akinek mindig aktualis gondolatai fontos irdnymutatast jelentettek akkor is, amikor a
szakkori munkat terveztiik -, hogy ,Semmiféle gondolat sem rossz, csak rossza valhat, ha
kritika nélkiil fogadjuk. Csak az rossz igazan, ha semmi gondolatunk nincs.” 27

A disszertacio igyekezett olyan problémakat felvetni, amelyek kiindulépontjai lehetnek
tovabbi érdekes gondolatoknak.

24[14] 35.0.

25[19] 134.0.
26]19] 125.0.
27[14] 244.0.
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8. fejezet

Osszefoglalas

A disszertacié {6 célja olyan problémak felvetése és vizsgalata, amelyek kapcsan a ta-
nuloknak lehetGsége nyilik kisérletezésre és kisebb-nagyobb felfedezs utakra a szamelméleti
fliggvények vilagaban. Ez olyan kérdéseket jelent, amelyek a kozépiskolasok szédmaéara hoz-
zaférhetGek, altalaban nem igényelnek a kozépiskolai matematikdn tilmutato ismereteket,
ugyanakkor érdekesek, valtozatos témajiuak és nehézségtiek, kiilonb6z6 mélységl részekre

bonthatok, sokféle modszert mutatnak be, és tag teret engednek a kreativitasnak.

A szamelméleti fiiggvények koziil az osztok szama része a kozépiskolai matematika
tananyagnak, az osztok Osszege és az Euler-féle ¢ -fiiggvény pedig szerepel a specialis ma-
tematika tagozat regularis 6rain, de targyalhaté szakkoron a matematikat nem emelt ora-
szamban tanuld csoportokban is a matematika irant érdekl6ds tanulokkal. Ehhez a harom
fiiggvényhez érdemes idénként hozzavenni a kiillonbo6zg, illetve az 0sszes primoszté szama w
és () fliggvényeket is, mert ezek megértése, képlete semmilyen nehézséget sem okoz, ugyan-
akkor szamos tulajdonsagban a masik haromhoz képest igen eltérd vonésokat mutatnak. A
fliggvényekrsl mesélhetiink érdekességképpen, vagy néhany probléma meggondolésan ke-
resztiil, vagy pedig megismerkedhetiink veliik alaposabban is. Szamos matematikatorténeti
inyencséggel is fliszerezhetjiik az ismereteket, a gyerekek szamara ezek vélhetSen kozelebb
hozzék a szamelméletet. Ehhez a munkahoz feladatgytjtemények, kiillonb6z6 matematika-
versenyek, valamint a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok idevago feladatai b&sége-
sen rendelkezésiinkre allnak (ezekbdl egy szubjektiv valogatés szerepel a bevezetést kovetd
méasodik fejezetben, lasd alabb). A dolgozat tovabbi része arra kivan kisérletet tenni, hogy
az ilyen tipust feladatmegoldés jellegétdl eltéréen, nagyobb lélegzetii problémacsokrokat
jarjon koriil, moédszertanilag bemutassa, miként érdemes ezeket a didkok kozé bevinni, és

az adott kérdéskorben milyen tovabblépési lehetGségek vannak.

A 2. fejezet elss részében azokat a tapasztalatokat Osszegzem, amelyeket a kozépisko-
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lai feladatgytijtemények, tankonyvek attekintése, osszehasonlitésa jelentett. A tankonyvek
koziil tobbet hasznéltam mér specialis matematika tagozatos és nem tagozatos csopor-
tokban egyarant, igy természetesen meriilt fel, hogy ezeken kiviil még mas, a kozépiskola
9. osztalya szaméra irodott tankdnyvek szamelmélettel foglalkozo fejezeteit is megvizsgal-
jam. Erdemesnek tartottam azt is, hogy modszertanilag Gsszevessem az azonos tartalmu
feladatok kiilonb6z6 megfogalmazasat més-mas feladatgytjteményben, tankonyvben, hogy

megvizsgaljam egyik, illetve mésik megfogalmazas esetleges elényeit, illetve hatranyait.

A 2. fejezet masodik része szubjektiv valogatas kiilonb6z6 hazai és nemzetkozi verse-
nyek, példatarak és a KoMalL feladataibol (a 2.2.27. Feladattol eltekintve). Ezzel azt sze-
retném illusztralni, milyen sokféle jellegti és nehézségii kérdés adddik ebben a témakorben.
A feladatok kozott az osztok szamara vonatkozok dominélnak, de el6jon az osztok Osszege
és szorzata, valamint a ¢-fliggvény is. A megoldas soran esetenként a képlet iigyes alkal-
mazasara (pl. 2.2.8.), maskor az osztoparos otletre (pl. 2.2.17.), idénként tigyes becslésekre
(pl. 2.2.13.) van sziikség, de megjelennek a Fermat-primek (2.2.26), az Euler—Fermat-tétel
(2.2.28.) és a Catalan-sejtés (2.2.27.) is. Néhany feladat kiilonbozs fliggvényeket kapcesol
Ossze (pl. 2.2.27. vagy 2.2.29.). Bevalogattam néhany olyan régi KéMal.-feladatot is, amely-
nek kittiz6je vilaghiri magyar matematikus (2.2.10. Turan Pal, 2.2.25. Erdés Pal). A 2.2.7.
Feladat jo példaja annak, miként nShet ki egy konkrét feladatbol egy egész variaciosorozat,
és a kiilonboz6 varidnsok vizsgalata egyik esetben miként vezethet akar ugyanarra a va-
laszra, mint az eredeti kérdés, egy masik esetben azonban miként eredményez a korabbitol
lényegesen eltérs valaszt. A gyerekek szamara is hasznos, ha minél t6bbszor érzékelik, hogy
egy feladat nem feltétlen ott kell, hogy véget érjen, amikor a feltett kérdésre megtalaltuk és
bebizonyitottuk a valaszt. Persze az nem garantalt, hogy az analog problémaéra is megleljiik
a megoldast, de egy kisérletet mindenképp megér annak megfontolasa, hogy a probléma at-
fogalmazasa, altaldnositasa vajon hova vezet. Fontos, hogy az ilyen lehetGségeket a didkok
lassak, hogy tudjanak parhuzamokat talalni, valaszokat Osszehasonlitani, és megoldasok

alapgondolatat adaptalni egy megvaltozott szituacidoban.

A 3. fejezet kiindulopontja, hogy egy szam péros és paratlan osztéinak darabszama-
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ra, Osszegére és reciprokosszegére, ezek aranyara, illetve kiillonbségére milyen Gsszefiiggések
teljesiilnek. Természetesen meriilnek fel példaul olyan kérdések, hogy lehet-e a péaros és
paratlan osztok szamanak kiilonbsége tetszdlegesen nagy, vagy kiilon-kiilon vett Osszegiik
aranya tetsz6leges pozitiv egész. Ezutan az analég kérdéseket elGszor kozvetlen altalanosi-
tasként a ketts helyett barmely prim modulusra, majd a nulla és a nemnulla maradékosz-
talyok helyett a két modulo 3 nem nulla maradékosztaly vonatkozasdban valaszolom meg.
A két maradékosztalyba esé osztok szaménak kiilonbségét, illetve aranyat a 3.3.4. és 3.3.5.
Tételek irjak le, az osztok Osszegére vonatkozd eredmények pedig a 3.3.6. — 3.3.10. Teé-
telekben szerepelnek. Az osztok reciprokosszegének vizsgalata az osztoparok segitségével
visszavezethets az osztok Osszegére (3.3.11. és 3.3.12. Tételek). Bizonyos tételek specia-
lis eseteire tobb bizonyitast adok (pl. 3.3.7. Tétel), amit azért is tartok fontosnak, mert

osszekapcsolhatja a tanulokban a matematika kiilonallonak érzékelt teriileteit.

A kozépiskolaban ugyan nem foglalkozunk (még a specialis matematika tagozaton sem)
a megismert szamelméleti fliggvények atlagértékével vagy olyan ,jelenségekkel”, mint a
hegy- és volgytétel, de ezeknek a problémaknak a megfelel§ variansait is megvizsgalom
(3.4.3. — 3.4.5. Tételek). Itt és az értekezés tobb més helyén is a GeoGebra szoftvert is
hasznédlom, amit konnyt kezelhetGsége miatt kifejezetten alkalmasnak gondolok arra, hogy
kozépiskolai diakok segitségére legyen a matematikai problémamegoldasban, és tanitom is a
hasznélatat a diakjaimnak is. Mint sok mas digitalis segédeszkoz, az ilyen jellegii matemati-
kai szoftver hasznélata sok esetben az adatok 0sszegytjtésén tul, azok vizualis megjelenitése
altal megkonnyiti valami lényegi tulajdonsag meglatasat, mint példaul a 3.3.5. Tételben,
amikor a 3-mal osztva 1, illetve —1 maradékot ad6 osztok szamanak hanyadosat vizsgalom.
Persze jo, ha a szoftver segitségével megtalalt sejtést bizonyitas koveti, de a didkok szamaéara

(is) konnyebben hozzéaférhets a sejtés maga, ha nem csak papirt és ceruzat hasznalnak.

A 3. fejezet végén kiilon részben elemzem a kérdés didaktikai vonatkozasait, beleértve

a tovabblépés lehetGségeit.
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A 4. fejezet elss részében az x? + y? = 2% egyenlet analogidjaként az f(2?) + f(y?) =
f(2%) egyenletet és annak magasabb hatvanyokra, illetve tobb tagra torténd altalanosita-
sait vizsgalom. Ez a probléma is igen valtozatos képet mutat attol fliggden, hogy f melyik
valasztott szamelméleti fiiggvény: az osztok szama és Osszege esetén az alapegyenlet ma-
gasabb hatvanyokra sem oldhaté meg, a kiillonb6z6 és Gsszes primosztok esetén végtelen
sok megoldas van, az utobbindl a primhatvanyok kdrében is, de a ¢-t is beleértve egyik

fliggvény esetén sincs olyan megoldas, ahol mindhérom ismeretlen primszam.

A 4. fejezet mésodik része az f(xy) + f(xz) = f(yz) egyenlettel foglalkozik. Itt elGszor
pozitiv értékd erdsen, illetve teljesen additiv fiiggvényekre megadom az Osszes megoldast
(4.2.3. és 4.2.6. Tételek). Ahogy az adott résznél is jelzem, a probléma gyerekekkel valo
feldolgozasaban nem ezt az utat tartom célszeriinek, hanem elGszor konkrét f fiiggvény,
jelen esetben a kiilonbo6zd, illetve az Osszes primosztd szaméra érdemes vizsgélodni és a
bizonyitasban kihasznalt tulajdonsagok alapjan lehet altalanositani. A multiplikativ fligg-
vények sokkal izgalmasabb és valtozatosabb képet mutatnak. Az osztok szaméara megadom
az Osszes primhatvany megoldast (4.2.9/(i) Tétel), a ¢ esetén pedig belatom, hogy végtelen
sok primhatvany megoldas létezik (4.2.10/(i) Tétel). Az osztok Osszege és ¢ fliggvénynél
a kérdés kapcsolodik az ikerprimsejtéshez és a primszamokra vonatkozé mas megoldatlan
problémakhoz is (4.2.13/(iii) és 4.2.10/(vi),(vii) Tételek). A ¢ esetében meghatarozom az
Osszes olyan megoldast, ahol x és y két kiilonboz6 prim hatvanya és z oszthatdé mindkét
primmel (4.2.11. Tétel), de joval bonyolultabb a helyzet, ha z legfeljebb az egyik primmel
oszthato (4.2.12. Tétel).

Az 5. fejezet két dolgot O6tvoz: a gyerekek altal kozépiskolas éveikre vélhetGen méar jol
ismert kommutativitast, és a talan kevésbé jol ismert, és biztosan kevesebb matematikai
helyzetben el6keriils, de a tapasztalat alapjan a tanulok altal konnyen elsajatithato fligg-
vénykompoziciot. A tanulok mar talalkoztak néhany szituacioban hasonlé probléméval, még
ha nem is altalanossagban fogalmaztak meg a vizsgalt kérdést, vagy hasznélték egyéltalan a
kommutativitas vagy kompozicio kifejezéseket. Példaul a fiiggvénytranszformacioknél vagy
a stk egybevagosagainak egymés utani alkalmazasanél tapasztalhattak, hogy tipikusan nem

ugyanaz az eredmény, ha a transzforméciok sorrendjét felcserélik. Ide tartoznak olyan, tébb
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tanulo altal feltett kérdések, hogy példaul a sin(2z) = 2sinx atalakitas megengedett-e, ez

is jo alkalom annak tudatositasara, hogy a kompozicié tipikusan nem kommutativ.

Az 5. fejezetben ennek alapjan az f(g(n)) = g(f(n)) egyenletet vizsgélom, ahol f
és ¢ is a mar megismert 6t szamelméleti fiiggvény valamelyike (az osztok szdma d, az
osztok Osszege o, ¢, a kiillonbozs, illetve az Gsszes primosztd szama w és ). Ebben az
esetben is a megoldhatosag tobb kiilonb6z6 aspektusat tanulmanyozom: létezik-e legalabb
egy megoldas (n-ben); talalhato-e végtelen sok megoldés; van-e végtelen sok megoldas,
amikor mindkét oldal értéke egy adott k szdm; megadhato-e az Osszes megoldas. Attol
fliggGen, hogy f és g melyik fliggvénypar, itt is igen valtozatos kép rajzolodik ki, ezek
koziil néhanyat itt is felsorolok. Az €2, ¢ és Q,w parra az Osszes n-et meg tudom adni
(5.1.1. és 5.1.2. Tételek). Az w,d és Q,d parra minden k esetén végtelen sok olyan n
van, amikor az egyenlet két oldalanak kozos értéke k (5.2.1. és 5.2.2. Tételek). A ¢, d parra
végtelen sok megoldas van (5.2.3. Tétel), de pl. a 44 nem 1ép fel a két oldal kozos értékeként
(5.3.3. Tétel). Ez utobbi altalanosithato is és a bizonyitésa talan a fejezet legdsszetettebb
gondolatmenete. Ebben a fejezetben is tobb eredmény kapcsolodik primekre vonatkozd
nevezetes sejtésekhez (5.4.1. — 5.4.4. Tételek), illetve a Fermat-primekhez (5.4.5. Tétel).
Kiilon rész foglalkozik azzal, amikor az egyenlet két oldaldnak ko6zos értéke 1. Ez a 10
fiiggvénypar kozil 9 esetben feladat szinti (5.5.1. — 5.5.2. Feladatok), az w, o esetén viszont
nagyagyuval is csak részeredményeket lehet elérni (5.5.3. Probléma). Ez is j6 alkalom arra,
hogy a gyerekek lassak, a hasonlonak tiiné kérdések nehézsége kozott is oriasi kiilonbségek
lehetnek.

A 6. fejezetben részletesen beszamolok arrol a szakkorrsl, amit iskolamban, az Obu-
dai Arpad Gimnaziumban tartottam a 2017/18-as tanév utolsé hénapjaiban a specialis
matematika tagozaton tanul6 9. osztélyos didkok szamara. Ahogy azt a bevezetésben mér
emlitettem, azért valasztottam a szakkori keretet, mert a tanorédkon nincs id6 és lehetdség,
hogy a tanulok tanari iranyitas mellett, de teljesen szabadon és 6nalléan kisérletezhessenek.
A szakkort az 5. fejezetben szereplé problémék koré szerveztem, a célom tehéat az volt —
amellett, hogy még inkabb megkedveltessem a gyerekekkel a szamelméletet —, hogy ezeknek

a kérdéseknek a vizsgédlataval motivaljam Gket az 6nalloé problémafelvetésre, hogy megéljék
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és megérezzék, mit jelenthet a kutatas.

Az el6zetes célok mellett Osszegzem a szakkor tervezésének folyamatat, a gyerekek
felkérését, a modszertani elGkészitést, hogy didaktikailag mit tartottam fontosnak az orak
tervezésénél, hogy miként valosult meg ez a gyakorlatban, vagy hogy miként kellett adott
ponton stratégiat valtoztatnom. Részletezem a didkok szakkori munkéjat, otleteit, sajat
problémajavaslataikat és megoldasaikat (amik koziil kétségkiviil az egyik tanulonak az 5.2.1.
Tétellel kapcsolatos munkaja volt a szakkor egyik fénypontja), és azt a sok-sok nagyon
pozitiv tapasztalatot és élményt, amit ezek a foglalkozasok szdmomra, illetve reményeim

és néhany visszajelzés szerint a didkok szamara is jelentettek.

A 6. fejezet zard részében bemutatok tovabbi lehetdségeket, kapcsolddasi pontokat,
amelyekrsl valo gondolkodasra ugyan a szakkori 6rakon mar nem keriilt sor, de amelyeket

szintén érdemesnek tartok arra, hogy a tanulokkal vizsgaljunk.

A 7. fejezet a disszertacio elméleti didaktikai hatterét mutatja be. A dolgozat szemlé-
letét nagyrészben a kutatas-alapt tanulas/tanitas (inquiry based learning”, IBL) foglalja
Ossze, amelynek ismertetem keretrendszerét, legf6bb célkittizéseit és 1ényegi jellemz6it. Ez-
utan a disszertacié céljait tobbek kozott azzal hasonlitom Ossze, amit a problémamegol-

désrol Polya Gyorgy és Alan H. Schoenfeld munkaiban olvashatunk.
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9. fejezet

Summary

The main goal of this thesis is to propose and investigate some problems related to
arithmetic functions and give students opportunity to experiment and to have smaller or
larger voyages of exploration in the world of these functions. Most of these problems do not
require higher mathematical knowledge and are accessible for high school students. These
questions are interesting, provide various topics and different grades of difficulty, and —
from a teacher’s point of view — most of them can be divided into parts of different depth.
They open up many problem solving methods and provide enough space of creativity for

students.

Among the arithmetic functions, the number of divisors is part of the high school
curriculum. Students in the special maths program learn also about the sum of divisors
and Euler’s totient function ¢ in class, but these can be discussed in group study sessions
with other students, too, who are interested in maths. It is also worth to introduce the
number of distinct and all prime factors, w and €2, as it is easy to understand their definition
and basic properties whereas their behavior differs in many aspects from the other three
functions mentioned above. We can just talk about these five functions, or present them
through solving some problems, or get to know them thoroughly. Adding some interesting
stories from the history of maths might bring number theory closer to students. The teacher
is supported by lots of exercise books, collections of maths contest problems, and the
Mathematical and Physical Journal for High Schools (K6Mal.) offering a wide range of
exercises (Chapter 2 contains a subjective selection, see below). Somewhat differently, the
rest of the dissertation proposes larger packages of problems, investigates the didactic
methods of disseminating them among students, and sketches some possibilities for further

extensions.

The first part of Chapter 2 summarizes my experiences in surveying and comparing high
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school textbooks and exercise books. I have been using several textbooks both in ordinary
and special maths classes, so it was natural to check the number theory parts of other
9th grade textbooks, too. From a didactic point of view, it was interesting to contrast the
various formulations of essentially identical problems and to discuss the possible advantages

and disadvantages of the different presentations.

The second part of Chapter 2 is a selection of problems from monographs, KoMal,
and various Hungarian and international mathematical competitions (except for Problem
2.2.27). These problems illustrate not only the diversity of this topic, but also the various
grades of difficulty regardless of which arithmetic function we investigate. Most problems
refer to the number of divisors, but some deal with the sum of divisors and Euler’s totient
function. Solving these problems may require the clever use of formulas (e.g. 2.2.13), or
the idea of pairing divisors (e.g. 2.2.17), or estimates (e.g. 2.2.13), but also the Fermat
primes (e.g. 2.2.26), the Euler-Fermat theorem (e.g. 2.2.28), and the Catalan conjecture
(e.g. 2.2.27) pop up. Some problems connect different functions (e.g. 2.2.27 or 2.2.29). I
compiled a few problems from KéMaL posed by world famous Hungarian mathematicians
(2.2.10 by Pal Turan and 2.2.25 by Pal Erdés). Problem 2.2.7 serves as a good example
how one can develop and extend a question, how this can build up a series of variations,
and how these variants can sometimes result in exactly the same answer as the original
problem, and how they can lead to a totally different outcome in other cases. I think it
is useful for the students to experience that the study of a problem does not necessarily
terminate with the solution being found and proved. Of course, it is not granted that we can
solve the analogue problem, but it is worth an attempt to consider where the reformulation
and generalization of the original problem could lead. It is important to make pupils notice
these kinds of opportunities, so they can manage to find similarities, to compare solutions,

and to adapt the main ideas of a certain solution in a modified situation.

The starting point of Chapter 3 is the investigation of the difference and the ratio
of the numbers, the sums, and the sums of reciprocals of the even and odd divisors of a
given integer. Naturally arising questions are e.g. whether the difference of the numbers

of even and odd divisors can be arbitrary large or whether the ratio of their sums can
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equal any integer. A straightforward first generalization is to change the modulus 2 to any
prime, and then a different direction is to replace the categories divisible and non-divisible
by considering the two non-zero residue classes mod 3. The difference and the ratio of
the numbers of these divisors are discussed in Theorems 3.3.4 and 3.3.5, and the results
about their sums are contained in Theorems 3.3.6 — 3.3.10. The behavior of the sum of
reciprocals can be derived from the sum of divisors by using divisor pairs (Theorems 3.3.11
and 3.3.12). In some special cases I intentionally give more than one proof (e.g. Theorem

3.3.7) to connect various parts of maths that seem to be remote areas for the students.

Though the mean value of an arithmetic function or phenomenons like the canyon
and peak theorems, are not discussed even in special maths classes, I study their relevant
variants here (Theorems 3.4.3 — 3.4.5). In investigating these and other problems, I relied
partly on the mathematical software GeoGebra. I find it a handy and an easy to use tool
for high school students, and a really useful help in the process of mathematical problem
solving, so I teach it to my students. As many other digital aids, it not only helps in the
phase of data collection, but through the visual representation of data, it eases to notice
some essential feature. This happened e.g. in Theorem 3.3.5, when I observed the ratio of
the numbers of divisors in residue classes +1 and —1 mod 3. Of course the best is if, after
establishing the conjecture, we are able to prove it, but we can formulate the conjecture

definitely easier using the software than just working with paper and pencil.

The last section of Chapter 3 is a didactic analysis of the topic including also some

possible extensions.

In the first part of Chapter 4, as an analogy to 22 + 3> = 22, I study the equation
f(@®)+f(y?) = f(2?) and its generalization to higher degrees and more terms. The situation
is multifarious depending on which arithmetic function we choose: for the number and sum
of divisors, there is no solution for any degree; for w and €2, we have infinitely many
solutions, and regarding the latter there exist infinitely many solutions even among prime

powers; but there are no solutions in primes for any of the five functions, including ¢.
The second part of Chapter 4 deals with the equation f(zy) + f(zz) = f(yz). First
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I determine all solutions for positive strongly or completely additive functions (Theorems
4.2.3 and 4.2.6). As I mention, a different approach is desirable when working on this
problem with students: we should consider first the question for a specific function, i.e. w
or () in this case, and based on the essential properties used in the proofs, we can move on
to formulate the generalizations. The analogue question for multiplicative functions gives
rise to a more exciting and diversified behavior. For the number of divisors I determine all
solutions in prime powers (Theorem 4.2.9/(i)), and I present infinitely many solutions in
prime powers for ¢ (Theorem 4.2.10/(i)). The equation for the sum of divisors and for ¢ is
related to the twin prime conjecture and some other unsolved problems concerning primes
(Theorems 4.2.13/(iii) and 4.2.10/(vi), (vii)). For ¢ I determine all solutions where = and
y are powers of two distinct primes and z is divisible by both of these primes (Theorem
4.2.11). The situation gets much more complicated when z is relatively prime to at least

one of the two primes (Theorem 4.2.12).

Chapter 5 combines two notions: commutativity, probably well known by students in
high school, and composition of functions, being less familiar to them, but according to my
personal experience, they can understand it quickly. They must have met these notions in
certain situations, even if not studying them in general or using the terms ,,commutativity”
and ,,composition”. For instance they could have experienced that transforming functions in
two steps or applying two congruences of the plane, the result is typically not the same if we
change the order of the two transformations. We can use this opportunity to highlight again
that the commutative law typically does not apply to composition of functions, e.g. when

students wonder whether sin(2z) = 2sin(z) is valid or not.

So in Chapter 5 I study the equation f(g(n)) = g(f(n)) where each of f and g is
one of the five functions listed earlier (the number of divisors d, the sum of divisors o,
¢, and the number of distinct and all prime factors w and €2). I examine various aspects
of solvability: does there exist a solution (in n); are there infinitely many solutions; are
there infinitely many solutions when both sides equal a given integer k; can we determine
all solutions? The results are manifold depending on f and g, I mention some of these

here, too. I determine all solutions for the pairs €2, ¢ and w, Q (Theorems 5.1.1 and 5.1.2).
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Considering w, d and €2, d, there exist infinitely many solutions when both sides equal any
given integer k (Theorems 5.2.1 and 5.2.2). There are infinitely many solutions for ¢, d
(Theorem 5.2.3), but e.g. 44 does not occur as a common value of both sides (Theorem
5.3.3). This latter can be generalized and its proof might be the most complex argument
of the chapter. Several propositions are related to famous conjectures concerning primes
(Theorems 5.4.1 — 5.4.4) and Fermat primes pop up, too (Theorem 5.4.5). A separate
section investigates the equation when the common value of both sides is 1. The complete
solution is nearly a routine exercise for nine out of the ten possible pairs (Exercises 5.5.1
and 5.5.2), but we can achieve only partial results for the pair w, o even using really strong
machinery (Problem 5.5.3). This is another good occasion for students to experience that

there can be huge differences between seemingly similar problems.

Chapter 6 provides a detailed summary of the group study sessions I conducted in my
school over the last months of school year 2017 /18 for kids in 9th grade in the special maths
program. As I already mentioned it in the Introduction, I chose this format without the
time limit of regular classes to ensure the opportunity for students to experiment (under
the teacher’s guidance but) freely on their own. The sessions were held in the topic of
Chapter 5, and the main goal was to motivate students to propose questions while working
on the material, to give them some insight on what a research could be, and — if possible

— to improve their positive attitude towards number theory.

In addition to the preliminary goals, I summarize the process of planning, the invitation
of the students, the didactic preparations, the stuff I thought to be crucial while planning,
and how this was realized in practice, including how I had to change strategy sometimes.
I give details about the work of the pupils, the ideas they came up with, the problems
they proposed and the solutions they suggested (the performance of a student related to
Theorem 5.2.1 was definitely one of the highlights of these sessions). I describe the very
positive experience I gained while working with these students that hopefully and according

to some feedbacks was also shared by them.

In the last section of the chapter I present some further ideas which were not part of
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the sessions but are worth studying them with students.

Chapter 7 provides a theoretical didactic background for the dissertation. The approach
of the thesis, the way I desire to work on the problems presented in Chapters 3 — 5 meet
the framework of inquiry based learning (IBL). I present IBL’s essential features and goals,
and compare the dissertation’s objectives with Gyorgy Polya’s and Alan H. Schoenfeld’s

works on problem solving.
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