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El6sz6

Az életlenhalmaz-elmélet — amelyet elsGsorban Pawlak [28, 29] nevéhez fiiziink — szé-
mos esetben bizonyitotta létjogosultsagat. Aktualitdsa azonnal érthetévé valik, amint
belegondolunk, mennyi informéci6 all rendelkezésiinkre, és mennyi keletkezik minden
pillanatban. Az informaciok dbrazolasa ugyanakkor sokszor természeténél fogva pon-
tatlan, mas esetben a rendelkezésiinkre all6 tudés hianyos, amelybdl bizonytalansag
fakad. Ezt a bizonytalansagot tette Pawlak egy megkiilonboztethetetlenségen alapuld
ekvivalenciarelaci6 4ltal kezelhetéveé.

Az életlen halmazok elméletében a bizonytalansagot a rendelkezésre allo tudas ge-
neralja az objektumok megkiilénboztethetetlensége alapjan. Ez a megkiilonboztethe-
tetlenség ranyomja bélyegét arra, hogy mit tudunk mondani az egyes objektumokrol,
és azt, hogy ez mennyire bizonyos.

A halmazelméleti megkozelitésben maga az eleme relacié az, ami bizonytalanné
valik. Az életlen halmazok elméletében olyan objektumok mellett, amelyek bizonyosan
elemei vagy bizonyosan nem elemei egy halmaznak, megjelenik a koztes, a halmazba
lehetségesen tartozo elemek kategoridja is. Megjelenik az approximacios par, amellyel
egy halmazt alsod és fels§ kozelitése (bizonyos vagy lehetséges elemei) segitségével
hatarozhatunk meg.

Az elmult 30 évben az ekvivalenciarelacion alapulé Pawlak-féle rendszer tobb alta-
lanositasa is napvilagot latott [6, 34|, és kialakultak a halmazkézelités olyan altalanos
keretrendszerei [4, 5], amelyek segitségével a hidnyzo informécié ugy kezelhets, hogy
parciélissa teszi a teret, amelyben a kozelitést végezziik.

A Kklasszikus halmazelméleten alapul6 logika mintajara a parcialis halmazkozelité-
sen alapuld logikai rendszerek jottek létre [26, 23], amelyek segitségével Gjabb teriilet
nyilt meg az életlen halmazok elméletének alkalmazésa el6tt. Ehhez ugyanakkor ala-
posan meg kell vizsgalni, hogy miként befolyasolja a halmazapproximéacié segitségével
megjelend bizonytalansag a formulaink igazsagértékének meghatarozasat, és az 4j ala-
pokra helyezett szemantikai rendszer mely tulajdonsigait tartja meg, vagy épp mely
teriileteken tér el attol, amit a klasszikus logikiban megszokhattunk. Mas szavakkal:
milyen elényGket hozhat az approximacios tér segitségével felépitett szemantika, és
hol kell megfizetni ennek az arat.

Az elsérendi logika fontos szerepet jatszik abban, ahogy a problémainkat model-
lezziik. Kérdés, hogy milyennek kell lennie egy, az altaldnos approximacios tereken
felépitett logikai rendszernek ahhoz, hogy tovabbra is alkalmas legyen erre a feladatra.
A mesterséges intelligencia ugyanakkor nem csak a modellek megalkotasakor veheti
hasznét a halmazkozelitések elméletének, illetve nem csak logikai formulakon keresztiil



htizhat hasznot a tudomanyteriilet eredményeibél, hiszen a tér maga, ahol a megol-
désokat keressiik, lehet egy halmazkozelitéssel kialakitott tér.

A dolgozat elsé bevezets fejezetében a vizsgalt kérdéskor tekintetében relevans
definiciok keriilnek ismertetésre. ElGszor bemutatjuk a kiindul6 alapot képezd ke-
retrendszert, amelynek segitségével a halmazkozelités definialhatoé. Bar mindvégig
egy altalanositott approximécios tér fogalméra épitkeziink, a kézpontban a parcia-
litas all. A kés6bbi fejezetekben bemutatott rendszerek és alkalmazasok jellemzGen
parcialis approximécios teret feltételeznek a hattérben. A fejezet méasodik felében a
vizsgélatra kivalasztott parciélis elsérendd logika keriil bemutatasra. Ez — annak ér-
dekében, hogy kihasznalhassuk mindazt, amit az életlen halmazok nytjtanak — nem
csupéan egy 1j szemantikat, hanem egy gazdagabb els6rendii nyelvet is jelent. A fe-
jezet célja a késGbbiekben felhasznalt fogalmak tisztazasa, a fejezetben a szerz6hoz
kothets Gj tudomanyos eredmény nem jelenik meg.

A masodik fejezetet a parcialis logikai rendszer vizsgalatanak szenteljiik. ElSbb
néhany szokatlan — a klasszikus logikdban nem jelentkezs — tulajdonsagra hivjuk fel
a figyelmet (melyek részben méar publikalasra keriiltek [11, 15]-ben), majd bemuta-
téasra keriil a logikai rendszer egy implementéacidja. Mindezek célja, hogy elérevetitsék,
milyen problémakkal kell szembesiilnie annak, aki a parcialis logikai rendszerrel dolgo-
zik. Majd felhasznalva Arisztotelész szillogizmusait, szeretnénk teljesebb képet adni
a felmeriils sajatossagokrol, és ismertetiink néhany eszkozt ezek kezelésére (amelyeket
el6szor [12]-ben mutattunk be).

A harmadik fejezetben a mesterséges intelligencia teriiletén kinélkozé alkalma-
zési lehetségeket jarjuk korbe (melyek alapotletét [16]-ban mutattuk meg réviden).
Elgbb abbél a nézépontbol indulunk ki, hogy miként élhetiink a probléma modellezé-
sére hasznalt formulakban a parcialis approximacios tér adta lehet&ségekkel, majd az
allapothalmaz és a halmazkozelités képezi vizsgalat targyat. Végezetiil a megoldaske-
resS algoritmust (mint SAT problémamegoldot) alakitjuk 4t agy, hogy profitalhasson
az életlen halmazok elméletének eredményeibél.



1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben részletesen attekintjiik a vizsgalni kivant elmélet — az altalanositott
halmazkozelités, valamint a hozza kapcsol6do logikai rendszerek — alapjait a dolgozat
megirasakor viszonylag frissnek szamité kutatasok alapjan, tovabbé réviden ismerte-
tésre keriil az allapottér-reprezentacio fogalma. A halmazelméletbdl atvett alapvetd
jeloléseket az A fliggelék tartalmazza. A fejezetben Osszegytijtott definiciok és az al-
taluk meghatarozott halmazapproximacios, illetve logikai rendszerek nem szamitanak
a szerz6 0j eredményének, hanem a vizsgalatunk targyanak pontos meghatarozéasa
végett keriiltek a vonatkozé irodalmakbol idézésre, Gsszegytijtésre.

1.1. Altalanositott approximéacios keretrendszer

Az approximécios par leginkdbb altalanos megfogalmazasat Diintsch és Gediga adta
meg [6]-ban. Eszerint az (I,u) fiiggvénypart, ahol [u : 2V — 2V alaki leképezések,
approximdcids pdrnak nevezziikk (az U nemiires halmazon), ha tetszéleges S C U
esetén fennall, hogy

(S) C S és S CulS), (1.1)

mig gyenge approrimdcios pdarrol akkor beszéliink, ha teljesiil, hogy
I(S) Cu(S). (1.2)

A szerzék ugy fogalmaznak, hogy ez utobbi tiinik a leggyengébb feltételnek ahhoz,
hogy észszeri kozelitéseit tudjuk megadni az U halmaz részhalmazainak. Ezen felté-
telekkel kés6bb mint erds és gyenge approximacios tulajdonsag talalkozhatunk.

Halmazkozelitések altalanos halmazelméleti keretrendszere

Ebben a dolgozatban a [4]-ben definialt altalanos halmazelméleti keretrendszert vet-
tiikk alapul a halmazkozelités mibenlétének meghatéarozasara.

Legyen adott U nemiires halmaz mint univerzum. Legyen tovabba ® C 2V ugy,
hogy @ € D, és létezik legalabb egy nemiires S C U halmaz, amelyre igaz, hogy S € ©.
Ekkor azt mondjuk, hogy ® elemei a definidlhatd halmazok, mig 2V \ ® elemei a nem



definialhato halmazok. A cél az, hogy tetszéleges S C U halmazt valamely ©-beli
definidlhato halmaz segitségével kozelitsiik (alulrdl és feliilrsl). (A definidlhatosag
kérdése 6nmagaban is érdekes [2].)

1.1. Definicio. Az (l,u) figgvénypdrt gyenge approximécios parnak nevezzik, ha az
[ ésu fiigguények olyan [u : 2V — D leképezések, amelyek az aldbbi négy kritériumnak
megfelelnek: [4]

1. Azl és u legyenek monoton fiigguények, azaz tetszéleges S, S C U esetén

SCS = S)CIS), u(S)Cus).

2. Megkdveteljik u normalitdsdt, miszerint u(@) = &.
3. Megkoveteljiik | granularitdsdt, vagyis minden S € © esetén [(S) = S.

4. Az (Lu) pdr teljesitse az — (1.2)-ben megadott — gyenge approximdcids tulajdon-
sdgot.

Ekkor az mondjuk, hogy tetszéleges S C U
1. alsé kozelitése az 1(S) € D halmaz,

2. felsd kozelitése pedig az u(S) € © halmaz.

Altalanos approximacios tér

1.2. Definicié. Az (U,B,Dmx, [ u) rendezett otést altalanos approximécios térnek
nevezziik, ha

1. U egy nemiires halmaz (univerzum);
2. B alaphalmazokat tartalmazé halmaz, ahol B C 2V \ @ és B # &;

3. D tartalmazza a definidlhato halmazokat (amelyeket az alaphalmazok kiterjesz-
tésével kapunk) gy, hogy B C Dy és & € Dy

4. Lu:2V — Dy fiigguények eqy gyenge approrimdcios pdrt alkotnak.

Az approximacios tér jellemzése
Legyen GAS = (U, B, D, I, u) altalanos parcialis approximécios tér.
e Az alaphalmazok kivéalasztasa alapjan azt mondhatjuk, hogy GAS:
— teljes (total), ha |UB = U;
— parcidlis (partial), ha B # U;

— egyréti (single-layered), ha minden B € 9B esetén

B N UMB\{B}) # B;



— egyréteqd (one-layered), ha minden B € B esetén
B nUB\{B}) =

— Pawlak-féle alaprendszeren nyugszik, ha % az U halmaz egy particioja.
e A definidlhato halmazok kialakitisa szerint a GAS approximécios tér

— unid tipustd (union-type), ha minden B C B esetén UB € Dy;

— metszet tipusu (intersection-type), ha minden B C B esetén NB € Dy
— komplementer tipusi, ha minden D € D esetén U \ D € Do

— Boole-tipusi, ha Dg a B alaphalmazok altal generalt Boole-algebra.

e Az (I,u) approximéciés par megvalasztasa szerint a GAS approximéacios tér

— alulrdl félig erds, ha minden S C U esetén [(S) C S;
— feliilrél félig erds, ha minden S C U esetén S C u(S);

— erds, amennyiben alulrél és feliilrdl is félig erés (ami igy megfelel Diintsch
és Gediga (1.1) szerinti approximacios par fogalmanak).

1.2. Approximacios tér az elsérendii logikdban

A dolgozatban a klasszikus els6rendd logikai nyelvre mint L(®) fogunk hivatkozni.
A jelolések és a magyar nyelvi terminologia tekintetében [24] fogalomrendszerére
tamaszkodunk.

1.3. Definicié. Az L(©) = <LC(C),Var, C’on,Term,Form(c)> rendezett 0ts eqy
klasszikus els6rendt logikai nyelv, amennyiben

1. LC© = {=,D,A,V,Y,3,(,),} alogikai konstansok halmaza (balrél jobbra rend-
re negdcio-, implikdcio-, konjunkcio- és diszjunkcidjel, univerzdlis és egziszten-
cidlis kvantorok, zdrdjelek és vesszd).

2. Var={xz; : i=0,1,2,... } individuumudltozck megszdmldalhatéan végtelen hal-
maza.
(o)
3. Con = |J (F(n) UP(n)) nem logikai konstansok véges, nemiires halmaza, ahol
n=0

(a) F(0) a névparaméterek (névkonstansok) halmaza,

(b) F(n) (aholn > 1) az n argumentumi fiiggvényjelek (mdveleti jelek) hal-
maza,

(c) P(0) az allitasparaméterek (dllitdskonstansok, itéletvdltozok) halmaza,
(d) P(n) (aholn > 1) az n argumentumy predikdtumparaméterek (predikd-

tumszimbdlumok) halmaza.

4. Az LC©), Var, F(n), P(n) (n=0,1,2,...) pdronként diszjunktak.



A nyelv szavait termeknek és formuldknak mevezzik, amelyeket rendre a Term és
Form!©) induktivan definidlt halmazok tartalmaznak.

5. A Term halmaz induktiv definicidja:

(a) VarJF(0) C Term;

(b) f(t1,te,...,tn) € Term, ha f € F(n) ést1,ta,...,tn € Term (n > 1).
6. A Form'© halmaz induktiv definicidja:

(a) P(0) C Form(®), vagyis az dllitdiskonstansok (atomi) formuldk;

(b) P(ti,ta,...,t,) € Form(® egy atomi formula, ha
P € Pred(n), aholm > 1 és tq,ta,...,t, € Term;

(¢c) =A, (AD B), (AAB), (AV B) € Form'®, ha A, B € Form!®;
(d) VzA, 3xA € Form'®, ha A € Form'®) ésx € Var.
Az LC és Form(©) halmazok felss indexében a (c) jelolés a klasszikus elsérendi

logikéara utal. A kés6bbiekben bevezetett logikai nyelvek definicioja ezekben tér majd
el a fent megadottaktol.

1.4. Definicio. Az L(©) = <LC(°),Var, Con,Term,Form(C)> klasszikus elsdrendd

logikai nyelv egy interpretacioja alatt egy olyan (U, o) rendezett pdrt értink, amely
esetén:

1. U egy nemiires halmaz,
2. 0 egy figguény tgy, hogy
(a) dom(p) = Con,
(b) ha a € F(0), akkor o(a) € U,
(c) ha p € P(0), akkor o(p) € {0,1},
(d) ha f € F(n) (n=1,2,...), akkor o(f) € UY",
(e) ha P € P(n) (n=1,2,...), akkor o(P) € {0,1}V".

Ahhoz, hogy tisztazzuk a halmazkozelités szerepét, elészor definidljuk a logikai
fliggvények pozitivitasi és negativitasi tartoméanyat.

1.5. Definicié. Ha s eqy tetszdleges fiigguény, akkor az s fligguény pozitivitasi tar-
tomanya alatt az [s]+—szal jeldlt és a kovetkezdképpen definidlt halmazt értjik:

[s]" d:ef{ u € dom(s) : s(u)=1}.

1.6. Definicié. Ha s egy tetszdleges fligguény, akkor az s fligguény negativitési tar-
toméanya alatt az [s] ™ -szal jeldlt és a kovetkezdképpen definidlt halmazt értjik:

[s]” % { wedom(s) : s(u)=0}.



Ha s egy klasszikus értelemben vett logikai fiiggvény, akkor a {0,1} halmazba —
mint az igazsagértékek halmazaba — képez, ahol szokas szerint 0 a hamis, mig 1 az igaz
igazsagértéket reprezentalja. Ekkor a pozitivitasi tartomany azon univerzumelemek
halmazat jeldli, ahol s igaz, mig a negativitasi tartomany azokat, ahol s hamis. A po-
zitivitasi és negativitasi tartoméany tetszéleges fiiggvény esetében definilt, igy abban
az esetben is, ha a fiiggvény értékkészlete nem tartalmazza a 0 vagy 1 értékeket.

1.7. Definicié. Egy adott U univerzum felett az S1,S2 C U halmazokbdl alkotott
(S1, S2) pdrt orthopairnek nevezziik, ha Sy €s Sa diszjunktak (S1 NSy = @).

Amint azt késébb latni fogjuk, a parcialis logikdban talalkozhatunk olyan logi-
kai fiiggvénnyel, amelynek mind a pozitivitasi, mind a negativitasi tartomanya iires,
ugyanakkor <[5]+ , [s}_> orthopairt alkot!.

A Kklasszikus els6rendii nyelv minden P predikditumparamétere a nyelvhez tar-
tozo adott (U, o) interpretacioban jellemezhets a hozzé tartozo [o(P)]" pozitivitasi
tartomannyal (szokas is a predikdtumparaméterek interpretalasat — logikai fiiggvény
helyett — ezzel megadni):

[o(P)]" CU™ ha PeP(n)ésn>1.

A predikdtumparaméterekhez rendelt halmazok méar képezhetik alapjat egy approxi-
macios térnek, vagy lehetnek éppen az approximacios tér segitségével kozeliteni kivant
halmazok.

Arra, hogy hogyan lehet észszerti modon kozelitést definialni a pozitivitasi tarto-
ményokhoz, els6ként [23] alapjan lathattunk példat. Példaként tekintsiink egy P €
P(n) predikitumparamétert egy L(¢) nyelvben. Legyen adott a nyelv egy (U, o) interp-
retacidja, tovabba egy (I, u) approximacios par, amely esetén teljesiil, hogy tetszileges
S C U™ esetén [(S) C U™ és u(S) C U™. Jeldlje S = [o(P)]" a P predikitumpara-
méter pozitivitasi tartomanyat, amelynek segitségével az s, s% s™ : U™ — {0,1,2}
fliggvényeket definialjuk a kovetkezSképpen:

1 ha {uj,...,u,) € 1(S),

s'(ury. .y un) = {0 ha (ug,...,u,) € L({U"\u(S)), (1.3)
2  egyébként;
1 ha (ug,...,u,) €u(S),

s*(ut,.. . un) = <0 ha (up,...,u,) € L{U"\u(9)), (1.4)
2  egyébként;
1 ha (uj,...,u,) € 1(S),

s™(Ur, ..y Uy) = 2 ha{ug,...,un) €u(S)\[(S), (1.5)
0 egyébkeént.

Az st s* és s™ fiiggvényeket parcialis logikai fiiggvényeknek fogjuk tekinteni, ahol a
2-es reprezentalja az igazsdgérték hianyat. A harom parcialis logikai fliggvény rendre

L Az orthopair fogalmat most azért emlitjiik, mert szamos ponton kapcsolodik az életlen halmazok
elméletéhez [1].



also, felss és vegyes kozelitése P o szerinti szemantikai értékének. Ugyancsak [23]-
ban talalhato meg az (U, o), (U, 0") és (U, ¢™) parciélis interpretaciok bevezetése,
amelyek rendre (1.3), (1.4) és (1.5) szerint definialjak a predikdtumparaméterek sze-
mantikai értékeét.

A o leképezés segitségével 1étrejott pozitivitasi tartoményok az approximacios tér
generélasaban is segitségiinkre lehetnek. Az approximécios tér alaphalmazai kitlinte-
tett predikatumparaméterek segitségével hatarozhatok meg — amelyeket eszkozoknek
neveziink és a ¥ halmazban sorolunk fel [23] —, ahol

T C G P(n).

Ahhoz, hogy egy-egy eszkoz pozitivitasi tartomanya egy (U, o) interpretacioban al-
kalmas legyen arra, hogy approximéacios tér alaphalmazaként hasznéljuk, mindossze
annyit kell elvarjunk téle, hogy ne legyen iires.

1.3. Els6rendii logika kozelit6 mondatfunktorokkal

Az el6z6 fejezetben bepillanthattunk abba, hogy hogyan lehetséges egy klasszikus
interpretacié alapjan észszerd kozelité interpretaciokat generalni. A koévetkezSkben
([21, 26] alapjan) egy olyan kiterjesztését tekintjiik at az elsérendii nyelvnek, amelyben
a kiilonféle kozelitési modszerek egyiitt, a nyelv szintjén is megjelenitve hasznalhatok
és kombinélhatok. Tekintettel arra, hogy a késébbi vizsgélatok alapjat is ez a rendszer,
illetve ennek kiilonboz8 egyszertsitett valtozatai képezik, igy itt [21] alapjan mind
maga a nyelv, mind annak szemantikaja részletesen bemutatasra kertil.

1.8. Definici6. Az L = (LC,Var,Con,Term,%, Pred, Form) rendezett hetes egy
eszkOz alapu parcidlis elsérendd logikai nyelv (tool-based partial first-order logic),
amennyiben:

1. LC = {~,2,+,Y,3,%,1.(,),’} a logikai konstansok halmaza.

2. A Var, Con és Term halmazok definicidja egybeesik a klasszikus (1.3. definici-
éban megadott) esettel.

3. Az LC, Var, F(n), P(n) (n=0,1,2,...) pdaronként diszjunktak.

o0
4. TC U P(n) az eszkozok nemiires és véges halmaza.
n=1

oo
5. Pred = |J Pred(n) a predikdtumok halmaza, amely az n argumentumi predi-
1

kdtumok ]Sred(n) halmazainak segitségével definidlt.
A Pred(n) induktiv definicidja:

(a) P(n) C Pred(n), ahol (n=1,2,...);
(b) P, P" € Pred(n), ha P € Pred(n).



6. A nyelv formuldinak Form halmaza induktivan definidlt:

(a) P(0) C Form;
(b) P(t1,ta,...,t,) € Form,
ha P € Pred(n), aholn >1 ésty,ta,...,t, € Term;
(c) "A, +A, (AD B) € Form, ha A,B € Form;
(d) VxA, JxA € Form, ha A € Form és x € Var.

A logikai konstansok halmazéat a definicio igyekszik minél sztikebben meghatarozni.
A hidnyzo szokasos logikai jeleket késébb mint roviditéseket fogjuk bevezetni. A 1j
+ operatorra tipikusan a tobbértéki logikai rendszerekben van sziikség. Segitségével
minden igazsagértéket a {0, 1} halmazra (a hamis és igaz igazsagértékek halmazara)
képziink, és — amint azt kés6bb a szemantika megadasakor latni fogjuk — az , igaz,
hogy” értelemben hasznaljuk. Ezt az operatort értékkészlete miatt szoktuk digitalizald
operatornak is hivni. Természetesen definialhatd volna a ,,hamis, hogy” jelentéssel
biré — operator is, amit szintén a minél sziikebb nyelvre valé torekvés miatt hagyunk
el. A | és 1 jeleket kozelité mondatfunktoroknak nevezziink (és amint ezt késébb
latni fogjuk, also és fels§ kozelitésre utalnak). Ezeken feliil az approximécios tér
késébbi kialakitasahoz a nyelv szintjén megjelenik a kitiintetett — eszk6znek nevezett
— predikdtumparaméterek T halmaza.

1.9. Definicié. A | és T kdzelité mondatfunktorok induktivan vezethetdek be az aldb-

biak szerint:

1. Ha p € P(0), akkor | p d:efp, Tp d:efp.

2. Ha P € Pred(n), és t1,ta,...,t, € Term, gy

de,
(0,) *lfP(tlyt27~"7tn) :fPl’(tltha"'vtnL

(b) T P(ti,to, ... tn) C Pty b, ).
3. Ha A € Form, akkor
() 1-AE 14,65, -4% -4
) t+AY 114, 651 +4Y 1 A
4. Ha A, B € Form, akkor 1 (A> B) & (+ A >t B) és

LA>B) ¥ (AoLB).

5. Ha A € Form és x € Var, akkor T VxA vy T A éstT A & 5, TA.

Igy példaul egy olyan egyszerii nyelvben, ahol Con = P(1) = {Q}, azaz amelyben
egyetlen () predikditumparaméter van, és az is egyargumentumn, felirhato a kévetkezs
formula:

F(EQ@) D1Q®Y) = (-Q@) 211 QW) = (@) > QM (y)).



1.10. Definicié. Legyen L = (LC,Var,Con,Term, ¥, Pred, Form) egy eszkézalapi
parcidlis elsérendd logikai nyelv. Az (U, p) rendezett pdr egy interpretacidja az L
nyelvnek, ha

1. (U, o) interpretdicidja az L© = <LC'(C)7 Var,Con, Term,Form(°)> nyelvnek;

2. minden T € TNP(n) esetén van olyan (ui,us,...,u,) € U™, hogy
Q(T)(<'LL1, Uz, .- 7un>) =1.

Az utolso kritérium az egyetlen, amely egy klasszikus elsérendii logikai nyelv in-
terpretacioja esetén nem meriil fel. Az eszkozeinket szeretnénk késcbb felhasznalni
az approximécios tér generalasara. Az alaphalmazaink az eszk6z0k pozitivitasi tarto-
maéanyai lesznek, igy ezek nem lehetnek iiresek.

1.11. Definicié. A v figgvény egy vdltozdkiértékelés az (U, o) interpretdcidban, ha
1. dom(v) = Var, és
2. mmg(v) CU.

1.12. Definicié. Legyen v egy vdltozdkiértékelés az (U, o) interpretdcicban, x € Var
egy vdltozd ésu € U. A v]x:u] figguvény a v vdltozdkiértékelés x szerinti varidnsa, ha

1. v]z:u] egy vdltozdkiértékelés az (U, o) interpretdcidban, és

u ha x = y;

2. vl|z:u)(y) = {

v(y) egyébként.

Az eszkozok (a T halmazba tartozo predikdtumparaméterek) feladata, hogy meg-
hatérozzak a logikailag relevans approximéciés teret tgy, hogy az eszkozok értékei
segitségével alkotjuk meg azokat a halmazokat, amelyekkel halmazkozelitést végziink.

1.13. Definicié. A GAS(X) = (PR(U), B, D, I, u) rendezett 6tdos az (U, ) interpre-
tdciohoz tartozo logikailag relevdns dltaldnositott (parcidlis) approximdcids tér, ame-
lyet a T eszkozok generdltak, ha

1. PROU) = () U™
n=1

2.8 = { [o(T) ]+ :Te% }, azaz az alaphalmazok az eszkézként vdlasztott pre-

dikdtumparaméterek interpretdicichoz tartozo (garantdltan nem tres) pozitivitdsi
tartomdnyas,

3 Dy C Y2V,
n=1
4. ha S C U™, akkor I(S),u(S) € Dy N2Y".
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A szemantikai definiciék

A kovetkezokben is a [21]-ben definialt eszkézalapa parcialis logikai rendszer (Tool-
based Partial First-order Logic: TbPFoL) felépitését kovetjiik, amelynek eredménye-
képpen egy kétértéki, de parciélis szemantika jelenik meg. Az igazsagértékek tovabbra
is 0-val és 1-gyel lesznek abrazolva, az igazsagérték hidnyat pedig 2-es jeloli.

1.14. Definicié. FEgy L = (LC,Var,Con,Term,%, Pred, Form) eszkozalapi par-
cidlis elsérendd logikai nyelv termjeinek szemantikai értéke a nyelvhez tartozd (U, o)
interpretdcidban és az interpretdciohoz tartozo v vdltozokiértékelés mellett rekurzivan

definidlhato:
1. Ha x € Var vdltozd, akkor [z] f}U’m = v(z).

2. Ha a € F(0) (azaz a egy névparaméter), akkor [a] f}U’@ = o(a).
3. Ha f(t1,ta,...,t,) € Term (ahol n > 1), tovabbd o(f) = f', akkor
[[f(t].? t?? .. atn)]] f}U70> = fl (IItl]] f)U’Q> ) [[tQ]] f}U7Q> P [[tn]] f)U7Q>) .

A definiciobol leolvashatd, hogy a termek szemantikai értéke nem kiilonbozik a
klasszikus elsérendii logika altal meghatarozottol, és igy nem fiigg az approximacios
tértsl sem.

1.15. Definicié. Egy L = (LC,Var,Con,Term,¥, Pred, Form) eszkézalapi parcid-
lis elsérendd logikai nyelv P € Pred(n) predikditumparaméterének szemantikai értéke
adott (U, p) interpretdcicban €s az interpretdcidhoz tartozd v vdltozokiértékelés, vala-
mint adott GAS(T) logikailag relevdns approzimdcids tér mellett az aldbbi — rekurziv

definicidval megadott — U™ — {0, 1,2} figguény. (A P € Pred(n) predikdtumparamé-

terhez tartozd figgvényt [P] S)U’m’gAs(f)—vel, vagy ha félreértést nem okoz, egyszerien

[P] ,-vel fogjuk jeldlni.)
1. Ho P € P(n)\ T ésn > 1, akkor [P], = o(P).

2. HaT € T egy n argumentumi predikdatumparaméter, akkor hozzd egy [T], = s
fligguényt rendeliink, ahol s : U™ — {0,1,2}, tovdbbd

1 ha (ul,u2,...,un>€[g(T rr;
s(uy,ug,y...,up) =<0 ha <u1,u2,...,un>e[(U”\[Q(T)]+); (1.6)
2 egyébként.

3. Ha P+ € Pred(n), ahol n > 1, akkor [P*], = s egy olyan figgvény, ahol
s: U™ —{0,1,2}, tovdbbd

1 ha(ul,u2,...,un>€[([[[P]]U]+);
s(ur,uz, ..., uy) = 4 0 ha(ul,ug,...,un>EI(U’L\u([[[P]]v]+)); (1.7)

2  egyébkeént.
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4. Ha PT € Pred(n), ahol n > 1, akkor [P'], = s egy olyan fiiggvény, ahol
s: U™ —{0,1,2}, tovdbbd

1 ha (ul,u2,...,un>€u<[ [[P]]U]+);
s(u1,u2, ..., up) = S0 ha (ug,usg, ..., u,) €1 (U” \u ([ [[P]]U]+)); (1.8)
2  egyébként.

A kozelit6 mondatfunktorok szemantikai jelentése mogott meghizodé otlet bemu-
tatasara [24]-bdl idézziik ide a kovetkezd magyarazatot:

,Ha P egy olyan egyargumentumi predikdtumparaméter, amely nem esz-
koz (azaz P ¢ %), és u € U, akkor

e a t funktor a kovetkezs eredményeket adja:

1. Pt igaz u-ra, ha u eleme a [ o(P) ]+ halmaz als6 approximécio-
janak (azaz a hattértudas alapjan P bizonyosan igaz u-ra);

2. P' hamis u-ra, ha u eleme az U \ [o(P)]" halmaz als6 appro-
ximaciojanak (azaz a hattértudas alapjan P bizonyosan hamis
u-ra);

3. mas esetekben P+ definialatlan u-ra (azaz a hattértudas nem
elegend arra, hogy bizonyosan teljesiilé informaciora tegyiink
szert P és u vonatkozéasaban);

e a ! funktor a kovetkezs eredményeket adja:

1. P igaz u-ra, ha u eleme a [ o(P) ]+ halmaz fels6 approximacio-
janak (azaz a hattértudas alapjan P lehet igaz — felteheten igaz
— u-ra);

2. PT hamis u-ra, ha u eleme azon halmaz alsé approximaciéjanak,
amelynek elemeire nem igaz a P! (azaz a hattértudas alapjan P
bizonyosan hamis u-ra);

3. mas esetekben Pt definialatlan u-ra (azaz a hattértudas nem ele-
gend§ arra, hogy eldontsiik, hogy P lehet-e igaz, vagy bizonyosan
hamis u-ra);

e a T, | kontextualisan bevezetett mondatfunktorok szandékolt jelen-
tése azt hatarozza meg, hogy a hatokorben szereplé formulaban els-
fordulo predikdtumok szemantikai értékének also, illetve felsé koze-
litését vegyiik figyelembe a kimenet szemantikai értékének meghata-
rozasakor.”

Megjegyzés. Az (1.7)-es és (1.8)-as fiiggvények lényegében megegyeznek az (1.3)-
ban és (1.4)-ben megadott konstrukciokkal. Ugyanakkor Pred(n) induktiv definicioja
miatt lehetGség nyilik a kozelité mondatfunktorok tobbszoros alkalmazasara, példaul
P, PT, P vagy P! alakban.

1.16. Definicié. Egy L = (LC,Var,Con,Term, ¥, Pred, Form) eszkézalapt parcid-
lis elsdrendd logikai nyelv eqy A € Form formuldjanak szemantikai értéke a nyelvhez
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tartozo adott (U, p) interpretdcidban és az interpretdcichoz tartozé v wvdltozokiérté-
kelés, valamint adott GAS(T) logikailag relevdns approximdcids tér mellett az aldbbi
rekurziv definicioval megadott {0, 1,2} halmazba tartozo érték. Az A € Form formula

értékét [A] <U"Q)’g'éts(g)—vel, vagy ha félreértést nem okoz, egyszerien [A] ,-vel jeldljiik.

v

1. Hap € P(0) (azaz p egy dllitdsparaméter), akkor

2. Ha P(t1,...,tn) € Form egy atomi formula ésn > 1 (azaz P € Pred), akkor
H‘P(t17""tn)]]v = IIPHU (Htl]]y""7 ﬂtn]]v)

3. Ha A€ Form, B € Form és x € Var, akkor

1 ha [A4], =1,

[+4], = ¢ [[ ]]/v
0 egyébként;

[-Al, = {0 ha[A],=1,
1 egyébként;
O ha IIA]]U:17 éS [[B]]’U:07
[(A> B)]]v = 2 ha [[A]]U =2, vagy [[B]]v =2,

1 egyébként;
0 ha van olyan u € U, amely esetén [A] o] = 0,

[vzA], = 2 ha minden u € U esetén [[A]]U[x:u] =2,
1 egyébként;
1 ha van olyan u € U, amely esetén [A] wfe] = 1

[Bz4], = 2 ha miden u € U esetén [A] olwr] = 2
0 egyébkeént.

A szokasos logikai 6sszekots jelek a negacio és implikécio segitségével definialhatok.
Ha A € Form és B € Form, akkor

(AnB) Y ~4>5-B)
(AvB) ¥ (-a>B)
(A=B) ¥ (A>B)A(B> A)

Az eszkozalapu parciélis els6érendii logika az 1.16. definicibban megadott szeman-
tika szerint értékréses elsérendd logika?. Ez abban érheté tetten, hogy egyrészt az

2Az értékréses elsérendii logika alatt Ruzsa Imre és Maté Andras [32]-ben (235-236. oldal) koz-
zétett meghatarozéasat értjik.

13



itéletlogikai miveletek (a + kivételével) orokitik az értékrést, masrészt a kvantifikacio
eredménye csak akkor 2, ha a kotott valtozé minden lehetséges helyettesitési értéke
mellett 2-es értéket vesz fel a kozvetlen részformula. A 2-es érték az értékréses lo-
gikdban nem tekintendd igazsagértéknek, hanem épp az igazsagérték hidnyat jeloli,
épp tgy, ahogy a [P], és [P'], parcilis logikai fiiggvények esetén is értékhidnyt
jeloltiink vele (még ha formalisan a parcialis logikai fiiggvényt {0, 1,2} halmazba valo
totalis leképezésként is abrazoljuk).

Az, hogy értékréses logikai rendszer keriilt kivalasztasra, a parcialitas egyenes ko-
vetkezménye, és magat az approximacios teret is az informaciohiany teszi parcialissa.
A fenti definiciokbol is lathato, hogy az értékréses logika miiveletei egyes tobbér-
tékd logikai rendszerekben is fellelhetGek — példaul az értékréses logika itéletlogikai
Osszekotd jeleinek szemantikaja megegyezik Kleene haromértéki logikai rendszerének
gyenge konnektivumaival ([19] 2438. oldal). Az el6bb bemutatott rendszert kévetve
most a klasszikus logika értékréses valtozatat vizsgaljuk (innen vessziik 4t mind az
itéletlogikai mtiveletek, mind a kvantorok szemantikajat). Természetesen tobbféle mo-
don is lehet a parcialis approximéacios térre logikai rendszert épiteni, ahogy tobbféle
logikai rendszer mogeé is elhelyezhets a parcialis logikai rendszer. Igy példaul [26]-ban
talalkozhatunk haromértékd rendszer parcialis valtozataval (ahol a harom igazsig-
értek, a 0, 1/2 és 1 egésziil ki az értékhidnyt jelols 2-essel), illetve tagadhatatlan a
kapcsolat megléte a tobbértékl logikai rendszerek és az életlen halmazok elmélete
kozt [9, 10].

1.4. Allapottér a mesterséges intelligenciadban

A parcialis approximécios téren alapuld parcialis logikai rendszerek mesterséges intel-
ligencia teriiletén torténd felhasznélasi lehetGségeit elsGként az allapottéren definialt
megoldaskeres§ algoritmusok korében vizsgaltuk. Ennek oka, hogy az allapottér-
reprezentacio segitségével modellezett problémak leirdsaban az elsérendt logika sza-
mos ponton szerepet kap.

1.17. Definicié. FEgy p probléma allapottér-reprezentacioja alatt az (A, ag,C,O)
rendezett négyest értjik [7], ahol

1. A egy nemiires halmaz, a (valddi) dllapotok halmaza;
2. ag € A a probléma kezdddllapota;
3. C C A a céldllapotok halmaza;

4. O egy nemiires halmaz, amely az dllapottér operdtorait tartalmazza, ahol minden
0 € O esetén o egy olyan leképezés, ahol dom(o) C A és rng(o) C A.

Az allapottér-reprezentacio meghataroz egy cimkézett, iranyitott éleket tartalmazo
grafot. Az allapottér és a hozza tartozéd graf fogalma is tobbféleképp altalanosithato,
a [13]-ban kozzétett valtozatbol most csak annyit vesziink at, hogy az allapottérgraf
irdnyitott éleit cimkézziik egy-egy operator nevével.

1.18. Definicio. Az (A, ag,C,O) dllapottér-reprezentdcid dltal meghatdrozott alla-
pottérgraf egy olyan G = (A, E) pdr, ahol
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1. a grdf csucsai az dllapottér-reprezentdcic A halmazdba tartozé dllapotai;

2. a grdf élei £ C A x A x O halmazba tartozé rendezett hdrmasok gy, hogy
(a,d',0) € E akkor és csak akkor teljesiil, ha a € dom(o) és o(a) = a’.

A definici6 sajatossaga, hogy egy-egy allapotpar 6nmagaban nem hataroz meg egy
iranyitott élt a grafban, hiszen létezhet olyan a € A és o/ € A allapotpar, valamint
01 € O és 0y € O operatorok, hogy 01(a) = a’ és 02(a) = a’. A kiilonboz6 operatorok
alkalmazasa eltéré kovetkezményekkel jar; példaul ha koltséget rendeliink az élekhez,
akkor az 07 és oo operatorokkal cimkézett élek koltsége nem feltétleniil lesz azonos,
még ha az iranyitott élek ugyanazon allapotokat kotik is Gssze.

Az allapottér-reprezentécio segitségével felirt problémat megoldani annyit tesz,
hogy kell talalni egy utat az allapottérgafban, amely a kezdgallapotbol a célallapotok
egyikébe vezet. Az mar a probléméatol fligg, hogy ilyenkor elegendd-e egy célallapot
megkonstrualasa, vagy a célallapothoz vezetd 1t is érdekes. Attol, hogy az allapottér-
reprezentacio elkészitése soran a probléma célallapotainak halmazat definialjuk, a cél-
allapot megkonstrualasa még komoly feladat lehet, ahogy azt sem egyszert eldonteni,
hogy egyatalan létezik-e ilyen allapot.

A megoldaskeress algoritmusokban a keresés soran egy allapottérgraf-részletet ta-
rolnak. Az allapottérgraf csiicsait olyan rekordokkal jellemezziik, amelyek tartalmaz-
zék a rekordhoz tartozo allapot lefrasat, az azt elGallité operatort és a megel6zé (sziils)
rekord referenciajat. Ilyen megoldaskeresd algoritmus a visszalépéses keresés [31], ahol
az allapottérgraf feltart részébdl egyetlen utat tarolunk el, és ilyen a szélességi és a
melységi keresd is [3, 31|, ahol mar egy részfa keriil tarolasra a megoldaskeresés soran.
Azt, hogy hogyan lehet kiilonféle problémakhoz allapottér-reprezentaciokat késziteni,
majd ezekhez keresGalgoritmusokat hatékonyan és szemléletesen implementéalni ob-
jektumorientéalt vagy akar multiparadigmas programozési nyelven, azt [18, 30]-ban
tekinthetjiik at.

A dolgozatban meg fogjuk vizsgélni, hogy az emlitett algoritmusok esetén miként
kezelhet6 az a bizonytalansag, amit az allapotteret definialdo formulak kiértékelése
okoz egy parcialis logikai rendszerben. Majd véges, diszkrét allapotterek esetén fog-
lalkozunk kozelité megoldasok keresésével.
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2. fejezet

Logikai rendszerek vizsgalata

2.1. Parcialis kvantormentes logika

A parcialis logikai rendszer vizsgélatat egy sziikitett elsrend nyelvvel kezdjiik, amely
segit érzékeltetni, hogy milyen szokatlan tulajdonsagok jelennek meg a kozelitéssel
végzett szamitasok esetében.

A kovetkezokben az egyszertiség kedvéért kvantormentes és kizarolag pontosan egy
argumentummal rendelkezd predikdtumokat tartalmazo esetre sziikitjiik a vizsgélatot.

2.1.1. A kozelité funktorokat tartalmazé kvantormentes nyelv

2.1. Definicié. Az L = (LC,Var,P(1),%, Form, Snt) rendezett hatos egy eszkoz-
alapu parcialis kvantormentes logikai nyelv, amennyiben

1. LC ={—,D,+,, 1, (,)} logikai konstansok halmaza;
2. Var={z; : i =0,1,2,... } megszamldlhatdéan végtelen sok vdltozd;

3. a nem logikai konstansok halmaza kizdrdlag az egy argumentummal rendelkezdé
predikdtumparaméterek P(1) halmaza;

4. TCP(1) az eszkézok nemiires halmaza;
5. az LC, Var, P(1) halmazok pdronként diszjunktak;
6. a formuldk Form halmaza induktivan definidlt dgy, hogy

(a) P(x) € Form atomi formula, ha P € P(1) és x € Var, tovdbbd
(b) ha A € Form és B € Form, akkor = A, (AD B), +A € Form;

7. a mondatok Snt halmaza a legszikebb olyan halmaz, hogy

(a) Form C Snt, és
(b) ha F € Form, akkor T F € Snt, és | F € Snt.

16



Az egyszertsitett nyelv szavai az eredeti nyelvnek is szavai, igy az ebben konstrualt
interpretaciok és az azok létezésébdl levezetett kovetkeztetések mindkét konstrukcio-
ban érvényesek. Kovetkezésképpen elegendd az egyszertibb nyelvben egy formulahal-
maz kielégithetGségét bizonyitani. Az 0j nyelvben is alkothatunk kozelité mondat-
funktorok segitségével mondatokat, ugyanakkor a kozelité mondatfunktor ez esetben
legfeljebb egyszer szerepelhet egy mondatban. A szemantikabol hamarosan latni fog-
juk, hogy ilyenkor a kozelit6 mondatfunktor szerepe csupan annyi, hogy jelezze, hogy
az atomi formuldk értékének meghatarozésakor milyen kozelitést hasznaljunk.

2.1.2. Interpretacio

2.2. Definici6. Az L = (LC,Var,P(1),%, Form,Snt) nyelv egy interpretacidja
olyan (U, o) rendezett pdr, ahol

1. U # 9, és
2. 0:P(1) — {0,1}Y,
3. [o(T)]" # @, haT €%,

2.1.3. Approximéacios tér Pawlak-féle approximacioés parral

2.3. Definicié. Az (U,B, Dy, [, u) rendezelt 6tos egy altalanositott parcialis appro-
ximécios tér Pawlak-féle approximécios parral, ha

1. U egy nemdires halmaz;
2. B C 2V \ {@} tartalmazza az alaphalmazokat, ahol B # @;

3. D tartalmazza a definidlhato halmazokat, ami B olyan B C Dy kiterjesztése,
hogy

(a) & € Dy, és
(b) UB € Dy minden nemiires B C B esetén;

4. az | ésu figguények egy (I, u) Pawlak-féle approximdcids pdrt alkotnak, ahol
(a) az also kizelitése egy S € 2V halmaznak

(S) Y u{B:Be®B s BCS), (2.1)

(b) a felsé kozelitése egy S € 2V halmaznak

u(S) Y ulB.:BeBes BNS £ o). (2.2)

A Pawlak-féle approximécios parra azért esett a valasztas, mert jol ismert és széles
korben elterjedt.

2.4. Definici6. Legyen GAS = (U,B, Dy, l,u) az L = (LC,Var,P(1),%, Form, Snt)
nyelv egy (U, o) interpretdcidja dltal generalt approximéacios tér, ha
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1. 3={[or) :Tes |
2. (LLu) egy Pawlak-féle approrimdcids pdr.

A fenti definici6 esetén minden L nyelvhez és a hozza tartozo (U, p) interpreté-
cidhoz tartozd parcidlis approximécios tér egyértelmten létezik. Egyfelsl eleve csak
az olyan (U, o) parokat tekintettiik interpretacionak, amelyek esetében az eszkoznek
valasztott predikdtumparaméterekhez tartozo logikai fliggvények pozitivitasi tarto-
ménya nem {ires (tehat & ¢ B teljesiil). Masfelsl a Pawlak-féle approximécios parra
sziikitettiik az approximécios terek korét.

2.1.4. Szemantika

Legyen (U, o) az L nyelv egy interpretacioja, (U, B, Dy, [ u) az interpretacio altal
generalt parcialis approximacios tér és v az interpretacidhoz tartozo valtozokiértékelés.

2.5. Definicié. Az L nyelv egy P € P(1) predikitumparaméterének szemantikai

értéke az (U, p) interpretdcidban a v vdltozokiértékelés mellett a kovetkezd [ P ] f)U’w-

vel jel6lt {0,1,2}Y halmazbeli fiigguény:
1. ha P € P(1)\ %, akkor [ P] f}U’w = o(P);
2. ha P € X, akkor

1 haue[o(P)],
(1P19) @) =30 hauwelv\[o(P)]),
2 egyébként.

2.6. Definici6. Egy ¢ : U — {0, 1,2} figgvény also kozelitése alatt a kivetkezdképpen
definidlt Y¥ : U — {0,1,2} leképezést értjiik:

1 hauel([¢]+),
U =0 haue t(U\u([v]7)),
2 egyébként.

2.7. Definicié. Egy ¢ : U — {0, 1,2} figguény felss kozelitése alatt a kovetkezdkép-
pen definidlt Y1 : U — {0,1,2} leképezést értjiik:

1 haueu([zﬂﬁ),
() =40 haue [(U\u([w]+)),
2 egyébként.
A ¥ ¢és o7 fiiggvények definiciéja rendre (1.7) és (1.8) egyszeriisitése. Ha P

egy predikdtumparaméter a kozelité funktorokat tartalmazé kvantormentes nyelvben,
amelynek szemantikai értéke adott interpretacioban 1, agy ¥ és ¥T fejezi ki annak
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also és felsé kozelitését. Minderre azért van sziikség, mert a P+ és PT szimbolumok
nem részei az egyszerisitett nyelvnek.

2.8. Definicié. Egy L = (LC,Var,P(1),%, Form, Snt) logikai nyelv F € Snt mon-
datdnak szemantikai értéke a nyelvhez tartozo adott (U, o) interpretdcicban és az in-

terpretdciohoz tartozo v vdltozokiértékelés mellett az [[F]]f)U’Q> -vel jelolt és az aldbbi
rekurziv definicidval megadott {0, 1,2}-beli érték:

1. ha P € P(1) predikdtumparaméter, akkor
[LP@] = ¢ @),
[1P@)]) = ¢l
[P@)] = ()
ahol Y = [ P] f}U’m a P predikdtumparaméter szemantikai értéke;

2. ha A, B € Form és az § helyén vagy nem szerepel szimbdlum, vagy a T, illetve
J+ mondatfunktorok egyikét jeloli (azaz §A € Snt), akkor

[[f+A]]<U’Q>: 1 ha [[fA]]iU’w:l,
v 0 egyébként;

2 ha [fA]Y =2,
[1-A172 =41 ha [FA] =0,
0 egyébként;
0 ha [FA]Y9 =165 [§B]" =0,
[F(AD B =12 ha [FA]® =2 vagy [§B]? =2,
1 egyébként.

Az egyszerisitett logikai nyelvben annak kdszénhet&en, hogy a predikdtumpara-
méterek pontosan egy argumentummal rendelkezhetnek, egyszertien tudjuk illuszt-
ralni a fontosabb szemantikai definicidokat. Ehhez most egy olyan nyelvet hasznalunk,
ami 5 darab T-beli eszkozt és tovabbi egy P(1) \ T = {P} predikdtumparamétert
tartalmaz. Minden T € ¥ eszkdz ¢ interpretéacio altal meghatarozott [ o(T) ]+ pozi-
tivitasi tartomanyat, mint az U univerzum valédi részhalmazat, egy-egy téglalappal,
mig a [o(P) ]+ halmazt egy ovalis vonallal hatarolt teriilettel fogjuk jelolni. Egyben
az igy kapott téglalapok reprezentéaljak az approximécios tér alaphalmazait. A 2.1.
adbra a kozépen vastag folytonos vonallal hatarolt téglalap alaka teriilethez tartozo
T eszkoz segitségével elGallitott T'(x) formula szemantikai értékét illusztralja. A bal
oldalon a sziirkére szinezett teriilet azon w € U univerzumelemeket jeloli, amelyek
esetén [[T(az;)]]ij’g> = 1, feltéve hogy v(z) = u. A jobb oldalon hasonléképpen azon
univerzumelemek vannak kiemelve, amelyek esetében [7(z) ] iU’m = 0. Egyszertb-
ben szo6lva azt mondhatjuk, hogy a bal oldalon a T' predikdtumhoz tartoz6 parcialis
logikai fliggvény pozitivitasi tartoménya, jobb oldalon pedig a negativitasi tartoma-
nya van kiemelve. A 2.2. és 2.3. abrakon P also és fels6 kozelitésének pozitivitasi,
illetve negativitasi tartoméanyat latjuk.

19



2.1. abra. A T € ¥ eszkdz szemantikaja

[T(2)] =1 [T(x)],"” =0
A UV
] [

2.2. abra. Az als6 kozelités illusztracioja

[LP()]) =1 [LP@)]," =0
N N
CED CO
SN— SN~~—_
I ]

2.3. abra. A fels§ kozelités illusztracioja

[1P@)] " =1 [1P()] ) =0
A N
b CO)
N~~—— N~~—_

I I




2.1.5. Centralis logikai fogalmak

A centralis logikai fogalmak megadasakor kihasznaljuk, hogy az interpretaci6 egyér-
telmiien meghatarozza a parcialis approximacios teret.

2.9. Definicié. Legyen adott eqy L = (LC,Var,P(1), %, Form, Snt) nyelv és annak
egy (U, o) interpretdcidja, tovdbbd egy, az interpretdcidhoz tartozd v vdltozokiértékelés.
Amennyiben I' C Snt egy mondathalmaz, akkor azt mondjuk, hogy

1. az (U, o,v) rendezett hdrmas a I' mondathalmaz egy reprezentéacidja, ha minden
B €T esetén teljesiil, hogy [[B]]SJU’Q> #2;

2. az (U, p,v) rendezett harmas a T mondathalmaz egy modellje, ha minden B € T
esetén teljestil, hogy [B]]f}U@) =1;

3. a T' mondathalmaz kielégithets, ha létezik modellje;

4. az A € Snt mondat a T' mondathalmaz gyenge szemantikai kbvetkezménye — és
ezt T |=y A-ként jeloljik —, ha T minden (U, p,v) modellje esetén [ A] f}U"m #0;

5. az A € Snt mondat cafolhatatlan, ha @ =, A;

6. az A € Snt mondat a T' mondathalmaz er6s szemantikai kovetkezménye — és ezt
T =5 A-ként jeloljik —, ha

(a) T-nak létezik reprezentdcidja,

(b) T minden reprezentdcidja {A}-nak is reprezentdcidja,

(¢) T minden modellje {A}-nak is modellje;

7. az A € Snt mondat érvényes, ha @ =5 A.

Megjegyzés. Ha egy T' U {f ~A} mondathalmaz (ahol A € Form és f A € Snt) kielé-
githetd, azaz van olyan (U, g, v), amely modellje, akkor

o I' £, f A, mivel ekkor (U, o,v) modellje I-nak is, és [[fA]]f}U’g> =0;

o ' t£; fA, mivel ekkor (U, p,v) ugyan I'-nak reprezentacioja, de egyben olyan
modellje is, ami {f A} halmaznak nem modellje.

Abban az esetben, ha I' &, f A, agy kell legyen olyan (U, o, v) modellje I'-nak, ahol
[FA] fJU’m = 0. Mivel ebben a modellben [f—A] f}U’m =1, ezért (U, o,v) aTU{f-A}
mondathalmaznak is modellje. Ennél fogva, ha a késSbbiekben cafolni szeretnénk,
hogy a I' mondathalmaznak az f A mondat erds vagy gyenge szemantikai kévetkezmé-
nye, akkor a 'U{f A} mondathalmaz kielégithetGségét fogjuk igazolni. Ugyanakkor,
ha a T'U {f -4} mondathalmaz kielégithetetlennek bizonyul, az alatamasztja, hogy
Tk, A

Els6ként a kovetkezs tételben a + mivelet szemantikajanak sajatossagaira szeret-
nénk ramutatni, amelyet a késGbbi tételek bizonyitasa soran is fel fogunk hasznalni.
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2.10. Tétel. Tetszileges A € Form formula esetében igaz, hogy Es (+—A D —+A),
tovdbbd megudlaszthatd gy az A formula, hogy ¥, (m+A D +-A).

Bizonyitds. Els6ként jegyezziik meg, hogy a + logikai konstans szemantikaja miatt
[(+-45+4)]{" € {0,1}.

Indirekt tételezziik fel, hogy [(+—A4 D ~+4)]¥? = 0, ekkor a kvetkez6 megalla-

pitasokat tehetjiik az implikacio els- és utotagjara:

[+-4]"9 =1 = [-4]"9 =1 = [A]Y2 =0, 6

[[ﬁ—l—A]]iU’Q> =0 = [[+A]]7<JU’Q> =1 = [[A]]f)U@) =1, ami ellentmondés.

Mivel értékrés ezen formula esetében nem jelenhet meg, igy igazsigértéke csak igaz
lehet. A tétel masodik felének igazolasahoz tegyiik fel, hogy van olyan interpretacid
és valtozokiértékelés, ahol [A] {U:2) — 9 Ekkor az aldbbi megallapitasokat tehetjiik:

v

[A]Y9 =2 = [+4]"9 =0 = [+A]"9 =1, ¢
[A]79 =2 = [-A]99 =2 = [+-4]99 =0, ezert
[-+A4 > +-A]"9 = 0.

Innen mar csak annyit kell megmutatni, hogy a feltevésben megadott interpretéacio
és A formula létezik. Valasszuk A-t T'(x)-nek, ahol T' € T egy eszkéz a nyelvben
(legalabb egy eszkoz minden nyelvben szerepel). Legyen U = {uj,us} és o olyan,
hogy minden P € P(1) esetén (igy a T € P(1) eszkoz esetében is):

1 hazxz=uq,
o(P)(z) = S
0 egyébként;

tovabba v(z) = us. Tekintettel arra, hogy us egyetlen eszkoz pozitivitasi tartoma-
5 (Ue) 9 4cf
nyaban sem szerepel, [T'],”% (u2) = 2, és igy

[T(2)],7 =2

Mivel megmutattuk, hogy tetszéleges nyelven megkonstrualhatd a megfelels A for-
mula, igy a tétel masodik fele is bizonyitast nyert. |

Megjegyzés. Ez egyben példa arra is, hogy értékrés még akkor is keletkezhet, ha nem
hasznaltunk kozelité mondatfunktorokat.

2.1.6. Formulahalmazok kielégithetGsége

A kovetkezdkben a vizsgélat célja, hogy megmutassuk vagy épp megcafoljuk, hogy a

parcialis logikai rendszer viselkedése egybeesik a klasszikus esetben tapasztaltakkal.
A formulahalmazok kielégithet&ségét formuldk és interpretéciok konstruélasaval

fogjuk igazolni, ehhez kezdetben annyit feltételeziink, hogy a vizsgélt nyelvben van
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egy P € P(1)\ ¥ predikditumparaméter (és természetesen egy T € T eszkoz). Ennek
megfelelGen legyen az L1 nyelv definidlva a kovetkezSképpen:

Li={~o+ 41 {z,y,2,...},{P, T} {T}, Form, Snt)

Ekkor konstrualhato egy olyan (Uy, 1) interpretacio és vy valtozokiértékelés, ahol van
olyan u € U univerzumelem, amely esetén

1. v1(z) = u,
2. [LP@)] ") =2, 6s

3. [TP@] =1.

v1

Ez mindossze annyit jelent, hogy az u érték a P predikdtum pozitivitasi tartoma-
nyanak felsg kozelitésében benne van, de az alsé kozelitésében nincs. Mivel P alsé
kozelitésének negativitasi tartomanya a felsé kozelités komplementerének alsoé koze-
litése, igy u ebbe sem tartozhat bele, azaz értékrés keletkezik. Példaként legyen az
interpretaci6 univerzuma Uy = {u, ', v}, tovabba

Q1(P) = Pl, ahol Pl(u) 1
01(T) =Ty, ahol Ti(u) =1,
Az interpretacio altal létrejott approximacios térben, mivel Py és T3 pozitivitasi tarto-
méanyanak van metszete, de nem részhalmazai egymasnak, P, pozitivitési tartoméanya-
nak als6 kozelitése iires lesz, mig fels kozelitése {u,u'}. Ebben az interpretaci()ban
fgy valoban azt kapjuk, hogy [+ P(z)],; (Unen) — 1 g9 [L P(x)],, (U-01) —

Elssként tekintsiik a klasszikus loglkaban {A,-A} alakban fehrt formulahalmaz
tulajdonsagait, amelyet a parcialis logikdban a kovetkezd két tétel segitségével jellem-
ziink.

2.11. Tétel. Az {f A,f A} mondathalmaz kielégithetetlen, feltéve hogy A € Form
eqy tetszdleges formula, tovdbbd az § helyén vagy nem szerepel szimbolum, vagy egy
kézelitd mondatfunktort jelol.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy a mondathalmaz kielégithets. Ekkor van olyan
(U, o) interpretécio és hozza tartozo v valtozokiértékelés, amely esetén [§A] f}U’m =1
s [f-A] f)U’w = 1 egyszerre teljesiil. Ugyanakkor a negaci6 szemantikajabol kovet-
kezik, hogy ha [f-A] fJU’Q> =1, akkor [[fA]] = 0, ami ellentmondés. [ ]

2.12. Tétel. Van olyan A € Form formuldja az Ly nyelvnek, amely esetén a
{1A,1-A} és {L A, 1A} mondathalmazok kielégithetdek.

Bizonyitds. Az allités bizonyitdsahoz elegendd egy megfelels A formulat konstrualni.
Elsgként legyen az A formula +P(x), ekkor

[t A] e = [paP(a)] 0% =1, hiszen [t P(2)] 700 =1,
[[iﬁA]]fflh o) = [ —~+P ()], <U1’Ql> = 1, hiszen [} +P(z)],; <U1’91> =0,
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igy {T+P(x),l ~+P(z)} valoban kielégithets. Vélasszuk most az A formulat =+ P(z)-
nek, ekkor

[HA]] (Ur,01) _ II\I/“J'_P( )]] (Ur,01) _ 1, hiszen [[J,—"-P(l‘)]] (Ur,01) _ =0,
[t Aﬂ“@lz:mﬂﬂ+P<m““m>f1 mwa1m+Pwm““m> 1

v

igy {J -+P(x),T—-—~+P(x)} szintén kielégithets. Ezzel az allitas mindkét része bizo-
nyitast nyert. |

Megjegyzés. Az, hogy egy mondathalmaz kielégithetéségét az L1 nyelven igazoljuk an-
nak (Uy, 01) interpretacioja segitségével, nem jelent valodi megszoritast. Ugyanigy kell
eljarni tetszdleges, L1-nél bévebb (t6bb predikatumparameétert és eszkozt tartalmazo)
nyelv esetében is. Ez esetben a b&vebb nyelvet interpretalhatjuk az U; univerzumon
gy, hogy minden eszk6zhoz a T, és az eszkozoktdl kiilonb6zE minden predikatumpa-
raméterhez pedig a P, fiiggvényt rendeljiik. A nyelvvel szemben tamasztott egyetlen
kévetelmény mindossze az, hogy tartalmazzon legalabb egy, az eszk6zokts] kiillonb6zé
predikdtumparamétert.

2.1.7. Modus ponens

Az alapvets logikai torvények vizsgalata elképzelhetetlen a modus ponens vizsgéilata
nélkiil'. Elgszor is azt kell megallapitsuk, hogy a

»Ha mind az A mind az (A D B) formuldk igazak, akkor a B formula is az.”

allitas a vizsgalt rendszerben is érvényes, feltéve hogy nem hasznaltunk kozelité mon-
datfunktorokat. A kérdés vizsgalata azért is relevans, mert a mondatfunktorok hidnya
nem jelenti azt, hogy mindenben a klasszikus logikdval megegyezé konstrukcionk van.
Az értékrés ugyanis — amint azt korabban bemutattuk — az eszkézeink szemantikéja
miatt ebben az esetben is megjelenhet.

2.13. Tétel. Az {fA,§(A D B),f—~B} mondathalmaz kielégithetetlen, feltéve hogy
A, B € Form tetszdleges formuldk, tovdbbd az f helyén vagy nem szerepel szimbdlum,
vagy eqy kézelitd mondatfunktort jelol.

Bizonyitds. Az indirekt bizonyitas az implikacié és negacié szemantikajan alapul.
Tegyiik fel, hogy a formulahalmaz kielégithetd, igy

L [fA]? =1, [1-B1 = 1es [f(AD B) ]V =13
(U,0) __ P ‘ez s . (U,e) _ Q.
2. [f-B], " =1 esetén a negaci6 szemantikaja miatt [fB], % = 0;

3. ekkor az implikici6 szemantikajabol kovetkezéen [§(A D B)] f}U’m =0.

Ezzel az implikaciés formula értékére vonatkozdan ellentmondés allt eld. |

LA modus ponens és a modus tollens a klasszikus logika talan legismertebb kétpremisszas kovet-
keztetései.
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A 2.13. tétel pozitiv valaszt ad a kérdésre, nemcsak a szokasos formulak, hanem
az azonos kozelit6 mondatfunktorok hasznélata esetében is:

{A, (ADB)} F, B és {fA, f(ADB)} F, fB.

A kovetkezokben azt fogjuk vizsgalni, hogy miben valtozik a helyzet akkor, ha kiilon-
b6z6 kozelité mondatfunktorok jelennek meg a premisszak és a konkluzio oldalén.

wHa tudjuk, hogy A és (A D B) alsé kozelitése igaz,
akkor ebbdl kovetkezik-e, hogy B felsd kiozelitése is igaz?”

A motivacio abbol a sejtésbdl adodik, hogy az alsoé kozelitést hajlamosak vagyunk a
biztos tudasunkként tekinteni.

2.14. Tétel. A {] P(x),! (P(z) D Q(z)),1 —Q(x)} mondathalmaz kielégithetetlen,
feltéve hogy P,Q € P(1) predikdtumparaméterek és x € Var egy vdltozo.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan (U, g) interpretacio és hozza tartozo
v valtozokiértékelés, amely esetén

[L(P@) 2 Q@IS =1, [P@] =1, [1Q@)] =0.

Ez esetben az implikicié szemantikaja miatt [1Q(z)]{"? = 1. [1Q(x)]"? =0
azt jelenti, hogy a v(z) € U érték a [ Q] f)U’Q> felss kozelitésének negativitési tartoma-
nyaba tartozik, ekkor azonban [[Q]]f)U’Q> also kozelitésének negativitasi tartomanya-

ban is szerepel, mivel az alsé és fels§ kozelités negativitasi tartoméanyat megegyezs
moédon definialtuk. Ekkor viszont [|Q(x)] "% = 0 ellentmondss. [ |

A 2.13. tétel alatamasztja, amit az alsé és fels6 kozelités kapcesolatarol feltételez-
tiink. Ugyanakkor, ha az A és B formulak helyébe nem csak atomi formulat helyet-
tesithetiink, megvaltozik a helyzet.

2.15. Tétel. Van olyan A € Form és B € Form formuldja az L1 nyelvnek, amely
esetében {[ A, | (A D B), 1B} kielégithetd.

Bizonyitds. A bizonyitashoz fel fogjuk hasznalni a koradbban bevezetett L; nyelv
P € P(1) predikdtumparaméterét, valamint az (Uy, o1) interpretaciojat. Ahhoz, hogy
a formulahalmaz kielégithetGségét bizonyitsuk, elegendd olyan A és B formulakat
konstrualni, amelyek esetében

ALY =1, [LAS B =1, [1BL =0,

A korabban bizonyitott tételek (és az implikacio szemantikaja) miatt tudjuk, hogy
[[iB]]f}U’Q> = 1 szintén teljesiilhet. Egy nagyon egyszert példa olyan A formuléra,
amely minden interpretaciéban igaz, lehet a kovetkezd:

AY (4 P(2) > +P(2)),

ahol az implikacios formula elé- és utdtagjanak igazsagértéke azonos, és a digitali-
zald + mivelet miatt garantaltan nem lehet 2-es. Kordbban azt is sikeriilt belatni,
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hogy a {| B,1 —B} mondathalmaz kielégithetd, és ehhez elegends a kovetkezGképp

megvalasztani a B formulét:

BY —+P(x).

Ekkor az alabbiak teljesiilnek:
L LA ") = 1es [LB] 0 = 1, ebbol kvetkezGen

2. [L(AD B =1,

v1
3. [t-B] "% =1, hiszen [+ B] "¢ =,

és ezzel az allitast igazoltuk. ]

Hasonl6 eredményeket kapunk abban az esetben is, ha ellentétes irdnyu kozelits
mondatfunktorokat hasznalunk, azaz az alabbi kérdést vizsgéljuk:

»Ha tudjuk, hogy A és (A D B) felsd kizelitése igaz,
akkor ebbdl kovetkezik-e, hogy B alsd kozelitése is igaz?”

2.16. Tétel. A {1t P(x),1 (P(z) D Q(z)),} =Q(x)} mondathalmaz kielégithetetlen,
feltéve hogy P,Q € P(1) predikdtumparaméterek és x € Var egy vdltozo.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan (U, g) interpretacio és hozza tartozo
v valtozokiértékelés, amely esetén

[1(P() > Q)] =1, [1P@]Y9 =1, [1Q@)]7? =o.

Ez esetben az implikacié szemantikdja miatt az els§ két mondat igazségértékébdl
kévetkezik [1Q(z)] "¢ = 1. Ugyanakkor, ha [} Q(z)] ‘"% = 0, akkor (a 2.14. tétel
bizonyitasaban méar kifejtett okbol) [1Q(z)] iU’w = 0 ellentmondéast kapunk. |

2.17. Tétel. Van olyan A € Form és B € Form formuldja az L1 nyelvnek, amely
esetében az {1 (A D B), 1B, |—A} mondathalmaz kielégithetd.

Bizonyitds. Mivel a bizonyitas lényegében nem kiilonbozik az el6z6 esettdl, itt csak
az A és B formuldkat adjuk meg, rendre mint +P(x) és —(+P(z) D +P(z)). |

2.1.8. Modus tollens

A modus ponens-hez hasonldé megallapitasokat tehetlink a modus tollens esetén is. Ez
esetben is elmondhaté, hogy a

wHa az (A D B) és =B formuldk igazak, akkor a —=A formula is az.”

allitas a vizsgalt rendszerben is érvényes, amennyiben nem hasznélunk kozelité mon-
datfunktorokat. Ugyancsak tovabb altalanosithatunk arra az esetre, amikor a formu-
lak el6tt azonos kozelité mondatfunktor szerepel:

{(ADB), "B} kF, -4 és {f(ADB), =B} k, f-A.
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Az atomi formulak, illetve az atomi formulakbol képzett mondatok esetében sem
valtozik a helyzet:

{1 (P(x) 2 Q(x)), 1 -Q(x) } Fu T-P(2),
{1(P(x) 2 Q)), 1-Q(x) } Fu |-P(x);

de tetszGleges formulakat megengedve ismét lehetségessé valik a céafolatok konstrua-
lasa.

2.18. Tétel. Van olyan A € Form, B € Form és C € Form formuldja az Ly
nyelunek, amely esetében az aldbbi formulahalmazok kielégithetdek:

{1(AD B),L-B,t==A } és { 1(C > B),1=B,4~C }.
Bizonyitas. A részletes bizonyitas helyett alljon itt egy-egy példa a harom formuléra:

AY 4 p@), BY-(+P@) > +P@), Y -ip@).

2.2. Parcialis elsérendii logika

Annak érdekében, hogy valodi elsérendi formulékat is vizsgalhassunk, kiegészitjiik az
egyszerisitett nyelvet az univerzalis és egzisztencialis kvantorokkal:
A Form halmaz induktiv definiciojéhoz adjuk hozza az alabbi két indukcios 1épést
(és vegyliik fel a logikai konstansok kozé a kvantorokat): ha A € Form és x € Var,
akkor
VzA € Form é dxA € Form.

A szemantikat valtozatlanul atvehetjiik, ahol f egy kozelit6 mondatfunktort jelol-
het (vagy elmaradhat).

0 ha van olyan u € U, amely ebeten i ]]1)[1 ) =0,
[fVzA] f}U’m 2 ha minden u € U esetén [f A]] oo ] =2,

1 egyébként.

1 ha van olyan u € U, amely esetén [f Aﬂ ol Z] =1,
[f3zA], {Uer — {9 hamiden u € U esetén [F A] il[]mgl)t] =2,

0 egyébként.

Az univerzalis kvantorok definicijaban a klasszikus modell azon tulajdonsigat
vettiik 4t, hogy az univerzalis formula hamis, ha talalhat6 olyan helyettesités, amely
szerint a kozvetlen részformula hamis (és ebben az értelemben az univerzalis kvantor
tagadast fejez ki). Hasonloképp jartunk el az egzisztencialis kvantor esetében.

Az eddigi tételek bizonyitasa soran mindig a + miivelet tulajdonsagait hasznaltuk
ki, egészen pontosan arra épitettiink, hogy a mitivelet nem tartja meg az értékrést. A
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kvantorok szemantikaja is hasonlo lehetséget ad a keziinkbe. Igy a korabbi tételek
egy elsérendid, de a + miveletet nem tartalmazo nyelvben is érvényesek.

2.19. Tétel. Konstrudlhaté olyan B € Form formula megfeleld logikai nyelven,
amely esetében a {1 B, —B} formulahalmaz kielégithetd gy, hogy B-ben a + mivelet
nem fordul eld.

Bizonyitds. Vegylik a kovetkezd els6rendi nyelvet (amely most mar kvantorokat is
tartalmaz):

L2 = <{_|) D’ +7\l/7 T’ (7 )7v7 3}’ {m’ y? A }7 {Q? S? T}’ {S7 T}’ Form, Snt>

Majd készitsiink Lo nyelvhez olyan (Us, g2) interpretaciot, hogy Us = {u,u’,u"},
tovabba:

Q) =Q2  0(S)=95  oT)=T

T(o) | [TQ@ 155 | L@y
1
1

)
2
2
0 0

Ebben az interpretaciéban tetszéleges v valtozokiértékelés mellett

[132Q(2)] f}g"”@” =1, hiszen [1Q(z)] f}U2’Q2> = 1, ugyanakkor

[z:u]

[L~32Q(z)] 1(52@2) = 1, hiszen [[LQ(x)]]f}l[fzfi]) = 0, tovabba | Q(z) egyetlen
univerzumelem esetében sem igaz.

Igy, ha B def J2Q(x), akkor {1 B, ] —B} kielégithetd. [ |

Megjegyzés. A tovabbiakban az L; nyelv alatt is mar a kvantorokkal kiegészitett
nyelvet fogjuk érteni, ahol a logikai konstansok megegyeznek az elébbi bizonyitasban
megadott Ly nyelv logikai konstansaival.

2.2.1. Kvantoros torvények és cafolatok

Az alfejezetben sorra vessziik néhany klasszikus kvantoros torvény cafolatat (ismét a
mondatfunktorok kézti szemantikai kiilonbségre alapozva). A kovetkez harom tétel
az alabbi allitasokat alapozza meg:

{1vz(ADB), 1A} Fu B, (2.3)
{IVz(ADB), A} K, 1B, (2.4)
{Vz(ADB), 3zA} ¥, B, (2.5)

ahol A és B az Ly nyelv formulai. Ezt kdvetSen hasonlé modszerrel igazoljuk, hogy

(Vz(AAB)} ¥, (VzAVVaB), (2.6)
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ehhez azonban egy bévebb (tobb eszkozt tartalmazo) Lz nyelvre lesz sziikség. A nyelv
és a kielégithetGség Osszefiiggéseivel késébb kiilon alfejezetben foglalkozunk.

2.20. Tétel. Van olyan {tVz(A D B),1 A, ] ~B} alaki mondathalmaz az Ly nyelv-
ben, amely kielégithetd.

A

Bizonyitds. A bizonyitashoz az L; nyelv (Uy, g1) interpretaciojat fogjuk hasznélni.
Legyen A és B formula a kiovetkezSképp definialva:

AYpw),  BYip@)

A kvantoros részkifejezés értékének meghatarozasahoz foglaljuk tablazatba a lehetsé-
ges x szerinti varidnsait a vy valtozokiértékelésnek:

o || MP@ISLE | TH+P@ILe) | 11 (P@) > +P@) 150
U 1 1 1
u’ 1 1 1
u’ 2 0 2

Lathato, hogy mondathalmazunk minden formulaja igaz:

[1¥e(A > B = [1va(P() > +P()] ) =1,

v1

[+ A} e = 4 P(2)] 790 = 1, hiszen v (z) = u,

=BT = [ P@] ) =1
Ezzel igazoltuk a tételt és egyben a (2.3) allitast. |

2.21. Tétel. Van olyan {}Vz(A D B),| A,T—B} alaki mondathalmaz az L1 nyelv-
ben, amely kielégithetd.

Bizonyitds. A bizonyitashoz az L1 nyelv (U, 01) interpretaciojat hasznaljuk fel, az A
és B formulakat pedig a kovetkezSképpen definialjuk:

def def

A = (+P(z) D +P(z)), B = —+P(x)

Ebben az esetben:

[1A] f]Ul’m) =1 tetszlleges v valtozokiértékelés esetén, és
[4 B2 = 1 tetszéleges v valtozokisrtekelés esetén, ezért
[L¥a(A > B)] U+ = 1, tovabba

IIT B 'Ulljl o) = T—\—\+P ]]<U1 o) = 17 hiszen Ul(x) =u
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Mivel a mondathalmazban szereplé minden mondat igaz, igy igazoltuk a tételt és
egyben a (2.4) allitast. [ ]

2.22. Tétel. Van olyan {Vx(A D B),3zA,-JxB} alaki formulahalmaz az Ly nyelv-
ben, amely kielégithetd.

és B formulakat pedig a kovetkezSképpen definidljuk:

AY i1@), BY-T@)

A kvantoros részkifejezés értékének meghatarozasahoz foglaljuk tablazatba a vy val-
tozokiértékelés lehetséges x szerinti variansait:

U, Uy, U, Uy,
o || [7@) 15 | =@ 188 | 1+ 158 | [-+T@) ] e
U 1 0 1 0
u’ 1 0 1 0
" 2 2 0 1

A téablazatbol leolvashatjuk a harom eredeti formula igazsagértékeét:

[va(A S B)] "4 = [Va(~+T(x) > ~T(2)] {4 =1 és

BeA] P = [Bo-+T(2)] V0 = 1,

vy
[B2B] "¢ = [3a-T(2)] ¢ = 0, tehat [~32B], =
Igy a formulahalmazunk valoban kielégithets, és ezzel igazoltuk a (2.5) allitast. W

2.23. Tétel. Konstrudlhaté olyan parcidlis elsérendd nyelv, amelyben felirhaté olyan
{Vz(A A B),-VzA,~VxB} formulahalmaz, amely kielégithetd.

Bizonyitds. A célunk az, hogy a Vax A és VB formulak magja legalabb egy univerzum-
elem esetében hamis legyen gy, hogy ekkor a méasik magformula nem hamis, tovabba
legyen legalabb egy univerzumelem, amely esetében mindkét magformula egyszerre
igaz. Ehhez legalabb haromelemi univerzumra van sziikség, ahol a magformulék ér-
téke alakulhat pédéaul az alabbi tablazat szerint:

o | 141 J;ff?\ Jiifi]\ [(ArB)1 0
u 1
u 2
u” 2

A kérdés innentsl mar csak annyi, hogy megkonstrualhato-e ilyen A és B formula,
valamint interpretacio. Példakeént készitiink egy Lz nyelvet, ahol ¥ = {T3,T5,T5,T4}
és P(1) =
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U ? > <U ’ U ’
T T | Ty \ o | (D@19 | (@19 | 1161
1 1 1
0 1 2
0 2 1

Az értékrés azért jelenik meg Tb és T3 értékeként, mert esetiikben nincs olyan eszkoz,
amely tartalmazna a negativitisi tartoméanyuk elemeit, de annal nem tébbet. A Ty, T
és Ty predikditumparamétereket felhasznalva mar 6sszeallithatjuk a kivant formulékat:

def def

A= (Tv(z) vV -Ts(x), B = (Ti(z)V -Ty(z)).

A kivant formulahalmaz megkonstrualasaval igazoltuk a tételt és a (2.6) allitast. W

Amennyiben az el6bb vizsgalt {Vx(A A B), -Vz A, V2 B} formulahalmaz (megfe-
lelképpen valasztva a nyelvet és annak A, illetve B formulait) kielégithets, gy az

{Vz(AAB)} K, (YzxAAVzB) (2.7)

allitast is bizonyitottuk. Ez valojaban a klasszikus logika egy kétoldali kvantorki-
emelési szabalyanak egyik fele. A kovetkezd tételben foglalt allitas igy azért lehet
meglepd, mert azt is egy kétoldali kvantorkiemelési szabély részeként kaptuk.

2.24. Tétel. Tetszdleges A és B formuldk esetén {3x(AV B)} Ey, (3zAV JzB).

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy a tétel nem teljesiil, azaz létezik olyan (U, o)
interpretacio és v valtozokiértékelés, amely esetén [Jz(AV B)] f}U’m = 1, ugyanakkor

[(3xzAV3xB)] f}U’@ = 0. Ekkor az alabbi megallapitasokat tehetjiik:

1. [[Hx(A\/B”](U,Q)—1m1attvanolyanu€U hogy [[(A\/B)]]< >]_1

vz

2. ebbdl kovetkezden [ A] ff[;% #2¢és [B ]]v[w Wl 72

w

[[A]]U[l " # 2 maga utan vonja, hogy [3zA] V9 £ 2,

(I

. [[B]]ff[]m’gg] # 2 maga utan vonja, hogy [[HxB]]f}U’Q) # 2;
5. szintén [(AV B)]]i[ . = 1 miatt

(a) vagy [A]{(,%) =1, de ekkor [FzA]"¢ =1,
(b) vagy [ B} =1, de ekkor [3zB]{"? =1.

Mindkét fenti esetben azt kaptuk, hogy a [ (3zA VvV JxB) ]] 2 formula legalabb egyik
diszjunkcios tagja igaz ugy, hogy a masik tagja esetében ertekres nem jelenhet meg.
Ennél fogva [(3zAV JzB)] 7<JU’9> = 1, ami ellentmondaés. |

Els6 ranézésre hasonléan meglepd — és ezért szamunkra most érdekes — lehet a
kovetkezd tétel, melynek formulai nagyon hasonlitanak a (2.5) allitasban szereplékhoz.
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2.25. Tétel. Tetszdleges A és B formuldk esetén {Vz(A D B),VzA} F,, JzB.

Bizonyitds. Ismét indirekt tételezziik fel, hogy van olyan interpretécio és valtozokiér-
tékelés, amely esetén [Va(A D B)] f}U’m =1¢s [[VxA]]f}U’m =1, de [[EIxB]]iU’Q) =0.
Ekkor az aldbbi megallapitasokat tehetjiik:

1. [Vz(AD B)MU’@> =1 miatt van olyan u € U, hogy [(A D B)]]il[]xgg] =1;

o

- [AD B2 #2 miatt [A]{02) #2;

v[w u]

w

- [VeA] 7 =1 miatt [A] {02 £ 0;

4. az el6bbi két allitasbol kovetkezGen [[A]] (o) _ 1.

v[ziu]

ot

[[A]]v[x ]_leb [[(ADB)]]<[’Q>]_1mlatt [[B]] -2) =1;

’U[l u]
6. [[B]]UUIJ)] = 1 maga utan vonja, hogy [[3xB]]< o) _ 1.

[3xB] UU’Q) =1 ellentmond a [IxB] f}U’m = 0 indirekt feltevésnek. [ |

2.2.2. A nyelv és a kielégithetdség Osszefiiggései

Az el6z6 fejezetben formulahalmazok kielégithetGségének kérdéseit vizsgaltuk. Tobb
esetben a kielégithetGség bizonyitasara azt a modszert valasztottuk, hogy megkonst-
rualtunk egy modellt. A klasszikus elsérendi logikédban is felmeriilt a kérdés, hogy
milyen tulajdonsagi interpretacidkon érdemes a kielégithet&ségi kérdéseket vizsgalni.
Ismeretes példaul, hogy a {P(z),—P(y)} formulahalmaz nem kielégithet6 olyan in-
terpretacioban, amelynek univerzuma egyelemt, de létezik olyan, legalabb két uni-
verzumelemmel rendelkezé interpretéacio, amely a formulahalmaz modellje. Azt, hogy
hogyan konstrualhatunk megfelel§ szamossagi univerzumot, azt Herbrand mutatta
meg. Ennek segitségével azt mondhattuk, hogy ha egy formulahalmaz (klézhalmaz)
nem rendelkezik Herbrand-modellel, akkor egészen biztosan kielégithetetlen.

A klasszikus elsérendi logikaban a kielégithetGség kérdése fiiggetlen magatol az
els6rendti nyelvtsl. Ezalatt azt értjik, hogy ha adott egy formulahalmaz valamely
elsérendt logikai nyelven és az kielégithetetlen, akkor az a formulahalmaz tetszéleges
olyan elsérendt nyelven kielégithetetlen, amelynek formulahalmaza. Azaz ha a nyelv-
ben vannak olyan szimbélumok, amik nem szerepelnek a formulahalmaz formulaiban,
az nem valtoztatja meg a formulahalmaz szemantikai tulajdonsagait. Elképzelhet6
persze, hogy a b&vebb nyelvhez tartozé Herbrand-univerzum nagyobb elemszami, de
ett6l még nem taldlunk Herbrand-modellt a formulahalmazunkhoz. (Természetesen
nem célszert olyan elsérendd nyelven vizsgalédni, ami a tekintett formulahalmazban
szerepld szimbolumoknal tobbet tartalmaz, de megengedett.)

A kozelité mondatfunktorok hasznalata esetén nem elegendd megfelels szamossagu
univerzumon vizsgalédni, a vilagunkrol alkotott képiinket ugyanis ez esetben korlatoz-
zak az eszkozok. Igy fordulhat els, hogy a {| P(z),] —P(y)} formulahalmaz bizonyos
nyelven kielégithetetlen (még megszamlalhatoan végtelen univerzum esetében is), mas
nyelven viszont kielégithetd.
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2.26. Tétel. Az L = (LC,Var,{T, P}, {T}, Form, Snt) parcidlis elsérendd nyelven
felirt {} P(x),l—P(y)} mondathalmaz kielégithetetlen.

Bizonyitds. Legyen (U, o) egy tetszSleges interpretacio, v pedig az interpretaciohoz
tartozo tetszoleges valtozokiértékelés. Indirekt tegyiik fel, hogy

[LP@ETY =1 & [L-P@)]" =1
Ekkor a kovetkezd allitasok teljesiilnek:
[1P(x)]{"® =1 miatt [o(T)]" C [o(P)]",
ha o(T)(v(y)) =1, akkor [L P(y)]{"% =1, ezént [L~P(y)]"% =0,

ha o(T)(v(y)) = 0, akkor [J P(y) ] f}U’@ = 2, hiszen nincs més eszkoz a nyelvben.
Ekkor [1-P(y)]" = 2.

Mivel [|—=P(y)] (U.e) # 1, igy ellentmondasra jutottunk, tehat a formulahalmaz nem

v

kielégithetd. ]

A bizonyitas azon milt, hogy egyetlen eszkdz volt a nyelvben, igy legyen akar-
mennyi univerzumelem, ezeket csupan két kategériaba sorolhatjuk: az eszkozhoz tar-
toz6 vagy nem tartozo elemek kozé. Az el6bbi esetben attol fliggden, hogy P és T po-
zitivitasi tartoménya milyen relaciéban van egymassal, a P predikdtumparaméterrel
készitett atomok also kozelitésének értéke 0,1 vagy 2, de minden ilyen univerzumelem
esetén ugyanaz. Utobbi esetben garantaltan értékrés keletkezik.

2.27. Tétel. Legyen az L = (LC,Var,{T1,Ts, P},{T1, T2}, Form, Snt) parcidglis
elsérendd nyelven felirt {] P(x),} =P (y)} mondathalmaz kielégithetd.

Bizonyitds. Megfelels (U, o) interpretacio és hozza tartozd v valtozokiértékelés az
alabbi:

U= {u,u'},
o(Ty) = T, gy hogy T7(u) =1 & T{ (u') = 0,
o(Tz) =Ty, gy hogy T5(a) = (1 — TY(«v)) minden o € U esetén,
o(P) =T,
/

v(z) =uésv(y) =u'.

Ekkor [[iP(a:)]]ij”") =1és [[J,—P(y)}]fjug> = 1, ami bizonyitja, hogy a mondathal-
maz kielégithetd. ]
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2.3. Eszkozalapu parcialis szemantika a gyakorlat-
ban

Annak érdekében, hogy az eszkézalapu parcialis szemantikat a gyakorlatban is kipro-
balhassuk, relaciosadatbézis-alapi implementacié késziilt. A cél az volt, hogy valds
adatokon vizsgalhassuk a kialakitott rendszer mitikodését, és 6sszehasonlithassuk a ko-
zelitéssel végzett szamitasok eredményét a klasszikus logikdban kapott eredménnyel.
Nemcsak a formulainkat szeretnénk szabadon varidlni, hanem lehetGséget akartunk
adni az eszk6zOk szabad megvalasztasara, annak érdekében, hogy egy-egy formulat
akar t6bb approximacios teret felhasznalva is vizsgalhassunk.

Az implementéciohoz a nyelv egyszertsitett valtozatat vettiik alapul, amelynek
formaélis definialasatol most eltekintiink. Az elkésziilt implementacioé csak x valtozo
szerint kvantalt prenex formulak kiértékelését teszi lehetévé, amelynek magja konjunk-
tiv normaélforma, és amelyben az atomok egyargumentumu predikdtumparameéterek,
ahol a paraméter z. Példaul:

333(]31 (SL‘) AN ﬁPg(l‘)).

A kiértékelés also és fels kozelitéssel, valamint kozelité mondatfunktorok hasznalata
nélkiil is megtorténik. Az eszkézoket a nyelv szavaiban nem hasznaljuk (csak az app-
roximécios tér elkészitésében jatszanak szerepet), igy a mondatfunktorok nélkiili for-
muléak kiértékelésének eredménye egybevag a klasszikus logikdban kapott eredménnyel
(értékrés nem jelenhet meg).

Egy (U, o) interpretacio univerzumat a relacios adatbazis egyetlen tablaja alkotja.
A tabla minden rekordjanak egy-egy univerzumelemet feleltetiink meg. Igy egy vé-
ges univerzumot kapunk (pontosan annyi univerzumelemmel, ahany rekordja épp van
a tablanak). A tabla rekordtipusan definidlhato logikai fiiggvények részhalmaza al-
kotja o értékkészletét. Ezeket a logikai fliggvényeket tarolt fiiggvényként definialjuk
a relaciés adatbazis-kezel§ rendszerben.

Ha n tarolt logikai fiiggvényt készitettiink a rekordtipuson (jelolje ezeket pf, ..., p2)
és ezek kozil k darabot hasznalunk fel eszkozként, akkor a nyelv nem logikai kons-
tansai a kévetkezGképpen alakulnak:

Con:{Pl,...,Pn,Tl,...,Tk}, ‘I:{Tl,...,Tk},
interpretaciojuk pedig

o(T;) = o(P;) = pf, ahol i=1,... k;
o(P;)=p$, ahol j=k+1,...,n

Az eszkozoket (a ¥ halmaz elemeit) atomi formulak készitésére nem hasznaljuk fel, de
minden eszkdzhoz tartozik egy olyan predikdtumparaméter, amelyhez az interpretacio
ugyanazt a logikai fiiggvényt rendeli.

Az alkalmazasban az univerzumot és a tarolt logikai fiiggvényeket rogzitettiik, a T
halmaz elemeit pedig szabadon véalogathatja Gssze a felhasznalo, meghatéarozva ezzel
az approximacios teret.
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2.4. abra. Logikai fliggvény PL/pgSQL nyelven definidlva

CREATE OR REPLACE FUNCTION pll (IN data)
RETURNS boolean
LANGUAGE plpgsqgl

AS
$BODYS$
BEGIN
—-— accepted solution written in Java
RETURN S$1.status = ’PASS’ AND trim($1.1lng) = ’'JAVA’;
END;
$BODYS;

2.3.1. Az interpretaciot adé adattabla

Az adattabla, amely az univerzum elemeit adja, és a tarolt logikai fiiggvények, amelyek
az interpretacio alapjat képezik, a fejlesztéskor keriiltek rogzitésre, de a kés6bbiekben
egyszeriien modosithatéak vagy cserélhetek.

Az adatok forrasaként a ProgCont szoftver adatbézisa szolgalt. A ProgCont szoft-
ver egy, a Debreceni Egyetem Informatikai Karan miik6ds, programozasi feladatokkal
és az ezekre érkezs megoldéasok tesztelésével és kiértékelésével foglalkozd rendszer.
2012-es indulasa 6ta miikodése soran a feladatokrol, a felhasznalokroél, a bekiildott
megoldasokrol és azok tesztelésének eredményérdl szamos adatot gyljtott Gssze, ame-
lyek elemzésére tobb szoftver is késziilt. Ez az adattomeg alkalmasnak latszott arra,
hogy teszteljiik az eszkdzalapu parcialis szemantika miikodését éles koriilmények ko-
z0tt (valodi adatokon).

Az adatok forrasaul szolgald rendszer kivalasztasa utan ki kellett alakitani egy
olyan adattablat, amelynek a rekordjai az interpretacié univerzumat adjak, attribu-
tumai segitségével pedig valtozatos logikai fliggvények definidlhatok. Az interpretaciod
univerzumanak a ProgCont rendszerbe bekiildétt megoldasokat valasztottuk, amely-
nek az adatfeltoltés idSpontjaban 10 693 rekordja volt. Az attribatumok kozé (a be-
kiildott megoldasok egyedi azonositojan kiviil) bekeriiltek a megoldasnak szant prog-
ramkodok adatai (a forrasszoveg nyelve, a bekiild§ személy vagy csapat azonositoja,
a forrasszoveg hossza stb.) és a kiértékelésiikkel kapcsolatos informaciok (elfogadasra
keriilt-e, vagy milyen hiba miatt keriilt elutasitasra), igy végeredményiil 15 attribatum
keriilt meghatarozésra.

A logikai fliggvények az adattabla rekordtipusan értelmezettek, és definiciojukban
a tabla attributumai tetszGlegesen felhasznalhatéak. Ezt demonstralja a 2.4. kod-
részlet, amely egy olyan logikai fliggvényt definidl, amely pontosan akkor igaz, ha a
paraméterében megadott megoldas Java programozési nyelven késziilt, és a tesztels
rendszer elfogadta helyes megoldésként.

Bar a jelenlegi implementéaciéban nem kapott helyet, de a parcialitas akar mar ezen
logikai fiiggvényekben is megjelenhetett volna. Elképzelhets ugyanis, hogy a logikai
fliggvény definici6jaban szerepls attributumok egyikének aktualis értéke null legyen,
és igy a logikai fiiggvény igazsagértékeként is megjelenhet a null mint harmadik lo-
gikai érték. Mivel azonban az implementacioban kdvetni szerettiik volna a kordbban
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definialt nyelvet és interpretéaciot, ezért csak azon rekordokat emeltiik 4t az adattab-
laba, amelyeknek minden attribatuma definialt (igy példaul csak azon megoldasokkal
foglalkoztunk, amelyeket a kiértékels rendszer mar értékelt).

A nyelv definidlasahoz a predikdtumparaméterek nevét egy adatbazistablaban fel-
soroltuk. Predikdtumparaméter csak olyan azonosité lehet, amellyel megegyezs nevi
logikai fliggvény szerepel az adatbazisban. Ezzel egyben az interpretacio is rogzitésre
keriil. Formalisan azt mondhatjuk, hogy az interpretacié minden predikdtumparamé-
terhez a vele megegyezs nevi téarolt fliggvényt rendeli.

Els6 ranézésre tgy tiinhet, hogy a nyelv és a szemantika is rogzitésre keriilt azzal,
hogy kialakitottuk az adattablat és a rekordjain definialt fiiggvényeket. Valojaban a
felhasznalo szabadon valogathatja Gssze, hogy milyen halmazokat hasznal fel a hal-
mazkozelitéshez azaltal, hogy miként valasztja ki az eszkdzoket a predikdatumparamé-
terek koziil. Szigortian véve magénak a nyelvnek a definicidja is ezzel valik teljessé.
Egyetlen korlatozés természetesen, hogy az eszkoz csak olyan predikdtumparaméter
lehet, amelyhez az interpretacié nemdiires pozitivitasi tartoméannyal rendelkez& logi-
kai fiiggvényt rendel, biztositva ezzel az approximéacios tér generalasanak feltételeit.
(Most ez valodi korlatozast nem jelent, mivel az adatbazisban jelenleg definialt tarolt
logikai fiiggvények mindegyike ilyen.)

2.3.2. A kozelitd szemantika SQL implementaciéja

Elmeéletben a formulak szemantikai értékének definialéasa el6tt meg kell hatarozni az
eszk6zOk és az interpretacio altal generalt logikailag relevans approximécios teret.
A szemantikai definicibkban az eszkézokhoz tartozd logikai fliggvények pozitivitéasi
tartomanyat hasznaltuk fel a mondatfunktorokkal ellatott formulak értékének meg-
hatarozasdhoz. Az SQL implementacio szintjén ez azt jelenti, hogy 6ssze kell gytjteni
azokat az univerzumelemeket (vagy ezek azonositoit), amelyek az egyes eszk6zok po-
zitivitasi tartoméanyahoz tartoznak. Az approximécios tér elkészitése a gyakorlatban
azt jelenti, hogy egy relacios adatbazistablaban eszkoz (mint predikitumparaméter) és
univerzumelem (mint az adattablabeli azonosito) parokat képziink. Azért is célszert
kiilon adattablaban eltarolni a pozitivitasi tartomanyok elemeit, mert igy egy-egy
univerzumelem esetében elegendd egyszer ténylegesen kiszamitani a megfelels tarolt
logikai fiiggvények értékét. Nem is beszélve arrol, hogy az igy kapott relacios adat-
tabla indexelhetd, ami tovabb gyorsitja a feldolgozast.

A kozelits szamitasok elvégzéséhez felhasznalunk két, a pozitivitasi tartoményok
egymashoz vald viszonyat megjelenité matrixot. Legyenek a nyelv predikdtumpara-
méterei Pp,..., P, és az eszkozok Ti,...,Tg, ahol k < n, tovabba o(FP;) = o(T})
minden i € {1,...,k} esetén, tovabba

A=(a;;)kxn € B =(bij)kxn,

ai; = |le@] nla®)]" |,
b = | LT\ [e(P)]T .
ahol i =1,...,k és j = 1,...,n. Tulajdonképpen elegendd volna annyit régziteni,

hogy a fent definidlt metszet és kiilonbség iires halmaz-e. Az elemek szdmossiga
késébbi fuzzy rendszerek szemantikajanak tesztelése miatt keriilt kivalasztasra.
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Az A és B matrixokat felhasznalva a P; predikdtumaink és T; eszkdz kapcsan a
kovetkezGket mondhatjuk:

o ha b, ; = 0, akkor a;; > 0 (hiszen az eszkdzdk pozitivitasi tartomanya al-
kotta alaphalmazok nem lehetnek iiresek), és [ o(T;)]" elemei benne foglaltatnak
[o(P;)]" also kozelitésében, hiszen ekkor [o(T3) " C [o(P;)]*;

e haa; ;> 0ésb;; >0, akkor [o(T;)]" elemei benne foglaltatnak [ o(P;)]" fels6
kozelitésében, hiszen ekkor [o(T3) ] N [o(P;)) " # @

e ha a; ; = 0, akkor b; ; > 0 (hiszen az eszk6z6k pozitivitasi tartomanya alkotta
alaphalmazok nem lehetnek iiresek), és [ o(T;)]" elemei akkor elemei P; negati-
vitasi tartomanyanak, ha a kovetkezd két allitas koziil legalabb egy teljestil:

— nines olyan ¢ € {1,...,k} \ {i} eszkoz, hogy as; > 0 és ag; > 0 (azaz a
i. eszkoz a j. predikatum felss kozelitésébe sem 1og bele).

Az A és B matrix értékei az adatbéazis egy, a predikdtumok és eszk6zOok kozott
felépitett kapcsolotablajaban keriilnek rogzitésre, amint meghatérozéasra keriilt az
approximacios tér. (Az adatbazistabla szerkezetét a 2.6. abran mutatjuk be.) A
kapcsolotabla feltoltése idGigényes lehet, de egyszeri feladat. Az eszkézok pozitivitasi
tartoméanya és a maéatrixok segitségével az atomi formulak also és fels6 kozelitésének
értéke meghatarozhat6 anélkiil, hogy a tarolt logikai fliggvények kiértékelésére sziikség
volna. Formalisan:

ha van olyan i, hogy u € [o(T})]" és b; ; = 0;
0 ha van olyan i, hogy u € [o(T})]" és a;; = 0,

és egyetlen £ esetén sem teljesiil as; > 0 és ap; > 0;
2  egyébként.

ha van olyan 4, hogy u € [o(T})]|" és a;; > 0;
0 ha van olyan i, hogy u € [o(T;)]" és a;; =0,

és egyetlen £ esetén sem teljesiil as; > 0 és ap; > 0;

2  egyébként.

ahol 4,4 € {1,...,k} ésj € {1,...,n}.

Ahogy azt a 2.5. 4bra is mutatja, a két segédtablat felhasznélva elég egyszertien
alakithatjuk at a fenti fiiggvényeket PL/pgSQL utasitasokkd. A bemutatott kod-
részlet a p_id elsGdleges kulccsal rendelkez$ univerzumelem helyen hatarozza meg
a p_pred predikitumparaméterhez tartozo logikai fliggvény als6 kozelitésének érté-
két a p_session_id azonositoval megjelolt approximécios térben. A két segédtabla
tooldata és mtx.

A kovetkezs példaban a P, Py, P3 predikdtumparaméterek segitségével generalt
approximacios térben szeretnénk kiszadmitani a

Va(Py(x) V —Ps(x))
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formula értékét. A predikdtumparaméterek interpretacidja az implementaciéban a
kovetkezs: a predikdtumszimbolumhoz rendelt tarolt logikai fliggvény pontosan azon
rekordok esetében igaz, ahol

Py: a megoldast egy csapat kiildte be,
P5: a bekiildott megoldas C# nyelven irdédott, de szintaktikai hibas,
Ps3: a bekiildott megoldéas C# nyelven irodott és futasi hibat produkalt,
P,: a bekiildétt megoldas Java nyelven irodott és futasi hibat produkalt,
Ps5: a bekiildott megoldas C++ nyelven irédott, de szintaktikai hibas.

Az approximécios térhez tartozd A és B matrixok értékei a kovetkezdk:

5402 8 757 126 159
8 28 0 0 0
757 0 1084 O 0

A

0 5394 4645 5276 5243
B = 20 0 28 28 28
327 1084 0 1084 1084

Az, hogy az egyes eszkdzok pozitivitasi tartomanya hany elemd, a; ; értékébdl leolvas-
hato6, innen tudhatjuk, hogy az approximécios tér az univerzum tobb mint felét lefedi.
Ennek ellenére a formulank kozelits és valodi igazsagértékei kiilonboznek, mivel nem
jol valasztottuk meg az eszkozoket.
e _
[1Vz(Py(z) v —Ps5(x)) ] =

M 1
[4Vz(Py(z) v =Ps() ]9 = 2
[Va(Py(z) v —Ps(z)) ] {72 0

A fels6 kozelitésnél a pontatlansidg abbodl adodik, hogy a P eszkdz pozitivitasi
tartoméanya minden predikdtum pozitivitasi tartomanyaba belelog (van nemiires met-
szetiik, de nem részhalmazai egymasnak), ezért a negativitasi tartomanyok elttinnek.
Az als6 kozelitésnél az értékrés megjelenését az okozza, hogy [o(Py)]" = @ (ami
onnan is lathato, hogy by 4, b 4, b3 4 koziil egyik sem 0).

2.4. Szillogizmusok érvényessége

A kovetkezSkben az eszkOzalapu parcialis szemantikat Arisztotelész szillogizmusain
keresztiil vizsgaljuk meg. A szillogizmusokra azért esett a valasztas, mert ugy gondol-
tuk, ezek reprezentaljak a leggyakoribb kategorikus kovetkeztetéseket, amelyek egy-
rétd kvantifikicio segitségével formalizalhatoak, maga az alapotlet pedig [22] minté-
jara sziiletett. A vizsgélat soran abbol a naiv feltételezésbdl indulunk ki, hogy az
approximacios térben az als6 kozelités a biztos tudasunkat testesiti meg, igy érdemes
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2.5. abra. Atomi formula igazsagértéke pl/pgSQL nyelven

—— INPUT: p_session_id, p_id (object identifier), p_pred (predicate)
IF EXISTS (
SELECT 1
FROM tooldata t
JOIN mtx m ON t.name = m.tool
WHERE t.session_id = p_session_id

AND m.session_id = p_session_id
AND t.id = p_id
AND m.rout = 0
AND m.pred = p_pred
THEN
RETURN 1; —- OUTPUT: the lower approximation is (1) true
ELSIF EXISTS (
SELECT 1
FROM tooldata t
JOIN mtx m ON t.name = m.tool
WHERE t.session_id = p_session_id
AND m.session_id = p_session_id
AND NOT EXISTS (
SELECT 1
FROM mtx ml
JOIN mtx m2 ON ml.tool = m2.tool
WHERE ml.pred = m.tool AND ml.rin > O
AND ml.session_id = p_session_id
AND m2.pred = p_pred AND m2.rin > 0
AND m2.session_id = p_session_id )
AND t.id = p_id
AND m.rin = 0
AND m.pred = p_pred )
THEN
RETURN 0; —-- OUTPUT: the lower approximation is (0) false
ELSE
RETURN 2; —- OUTPUT: the lower approximation is (2) null
END IF;

2.6. abra. A fontosabb tablak létrehozasanak pl/pgSQL parancsai

CREATE TABLE tooldata (

session_id integer NOT NULL, —— session identifier
name varchar (10) NOT NULL, -- predicate parameter (tool)
id bigint NOT NULL, —— object identifier

CONSTRAINT pk_tooldata PRIMARY KEY (session_id, name, id) );

CREATE TABLE mtx (

session_id integer NOT NULL, -— session identifier

pred varchar (10) NOT NULL, -- predicate parameter

tool varchar (10) NOT NULL, -- predicate parameter (tool)

rin integer NOT NULL, —— cardinality of the intersection
rout integer NOT NULL, -— cardinality of the difference

CONSTRAINT pk_mtx PRIMARY KEY (session_id, pred, tool) );
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megvizsgalni, hogy ebbdl a tudasbol helyes kovetkeztetéseket vonhatunk-e le. Mivel
a szillogizmusok a klasszikus els6rendd logikaban helyes kiévetkeztetések, kovetkezs
vizsgalatunk targya az érvényességiik tesztelése lesz az approximécios téren. A ko-
rabbi eredmények arra engednek kovetkeztetni, hogy az értékrés megjelenése miatt az,
amit a klasszikus logikdban érvényesnek tudtunk, nem feltétlen teljesiil majd a parci-
alis logikai rendszerben. Ugyanakkor szamos tulajdonséag szerint kategorizalhatjuk az
approximacios tereket, igy nem egyszertien egy-egy céfolatot szeretnénk konstruélni
a szillogizmusokhoz, hanem ezen kategoridkat kiilon-kiilon vizsgaljuk meg. Az alfeje-
zetben ismertetett eredmények roviditett formaban [12]-ben keriiltek publikalasra.

2.4.1. Arisztotelész kategorikus szillogizmusai

Arisztotelész kategorikus szillogizmusai helyes kovetkeztetések, amelyek két premissza-
bél és egy konkliziobol allnak, amelyeket 6sszesen harom kiilénb6z6 predikatum se-
gitségével épitiink fel. A premisszakat és a konkluziot négy kategoriaba szokas sorolni
aszerint, hogy miként formalizalhatok: [33]

e q tipusi: Vz (P (z) D Py(x)),
e i tipusi: Jz(Py(z) A Pa(x)),

o ¢ tipust: —3z(Pi(z) A Pa(z)),
e o tipust: Jz(Pi(x) A ~Pa(x)).

ahol P; és P, a harom predikdtumparaméter koziil valasztott és egymastél kiilon-
b6z6, tgy hogy minden predikdtumparaméter a kovetkeztetést alkoté harom allitas

kozil pontosan kettében szerepel. A harom predikdtumparaméter szokasos jelolése:
P,S M.

1. alakzat 2. alakzat 3. alakzat

M- P P-M M—-P premissza
S—M S—M M-S premissza
S—P S—P S—-P konklazid

Vizsgalatunk targyat az elsé harom alakzat 14 darab szillogizmusa képezi:
e 1. alakzat: Barbara, Celarent, Darii, Ferio
e 2. alakzat: Cesare, Camestres, Festion, Baroco
e 3. alakzat: Darapti, Felapton, Disamnis, Datisi, Bocardo, Ferison

Vegyiik példaul az els6 kép Barbara névvel illetett szillogizmusét, amely csak a
tipusu allitasokbol épiil fel:

V(M (x) D P(z)), Yx(S(z) D M(x)) = Va(S(x) D P(z))

1. premissza 2. premissza konkluzio

A Xklasszikus logikdban mind a 14 szillogizmus érvényes (Darapti és Felapton ese-
tében egyetlen egzisztencialis elGfeltétel sziikséges, amelyet tekinthetiink harmadik
premisszanak).
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2.1. tablazat. Arisztotelész kategorikus szillogizmusai — 1. alakzat

1. premissza 2. premissza konklazid
a tipusu M, P a tipusu S, M a tipusu S, P
Barbara
Ve(M(x) D P(z)) Vz(S(z) D M(z)) —Vz(S(z) D P(x))
e tipusa M, P a tipusa S, M e tipusa S, P
Celarent
Vae(M(x) D -P(z)) Va(S(z) D M(z)) —Vaz(S(z) D -P(z))
Darii a tipusa M, P i tipusa S, M i tipusu S, P
Ve(M(x) D P(z)) 3x(S(x)AM(zx)) —3z(S(z) A P(x))
. e tipusa M, P i tipusa S, M o tipusu S, P
Ferio

Vae(M(x) D -P(x)) Je(M(z)AS(z)) —-Jz(S(z) A-P(z))

2.4.2. A szillogizmusok formalizalasa

A kovetkezdkben a szillogizmusok céafolatainak elkészitése a cél kiilonféle approxima-
cios terekben tgy, hogy a predikdtumok értékét alulrol kozelitjiik.

Egyrétegii els6rendii nyelv

A szillogizmusok formalizalasahoz elegendd egy olyan nyelv, amelyben csupan egy-
argumentumu predikdtumparaméterek szerepelnek, a formulak zartak és egyszeresen
kvantaltak. (Olyan részhalmazat definialtuk igy az elsérendd logikai nyelvnek, amely
eldonthetd.)

2.28. Definicié. Legyen (LC,Var,Con, T, Form) egy egyszerisitett eqyrétegd logikai
nyelv, ahol

o LC ={—,A,D,3,Y,(,)} aszillogizmusok formalizdldsdhoz szikséges logikai kons-
tansok halmaza;

o Var ={z} (az egyrétegii nyelvben egyetlen vdltozé elegendd);

e Con={P1,P,,...,P,} (n>1) anem logikai konstansok halmaza, amely kizd-
rolag eqy argumentummal rendelkezd predikdtumparamétereket tartalmaz;

o ¥ ={T,Ts,..., Tk} eszkozék halmaza, ahol k > 1.
A nyelv formuldit a kévetkezdképpen definidljuk:
1. Legyen QF a kvantormentes kifejezések halmaza, gy hogy

(a) P(z) € QF egy kvantormentes atomi kifejezés, ha P € Con,
(b) A€ QF, ha A€ QF,
(c) (ANB) € QF és (AD B) € QF, ha A€ QF és B € QF.
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2.2. tablazat. Arisztotelész kategorikus szillogizmusai — 2. alakzat

1. premissza

2. premissza

konklazid

Cesare e tipusua P, M a tipusa S, M e tipusu S, P
Ve(P(z) D -M(z)) Vz(S(zx) D M(z)) —Vz(S(z) D —P(x))
a tipusa P, M e tipusu S, M e tipusa S, P
Camestres
Ve(P(z) D M(z)) Vx(S(z) D -M(z)) -Vz(S(z) D -P(zx))
) e tipusu P, M i tipusa S, M o tipusa S, P
Festion
Ve(P(x) D -M(x)) Jz(S(z)AM(z)) —3x(S(x) A—-P(x))
a tipusu P, M o tipusu S, M o tipusu S, P
Baroco

Va(P(x) D M(x))

Fz(S(x) A = M(x))

—3z(S(z) A ~P(x))

42

2.3. tablazat. Arisztotelész kategorikus szillogizmusai — 3. alakzat

1. premissza 2. premissza konklazié
" a tipusa M, P a tipusu M, S 1 tipusa S, P
Darapti
Ve(M(z) D P(x)) Va(M(z) D S(z)) —Jz(S(x) A P(x))
e tipusa M, P a tipusa M, S o tipusu S, P
Felapton*
Ve(M(x) D —-P(x)) Va(M(xz) D S(z)) —3Jx(S(x) A-P(x))
) ) 1 tipusa M, P a tipusa M, S i tipusa S, P
Disamnis
Jr(M(z) A P(z)) Ve(M(z) D S(z)) —3z(S(z)A Px))
Datisi a tipusa M, P i tipusa M, S i tipusu S, P
Ve(M(z) D P(x)) Jx(M(z)AS(z)) —3Jz(S(x) A P(x))
o tipusa M, P a tipusa M, S o tipusu S, P
Bocardo
Jx(M(x) A—=P(x)) Ve(M(z) D S(x)) —-3z(S(z)A-Px))
. e tipusa M, P 1 tipusa M, S o tipusu S, P
Ferison

—Jdz(M(z) A P(x))

Jx(M(x) A S(x))

—3Jx(S(x) A —~P(x))

*

egzisztencialis elSfeltétel sziikséges: Iz M (x).




2. A nyelv formuldinak Form halmazdt a kévetkezd induktiv definicidval hatdrozzuk
meg:
(a) YxA € Form és JxA € Form, ha A € QF,
(b) A € Form, ha A € Form,
(¢c) (ANB) € Form és (A D B) € Form, ha A € Form és B € Form.

A V logikai konstans csupéan azért hianyzik a nyelvbdl, mert nem sziikséges a szillo-
gizmusok formalizalasdhoz. Ez esetben a mondatfunktorok is hidnyoznak a nyelvbdl,
mivel — ahogy ez a szemantikanal definidlasra keriill — most csak az als6 kozelitésre
koncentralunk.

Interpretacié és approximacios tér

Az (U, p) par egy interpretacioja az (LC, Var, Con,Tool, Form) nyelvnek, ha U egy
nemiires halmaz, o : Con U T — {0,1}V leképezés, és o(T) # @, ha T € T.

Az (U, B, Dy, [,u) approximécios tér az interpretacio altal egyértelmtien generalt
Pawlak-féle approximécios tér, ahol — az elz6ekben megadott moédon — az eszk6zok
pozitivitasi tartomanyai hatarozzak meg az alaphalmazokat.

A kialakithato kiilonb6z6 approximécios terek szama

9(2'-1) 4

7

hiszen U &sszes nemiires részhalmaza alkalmas arra, hogy egy-egy eszkdzhoz rendeljiik,
és ezek kozll tetszslegesen sokat (de legalabb egyet) fel is kell hasznalni erre. A
szillogizmusok formalizalasahoz sziikséges Con = {P, S, M } predikdtumparaméterek

)

kiilonb6z6 modon interpretalhatdéak. Egy mindossze 4 elemii univerzumon ez 0sszesen
tobb mint 134 maillio lehet&séget jelent.

Szemantika

A kvantormentes — QF-beli — kifejezések értéke adott (U, p) interpretacioban az x
valtozohoz u € U univerzumelemet rendelve (amit  — v alakban jeloliink) rekurzivan
a kovetkez6képpen definidlhato:

1. Ha P(z) € QF, akkor [P] (U:2) — & egy olyan fiiggvény, hogy

P ha u € ([o(P)] "),
p(u) = 20 hauelU\[u(o(P)]"), (2.8)
2 egyébként

[P@)]Y2 Y o)

r—u
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2.4. tablazat. Kleene gyenge konnektivumai ([19] 2438. oldal)

2.5. tablazat.

5 510 1 2 Alo 1 2 vio 1 2
01 01 1 2 0lo o 2 olo 1 2
110 110 1 2 110 1 2 111 1 2
2|2 212 2 2 2012 2 2 212 2 2

Kleene erds konnektivumai ([19] 2438. oldal)

= 510 1 2 Alo 1 2 vio 1 2
01 01 1 1 0olo 0 o 0jo 1 2
100 110 1 2 110 1 2 111 1 1
2|2 212 1 2 210 2 2 212 1 2

2. Ha A € QF és B € QF tetszbleges kvantormentes kifejezés, akkor

U, def w U,
[[ﬁA]];Jﬁ = [[A]]i»—ﬁz’
def U, U,
[(A> B < [a]%2 5 B]V2,
def o) W ,
[aaB) %2 = (a2 A B]YY,

ahol az itéletlogikai konstansokhoz ez esetben is Kleene gyenge konnektivumait
rendeljiik (a kordbban definialt szemantikanak megfelelGen).

A Form halmaz formulainak értéke adott (U, p) interpretacioban szintén rekurzi-
van szamithato az alabbiak szerint (ahol arra valé tekintettel, hogy a formulak zartak,

helyettesitést nem kell megadni):

1. Ha A € Form és x € Var, akkor

2
[vaA] e Ly
1
2
[3zA]Te Xy
0

ha minden u € U esetén [A ]];U,_}i =2,
ha van olyan u € U, hogy [A] ;UHi) =0,
egyébként;

ha minden u € U esetén [A] iU;;) =2,
ha van olyan u € U, hogy [[A]];lif;) =1,

egyébként.

2. Ha A € Form és B € Form tetsz6leges formuldk, akkor

II_‘A]]<UQ>
[(A>B)]"e
[(AnB)]e
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def w
S 141"
) def [[A]]<’Q>D[[B]]<U’Q>;
) def

HA]}(U@) }”\ [[BH(U@).



Az itéletlogikai konstansokhoz ugyanazokat a logikai mtveleteket rendeltiik, a
kiilénbség pusztan annyi, hogy a formulak értékének meghatarozasahoz nincs
sziikség valtozokiértékelésre (x értékére), mivel a Form halmaz elemei zartak.

2.4.3. A szillogizmusok cafolatainak keresése

Arra val6 tekintettel, hogy a szillogizmusokat formalizald kifejezéseink logikai Gssze-
tettsége nem tul magas, remény van arra, hogy viszonylag kis elemszdmi univerzumon
megkonstrualhatoak a cafolatok. Az Gtlet lényege, hogy kis méretd univerzumot fel-
tételezve a formulak kiértékelése felgyorsithato.

Legyen az (U, g) interpretaciohoz tartozé univerzum U = {uq, ug, . .., u, }. Készit-
stink olyan

POs(y ) 1 QF — oV és negy ) ¢ QF — oV

many fogalmat minden kvantormentes formulara:
e Ha P(x) € QF atomi formula, akkor
def Uo7t :
pos . (P(z)) = [[[P]]< g>} = { w €U : [Pz )]]IH‘;L =1 }7

negy (P@) = [[P1U0] ={wev : [P@)]Y =0},

e Ha A€ QF és B € QF, akkor

POy, o) (—4) = negu, o) (4),
Neg(y, o) (—4) = POS(7, o) (4),
Pos(ye ((ANB)) = posi, (A) N posy,, (B),
neg g (AAB) = (negpy (4) N (posg,y (B) Unegpy (B))) U
U (negqg) (B) N (b0 (4) Uneggpy (4))).
pos(g) (A B)) = (negy (4) N (posiy (B)Uneggyy (B))) U
U (posig (B) 0 (posg,g) (4) Unegypry (4))),

neg ((ADB)) = posy, (A) N negy , (B).

A halmazmiveletek segitségével a kvantormentes formulak értékét az Osszes univer-
zumelem esetében egyszerre tudjuk meghatarozni. Raadasul a kvantoros kifejezések

45



értéke az el6bb definialt halmazpar segitségével az alabbiak szerint adodik:

0 haneg , (A) # &;

[VxA] (Ue) L haneg , (A) = és posy,, (A) # I;
2  egyébkeént;
1 ha pos ) (4) # 9;

[FxA] (e 0 ha posy , (A) = @ és negy ) (4) # s
2  egyébként.

Ezt a tulajdonsagot (kis méretd univerzumok esetében) abban az algoritmusban is
ki fogjuk hasznalni, amely segitségével a formulaink adott interpretaciéban torténd
kiértékelését végezziik.

Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy egy szillogizmus az approximacios térre épitett rend-
szerben is érvényes-e, azaz példaul Barbara esetében

V(M (x) D P(z)),Vx(S(x) D M(z)) = Ya(S(x) D P(z))
fennéll-e, elegendd olyan interpretaciot keresni, ahol a
Vo (M(z) D P(x)) AVz(S(z) D M(x)) A —Vx(S(z) D P(z))

formula igaz. Ha sikerrel jarunk — talalunk ilyen tulajdonsaggal bir6 interpretaciot —,
azzal megkonstruéltuk a szillogizmus cafolatat. A korabbi tapasztalatok alapjan a va-
rakozasunk az volt, hogy sok esetben cafolhatok a szillogizmusok. Annak érdekében,
hogy lesziikitsiik a vizsgalandé szillogizmusok korét, érdemesnek tiint kisz{irni azo-
kat, amelyek méar viszonylag kis elemszami univerzumon is cafolhatok. Ezért olyan
alkalmazast készitettiink, amely adott univerzumméretig minden lehetséges interpre-
tacioban és approximacios téren kiértékeli a szillogizmusokhoz rendelt formulakat.

Az interpretéci(’)ban felhasznéltuk a formulék értékének meghatérozéséhoz a po—
gokat. A szdmitasokat a halmazokon végeztiik el, egy-egy halmaz pedig egy egész
szamként (mint bitvektor) keriilt abrazolasra. 32 bites architekttrat feltételezve igy a
processzor egy lépésben egyszerre legfeljebb 32 univerzumelemmel dolgozott a kvan-
tormentes részkifejezések kiértékelésekor ugy, hogy bitmiveletekkel helyettesitettiik
az elébb definialt halmazmitveleteket. Ennek készénhetSen 4 elemd univerzumot fel-
tételezve — ami az interpretécidk és approximacios terek vonatkozasaban tobb mint
134 milli6 kiilonb6z8 esetet foglal magaba — az Osszes szillogizmus vizsgalata nem
keriilt tébbe par percnél.

A 2.7. abra (47. oldal) a Java programnyelven készitett implementéciot illuszt-
ralja. Ha mar adott egy interpretéacio (és az altala generalt approximécios tér), akkor
els6 lépésben a [¢P ] T s [iP ] ~ halmazok keriilnek kiszadmitasra. Ezeket a halmazo-
kat rendre a ptd és pfd egészeket tartalmazo tombok reprezentaljak. A témb egy-egy
eleme egy olyan bitvektor, amely az univerzum megfelels részhalmazat dbrazolja, és
a tombnek annyi eleme van, ahény predikdtumparamétert hasznalunk. (A szillogiz-
musok esetében ez 3, ugyanakkor az alkalmazast tgy alakitottuk ki, hogy az angol
abécé Osszes kisbetiije hasznalhaté legyen.) A szillogizmusokat postfix kifejezések
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2.7. abra. A szemantika Java nyelvii implementécioja

int mask = -1; // each bit position contains 1

switch (next) { // next char of postfix formula
case 'A’': // forall

sp-—; // pop an argument

afd = sfd[spl;

atd = std[spl;

// push the result

sfd[sp] = (afd & mask) != 0 ? mask : 0;
std[sp] = (atd & mask) != 0
&& (afd & mask) == 0 ? mask : O;
sp++;
break;
case '&’: // conjunction
sp-—; // pop an argument

int rfd = sfd[sp];
int rtd = std[sp];
sp--; // pop an argument
int 1fd = sfd[sp];
int 1td = stdlspl;
// push the result

sfd[sp] = (lfd & (rfd|rtd))
| (rfd & (1lfd|1ltd));
std[sp] = 1ltd & rtd;
sp++;
break;
// ... other connectives

default: // an atom

sfd[sp] = pfd[next-"a’];
std[sp] = ptd[next-"a’l;
spt++;

break;




formajaban rogzitettiik egy-egy sztring literalban, megtartva a predikatumparaméte-
rek neveit, és rendre >, &, - és A karakterekkel helyettesitve az D, A, = és V logikai
konstansokat. Példaul Barbara az alabbi formaban jelent meg:

BARBARA = "mp>Asm>A&sp>A-&";

A postfix kifejezés kiértékelésére az algoritmus egy egész értékekbdl 4ll6 verempart
kat. A példaként bemutatott kodrészletben a verem tetejét az sp valtozd tarolja.
Az itéletlogikai Osszekots jelek implementélasa soran a formulak és a kvantormentes
kifejezések kozott nem kellett kiilonbséget tenni (az el6bbi esetben minddssze annyi
tortént, hogy a bitvektor minden bitpoziciojan azonos érték szerepelt).

2.4.4. Eredmények

Az elvégzett vizsgéilatok eredményét a 2.6. és 2.7. tablazatokban foglaltuk Ossze.

A tablazatokat lényegesen leegyszertsitettiik, mivel minden szillogizmus besorolhatd
volt 4 kategoridba. Ugyanannyi interpretacioé cafolta a Barbara szillogizmust, mint
a Baroco és Bocardo szillogizmusokat, tovibba egyforma eredményeket kaptunk Ce-
larent, Darii, Ferio, Cesare, Camestres, Festion, Disamnis, Datisi és Ferison esetében
is. Megjegyzends, hogy azonos szamokkal jellemzett szillogizmusok cafolatai mogott
nem feltétleniil ugyanazon interpretaciok allnak. Hamar kideriilt, hogy minddéssze
haromelemd univerzumon megkonstrualhaté mind a 14 szillogizmuscafolat. Ezutan
a kiilonb6z6 tulajdonsagokkal rendelkezs approximécios tereket és interpretaciokat
kiilon-kiilon is megvizsgaltuk. A tablazatok fels§ 6t sora az eszkozok jellemzdi alap-
jan mutatja a kiilonb6z6 approximéacios terek tulajdonsagait, azon esetekben, ha

1. legfeljebb 3 kiilonb6z6 alaphalmaz létezik (|B] < 3);
2. legfeljebb 2 kiilénboz6 alaphalmaz létezik (|B] < 2);
3. az alaphalmazok lefedik az univerzumot;

4. az alaphalmazok nem fedik le az univerzumot;

5. az alaphalmazaink paronként diszjunktak.

A kovetkezd 4 sorban az eszk6zok k6zott nem szerepls predikatumparaméterek alapjan
kiilonitettiik el azon eseteket, ahol

+
6. barmely P € Con esetén [ [P] (U.e) ] #+ @, azaz egyetlen predikdtumparamé-

terhez tartozd pozitivitasi tartomény sem iires;

7. barmely P € Con esetén [ [P] (Ve ] - # @, azaz egyetlen predikditumparamé-

terhez tartozd negativitasi tartomany sem {ires;

+ —
8. barmely P € Con esetén [ [P] <U’Q>} #+ & és [ [P] <U’Q>} + @, azaz a pre-
dikdtumparaméterekhez tartozo pozitivitasi és negativitasi tartomanyok egyike
sem fiires;
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2.6. tablazat. Cafolatok szama, ha |U| =3

(U,0) GAS Barbara Celarent Darapti Felapton
%8| < 3 32256 63 72 120 252 216
IB| <2 14336 28 24 24 72 72
Us=U 55 808 109 120 228 354 354
UBAU 9216 18 0 0 0 0
diszjunkt ¥ 7168 14 24 24 72 72
[o(P)]" #2 20731 127 84 168 162 240
[o(P)]” #@ 3115 127 36 42 102 108
[o(P)|T#2 834 22 0 12 18 18
o(P) # o(T) 4896 100 0 0 0 0
Osszesen 65024 127 120 228 354 354
2.7. tablazat. Cafolatok szama, ha |U| =4
(U, o) GAS  Barbara Celarent Darapti Felapton
[B| <3 2355200 575 4728 9576 22 368 18816
IB| <2 491 520 120 912 912 3024 3024
Us=U 132288512 32297 117696 219936 253212 314004
UB£U 1925120 470 3840 7296 11328 11328
diszjunkt ¥ 208 896 51 1104 1104 3456 3456
[Q(P)] 7$ @ 64139967 32767 110448 193776 158676 274104
[o(P)]™ 689831 32767 12168 25716 58 356 52920
[o(P) ] 229940 2680 1368 10608 15732 15252
o(P) # (T) 5918720 30580 540 4752 8652 6036
Osszesen 134213632 32767 121536 227232 264540 325332
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2.8. tablazat. A szillogizmusok céafolatai

Barbara, Darii, Darapti, Disamnis, Datisi

o(P) o(S) o(M)  o(T1) o(T2) o(T3) o(Ts) [P] [S] [M]

Uy 0 1 1 0 1 0 1 2 1 1
U2 1 0 1 1 1 0 0 1 2 1
U3 0 1 0 0 0 1 1 0 1 2
Uy 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2

Celarent, Ferio, Cesare, Festion, Felapton, Bocardo, Ferison

o(P) o(S) o(M)  o(Th) o(T2) o(T5) o(Ty)  [P] [S] [M]
Uy 0 1 1 0 1 0 1 2 1 1
U2 1 1 0 1 1 0 0 1 1 2
U3 0 0 1 0 0 1 1 0 2 1
Uy 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2

Camestres, Baroco

o(P) o(S) o(M)  o(T1) o(T2) o(T3) o(Ty)  [P] [S] [M]
Uy 1 1 0 0 1 0 1 1 1 2
U2 1 0 1 1 1 0 0 1 2 1
U3 0 1 0 0 0 1 1 2 1 0
Uy 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2

9. egyetlen P € Con esetén sem talalunk olyan T' € T eszkdzt, amely esetén o( P) =
o(T), azaz a predikditumparaméterek és az eszkozok interpretalasa kiillonbozo.

Ahogy az a 2.7. tablazatbol leolvashato, mind a 9 kiilon vizsgalt esetben mind a 14
szillogizmus megcafolhato volt legalabb 4 elemi univerzumot feltételezve (a 3 elemd
univerzum nem minden esetben bizonyult elegendének).

A 2.8. tablazatban harom olyan interpretaciot gytijtottiink dssze, amelyek kozott
a 14 szillogizmus mindegyikéhez talalunk cafolatot.

2.5. A kozelités relevanciaja

A kovetkezdkben azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett helyet-
tesitheti a kozelité szamitas eredménye a klasszikus szemantika esetében szamitottat.
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Formalisan: ha 7 € {0, 1} egy klasszikus értelemben vett igazsagérték, akkor
[A]? =7 = AP =7

milyen A formuléakra teljesiil. A cél egy olyan kalkulus kidolgozasa, amely segitségével
egy-egy formula esetében eldonthets, hogy helyettesiti-e a kozelit6 szamitas eredménye
a klasszikusat. (Abbdl a feltevésbdl indulunk ki, hogy a kozelitG szamitas lényegesen
gyorsabban végezhetd el, igy amikor csak lehet, inkabb ezt alkalmaznank.)

2.29. Tétel. Ha egy P(x) atomi formula a parcidlis approzimdcids téren kiértékelve
nem értékréses, akkor igazsdgértéke megegyezik a klasszikus logikdban ugyanazon in-
terpretdcioban szdmitott igazsdgértékkel, azaz

[P@] =7 = [P@l =,

v

Bizonyitds.

e Ha [[P(x)]]<U’Q> = 1, akkor van olyan T € ¥, hogy [o(T)]" C [o(P)]" és

T—u

(o(T)) (u) = 1, ezért u € [P]T, tehat |P(x) e — g,

e ha [[P(x)]]<U’Q> = 0, akkor van olyan T € T, hogy [o(T)]* C U\ [o(P)]T és

r—u

(o(T)) (u) =0, ezért u € [P] ™, tehat |P(x) e =
|

Legyen ez a kalkulusunk axiomasémaja a szokasos tort alakban, feltéve hogy 7 € {0,1}
és P € Con: o

[P@]¢ =7 = |P@" =7

v

A vonal alatti allitas akkor teljesiil, ha teljesiilnek a vonal feletti feltételek. Nincs
nehéz dolgunk az itéletlogikai {6 6sszekots jellel rendelkezd formulak esetében:

[A]S9 =1 7= |A|Y2 =17
[-A]9 =7 = |47 =7

[Al0 =r = A =7 [BR"Y =7 =|BI"" =7
[(AAB)]) =7 = [(AAB) (72 =7

(A1 =1—7 =AY —1-7 B =7= B[ =7

v

[(A5B)]{" =r=[A>B) | =7

v

Az itéletlogikai jelekhez tartozd szabalyok egyenes kévetkezményei a hozzajuk ren-
delt szemantikanak, igy ezek bizonyitaséval részletesen nem foglalkozunk, példaként
csak az els6t adjuk meg 7 = 1 esetében.

Bizonyitds. Indirekt moédon tegyiik fel a kovetkezdket:

1. Az A formula olyan, hogy ha [ A] f}U’E’) = 0 teljesiil, akkor | A |1<}U’9> =0,
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2. [-A]P9 =1, de |-A P9 £1.
Ezen indirekt feltevésekbdl az alabbiak kovetkeznek:

1. mivel a klasszikus logika nem értékréses, az utobbi feltevés kvetkezménye, hogy
| =A% =0, tehat | A" =1,

2. aKleene-féle gyenge szemantika szerint [ A ] 1<JU,@> = 1 csak akkor teljesiilhetett,
ha [A]%2 =o0;

3. az els6 indirekt feltevés szerint [ A] f}U’Q> =0 esetén | A| f}U’m =0;

ami | A[\7? értékére vonatkozo ellentmondss. [ ]

A fenti szabalyok segitségével belathatd, hogy a kvantormentes kifejezések also
kozelités segitségével szamitott értéke egybeesik a klasszikus szemantika szerint sza-
mitott értékkel, feltéve hogy értékrés nem keletkezett.

A kvantorok estében a kovetkezéket mondhatjuk (a vonal feletti allitds minden
u € U esetén érvényes kell legyen):

HAH(U»@ =0 = ‘A|<U1Q> 0

T=u T—=u

[vzA]"9 =0 = |vzA|P9 =0

[[AH(U@) -1 = \A|<U’Q>

T—=U U

[[EIxA]]w’g):l = \EI;UA|<U’>:1

—_

Lathato, hogy lényegesen gyengébb allitasokat tudtunk megfogalmazni. Példaként
most is csak az els6t mutatjuk meg (a valtozatossag kedvéért ez esetben direkt mod-
szerrel), hiszen itt is az Osszekots jelek szemantikajanak egyszertd kovetkezményérsl
van szo0.

Bizonyitds.

1. Tegylik fel, hogy az A formula olyan, hogy ha [[A]]f}U’Q> = 0 teljesiil, akkor
e _ o 4
| A% =0 is fennall.

2. Ha [VzA] (o) 0, akkor a kvantorhoz tartozé szemantika szerint van olyan
u € U és v(x) = u, amely esetén [[A]]iU’Q> = 0. Ebbdl feltevésiink szerint az
kovetkezik, hogy | A | f}U’m = 0, ekkor viszont |Vz A |1<)U’9) =0.

Abbél viszont, hogy [[VIA]]<U’Q> = 1, nem kovetkezik, hogy |VxA\<U’@> =1,
még abban az esetben sem, ha minden v esetén igaz az, hogy [A] 7<JU’9> = T esetén
|A |<U,g> -7
Bizonyitds. Az allitas igazolasara vegyiink egy egyszerd nyelvet, ahol Con = {P} és
T = {T'}, tovabba konstrualjunk olyan (U, g) interpretéciot, ahol

[o(T)]" Ce(P)]T & [o(P)]” # 2,
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azaz az eszkOzhOz tartozo pozitivitasi tartomany valodi részhalmaza a predikatum-
paraméterhez tartozé pozitivitési tartomanynak, tovabbé a predikdtumparaméterhez
nemiires negativitasi tartomany tartozik. Mindezek legaldbb 3 kiilonb6z6 univerzum-
elem létezését feltételezik (ne felejtsiik el, hogy az eszkozok pozitivitasi tartoméanya
nem lehet tires). Létezik tehat olyan uq,uq,us € U, hogy

Vilagos, hogy us tulajdonsagai miatt |Va P(x) \<U’Q> = 0. Tekintve, hogy [iP]f
tires (mivel T az egyetlen eszkdz a nyelvben), és [iP ]+ halmaznak eleme uq, igy

[Vz P(x)ﬂ<U’9> = 1. Mivel P(z) atomi formula, igy esetében mar bizonyitottuk,
hogy [[P(ac)]]f}U’g> = 7 kovetkezménye a | P(x) |1<)U’Q> =7 (ahol 7 € {0,1}). [ ]

Megjegyzendd, hogy a kalkulus, melyet definiadltunk, kizarolag a logikai jelek sze-
mantikdja miatt alakult ki, és olyan b&vebb nyelvben is érvényes lenne, amelyet nem
szikitiink le egyrétegli kvantalasra és egyetlen véltozora. Maga a kalkulus egy olyan
eszkozt ad a kezlinkbe, amely lehet6vé teszi tetszéleges formula minGsitését aszerint,
hogy a kozelitéssel szamitott igazsagértéke egybeesik-e a klasszikus értékkel. Ab-
bol a feltevésbdl kiindulva, hogy az approximécios tér segitségével végzett szamitas
gyorsabb, tetszéleges formula kiértékelését kezdhetjiik a kozelités szerinti érték meg-
hatarozasaval, majd ellenérizhetjiik, hogy megsporolhato-e a klasszikus szamitas.

Pesszimista szemantika

A korabbi tételek alapjan kialakult tapasztalatokat felhasznalva tjragondoltuk a sze-
mantikai definiciokat. Ennek soran két szempontot tartottunk szem el6tt: ahol lehet,
probaljuk meg csokkenteni az értékrés elfordulasanak lehetGségét, tovabba definial-
juk dgy a kvantorok szemantikdjat, hogy az véges univerzumon a szokasos médon
visszavezethets legyen itéletlogikai mtiveletekre:

\Va P(x) [V = N | P(a) |2 |32 P(2) "9 = \/ |P() |72, (2.9)

m»—>u ’ x»—>u )
uelU uelU

amely tulajdonsag az approximécios térre épitett szemantikdval nem teljesiil. Az 1j
szemantikat — manapsag divatos szohasznalattal élve — nevezhetjiik pesszimistdnak?,
mivel a hidnyz6 tudasra dgy tekint, hogy az akar minden eddigi ismeretiinknek is
ellentmondhat. (Eddig példaul az univerzalisan kvantalt kifejezést elfogadtuk igaznak,
ha a kozvetlen részformula néhany — legalabb egy — univerzumelemet a kétott valtozo
helyébe helyettesitve igaz volt, és egyetlen esetben sem hamis.)

A pesszimista szemantika esetén az interpretacio és az approximacios tér korabban
bevezetett fogalmait megtartjuk, csak a nyelv szavainak értékét definialjuk masképp:

2.30. Definicié. Egy F € QF U Form (pesszimista) értéke alatt (U, g) interp-
retdcidban és kvantormentes kifejezések esetében szintén adott x — u (ahol u € U)

2Ez a megkozelités eltér a [25]-ben megadott pesszimista, optiomista és atlagos szemantikaktol.
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(U,e)

vdltozokiértékelés mellett a kovetkezdképpen definidlt és | F |,5) formdban jeldlt igaz-

sagértéket értjiik:
1. Egy P(z) € QF atomi kifejezés értéke az elébbi szemantikdhoz képest nem vdl-
tozik:
BCONF I PCO) B

U Ut

2. Az itéletlogikai dsszekiotd jelek esetében az értékrés megjelenésének esélyét az-
zal csokkentjiik, hogy Kleene erds konnektivumainak (2.5. tdbldzat, 44. oldal)
segitségével definidljuk dket:

(Ug) def 5 (Ue)
[-Al§ LAJ
(Ao B9 a0 B“*@>

5B
L(anB) [P0 ¥ LJ“@RLJ
ahol A és B vagy mindketten kvantormentes (QF-beli) kifejezések, és ekkor v
eqy x — u alaku helyettesitést jelol, vagy A és B mindketten formuldk, mely
esetben v elmarad (helyettesitést nem adunk meg, hiszen a Form halmaz elemei
mind zdrtak).

3. A kvantdlt kifejezések értéke — a 2.9-ben leirt elvdrdsoknak megfelelden — a ko-
vetkezdképpen definidlt:

a van olyan u € U, ho =
0 h ly U, hogy | A |72 =,
x % {1 haminden ue U esetén | A |02 = 1,
|Vz A | (U,0) ()
2 egyébként;
1 ha van olyan u € U, hogy LAjgif;Z =1,
[Fx A We) 2 ) ha minden u € U esetén LAJ;U,_ﬁZ =0,
2 egyébként.

A pesszimista szemantika alapjan kiegészithetjiik a kalkulust (amelynek korabbi
szabéalyal az 1 szemantika esetében is érvényesek) két tovabbi szaballyal:

LAJ(U@ -1

r—u

= [A]Y2 =
vz AV =1 = [[V:EA]]<UQ =1
=

U

LA =0 [A1852 =0
|24 |9 =0 = [3A]Y9 =0

Lényeges kovetkezmény, hogy a pesszimista szemantika alapjan értékelt formula
igazsagértéke (feltéve, hogy értékrés nem keletkezett) egybeesik a formula klasszikus
értelemben vett igazsagértékével.
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2.31. Tétel. Minden A kvantormentes kifejezés vagy formula esetén
AL = = Al =T,

ahol T € {0,1} igazsdgérték, (U, o) tetszdleges interpretdcid, v pedig a kvantormentes
kifejezések esetén egy x — u alaki helyettesitést jelol (ahol u € U).

Bizonyitds. A tételt a kalkulus felhasznalasédval a kvantormentes kifejezések és a
formulak szerkezeti indukciojaval igazoljuk. (Mivel a bizonyitas nem tul komplikalt,
roviditjiik agy, hogy a A és 3 logikai jeleket eltavolitjuk a nyelvbol.)

1. Atomi (P(x) alaku) kifejezések esetében az &llitas a 2.29. tétel miatt teljesiil.
2. Tegyiik fel, hogy A és B esetén az allitas teljesiil, ekkor

(a) ha L—.AJ1<}U79> = 7, akkor [AjiU’m =1 — 7, ami feltevésiink szerint azt
jelenti, hogy | A |f)U’Q> =1 — 7, kovetkezésképpen | —A |1<}U’Q> =T
(b) ha | (A D B) |V =0, akkor | A {9 =16 | B|'Y? =0, ennél fogva
(ALY =1es | BT =0, dgy [(45 B, =0;
(c) ha | (A > B)|{V® =1, akkor
o vagy | A]{U9 =0, és ezért | AV =0,
® vagy LBL(}U@) =1, és ezért |B|UUQ =1,

melyek kovetkezménye mindkét esetben | (A D B) |f)U’9> =1;

(d) ha LVmAJw’Q = 0, akkor létezik legalabb egy olyan u € U amely ese-
tében [AJ<U’Q> = 0, tehat feltevésiink szerint |A| @ = 0, ami miatt

U ;m—>u
|Vz A0 = o,
(e) ha LVxAJ U = 1, akkor minden v € U esetén LAJ = 1, tehat

ZLW—)U

feltevésiink szerint |A\ ,_m =1, ami miatt |Vz A |<Ug =1
]

Sajnos a kvantorok pesszimista szemantikidjanak megvan az ara, mivel az értékrés
keletkezésének valoszintisége megns. Abban az esetben, ha az approximécios tér par-
cialis, akkor Vx A kozelitett értéke nem lehet igaz, épp ugy, ahogy dzr A értéke sem
lehet hamis.

2.32. Tétel. Legyen A € QF egy tetszdleges kvantormentes kifejezés és az (U, o) egy
olyan interpretdcio az A kifejezés nyelvéhez, amely dltal generdlt GAS approzimdcios
tér valoban parcidlis, azaz van olyan u* € U, hogy minden T € ¥ eszkiz esetében

o(T)(u*) = 0. Ekkor
|[Vx A] #1 és [Tz A] #0.

Bizonyitds. A tételben szerepls (U, o) interpretacio esetében tetszleges P € Con
predikdtumparaméter értékére igaz, hogy

w g (P19 ] [P0 ], et | P@) )00 = [P@)]E0 = 2.
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Ennek oka, hogy az approximéacios teret az eszkdzok pozitivitasi tartomanyai gene-
raljak, az u* azonban ezek egyikének sem eleme. A kiévetkezmény, hogy tetszdleges
kvantormentes kifejezés esetén

I_AJm»—>u* = 2’

hiszen — akar az erds, akar a gyenge konnektivumok segitségével definidltuk az ité-
letlogikai GsszekotGket — az értékrés megmarad, ha minden kozvetlen részkifejezés
értékréses. ]

Ebben a fejezetben kizarolag az interpretacio altal generalt approximécios tér alséd
kozelitését hasznaltuk fel, a fels kozelitéssel nem foglalkoztunk. Természetesen ana-
log modon készithettiink volna olyan szemantikat is, amely a felsé kozelitésen alapul,
azaz ahol az atomi P(x) € QF kifejezések értéke a [ P(x) W;U,jg—val jelolt és a kovet-
kezSképpen definialt {0, 1,2} halmazbeli érték:

» 1 hawueu([oP)]h);
[P)1%2 = L0 hawe U\ [u(e(P)]");
2  egyébkeént.

Tekintettel arra, hogy a predikdtumokhoz rendelt fiiggvények definidlasakor a felsé
és also kozelités (| P(x) | és [ P(x)]) meghatarozasa soran a negativitasi tartomanyt
azonos modon hataroztuk meg, kijelenthets, hogy

2 ),

z>—>u

[P)1%2 =0 = |P()¥

T—=u

Sajnos azonban az atomi kifejezések esetében ennél tovaibb nem mehetiink.

[P)1% =1 % |P@)|V9 =1

2.6. (")sszegzés

Arisztotelész kategorikus szillogizmusainak vizsgélatara kizarolag az also kozelitésen
alapulé szemantikat készitettiink. Ugy gondoltuk, hogy mivel az alsé kozelités repre-
zentélja a biztos tudésunkat, igy ez esetben van remény arra, hogy a szillogizmusok a
kozelités hasznalata mellett is érvényesek maradjanak. Ennek ellenére még viszonylag
kis méretii univerzum mellett is sikeriilt megcafolni ezeket.
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3. fejezet

Approximaci6 allapottereken

A fejezetben bemutatott otletek és eredmények [16]-ban keriiltek korabban publika-
lasra.

3.1. A bizonytalansag kezelése klasszikus megoldas-
keres6kben

Feltételezve, hogy reprezentalhatd egy probléma olyan logikai rendszeren, amely sze-
mantikajanak hatterét parcialis approximacios tér adja, fel kell késziteni a megoldés-
kerest rendszereket az ebbdl adodo sajatossagok kezelésére. A logikai rendszerek vizs-
galata soran azzal a feltételezéssel éltiink, hogy az approximécios rendszer hasznélata
mellett szolhat az egyes kifejezések kiértékelési idejének csokkentése. Az allapottér-
reprezentaciok esetében nem elhanyagolhat6 annak a lehetGségnek a mérlegelése sem,
hogy kevesebb attributum alapjan probaljuk meg jellemezni az allapotokat, csok-
kentve ezzel az allapotleiras bonyolultsagat. Jelen alfejezetben azt a kérdést jarjuk
korbe, hogy miként lehet egyszertien atalakitani a klasszikus megoldéskeress algorit-
musokat gy, hogy figyelembe tudjak venni a kozelité szamitasok eredményét és az
ezekben rejlé bizonytalansagot.

3.1.1. Visszalépéses keress

Els6 lépésben az operatoralkalmazasi el6feltételekre koncentralunk. Az operatoralkal-
mazasi el6feltételek valogatjék ki az a € A valodi allapotok koziil azokat, amelyekre
adott o € O alkalmazhaté6. Formalisan:

dom(o) ={a:a€ A A p,(a)},

ahol a ¢, (a) formula irja le az o operatoralkalmazasi el6feltételét adott a € A allapot-
ban. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a ¢,(a) formula a 2.28. definicioban
megadott egyrétegl els6rendt nyelvnek formulaja, és igy kiértékelhets a 2.30. defini-
cibban rogzitett pesszimista szemantika szabélyai szerint.
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3.1. Definici6. Azona € A dllapotok halmaza, amelyre az o € O operdtor bizonyosan
alkalmazhato, a dom*(0)-val jeldlt és a kovetkezoképpen definidlt halmaz:

dom*(o)={a:ac AN [p,(a)] =1}.

3.2. Definici6. Azon a € A dllapotok halmaza, amelyre az o € O operdtor lehetséges,
hogy alkalmazhato, a domT(o) -val jelolt és a kévetkezdképpen definidlt halmaz:

dom™(o)={a:aeA A |g.(a)] #0}.

Informalisan ugy tekintjiikk, hogy amennyiben az operatoralkalmazasi eléfeltétel fel-
irhato a 2.28. szerinti formula forméjaban, akkor a € dom*(o) pontosan akkor tel-
jesiil, ha a pesszimista szemantika szerint az alkalmazasi el6feltétel igaz a-ra, mig
a € dom'(0) akkor, ha az alkalmazasi elsfeltétel a-ra nem hamis. Ekkor dom* (o) és
A\ dom'(0) halmazok egy orthopairt alkotnak, tovabbé

dom*(0) C dom(o) C dom'(0) C A, (3.1)

igy tulajdonképpen az operator értelmezési tartomanyanak also és fels§ kozelitését
definialtuk. Valojaban a célnak tetszdleges, az A halmazon értelmezett (1.1) szerinti
— er6s approximécios tulajdonsagot teljesité — approximaciés par megfelel.

A Kklasszikus megoldéskeress algoritmusokat most tgy alakitjuk at, hogy az &lla-
pottérgrafot — amig ez lehetséges — az approximacié alapjan biztosnak vélt tudasunk
mentén jarjuk be, majd csak ezt kovetGen keriiljon sor a lehetséges esetek koziil azokra,
ahol az eredeti operatoralkalmazasi el6feltétel alapjan kell donteni a tovabblépés le-
het&ségérsl. A motivacio arra a feltevésre vezethets vissza, hogy | p,(a) | 1ényegesen
gyorsabban meghatarozhato, mint a klasszikus szemantika szerint szamitando | ¢, (a) |
értek; illetve az a € dom*(0) és a € dom” (o) relaciok kénnyebben ellendrizhetdk, mint
az a € dom(o). Természetesen ha kideriil, hogy a ¢ dom*(0) és a € dom'(0) fenn-
all, akkor ki kell szamitani, hogy a € dom(o) teljesiil-e. Ezt ugyanakkor toreksziink
annyira elodézni, amennyire csak lehet.

A Kklasszikus visszalépéses megoldéskeress algoritmus szerkezetén lényeges modo-
sitast nem kell elvégezni. A megoldaskeress tulajdonsagait adatbazis, miveletek és
vezérl6 szerinti bontasban réviden attekintjiik.

Adatbazis

A visszalépéses keres adatbazisaban az allapottér feltart részébsl csupan egy, a kez-
dsallapotbél indulé utat tart nyilvan, amelyet veremként szokas implementalni. A
verem tartalmét nevezziik aktualis utnak, a verem tetején levé allapotot aktualis
allapotnak. A veremben az egyes allapotokrol tarolt informéciokat kiegészitjiik az
allapotot elsallitoé operatorral és az adott allapotban még nem alkalmazott, de alkal-
mazhato operatorok listajaval. Ez utobbi informéciot két listaban tartjuk nyilvan:

1. még nem alkalmazott, de bizonyosan alkalmazhat6é operatorokat tartalmazo,
kezdetben:
{060 . a € dom*(0) };
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2. és amég nem alkalmazott, de lehet, hogy alkalmazhat6 operatorokat tartalmazo,
kezdetben:
{ 0€ O : acdom'(o)\ dom*(0) }

listakat (halmazokat), ahol @ € A az a veremben téarolt allapot, amelyhez csatolni
akarjuk a kiegészit6 informéaciot.

Miiveletek

A visszalépéses keress adatbazisan két miveletet definidlunk:

1. az operdtoralkalmazds miivelet hasznalata esetén az aktuéalis allapotra alkalma-
zunk egy kivalasztott operatort, és az eredményt (kiszamitva az 0j allapothoz
tartozo kiegészit6 informaciokat) hozzdadjuk a veremhez, amivel noveljik az
aktualis ut hosszat;

2. a visszalépés miivelet eltavolitja a verem tetejérsl az aktualis allapotot, igy csok-
kenti a tarolt ut hosszat.
Az algoritmus jellemzése

A keresés menete nem kiilonbo6zik a szokvanyos visszalépéses algoritmustol, egyszertien
csak azoknak az operatoroknak az alkalmazéasat vessziik elére egy-egy &llapotban,
amelyek alkalmazhatosaga az approximéacios tér hasznéalataval meghatarozhatod (az
eredeti formula értékének kiszamitasa nélkiil).
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3.1. abra. A visszalépéses megoldaskeress algoritmus informalis 1épései

(1) Inmicializaljuk a vermet, elhelyezve benne a kezdallapotot (és a hozza tartozod
kiegészit6 informaciokat).

(2) Megvizsgaljuk, hogy az aktudlis allapot teljesiti-e a célfeltételt,
e ha igen, akkor az algoritmus sikeresen véget ér, és megoldassal terminal (a
megoldas a verem tartalmabol leolvashato);
e ha nem, akkor az algoritmus a (3)-as ponton folytatodik.

(3) Megvizsgaljuk, hogy az aktudlis allapotban vannak-e még ki nem probalt, de
bizonyosan alkalmazhat6 operatorok,

e ha igen, akkor — egyben ezzel a listabol eltavolitva — kivalasztunk egyet és
alkalmazzuk, majd az algoritmus a (2)-es ponton folytatodik;
e ha nem, akkor az algoritmus a (4)-es ponton folytatodik.

(4) Megvizsgaljuk, hogy az aktudlis allapotban vannak-e még ki nem probalt, de
lehetséges, hogy alkalmazhat6 operatorok,

e ha igen, akkor — egyben ezzel a listabol eltavolitva — kivalasztunk egyet,
majd meghatarozzuk, hogy az aktualis allapot teljesiti-e a valasztott opera-
tor alkalmazéasi el6feltételét. Ez utobbi esetben az operator alkalmazaséaval,
majd a (2)-es ponton folytatjuk az algoritmust, ellenkezs esetben a (4)-es
pontot ismételjiik meg;

e ha nem, akkor az algoritmus az (5)-6s ponton folytatodik.
(5) Alkalmazzuk a visszalépés miveletet, majd megvizsgaljuk, hogy a verem iires-e,

e ha igen, akkor az algoritmus befejezi miikodését, felismerve, hogy a prob-
léma nem megoldhato;

e ha nem, akkor folytatjuk a (3)-as ponton.
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3.1.2. Keres6faval keresSk

nyuljunk vissza. Az A allapothalmazt az allapotok jellemzdi segitségével hatarozzuk
meg a
T=T\ xTy x...xT,

Descartes-szorzat segitségével, ahol T; az egyes jellemzdk lehetséges értékeit tartal-
mazza: T elemei koziil a kényszerfeltételek segitségével valogatjuk ki az A C T éalla-
pothalmaz elemeit (a valodi allapotokat). A kényszerfeltételek rejtve megjelennek az
operatoralkalmazasi eléfeltételekben is. A kényszerfeltételeket kiemelve az operatorok
alkalmazasi el6feltételeibsl, dltalanosithatjuk azokat.

3.3. Definicié. Az f: T — T fliggvény az o € O operator altalanositasa, ha
1. dom(o) = { @ : a e (dom(f) NA) A f(a) €A}, aholdom(f) C T, és
2. minden a € dom(o) esetén o(a) = f(a).

Informélisan: az o operatort altaldnosito f fiiggvény megadja az operator hatasat; az
pedig, hogy egy o operator alkalmazhato-e egy adott a € A allapotban, gy dont-
hetd el, hogy megvizsgaljuk, hogy a hozza tartozé f fliggvény a szerinti képe valodi
allapot-e. Nem kizart, hogy az f fliggvény is rendelkezik (ﬂ)?n( f) altal definialt alkal-
mazasi el6feltétellel, igy nem kotelezd (sok esetben nem is lehet) minden alkalmazasi
eléfeltételt a kényszerfeltételben megjeleniteni.

Az altalanositéas lehet6vé teszi, hogy a megoldéaskeresd algoritmusokban az f fiigg-
vények hasznalataval nemvalodi allapotok is megjelenhessenek a keresés soran. (Epp
gy, ahogy a visszalépéses keresd atalakitott valtozatdban is megengedtiik olyan ope-
ratorok felbukkanasat, amelyek alkalmazhatosagaban nem lehettiink biztosak.) Meg-
jegyzendd, hogy f nem lehet parcialis fiiggvény, vagyis dom(f) = T.

3.4. Definici6. Az a € A dllapotbdl az o’ € T bizonyosan kozvetleniil elérhets, ha
van olyan f dltaldnositott operdtor, amely esetén a € dom(f) és a’ = f(a), tovdbba

Laed/o;l(f) A fla) EAJ —1,

azaz a pesszimista szemantika szerint meghatdrozva teljestl az alkalmazdsi eldfeltétel
az a dllapotban, és teljesil a kényszerfeltétel az a’ = f(a) dllapotban.

3.5. Definici6é. Az a € A dllapotbdl az a’ € T lehetséges, hogy kozvetlentil elérhetd,
ha van olyan f dltaldnositott operdtor, amely esetén a € dom(f) ésa’ = f(a), tovdbbd

[aecﬁl(f) A fla) GAJ —2,

azaz a pesszimista szemantika szerint nem hatdrozhatd meg, hogy teljesiil-e az alkalma-
zdsi eldfeltétel az a dllapotban és teljesil-e a kényszerfeltétel az o' = f(a) dllapotban.

Megjegyzés. A kozvetlen elérhetSséget az A halmazon — azaz csak valodi allapotok ese-
tében — definiadltuk, igy ahhoz, hogy a kozvetlen elérhetéség tekintetében nyilatkozni
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3.2. abra. A keres6faval megoldast keress algoritmusok informaélis lépései

20 2

(1) Inmicializaljuk az adatbazist, elhelyezve benne a kezdgéallapotbol készitett bizo-
nyosan nyilt cstcsot.

(2) Megvizsgaljuk, hogy vannak-e még nyilt cstcsok az adatbazisban, majd
e ha van még bizonyosan nyilt csiics, akkor kivalasztunk egyet kiterjesztésre
és folytatjuk a (3)-as ponton;

e ha nincs bizonyosan, de van még lehetségesen nyilt cstcs, akkor kivélasz-
tunk egyet kiterjesztésre és folytatjuk a (3)-as ponton;

e ha nincsenek nyilt csicsok, akkor az algoritmus befejezi miik6dését, felis-
merve, hogy a probléma nem oldhaté meg.

(3) Kiterjesztjiik a kivalasztott nyilt csicsot, és ha a kiterjesztés soran az algoritmus
nem terminalt, akkor folytatjuk a (2)-es ponton.

tudjunk, méar biztosnak kell lenni abban, hogy amire az altalanositott f operatort al-
kalmazni szeretnénk, az valodi allapot. Példaul (f o f2) (a) csak akkor lehet fo(a)-bol
kozvetlentil elérhets, ha fo(a) € A. Ezzel azt szeretnénk elkeriilni, hogy a megoldés-
keresés soran az allapottérgraf bejarasa kozben a keres6ben nem létezd, egynél tobb
élbol allo, osszefliggd élsorozatok jelenjenek meg.

A keres6faval megoldast keres§ algoritmusok (szélességi keresd, mélységi keresd,
optimalis keresd, stb.) a megoldaskeresés soran az allapottérgraf elgallitott részébsl
egy részfat tarolnak. A részfa minden cstcsat cimkézziik most az alabbiak szerint!:

e a bizonyosan nyilt csics olyan csucs, amely még nem keriilt kiterjesztésre, és
amely olyan &allapotot reprezentél, amely bizonyosan kozvetleniil elérhetd a fa-
ban sziilgjeként megadott cstcs szerinti allapotbol;

e a [ehetséges nyilt csiucs olyan csiics, amely még nem keriilt kiterjesztésre, és
amely olyan (nem feltétleniil valodi) allapotot reprezental, amely lehetséges,
hogy kozvetleniil elérhetd a faban sziilgjeként megadott cstcs szerinti allapotbol;

e a zdrt csucs — szokas szerint — olyan csiics, amelyre mar alkalmaztuk a kiter-
jesztés miiveletét.

Azért dontottiink a zart csucsok tarolasa mellett, hogy elkeriiljiik az utvonalak
ismételt bejarasat ([31] 77. oldal). A keresés soran ismételt utvonalak megjelenésétsl
még alternativ utaktol és koroktsl mentes allapottérgrafok esetén is tartani kell, mivel
a kozelités miatt megjelenhetnek az eredeti reprezentécioban nem szerepld élek.

LA [3]-ban megadott grafbejaré algoritmusban fehér, sziirke és fekete csticsokkal talalkozhatunk.
Jelenlegi terminolégiank szerint a fehér cstcsok még nem keriiltek az adatbazisba, a fekete csticsok a
mar kifejtett (zart) cstucsok, a sziirke csticsok pedig a bizonyosan nyilt csicsoknak feleltethet6k meg.
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3.3. abra. A kiterjesztés miiveletének lépései

(1)

Ha a kiterjesztésre kivalasztott csiics cimkéje ,,lehetséges nyilt”, akkor ellendriz-
ziik, hogy a csiics elérhet6-e a sziil6jébsl a megfelels operator szerint,

e ha igen, akkor a (2)-es ponton folytatjuk,

e hanem, Ggy a csicsot az adatbazisbol toroljiik és a kiterjesztést befejezziik;
ha a kivalasztott csics ,,bizonyosan nyilt”, gy szintén a (2)-es ponton folytatjuk.

Megvizsgaljuk, hogy a kiterjesztésre kivalasztott csics olyan allapotot
reprezental-e, amely teljesiti a célfeltételt, és

e ha igen, akkor az algoritmus sikeresen befejezi miikodését, és a megoldas a
tarolt keres6fabol kiolvashato;

e ha nem, akkor a kivalasztott cstcs cimkéjét ,,zdrt”-ra cseréljiik, majd az
algoritmus a kovetkezs ponton folytatodik.

Az altalanositott operatorok segitségével elGallitjuk az Gsszes bizonyosan koz-

vetleniil elérhets és lehetségesen kozvetlentil elérhets allapotot, majd minden
allapot esetében az alabbiak szerint jarunk el:

e ha az 14j allapot még nem szerepelt az adatbazisban, 0j nyilt cstcsot készi-
tiink, amely pontosan akkor lesz ,,bizonyosan nyilt” cimkével ellatva, ha az
allapotot a kiterjesztés soran bizonyosan kozvetleniil elérhets allapotként
kaptuk;

e ha az 1j allapot mar szerepelt az adatbézisban, akkor az alabbi tablazat
szerint jarunk el:

bizonyosan elérhet6 lehetséges elérhetd

zdrt nincs modositas nincs modositas
bizonyosan nyilt nincs moédositas nincs moédositas
lehetséges nyilt frissités feltételes frissités

ahol a frissités az adatbazisban tarolt csics cseréjét jelenti; mig a feltéte-
les frissités esetében megvizsgaljuk, hogy a csics elérhets-e a sziilgjébsl a
megfelel§ operéator szerint, és nemleges valasz esetén frissitiink.

A megoldaskeresés menetének illusztracidjat egy fiktiv allapottér-reprezentaciot
felhaszalva a B fiiggelék tartalmazza.

3.2.

Az Allapothalmaz kozelitése

Amikor 6sszehasonlitjuk egy probléma lehetséges allapottér-reprezentacioit, fontos
szempont az allapothalmaz elemszama. Természetes, hogy amennyiben sikeriil ki-
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sebb elemszamu allapottérrel modellezni a problémat, gy a megoldaskeress algorit-
musoknak kisebb (kevesebb csticsbol és élbsl 4llo) grafot kell bejarnia a megoldas
elsallitasahoz, ugyanakkor tipikusan Osszetettebb kényszerfeltétel sziikséges ahhoz,
hogy definialjuk a valodi allapotokat. Ebben az alfejezetben két egyszerii és jol ismert
probléma segitségével jarjuk koérbe, hogy miként segit minket az approximéciés tér
feltarni a kapcsolatot ugyanazon probléma kiilonb6z6 modelljei kozott.

Els6 lépésként tekintsiik tgy az allapothalmazt definidlé kényszerfeltételt, illetve
a kényszerfeltételt leird klasszikus elsérendi logikai formulét, mint egy konjunkciolan-
cot. Valojaban ez a megkozelités az allapottéren eléggé jellemzs, a kényszerfeltételt
szokas szerint tObb egyszerre teljesitendd kritériummal hatarozzak meg. Jeldljon ¢;(a)
egy klasszikus elsérendi formulat, amelynek paraméterei az a allapot attribatumai:

A={aeT :pi(a) Np2(a) N... \Npi(a) }

A megkozelités elénye, hogy igy az A halmaz az egyes formulak pozitivitasi tartomé-
nyanak — jelolje ezt most S;, ahol ¢ = 1,2, ..., k — metszeteként definiadlhato:

k k
Si={aeT :ypila)} esetén A:ﬂSi és AC:USL‘C,
i=1

i=1

ahol a komplementerhalmazokat 7T alaphalmaz felett értelmezziik, igy S¢ =T \ S.

3.2.1. Az n-vezér probléma allapottér-reprezenticioi

3.4. abra. Az n-vezér probléma

A feladat, hogy egy n sorbdl és n oszlopbdl allo tdbldn helyezziink el n darab vezért
dgy, hogy azok ne tssék eqymdst (azaz minden sorba, oszlopba és dtléba legfeljebb egy
darab keriljon).

A kovetkezkben tekintsiik &t a jol ismert — és a 3.4. abrdn megadott — n-vezér
értéket rendeliink, amely megmutatja, hogy talédlhato-e vezér az adott cellaban. Ek-
kor:

T = {0,137

Ebben a modellben a célunk az, hogy a teljesen tires (kizarolag 0 értékeket tartalmazo)
tablabol — mint ag kezddallapotbol — kiindulva n kiilénb6z6 operatort alkalmazva le-
rakjunk egymas utan n darab vezért agy, hogy azok ne iissék egymaéast. Az allapotteret
ez utobbi feltétel segitségével definialjuk?:

A={aeT : pi(a) Npa(a) Aps(a) }, ahol a = (ai;)nxn

2A formuldkat most csak illusztraljuk egy olyan klasszikus elsérendii logikai nyelven, amely tSbb-
fajtaja [17] és egyenlSségjeles. Az elképzelt interpretacioban azt, hogy az a allapotban a tabla
i. sordban és j. oszlopaban &ll-e vezér vagy sem, rendre a; ; = 1, illetve a; ; = 0 jelzi, mig az 1, j, k, £
valtozok az 1,...,n halmazbol vehetnek fel értékeket.
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¢1(a): az a allapotban tetszdleges két kiilonbozs vezér kiilonbozs sorban All:
ViV (aij =1 Nagy =1Nj#LDi#k);
wa(a): az a allapotban tetsz6leges két kiilonbo6z8 vezér kiilonb6zs oszlopban 4ll:
ViViVEY(ai; =1 Nagy =1ANi# kD j#L);
p3(a): az a allapotban tetsz6leges két kiilonbo6zd vezér kiilonbozs atloban all:
ViViVkV(ai; =1Nap =1ANG#kVj#L) Dli—kl#|j—4).

A célallapotok olyan valédi allapotok, ahol n darab vezér van a tablan (ami figyelembe
véve a kényszerfeltételt, pontosan akkor teljesiil, ha minden sorban van vezér):

C:{ZIGAVZEU(QZ,]ZI)}

Operatorokat n -n darabot adunk meg, a tabla minden ¢ soraban és j oszlopaban allo
cellahoz egyet-egyet. Fzeket most az altalanositott operatorok segitségével definialjuk:

(i/OI\n(fm):{aEA:ai)j:O}

1 hai=kAj=¢

i i(a) =a’ gy, ho ay, , =
fij(a) B, HOBY  @hor =\ caveblent,

Bar ez a modell egyszerd és konnyen attekinthetd, a gyakorlatban mégsem hasznéla-
tos. A gond az, hogy egy-egy allapotban — kiilontsen a keresés elején — nagyon sok
alkalmazhato operatorunk van (példaul a kezdgallapotban épp n - n), igy hatalmas
allapottérgraf keletkezik. Felismerve, hogy a cél elérése szempontjabol az operator-
alkalmazasok sorrendje nem széamit, de tébb kiilénb6z6 operatoralkalmazas-sorozat
segitségével is elérhets ugyanazon célallapot, javithatunk a reprezentacion. A szoka-
sos Otlet az, hogy oszloprol oszlopra haladjunk a vezérek lerakasaval. Igy mindjart
a kezd@allapotban n - n alkalmazhato operator helyett csak n darab marad (azok,
amelyek az els6 oszlop valamely soraba helyeznék el a kovetkezs vezért). Ezt a meg-
szoritast a kényszerfeltételt kiegészitve az alabbi o4 (a) formulaval fejezhetjiik ki:

w4(a): az a allapotban igaz, hogy ha valamely oszlopban vezér all, akkor tetszs-
leges megel6z6 oszlopban is:

Vi(Ik(ar; = 1) D ¥j(j < i D Ik(ap,; = 1))).

A késobbiekben ki fogjuk hasznalni a @4(a) formula azon tulajdonsagat, hogy az
eddigi kényszerfeltételtsl abban az értelemben fliggetlen, hogy mind az A, mind az
A€ halmaz esetében a ¢4(a) formulat teljesitd elemek valodi és nemiires részhalmazat
képezik A-nak, illetve A°nek (kivéve persze az n = 1 esetet, amellyel most nem
foglalkozunk).

A p4(a) formulaval kiegészitve az eddigieket, egy 0j (lényegesen kisebb elemszami)
allapothalmazt kapunk:

A'={aeT : pila) Npa(a) Aps(a) A ps(a) }
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A masodik reprezentacio esetén (ami igy az el6z6t61 csak a kényszerfeltételek meg-
fogalmazasaban kiilonbo6zott) tekinthetjiik ugy, hogy az A allapothalmaz A’ alsé ko-
zelitésével dolgozunk, ami az allapottér komplementerét felhasznélva felirhatd egy
Pawlak-féle approximécios parral rendelkezé parcialis approximécios tér segitségével.
Ehhez legyen

1. U="T,;

2. B ={5%,...,5§},ahol S; ={aeT : ¢ia) };

3. Dg olyan, hogy B C Dy, T € D3 és Doy az unié miiveletre nézve zart;
4. (Lu) (2.1. és 2.2. szerinti) Pawlak-féle approximacios par.

Természetesen feltételeztiik, hogy S¢ nem iires halmaz, hiszen ellenkez& esetben S; =
T, ami azt jelentené, hogy ¢;(a) minden allapotban teljesiil, azaz nem is valodi feltétel.

A (T,B,Dm,,u) approximacios téren az aj A’ allapothalmaz komplementere az
eredeti A allapothalmaz komplementerének felsé kozelitése:

A =u(A%), vagyis A = (u(A9))".
Mindehhez csak annyit kell belatni, hogy minden S¢ € B esetén A° NS¢ # &, ami
1. az S¢, S5, S5 halmazokra azért teljesiil, mert A° = S¢ U S§ U SS;

2. S§ esetében pedig azért, mert (A U Sy)¢ # &, hiszen volt olyan elem A°-ben,
amelyre a ¢4(a) formula nem teljesiilt.

Ezzel annyit értiink el, hogy a probléma két kiilonb6zd allapottér-reprezentacioja
kozti kapcsolatot halmazapproximécio segitségével fejeztiik ki.

3.2.2. A zebra probléma allapottér-reprezentacioi

A zebra probléma is olyan jol ismert feladvany, amelynek modellezésére tobb kiilon-
boz6 allapottér-reprezentacioé is alkalmas lehet. Maga a probléma tobb valtozatban
is létezik, és hivjak Einstein- vagy Kennedy-tesztnek is. A jelenleg targyalt valtoza-
tot a 3.5. abran ismertetjiik, amelyet a [20] 225. oldalan kozzétett véaltozat alapjan
készitettiink az 5. allitas (,a z6ld hdz rogton az elefdntcsont szind utdn dll”) aprod
atfogalmazaséval annak érdekében, hogy a feladatnak ne csak egy megoldéasa legyen.

Tulajdonképpen a feladat 5 héz 5 kiillonb6z6 tulajdonsaganak a meghatéarozasa a
rendelkezésre allo 14 igaz allitas alapjan. Az egyes hazak egyes tulajdonsagait egy
5 sorbol és 5 oszlopbol &allo tablazatban foglaljuk Gssze, ahol az oszlopok az egyes
hazakat, a sorok a kiilonféle tulajdonsagokat reprezentaljak.

Az allapottér-reprezentacio alapjaul egy 5 x 5-6s matrixokbol 4116 allapothalmazt
valasztunk. A maétrix egyes elemei a tablazatban megfelels cella értékét mutatjak,
megengedve, hogy egy-egy cella ismeretlen (kitoltetlen) legyen. Ennél fogva minden
cella 6 kiilonboz6 értéket vehet fel. A célunk, hogy a kezdetben teljesen kitoltet-
len tablazatot jelols ag kezdGallapotbol lépésenként egy-egy kitoltetlen cella értékét
meghatéarozva haladjunk a teljesen kitoltott, C-ben abréazolt tablazatokig. Valodi élla-
potnak viszont csak olyan métrixot tekintiink, amely olyan tablazatot jel6l, melyben
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3.5. abra. A zebra probléma

FEgy utcdban dll 6t hdz, amelyek mind kiilonbézd szintiek, és a lakdik kilonféle nem-
zetiségiiek, akik mds-mds dllatot tartanak, kilonbozd italokat fogyasztanak, €és eltérd
mdrkdji autokat vezetnek. Tudjuk tovdbbd:

Az angol a piros hdzban lakik.

A spanyolnak van eqy kutydja.

Kakadt a z6ld hdzban isznak.

Az ukrdn tojdslikért iszik.

A z6ld hdz régtén az elefantcsont szind hdz mellett van.

Az Oldsmobile tulajdonosdnak csigdi vannak.

A Ford tulajdonosa a sdrga hdzban lakik.

Tejet a kbzépsd hdazban isznak.

© X NS S o =

A norvég balrdl az elsé hdazban lakik.

~
S

A Chevrolet-tulajdonos szomszédjanak rékdja van.

~
~

. A lotulajdonos szomszédja Ford mdrkdju autdt vezet.

~
NS}

. A Mercedes-Benz gazddja narancslevet iszik.

~
Co

. A japdn Volkswagent vezet.
14. A norvég a kék hdaz mellett lakik.

A kérdés: kié a zebra, és melyik hdzban isznak vizet?

(a mar ismert tulajdonsagok alapjan) a feladatban megadott 14 mondatunk még igaz
lehet. Egy-egy operator feladata, hogy egy még ismeretlen értéket lecseréljen. Igy,
mivel mind az 5 haz mind az 5 tulajdonsaga 5 kiilonbozo6 értéket vehet fel, 125 darab
operatorunk lesz.

Az allapottér-reprezentécio teljes kifejtésétsl most eltekintiink (az alapotlet [14]-
ben is fellelhets), most csak az allapothalmazt vizsgaljuk. A feladat 14 allitasa egy-egy
feltételformula formajaban jelentkezik a kényszerfeltételben. Az els6 allitas megfelels
els6rendt nyelven formalizalva az alabbi alakot &lti:

p1(a) A p2(a) A ps(a),

ahol az alabbi formulakban ¢y a nyelvben az iires cellat jel6ls konstans, ¢; ; pedig az
1. tulajdonsaghoz tartozo egy lehetséges értéket reprezentéal.

v1(a): az a allapotban igaz, hogy ha az i. hazban angol (¢2 1) lakik, akkor a haz
szine piros (t1,1) vagy még nem ismert (to):

Vi(ag; =ta1 D a1y =t11Va,; =to);
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3.6. abra. A zebra probléma megoldésa (eredeti)

1. 2. 3. 4. 5.
sdrga kék piros elefdntcsont z0ld
Norvéqg ukrdn angol spanyol japan
Ford Chevrolet Oldsmobile Mercedes Volkswagen
viz tojaslikor tej narancslé kakao
roka lo csiga kutya zebra

3.7. abra. A zebra probléma megoldasa (moédositott)

1. 2. 3. 4. 5.
sdrga kék piros 26ld elefantcsont
NnoTrvéqg ukrdn angol japdn spanyol
Ford Chevrolet Oldsmobile Volkswagen Mercedes
viz tojdslikor tej kakao narancslé
roka lo csiga zebra kutya

po(a): az a allapotban igaz, hogy ha az 4. haz szine piros, akkor lakdjanak nem-
zetisége angol vagy még nem ismert (¢p):

Vi(a1; =t11 D ag; =ta1Vag; =1to);

v3(a): az a allapotban igaz, hogy ha az i. haz szine piros és a j. haz lakoja angol,
akkor i és j ugyanaz az oszlop (haz):

ViVj<a1)i = t1’1 N azj = t271 D= ])

Megjegyzendd, hogy az elsé allitas formalizalasahoz a kényszerfeltételben a ¢1(a),
wa(a) és ps(a) feltételek mindegyikére egyszerre sziikség van, annak ellenére hogyha
példaul egy allapotban mar egyetlen cella sem vehet fel ismeretlen — azaz to — értéket
az elsG két sorban, akkor ¢s(a) kovetkeznénye a ¢1(a) A p2(a) feltételnek, igy ekkor
maér felesleges. Ezt a gondolatot folytatva, ha egyszertsiteni akarjuk a probléma rep-
rezentaciojat (csokkenteni szeretnénk a feltételformulak logikai Osszetettségét), akkor
v1(a), pa(a) és p3(a) kozil csak egyet tartunk meg a kényszerfeltételben. Ennek
persze az az ara, hogy megnd a kényszerfeltételt kielégité matrixok (valodi allapotok)
szama (ugyanakkor a célallapotoké nem valtozik). Az igy nyert allapottér ekkor nem
més, mint

A= (A7),

ahol a 9B alaphalmazt az egyszertisités utan megmarado ¢(a) formuldkhoz tartozo S;
halmazok alkotjak.
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3.3. SAT probléma kozelité megoldasa

A kovetkezSkben a mesterséges intelligencia teriiletén klasszikusnak szamito allapot-
tér-reprezentacios technikéval leirhato problémékat itéletlogikai SAT problémaként
kezeljiik. Az allapottér-reprezentaciokbol klozhalmazt készitve keressiik a problémak
megoldasat.

3.3.1. Véges diszkrét allapotterek mint SAT problémak

A fejezetben megmutatjuk, hogy egy probléma allapottér-reprezentacidja hogyan ala-
kithato at itéletlogikai klozhalmaz kielégithetGségének vizsgalatava, feltéve hogy a
tekintett allapottér véges és diszkrét.

Legyen a p probléma egy lehetséges allapottér-reprezentacidja (A, ag,C, O), ahol

A§T1XT2X...XTn és Ti:{ti,lati,%“';ti,ki}'

Ekkor a probléma egy-egy allapotat n darab tulajdonsag hatarozza meg. Tetszéleges i.
tulajdonsag egy véges k; elemti T; halmazbol vehet fel értéket. Az allapotok maximalis
szdma a Descartes-szorzat elemszama:

¢l < Al < [k
=1

A Descartes-szorzat elemei koziil az A allapothalmaz elemeit a kényszerfeltétel, mig
ez utobbi elemei koziil a C célallapotokat a célfeltétel valogatja ki. Altalaban a célal-
lapotok szama nagysagrendekkel kisebb, mint az allapottér elemszama, s6t gyakran
az is kérdés, hogy célallapot egyéltalan létezik-e.

Az (A, ap,C, O) diszkrét és véges allapottér-reprezentaciohoz rendeljiink hozzé egy
L) = (LC, Con, Form) itéletlogikai nyelvet az alabbiak szerint:

1. LC = {—, V}, mivel a nyelv formulait itéletlogikai kl6zhalmazok Gsszeallitasara
akarjuk hasznalni, igy tovabbi logikai jelekre nincs sziikség.

2. A nem logikai konstansok C'on halmazat ugy alakitjuk ki, hogy minden 7T; hal-
mazba tartozo t; ; értékhez egy p; ; allitAsparamétert rendeliink. Késébb az
egyszeriiség kedvéért, ahol ez nem feltétleniil sziikséges, ott a kettds indexelést
elhagyjuk az alabbi révidités bevezetésével:

i—1
D¢ = Dpij, ahol =3+ Zk‘e.

e=1

Ezzel az egyszertsitéssel egy Con = {p1,p2,...,pm} halmazt kapunk, ahol

3. A Form halmaz olyan diszjunkciélancokat tartalmaz, amelyek Con halmazbéli
allitdsparaméterekbdl alkotott literdlokbol allnak, azaz itéletlogikai klozok.
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Az L nyelv egy interpretacioja alatt egyszerten egy o C Con halmazt értiink,
amely szerint a p € Con atomi formula értéke pontosan akkor igaz, ha p € 0. A
formulak (klozok) értékét a szokasos modon definialjuk.

Minden uw = (uy,ug,...,u,) € Ty X Ty X ... x T,, vektorhoz az LO) nyelv egy-egy
interpretaciojat rendelhetjiik hozza az alabbiak szerint:

ou={pij €Con :uy=t;;}.

Ebben a szemléletben tehat p; ; egy-egy o, interpreticioban azt jelenti, hogy az u
vektorban az i. koordinata értéke t; ;. Ettdl kezdve a probléma célallapotanak elalli-
tasa azt jelenti, hogy olyan p interpretaciot keresiink, amely olyan, a kényszerfeltételt
teljesité vektorhoz — azaz allapothoz — tartozik, amely esetén a célfeltétel is telje-
siil. Ehhez az emlitett feltételek L(9) nyelven torténd megfogalmazasara van sziikség,
amely 3 részbdl tevddik Gssze:

1. A kényszer- és célfeltételektdl fiiggetleniil az L(°) nyelv csak olyan interpretacioit
lehet vektorhoz rendelni, amelyekben minden ¢ = 1,...,n esetén

(a) pi,; € Con atomok koziil legalabb egy igaz:
DPi1 VDi2 V...V Diks (3.2)
(b) tetszdleges két kiilonb6z6 p; ; és p; ¢ atom koziil legalabb egy hamis:
-p;; vV pie, ahol j#Lésjle{l,2,... Kk} (3.3)

Ugyanis ha egy i-re minden p; ; atom hamis, u; nem lenne eleme T;-nek, tovabbé
ha van két kiilonboz6 p; ; és p; ¢ atom gy, hogy mindketts igaz, akkor u; a két
egyméstol kiilonbozs ¢; ; és t; o értékkel is egyenld kellene legyen.

2. A kényszerfeltételek esetében most csak a legjellemz6bb esetekre tériink ki. Az
altalunk vizsgélt problémakban a kényszerfeltétel olyan konjunkcios lanc, amely-
nek elemei olyan konjunktiv normalformék, amelyekben a p; ; és —p; ; literdlok
rendre azt fejezik ki, hogy (u; = t; ;) és (u; # t; ;). Az igy kapott konjunktiv
normalformékat alkot6 elemi diszjunkciok az L(©) nyelv formulai.

3. A célfeltételek megfogalmazasat a kényszerfeltételekéhez hasonlé modon kell
elvégezni.

A p probléma célallapotai a fent leirt klézokbol képzett klozhalmaz modelljei. A p
probléma megoldhato, ha a klézhalmaznak van modellje, azaz kielégithets. Innen-
t6l kezdve a feladat egy SAT probléma megoldisa, ami kozismerten egy NP-teljes
probléma.

3.3.2. SAT feladat megoldasa approximacios térrel

Legyen L(®) = (LC,Con, Form) az az itéletlogikai nyelv, amelyen a probléma meg-
fogalmazasra keriilt. Jelolje 2 az itéletvaltozokbol alkotott diszjunkt halmazparok
halmazat:

A={(P,Q): PCCon N QCCon N PNQ=0}
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A parok bal oldali komponenseire pozitiv, mig jobb oldali komponenseire negativ ité-
letvaltozokként fogunk tekinteni. A késébbiekben az 2 halmaz elemeit kétféleképpen
is fel fogjuk hasznélni:

1. Az LO gtéletlogikai nyelv klozai: Az L) itéletlogikai nyelv klozait abrazoljuk
olyan 2(-beli parral, amelynek bal oldalan a kl6z pozitiv, jobb oldalan a kléz
negativ literaljait soroljuk fel. Példaul:

p1V-p2V-ps  ~ ({1} {p2.ps}) -

Ez persze csak olyan klozok esetén teheté meg, amelyek nem tartalmazzak egy-
szerre a p; és —p; literalokat is. Az L(O) nyelv klozhalmazai felirhatok 2 rész-
halmazaiként. Azokat a klozokat, ahol ez az atiras nem lehetséges, egyszertien
elhagyjuk. (Tehetjiik ezt azért, mert ezen klozok érvényes formulak.)

2. Az LO) {téletlogikai nyelv interpreticidinak eqy csalddja: Legyen M pqy olyan
interpretaciok halmaza, amelyek a P-beli itéletvaltozokhoz igaz, mig a Q-beli
itéletvaltozokhoz hamis értéket rendelnek:

Mpoy={ 0:0CCon A PCo A Qno=2}.
A (P, Q) par altal leirt M p gy interpretaciocsalad elemeinek szama:
| M pgy| = 21ComI-IPI-IR]

Tulajdonképpen (P, Q) nem més, mint egy elemi konjunkecié pozitiv és negativ
literaljaiban szerepld itéletvaltozoinak halmazparja, M p gy pedig ezen elemi
konjunkcié modelljei.

Megjegyzés. Késébb, az interpretaciocsaladokon definialt miiveletek tulajdonsagainak
bizonyitsa soran kihasznéljuk azt, hogy o ¢ M p ) akkor és csak akkor teljesiil, ha

e van olyan p € p, hogy p € Q (vagyis p igaz a g interpretacioban és hamis az
interpretaciocsalad minden elemében), vagy

e van olyan p ¢ o, hogy p € P (vagyis p hamis a g interpreticioban és igaz az
interpretaciocsalad minden elemében).

Az 2 halmaz segitségével definidljuk a SAT problémat megoldé SAT fliggvényt
— SAT solver-t — a kovetkezGképpen:

SAT : 2% 5 2%

A SAT fiiggvény nemcsak azt a kérdést kell megvélaszolja, hogy a klozhalmaz kie-
légithet6-e, hanem esetiinkben azt is elvarjuk téle, hogy megadja a kl6zhalmaz mo-
delljeit (feltéve, hogy léteznek ilyenek). Ugy is megfogalmazhatjuk a feladatot, hogy
a klozhalmazbol képzett konjunktiv normalformét kell diszjunktiv norméalformava at-
alakitani. Természetesen az el6bbi feladat megoldéasa tobbféleképp is elGallhat, a SAT
solver implementéacidjatol fiiggfen. Néhany lehetséges implementalési technika meg-
talalhato [8]-ban.
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Tekintsiink egy egyszerd példat az L) = ({p1,p2, 03}, {—, V}, Form) nyelven.
Legyen adott egy probléma a nyelv klozainak alabbi halmazaként definialva:

{pP1V-p2, "p1V-p2Vps}

Ekkor a SAT probléma megoldésa alatt az alabbi hozzarendelést értjiik:

{ <{p1}7{p2}>7 <{p3}a{plap2}> } ‘m- { <{p1ap3}a®>7 <®7{p2}> }

kl6zok / CNF interpretaciécsaladok / DNF

(P1V—p2) A (mp1V-op2aVps) & (prAps) V pe

A megoldas azon interpretacidécsaladok halmaza, amelyek modelljei a p; Ap3 vagy —ps
elemi konjunkcioknak.

3.6. Definicio. Legyen (P,Q),(P’',Q’) € A olyan, hogy PN Q' =@ és QNP = 2.
Ekkor a T parcialis mivelet alatt a kévetkezdt értjik:

def

(P,QNP,Q) = (PUP,QUQ").

3.7. Definici6é. Legyen (P,Q) € 2 és (P, Q') € A két tetszbleges halmazpdr. Defini-
aljuk ekkor az U miveletet a kévetkezdképpen:

def

(P,QU(P.Q) ¥ (PnP.QNQ).
3.8. Tétel. Ha (P,Q) N (P, Q") definidlt, akkor
Mipgynip gy = Mpg) N Mprqgr,

vagyis két A-béli par metszeteként meghatdrozott interpretdcidcsaldd egybeesik a pdrok
altal meghatdrozott interpretdcidcsalddok metszetével.

Bizonyitds. Az allitast indirekt bizonyitjuk.

1. Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ € M pgyn(pr,qy de 0 & Mpgy N M(pr . Ha
o nem eleme a két interpretaciocsaldad metszetének, akkor o legalabb az egyik
interpretéaciocsalddnak nem eleme, legyen az most M p qy. Ekkor

(a) vagy van olyan p; € o, ahol p; € @, és ez esetben p; € Q U @', amelynek
kovetkeztében o € M p oyn(pr,0/);

(b) vagy van olyan p; € o, ahol p; € P, és ez esetben p; € P U P’, amelynek
kovetkeztében o € M p Qyn(pr,q)-

2. Tegyiik fel, hogy van olyan o ¢ M p oyn(p,q/y, ahol 0 € M p gy N Mpr .
Az elébbi kétféleképp teljesiilhet:

. . / 1 3 .
7 9 7 9 7 ’
(a) vagy van olyan p; € g, ahol p; € Q U Q’, igy viszont ha p; € Q, akkor

0 & Mpq), vagy ha p; € Q', akkor o & M p/ g, kivetkezésképp o nem
lehet eleme az interpretaciécsaladok metszetének;
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(b) vagy van olyan p; € p, ahol p; € P U P’, igy viszont ha p; € P, akkor
0 & Mpq), vagy ha p; € P', akkor o0 ¢ M p: ¢y, kbvetkezésképp o nem
lehet eleme az interpretaciécsaladok metszetének.

3.9. Tétel. Legyenek (P, Q) , (P, Q') € A halmazpdrok, ekkor
Mp.ur.qy 2 Mpgy UMp g,

vagyis A-béli pdarok unidjaként megadott interpretdciocsaldd bévebb lehet, mint a pdrok
altal leirt interpretdciocsalddok unidja.

Bizonyitds. Legyen L olyan itéletlogikai nyelv, ahol Coon = {p1,p2}. Tekintsiik az
alabbi két 2A-béli part, illetve ezek uniojat:

<{p1}7®> U <{p2}7®> = <®7®> s
tovabba legyen o az L(®) nyelv olyan interpretaciéja, ahol o = @. Ekkor
1. 0 € Mgz &), hiszen ez utobbi az L) nyelv sszes interpretaciojat tartalmazza,

2. 0 & Mip,1,2), mivel p1 & o, tovabba o &€ M (.1 z), mivel pa ¢ o,
3. a fentiekbdl kovetkezik, hogyo & M (p1,0) U M ((p,},2)-

Ezzel mutattunk példat arra, hogy a parok uni6jahoz tartozo interpretéiciok csaladja
tartalmazhat olyan interpretaciot, amely a parokhoz tartozé interpretaciocsaladok
egyikében sem szerepel.

A tétel méasodik felét indirekt bizonyitjuk. Tételezziik fel, hogy van olyan g in-
terpretacio, ami eleme az M p gy interpretaciocsaladnak (és ezen interpretéaciocsalad
barmely interpretaciocsaladdal vett uniojanak), de o & Mpgyupr,qy. A feltevés
masodik felébdl az alabbiak valamelyike kévetkezik:

1. van olyan p € Con, amely esetén p € ¢ és p € QN Q’, de ekkor p € Q, amelybdl
kovetkezGen o & M p gy, vagy

2. van olyan p € Con, amely esetén p &€ o és p € PN P’ de ekkor p € P, amelybdl
kovetkezGen o & M p q)-

Mivel mindkét esetben ellentmondas allt els, igy a tétel bizonyitast nyert. |

A tovabbiakban a 3.9. tételben megadott tulajdonsagot fogjuk felhasznalni az
interpretaciocsaladok felsg kozelitésének definidlasara. Valojaban ennek segitségével
a problémak célallapotainak halmazat szeretnénk feliilrél kozeliteni.

3.3.3. Halmazmetszeteken alapul6é approximacios tér

A kovetkezSkben olyan fels6 kozelitést szeretnénk definidlni, aminek segitségével az
interpretacioesaladokat interpretaciocsaladok uniojaval helyettesithetjiik (kozelithet-
jik). Amint azt az el6z6 fejezetben lattuk, az interpretaciocsaladot definialé halmaz-
par unioja alkalmasnak latszik a célra. Az unié miivelet a halmazparok tagonkénti
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metszetével keriilt definialésra, innen jon az Gtlet, hogy a kévetkezGkben olyan app-
roximacios teret alkossunk, amely halmazmetszetek segitségével ad felss kozelitést. A
minimalis célkitiizés, hogy olyan konstrukci6 keriiljon kialakitasra, ami a felsé kozeli-
tés normalitasat és monotonitasat garantalja.

Legyenek By, B, ..., By egy U alaphalmaz nemiires részhalmazai. Definialjuk az
approximacios teret a kovetkezé modon®:

1. A 9B alaphalmaz a B; halmazcsalad alabbi kiegészitése:
R R k
B ={B1,By,..., By, B}, ahol B=|]JB,
i=1

Tekintettel arra, hogy a halmazcsalad tagjaira tovabbi megszoritast nem alkal-
maztunk, kénnyen elgallhat, hogy | J B C U, azaz az approximécios tér parcialis.
A késébbiekben targyalt alkalmazas soran is ez lesz a tipikus eset.

2. Dy tartalmazza a definidlhaté halmazokat, ami 28 olyan kiterjesztése, hogy

(a) I €Dy
(b) N B € Dz minden nemiires B C B esetén.

3. Az approximécios teret csak fels kozelitésre szeretnénk hasznalni, ezért az ([, u)
approximacios parbol csak u-t definialjuk, mégpedig:

u(S) = [({B : Be(Bu{e}) A (SNB)C B}

Ha valamilyen formalis oknal fogva mégis sziikség volna az also kozelitésre (de
nem sziikséges észszertibb also kozelitést definidlni), és nem szeretnénk béviteni
a definidlhato halmazok korét, akkor azt mondjuk, hogy [ = u.

Megjegyzés. A felss kozelités metszetként vald definidlasakor hasznélt
{B: Be(BU{@}) A (SNB)C B}

halmazcsalad garantaltan nem tres, hiszen B € 9B halmaznak SN B bizonyosan

részhalmaza. Ennél fogva u(S) € B. Ha SN B = @, akkor a halmazcsaladban
B € 8 U {@} miatt az iires halmaz megjelenik, ezért ekkor u(S) = @.

A 3.8. abra a fels6 kozelitést illusztralja egy egyszert approximécios téren. Az
abrakon két vékonyabb kerettel szegélyezett téglalap (balrol jobbra By és By) segitsé-
gével definialjuk az approximécios teret. Az illusztracié szerint By N By # &, tovabba
By € By és By € By. Az alaphalmazokat B = Bj U By halmazzal kiegészitve a
kovetkezs definidlhato halmazokat kapjuk:

B = {B), By, B}, ®y ={@,B1N By, By, B, B}

3Az egyértelmiiség kedvéért B és S kovetkezetesen mindig U egy részhalmazat jelslik, mig B
egy U részhalmazaibdl all6 halmazcsaladot, B pedig az approximacios tér alaphalmazat. Tovabba
egy egyetlen elembdl all6 halmazcsaldad esetében a halmazcsalad tagjainak metszete egybeesik a
halmazcsalad egyetlen elemével.

74



3.8. abra. A fels6 kozelités illusztracioja

u() u(s’)

S/

A bal oldali abréan olyan S halmaz kozelitését jeloli a besatirozott teriilet, amely
egyarant részhalmaza Bi-nek és Bs-nek:

u(S) = ({B1, Bz, B}

A jobb oldali dbrén olyan S halmaz kozelitését illusztraltuk, amely S C 5" és S & B.
Bar S’ egyik alaphalmaznak sem részhalmaza, S’ N B t6bb alaphalmaznak részhal-

maza, igy:
S') =({B., B}
Mivel B c U , igy parcialis approximécios tér allt els.
3.10. Tétel. Az u figgvény teljesiti az aldbbi tulajdonsdgokat,
1. u monoton, vagyis ha S C S, akkor u(S) C u(S’),
2. wW(@) =@ (u teljesiti a normalitdsi kritériumot),
3. minden S € Dy esetén u(S) = S.
Bizonyitds.
1. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan S és S’ amely esetén
SCS, de u(S)Zu(s).
Ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:

(a) Mivel u(S) € u(S’), igy van olyan x € u(S), hogy = ¢ u(S’).
(

)
b) z ¢ u(S’") miatt van olyan B € BU{@}, amely esetén = ¢ B és S'NB C B.
(¢c) Ha 8’ N B C B, akkor SN B C B, hiszen S C 5’

(d) Mivel u(S) C B és x ¢ B, igy « ¢ u(95).

Az els6 és utolso pontban x € u(S) és « ¢ u(S) ellentmondas.

(0]



2. Ha S = @, akkor minden B € B U {@} esetén igaz, hogy SN B C B, igy

wW@) = @NBN...NBNB = @.

3. Az S € Dy definidlhato halmazok fels kozelitésérsl az alabbiakat mondhatjuk:

(a) S = O esetben az el6z6 pontban foglaltak szerint u(S) = @.

(b) Ha S € ®g nemiires halmaz, akkor elgall S = (B alakban, valamely
B C B nemiires halmazcsalad tagjainak metszeteként. Ekkor:

i. u(S) € S, mert B minden eleme szerepel abban a halmazcsaladban,
amely elemeinek metszeteként u(S) eléall, hiszen minden B € B telje-
siti az S N B C B feltételt.

ii. § C u(S) minden S C B halmaz esetében (igy ez esetben is) fenn-
all. Ekkor ugyanis S N BCB pontosan akkor teljesiil, ha S C B.
Igy S fels6 kizelitését most olyan halmazok metszeteként definialjuk,
amelyek mindegyikében szerepel S minden eleme.

Osszegezve: S C u(S) C S, tehat S = u(9).
|

Megjegyzés. A 3.10. tétel kvetkezménye, hogy [ = u esetén az (U, B, Dy, [, u) rende-
zett 6t0s egy parcialis approximacios tér, hiszen ekkor

1. Lu:2U —2U,

2. [ és u definialhato ([(S), u(S) C Dx);

3. [ és u monoton;

4. wW(@) = 2;

5. ha S € D, akkor [(S) = S;

6. teljesiil a gyenge approximacios tulajdonsig (ha S € 2V, akkor [(S) C u(S)).

Jobb also kozelités definidlasat azért nem tekintettiik sziikségesnek, mert ahogyan
ez kés6bb bemutatésra keriil, az approximéciés teret a problémék egyszertisitésére
hasznalva, kizarolag a felss kozelités segitségével dolgozunk majd.

3.3.4. A megoldas kozelitése

Az approximécios tér és a fels¢ kozelités hasznalatbavétele elstt kissé at kell forméalni
a probléma megoldasanak leirasat. A lényeg persze nem véaltozik, SAT probléma
megoldasa egy diszjunktiv normalforma. A diszjunktiv norméalformat alkot6 elemi
konjunkciokat eddig halmazparként abrazoltuk, szétvalasztva a pozitiv és negativ li-
teralokat:

SAT (p) = {{(P1,N1),...,(Pk, Ni) },
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ahol ha a probléma lefrasanak nyelve L(®) = (LC,Con, Form), akkor minden P; és
N, halmaz esetén P;, N; C Con. Most az approximéciés tér univerzumét a nyelv
literaljai adjék:

U={4 :p,eCon} U {!71- ZpiECOTL},
minden p; € Con allitasparaméterhez egy ¢; pozitiv és egy ¢; negativ literalt rendelve.
Ezzel minden elemi konjunkciét leiré halmazpar abrazolhaté U részhalmazaként.

A (20"")2 halmazparok és 2V literalhalmazok kozott definialjuk az alabbi kéleso-
nosen egyértelmd leképezést:

fr: (207 52V e ft 2V (200
fL(<P7Q>) = {gj:ijP}U{ZjlijQ}
s = {Api:tieS}t {p:4;€5})

Az approximéacios tér alaphalmazait a SAT (p) megoldasbol generaljuk, minden
SAT (p)-beli halmazparhoz U megfelels részhalmazat hozzarendelve az alabbi médon:

B = {By,Bs,...,B, B}
B = BiUByU...UB;

Definialjuk tovabbé az A halmazt a kovetkezSképpen:

A = {gjl
U {Ejl

ahol igy az A halmaz azokat a literalokat tartalmazza, amelyekben talalhato allitas-
paraméter (akar pozitiv, akir negativ literalban) az alaphalmazok altal reprezentalt
minden elemi konjunkciéban megjelenik.

A p probléma SAT (p) megoldasanak fels kozelitése alatt a megoldasban szerepld
halmazparok altal generalt approximacios téren szamitott kovetkez6 halmazt értjiik:

~.

s
Il
—

(¢; € Bi vV [; € B;) } U (3.5)

~.

s
Il
—

(EjGBi \/ZjEBi)},

{U(BiﬂA) : i:17...,k}

A cél tovabbra is a probléma megoldasat leiro halmaz egyszertisitése, amely tekinte-
tében kijelenthets, hogy

HuB;inA) :i=1,....,k}| < k.

Valojaban akkor sikeriil egyszertsiteni a leirast, ha léteznek olyan egymastoél kiilon-
b6z6 ¢ és j indexd elemek B-ben, ahol u(B; N A) = u(B; N A).
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3.1. tablazat. Illusztracié: probléma megoldasanak kozelitése

Con By Bs B3 tB1 1By 1Bs

+ —
+ o+

P1
D2
p3 - - -
2 - - :
Ds + - :
Pe : - +

|
HH |

+
+

CHH | e

H H

Példa

A kovetkezSkben egy egyszerd példan tekintjiilk at a kozelités mibenlétét. Ehhez
tételezziik fel, hogy a probléma olyan itéletlogikai nyelven van megfogalmazva, ahol
Con = {p1,p2,...,ps}, és valamely részproblémajanak megoldasaként a kovetkezs
diszjunktiv normélforma allt elG:

(P1 Ap2 A—p3 A=ps Aps) V (p1 Apa A—p3s A—ps A—ps A—pg) V (—p1 Ap2 A—p3 Apg)

A harom elemi konjunkciot rendre a kdvetkezé harom halmazpar reprezentalja:

<{p1,p27p5}, {p37p4}> ’ <{p17p2}, {p3,p4,p5,p6}> > <{p27p6}, {p17p3}>

A Con halmaz minden eleméhez két univerzumelemet — egy pozitiv és egy negativ
literalt — rendeliink, igy az U = {f1,0,...,0s} U {l1,0s,...,0s} univerzumhalmazt
kapjuk. A harom elemi konjunkcié, mint U harom részhalmaza, a kévetkezGképpen
abrazolhato:

PLAP2 A=p3 A—pysAps  ~ By = {l1,02, 03,04, 05},
pL Ap2 Ap3 A=pg A —ps A —pg ~ By = {l1,0,03,04,05, 05},
“pL Ap2 ATp3Aps  ~ Bz = {{1,02,03,0s}.

Ezeket — a korsbbiak szerint — a B = B; U By U Bs halmazzal kiegészitve kapjuk
meg az alaphalmazokat (B elemeit). A By, By és Bs halmazok egyike sem tartalmaz
ellentétesen negalt literalpart. A 3.1. tablazat segitségével illusztraljuk az approxima-
cios teret. A tablazat egy-egy sora megmutatja, hogy mely halmazban mely literdalok
talalhatoak meg. Rendre +, — és =+ jeloli, hogy az adott sornak megfelels allitdspa-
raméter a tekintett oszlophoz tartozé halmazban csak mint pozitiv, vagy csak mint
negativ literal szerepel, vagy pozitiv és negativ literdlban egyarédnt megjelenik.

Az A halmazt a (3.5) szerint kapjuk ugy, hogy az alaphalmazok mindegyikében
megjelend p1, ps és p3 ftéletvaltozokbol pozitiv és negativ literdlokat képziink:

A= {01,003} U {ly, 05,05}

A tablazat utolsé harom oszlopa tartalmazza a generald halmazok A-val valo metsze-
tének fels6 kozelitését. Mivel ez 1 By és T Bs tekintetében egybeesik, igy a kozelités
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eredményeképp kevesebb kiilonb6z6 halmazt kaptunk.

1 B1 =1 By = {l1,05, 03,04} ~~ p1 A p2 A ps A "y,
T By = {l1,05,03,06} ~ —p1 A p2 A —p3 A pg.

Ezzel a probléma megoldasanak leirasa a kovetkezs két elemi konjunkciora egyszerti-
s6dott (és ahogy ezt késébb latni fogjuk, pontatlanna is valt):

({p1,p2},{ps.pa}) . ({p2,p6}, {P1.p3}) -
A kovetkezSkben néhany tétel segitségével pontositjuk a kozelités tulajdonsagait.

3.11. Tétel. Legyen B = {By,.. .,Bk,B} eqy parcidlis approximdcios tér alaphal-
mazainak halmaza az U univerzum felett, valamint E1, ..., E, halmazok U nemiires
részhalmazai. Ha minden B € B esetén igaz, hogy

|IBNE;| <1, aholi=1,...,n,
akkor tetszdleges S C U halmaz felsd kozelitése esetén is igaz, hogy
[w(SYNE;| <1, aholi=1,...,n,
azaz a felsd kozelités megtartja az alaphalmazok fent magadott tulajdonsdgdt.

Bizonyitds. A tétel egyszertien annak a kdvetkezménye, hogy az u(S) halmaz B-beli
halmazok segitségével (azok metszeteként) definialt. Mivel a B-beli halmazok kozott
nem szerepel olyan, amelyben barmely F; halmaznak egynél tobb eleme is megjelenne,
igy u(S)-ben sem lesz ez masként. [ |

A 3.11. tétel abban segit minket, hogy belassuk, a kozelités eredményeképpen
elsallt halmazok nem fognak ellentétes literalparokat tartalmazni, amennyiben a de-
finidlhaté halmazok sem tartalmaztak ilyet. (Ekkor az E; halmazokat E; = {/;,(;}
alakban allitjuk el6 minden ¢ = 1,..., k esetén.) Sajnos azonban a tételt nem tudjuk
alkalmazni mar a 3.1. tablazatban bemutatott példa esetében sem, mivel a B halmaz
nem teljesiti a tételben megkdvetelt feltételt. Ugyanakkor valojaban nem tetszéle-
ges halmazok, hanem csak a Bi,..., By halmazok részhalmazainak kozelitését kell
elgallitani. Ehhez kevésbé altalanos forméaban fogalmazzuk at a tételt.

3.12. Tétel. Legyen B = {By,.. .,Bk,B} eqy parcidlis approximdcios tér alaphal-
mazainak halmaza az U univerzum felett, valamint E1, ..., E, halmazok U nemiires
részhalmazai. Ha van olyan B € B, amely esetén igaz, hogy

|IBNE;| <1, aholi=1,...,n,
akkor tetszdleges S C B halmaz felsd kozelitése esetén is igaz, hogy
u(S)NE;| <1, aholi=1,...,n.

Bizonyitds. Tekintettel arra, hogy B eleme lesz az u(S) kozelitésére hasznalt hal-
mazcsaladnak, igy u(.S)-nek nem lehet olyan eleme, amely B-ben ne szerepelt volna,
innentdl viszont a tételben megfogalmazott allitas nyilvanvalé. |
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A tétel kovetkezménye, hogy ha egy interpretaciocsalad leirasat feliilrsl kozelitjiik,
akkor eredményiil szintén egy interpretaciocsalad keletkezik, vagyis egyszertien vissza-
alakithajuk az S” = u(S) felss kozelitéseket halmazpéarokka tgy, hogy f; *(S”) € 2.

3.13. Tétel. Legyen adott egy, a SAT (p) segitségével generdlt approzimdcids tér
B = {By, By, ..., Bk, B} alaphalmazokkal. Ekkor tetszéleges B € B\ {B} és A C U
halmaz esetén teljesiil, hogy ./\/lfL_l(B) C M(fglou)(BﬁA). Mdsképp szdlva, az f;l(B)
par segitségével leirt interpretdcick megtalalhatdk a (fo1 ) u) (BNA) felsd kozelitésben
18.

Bizonyitds. Tekintettel arra, hogy BN A C B, igy a 3.12. tétel miatt fou(BNA) €
2. Raadasul u(B N A) metszetsorozat segitségével definialt, melynek tagjai kozt ott
talaljuk B-t, igy a 3.9. tétel miatt teljesiil az allitas. |

3.3.5. Kozelit6 megoldaskeress algoritmus

Legyen adott egy p probléma, amelynek diszkrét és véges allapotterét n jellemzé irja
le AC Ty xTy x...x T, alakban. Készitsiik el a probléma lefrasat (kényszer- és
célfeltételeit) az L(®) = ({=,V}, Con, Form) nyelven, ahol minden 7} halmaz min-
den eleméhez pontosan egy itéletvaltozot rendeltiink C'on-ban. Jeldlje p a probléma
kényszer- és célfeltételeit tartalmazo klozhalmazt. Ekkor a p probléma megoldéasa
alatt a SAT (p) halmazt értjikk. A SAT (p) kozelit6 megoldasara hasznaljuk az alabbi
algoritmust.

1. Bontsuk fel a p problémat (klozhalmazt) vy, ta,. .., t, részproblémara (klozhal-
mazokra) ugy, hogy

| T3]

u=13 (PQep: \/pyePUQ) ;. (3.6)
j=1

Ez azt jelenti, hogy a probléma n darab jellemz&je szerint egy-egy klézhalmazt
készitiink, melyekbe olyan klozok keriilnek, amelyeknek legalabb egy literalja a
tekintett jellemz&hoz tartozo itéletvaltozot is tartalmaz.

2. Oldjuk meg a részprobléméakat, azaz készitsiik el a SAT (v;) halmazokat. Ha
barmelyik részprobléma kielégithetetlen, akkor a probléma nem megoldhato.

3. Minden SAT (v;) halmazt egyszeriisitsiink az alabbiak szerint:

(a) a (3.4) szerint alakitsuk ki SAT (v;)-hez az approximacios teret, majd
(b) a (3.5) szerint allitsuk el6 az A halmazt, végezetiil
(c) helyettesitsikk a SAT (v;) halmazt 6nmaga fels6 kozelitésével:

T SAT (v;) = { (f;lou)(BjﬂA) cj=1,...,k }.
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4. Keressiik meg a részproblémak kozos megoldasat, azaz gytjtsiink Gssze olyan g
interpretaciokat — mint lehetséges megoldasokat —, amelyekre teljesiil, hogy

QGM(thQ ﬂ...ﬂM<pi7Qi>, ahol (P;,Q;) €1 SAT ().

Ehhez felhasznalhatjuk a korabban definialt M mtiveletet. A keresési algoritmus
lehet egyszerii visszalépéses keresd.

5. A lehetséges o megoldasokon tesztelve a kényszer- és célfeltételt, valogassuk ki
a probléma val6édi megoldasait.

3.3.6. A kozelitd megoldaskeresés jellemzése

Az algoritmus jellemzését érdemes a motivacié tisztazasaval kezdeni. Nyilvanvalo,
hogy az itéletlogikai kl6zhalmazok segitségével reprezentalt probléméak megoldasara
léteznek modszerek, hogy mést ne mondjunk, a SAT solver maga is szamos jol bevalt
implementacioval rendelkezik, raadasul a bemutatott Gj algoritmus is feltételezi, hogy
rendelkezésiinkre all egy ilyen implementécio, amelyet a részproblémak megoldasanal
kell hasznalni. A probléma valdjaban a feladat dbrazolasaval van. Azzal, hogy a
reprezentaciot egy allapottér alapjan tugy allitjuk 6ssze, hogy minden jellemz§ min-
den lehetséges értékéhez egy itéletvaltozot rendeliink, jocskan megnovekszik a lefras
bonyolultsaga. (Ezt a kovetkezs fejezetben egy példa segitségével igyeksziink majd
szamszeren is kifejezni.) Ennek eredményeként konnyen elgfordulhat, hogy egy olyan
probléma esetében, amit allapottéren keresGfaval megoldast keresé vagy akar vissza-
lépéses algoritmussal megoldani nem jelent kihivast, akkora keresési teret kapunk az
itéletlogikai reprezentacioban, amivel egy egyszerti SAT implementacié nem boldogul
(vagy legalabbis az utobbi csifosan alulmarad, ami a megoldas elgallitasahoz sziik-
séges 1d6t illeti). A jelenség oka, hogy az a tudas, ami a probléma jellemzsirsl az
allapottérben implicit benne volt, a SAT probléma leirdsaban elvész. Természetesen
a klozhalmazban ott vannak azok a feltételek, amelyek a jellemzsk értékének egyedisé-
gére vonatkoznak, de ezek belesimulnak a reprezentaciéba. Ha adott egy n jellemz6bsl
allo, jellemzonként m lehetséges értékkel rendelkezé allapottér, akkor a keresési tér
mérete az alabbiak szerint alakul:

~—~ S~

allapotok interpretacidok

Az el6z6 fejezetben bemutatott algoritmus célja a keresési tér méretének kordaban
tartasa. Szemléletesen az algoritmus maga egy visszalépéses kereséssel zarul, amely
egy olyan fat kell bejarjon, amelynek mélységét a részproblémékra bontas, szélessé-
gét pedig az approximécios terek segitségével végrehajtott felsG kozelités csokkenti.
A részproblémakat ugy alakitjuk ki, hogy ezek SAT feladatként térténd megoldéasa
nagysagrendekkel kisebb feladat legyen, mint a teljes probléma megoldasa. Tulajdon-
képpen azt a tudast csempéssziik vissza a SAT problémaba, ami az abrézolas miatt
implicit megvolt az allapottér-reprezentacioban.
Az algoritmusnak két kritikus paramétere van:
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1. Altalaban a részproblémakra bontas nem trivialis feladat, ugy kell ugyanis dssze-
valogatni a részproblémakat, hogy megoldéasaik segitségével az eredeti probléma
megoldasa Osszeallithaté maradjon.

2. Az approximéacios tereken végzett fels§ kozelités szempontjabol az A halmaz
megvalasztasa lényeges kérdés. Minél kevesebb elemet tartalmaz ugyanis az
A halmaz, annal jobban csoékken a részproblémék megoldésait leir6 elemi kon-
junkciok darabszama. (Tekintettel arra, hogy az elemi konjunkciok A-val valo
metszetének keressiik a fels§ kozelitését, igy minél kevesebb elemet tartalmaz A,
annal valészintibb, hogy kiilonb6zd elemi konjunkciok metszete A-val egybeesik,
és igy egybeesik a fels6 kozelitésiik is.) Ugyanakkor ezzel parhuzamosan novek-
szik a kozelités miatt felmeriilt hibak szama (novekszik az olyan megoldasjelolt
interpretaciok szama, amelyek valojaban nem megoldéasai a részprobléméanak).

E két paraméter megvalasztéasa egymassal Osszefiigg. A részproblémakra bontés te-
kintetében az segit minket, hogy ismerjiik a probléma &llapottér-reprezentaciojat,
amelybdl a probléma leirdsanak nyelvét kialakitottuk. A részproblémaékat a (3.6) sze-
rint azért a probléma jellemz6it felhasznalva készitettiik, mert igy a megoldasokban
az egy-egy jellemz6hoz tartozo Osszes itéletvaltozo értéke ismert lesz, azaz ezek az ité-
letvaltozok meg fognak jelenni az elemi konjunkciokban. Az A halmaz a (3.5) pontban
szerepl6 definicija miatt megtartja ezeket az itéletvaltozokat, igy ezek részei lesznek
a fels6 kozelitésnek is.

3.3.7. A zebra probléma kozelité megoldasa

A zebra probléma allapottér-reprezentacioi koziil valasszuk kiindulo alapnak azt,
amely az 5 haz lakojanak 5 kiilonbo6z6 tulajdonsagat rendezett elemhuszon6tos for-
méajaban abrazolja. Az egyes tulajdonsiagokhoz tartozo tartoméanyok elemeit az egy-
szertiség kedvéért egy-egy vektorban rogzitjiik, igy definidlva sorrendet koztiik. A
valasztott sorrendnek nincs jelentGsége, és esetiinkben megegyezik azzal a sorrenddel,
ahogy az egyes értékek a problémat leird 14 allitasban megjelentek:

t1 = (piros, z6ld, elefantcsont, sdrga, kék )

to = (angol, spanyol, ukrdn, norvég, japdin )

ts = ( Oldsmobile, Ford, Chevrolet, Mercedes, Volkswagen )
ty = ( kakad, tojdslikor, tej, narancslé, viz)

ts = ( kutya, csiga, roéka, 16, zebra)

Az allapottér-reprezentiacié A halmaza a jellemzdSk segitségével a kovetkezs alak-
ban definialhato:

Ti = {ti,l,ti,Q,-n,tiﬁ}, ahol i:1,2,...,5
A C TP xTyxT9xTy xTP

Az elemhuszonotost az atlathatosag kedvéert matrix alakba rendezziik (agy, ahogy a
megoldasokat a 3.6. és 3.7. tablazatok foglaljak ossze). Ha (a1, as,...,a,) € A, és a
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hozza tartozd maéatrix

aii1 ai2 ... 4aips
a1 az2 ... 4azs
, ahol a; ; € Tj,
as,1 as5.2 ... G55
akkor a;j = as.(;_1)4+;. Bér a Descartes-szorzat elemszama 5°°, a kényszerfelté-

telnek ennél joval kevesebb allapot felel meg. Kényszerfeltételnek most azt tekint-
jiik, hogy minden lehetséges érték pontosan egyszer szerepel a tablazatban. Igy egy
a = (a; ;)5x5 matrix akkor eleme az A halmaznak, ha

5 5 5
/\/\ /\(HéjDak,ﬁéak,j),
i=1j=1 k=1

azaz a matrix minden k. sordban tetszéleges két kiilonbozé i. és j. oszlop értéke
kiilsnb6z6. A keresési tér ekkor dsszesen (5!)° elemet tartalmaz (ami még mindig
kozel 25 milliard allapotot jelent), amelyek koziil mindossze azt a kettSt tekintjiik
célallapotnak, ahol mind a 14 allitas teljesiil.

A probléma megfogalmazasara alkalmas L(®) = ({—, v}, Con, Form) itéletlogikai
nyelv itéletvaltozoinak szama 125 (ahol mind a 25 tulajdonsaghoz 5 itéletvaltozo tar-
tozik):

Con={pijr:iJ5ke{l,2,...,5}},

tovabba minden a € TP x ... x T2 elemhuszon&téshoz a nyelv olyan g, interpretaciojat
rendeljiik, ahol

00 ={Dijk : @ij=tik }-

Kényszerfeltétel

A nyelv kialakitasabol kovetkezden (ahogy azt a (3.2) és (3.3) pontokban megadtuk)
az allapotot leir6 métrixokban minden ¢. sor és j. oszlop esetén az alabbi kloézok
kiegészitik a probléma lefrasat:

PijaVpij2V.  VpijstU{ pijeV pije: kLe{l... .5} Nk#£L},

ami szerint egy-egy tulajdonsag egy-egy allapotban pontosan egy értéket vehet fel.
Nagyon hasonlit ehhez az allapottérben megadott kényszerfeltétel atirasa:

{pi,l,k VpiokrV... \/pi,S,k} U { “Pijk V ikt j7£ S {17 ey 5} ANj 7é / },
ami szerint a méatrix tetszéleges i. sordban tetszGleges tj érték pontosan egyszer sze-

repel. Az itéletlogikai atirasbol kovetkezGen és a kényszerfeltétel atfogalmazasaval is
525 — eddig igy Osszesen 1050 — klézt kaptunk.
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Ceélfeltétel

Célfeltételnek most a probléma leirasat add 14 allitdsban foglaltakat tekintjiik. Mivel
ezek nagyon hasonléak egymashoz és hasonloképp formalizalhatjuk Sket, most csak
az els6 mondatra koncentralunk:

LAz angol a piros hdzban lakik.”

Ennek megfeleléen az allapottér-reprezentacioban azt mondjuk, hogy minden a =
(@i,j)5x5 € A célallapot esetén igaz a kivetkezs formula:

5 5
/\ ar; = t11 Dag; = ta ~ /\ (P11 DP2in ).
~~~ i=1

Az allapottér-reprezentacio célfeltételehez L(9) nyelvii formulat készitiink (a korabban
bemutatott modszer szerint), amit eztan mar csak klézhalmazza (konjunktiv normél-
forméava) kell alakitani. Hasonlo logikaval 6sszesen 8 mondatot készithetiink:

L {=pri1Vpei1:i€{l,2,...,5}}
{ “Pri2Vpsi1:i€{1,2,...,5}}
{Pai1Vpriz:i€{l,2,...,5} }
{ =p2is3Vpaiz:i€{l,2,...,5}}
{-p3i1Vpsi2:i€{l,2,...,5}}
{p5i3Vpria:i€{l,2,...,5}}
12. { —p3iaVpa,a :i€{1,2,...,5}}
13. { =p2i5 Vpsis t i €{1,2,...,5} }

Tovabbi négy allitas formalizalasanak eredménye is egyméshoz hasonlo (csak a fel-
hasznalt itéletvaltozok indexeiben kiilonbézs) klozhalmaz. A tomorebb leiras végett
hasznaljuk az I jelolést az {1,2,...,5} halmazra.

NS s N

d. {_‘pl,i,Z\/ ( \/P1,j,3> s (iel) A (Jz{i—l,i+1}ﬁ[)}

jeJ

c(te) AN (J={i—-1,i+1}NI

ciel) A (J={i-1i+1}NI

L () )
11. {_‘ps,z‘,z\/<. p5,j,4> c(iel) A (J:{z'—l,H—l}ﬂI)}
e (o) )
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Végezetiil a 8-as és 9-es mondatok felirhatoak egyetlen itéletvaltozo segitségével (egy-
elemd klozhalmazként) az alabbi alakban:

8. {ps33}

9. {p2,14}

Az elkésziilt formulak jol mutatjak, hogy a 14 &llitas harom csoportba sorolhato,
amelyek formalizalt alakja csupan az itéletvaltozok indexeiben tér el egymaéstol. A
8-as és 9-es mondatok kivételével minden allitast 5-5 kloz segitségével irhatunk le, igy
Osszesen 62 klozzal formalizalhattuk a célfeltételt, és minddsszesen 1112 klozzal és 125
valtozoval a teljes SAT problémaét.

A SAT problama leirasat DIMACS formatumban allitottuk els, igy a reprezentéa-
ciot meglévs SAT solver implementaciok felhasznalasaval is ellendrizni tudtuk. Tekin-
tettel arra, hogy szamunkra valojaban a SAT probléma nemcsak a klozhalmaz kielé-
githetGségének eldontését jelentette (a kielégithetSség bizonyitasara egyetlen modellt
elég megadni), hanem minden megoldas elgallitasat (a konjunktiv normaélformabol
diszjunktiv norméalforma készitését), ezért a feladat megoldasara sajat implementécio
késziilt.

A részproblémak

A probléma leirasat ado klozhalmazt (3.6) szerint 25 klozhalmazra bontva allithatjuk
el6 a részproblémak leirasait. A zebra probléma esetében az alabbiakat tapasztaltuk:

1. 69-74 kloz alkot egy-egy részproblémat, amelyekben

2. 28-33 kiilonboz6 itéletvaltozd szerepel,

3. 808-38 088 darab elemi konjunkcié alkotja a megoldast, melyeket
4. 1-5 elemi konjunkciora redukal a kozelités.

Az els6 két pont jol mutatja, hogy a részproblémak (mind a klézhalmaz elemszéama,
mind a valtozok darabszama tekintetében) lényegesen egyszertibbek az eredetinél. Mig
az utobbi két pontbol érzékelhetjiik, hogy miért is van sziikség az approximéciora.

Megoldasjeloltek és megoldasok

Az elemi konjunkciok k6zos modelljeinek megkeresésére az algoritmusban egyszert
visszalépéses keres6t alkalmaztunk. Tekintettel arra, hogy a részproblémék megol-
dasait feliilrgl kozelitettiik, a keresés eredményeként olyan interpretaciok is keletkez-
hetnek, amelyek nem megoldasai az eredeti feladatnak. A konkrét példaban ez 26
modellt (modelljeloltet) eredményezett, amelybdl 2 darab valodi megoldast kaptunk.

3.3.8. Az n-vezér probléma kozelité megoldasa

Az n-vezér probléma allapottér-reprezentécioi koziil kiindulopontnak a probléma élla-
potainak azon abrazolasat valasztjuk, ahol egyetlen vektor segitségével jeloljiik, hogy
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a tabla egy-egy soraban melyik az az oszlop, ami a vezért tartalmazza (tulajdonképpen
n darab egyforma jellemz6 hataroz meg egy allapotot):

T, = {1,2,...,n}, ahol i=1,2,...,n
A = TixThyx...xT,

A probléma megfogalmazasara alkalmas L(®) = ({—, v}, Con, Form) itéletlogikai
nyelv itéletvaltozoinak szama n-n (ahol n tulajdonsaghoz egyenként n lehetséges érték
tartozik):

Con={p;;:4,je{1,2,....,n} },
tovabba minden a = (a1, aq,...,a,) € A allapothoz a nyelv egy olyan g, interpreta-
civjat rendeljiik, ahol
0a=1{pij:ai=j}.
Kényszerfeltétel

Az allapottéren ez esetben kényszerfeltétel nem keriilt definidlasra. A klozhalmazba
igy minddsszesen a (3.2) és (3.3) pontbdl kovetkezs feltételeket kell megjeleniteni. Igy
minden i. tulajdonsag esetén:

{pi,lv---vpi,n} U {ﬁpi,jvﬁpi,k Zj,k€{17...,n}/\j7ék}

Célfeltétel

A célfeltétel — miszerint az egyes sorok vezérei kiillonb6z6 oszlopban és atloban allnak
— allapotokon megfogalmazott alakjat

/\/\(i7éj3ai7éaj/\|i*j|?é|ai*aj|)
i=1j=1

az L© nyelv kovetkez6 klozaival helyettesithetjiik:
{ _‘pi,j\/_‘pk,f : ia.jakage {1,7TL}/\(Z #k)/\(] :€V|Z—k/’| = ‘j—f‘) }
A 4-vezér probléma esetén igy egy 16 itéletvaltozobol allo nyelv és egy 80 elemii
klézhalmaz alakul ki.
Részproblémak

A 8-vezér probléma leirasat ado klozhalmazt (3.6) szerint 8 klozhalmazra bontva
allithatjuk el6 a részproblémak leirasait a mindosszesen 736 darab és Osszesen 64
itéletvaltozobol 4llo klozbol.

1. 141-165 kloz alkot egy-egy részproblémat, amelyekben
2. 64 kiilonbo6zd itéletvaltozod szerepel,
3. 28052-155132 darab elemi konjunkcié alkotja a megoldast, melyeket

4. 8 elemi konjunkciora redukal a kozelités.

Sajnos a részproblémékban nem csékkent a valtozok szama, csak a klozoké.
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4. fejezet

Osszefoglalo

A dolgozatban els6ként egy, a bevezetGben ismertetett parcialis rendszer vizsgalatat
folytattuk le. A kibgvitett elsérendii logikai nyelv rendkiviil b6 eszkoztarat kinalt
fel, igy a feladat egyszertisitése végett sziikitett els6rendd nyelv tulajdonsigainak
feltarasaval kezdtiink. Mar a szikitett elsérendid nyelven felirhato formulak eseté-
ben és Pawlak-féle approximacios teret valasztva is megmutatkoztak a szemantika
sajatossdgai. Megmutattuk, hogy ha egy kielégithetetlen formulahalmaz formulait
eltéré mondatfunktorokkal egészitjiik ki, az megvaltoztathatja a formulahalmaz sze-
mantikai tulajdonsagait. Igy példaul egyszertien igazolhaté volt a modus ponens és
modus tollens mintajara készitett alabbi két allitas is: {} (A D B), | A} ¥, 1 B, il-
letve {{ (A D B),| B} ¥,T A. De olyan egyszeri esetben is, mint {| A,1 —A}
kielégithetGsége, hasonld eredményt kaptunk.

A szemantika bemutataséara olyan alkalmazast készitettiink, ahol 6sszehasonlithato
a kozelités segitségével, illetve nélkiile szamitott eredmény tgy, hogy az alkalmazas
szabad kezet ad a felhasznalo szamaéra az approximacios tér kialakitdsahoz. Az imple-
mentaci6 alapjat egy relacios adatbazis adta, amelyben SQL fiiggvények segitségével
lehet&ségeket.

Az alkalmazés segitségével egyszert példaval illusztraltuk, hogy a hidnyzo6 hattér-
tudasban rejl§ bizonytalansag miként hat a formulak kiértékelésének eredményére, és
esetenként hogyan mond ellent a klasszikus szemantika szerint elvarhaténak.

A kovetkezd 1épésben Arisztotelész szillogizmusain keresztiil vizsgaltuk az aj sze-
mantikat. Az mar nem volt kérdés, hogy a parcialis kétértéki logikdban cafolhatoak-e
a szillogizmusok, az azonban igen, hogy az approximacios tér tulajdonsagai meghata-
rozzak-e ezen cafolatok létét. Mivel még viszonylag kis elemszami univerzum esetén is
temérdek interpretacié és approximacios tér létezik, igy a cafolatok keresését egy erre
a célra kialakitott alkalmazasra biztuk. Ennek segitségével hamar nyilvanvalova valt,
hogy a cafolhatosag okait nem az approximacios tér tulajdonségai kozt kell keresni.
Az alkalmazas minden vizsgalt esetben elGallitotta a szillogizmusok alapjan készitett
kovetkeztetések cafolatait.

A tovabbi vizsgalatok mar azt a célt szolgaltak, hogy megmutassuk, milyen formu-
14k esetében varhato el, hogy a kozelités segitségével szamitott igazsagérték egybeesik
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a klasszikus szemantika szerint szamitott igazsagértékkel, majd javaslatot tettiink a
szemantika atalakitasara. Mindkét t arra vezetett, hogy megmutassuk, miként lehet
felhasznalni a kozelitett szamitas értékét arra, hogy megjosolja a klasszikus esetben
kaphat6 eredményt.

Feltételezve, hogy egy mesterséges intelligencia feladatként felmeriilé probléma
allapottér-reprezentacioja a korabban bemutatott sziikitett els6rendi logikai nyelven
megfogalmazhato, végignéztiik a szokisos megoldaskeress algoritmusokat, és ugy for-
maltuk at Sket, hogy ki tudjak hasznélni azt az elényt, amit a kozelit§ szamitas
hozhat. Ennek kapcsan el6bb a visszalépéses keresét alakitottuk at, majd a kereséfa-
val megoldast keres6k algoritmusanak kozos vazat terjesztettiik ki, igy készitve el a
terepet 1j megoldaskeresd algoritmusok szamara. Olyan algoritmusokat készitettiink,
amelyek — amennyiben erre lehet&ség adodik — a kozelit szamitas eredményére ta-
maszkodnak, azaz a megoldéaskeresd algoritmusok abban az iranyban tarjak fel el6bb
az allapottérgrafot, amerre az egyszertibben (gyorsabban) ellendrizhetd feltételek ve-
zetik.

Az approximacié nem csupén a formulédkon, hanem az &allapothalmazon is értel-
mezhetd, amit arra tudtunk felhasznalni, hogy bemutassuk (és formalizaljuk) egy-egy
kozismert probléma allapottér-reprezentéiciéi kozti kapcsolatot. Ugyan a bemuta-
tott reprezentaciok méar ismertek voltak, igy 14j reprezentacié6 nem sziiletett, de a
reprezentaciok kozti kapcsolatot ki tudtuk fejezni a halmazapproximécié eszkozével.
Amennyiben a cél, hogy minél egyszeriibb (minél kisebb logikai Gsszetettségd) felté-
telrendszert hasznélva modellezziik a problémat, agy az allapothalmaz fels6 kozelitése
nyujt segitséget, mig ha a problémareprezentacié redundanciait akarjuk megsziintetni,
az allapothalmaz als6 kozelitése (igy az allapottérgraf méretének csokkentése) kinal
megoldast.

Véges és diszkrét allapotterek esetében a probléma lefrasahoz allitaslogika is ele-
gendd. Amennyiben mar rendelkezésre all egy allapottér-reprezentacio, akkor abbol
az allitaslogikai modell egyszertien (viszonylag mechanikusan) elkészithets. Az igy
kapott modellben megoldani a problémat nem jelent mast, mint megoldani egy Aalli-
taslogikai SAT feladatot. A tapasztalat ugyanakkor az, hogy a szokésos SAT solver
implementaciok alulmaradnak az allapottérhez kotheté megoldéskeress algoritmusok-
kal szemben. Az az informaci6, ami az allapottér-reprezentacioban implicit benne
volt, de az allitaslogikai modellben elveszett, az a részproblémékra bontéas révén csem-
pészhetd vissza a megoldaskeresésbe. A részproblémak megoldasain a halmazappro-
ximaci6 eszkozét felhasznalva tudtuk tovabb redukélni a feladatot. Ehhez el6bb egy
halmazmetszeteken alapulé approximéciés teret allitottunk els, és megvizsgaltuk a
fels6 kozelités tulajdonsagait, majd két példan keresztiil mutattuk meg a kidolgozott
4j algoritmus miikodését.
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Chapter 5

Summary

Rough set theory hasn’t lost its actuality till now, despite it was founded by Pawlak
at the beginning of the 1980s. The question arises over and over again how the avail-
able and continuously generated data are processed and how the inaccuracy coming
from information representation or often from the lack of information is managed.
Rough set theory provides a solution for managing the uncertainty resulting from the
incomplete knowledge being at our disposal. In the evolving set-theoretic approach,
the membership relation becomes uncertain. Besides objects certainly being members
of some set and objects certainly not being members of the set, a new intermediate
category appears. Uncertainty is generated by the limits of the available knowledge
in such a way that some objects are indistinguishable from one another based on this
limited knowledge.

In the last 30 years, more generalisations of the equivalence-relation-based Pawlak-
ian system have been created [6, 34]. Some of them make it possible to use partial
approximation spaces. This research is connected to the Faculty of Informatics of the
University of Debrecen in several ways. As with first-order logic based on classical
set theory, new partial logical systems were built that are based on rough sets and
the partial approximation space [26, 23]. Partial logical system means truth-value-
gapped logic, where the value gap (lack of truth value) represents partiality. One
of the goals of this doctoral thesis to investigate this kind of logical systems. This
research focuses on how much the results generated by the partial logical system
resemble those generated by classical logic. The goal is to discover the peculiarities
of the partial logical system and to determine what the benefits of the system based
on approximative computations are and where the price is to be paid.

When solving different problems using artificial intelligence, the first step is to
appropriately model the problem. The model often appears in the form of first-
order-logic formulae, especially if the problem itself is described using state-space
representation and we want to solve it using search algorithms based on state spaces.
The question arises how search algorithms should be transformed if — during modelling
— we would like to use the possibilities provided by the partial logical system.

In case we already have a discrete finite state space giving the description of the
problem, we have the chance to transform it into a SAT problem in propositional
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logic. From this point on, solving the problem means searching for a model in propo-
sitional logic, for which we already have numerous methods at our disposal. However,
by transforming the problem, some information is lost, which is definitely disadvanta-
geous during the process of solving the problem. In this case, rough set theory helps
cope with this very drawback.

5.1 Logical Systems Based on
Partial Approximation Space

We began the investigation of the partial first-order logical systems with the overview
of tool-based partial first-order logic (TbPFoL) [21]. Approximation is done using
base sets generated by our knowledge; these base sets are considered as tools. The
system itself is very expressive and complex, thus a simplified logical language has
been created as a first step, which was initially capable of investigating only proposi-
tional but later also simple first-order logical formulae and the conclusions made from
them. In the simplified language, the approximation pair of the partial approxima-
tion space was used for defining the lower and upper approximations. We indicate
the computation of the lower and upper approximations of truth values by | and 1
approximative sentence functors. In the simplified language, this merely means that
when evaluating the truth values, we compute the truth values of atomic formulae
according to the appropriate approximation.

The simplified language allows only one-argument predicate parameters. This
makes the illustration of the lower and upper approximation rather easy, as we can
see in Figure 5.1, using the positivity domain of the logical functions (functions with
range {0, 1}).

Definition 5.1. The positivity domain of a ¢ : U — {0,1,2} function is denoted by
[o]" and defined as the following set:

[o]" ={u:uelUand p(u)=1}.

Definition 5.2. Let (I,u) be an approximation pair. The lower approximation of a
@ : U —{0,1,2} function is a p* : U — {0,1,2} mapping such that

1 ifuet(le]’),
e =90 fuet(v\u(le]")),
2 otherwise;

Definition 5.3. Let (I,u) be an approximation pair. The upper approximation of a
@ : U —{0,1,2} function is a o' : U — {0,1,2} mapping such that

1 z'fueu([w]+)7
e'(u) =140 ifue[(U\u([cp]+>),

2 otherwise.
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In case of logical functions, 2 represents the lack of truth value, while 0 and 1
represent false and true, respectively (as usual). The partiality of the logical system
results from the lack of truth value. As a consequence of the system’s partiality, logic
with truth value gap is used.

Figure 5.1: The lower and upper approximation of an atomic formula
pHa) =1 o) =1
Y Y

v v
[ ] [ ]

In Figure 5.1, the oval area in the middle represents the positivity domain of the
logical function ¢. The rectangles with thin edges show the base sets of the partial
approxiamation space. Supposing that ([,u) is a Pawlakian approximation pair, the
lower and upper approximation of the ¢ logical function is the area highlighted by
dark background in the left and right image.

Although the expressive power of the simplified logical language is far behind
that of the original system (defined in [23]), it is still capable of enlightening the
peculiarities of the partial logical system. Each statement that is true in classical
logic and refutable using the simplified language is also refutable in the original partial
system.

We began the investigation of the partial first-order logical systems with the
overview of propositional logic extended with one-argument predicate parameters and
approximative sentence functors. By analysing the satisfiability of formula sets, we
managed to show that we can generate situations where (among others) the modus
ponens and modus tollens rules of inference do not hold.

We managed to prove the above statement by investigating the satisfiability of formula
sets as the following two theorems show.

Theorem 5.4. There exists an A € Form and a B € Form in an appropriate partial
logical language such that {} A, | (A D B), 1B} is satisfiable.

Theorem 5.5. There exists an A € Form and a B € Form in an appropriate partial
logical language such that {1 (A D B), 1—B, |—A} is satisfiable.

Additionaly, we also managed to show that, with premises and conclusion constructed
from atomic formulae, modus ponens and modus tollens are valid, even if both lower
and upper approximations are used together before the premises and the conclusion.

Theorem 5.6. The {1 P(z),1(P(z) D Q(z)),d-Q(x)} set is unsatisfiable, supposing
that P,@Q € P(1) are predicate parameters and x € Var is a variable.

91



In order to discover the pecularities of the partial logical system trough a practical
example, we have created an implementation of the semantics based on a relational
database. In this case, the universe is given by the tuples of a single database table.
The positivity domains of the one-argument predicates are given by subsets of the
universe (i.e., by sets containing tuples). The semantic value of each predicate pa-
rameter is defined by a stored logical function. The domain of these functions is the
set of tuples. The user can set up the tools giving the base sets of the approximation
space using a custom collection of predicate parameters.

The approximation space is generated by the selection of tools. Assuming that
the first k£ of the Py,..., P, predicate parameters are selected, two matrices will be
built:

A= (ai,j)kxn and B = (bi,j)kxn-

o(P)T |

[ LaP)) N[
| Te(P)T" \ [e(P)]F |

Qi,5

bi,;
where ¢ = 1,...,k and j = 1,...,n; while o(P;) = ¢; is the logical function that
belongs to the ith predicate parameter. Using the matrices and the positivity domains
of the tools, the values of the lower and upper approximations of the formulae can be
determined without having to evaluate the stored logical functions:

if there exists an ¢ such that u € [p; ]+ and b; ; = 0,
i 0 if there exists an 7 such that u € [¢;]"

and there is no ¢ such that a,; > 0 and ag; > 0,

and a; ;j =0,

2 otherwise;

if there exists an i such that u € [¢;]" and a;; > 0,

0 if there exists an i such that u € [¢;]" and a; ; = 0,

i (u) =
J and there is no ¢ such that a;; > 0 and a,; > 0,

2 otherwise;

where i, € {1,...,k} and 5 € {1,...,n}. Using the application, we can compare the
truth values of simple fomulae in the classical and partial logical system.

5.1.1 Aristotle’s Syllogisms

After this, we investigated the tool-based partial semantics via Aristotle’s syllogisms.
We chose these syllogisms because we tought that they represent the most frequent
quantified statements, which can be formalised using single-level quantification. The
investigation was based on the assumption that the lower approximation in the ap-
proximation space represents our certain knowledge, therefore it is worth to examine
whether we can make right conclusions based on this knowledge. As syllogisms are
valid statements in classical first-order logic (in some cases, assuming the necessary
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existential preconditions), the subject of our next investigation was to test the validity
in the partial logic. It was clear from the previous results that we were able to refute
the syllogisms, so the goal of the investigation was to create the refutations using
approximation spaces and interpretations with different properties. The considered
cases:

1. there exist at most 3 different base sets (|B] < 3);
2. there exist at most 2 different base sets (|B| < 2);
3. the union of base sets covers the universe;

4. the union of base sets does not cover the universe;
5

. the base sets are pairwise disjoint;

+
6. [ [P] (Ve } % @ for all P € Con, i.e., the positivity domain for each predicate
parameter is not empty;

7. [ [P] Ve } - # @ for all P € Con, i.e., the negativity domain for each predicate
parameter is not empty;

e ]t o™ . .
8. {[[P]] ' } # @ and [[[P] ’ ] # @& for all P € Con, i.e., neither the
positivity nor the negativity domain is empty for each predicate parameter;

9. there is no such T € ¥ tool for any P € Con such that o(P) = o(T), i.e., the
interpretations of the predicate parameters and the tools are different.

We achieved similar results in case of all 12 statements. In all 9 investigated cases,

refutations could be constructed, only the number of refutations could be different.
Table 5.1 summarises the results in case of Barbara, Celarent, Darapti, and Felapton.
All other syllogisms showed the same results as one of the four mentioned.
To construct the refutations, a Java application was created, which made it possible
to examine the more than 134 million interpretations. The results showed that the
existence of refutations does not depend on the properties of the approximation space
or the interpretation, but it comes from the semantics of logical connectives. Based
on these results, we presented two possibilities for how the computation made with
approximation can replace the classic method:

1. The lower-approximation-based computed value of some formulae coincides with
the truth value in the classic sense, supposing that a truth value (true or false)
resulted. To identify formulae with this property, a calculus was developed
based on the syntactical structure of formulae.

2. The semantics of the logical connectives of the partial logical system can be
transformed so that the value of the approximate computation coincides with
the truth value in the classic sense, supposing that a truth value resulted. This is
called pessimistic semantics. One of its drawbacks is that the resulting semantics
does not conform to the requirements of logical systems with truth value gap.
The other drawback is that the number of formulae having no truth value after
evaluation increases.
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Table 5.1: Number of refutations if |U| = 4

(U,0) Barbara Celarent Darapti Felapton

1B| <3 2,355,200 4,728 9,576 22,368 18,816
IB| < 2 491, 520 912 912 3,024 3,024
UB=U 132,288,512 117,696 219,936 253,212 314,004
UB £U 1,925,120 3,840 7,296 11,328 11,328
disjoint T 208,896 1,104 1,104 3,456 3,456

[o(P)]t # @ 64,139,967 110,448 193,776 158,676 274,104
[o(P)]” #2 689,831 12,168 25,716 58,356 52,920
[o(P)|F#2 229,940 1,368 10,608 15,732 15,252
o(P) # o(T) 5,918,720 540 4,752 8,652 6,036

Total 134,213,632 121,536 227,232 264,540 325,332

5.2 Partial Approximation Space in Artificial Intel-
ligence

We investigated the possible uses of the partial logical systems based on partial ap-
proximation space in the field of artificial intelligence in connection with the search
algorithms defined on state space. The reason for this is that in the description of
problems modelled using state-space representation, first-order logic plays a distin-
guished role.

Definition 5.7. The state-space representation of a problem p is defined as an
ordered 4-tuple of the form (A, ag,C,O) [7], where

1. A is a nonempty set of states;

2. ag € A is the initial state of the problem;

3. C C A is the set of goal states;

4. O is a nonempty set containing the operators of the state space, where for all

o€ O, o is a mapping such that dom(o) C A and rng(o) C A.

During the investigation, we assumed that in the state-space representation of the
problem, the preconditions of operator applications and the state conditions can (at
least in part) be formalised with the partial logic language introduced earlier.
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5.2.1 Backtracking and Searching with Tree

First we focused on the preconditions of operator applications. These preconditions
select those states from A to which a given o € O can be applied, i.e., we define
dom(o) C A. To approximate the set dom(o), we introduce the following sets:

1. domi(o) C A: a set containing states to which o can be certainly applied;
2. dom'(0) C A: a set containing states to which o may be applied.

This means that dom* (o) C dom(o) C dom'(0) C A.
Using the lower and upper approximations of the operators’ domains, we can
introduce for a given state a € A

1. the set of operators that haven’t yet been applied but can certainly be applied,
initially:
{06(’) . a € dom*(0) };

2. the set of operators that haven’t yet been applied but may be applied, initially:

{ 00 :ac (domT(o) \dom¢(0)> }

The backtrack algorithms can then be transformed so that they discover the state-
space graph preferring the certainly applicable operators until it is possible. The
evaluation of the preconditions of operator applications in the classic (crisp) way can
be deferred until we run out of the certainly applicable operators for the given state.
The approximation controls the search such as heuristics do.

It is a frequently used technique that the set of (real) states A is considered as a
subset of a larger set 7 = Ty x ... x T},, where the elements of A are selected from
the elements of T using the state conditions. In this case, the states of a problem
are described by n properties, where the possible values of property i come from 7;.
Usually, state conditions are necessary because the properties are not independent
from one another, not all combinations of them form real states. In classic search
algorithms, state conditions do not have to be implemented, but the preconditions of
operator applications do; therefore, whatever restrictions we can do, we prefer to do
it in the state conditions.

Definition 5.8. The function f : T — T is the generalisation of the operator o € O,
if o(a) = f(a) for all a € dom(o) and

dom(o):{a:ae(d/ozl(f)ﬂfl) A f(a)GA};

where the set ci)?n(f) C T represents those states which satisfy the precondition of f.

When using the generalised operators, application preconditions being indepen-
dent from the state conditions are included in dom(f). The generalised operators
make it possible to extend the concept of accessibility.
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Definition 5.9. The state a’ € T is certainly directly accessible from a € A if there
exists a generalised operator f such that a € dom(f) and o' = f(a), moreover,

{ae&n\n(f) A f(a) GAJ =1,

that is, according to pessimistic semantics, the application precondition is satisfied in
state a, and the state condition is satisfied in o' = f(a).

Definition 5.10. The state a’ € T is possibly directly accessible from a € A if there
exists a generalised operator f such that a € dom(f) and o' = f(a), moreover,

{ae&)?n(f) A f(a) eAJ =2,

that is, according to pessimistic semantics, it cannot be determined whether both the
application precondition is satisfied in state a and the state condition is satisfied in

a = f(a).

Nodes stored during the search are given open or closed label by tree search
algorithms (breadth-first search, depth-first search, uniform-cost search etc.). Open
nodes can be divided into certainly open and possibly open categories depending on
whether they are certainly directly accessible or possibly directly accessible from the
parent node. As with backtracking algorithms, tree search algorithms have also been
transformed so that they prefer certainly open nodes during the search.

5.2.2 Approximated Solutions Using Finite and Discrete State
Spaces

In case of finite and discrete state spaces, propositional logic is sufficient to describe
the problem. If we already have a state-space representation at our disposal, a model
in propsitional logic can be simply created. Solving the problem with the resulting
model means solving a SAT problem in propositional logic. However, according to
our experiences, the performance of the usual SAT solver implementations falls below
that of search algorithms related to state spaces. The information implicitly involved
in the state-space representation but missing from the model in propositional logic
can be included in the search by dividing the problem into subproblems. In this case,
the steps of the search are the following:

(1) Construct the subproblems as subsets of the clause set describing the problem.

(2) Solve the subproblems independently. If any subproblem (as a clause set) is
unsatisfiable, then the problem is not solvable.

(3) Find the common solution of the subproblems (e.g., using a simple backtracking
algorithm).

A serious problem arises regarding the above algorithm. Depending on how we

divide the problem into subproblems, the number of solutions (as sets of interpreta-
tions) may be much greater than the number of solutions of the problem. Because
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of this, finding the common solutions of the subproblems may become much more
difficult.

Set approximation may give us a helping hand to simplify the description of solu-
tions.

Definition 5.11. Let L(©) = (LC,Con, Form) be a language in propositional logic
and A be the set of disjoint set pairs formed by the elements of the Con set:

A={(P,Q): PCCon N QCCon N PNQ=2 }.

Then, each (P,Q) € 2 defines an interpretation family, denoted by M p ¢y, contain-
ing interpretations in which propositional parameters in P are true, while proposi-
tional parameters in QQ are false. Formally:

Mpoy={ 0:0CCon A PCo A Qno=2}.

The solution of a subproblem is a disjunctive normal form, in which each ele-
mentary conjunction can be associated with an interpretation family. This way, the
solution of a subproblem is given in the form of an interpretation family.

Definition 5.12. Let (P,Q) € 2 and (P, Q') € A be two arbitrary set pairs. Then,
let us define the operation U as follows:

(PQUP.Q) Z (PAP.QNQ).
Theorem 5.13. Let (P,Q) € A and (P', Q') € A be two arbitrary set pairs. Then,
(P,Q)U (P, Q") €U, and

Mpyur @y 2 Mpg) UM ep g

The L-union of two interpretation families is constructed with the help of the in-
tersection of the members of set pairs describing the interpretation families. The set
of interpretations that belong to the unified interpretation family is the upper approx-
imation of the union of interpretation sets that belong to the interpretation families.
There comes the idea that set-intersection-based upper approximation simplifies the
description of solutions of the subproblems.

Figure 5.2: Illustration of set-intersection-based upper approximation

u(S) u(s’)

S/
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Using upper approximation for the solutions of the subproblems, we can transform
the steps of the search algorithm as follows:

(1) Construct the subproblems as subsets of the clause set describing the problem.

(2) Solve the subproblems independently. If any subproblem (as a clause set) is
unsatisfiable, then the problem is not solvable.

(3) Replace the solutions of the subproblems with their upper approximations.

(4) Find the common solution of the subproblems (e.g., using a simple backtrack-
ing algorithm). As now we are working with the approximate solutions, only
solution candidates will appear instead of real solutions.

(5) Select the real solutions from the solution candidates by checking the state
conditions and the goal condition.

The revised algorithm and the set-intersection-based upper approximation was
illustrated via two well-known problems: the zebra problem and the 8-queens problem.
The results showed that, using this method, the SAT problem could be solved in
nearly the same time as with the search algorithms based on the original state-space
representation.

Do not forget, however, that a given problem may have a number of different state-
space representations (which are all excellent in different aspects). It is the modeller’s
task to select the appropriate search algorithm or create the most appropriate modell
for the selected algorithm, taking into account the properties of the state-space graph.

5.3 Conclusion

In the partial approximation space, which was created as a generalisation of the
Pawlakian system, the basis of approximate computations is the acquiescence of the
uncertainty coming from the limitations of our available knowledge. The partial first-
order logic, which includes the approximate computation in its semantics (with all its
presented pros and cons), makes us possible to form conclusions based on this knowl-
edge being at our disposal (or maybe the quickly accessible knowledge). All this can
be introduced into the world of state-space representations via the formulae contained
in the representation, whether it is about the extension of search algorithms or about
solving a propositional SAT problem defined by the state-space representation.
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A. Fuggelék

Halmazelméleti jelolések

A kovetkezo fiiggelék célja, hogy egyértelmisitse a dolgozatban hasznalt jeloléseket.
A jelolések megvalasztasakor (z0mében) a [27]-ben talalhato azonos cimi fliggelékben
valasztott jeloléseket vettiik alapul.

Halmazok

Egy halmaz alatt objektumok kollekcidjat vagy gytjteményét értjiik. Azt, hogy
egy = objektum eleme az S halmaznak, x € S-sel jeloljiik, mig ennek ellenkezd-
jét © ¢ S-sel. Egy halmazt megadhatunk elemeinek felsorolasaval, kapcsos zéarojel-
ben, az elemeket vesszovel elvalasztva. Igy példaul az oktalis szamjegyek halmaza
{0,1,2,3,4,5,6,7}, amelyet esetleg {0,1,...,7} alakban révidithetiink. Az iires hal-
mazt & jeloli. A természetes szdmok halmazat N-nel jeloljiik és az {1,2,...} halmazt
értjiikk alatta, az egész szamok halmaza esetében a 7Z jelolést hasznaljuk. A hal-
mazokat megadhatjuk feltétel segitségével is, példaul az oktélis szamjegyek halmaza
{z:2€Zé 0<x<8} alakban is felirhato.

Az S halmazt az S5 halmaz részhalmazdnak mondjuk, és ezt S; C Sy formaban
jeloljiik, ha S; minden eleme az S, halmaznak is eleme. Az S; és S; halmazok
egyenldek (S1 = Sa2), ha S; C Sy és Sy C S;. Az S halmaz az Sy halmaz valddi
részhalmaza, és ezt S; C So forméban jeloljik, ha S; C So, de S1 # So. Egy véges S
halmaz elemszama |S].

Az S; és So halmazok metszetét, unidjdat és kiilonbségét rendre S N Sy, Sy U Sy és
S1\ 8o jeloli. Az S halmaz hatvdnyhalmazdra a 2° jeldlést alkalmazzuk. A rogzitett U
alaphalmaz mellett egy S C U halmaz komplementere S¢ = U\ S. Az Sy, So, ..., S,
halmazok Descartes-szorzatdt Sy X So X ... x Sp-nel jeloljiik, és azt a halmazt értjiik
alatta, amely az Osszes olyan (a1, aq,...,a,) alaka rendezett n-est tartalmazza, ahol
a; € S;, minden i € {1,...,n} esetén. Az U™ jeloléssel (n € N) az U halmaz n-szeres
onmagéval vett Descartes-szorzatat roviditjiik.
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Binér relacidok

Az R C S x So halmazt S; x Sy feletti binér reldcidnak hivjuk. Az R binér relacié
értelemzési tartomdnya a dom(R)-rel jelolt { x : (z,y) € R } halmaz, értékkészlete
pedig a rng(R)-rel jelolt { y : (z,y) € R } halmaz. Az R binér relacio balrdl teljes,
ha dom(R) = S1. Az R binér relacio funkciondlis, ha minden (x,y) € R és (z,2) € R
esetén y = z.

Fuggvények

Egy f C 51 x Sy funkcionalis és balrol teljes binér relaciot figgvénynek (vagy leképe-
zésnek) neveziink, valamint azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az S; halmazt képezi
az So halmazra. Jelolése: f:S5; — S5. Ha f funkcionélis, de nem balrdél teljes, akkor
parcidlis fiigguénynek hivjuk. VU-val azon fiiggvények halmazat jeldljiik, amelyek az
U halmazt képezik V-re, valamint f € VU akkor és csak akkor teljesiil, ha f: U — V
leképezés. Az f: So — S3 és g : S1 — Sy fliggvények kompozicidjat f o g jeldli, ahol
fog:S; — S3 leképezés olyan, hogy minden z € Sy esetén (f o g) (z) = f(g(x)).
Logikai figgvény alatt a {0,1} halmazba képezs fiiggvényt értiink. 0-val a hamis,
mig 1-gyel az igaz igazsagértéket jeloljiikk. Az U halmazt leképezd logikai fliggvé-
nyek halmaza ezért {0,1}Y. Minden f parcialis logikai fiiggvényt helyettesithetiink a
{0,1,2} halmazba képezs, kovetkezsképpen definialt f’ (totalis) fiiggvénnyel:

£(u) = f(w) hawu € dom(f),
= 2 egyébként;

ahol a 2-es az értékhiany reprezentalasara szolgal (a 2-est nem is tekintjiik igazsagér-

téknek). Ennél fogva a {0, 1,2}V halmazba tartozo fiiggvényeket fogjuk felhasznalni
az U halmazt leképezd parciélis logikai fiiggvények abréazolasara.

101



B. Fuggelék

A keresé6faval kereso
miikodésének illusztracioja

A 3.2. abran talalhato algoritmus illusztralasara egy fiktiv (A, sg,C, O) allapottér-
reprezentaciot hasznalunk fel, ahol

L4 A: {80381782333786}7
e C=0,¢és
L O = {01702703704}~

A célallapotok halmazénak azért valasztjuk most az lires halmazt, hogy igy a keresés
soran a — kezd&allapotbol elérhets — teljes allapottérgraf bejarasra keriiljon.

Az allapotok halmazat a T = AU {sq4, s5} halmaz terjeszti ki, ahol s4 és s5 nem
valodi allapotok. Az operatorok definiciojat az alabbi harom tablazat segitségével
adjuk meg:

Tényleges Bizonyos Lehetséges
01 02 03 04 01 02 03 04 01 02 03 04
So S9 . S3 . So S92 . . . So S92 S1 S3 S5
81 . . 83 . 51 . . 83 . sl . . 33 54
S2 81 Sg : : S2 81 : : : S2 81 Sg
83 . . . . 83 . . . . 83
86 . . . . 86 . . . . 86

Az els6 tablazat sy cimkéjd sordban az o operatorhoz tartozo oszlopban az s
annyit jelent, hogy so € dom(o;) és 01(sg) = s2, mig az o4 operatorhoz tartozo osz-
lopbol az olvashato le, hogy sg & dom(oy). A kovetkezs két hasonlo felépitésd tablazat
azt mutatja meg, hogy melyek a bizonyosan alkalmazhatd és melyek a lehetségesen
alkalmazhato operatorok, tovabba leolvashaté az operatoralkalmazasok eredménye is.
Mivel s4 & A és s5 € A, igy ezek az els6 két tablazatban operatoralkalmazas ered-
ményeként nem allhatnak elg. Mig sy és s5 az eredeti allapottérgrafban nem létezd
cstcsok, a harmadik tablazatban talalhato og alkalmazasa sg-ra egy nem létezs él.
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Az algoritmus miikodését a tekintett allapottér-reprezentéciot felhasznélva a ko-
vetkezG tablazatban kovethetjiik nyomon. A tablazat minden sora a kiterjesztés elstti
allapotot mutatja, ahol a kiterjesztésre kivalasztott nyilt cstcsot kiemeltiik. Egy-egy
cella megmutatja, hogy az oszlophoz tartozé allapotot taroljuk-e a keresé adatbazisa-
ban, és ha igen, akkor leolvashato, hogy melyik allapotbol melyik operator segitségével
kaptuk, és az is, hogy milyen cimkével lattuk el.

Ne So S1 S9 S3 S4 S5 S6
1 kezdd
%]
9 zart lehetséges bizonyos lehetséges lehetséges
' %) 50, 02 80, 01 50, 03 50, 04
3 zért bizonyos  zart  lehetséges lehetséges lehetséges
%] S92, 01 S0, 01 S0, 03 S0, 04 S92, 02
4 zart zart zart  bizonyos lehetséges lehetséges lehetséges
' %) 82, 01 S0, 01 81, 03 81, 04 80, 04 52, 02
5 Zart Zart Zart Zart lehetséges lehetséges lehetséges
%] S2, 01 S0, 01 S1, 03 S1, 04 S0, 04 S92, 02
6 zart zart zart zart lehetséges lehetséges
' 1%} S2, 01 S0, 01 51, 03 S1, 04 Sg, 02
7 Zart zart zart zart  lehetséges Zart
%] S2, 01 S0, 01 S1, 03 81, 04 S92, 02
8 zart zart zart zart zart
' 1%} S2, 01 S0, 01 51, 03 S9, 02

Ha t6bb azonos cimkéjd cstcs is kivalaszthato lenne kiterjesztésre, akkor a szé-
lességi keresG stratégiajat kovetve most azt valasztjuk, ami kordbban jelent meg az
adatbézisban (példaul az 5. sorban azért esik s5-re a valasztas, mert az mar a masodik
sorban — az els§ kiterjesztést kovetGen — ismertté valt).

A keresés soran két helyen torténik frissités (két csicshoz talalunk az eredetileg
tarolt utnal jobbat), amelyek egyike sem feltételes frissités: so kiterjesztésével (2-es
sorrol 3-as sorra) sq keriil frissitésre, s kiterjesztésével (3-as sorrol 4-es sorra) sz kertil
frissitésre. Egyik frissités sem volt feltételes frissités.

A keresés végére maradnak a lehetséges nyilt csicsok, amelyek koziil kettot — sy-et
és s5-0t — el kell tavolitani az adatbazisbol, mivel valojaban nem vezet hozzajuk it
az allapottérgrafban, s6t nem is cstcsai az allapottérgrafnak. Az sg-bol si-be vezets
09 operatorral cimkézett él, amely valojaban szintén nem része az allapottérgrafnak,
s1 frissitésével keriil ki a keres¢ adatbéazisabol. Az algoritmus minden zart csicshoz
valodi — az eredeti allapottérgrafban szerepld — utat talal. Mivel nem volt célallapot,
igy a keresést a nyilt cstucsok elfogyasa szakitja meg.
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