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1. Bevezetés

Az osztalyozas a matematika egyik legalapvetSbb fogalma, amely alatt
egy halmaz elemeinek paronként diszjunkt nemiires részhalmazokba
sorolasat értjiik olyan modon, hogy a részhalmazok unidja megadja az
eredeti halmazt.

Erdekes modon a halmazok osztalyozasanak els6 ismert alkalmazésa
egy japan teaszertartdshoz kotddé illatjaték, amely 1500 koril volt
igen elterjedt, azonban szamos valtozata létezik még mind a mai na-
pig. Ezek koziil az egyik legnépszertibb az tgynevezett Gendzsi-ko,
amelynek lényege réviden annyi, hogy miutan 5 kiilénb6z6 illata tom-
jénrudat 5 részre vagnak és a darabokat zsdkokba helyezik, majd azok
koziil 5-6t véletlenszertien kivalasztanak és elégetnek, a jatékosoknak
az illatuk alapjan kell megallapitaniuk, hogy mely tomjének azonosak.

A jatékokat az ugynevezett Kado szertartasok mesterei vezényelték le,
akik minden lehetséges eshetGséghez megalkottak egy-egy szimbolu-
mot, amelyeket Gendzsi-monnak neveztek el. A szimbolumok mind-
egyike 5 fiigg6leges vonalbol all, amelyek jobbrol balra haladva sorban
az elégetett tomjéneket jelképezik és a vonalak tetejét vizszintes vo-
nal koti 6ssze, amennyiben két tomjén azonos. Osszesen 52 kiilonboz6
szimbolumot készitettek el ilyen modon, amelyek egyik legf6bb érde-
kessége az, hogy id6kdzben beépiiltek a japan kultiraba is. A konnyebb
megjegyezhetGségiik érdekében a japan irodalom népszert klasszikusa-
nak, a Gendzsi szerelmeinek fejezeteivel azonositottak Gket. Késébb is
népszertiek maradtak, tobbek kozott cimerek és kimonok diszitésére is
hasznaltak Gket.

A Gendzsi-k6 mesterei a szimbolumok elkészitésekor valojaban nem
méast tettek, mint egy 5 elemii halmaz 0Osszes osztalyozasat irtak le.
Amennyiben a fiigg6leges vonalak a halmaz elemeit jelképezik és a feliil
Osszekotott vonalakat egy osztalyban levéknek tekintjiik, akkor maris
kész a megfeleltetés. Tetszbleges elemszamra altalanositva a problémat
pedig a Bell-szamok fogalméhoz jutunk, ugyanis a B, Bell-szdm az
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{1,...,n} halmaz Osszes osztalyozasainak szamat adja meg (n > 0).
Ezen szdmok vizsgalatat az 1700-as évek elején egy japan matemati-
kus, T. Seki és tanftvanya, Y. Matsunaga kezdték meg, utobbi elsé-
ként adta meg a rajuk vonatkozéd rekurziot is. Nyomtatédsban elGszor
C. Kramp 1796-os munkajaban jelentek meg, neviiket a skot szarma-
zasu E. T. Bellrél kaptak, aki az 1930-as években tanulmanyozta 6ket.

Ha azt akarjuk 0sszeszamolni, hogy hanyféleképpen osztalyozhatjuk az
{1,...,n} halmaz elemeit pontosan k darab osztalyba, akkor az {Z}
masodfaju Stirling-szamok fogalmahoz jutunk (0 < k < n). Ezeket a
szamokat J. Stirling vizsgalta els6ként 1730-ban, azonban teljesen méas-
féle megkozelitésbél. Arra hasznalta Gket, hogy monomokat fejezzen ki
siillyed6 faktoridlisok segitségével. A Stirling-szdmok kombinatorikai
jelentésének meghatarozasat és a rajuk vonatkozo6 rekurzié megadasat
a szakirodalom M. Sakanak tulajdonitja.

J. Stirling nevéhez kétGdnek az els6faja Stirling-szamok is, amelyeket
szintén a fent emlitett munkajaban értelmezett, a masodfaja Stirling-
szadmokhoz hasonldé moédon. Ezek valojaban elGjeles els6faju Stirling-
szamok voltak. Kombinatorikus jelentéssel az elGjel nélkiili m elséfaju
Stirling-szamok birnak, ezek azon S,-beli permutaciok szamat adjik
meg (ahol S, az 1,...,n szamok permutéacidinak halmazat jeloli), ame-
lyek k darab diszjunkt ciklus szorzatara bomlanak (0 < k < n).!

A Lah-szamok kozeli rokonai a Stirling-szamoknak, idénként harmad-
faju Stirling-szamként is emlitik Gket. Fogalmuk I. Lah [30], [31] szlovén
matematikushoz kothetd, aki az 1950-es években két cikkében is fog-
lalkozott veliik. Az |}] Lah-szdmok az {1,...,n} halmaz elemeinek &
darab rendezett osztalyba torténd osztalyozasainak szdmat adjak meg
(0 <k <n).

A Stirling-tipusi szdmoknak szamos altaldnositasa létezik. Ezek koziil
az egyik leginkadbb ismert és vizsgalt az igynevezett r-altalanosités. Az
r-altalanositott kombinatorikus szamok esetében mindig van r kitiin-

LA Bell- és Stirling-szdmok torténeti attekintése [36] alapjan késziilt.



tetett elem, amelyektsl az osztalyokba, ciklusokba és rendezett oszta-
lyokba sorolds soran elvarjuk, hogy kiilonb6z8 osztalyokba, ciklusokba,
valamint rendezett osztalyokba keriiljenek.

Az r-Stirling-szamokat L. Carlitz [8] definilta és tanulmanyozta, majd
A. Z. Broder [6] és kés6bb R. Merris [38] vizsgalta Gket részletesen a
rajuk vonatkoz6 kombinatorikus interpretacio segitségével. Az r-Lah-
szamokat a kozelmultban Nyul G. és Racz G. [47] vezette be kombina-
torikusan.

A Stirling-szamok egy masik altalanositasa T. A. Dowling [17] nevé-
hez kothetd, aki az m-edrendii véges csoportokhoz konstruélt haloja-
hoz kapcsoléddan értelmezte az elsé- és masodfaji Whitney-szamokat.
Ezek speciélis esetben, a trividlis csoport esetén, a Stirling-szamokat
adjak vissza.

Az elsd- és méasodfaju r-Whitney-szamokat Mez6 1. [39] vezette be
az r-Stirling- és a Whitney-szdmok kozos altalanositasaként. Az Aal-
tala hasznalt definici6 a J. Stirling-féle értelmezés altalanositasanak
tekinthetS. G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] haloelméleti megkozelitésbol
foglalkozott ezekkel a szamokkal, tovabbé a segitségiikkel definialtak
az r-Whitney-Lah-szamokat.

A Bell-polinomokat a maéasodfaja Stirling-szamok felhasznalaséval a

B, (z) = Y {}}2" modon értelmezhetjiik. Kombinatorikus jelentés

a polinomol;hoz is tarsithato, amely specialis helyettesitéssel, x = 1
esetén, a kordbban emlitett Bell-szdmok fogalmat adja vissza. Tekin-
tettel arra, hogy a Bell-szadmok, valamint a Bell-polinomok fogalma is
szorosan kapcsolodik a méasodfaji Stirling-szdmokhoz, ezeknek is ér-
telmezhetjiik az eddig ismertetett altalanositasait.

Az r-Bell-szamok el6szor szintén L. Carlitz [8] mar emlitett cikké-
ben jelentek meg. A kombinatorikus interpretaciéjukon alapul6 at-
fogo vizsgalatukat Mezé 1. [40] végezte el, tovabba hozza kothets az
r-Bell-polinomok fogalmanak bevezetése is. A kozonséges Whitney-
szamokhoz kapcsolodéan M. Benoumhani [2], [3] értelmezte a Dowling-
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szamokat és Dowling-polinomokat, amelyeket a Whitney-szamok felfe-
dez6jének tiszteletére nevezett el igy. Az el6z6ek kozds altaldnosita-
saként pedig G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] definialtak az r-Dowling-
polinomokat.

A Bell-polinomokhoz hasonléan értelmezhetéek olyan polinomok is,
amelyek egyiitthatoi a Lah-szamok vagy az imént ismertetett altala-
nositasaik. Az r-Lah-szamok segitségével a kozelmiltban Nyul G. és
Réacz G. [48] vezette be az r-Lah-polinomok fogalmat.

Végiil ismertetjiik a Bell-szamok egy masik irdnyu altalanositasat is.
Amennyiben az osztalyozas soran az osztalyok elemszamara also korla-
tot adunk, az asszocialt Bell-szamok fogalmahoz jutunk. Az s-asszocialt
Bell-szamokat az 1970-es évektdl kezdve tobb cikkben is vizsgaltak, vi-
szont érdekes moédon mindossze egy olyan van, amelyben asszocialt
r-Bell-szamokkal foglalkoztak. Ez F. T. Howard [27] nevéhez kéthetd,
aki azonban kizarolag a 2-asszocialt r-Bell-szdmokat értelmezte. Meg-
emlitjiik még, hogy amennyiben a probléma permutacios valtozatat
vizsgaljuk, és azt irjuk eld, hogy minden ciklus legalabb 2 hosszsagu
legyen, azaz a fixpontmentes permutaciok szamat akarjuk meghatéroz-
ni, akkor a szubfaktorialisok fogalméahoz jutunk.

Az értekezésben az eddigiek soran ismertetett kombinatorikus sza-
mok altalanositasainak vizsgalataval foglalkozunk. A dolgozat fejeze-
teit minden esetben az adott altaldnositas szakirodalmanak részletes
attekintésével kezdjiik, majd azt kovetGen ismertetjiik az altalunk elért
eredményeket.

A 2. fejezetben a méasodfaju r-Stirling-szdmok j kombinatorikus in-
terpretaciojaként megmutatjuk, hogy a segitségiikkel miként adhato
meg a Ramsey-elméletben alapvetd jelentéséggel bird kombinatorikus
alterek szama. Ez az eredmény a [20] cikkben talalhatoé meg.

A 3. fejezet az r-Whitney- és r-Whitney—Lah-szamokkal foglalkozik.
A fejezet egyik legfontosabb eredményeként ismertetjiik ezen szamok
1j kombinatorikus interpretacioit, amelyek specialis esetben illeszked-



nek a Stirling- és a Lah-szamok kombinatorikus értelmezéséhez. Ezt
kovetGen ezeket definicioként hasznélva az r-Whitney- és r-Whitney—
Lah-szamokra szamos 1) Osszefiiggést igazolunk a lehetd legéltaldno-
sabb forméban, tovabba 0] bizonyitasokat adunk néhany korabban mar
ismert tulajdonsagukra is. A fejezetben alapvetGen a [22| cikk eredmé-
nyeit mutatjuk be, megjegyezziik azonban, hogy egyes allitasok a |21]
és [19] publikaciokban szerepelnek.

A 4. fejezetben az r-Dowling-polinomok, valamint az altalunk defini-
alt r-Dowling-Lah-polinomok atfogéd vizsgalatat adjuk a [21] és [19]
cikkek alapjan. A kétféle polinom tulajdonsagait parhuzamosan tar-
gvaljuk. A bizonyitasok soran az r-Dowling-polinomok esetében t&bb-
szor tudjuk alkalmazni a kombinatorikus interpretaciojukat, mig az
r-Dowling—Lah-polinomoknal alapvetGen mas, kiilonféle algebrai &t-
alakitasokat hasznal6 eszkozok miikodnek, amelyek elsGsorban az el6z6
fejezet eredményein alapulnak.

A disszertacié 5. és egyben zarofejezete s-asszocidlt r-Dowling-tipusi
szamokkal foglalkozik és a |23| cikk eredményeit tartalmazza. ElGszor
az ugynevezett r-kompoziciés formulat igazoljuk, amely segitségével
egyszertien meghatarozhatjuk az r-Bell-tipusu szamok és az altalano-
sitasaik sorozatainak exponenciilis generatorfiiggvényét. Ezt kovetGen
bevezetjiik és az exponencidlis generatorfiiggvényeikbdl kiindulva vizs-
galjuk az s-asszocialt r-Dowling-szamokat, az s-asszocialt r-Dowling-
faktorialisokat, valamint az s-asszocialt r-Dowling—Lah-szamokat.



2. r-Stirling- és r-Bell-tipusti szamok

Az r-Stirling-szamokat L. Carlitz [8] definilta és vizsgalta, tovabba az
6 nevéhez kotheté a kombinatorikus interpretacidojuk meghatérozasa
is. A napjainkban is hasznéalatos r-Stirling-szam elnevezés A. Z. Bro-
dertdl [6] ered, aki eltérs paraméterezéssel értelmezte Gket, és a kom-
binatorikus jelentésiikon alapul6 részletes vizsgalatukat adta. A kés6b-
biek soran R. Merris [38| t6liik fiiggetleniil ujra definidlta, és szintén
a kombinatorikus interpretaciojuk felhasznalasaval tanulményozta eze-
ket a szamokat. Megemlitjiik még, hogy a masodfaja r-Stirling-szamok
més formaban mar korabban is megjelentek a szakirodalomban, legel6-
szor N. Nielsen [46] konyvében. Az mr els6faju r-Stirling-szam azon
Spar-beli permuticiok szamét adja meg, amelyek £+ diszjunkt ciklus
szorzatara bomlanak agy, hogy az 1,...,r kitiintetett elemek kiil6n-
b6z6 ciklusokba keriilnek, mig az {Z}r méasodfaju r-Stirling-szam az
{1,...,n+r} halmaz azon k + r elemi osztalyozasait szamolja Gssze,
amelyeknél az 1, ..., r kitiintetett elemek kiilonbo6z6 osztalyokba keriil-
nek (0 <k <mn,r>0).

A kozelmultban Nyul G. és Réacz G. [47] kombinatorikusan definialta és
egyuttal részletesen vizsgalta az r-Lah-szamokat. Az LZJT r-Lah-szam

az {1,...,n+ r} halmaz azon k+r darab rendezett osztalyba torténd
osztalyozasainak szaméat adja meg, ahol az 1, ..., r kitiintetett elemek

kiilonb6z6 rendezett osztélyokba keriilnek (0 < k < n,r > 0).

A B,, n-edik r-Bell-szdm az {1,...,n +r} halmaz olyan osztélyo-
zasainak szamat jeloli, ahol az 1,...,r kitiintetett elemek kiilonbo-
76 osztalyokba keriilnek (n,r > 0), igy valojaban nem méas, mint az
{Z}r masodfaju r-Stirling-szamok 6sszege (k=0,...,n). Az r-Bell-
szamok szintén L. Carlitz [8] mar emlitett cikkében jelentek meg els-
szor. Az r-Bell-szam elnevezés és a kombinatorikus értelmezésen ala-
pul6 vizsgalatuk azonban Mezd 1. [40] nevéhez kothetd, aki egytuttal a

Bn, (x) = > {1} 2" r-Bell-polinomokat is definidlta.
k=0

6



2.1. Masodfaju r-Stirling-szamok és kombinatorikus alterek 7

A fentiek mintajara az Osszegzett r-Lah-szdmokat, valamint az r-Lah-
polinomokat Nyul G. és Récz G. [48] értelmezte és tanulmanyozta.
Az L, ,-rel jelolt n-edik Osszegzett r-Lah-szam definicié szerint az

{1,...,n+r} halmaz azon rendezett osztélyokba torténd osztalyoza-
sainak szaméat adja meg, amelyeknél az 1,...,r kitiintetett elemek

kiilonb6z6 rendezett osztalyokba keriilnek (n,r > 0), mig az r-Lah-

polinomok az Ly, (z) = Y |}] «* médon adodnak.

Végiil megjegyezziik, hogy a kozelmiltban a masodfaju r-Stirling- és
r-Bell-szamokat Kereskényi-Balogh Zs. és Nyul G. [29]|, mig az r-Lah-
és Osszegzett r-Lah-szamokat Nyul G. és Racz G. [49] vizsgaltak graf-
elméleti eszkozokkel.

Ebben a fejezetben a masodfaja r-Stirling-szdmok egy érdekes kapcso-
latat ismertetjiik a kombinatorikus alterekkel, amely egytuttal egy j
kombinatorikus interpretaciot is eredményez rajuk vonatkozoan.

2.1. Masodfaja r-Stirling-szamok és kombinatorikus
alterek

Legyen A egy r elemii halmaz és %, ..., %, ¢ A tovabbi szimboélumok.
Egy k dimenziés kombinatorikus alteret A™-ben egy olyan
(AU {x1,..., % })"-beli sémaval adhatunk meg, amelyben a 1, ..., %
szimbolumok mindegyike legalabb egyszer szerepel. Ekkor a séma altal
meghatarozott kombinatorikus altér abbél az r* darab A™-beli elembél
all, amelyeket gy kapunk, hogy *; helyére, minden el6fordulasa esetén
ugyanazt az A-beli elemet helyettesitjik (i = 1,..., k).

Megjegyezziik azonban, hogy egy kombinatorikus altér nem kizarolag
egyetlen séméval adhatdé meg. Két kiillonb6z6 séma ugyanis leirhatja
ugyanazt a kombinatorikus alteret, amennyiben azok csak a csillag-
szimbolumok szerepének felcserélésében kiilonbdznek egyméstol.

A kombinatorikus alterek fontos szerepet toltenek be a Ramsey-elmé-
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letben. A. W. Hales és R. I. Jewett [24] ismert tételének egy altala-
nositott valtozata ugyanis kimondja, hogy barmely r, k, ¢ pozitiv egész
szamok esetén létezik olyan legkisebb H.J(r, k, ¢) pozitiv egész, hogy ha
A egy r elemii halmaz, akkor A#/("%) minden c szinnel valé szinezése
esetén keletkezik egyszinii k dimenziés kombinatorikus altér.

A k dimenziés kombinatorikus alterek szama meghatarozhato a szi-
taformula segitségével (ezt |A| = 2 esetben T. C. Brown [7]| végezte
el). A kovetkezSkben azonban megmutatjuk, hogy a kombinatorikus
alterek szama megadhato kozvetleniil a masodfaju r-Stirling-szamok
segitségével is. A bizonyitas soran bijektiv kombinatorikus megfelelte-
tést alkalmazunk.

2.1. Tétel. (|20] Theorem)

Legyen 1 < k <mn,r >1¢és A eqyr elemi halmaz. Ekkor a k dimenzids
kombinatorikus alterek szama A™-ben {Z}r

Bizonyitds. Legyen adott az A = {a4,...,a,} halmaz.

Vegyiink egy k dimenziés kombinatorikus alteret A"-ben, amelyet az
(815, 8n) € (AU {*q,...,%})" sémaval frunk le.

Rendeljiik hozz4 ehhez a sémahoz az alabbi halmazcsaladot:

Hadu{jl1<j<nsj=a} |1<i<r}
U{{j11<j<n,s;=x}]1<1<k}.

Ez az AU{1,...,n} halmaz osztalyozasa k4 r nem iires részhalmazba
(a{j|1<j<n,s; =%} halmaz nem iires, mivel ; legalabb egyszer
szerepel a sémaban) gy, hogy A elemei kiilonb6z6 osztalyokba kertil-
nek.

Ahogyan azt korabban is hangsilyoztuk, kiillonb6z6 sémak ugyanazt a
kombinatorikus alteret is leirhatjik, mivel azonban az osztalyok sor-
rendje nem szamit, igy az ezekhez rendelt osztalyozéasok is egybeesnek.
Ezaltal valojaban a k dimenziés kombinatorikus alterekhez rendeltiink
osztalyozasokat.
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Konnyen ellenérizhetd, hogy a fenti hozzarendelés bijektiv megfelelte-
tést ad az A"-beli k£ dimenziés kombinatorikus alterek és az
AU{1,...,n} halmaz azon k +r elemi osztalyozasai kozott, amelyek-
nél az ay,...,a, kitiintetett elemek kiilénb6z6 osztalyokba keriilnek,
igy szamuk {Z}T O

Példa. A hozzéarendelés szemléltetésére vizsgaljuk meg az n = 13,
k=3, r=4és A=1{ay,as,as a4} esetet. Ekkor az

(ah a4, *1, a1, *3, Ay, *2, *2, a3, *1,0a1, 41, *2)

séma altal meghatérozott 3 dimenzios A'3-beli kombinatorikus altér-
hez az {ai,as,as,a4,1,...,13} halmaz alabbi hételemi osztalyozasa
tartozik:

{{a1,1,4,11,12}  {as}, {as, 9}, {as, 2,6} ,{3,10} ,{7,8,13} . {5}} .

Végiil megjegyezziik, hogy a fenti eredmény érdekes hasonldosdgot mu-
tat azzal a tétellel, amely kimondja, hogy ha 1 < k < n és ¢ primhat-
vany, akkor a k dimenzios linearis alterek szama GF'(q)"-ben az (Z)q
g-binomialis egyiitthatoval adhaté meg.
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T. A. Dowling [17] konstrualt egy halot az m-edrendd véges
csoportokhoz, és a rajuk vonatkozd Mobius-fiiggvény segitségével beve-
zette a Whitney-szamok fogalméat. Az tgynevezett Dowling-halokhoz
tartozo wy, (n, k)-val jelolt elss-, illetve W, (n, k)-val jelolt masodfa-
jui Whitney-szamok fiiggetlenek magatol a csoporttol, kizardlag an-
nak rendjétdl fiiggnek (0 < k < n, m > 1). Amennyiben a trivi-

alis csoportot tekintjiik, azaz m = 1 valasztéssal azt kapjuk, hogy
wy (n, k) = [Ziﬂ és Wi (n, k) = {ZH} A Whitney-szamok tulajdon-

sdgainak részletes vizsgalata M. Benoumhani [2] nevéhez kithetd.

Mezé6 1. [39] 6tlete volt az, hogy kozos altalanositisat adja az r-Stirling-
és a Whitney-szdmoknak. Az els6faji r-Whitney-szamokat az

m"z" Zwmrnkz)(mx—r)k, (1)

k=0

mig a mésodfaju r-Whitney-szamokat az
(mx +1r)" Z Wi r(n, K)m (2)

egyenlGséggel definidlta, ahol 2™ és 2 rendre az x n-edik emelkedd és
siillyed6 faktoridlisat jeloli.

Megjegyezziik azonban, hogy bar eltéré neveken és mas megkozelité-
sekb6l, de az r-Whitney-szdmok mar kordbban is megjelentek a szak-
irodalomban. Egyrészt mint az L. C. Hsu és P. J.-S. Shiue [28] altal
bevezetett Stirling-tipusi szamparok specidlis esetei, amelyeket
R. B. Corcino, C. B. Corcino és R. Aldema [12], [10] tanulmanyo-
zott (r, 5)-Stirling-szamok néven. Masrészt B. Voigt [60] egy méasod-
faju Stirling-szdmokra vonatkozé altalanositdsdhoz kothet&en, amely-
nél tovabbi paraméterként egy sorozat szerepel. Ez a valtozat ugyanis
szdmtani sorozatok esetén szintén a masodfaju r-Whitney-szamokat
adja vissza (lasd A. Rucinski és B. Voigt [56]).

10
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G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] a Dowling-halokhoz kapcsolodo interpre-
taciojuk felhasznélasaval részletesen vizsgéaltak az r-Whitney-szamok
mindkét fajtajat, tovabba a

Osszefiiggéssel bevezették az r-Whitney-Lah-szamok fogalmat. Erte-
lemszertien a W L, (n, k)-val jelolt Whitney-Lah-szamokat hasonl6 mo-
don definialhatjuk.

Megemlitjiik tovabbéa, hogy szimmetrikus polinomok segitségével
M. Merca [37] is vizsgalta az elsG- és masodfaju r-Whitney-szamokat.

Erdekes modon az eddig ismertetett eredmények nem tartalmazzak
az  r-Whitney- és az r-Whitney-Lah-szdmok tisztan kombinatorikus
jelentését, még az eredeti valtozatok esetében sem. Ezekre vonatkozdan
az alabbi részleges eredményekkel talalkozhatunk a szakirodalomban.

J. B. Remmel és M. L. Wachs [55] két kombinatorikus interpretaciot
adott az els6faji Whitney-szdmokra és egyet a masodfajuaakra. Me-
z6 1. [41] pedig az utébbi felhasznélasaval igazolt néhény Gsszefliggést
a masodfaju Whitney-szdmokra vonatkozoan.

M. Mihoubi és M. Rahmani [44] az r-Whitney- és az r-Whitney-Lah-
szamokhoz is rendelt kombinatorikus értelmezést, de mindharom eset-
ben kizarolag osztalyozésokat hasznaltak. Interpretacioik az ugyneve-
zett parcialis r-Bell-polinomokon keresztiil adodtak.

Végiil megjegyezziik, hogy D. G. L. Wang [61] szinezett osztalyoza-
sainak szdma szintén a masodfajiu r-Whitney-szamokra vezet. H. Bel-
bachir és I. E. Bousbaa [1] pedig bevezette mindhérom tipusti szam
egy-egy modositott valtozatat, az eltolt r-Whitney- és r-Whitney—Lah-
szamokat, amelyek azonban egyszertien az r-Stirling- és r-Lah-szamok

m"*_szorosai.

Ebben a fejezetben megadjuk az r-Whitney- és r-Whitney-Lah-szamok
1j kombinatorikus interpretaci6it. A kozonséges masodfajuo Whitney-
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szamok esetén ez lényegében egybe fog esni J. B. Remmel és
M. L. Wachs [55] interpretaciojaval, mig a masodfaji r-Whitney-sza-
mokra vonatkozoan hasonlo M. Mihoubi és M. Rahmani [44] értelmezé-
séhez. Az els6faju r-Whitney- és az r-Whitney—Lah-szamok esetében
azonban teljesen tjak, még az r = 1 valasztassal adodoé kdzonséges
valtozatokra is, és egytuttal illeszkednek az r-Stirling- és r-Lah-szdmok
klasszikus kombinatorikus definici6ihoz.

Megemlitjiik még, hogy tjabban T. Mansour, J. L. Ramirez és M. Shat-
tuck 53], |35], [54] az r-Whitney- és r-Whitney-Lah-szamok altaluk
értelmezett (p, q)-valtozatan keresztiil hasonlo kombinatorikus jelen-
téshez jutottak.

A fejezet felépitése a kovetkezG stratégiat koveti. A kombinatorikus
interpretacidinkat az r-Whitney és r-Whitney—Lah-szamok definicidi-
ként fogjuk hasznélni. Ezt kivetGen — elsGsorban ezekre a definiciokra
alapozva — szamos 1j eredményt bizonyitunk, tovabba néhany mar is-
mert Osszefliggést is igazolunk tisztan kombinatorikus gondolatmenet-
tel. Ezek kozott az azonossagok kozott megjelennek az (1), (2) és (3)
egyenlGségek is, amelyek igy igazoljék, hogy az altalunk hasznalt defi-
niciok ekvivalensek az eredetiekkel. Azoknal a tételeknél, amelyekben
mindharom szimra kozliink eredményeket, a bizonyitast legtobbszor
csak az elséfaji esetben ismertetjiik, sziikség esetén azonban kitériink
a kiilonbségekre a masik kettére vonatkozoan is.

3.1. Kombinatorikus definiciok
LegelGszor is megadjuk az r-Whitney- és r-Whitney—-Lah-szamok 1j
kombinatorikus definicioit.

3.1. Definici6. Legyen 0 < k < n,r >0, n+r > 1é m > 1.
Ekkor wy,, (n, k) jelolje azon S,4,-beli szinezett permutaciok szamat,
amelyek k + r diszjunkt ciklus szorzatara bomlanak fel tgy, hogy

e az 1,...,r kitlintetett elemek kiilonb6z6 ciklusokba keriilnek,
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e a ciklusok legkisebb elemei nincsenek szinezve,

e azok az elemek, amelyek egy kitiintetett elem ciklusaban vannak,
nincsenek szinezve, ha a kitiintetett elemtél az adott elemig tarto
ciklusiv nem tartalmaz nala kisebb szamot,

e a tovabbi elemek mindegyike m szinnel van szinezve.

Legyen tovabba wy, (0,0) = 1. Ezeket a szamokat elséfaja r-Whit-
ney-szamoknak, és az ilyen permutaciokat r-Whitney-szinezett
permutacidéknak nevezziik.

3.2. Definicié. Legyen 0 <k <n,r>0,n+r >1és m > 1. Ekkor
Winr (n, k) jelolje az {1,...,n + r} halmaz azon k + r elemi szinezett
osztalyozasainak szamét, ahol

e az 1,...,r kitiintetett elemek kiilonb6z6 osztalyokba keriilnek,
e az osztalyok legkisebb elemei nincsenek szinezve,

e azok az elemek, amelyek egy kitiintetett elem osztalyaban van-
nak, nincsenek szinezve,

e a tovabbi elemek mindegyike m szinnel van szinezve.

Legyen tovabba W, (0,0) = 1. Ezeket a szdmokat masodfaja
r-Whitney-szamoknak, és az ilyen osztalyozésokat r-Whitney-szi-
nezett osztalyozasoknak nevezziik.

3.3. Definici6. Tegyen 0 < k < n,r >0, n+r > 1é m > 1.
Ekkor WLy, (n,k) jelolje az {1,...,n +r} halmaz azon k + r darab
rendezett osztalyba torténd szinezett osztilyozasainak szaméat, ahol

e az 1,...,r Kkitlintetett elemek kiillonb6z6 rendezett osztalyokba
keriilnek,

e a rendezett osztalyok legkisebb elemei nincsenek szinezve,
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e azok az elemek, amelyek egy kitiintetett elem rendezett osztalya-
ban vannak, nincsenek szinezve, ha a kitiintetett elem és az adott
elem kozott nincs nala kisebb szam,

e a tovabbi elemek mindegyike m szinnel van szinezve.

Legyen tovabba WL, ((0,0) = 1. Ezeket a szdimokat r-Whitney—
Lah-szamoknak, és az ilyen osztalyozasokat r-Whitney—Lah-szine-
zett osztalyozasoknak nevezziik.

Abban az esetben, ha r = 1, m = 1, m = 1, r = 0 é r = 0,
az r-Whitney-szdmok visszaadjak a Whitney-szamokat, az r-Stirling-
szamokat, a klasszikus Stirling-szamokat és a Stirling-szamok t&bb-
szoroseit. Ezekkel a specialis paraméterekkel hasonlo &ll fenn az
r-Whitney—Lah-szamokra is. A kapcsolatokat az elsGfaju esetben rész-
letezziik:

W, 1 (n, k) = Wn (na k) , Wiy (nv k) - |:Z:| )

wi (n, k) = {Z] W (1, k) = m" m

A fejezet eredményeinek bizonyitasa soran tobb esetben sziikségiink
lesz arra, hogy a kitiintetett elemet nem tartalmazo ciklusok, osztalyok
vagy rendezett osztalyok legkisebb elemeit is szinezziik m szinnel. Ezek-
re kiterjesztett r-Whitney-szinezett permutéacidkként, osztalyozasok-
ként és r-Whitney-Lah-szinezett osztalyozasokként hivatkozunk majd.
Ha k + r ciklusunk, osztalyunk vagy rendezett osztalyunk van, akkor
ezek szama rendre mFw,, . (n, k), m*W,,, (n, k) és m*W L,, . (n, k).

3.2. Tulajdonsagok és azonossagok

Az értekezés eredményeinek ismertetéséhez sziikségiink lesz az m diffe-
renciaju emelkedd és siillyedd faktoridlisok fogalmara, ezeket a kovet-
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kez8 moédon értelmezziik:

|
—
?
—

n

(zlm)" = ][ (x4 jm). (alm)* =] ] (@ = jm).

<
I

]
<
Il

o

ahol n > 0 és m > 1. Specidlisan (z|1)" = 2™ és (z|1)" = 22 a klasszi-
kus emelkedd és siillyed6 faktorialisok. Tovabbé szamos esetben hasz-
naljuk majd az (ma|m)" = m"z™ és (mz|m)™ = m"z™ azonossagokat
is.

A legkisebb és legnagyobb lehetséges k értékekre egyszerti kombinato-
rikus gondolatmenettel az alabbi specidlis értékek adodnak:

® Wy, (n,0)= (r|m)ﬁ, Winr (n,0) =1", WLy, (n,0) = (2r|m)ﬁ

o Wir(n,1) = ((m+ r)t —r"),

1
m

WL, (n,1) = L <(m +2rlm)” — (2r|m)ﬁ> (n>1)

® Wmr (Tl, n— 1) = Wmﬂ' (n7 n— 1> = m(g) +rn,
Wl (nn—1)=mn(n—1)4+2rn (n > 1)

® Wmr (TL, n) = Wm,r (na n) = WLmﬂ“ <n7 n) =1

A kovetkez6 polinomos azonossagok kiilonb6zd valtozatait tobb pub-
likacioban is megtalalhatjuk, elséfaja esetben a [17] (r = 1-re), [9],
[10], méasodfaju esetben a [17] (r = 1l-re), [9], [12], mig r-Whitney—
Lah-szamok esetén a |9] cikkekben. Megjegyezziik, hogy az elsé két
formula ekvivalens az (1) és (2) egyenléségekkel, amelyek Mezd 1. [39]
definicioiként szolgéltak.

3.4. Tétel. (|22] Theorem 3.1)

Han,r >0 ésm >1, akkor

(z 4 7|m)" Zwm,. (n,k)x
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(x+1)" = Z Wr (0, k) (z|m)E,
k=0

(x4 2r[m)" = > WLy, (n, k) (zlm)".

k=0

Bizonyitds. Sy, azon m szines r-Whitney-szinezett permutacioit sza-
moljuk 6ssze, amelyeknél a kitiintetett elemet nem tartalmazoé ciklusok
legkisebb elemei is szinezve vannak ¢ szinnel.

Ha a ciklusok szama k + r, akkor az m szines r-Whitney-szinezett
permutaciok szdma wy, . (n, k) (k =0,...,n). Tovabba, mivel k darab
ciklus van, amely nem tartalmaz kitiintetett elemet, igy ezen ciklusok
legkisebb elemeit c*-féleképpen szinezhetjiik ¢ szinnel. Ezek alapjan

37 Wy (0, k) ¥ lehetdség adodik.
k=0

A fenti szinezett permutéacidkat masként is 6sszeszamolhatjuk. ElGszor
helyezziik el a kitiintetett elemeket kiilonb6z6 ciklusokba. Ezt kove-
téen r + ¢ nyithat egy 1j ciklust, és ekkor szint kap a c szin koziil
(1t =1,...,n). Ezenkiviil (r + i)-t tehetjiik egy kitiintetett elem mogé
is, és ekkor nem kap szint, vagy egy kordbban mar elhelyezett nem ki-
tiintetett elem mogé, és ebben az esetben m szinnel szinezziik. Ez azt
jelenti, hogy (r +14)-t (¢ +r + (i — 1) m)-féleképpen tudjuk elhelyezni
és szinezni, igy a lehetdségek szama osszesen (c 4 r|m)"™.

A masodfaju r-Whitney-szamok és az r-Whitney-Lah-szamok eseté-
ben a fenti gondolatmenet ebben a formajaban nem mikodik, mert
nem elég egyszerien a kiegészitG szinezéssel ellatott r-Whitney-, illet-
ve r-Whitney—Lah-szinezett osztalyozasokat vizsgalni. A bizonyitéast az
alabbiakban a masodfaji esetben részletezziik.

Az {1,...,n + r} halmaz azon m szines kiterjesztett r-Whitney-szine-
zett osztalyozasait szamoljuk Gssze, amelyeknél a kitiintetett elemet
nem tartalmazé osztalyok legkisebb elemei masodlagosan is szinezve
vannak c¢ szinnel (¢ > n) Ggy, hogy a méasodlagos szineik kiilonbozéek.
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Egyrészt az elemeket m W, . (n, k)-féleképpen osztalyozhatjuk kiter-
jesztett r-Whitney-szinezetten k + r osztélyba (k= 0,...,n), majd a
nem kitiintetett legkisebb elemeket £ modon szinezhetjiik masodla-
gosan, igy a lehetGségek szama i W (n, k) (me|m)®, mivel mFck =
k=0

(me|m)E.

Masrészt, elGszor elhelyezhetjiik az els6 r kitiintetett elemet kiilon-
boz6 osztalyokba, majd megvizsgalhatjuk a lehetdségeket (r + i)-re
(t=1,...,n). Ehhez tegyiik fel, hogy az els6 r + i — 1 elemet r + [
osztalyba osztilyoztuk. Ha r + i egy 1j osztalyt nyit, akkor az elsGd-
leges szine m-féle, a masodlagos szine (¢ — [)-féle lehet. Ha (r +i)-t
kitiintetett elemet tartalmazo osztalyba tessziik, akkor nem kap szint,
mig ha a kitiintetett elemet nem tartalmazo6 [ osztaly valamelyikébe
keriil, akkor m szinnel szinezziik. Osszegezve az eddigieket (r -+ i)-t
m (c—1)+r+1Im = (mc+ r)-féleképpen helyezhetjiik el és szinezhet-
jiik, ami sszesen (mc+ )" lehetGséget jelent. O

A fenti egyenlGségekbe (—x)-et helyettesitve azonnal adédnak az alabbi
fontos kovetkezmények.

3.5. Kovetkezmény. ([22| Corollary 3.1)

Han,r >0 ésm>1, akkor

n

(x = rfm)" =Y (=1)" " wp, (n,k) 2",

k=0

Megjegyzés. Specidlisan, x = 1 esetén, a 3.4 Tétel megadja az els6faji
r-Whitney-szdmok Osszegét rogzitett n esetén:

> Wiy (0, k) = (r+1m)".
k=0
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Az r-Whitney-szdmokra vonatkozé rekurziok mar korabban megjelen-
tek a szakirodalomban, az elséfaju esetben a [17] (r = 1-re), (9], [10],
[39], a masodfaju esetben a [2], [17| (r = 1-re), 9], [12], [39], [61],
mig az r-Whitney—Lah-szamokra vonatkozoan a [9] cikkekben. Most
a kombinatorikus definicidinknak koszonhetGen lehetségiink adodik
arra, hogy ezeket az Osszefiiggéseket tisztan kombinatorikus gondolat-
menettel igazoljuk.

3.6. Tétel. (|22] Theorem 3.2)

Hal<k<n,r>0¢é m>1, akkor
Wiy (N + 1,k) = Wy (N, b — 1) + (mn+ 1) Wy, (0, k),

Wir (n+1,k) =Wy (nyk— 1)+ (mk + 1) Wi (n, k),

WLy, (n+1,k)=WLy,, (n,k—1)+(mn+k)+2r) WL, (n,k).

Bizonyitds. Syyr.+1 azon m szines r-Whitney-szinezett permutacioit
szamoljuk 6ssze, amelyek k + r diszjunkt ciklus szorzatara bomlanak.

Ha n+r+1 egy 1 hosszu ciklust alkot, akkor a tovabbi n + r elemet
kell »-Whitney-szinezetten & — 1 4 r diszjunkt ciklusba sorolni, ami
Wy (0, & — 1) lehetGséget jelent.

Ha n +r + 1 egy legalabb 2 hosszt ciklusban van, akkor a tébbi elem
k+r ciklusba sorolasa és m szinnel valo szinezése wy, . (n, k)-féleképpen
torténhet a szabalyoknak megfelelen. Ezt kovetGen pedig (n 4+ r + 1)-
et elhelyezhetjiik az n nem kitiintetett elem mogé, és ekkor m szinnel
szinezziik, vagy valamelyik kitiintetett elem mogé, és ebben az esetben
nem kap szint. O]

Az alabbiakban 1j fiigg6leges rekurzidkat ismertetiink az r-Whitney-
és r-Whitney—Lah-szamokra vonatkozoban.
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3.7. Tétel. (|22] Theorem 3.3)
HaO0<k<n,r>0¢é m>1, akkor

Wiy e (TL + 1, k+ 1) = Z (mn + r’m)n;jwm,r (]7 k) )
=k

Wing (n 4+ Lk+1) =Y (m(k+1) +7r)" Wi, (4, F),
j=k
Why, n+1LEk+1)=Y (mmn+k+1)+2r|m)2 WL, (k).
ji=k

Bizonyitds. A tétel bizonyitasahoz S, ,.1 azon m szines r-Whitney-
szinezett permutécioit kell 6sszeszamolni, amelyek k& 4+ r + 1 diszjunkt
ciklus szorzatara bomlanak.

Legyen j + r + 1 a ciklusok legkisebb elemei koziil a legnagyobb
(j =k,...,n). Elgszor az els6 j+1r elemet kell k+ r diszjunkt ciklusba
sorolni r-Whitney-szinezetten, ami w,,, (j, k)-féleképpen teheté meg.
Ezt kévet&en, novekvs sorrendben tekintve a tovabbi elemeket, elhe-
lyezhetjiik Gket egy nem kitiintetett elem mogé, és ekkor szint kapnak,
vagy az r kitiintetett elem valamelyike mogé, és ebben az esetben nem

szinezziik 6ket. Bz osszesen ((5 + 1)m 4 r|m)" ™ = (mn + r|m)>=L le-
hetGséget jelent az utols6 n — j elemre. O

A maésodfaji r-Whitney-szamokra vonatkozo explicit formulat tébben
is meghataroztak az exponencialis generatorfiiggvényiikbdl kiindulva
[2] (r = 1-re), [9], [12], [39]. A kovetkezSkben egy 0j bizonyitéast ismerte-
tiink, amelyben a kombinatorikus interpretaciojukat és a szitaformulét
hasznaljuk fel. Az altalunk alkalmazott gondolatmenet egyittal arra is
alkalmas, hogy a segitségével egy hasonlo explicit formuléat igazoljunk
az r-Whitney—Lah-szamokra.
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3.8. Tétel. (|22] Theorem 3.4)

HaO0<k<n,r>0¢é m>1, akkor

k
1 i (k N
o (0s8) = £ 32 (1) (5) =y,
1 & k _
Wl 08) = g D (-1 (;) (m (k — ) + 2r|m)"
Bizonyitds. Tekintsiik az {1,...,n + r} halmaz azon m szines kiter-

jesztett r-Whitney-szinezett osztalyozéasait, amelyeknél az osztalyok
legkisebb elemeit masodlagosan is szinezziik k + r szinnel gy, hogy
ezek az elemek kiilonb6z6 szint kapnak, és minden masodlagos szint
felhasznalunk. Ezek szamat kétféleképpen is meghatarozhatjuk.

Egyrészt kiindulva abbol, hogy a masodlagos szinek koziil mindet pon-
tosan egyszer kell felhasznalni, azt kapjuk, hogy az osztalyok szama
k + r. Ezaltal az m szines kiterjesztett r-Whitney-szinezett oszta-
lyozésok szama mFW,, . (n, k), a legkisebb elemekhez pedig (k + r)!-
féleképpen rendelhetjiik hozza a maéasodlagos szineket, igy Osszesen
(k + r)!mFW,, . (n, k) lehetdség adodik.

Masrészt a vizsgalt szinezett osztalyozasokat a szitaformula segitsé-
gével is Osszeszamolhatjuk. Legyen X azon kiterjesztett r-Whitney-
szinezett osztalyozésok halmaza, amelyeknél az osztalyok legkisebb
elemeinek masodlagos szinezéséhez nem feltétleniil hasznéaltuk fel az
Osszes szint. Tovabba legyen Y, az X halmaz azon részhalmaza, amely
azokat a lehetGségeket tartalmazza, amelyeknél a h-adik méasodlagos
szint nem hasznaltuk fel (h=1,... k+r).

X elemszaméanak meghatarozasdhoz elGszor helyezziik el az els6 r ki-
tiintetett elemet kiilénb6z6 osztalyokba, majd szinezziik ket masodla-
gosan. Ez osszesen (k + r)" lehetGséget jelent. Ezt koveten, a 3.4 Tétel
masodfaju r-Whitney-szamokra vonatkoz6 bizonyitasahoz hasonléan,
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azt kapjuk, hogy (r+i)-t (¢ =1,...,n) (mk + r)-féleképpen helyez-
hetjiik el és szinezhetjiik. Igy | X| = (k + )" (mk +1)".

Azaltal, hogy a Kkitiintetett elemek kiilonb6z6 osztalyokba keriilnek,
legalabb r masodlagos szinre van sziikségiink, ezért j darab Y ti-
pusit halmaz metszete iires, ha 7 = k + 1,...,k + r. Tovabb4 az
X halmaz elemszamanak meghatarozasdhoz hasznalt gondolatmenet-
tel adodik, hogy j darab V), tipust halmaz metszetének elemszama
(k+r—7"(m(k—j)+nr)", haj=1,... k Ezt kivetden a szitafor-
mula felhasznédlasaval azt kapjuk, hogy a lehet&ségek szama

X\ (YU U Y]

=i W (M) Gk )4,

az allitas pedig néhany egyszeri atalakitast kovetGen adodik. ]

Az r-Whitney-Lah-szamokra a fentinél egyszertibb explicit formula is
létezik (lasd [9]), amelyet a kombinatorikus jelentésiik felhasznalaséval
igazolunk.

3.9. Tétel. (|22] Theorem 3.5)

HaO< k<nésr,m>1, akkor

WL, (n,k) = (Z) %

Bizonyitds. Az {1,...,n+r} halmaz k + r darab rendezett osztalyba
torténsé m szines kiterjesztett r-Whitney-Lah-szinezett osztalyozasait
kell 6sszeszamolnunk. Ehhez el6szor helyezziik el a kitlintetett elemeket
kiilonb6z6 rendezett osztalyokba, majd ezt kovetGen valasszuk ki és szi-
nezziik m szinnel a kitiintetett elemet nem tartalmazoé rendezett oszta-
lyok els§ elemeit. Fzt (Z) mF-féleképpen tehetjiik meg. Végiil a tovabbi
n — k elemet névekvd sorrendben tekintve, a j-edik elem elhelyezésére
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és szinezésére 2r+m(k+j—1) lehet6séglink van (j = 1,...,n — k), mi-
vel szinezetleniil marad, ha egy kitiintetett elem elé vagy mogé tessziik,
és m szinnel szinezziik, ha a tovabbi £+ j — 1 hely valamelyikére keriil.

Ezek alapjan m*W L, (n, k) = (})m* (2r + mk|m)n, amibdl az 4l-
litas egyszeriisitést kovetden azonnal adodik. (Megjegyezziik, hogy a
formula ezen alakja r = 0 esetén is igaz.) ]

A kovetkez§ allitas a tovabbiakban szamos tétel bizonyitasa soran hasz-
nos lesz szamunkra.

3.10. Tétel. (|22] Theorem 3.8)
HoO0<k<n,r>0¢ésm,l>1, akkor

l”’kwm,T (n, k) = wpiir (n, k) ,

ln_kwm,r (TL, k) - Wml,l?" (na k) ;
"W Ly (n,k) = W Lyir (n, k) .

1. Bizonyitds. Az Osszefiiggés a 3.4 Tétel alkalmazasaval az alabbi mo-
don adodik:

" Z W (0, k) mP2® = (mlx + Irjml)" = Z Wt g (1, k) mP1F2k,
k=0 k=0

g

2. Bizonyitds. A masodfaji r-Whitney-szamok esetében kombinatori-
kus interpretacion alapuld bizonyitast is tudunk adni.

Legyen L egy masodlagos szineket tartalmazo [ elemd halmaz. Az
{1,...,n+r} halmaz azon k + r elemi m szines r-Whitney-szinezett
osztalyozasait vizsgaljuk, amelyeknél a legkisebb elemek kivételével az
elemek minden osztalyban mésodlagosan is szinezve vannak egy L-beli
szinnel. Ezen duplén szinezett osztalyozéasok szama (" *W,, . (n, k).

Egy fenti tipust osztalyozashoz rendeljiik hozza az ({1,...,r} x L) U
{r+1,...,n+r} halmaz egy osztilyozasat a kovetkezGképpen. Az
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{1,...,r} x L halmaz elemeit tekintsiik kitiintetett elemeknek. Egy
tovabbi elem akkor keriiljon (i,A) (1 < i < r, A € L) osztélyéba,
ha eredetileg i-vel kozos osztélyban szerepelt és a mésodlagos szine A
volt, a tobbi osztalyt pedig hagyjuk valtozatlanul. Igy egy n+Ir elemii
halmaz k + Ir osztalyba térténs ml szines [r-Whitney-szinezett oszta-
lyozasdhoz jutunk. Ez a hozzarendelés egy bijektiv megfeleltetést ad a
kétféle tipusa osztalyozasok kozott. O

A kovetkezékben egy Spivey-tipust formulat? adunk az r-Whitney- és
r-Whitney-Lah-szamokra vonatkozoan.

3.11. Tétel. (|21] Lemma 3.1, [19] Lemma 3.1)

Hatn,kr,s>0,k<t+n ésm,l>1, akkor

min{¢,k}

"m*w,, . (t +n, k) Z Z Wi (£,7) <@)lkim"“
=0 j=max{0,k—i} J

G = ) (il + = )™

min{t,k}

W, (¢ + 1, k) Wi (L, (") [F=igiti
" 3 SRR

=0  j=max{0,k—i}
Wis (Jy k — i) (mli+ Ir — ms)n_j ,

min{¢,k}

"R W Ly, (¢ + 1, ) WLy (i (") [F=ippiti
= > Z (t,7) ;

=0 j=max{0,k—i}

WLy (j, k — i) (ml (t + 1) + 20r — 2ms|ml)" ™ |

2 Az elnevezés onnan ered, hogy M. Z. Spivey [57] a Bell-szamokra bizonyitott egy
formulét, amely egyszerre altalanositja a definicidjukat és a rekurziojukat. Itt en-
nek az r-Whitney-tipusi szamokra vonatkozo megfelelGjét ismertetjiik, a kovetkezs
fejezetben pedig az eredeti formuléat altalanositjuk r-Dowling-tipusi polinomokra.
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tovabba

min{t,k} n
Wy (E+ 1, k) Z Z Wy (t,7) (])

=0 j=max{0,k—i}

* W, s (jv k— Z) (mt +r— Slm)nij )

min{t,k}
Wi (t4n,k) = Y Z W (£,1) (Z")

=0 j=max{0,k—i}
Wins Gy ke —4) (mi41 — )",

min{¢,k}
Wy, (t+n,k)= Y Z W Ly, (t, z)(‘)

1=0  j=max{0,k—i}

WL (4, k—1i) (m(t+1i)+ 2r —2s/m)" .

1. Bizonyitds. A 3.4 Tételt felhasznéalva azt kapjuk, hogy

L L t+n
(mlx + lr|ml)"™ = 17" (ma 4 r|m)"" = 17 Z Wy (4 1, k) mFa®
k=0

Tovabba a 3.4 Tétel ismételt alkalmazasaval és az emelkedd faktoriali-
sokra vonatkoz6 binomidlis tétel felhasznaldsaval az adodik, hogy

n

(mlz + lrlml)™ = I* (max + r|m)" (mlz + Ir + mit|ml)

t n _
=1 E Wy (t,7) m'a’ g <n> (mlz + ms|ml)’
, , J
=0 7=0

: (mlt +lr — ms|ml)E

_ltZwmr (t,17) mZ:):’Z( )mj l:B+s|l)
7=0

- (mit + lr — ms|ml)"™
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_ltZwmr (t,4) m%c’Z( )mJZwlS g, k) lF2®
7=0

- (mlt + Ir — ms|ml)"™?

(mlt + Ir — ms|ml)™ ™ itk
( )

n it
S5 ) () -
=0 j=0 k=i

- (mlt + lr — ms|ml)" ™ z*

t+n min{t,k} n

(mlt + Ir — ms]ml)ﬂxk.

Az utols6 harom Osszefiiggést az [ = m helyettesitéssel kapjuk. U

2. Bizonyitds. Abban az esetben, ha [r > ms, a masodfaju r-Whitney-
szamokra vonatkozéan kombinatorikus interpretacion alapulé bizonyi-
tast is tudunk adni.

Az {1,...,t+n+lr} halmaz k+Ir elemd ml szines [r-Whitney-szine-
zett osztalyozasainak szama a 3.10 Tétel alapjan

Wontar (t +n, k) = 1R W, (840, k)

Ezeket a szinezett osztalyozasokat més modon is Osszeszamolhatjuk.
El6szor osztalyozzuk az els6 t + [r elemet ml szines [r-Whitney-szine-
zetten ¢ + [r nemiires részhalmazba (i = 0,...,min {¢,k}), majd ezt
kévetGen az 1,...,ms kitiintetett elemeket azonositsuk az osztalyaik-
kal. Legyen j azon nem kitiintetett elemek szdma az utols6 n elem
koziil, amelyek az 1,...,ms kitiintetett elemek osztalyaban vannak,
vagy olyan kitiintetett elemet nem tartalmazoé osztalyban, amely még
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tives (j = max{0,k—i},...,n). Ezeket (7)-féleképpen vilaszthat-
juk ki, majd Wi, ms (7, k — i) moédon osztalyozhatjuk ket az elsG ms
kitiintetett elemmel egyiitt ml szines ms-Whitney-szinezetten
ms+k—i osztalyba. A tovabbi n—j elemet elhelyezhetjiik egyszertien az
ms + 1,...,Ir kitiintetett elemek osztalyaiba, és ekkor nem kapnak
szint, vagy a fenti ¢ osztalyba, és ez utobbi esetben ml szinnel szinez-
ziik 6ket. Ezek alapjan a lehetGségek szdma Osszesen

min{t,k} n
Z Z W (t,1) (n) Wintms (J, k — 1)
=0 j=max{0,k—i} J
- (mli + lr —ms)"™?
min{t,k} n
= 2 Wt ()L G )
=0 j=max{0,k—i} J

- (mli + lr —ms)"?

a 3.10 Tétel alkalmazasat kovetGen, amibél az allitds azonnal adodik.
O

Ha az el6z6 tételben t = 0, akkor az alabbi dsszefiiggésekhez jutunk az
m szines r-Whitney- és az [ szines s-Whitney-szamok, valamint az m
szines r-Whitney-Lah- és az [ szines s-Whitney—-Lah-szamok kozott.
Az [ = m helyettesitéssel adodo utols6 harom formula megtalalhato a
[9], illetve a mésodfaju esetre vonatkozoan a [37] cikkekben.

3.12. Kovetkezmény. (|22] Theorem 3.6, Corollary 3.2)

HoO0<k<n,r,s>0ésm,l>1, akkor

", (n, k) = Z <n) m? " wy (5, k) (Ir — m5|ml)”fj,

=k

W (n, k) = <n) m W (5, k) (I — ms)"
=k N
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"W Ly (n, k) = Z (n) m? FW Ly, (5, k) (20r — 2ms|ml)nfj,
. J
=k

tovabbd

s () = Z (" Yome G = )™
Wi (0, k) = Z ()W G =97

n

WLmAmkyzijCﬁwq%ﬁ@kx%—aﬂmff.
=k

Megjegyzés. A 3.11 Tétel és a 3.12 Kovetkezmény paramétereinek még
specidlisabb megvalasztasaval szamos tovabbi érdekes Osszefiiggéshez
juthatunk. Az m szines r-Whitney-szamokat ki tudjuk fejezni [
szines r-Whitney-szamokkal (s = r esetén), [ illetve m szines Whit-

ney-szamokkal (s = 1 esetén), s-Stirling-szamokkal (I = 1 esetén),
r-Stirling-szamokkal (I = 1 és s = r esetén), tovabba klasszikus
Stirling-szamokkal (I = 1 és s = 0 esetén), és ugyanez fennall az

r-Whitney—-Lah-szamokra vonatkozéan is.

Ha a Spivey-tipusd formulaban t = 1, [ = m és s = r, akkor az alabbi
rekurziés formulak adédnak. Megjegyezziik, hogy ez a kdvetkezmény
nem szerepel az értekezés alapjaul szolgéalo cikkek egyikében sem.

3.13. Kovetkezmény.

Hol1<k<n+1,r>0ém>1, akkor

W (1K) =73 (”) Wnr (oK) (n = )

=
n

+ (fb)wm,r (jak_l)mnij (n_])la
k—1 J

j=h—

7QW%A$k—DmWﬂ

Winr (n+1,k) =1Wy, (n, k) + (
k1 N
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n

Wi (4 1K) =20 S (;‘) WL, (G, K) ™3 (n— )

j*k

+ Z ( )WLW G,k —1)m™ 7 (n—j+ 1)

Jj=k—1

A kovetkezd tételben tjabb Osszefiiggéseket ismertetiink az m szines
r-Whitney- és [ szines s-Whitney-szamok, valamint az m szines
r-Whitney-Lah- és az [ szines s-Whitney-Lah-szamok kozott. Ezek a
formulak a 3.12 Kovetkezmény utani megjegyzésben foglaltakhoz ha-
sonldan szintén szamos tovabbi kapcsolatot magukba foglalnak. Az el-
s6faju r-Whitney-szdmokra vonatkoz6 negyedik formula megtalalhato
a [37] cikkben.

3.14. Tétel. (|22] Theorem 3.7, Corollary 3.3)

HoO0<k<n,r,s>0é m,l>1, akkor

i (0.8) = Y () (1) = sy~

j=k

" W (0, k) = 2; m" W, (n, ) (;) (Ir — ms|mly=*,

"= kWLmT (n, k) Zm” WLy (n,j) (;) 2[7’—2ms|ml)

ji=k
tovdbba
Winr (N, k) = Zwmsnj (‘]7{) r—s) k,
ij=k
J
Winr (0, k) Wns ( — ik
(n, Jzk (n,J) (k) r—slm)
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Bizonyitds. A 3.4 Tétel alapjan adodik, hogy

(mlz + Iriml)" = 1" Z Wi p (0, k) MP2P.

k=0

A 3.4 Tétel ismételt alkalmazasaval és a binomialis tétel felhasznala-
saval azt kapjuk, hogy
)

_ Ir —
(mlz + lrjml)" =m" <l (x+ L ms) +s

ml
e , Ir—ms\’
=m" Y wi(n,j) (1(z+ —
=0

= Z m" Iy, (n, ) (mlz + lr —ms)’
=0

- ;mn_jwl,s (n,7) Z (‘;) (miz)" (Ir — ms)’™*

0

= Z Z IFm"™ T I, (n, ) <‘]7€) (Ir —ms)Y "z,

k=0 j=k

Az utols6 harom formula ismét az [ = m helyettesitéssel adodik. [

A kovetkezSkben egy binomialis konvoliiciés azonossagot igazolunk az
m szines r-Whitney- és az [ szines s-Whitney-, illetve az m szines
r-Whitney-Lah- és az [ szines s-Whitney-Lah-szamokra.

3.15. Tétel. (|22] Theorem 3.9, Corollary 3.4)

Han,k hyr,s >0, k+h<nésm,l>1, akkor

k-+h
( k )wml,lr+ms (TL, k+ h) =

n—

h
(n) =m0 (5, )
i J

'wl,s (n_juh)7

<.
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n—h

k -+ h n ik n—i—h .
j=
'M/l,s (n_j7h)7

n—h
k+h T\ j—k, n—j—h :
< k )WLml,lr+ms (nv k + h) = ]z:; (]) P~ m" WLm,r (]7 k)

. WLl,s (n _ja h)7

tovdbbd

h

k+h ST& :
( I )wmr+s nk+h Z( )me Js )wm,5<n_]’h)’

Q

n—h

k+h —~
LTI

j=k

( ) e o) Wi (00— 1),

.

n—h

(k+h)WLmr+s (n,k+h) =

k ( )WLW (J, K) WL s (n = 4, h) .

“M

Bizonyitds. Syiir1ms olyan ml szines (Ir +ms)-Whitney-szinezett per-
mutacioit vizsgaljuk, amelyek k+h+Ir+ms diszjunkt ciklus szorzatara
bomlanak, ahol a ciklusok legkisebb elemei zolddel vagy pirossal van-
nak szinezve ugy, hogy az els6 [r kitiintetett elem z6ld, a tovabbi ms
kitiintetett elem piros, és a zold elemek szama k + [r.

Ezek szama (k:h

ney-szinezett modon elhelyeztiik az elemeket a ciklusokba, ki kell va-

)wml,leS (n,k + h), ugyanis miutan (Ir +ms)-Whit-

lasztanunk koziiliik azokat, amelyek nem tartalmaznak kitiintetett ele-
met és a legkisebb elemiik szine zold.

A fenti szinezett permutaciokat masként is dsszeszamolhatjuk. Legyen
j azon nem kitiintetett elemek szama, amelyek olyan ciklushoz tar-
toznak, ahol a legkisebb elem szine zold (j = k,...,n — h). Ezeket
(?)—féleképpen valaszthatjuk ki. A 3.10 Tétel alapjan ezt a j elemet
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az lr zold kitiintetett elemmel egyiitt, tovibba a maradék n — 5 + ms
elemet wpp (5,k) = U wy,, (4,k), valamint wy,ms (n —j,h) =
m" I~ M, (n — j, h) moédon helyezhetjiik el az elsirdsoknak megfelels-
en k + Ir, illetve h + ms diszjunkt ciklusba.

Az utolsd harom Osszefiiggés az | = m helyettesitéssel és a 3.10 Tétel
felhasznalasaval adodik. [

A kovetkez6 tételben ismertetjiik az r-Whitney- és r-Whitney—Lah-
szamok altaldnositott ortogonalitasarol szo6ld eredményeket.

3.16. Tétel. (|22] Theorem 3.10, Corollary 3.5)

Legyen 0 < k <n,r,s >0 ésm,l > 1. Ekkor

n

Z <_1)jik ln_jmj_kwm,r (n,j) VVZ,S (]7 k) = (Z) (ZT - ms’mwnik )

Jj=k

n

Z <_1)jik ln_jmj_ka,r (TL, j) Wi, s (.]7 k) = (Z) (ZT - ms)nik )

j=k

(=1 I W Lo (n, §) WLy (5, k) = (Z) (2lr — 2ms|ml)" "
j=k
tovdbba
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Bizonyitds. A 3.4 Tétel és a 3.5 Kovetkezmény felhasznalasaval azt
kapjuk, hogy

n

(mlx + Ir — mslml)™ =" (m (a: - ?) + 7"‘ m)

=" Z W (1, §) M7 <a; - ;)j = Z " Imiw,, (n,j) (lr — s)’
j=0 Jj=0

> rImiwg, (n,§)Y (=17 W (G k) 1Pt
0

j k=0

3 |l

n

<_1)J_k ln+k_jmjw'm,’r (n7 .]) M/Z,s (j’ k> xk.

Tovabbé, a fenti kifejezésre alkalmazva az emelked6 faktoridlisokra vo-
natkoz6 binomialis tételt az adodik, hogy

(mlx + Ir — ms|ml)" = Z (Z) (mlx|ml)E (Ir — ms|ml)m
k=0

= Z (Z)lkmk (Ir — ms|ml)mxk.
k=0

Az utols6 harom Osszefliggést az [ = m helyettesitést kovetGen kapjuk.
O

Megjegyzés. Ha az utols6 harom formulaban feltessziik azt is, hogy
s = r, akkor az Osszefiiggések jobb oldalan a Kronecker-féle 4, 5 ado-
dik, ezért nevezziik az azonossagokat altalanositott ortogonalitasnak.
Ez a specialis eset részben megjelenik a [17] (r = 1-re) és a [9], [39]
cikkekben.

Az alabbiakban tovabbi kapcsolatokat ismertetiink az r-Whitney- és az
r-Whitney—Lah-szamok kozott. Megjegyezziik, hogy az utols6 hdrom
formula matrixos alakban megjelenik a [42] cikkben is.
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3.17. Tétel. (|22] Theorem 3.10, Corollary 3.5)

Legyen 0 < k <n,r,s >0 ésm,l > 1. Ekkor

wml,Zerms (na k) = Z (_1)j7k ln_jmj_kWLm,r (n7]> wl,s (]a k) )

j=k
ha 2lr > ms,
Want ams—ir (0, k) = >~ (=1)" 7 "I/ ™ Wi (n, ) WL (4, k)
j=k
ha 2ms > lr,

WLml,H% (n7 k) = Z lni]mjikwm,’f‘ <n7,]> M/l,s (j) k) )
j=k
ha lr és ms azonos paritdsu, tovdabbd

n

Wi zr—s (0, 5) = Y (1) WLy (n,§) W s (G, k), ha 2r > s,

j=k
Winzs—r (n, k) = (=1)"7 Wy (0, ) Wi (4, k), ha 2s >,
=k
WL, ris (n,k) =Y wpy (n,J) Wins (4,k), har és s azonos paritdsi.
j=k

Bizonyitds. A 3.4 Tétel tobbszori alkalmazéasaval és a 3.5 Kovetkez-
mény felhasznalaséval az allitas a kovetkezé modon adodik:

Z Wnt 2r—ms (1, k) mF1F2? = (mlx + 20r — ms|mil)"
k=0

1 (e ) )

=" i W Loy (n, ) m? <3c — ?)J

j=0
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= Z "I W L, (n, §) (I — s|1)2

=0
n . . j .
— Z " Im!W Ly, (n, j) Z (=) Fwy, (j, k) P2
§=0 k=0
=N (1R ImIW Ly (n, 5) wis (5, k) 2
k=0 j—k

Az utols6 harom azonossagot ismét az [ = m helyettesitéssel, valamint
a 3.10 Tétel segitségével kapjuk. ]

Megjegyzés. Amennyiben az utols6é Osszefiiggésben feltessziik azt is,
hogy s = 7, a (3) egyenldséget kapjuk, amely az r-Whitney-TLah-
szamok G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] altal megadott eredeti definicioja.
A tovabbiakban ennek az eredménynek a kombinatorikus hatterét is-
mertetjiik.

A formula bizonyitasdhoz az {1,...,n + r} halmaz k + r darab rende-
zett osztalyba torténs m szines r-Whitney-Lah-szinezett osztalyozasa-
it allitjuk el a kovetkez6 modon: ElGszor r-Whitney-szinezetten 5 + r
diszjunkt ciklusba soroljuk az elemeket, amit w,, , (n, j)-féleképpen te-
hetiink meg (j = k,...,n). Ezt kévetGen a ciklusokat a legkisebb ele-
meikkel azonositjuk, majd k+r osztalyba osztalyozzuk ket r-Whitney-
szinezett moédon. Erre W, , (j,k) lehetségiink van. Végiil, ha a cik-
lusokat osztalyonként kanonikus alakba rendezziik (ciklusonként a leg-
kisebb elem keriil elére, magukat a ciklusokat pedig a kezd6 elemiik
szerint csokkendleg rendezziik), és utana a kitiintetett elemek ciklusait
az osztalyaik elejére helyezziik forditott sorrendben, akkor az igy ad6do
halmazokat tekinthetjiik egyszeriien a benniik 1év6 szamok rendezett
osztalyanak. A konstrukcié pedig biztositja, hogy az elemek 6rokolt
szinei egybeessenek az r-Whitney—Lah-szabdly szerinti szineikkel.

A 2], [14] (r = 1-re) &s [9], [12], [37] cikkekben az r-Whitney-szamokat
szimmetrikus polinomok segitségével allitottak elg. Az alabbiakban ha-
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sonlo eredményt kozliink az r-Whitney—Lah-szamokra vonatkozoan is,
és megadjuk az Gsszefiiggések kombinatorikus jelentését.

3.18. Tétel. (|22] Theorem 3.11)
HaoO0<k<n,r>0¢é m>1, akkor

n—=k

Wi (0, k) = Z H (i;m+r),

0<iy1<io<-<ip_p<n—1 j=1

n—k
W (n, k) = > [T Gm+r),

0<iy Sip <<y, <k j=1

n—k
Wi b= S [J(@i+5-1m+r),
0<iy <ia<e<ip_x<k j=1
Vagyis Wy, (N, k) az rym+r,....(n—1)m +r szdmok (n — k)-adik
elemi szimmetrikus polinomgja, mig Wy, (n, k) azr,m+r,....km+r
szamok (n — k)-adik teljes szimmetrikus polinomja.

“, e,

k+r diszjunkt ciklus szorzatara bomlik, jelolje r+1 < j; < jo < -+- <
Jn—t < n 4+ r azokat az elemeket, amelyek nem a legkisebbek az Gket
tartalmaz6 ciklusokban.

ElGszor helyezziik el a k + r minimalis elemet kiilénb6z6 ciklusokba.
Ezt kévetSen j,-t tehetjiik egy kitiintetett elem mogé, és ekkor nem
szinezziik, vagy a korabban mar elhelyezett j, —r — 1 nala kisebb elem
mogé, és ebben az esetben m szinnel szinezziik (h = 1,...,n — k).
Mindezek alapjan

n—k

Wi (0, k) = > II(Gn—r—1)m—+7),

r4+1<j1<j2<-<Jn—r<n+r h=1

az allitas pedig atindexelést kovetGen adodik. ]
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Ismert, hogy az elséfaju r-Whitney-szamok [14] (r = 1-re), [10] és a ma-
sodfajia r-Whitney-szamok [4], [14], [59] (r = 1-re), [9], [12], [61] véges
sorozata rogzitett n esetén szigorian log-konkiv. Az explicit formula
lehetvé teszi szamunkra, hogy ugyanezt az allitast az r~-Whitney-Lah-
szamokra is igazoljuk.

3.19. Tétel. (|22] Theorem 3.12)

Legyenn,m > 1 ésr > 0. Ekkor a (W Ly, » (n, k)),_, sorozat szigorian

log-konkdv, igy unimoddlis.

Bizonyitds. 1 < k < n — 1 esetén a 3.9 Tétel szerint a bizonyitando
WLZ,, (n,k) > WLy, (n,k—=1)WLy, (n,k+1) egyenlétlenség k-
vivalens a (k+1)(n—k+1)2r+km) > k(n—k)(2r+ (k—1)m)
egyenlGtlenséggel. ]

A kovetkez6 tétel az elsG- és masodfaja r-Whitney-transzformacio, az
r-Whitney-Lah-transzformacio, valamint az inverzeik kozotti kapcso-
latokat irja le. A mésodik Gsszefiiggés megjelent a [17] cikkben, de csak
az r = 1 esetben.

3.20. Tétel. (|22] Theorem 3.13)

oo

< s (bn)3y komplex szamsorozatok és legyen r > 0,

Legyenek (a,)
m > 1. Ekkor

® b, = Wy, (nk)ax (n>0) akkor és csak akkor teljesil, ha
k=0

An = Z (_1)n_k Wi (nv k) by, (n > 0)7

o b, => Wy, (nk)ay (n>0) akkor és csak akkor teljesil, ha

=3 (=1)" Ky, (0, k) by (n > 0),
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e b,=> WLy, (nk)ag (n>0) akkor és csak akkor teljesiil, ha
k=0
n =3 (=1)" WL, (n,k) by (n > 0).

k=0

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy b, = > wp,, (n,k)ag (n > 0). A 3.16 Té-
k=0
tel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

n n k
S (=) Wos (k) b =D (1) W (0,8) D wimy (K, 5) a
k=0 k=0 j=0
= (—1)”_k Winr (0, k) Wi (K, 7) Zényay = a,.
J=0 k=j

A masodik allitas ugyanezen irdnya hasonléan igazolhatd. Végiil eze-
ket az Gsszefiiggéseket alkalmazva a ((—1)"b,),—, és a ((—=1)"a,) -,
sorozatokra, az ellentétes iranyok is kovetkeznek. O

L. L. Liu [32] bebizonyitotta, hogy a Whitney-transzformaciok mindkét
tipusa megdérzi a log-konvexitast. Az alabbiakban ezt az eredményt
terjesztjiik ki az r-Whitney- és az r-Whitney-Lah-transzforméaciokra.

3.21. Tétel. (|22] Theorem 3.14)

Nemnegativ valds log-konvex szamsorozatok elsd- és mdasodfaji r-Whit-
ney-transzformdltja, valamint r- Whitney—Lah-transzformdltja szintén
log-konver.

Bizonyitds. Legyen (a,)>, egy nemnegativ valos szamsorozat, amely-
nek elséfaja 0-Whitney- és r-Whitney-transzformaltjat jelolje (b,)22,
illetve (c,)5,. Legyen tovabba (d,)32, az (a,11)22, sorozat elséfa-

ju 0-Whitney-transzformaltja. Ezek alapjan b, = > wno(n, k) ag,
k=0

=Y Wy (N, k) ag és dyy = Y Wimpo (0, k) agr (n > 0).
k=0 k=0
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Elsszor N szerinti teljes indukcioval azt latjuk be, hogy ha az (a,))_,
sorozat log-konvex, akkor a (b,)Y_, sorozat is az. Az allitds konnyen
ellengrizhet6 N = 1-re és N = 2-re, majd feltessziik, hogy N esetén
igaz, és ezt kovetGen bizonyitjuk (N + 1)-re.

Legyen az (a, )Y sorozat log-konvex. Ekkor az indukcios feltevés alap-

jan a (b,)N_, és (d,)Y_, sorozatok is log-konvexek.

A 3.13 Kovetkezmény r = 0 specialis esetének felhasznalasaval megmu-
tathato, hogy a (b,11)Y_, sorozat az (m™n!)™_, és a (d,)_, log-konvex
sorozatok binomidlis konvolicidja, mivel

n+1
bpi1 = Zwmo (n+1,k) ay
k=0
n+l n
= Z (ﬁ)wmo (j, k —1)m™7 (n — j)lay,
=1 joh1
n n ' 7
= Z (j)m”J (n —j)!Zwmp (7, k) ak41

k=0

(n) m"7 (n — j)ld;.
=0 \J

Ekkor a Davenport—Polya-tétel [15] alapjan a (b,y1))_, sorozat, és igy
a (b,))2 ) sorozat is log-konvex.

Végiil alkalmazva a 3.12 Kovetkezményt | = m és s = 0 valasztassal
azt kapjuk, hogy

Zwmr n, k) ak—zz< )wmo J k) (rlm)" ™ ay

P,

és a ()5, sorozat log-konvexitasa ismét a Davenport—Polya-tételbsl
kovetkezik, mivel a (b,)2°, és ((r|m)")52, sorozatok log-konvexek. [



4. r-Dowling- és r-Dowling—Lah-polinomok

A masodfaju Whitney-szamokhoz kapcsoloddan a Dowling-szamok és
Dowling-polinomok fogalmat M. Benoumhani [2], [3] vezette be. A
D,, m-mel jelolt Dowling-szamokat (n > 0, m > 1) a W, (n, k) ma-
sodfaju Whitney-szamok osszegeként értelmezte (k = 0,...,n), mig a

Dowling-polinomokat a D, ,, (x) = > W,, (n, k) ¥ m6don definialta.
k=0

Az r-Bell- és a Dowling-polinomok kozos altalanositasaként adoédo
D,y () r-Dowling-polinomok egyiitthatoi a méasodfaju r-Whitney-
szamok. Fogalmuk G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] nevéhez kothetd,
akik egyuttal szamos tulajdonsagukat is meghataroztak. Megjegyez-
ziik azonban, hogy ezek a polinomok az r-Whitney-szamokhoz hason-
loan méar kordbban is megjelentek a szakirodalomban. L. C. Hsu és
P. J.-S. Shiue [28] munkajat alapul véve R. B. Corcino, C. B. Corci-
no és R. Aldema [11], [12] értelmezték és vizsgaltak ket (r, 5)-Bell-
polinom, illetve x = 1 helyettesités mellett (r, §)-Bell-szam néven. To-
vabba M. M. Mangontarum, A. P. Macodi-Ringia és N. S. Abdulcarim
[34] foglalkozott az r = 0 esetén adddo eltolt véaltozattal.

Erdekes modon eddig kizarolag a Dowling-szamokhoz tarsitottak kom-
binatorikus jelentést. Ez Mez6 1. [41] nevéhez kéthetd, aki J. B. Remmel
és M. L. Wachs [55] masodfaju Whitney-szamokra adott interpretaci-
6jan keresztiil kombinatorikusan értelmezte és vizsgalta 6ket. Megem-
litjiik még, hogy veliink parhuzamosan C. B. Corcino, R. B. Corcino,
Mez6 1. és J. L. Ramirez [13] is részletesen foglalkoztak az r-Dowling-
polinomokkal.

Az r-Whitney—Lah-szamok segitségével az r-Lah-polinomoknak is meg-
adhatjuk a Dowling-tipusu altalanositasat. Ezeket r-Dowling—Lah-poli-
nomoknak fogjuk nevezni, és DL,, ., (x)-szel fogjuk jelolni.

Jelen fejezetben atfogéan vizsgdljuk az r-Dowling- és az r-Dowling-
Lah-polinomok tulajdonsagait. Elgszor ismertetjiik a rdjuk vonatkozo
kombinatorikus interpretacidinkat, amelyek a masodfaju r-Whitney-,

39
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valamint az r-Whitney-Lah-szamok kombinatorikus definici6in alapul-
nak. Ezt kovetGen ezeket, tovabba a 3. fejezet eredményeit felhasz-
nalva bizonyitunk azonossagokat és Osszefiiggéseket. Ezek az altalunk
definialt r-Dowling—Lah-polinomokra nézve természetesen 1j eredmé-
nyek, mig az r-Dowling-polinomokra vonatkozéan részben ismertek.
A bizonyitasokat elssorban az r-Dowling—Lah-polinomokra ismertet-
jiik, azonban felhivjuk a figyelmet arra, hogy az altalunk alkalmazott
gondolatmenetek az r-Dowling-polinomok esetében is djak.

4.1. Definiciok és kombinatorikus interpreticiok

Az aldbbiakban ismertetjiik az r-Dowling-polinomok G.-S. Cheon és
J.-H. Jung [9] altal megadott definici6jat, valamint bevezetjiik az
r-Dowling-Lah-polinomok fogalmét.

4.1. Definicié. Legyen n,r > 0 és m > 1. Ekkor a
Dyy(x) =Y Winp(n, k)a*
k=0

polinomot r-Dowling-polinomnak nevezziik.

4.2. Definicié. Legyen n,r > 0 és m > 1. Ekkor a

DLy () = WLy, (n k)"

k=0

polinomot r-Dowling—Lah-polinomnak nevezziik.

Ha feltessziik, hogy n+r > 1, akkor a 3.2 Definici6 és a 3.3 Definicio6 fel-
hasznalasaval az r-Dowling-, valamint az r-Dowling-Lah-polinomokra
az aldbbi kombinatorikus interpretaciok adhatéak:

Dymy(€) €8 DLy, (c) az {1,...,n+r} halmaz azon m szines
r-Whitney-szinezett, illetve r-Whitney—-Lah-szinezett osztalyozasainak
a szamat adja meg, amelyeknél a kitiintetett elemet nem tartalmazo
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osztalyok, valamint rendezett osztilyok legkisebb elemei is szinezve
vannak ¢ szinnel (¢ > 1).

Ha a fenti interpretaciokban ¢ = 1, akkor a legkisebb elemek egy szin-
nel torténd kiegészitd szinezése lényegében egybeesik azzal, hogy egy-
altalan nem szinezziik Gket. Ekkor D, ., = Dy (1)-et r-Dowling-
szamnak, mig DL, ,, = DLy ,(1)-et r-Dowling-Lah-szaimnak ne-
vezziik. Ebben a fejezetben az allitasainkat alapvet&en a polinomok-
ra vonatkozoan mondjuk ki, azonban ezzel a speciélis helyettesitéssel
konnyen adédnak a szamokra vonatkoz6 megfelel§ eredmények is.

Nyilvanvalo, hogy r =1; m =1; m =1 és r = 0 esetén

Dn,m,l(x) - Dn,m<x>7 Dn,l,r(x) - Bn,r<x)u Dn,1,0<x> - Bn<x)
Tovabba hasonl6 all fenn az r-Dowling-TLah-polinomokra is, esetiikben
az r = l-re ad6do polinomokat nevezhetjiik egyszertien Dowling—Lah-
polinomoknak.

4.2. Tulajdonsagok és azonossagok

Az alabbi tétel szamos eredmény bizonyitédsa soran hasznos lesz sza-
munkra.

4.3. Tétel. ([21] Theorem 3.1, [19] Theorem 3.7)

Han,r>0ém,l>1, akkor
Dn,ml,lr (ll') - ln-Dn,m,T (I) ;

DLn,ml,lr (lI) = lnDLn,m,T (aj) :

1. Bizonyitds. Az &llitds azonnal adodik a 3.10 Tétel alapjan:

DLn,ml,lr (ZI> - Z WLml,lr (n, k?) lkxk
k=0
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n

"W Ly (n, k) 2% = "D Ly ().
k=0

g

2. Bizonyitds. Az r-Dowling-polinomok esetében kombinatorikus in-
terpretacion alapuld bizonyitést is tudunk adni.

Legyen ¢ > 1 és L egy masodlagos szineket tartalmazo [ elemi halmaz.
Tekintsiik az {1,...,n + r} halmaz azon m szines r-Whitney-szinezett
osztalyozasait, amelyeknél a kitlintetett elemet nem tartalmazo oszta-
lyok legkisebb elemei is szinezve vannak c szinnel, tovabba minden nem
kitlintetett elem mésodlagosan L szineivel. Ezek szama ("D, ., , (¢).

Az alabbi médon megadhatod egy bijektiv megfeleltetés a fenti szine-
zett osztalyozasok, valamint az ({1,...,r} x L) U{r+1,....n+7r}
halmaz azon ml szines [r-Whitney-szinezett osztalyozésai kozott, ahol
a kitlintetett elemek a direkt szorzat elemei, és a kitiintetett elemet
nem tartalmazo osztalyok legkisebb elemei [c szinnel vannak szinezve.

Ha j (r+1 < j < n+r) eredetileg az i (1 < ¢ < r) kitiintetett
elem osztalyaban szerepelt és a masodlagos szine A € L volt, akkor
helyezziik el (i, \) osztalyaba, a kitiintetett elemeket nem tartalma-
76 osztalyokat pedig hagyjuk valtozatlanul. Ezt kévet&en a kitlintetett
elemet nem tartalmaz6 osztalyok legkisebb elemeinek szinezésére va-

loban lc, mig ugyanezen osztalyok tovabbi elemeinek szinezésére ml
lehet6ség adodik. U

A kovetkez6kben megadjuk az r-Dowling- és r-Dowling-Lah-polinomok-
ra vonatkoz6 Spivey-tipust formulat a lehet6 legaltalanosabb alakban.

4.4. Tétel. ([21] Theorem 3.2, [19] Theorem 3.2)
Hat,n,r,s >0 ésm,l > 1, akkor
t n
"Dy nnr () =Y 0> Wi (£1) (”) m?Djy . (1)
J

i=0 j=0

- (mli + lr —ms)" (mx)",
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I"DLiypmr (M) ZZWLW t,4) (J)mJDL]lS(lw)

=0 7=0

S(ml(t+1i) +2lr — 2ms]ml) 7 (max)",

tovdbbd

Dt+n,m r Z Z Wm r (;L) Dj,m,s (iL‘)
7=0

=0
(mi4r— )" 2,
t n
DLtJrn,m r Z WLm r t Z) (n> DLj,m,S (QZ)
J
=0 7=0

(m(t+14) + 2r — 2s|m)" 7 2.

1. Bizonyitds. A 3.11 Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

t+n
"DLisnmy (ma) = 1" WLy, (t+n, k) mFa*
k=0

t+n min{t,k}

> > Wiy, (ti) (?) =i W Ly, (5, k — 1)

0 =0 j=max{0,k—i}

+

I
(]

S(ml(t+1) +20r — 2m5!ml)ﬂxk
n i+J

ZWLm,r(t,Z)( )z’“ W L (5, k — )
0 j=0 k=i J

e
=+

1=

S(ml(t+1) +20r — 2m5!ml)

n

W Ly (t,1) < ) I (ml (t + i) + 2lr — 2ms|ml)"
J
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n) m? (ml (t +14) 4 2lr — 2ms|ml)rj

I
3
=
h
3
5
0
P

Az utolso két formula az [ = m helyettesitéssel adodik. O

2. Bizonyitds. Ha lr > ms, akkor az r-Dowling-polinomokra vonatkozo
allitast a kombinatorikus jelentésiik segitségével is igazolhatjuk.

Legyen c egy pozitiv egész szam, és vizsgaljuk az {1,...,t +n+Ir}
halmaz azon ml szines [r-Whitney-szinezett osztalyozasait, amelyek-
nél a kitiintetett elemet nem tartalmazoé osztalyok legkisebb elemei is
szinezve vannak mlc szinnel. Ezek szama a 4.3 Tétel alapjan

Disnmiir (mle) = 1" Dyt (Me) .

A fenti szinezett osztalyozasok szaméat az alabbi moédon is meghatéroz-
hatjuk. El6szor csak az 1,...,t + [r elemeket osztalyozzuk ml szines
[r-Whitney-szinezetten i + [r osztalyba (i = 0,...,t). Ez W (¢,14)-
féleképpen teheté meg, majd a kitiintetett elemet nem tartalmazé ¢
darab osztély legkisebb elemeinek kiegészits szinezésére (mlc)i lehetd-
ség adodik.

A kovetkezd lépést megeléz6en az 1,...,ms kitiintetett elemeket ide-
iglenesen azonositsuk az osztalyaikkal, majd jel6ljiik j-vel azon elemek
szamat at+1+I(r, ..., t+n+Ilr nem kitiintetett elemek koziil, amelyek
ezzel az ms Kkitiintetett elemmel kozds osztalyban szerepelnek, vagy
olyan kitiintetett elemet nem tartalmazé osztalyban vannak, amely
kiilonbozik a fenti ¢ osztalytol (j = 0,...,n). Ezeket (?)—féleképpen
valaszthatjuk ki, majd Dj ;ms (mlc) lehetSségiink van ml szines ms-
Whitney-szinezetten osztalyozni Gket az els6 ms kitlintetett elemmel
egyiitt ugy, hogy a kitiintetett elemet nem tartalmazé osztalyok leg-
kisebb elemei is szinezve vannak mlc szinnel. A tovabbi n — j elemet
elhelyezhetjiik a korabbi i osztaly valamelyikébe, és ekkor szint kapnak
ml szin koziil, vagy egyszeriien keriilhetnek az ms+1, ..., [r kitiintetett
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elemek osztalyaiba, és ebben az esetben nem szinezziik 6ket. Osszegez-
ve az eddigieket, a 3.10 Tétel és a 4.3 Tétel felhasznalédsaval azt kapjuk,
hogy a lehetGségek szdma

t n
Z Z Wi (t, 1) (mlc)’ (”) D;jmims (mlc) (mli + lr — ms)"™
J

i=0 j=0
t n
= Z Z W (t,7) (me)’ (n) m D;, . (Ic) (mli + Ir —ms)" ™7,
i=0 j=0 J
amibdl az allitds azonnal adodik. U
Megjegyzés. Ha n = 0, akkor a Spivey-tipust formula az r-Dowling- és

r-Dowling—Lah-polinomok fogalmét adja eredményiil.

Amennyiben a tételben t = 0, az alabbi kapcsolatokhoz jutunk az
m szines r-Dowling- és [ szines s-Dowling-polinomok, valamint az m
szines r-Dowling—Lah- és [ szines s-Dowling—Lah-polinomok kozott.

4.5. Kovetkezmény. ([21] Corollary 3.1, [19] Corollary 3.3)
Han,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

n

"Dy (M) = Z (n) mij,z,s (lx) (Ir — ms)ﬂ—j ’
J

J=0

I"DLy, . (mz) = Z (n> mjDij (lz) (2lr — 2ms|ml)ﬁ
X J
7=0

tovdbbd

DLy () = (?) DL; s (z) (2 — 25|m)" 7 .
=0

.

Megjegyzés. A 4.4 Tétel és a 4.5 Kovetkezmény paramétereinek még
specialisabb megvélasztasaval az m szines r-Dowling-polinomokat ki
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tudjuk fejezni az [ szines r-Dowling-polinomokkal (s = r esetén), az [ és
m szines Dowling-polinomokkal (s = 1 esetén), az s-Bell-polinomokkal
(I = 1 esetén), az r-Bell-polinomokkal (I = 1 és s = r esetén), va-
lamint a Bell-polinomokkal (I = 1 és s = 0 esetén). Tovabba hasonlo
Osszefiiggések adodnak az r-Dowling-Lah-polinomok esetében is. Végiil
megemlitjiik, hogy az r-Dowling-polinomokra ezen specialis valtozatok
koziil ketté mar korabban is megjelent a [9] és [52] cikkekben.

A Spivey-tipust formula t = 1, [ = m és s = r esetén egy rekurzios
formulat ad eredményiil. Az r-Dowling-polinomok esetében ez az ered-
mény megjelent a [2], [41] (r = 1 és = 1 esetén), [3] (r = 1-re) és [9],
[11] cikkekben.

4.6. Kovetkezmény. ([21] Corollary 3.2, [19] Corollary 3.4)

Han,r >0 é m>1, akkor

Dn+1,m,r (.T) = an,m,r (fﬂ) +x Z (?) Dj,m,r (.I') mn*j’
7=0

DLys1my (2 —27’2() jan (2) M7 (= j)!
—I—xZ( )DLW (z)m" (n— j+ 1)L,

Végiil a 4.4 Tétel és a 4.5 Kovetkezmény felhasznélasaval egy Carlitz-
tipusi formula? is adodik.

4.7. Kovetkezmény. ([21] Corollary 3.3, [19] Corollary 3.5)

Hat,n,r >0 ésm > 1, akkor

t
Dt—l—n,m,r (l‘) - Z Wmm (t, Z) Dn,m,r—i—mi (I) Iia

3 Az elnevezés magyarézata, hogy L. Carlitz |8] bizonyitott ilyen jellegt formulat
az r-Bell-szamokra.
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tovdbbd ha azt is feltessziik, hogy m pdros, akkor

DLiipmy (z ZWLW t,) DLy, 1y mime () @',

Az r-Dowling—Lah-polinomokra vonatkozoan a kévetkezé méasodrendd
rekurziés formula adhato.

4.8. Tétel. ([19] Theorem 3.6)

Har >0 ésn,m>1, akkor

DLnJrl,m,r (.CL’)
=(x+2mn+2r) DLy, () —mn(mn+2r —m) DL,_q ., (2).

Bizonyitds. A 4.6 Kovetkezmény tobbszori alkalmazasaval, tovabba a
faktorialisok és binomidlis egyiitthatok alapvets tulajdonsagainak fel-
hasznalasaval azt kapjuk, hogy

DLn+1,m,T (:E)

> (?) DLy (1)l 423 G) DLy—jms (z)m (j +1)!

j=0

" /n—1
( +27) DLy (2) + 200> ("7 ) DLy ()7 (j — 1))
iV A
" (n—1 y n
+nxz ( _ 1)DLn]mT(x)m]]' +xz ( )DLn]mr(m)m]j'
j=1 j=1
Lty |
= (x4 2r) DLy (x) + 2mnr Z ( j )DLn—l—j,m,r (z) m’5!
=0

+mnx2( )DLn 1—janar (@) 7 (j + 1)

+ux Z DLy () m?

Jj=1
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=(x+mn+2r)DL, ., (x)+x Z 0 DLy jm, (x)m’.

j=1
Végiil az el6z6 egyenlséghdl adodik, hogy

DLyi1my () —mnDLy, . ()

=(x+mn+2r)DLyy, (x)+x Z LD L, jm, (x)m?

J=1

—mn(z+m(n—1)+2r)DL, 1, (z) — 2 Z 1 DLy (x) m?

=2
=(x+mn+2r) DLy, (x) +xmnDL,_1 m, ()
—mn(z+m(n—1)+2r) DL, 1, (z).

O
Az alabbi addiciés tételben egy binomiélis konvoltucids Osszefiiggést

adunk meg az m szines r-Dowling- és az [ szines s-Dowling-, valamint
az m szines r-Dowling-Lah- és az [ szines s-Dowling—Lah-polinomokra.

4.9. Tétel. (|21] Theorem 3.4, [19] Theorem 3.8)

Han,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

n n\ . »
Dn,ml,lr-‘rms (ml ([E + y)) = Z (]) Pm™ ]Dj}m,r (mm) Dn—j,l,s (ly) )
7=0

DLn,ml,lT—i—ms (ml (I’ + y)) = Z (;L) ljmn_j-DLj,m,T (mx) DLn—j,l,s (ly> 3

tovabbd

- n
Dn,m,r+s ($ + y) = ( > Dj,m,r (l’) anj,m,s (y) 9

" /n
DLy mris (x+y) = ( ) DL; () DLy—jms (y) -
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1. Bizonyitds. A binomidlis tétel és a 3.15 Tétel alkalmazasaval azt
kapjuk, hogy

DLn,ml,lr—i—ms (ml ([E + y))

= W lniirims (n,)) m'l' (z + )’

i=0
= Z W Ly tr4-ms (1, 7) mil Z <IZ€) xkyzek
=0 =0
- Z Z (k> W Lot tr+ms (1, %) mlllxkyz k
k=0 i=k
n n—=k k i I
- Z Z ( k )WLml,lT—i-ms (n, k+ h) mk+hlk+hxkyh
k=0 h=0
n n—kn—~h n
— ( ) lj+hmn—j+kWLm’,, (], k;) WLl,s (n - h) xkyh
k=0 h=0 j=k “J

J n—j
V™ W Ly (3, k) mFa® > WLy (n — j,h) "y"

()
()

ljm”_jDijm (mx) DLy,_j,5 (ly) -

g

2. Bizonyitds. Legyen c¢,d > 1, és tekintsik az {1,...,n+Ir +ms}
halmaz azon ml szines (Ir+ms)-Whitney-Lah-szinezett osztalyozasait,
amelyeknél a kitiintetett elemet nem tartalmazo rendezett osztalyok
legkisebb elemei is szinezve vannak ml (¢ + d) szinnel. Ezek szdma az
interpretacié alapjan DL, i ir4ms (Ml (¢ + d)).

A vizsgalt szinezett osztalyozasok szaméat a kovetkez6 modon is meg-
hatarozhatjuk. (?) lehetGségiink van arra, hogy kivalasszuk azt a j
nem Kkitiintetett elemet, amelyek az elsé Ir kitiintetett elem rendezett
osztalyaihoz tartoznak, vagy olyan kitiintetett elemet nem tartalmazo
rendezett osztalyban vannak, ahol a legkisebb elem kiegészit6 szine az
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elsé mic szin valamelyike (j = 0,...,n). Ezeket az 1,...,Ir kitiinte-
tett elemekkel egyiitt DL, (mlc)-féleképpen, mig a tovabbi n — j
nem kitiintetett elemet és az Ir + 1,...,Ir + ms kitiintetett elemeket
DLy, mi,ms (mld) modon osztalyozhatjuk és szinezhetjiik az elSirasok-
nak megfelelGen. Ezek alapjan a 4.3 Tétel felhasznalasaval azt kapjuk,
hogy a lehetGségek szadma

3 (”) DL; ity (mlc) DLy mims (mld)
j

7=0

_Z( >zﬂ "IDLjmy (me) DLy ;.5 (1d).

Az utolsé két formula az [ = m helyettesitést kovetGen a 4.3 Tétel
segitségével adodik. O

A Dowling-szamokra és a Dowling-polinomokra vonatkoz6é Dobinski-
tipust formulat? az exponencialis generatorfiiggvényiikbél kiindulva a
[2] és [3] cikkekben hatéroztédk meg, mig az r-Dowling-polinomok eseté-
ben megkaphatjuk [28] egy altalanosabb eredményébdl. A kovetkezk-
ben az r-Dowling-Lah-polinomokra vonatkozo formulat is ismertet;jiik,
és két kozvetlen bizonyitast adunk. Az elsében az el6z6 fejezet eredmé-
nyeit hasznaljuk, mig a masodikban valésziniiségszamitasi eszkézokkel
igazoljuk az allitdst a szamokra vonatkozoan, azaz az x = 1 specialis
esetben.

4.10. Tétel. (|21] Theorem 3.5, [19] Theorem 3.9)

Han,r >0 ésm >1, akkor

o0

B (my —|— r)" i
Dune o) (2) 5 2
]_
B T\ o= (mj + 2rim)" ;
DLy () = exp <_E) JZO T

4Az elnevezés onnan adodik, hogy a formula Bell-szamokra vonatkozé jol ismert
valtozatat G. Dobinski [16] adta meg.
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1. Bizonyitds. Legyen W L,,, (n,k) =0, ha k > n. A 3.4 Tétel felhasz-
nalasaval azt kapjuk, hogy

(mj + 2r|m)" Z W Ly (0, k) m*% = WLy, (n, k) m*j*
= =0
J J ' mE—i
Ly, (n,k)m W Ly, (0, k) m? jl— :
,; ( k)! ,; (J = k)!

mJj!

A fentiekbdl vilagos, hogy (M) a (WL, (n,j));2, és
i=0 =

.\ 00
(mj—,]> sorozatok konvoltcidja, ezért a generatorfiiggvényeikre tel-
") iz

jesiil, hogy

B A DL,y (x) exp (E) .
m

= (mj +2r]m
j=

g

2. Bizonyitds. Legyen & egy A > 0 paraméter(i Poisson-eloszlast valo-
szintiségi valtozo. A 3.4 Tétel alkalmazéasaval az adodik, hogy

E(mg +2rim)" = » (mj+2rim)" P (£ =j)
=0
= Z (mj + 2r|m)" =™
=0
eV ¢ k ok
—e ZEZWLmT(n,k)m j=
7=0 77 k=0
B n o A
=e AZWLm,T (n,k:)mkz |]k
k=0 7=0
= Z W Ly (n, k) m" Z —
p prd VARl

= i W Ly (n, k) m*A* )~ %

k=0 §=0
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=Y WLy, (n,k)m*"\¥ = DL, .. (mA).
k=0

A= % valasztassal pedig azt kapjuk, hogy

_1
€ m.

mij!

DLy, = E(mé& + 2r|m)" Z mj + 2rim)"
7=0

g

Az alabbi tételben megadjuk az r-Dowling- és r-Dowling—Lah-poli-
nomok sorozatanak exponencidlis generatorfiiggvényét, majd két kii-
16nb6zE bizonyitast ismertetiink. Megjegyezziik, hogy a formulat az
r-Dowling-szamok esetében a [12], [61], mig az r-Dowling-polinomokra
vonatkozoan a [2], [3] (r = 1-re) és [9] cikkekben is meghataroztak.

4.11. Tétel. (|21] Theorem 3.6, [19] Theorem 3.10)

Har >0 ésm>1, akkor

1. Bizonyitdis. A (WL, (n,k)),, sorozat exponencialis generator-
fiiggvényének (lasd [9]) felhasznalasaval az allitas az alabbi modon ado-
dik:

I D

n!
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g

2. Bizonyitds. A 4.5 Kovetkezménybdl [ = 1 és s = 0 valasztassal

azt kapjuk, hogy (DL, (2)))-, az (m"L, (%))0070 és ((2T|m)ﬁ>
n= n=0
sorozatok binomidlis konvolicioja.

A Lah-polinomok exponencialis generatorfiiggvényének ismeretében

(lasd [48]) pedig egyszertien adodik, hogy az (m"L, (%)):;0 sorozat

. Tovabba a binomialis

exponencialis generatorfiiggvénye exp gy

sor felhasznaldsaval meghatarozhatjuk a < 2r|m) ) sorozat expo-

nencidlis generatorfiiggvényét is:

! !
0 n: s n:
0 2r 0 2r
n m-+71__1 n m n
=S (T =30 ()
n=0 n=0
_2r
=1—-my) m

Ismert, hogy az r-Dowling-polinomok gyokei valosak, egyszeresek és
nempozitivak (lasd [4] (r = 1-re) és [9], [12], [61]). Az alabbiakban
hasonlé 4llitdst igazolunk az r-Dowling—Lah-polinomok gydkeire vo-
natkozoan.

4.12. Tétel. ([19] Theorem 3.11)

Legyen r >0 ésn,m > 1. Ekkor a DL, ,, . (x) polinom gydkei valdsak
és egyszeresek, tovdabbd r > 1 esetén mindegyik gyok negativ, migr =0
esetén az eqyik gyok 0 és a t6bbi negativ.

Bizonyitds. Az allitast r > 1-re igazoljuk n szerinti teljes indukciéval,
az v = 0 eset hasonl6 gondolatmenettel adodik.

Ha n =1, akkor DLy ,,, () = x + 2r. Tegyiik fel, hogy az allitas n-re
igaz, majd bizonyitsuk n + 1 esetén. Felhasznalva az r-Whitney-Lah-
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szamok specidlis értékeit, valamint a 3.6 Tételben szerepld rekurzidju-
kat azt kapjuk, hogy
n+1

DLyjimy (2) =Y WLy, (n+1,k)a*

k=0

= (27“]m)m + Z WLy (nk—1)2"

k=1

—I—Z (n+k)+2r) WLy, (n,k)o* + 2"

= Z W Lyr (0, k) 2% + (mn + 2r) Z W Ly (n, k) 2
k=0 k=0

+ma Z kW Ly, (n, k) 2571

=xDLym, () + (mn+2r) DLy ., () + meL;l o (x).

Ha ezt megszorozzuk ez >t DL 1 (x)-nel, akkor az

e:cxmn-i-Qr IDLm 1 ( )DLn+17m77" (gj) — (ex mn+2rDLm (1’))/

n,m,r n,m,r

Osszefiiggéshez jutunk.

Az indukcios feltétel szerint DL, ., , (z)-nek n valos gyoke van, amelyek
mindegyike egyszeres és negativ. Ebbdl adodéan az 2™ +*" DL, ()
polinom kiilénb6z6 valos gyokeinek szama n + 1, amelyek koziil a 0

(mn 4+ 2r)-szeres, mig a tobbi m-szeres és negativ.

Mivel e > 0 (x € R), igy e* 2" ** DL, (x)-nek n+1 zérushelye van,

az egyik 0, a tobbi negativ, tovibba Tim et pLe(x) = 0.
T—>r—00
Ekkor a derivaltjanak, azaz e*z™"t*" "' DL™ 1 (x) DLy i1 my (2)-nek a

Rolle-tétel szerint n + 1 darab negativ zérushelye van, amelyek eltér-
nek DL, . () gyokeitol. Igy a DL, t1m, () polinomnak n+1 darab
kiilonboz6 negativ gyoke van. ]

Megjegyzés. A fenti eredmény azonnali kévetkezménye az r-Whitney—
Lah-szamok sorozatanak log-konkavitasarol sz6l6 3.19 Tétel.
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Megemlitjiik még, hogy az r-Dowling- és az r-Dowling—Lah-polinomok
gyokeinek nagysagrendjére a kozelmultban Racz G. [51] adott becslé-
seket.

A kovetkezG tételben kiilonboz6 kapcsolatokat ismertetiink az
r-Dowling- és r-Dowling-Lah-polinomok kozott.
4.13. Tétel. ([19] Theorem 3.13)

Legyen n,r,s >0 és m,l > 1. Ekkor

Dn,ml,Qms—lT (mlm) - Z (_1)n—j ln_jijm,’r‘ (n7]> DLj,l,S (l$> )

j=0
ha 2ms > lr,

n

Dmel,zy-Jgns (mlx) = Z " wp,, (n,5) Djus (I7),
=0

ha lr és ms azonos paritdsi, tovdbbd

n

Diymos—r (2) = Z (=1)" 7 W (,5) DLjms (), ha 2s >,

Jj=0

n
DL, ot (x) = Zwmﬂ. (n,7) Djm,s (x), har éss azonos paritdsi.
=0

Bizonyitds. Az els6 két Osszefliggés a 3.17 Tétel mésodik, illetve har-
madik formulajanak felhasznélasaval az aldbbi modon adodik:

n
Dn,ml,2msflr (mlx) = Z Wml,2msflr (n> k) mklkxk
k=0

=N (0" W, (0, §) WLy (5, k) mbiEat

k=0 j=k



56 4. r-Dowling- és r-Dowling-Lah-polinomok

J
(~1)" I Wi, (n, )Y W ki, (j, ) 1t

0 k=0

I
Q.Mz

s |

(=) "I W, (n, ) DLy, (Iz),

<
Il
=)

valamint

_DLn7ml7lr+2ms (mlx) — % WLml,ngms (n, k) m l xr

— Z Z ln*jmj*kwmm (n,]) VVZ,S (], ]{3) mklkxk

k=0 j=k

n J
— Z " Imiw, . (n,7) Z Wis (5, k) (F2”
=0 k=0

= " Imiw, (n,§) Djs (lz) .

J=0

Az utolso két allitast az el6z6ekbdl az [ = m helyettesitéssel és a 4.3 Té-
tel alkalmazéasaval kapjuk. ]

Megjegyzés. Az utols6 Osszefiiggés s = r esetén ravilagit arra, hogy az
r-Dowling—Lah-polinomok sorozata az r-Dowling-polinomok sorozata-
nak els6faju r-Whitney-transzformaltja.

Végiil harom kiilonb6z6 modon igazoljuk azt, hogy az r-Dowling- és az
r-Dowling—Lah-szdmok sorozata log-konvex.

4.14. Tétel. ([21] Theorem 3.7, [19] Theorem 3.14)

Legyenr >0 ésm > 1. Ekkor a (D)oo €5 6 (DL, ), soroza-
tok log-konvexek.

1. Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy (1), log-konvex, igy a 3.21 Tételbdl

adodoan (D Ly )., is az. O
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2. Bizonyitds. El6szor N szerinti teljes indukcioval belatjuk azt, hogy
a (DLymo)N_, sorozat log-konvex.

Egyszertien ellenérizhets, hogy az allitas N =1 és N = 2 esetén igaz,
majd feltessziik, hogy N-re is teljesiil. Ekkor a 4.6 Kovetkezménybdl
r = 0 valasztassal azt kapjuk, hogy (DL, 1.mo)eg @ (DLymo)N_, és
(m™ (n + 1)1)™_, log-konvex sorozatok binomialis konvoliicitja, ezért a
Davenport—Polya-tétel alapjan szintén log-konvex, és igy (D Ly, O)N s

is az.

Hasonl6 gondolatmenettel adédik (DL, r) o log-konvexitasa is, mi-
vel a 4.5 Kovetkezménybd6l [ = m és s =0 eseten az kovetkezik, hogy

a (DLymo),—, és ((2r|m)ﬁ> log-konvex sorozatok binomidlis kon-

voliciojaként all els. O

3. Bizonyitds. Felhasznalva az r-Whitney-Lah-szamok speciélis érté-
keit, valamint a 3.6 Tételben szerepls rekurziojukat azt kapjuk, hogy

n+1
DLn+1,m,r = Z WLm,r (TL +1, k)
k=0
= (27”|m)m + Z WLy, (n,k—1)
k=1

—1—2 (n+k)+2r)WLp,, (n k) +

W Ly, (0, k) +Z (n+k)+2r) WLy, (n,k)
k=0

nmr+2 (n+4 k) +2r) WLy, (n,k),
és

DLnJrZ,m,r - DLnJrl,m,r
n+1
=> (mn+1+k)+2r) WLy, (n+1,k)
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+) (m(n+k)+2r) WLy (0, k) +2m Y WLy, (n, k)

k=0 k=0

Tovabbé a silyozott szdmtani és négyzetes kozép kozti egyenlGtlenség-
bél kiindulva belathato, hogy

n

Y. (mn+k)+2r)WLy,, (nk)

k=0

DLy "
S (m(n+ k) + 27|m)? W Ly, (n, k)
k=0

<

DLy

Végiil a fenti Osszefiiggések felhasznélaséval az egyenlGtlenségben sze-
replé tortek szamléloit kifejezhetjiik az r-Dowling-Lah-szamok segit-

ségével, igy
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(DLn—i-l,m,r - DLn,m,T) (DLn—i-l,m,r + (m - ]-) DLn,m,T’)
S (DLn+2,m,7' - 2DLn+1,m,r - (2m - 1) DLn,m,'r) DLTL,TFL,T'7

DLZH,m,T S DLn—i—Q,m,rDLn,m,r - mDLn,m,r (DLn+1,m,r + DLn,m,r) )
ami egy erésebb egyenl6tlenség anndl, mint a bizonyitando. O

Megjegyzés. L. L. Liu és Y. Wang [33]| egyik tételének azonnali ko-

vetkezményeként adodik az el6z6 eredmény polinomokra vonatkozd

véltozata is, miszerint ha r > 0 és m > 1, akkor (Dy ., (q)),—, és

(DLymyr (), q-log-konvex sorozatok, azaz példaul az r-Dowling-
2

n,m,r

mint a Dy,—1.m, (¢) Dynt1.mr (¢) polinom azonos foku tagjainak egyiitt-
hatoi (n > 1).

polinomok esetén a D (¢) polinom egyiitthatéi nem nagyobbak,



5. s-asszocialt r-Dowling-tipust szamok

Leszamlalé kombinatorikai vizsgélatok soran az osztalyok és rendezett
osztalyok elemszamaéara, valamint a ciklusok hosszara is elGirhatunk
megszoritasokat. Ha példaul alsd korlatot adunk rajuk, akkor a kii-
lonféle kombinatorikus szamok asszocialt valtozataihoz jutunk.

A BZ* s-asszocialt Bell-szam az {1,...,n} halmaz azon osztalyozasai-
nak szdmat adja meg, amelyeknél minden osztaly elemszama legalabb s
(n >0, s > 1). Ezek a szamok t6bb tulajdonsagukkal egyiitt E. A. En-
neking és J. C. Ahuja [18], F. T. Howard [25], [26], valamint V. H. Moll,
J. L. Ramirez és D. Villamizar [45] cikkeiben jelentek meg. Az s = 2
esetben Bona M. és Mez6 1. [5] vizsgaltak Gket, tovabba a 2-asszocialt
Bell-szamok az [50] konyv feladataiban is szerepelnek.

Asszocialt r-Bell-szamok egyediil F. T. Howard [27] munké&jaban lelhe-
tGek fel, aki azonban kizérolag a 2-asszocialt valtozatukat értelmezte és
vizsgalta. Az altala adott definiciot tetszéleges s-re altalanositva ado-
dik, hogy a B%i—seljelélt s-asszocialt r-Bell-szam az {1, ..., n + r} hal-
maz olyan osztalyozasait szamolja 0ssze, amelyeknél az 1,...,r kitiin-
tetett elemek kiilonbo6z6 osztalyokba keriilnek, és a kitiintetett elemet
nem tartalmazo osztalyok legalabb s elemet tartalmaznak (n,r > 0,
s>1).

Ahogyan a 3.5 Kovetkezmény utani megjegyzésben lattuk, az elséfaju
r-Whitney-szamok 0Osszegeként adddéd Bell-tipusi szamok egyszertien
m differenciaju emelkedd faktoridlisokkal fejezhetGk ki, specidlisan az
els6faju Stirling-szamok Osszege a faktorialisokkal egyenls, ezért vizsga-
latuk kevéssé érdekes. Az asszocialt valtozataik esetében azonban nem
ez a helyzet. Az AZ* s-asszocialt faktoridlis azon S,-beli permutéaciok
szamat adja meg, amelyek ciklusfelbontasaban minden ciklus hossza
legalabb s (n > 0, s > 1). Megjegyezziik, hogy az n-edik 2-asszocialt
faktorialist gyakran nevezik n szubfaktoridlisnak is.

60
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Az el6z6ek mintajara bevezethetjiik az s-asszocialt r-faktorialis fogal-
mat is. Aifﬂ—sel az olyan S, ,-beli permutéiciok szaméat jeloljiik, ame-
lyeknél az 1,...,r kitiintetett elemek kiilonb6z& ciklusokba keriilnek,
és minden kitiintetett elemet nem tartalmazo ciklus legalabb s hosszu-
sagu (n,r >0, s > 1). Ennek az altalanositasnak egy masik valtozatat
a kozelmultban a [62] és [43| cikkekben vizsgaltak, ezekrdl a késGbbiek
soran ejtiink még szot.

Természetesen az L=° s-asszocilt Osszegzett Lah-szamokat, valamint
az L%j’; s-asszocialt osszegzett r-Lah-szamokat is értelmezhetjiik, ezek-
kel a szamokkal azonban eddig még nem foglalkoztak. El6bbi az
{1,...,n} halmaz olyan rendezett osztalyokba torténd osztélyozasa-
inak szamat adja meg, amelyeknél minden rendezett osztaly legalabb
s elemet tartalmaz (n > 0, s > 1), mig utébbiaz {1,...,n + r} halmaz
azon rendezett osztalyokba torténd osztalyozasait szamolja 6ssze, ahol
az 1,...,r kitiintetett elemek kiilonb&z6 rendezett osztalyokba keriil-
nek, és minden kitiintetett elemet nem tartalmazé rendezett osztaly

elemszama legalabb s (n,r >0, s > 1).

Ebben a fejezetben a lehet§ legaltaldnosabban értelmezziik az r-altala-
nositott kombinatorikus szamok s-asszocialt valtozatait, igy bevezetjiik
az s-asszocialt r-Dowling-szamok, az s-asszocidlt r-Dowling-faktoriali-
sok, valamint az s-asszocialt r-Dowling-Lah-szamok fogalmét. Megje-
gyezziik azonban, hogy az eredményeink nemcsak ilyen altalanossagban
szamitanak djnak, hanem az s-asszociélt r-Bell-szamok, az s-asszocialt
r-faktorialisok és az s-asszocialt Osszegzett r-Lah-szamok esetében is.
El6szor egy nagyon hasznosnak bizonyulo eszkozt igazolunk, az tgyne-
vezett r-kompozicids formulat. Ezt kovetGen ennek segitségével megha-
tarozzuk a vizsgalt szamok sorozatainak exponencialis generatorfiigg-
vényét, amely felhasznalasaval tovabbi Gsszefiiggéseket és tulajdonsa-
gokat latunk be. A bizonyitasokat az esetek tobbségében az s-asszocialt
r-Dowling-szdmokra kozoljiik.
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5.1. Az r-kompozici6és formula

A kovetkez§ tételben megadjuk az exponencialis generatorfiiggvényekre
vonatkozo jol ismert kompozicios formula r-altalanositasat. A tovab-
biakban Ny-val a nemnegativ egész szamok halmazat, mig K-val egy 0
karakterisztikaja testet jeloliink.

5.1. Tétel. (23] Theorem 2.1)

Legyenek fi, fo,9: Ng — K olyan figguények, melyekre fy (0) = 0 és
9(0) = 1. Az exponencidlis generdtorfigguényiiket jeldlje rendre Fy(z),
Fy(z) és G(x). A h: Ng — K fiigguényt definidljuk a kévetkezdképpen:
h(0) =1, ésn > 1 esetén legyen

hn)=> A (Vi) A (YD) (2] f2(1Z]) g (K)

ahol — az  dsszegzést  az  {l,...,n+r} halmaz — 0Osszes
MMu{l},.... Y, u{r},Zy,..., Zc} alaki osztdlyozdsdra végezzik el.
Ekkor h exponencidlis generdtorfiigguénye

H (z) = (Fy (2))" G (F2 (z)) .

Bizonyitds. Elgszor definidljuk a hy: Ng — K (k > 0) fiiggvényeket.

Legyen
1, han=0
h() (TL) = .
0, han>1

Legyen tovabba k > 1 esetén hy(0) = 0 és

hi (n) = Zfl (i) fr (1Y2]) f2 (120]) -+ fa (12k]) g (R),

han > 1, ahol az 6sszegzést az {1,...,n + r} halmaz 6sszes k+r elemii
M u{l},....Y,u{r}, Zy,..., Z} alakt osztalyozasara végezziik el.
Mivel f5(0) = 0, megengedhetjiik, hogy a Z; (7 = 1,..., k) halmazok
iiresek legyenek, ezért

me) = S (vl A QYD £ZD - £ (Z).
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ahol az Osszegzést az {r+1,...,n+r} halmaz Gsszes k + r elemii
(Y1,...,Y,. Z1,..., Z) gyenge rendezett osztalyozasara végezziik el.
Ekkor az igynevezett szorzatformula felhasznalédsaval azt kapjuk, hogy
hy exponencidlis generatorfiiggvénye

i(x) = 2 (5, ) (5 )

Veégiil vilagos, hogy h(n) = > hi(n) (megjegyezziik, hogy ez az dsszeg
k=0

minden n esetén véges), ezért

0 =3 Hi (@)= (A @) Y Y (5 @) = (R @) ¢ (W),

]

Megjegyzés. Az r-kompoziciés formula segitségével szamos r-altalano-
sitott kombinatorikus szamsorozat exponencidlis generdtorfiiggvénye
egyszertien meghatarozhato, igy tobbek kozott a 4.11 Tétel r-Dowling-
és r-Dowling—Lah-szdmokra vonatkozé valtozata is azonnal adodik.

5.2. Kombinatorikus definiciok

Az aldbbiakban kombinatorikusan definidljuk az s-asszocialt
r-Dowling-szdmokat, az s-asszocialt r-Dowling-faktorialisokat, valamint
az s-asszocialt r-Dowling—Lah-szamokat. Az egyszertiség kedvéért ezek-
re a tovabbiakban s-asszocidlt r-Dowling-tipusi szamokként hivatko-
zunk majd.

5.2. Definicié. Legyen n,r > 0, n+r > 1 és s,m > 1. Ekkor D=$
jelolje az {1,...,n + r} halmaz azon m szines r-Whitney-szinezett osz-

n,m,r

talyozasainak szamat, amelyeknél a kitiintetett elemet nem tartalmazo
osztalyok elemszama legalabb s. Legyen tovabba D om0 = 1. Ezeket a
szamokat s-asszocialt r-Dowling-szadmoknak nevezziik.
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5.3. Definici6. Legyen n,r > 0, n+7 > 1¢és s,m > 1. Ekkor DAZS
jelolje S, 1, azon m szines r-Whitney-szinezett permutaciéinak szamat,
amelyeknél a kitiintetett elemet nem tartalmazo6 ciklusok hossza leg-
alabb s. Legyen tovabba DA&me = 1. Ezeket a szamokat s-asszocialt

r-Dowling-faktorialisoknak nevezziik.

5.4. Definicié. Legyen n,» > 0, n+r > 1 és s,m > 1. Ekkor
DLz%, . jelolje az {1,...,n+r} halmaz azon m szines r-Whitney—
Lah-szinezett osztalyozasainak szamat, amelyeknél a kitiintetett ele-
met nem tartalmazo rendezett osztalyok elemszama legalabb s. Legyen
tovabba DL&Z%O = 1. Ezeket a szamokat s-asszocialt r-Dowling—

Lah-szamoknak nevezziik.

Ertelemszertien s =1; m=1; m =1 és r = 0 esetén

>1 _ >s  _ p>s >s  _ D>s
Dz - Dn,m,ra D =B Dn7170 - Bn )

n,m,r n,l,r n,r’

tovabba hasonlé kapcsolatok allnak fenn az s-asszocialt r-Dowling-
faktoridlisokra, valamint az s-asszocidlt r-Dowling-Lah-szamokra vo-
natkozoan is.

Végiil megemlitjiik, hogy az s-asszocialt r-Dowling-tipusi szdmokat
egy masik lehetséges modon is értelmezhettiik volna. Ha azt irjuk eld,
hogy az Gsszes osztaly, ciklus, illetve rendezett osztaly (és nem csak a
kitiintetett elemet nem tartalmazok) legalabb s elemet tartalmazzon,
akkor a fenti szdmok alternativ valtozatainak fogalméahoz jutunk. A
kozelmultban a [62] és [43] cikkek szerzdi az alternativ 2-asszocialt és
alternativ s-asszocialt r-faktoridlisokat vizsgalték.

A fogalmak bevezetése soran tobbek kozott azért részesitettiik elény-
ben a definicibkban szereplé valtozatot, mivel ezek illeszkednek a
2-asszocialt r-Bell-szamok eredeti, F. T. Howard-féle |27| értelmezé-
sé¢hez.
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5.3. Tulajdonsagok és azonossagok

Ahogyan korabban is emlitettiik, az r-kompozicios formula segitségével
meghatarozhatjuk az altalunk vizsgalt szamok sorozatainak exponen-
cialis generatorfiiggvényét.

5.5. Tétel. (23] Theorem 3.1)

Har >0 éss,m>1, akkor

= D3s -1 L1,
Z 2" =exp | rz+ oxp (ma) = 1 exp | —— Z — (mx) ],
n! m m !

n=0
DAZS ri1 121 :
T (1 — T S Z J
Z T = (1 —max) exp ( - Zj (mzx) |,
n=0 ]:1
> DLz

j : nmrxn
n!

n::(l—mx) ilexp(l <1—1mx_1)>exp <—%§(mx)j>.

Bizonyitds. A bizonyités soran az 5.1 Tétel jeloléseit alkalmazzuk.

Az s-asszocialt r-Dowling-szamok fogalmabodl adoddan, ha

0, han<s—1

fi(n) =1, f2(n)={ , g(n) =1,

m™ !, han>s

akkor h(n) = D>S . Ezek exponencialis generatorfiiggvénye

s—1
1 1
Fi(z) =exp(z), Fp(z)=— (exp mz) — ) ﬁ > :
j=0

G (r) = exp (2),

amibdl az 5.1 Tétel alapjan azonnal adédik az allités.
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Hasonloan h(n) = DAZS . ha

n,m,r?

0, han<s-—1

(n—1)!m™t han>s

fi(n) = (1m)", f(n) = {

és

n! —~\n
R (z) = % <ln(1—1mx) —z_:%(mx)]), G (2) = exp (z).

és

Fi(z)=(1- m:zc)_% , Fy(x) = % <1 —1mx - 2_: (mx)]) :
G (x) =exp (z).
[

Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy az r-kompoziciés formula segitségével
az alternativ modon értelmezett s-asszocialt r-Dowling-tipusiu szamok
sorozatainak exponencidlis generatorfliggvényét is meghatarozhatjuk
az el6z6 bizonyitasban latottakhoz hasonloan.

Az aldbbiakban rekurzids Osszefiiggéseket igazolunk az s-asszocialt
r-Dowling-tipust szdmokra.
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5.6. Tétel. ([23] Theorem 3.2)

Har>0,s,m>1¢ésn>s—1, akkor
n—s+1 n
> > > —J
D;—f—l,m,r = TDE;;TL»T + Z (]) Dj_7’rsn7rmn ]7
=0

DA%il,m,r =r zn: (

T?) DAZE m™ (n — j)!

J,m,r
=0
n—s+1 n
+ ) (j)DA;fwm”j (n— ),
j=0

DijLm,T = 2r Z (7;) DLffwm"_j (n—j)!

n—s+1 n
>s n—j .
+ (,)DLj’mvrm T(n—j+ 1)L

1. Bizonyitds. Jeldljiik d7*, (x)-szel a (D75,,)"  sorozat 5.5 Tétel-

ben meghatérozott exponenciélis generatorfiiggvényét. Ennek formalis
derivaltja

=s—1
[e%¢} > o) n—s+1 >s
D=3 = 1 .
e 330 )
=0 v n=s—1 j=0 J: n=7J):

amibdl mar kovetkezik az allitas. O
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2. Bizonyitds. Az s-asszocialt r-Dowling-szamokra vonatkozo6 formulat
kombinatorikus gondolatmenettel is igazolhatjuk.

Az {1,...,n+r+ 1} halmaz azon m szines r-Whitney-szinezett osz-
talyozasait szamoljuk Ossze, amelyeknél a kitiintetett elemet nem tar-
talmazé osztilyok legalabb s elemet tartalmaznak. Ennek soran két
esetet kiilonboztetiink meg.

Ha n + r + 1 kitlintetett elemet tartalmaz6 osztalyban van, akkor el6-
szor nélkiile osztalyozzuk az els6 n + r elemet m szines r-Whitney-
szinezetten gy, hogy minden kitiintetett elemet nem tartalmaz6 osz-
taly legalabb s elemii legyen. Ezt kévetSen (n + r + 1)-et elhelyezhet-

jiik a kitiintetett elemet tartalmazé r darab osztaly valamelyikébe, igy

>s
n,m,r"

a lehetGségek szama rD

Ha n+r+1 kitiintetett elemet nem tartalmazo osztalyban van, akkor
jeloljiik j-vel a tobbi osztalyban lévé nem kitiintetett elemek szdmat
(j=0,...,n—s+1). Ezt a j elemet (?)—féleképpen valaszthatjuk ki,
és Djzﬂfm lehet6ségiink van arra, hogy a kitiintetett elemekkel egyiitt
r-Whitney-szinezetten osztalyozzuk ket gy, hogy a kitilintetett ele-
met nem tartalmazo osztalyok elemszama legalabb s legyen. Végiil az
(n+r 4+ 1)-et tartalmazé n — j + 1 elemi osztalyban m szinnel szi-
nezziik az elemeket a legkisebb kivételével. Osszegezve az eddigieket,
adott j esetén (1) Dz:  m"~ lehetdség adodik. O
Az el6z6 eredmény felhasznalasaval rogzitett rendid rekurzios formu-
lakat is megadhatunk az s-asszocidlt r-Dowling-faktoridlisokra és az
s-asszocialt r-Dowling—Lah-szamokra vonatkozoan.

5.7. Tétel. ([23] Theorem 3.3)

Har>0,s,m>1¢ésn>s—1, akkor

DAZS | .. = (mn+7r)DAZS,  + (mn|m)=* DA=*

n,m,r n—s+1,m,r:
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Har>0,s,m>1¢ésn>s, akkor

DLZ*

= (an + 27“) DLanr + s (Tnnhn)S : DLn s+1,m,r

(s — 1) (mn|m)* DLZ*

n—s,m,r-

n+1,m,r
—mn (mn —m+ 2r) DLzslmT

Bizonyitds. Az 5.6 Tételt kétszer alkalmazva, valamint a faktorialisok
és a binomidlis egyiitthatok tulajdonsagait felhasznélva azt kapjuk,

hogy

DLZ*

n+1,m,r

:2rz<])DLn i gl Z < )DLZSJW m? (j+1)!

7=0 Jj=s—1

= 27"DL,>Lim + s (mn|m)>= ! DLn st Lo

+20ry (?_ 1>DLn S e (= 1)!
j=1

—ZT’DL;%T—I—S(WLTLMI’L)S 1DLn s+1,m,r

n—1
1 .
+ 2mnr E (n )DLn 1 jm T 5!
J

j=0

= (mn+2r) DLZ3,  + s (mn|m)=t DL=*

n,m,r n—s+1,m,r

n—7,m,r:

+ Z (mn|m). DL=* .
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Ezt koévetGen az el6z6 Osszefiiggésbol a kovetkezé modon adodik az
allitas:
DL%y 0, —mnDLZS

n+1,m,r n,m,r

= (mn +2r) DL+ s (mn|m)*=t DLZ*

n,m,r n—s+1,m,r

+ Z (mn|m)L DL=* —mn (m (n— 1)+ 2r) DL?

n—j,m,r n—1,m,r
Jj=s
n

— s(mnm)* DL — Z (mn|m). DLZ*

n—s,m,r n—j,m,r
Jj=s+1

= (mn +2r) DLZS, 4+ s (mn|m)=t DL=*

n,m,r n—s+1,m,r

—mn (m(n—1)+2r) DL, — (s — 1) (mn|m)* DL

n—1,m,r n—s,m,r:

]

Az alabbiakban az s-asszocialt r-Dowling- és s-asszocialt r’-Dowling-
tipusi szamok kozotti kapcesolatokat igazoljuk tisztdn kombinatorikus
gondolatmenettel.

5.8. Tétel. (23] Theorem 3.4)

Han>0,r>7>0¢éss,m>1, akkor

n
n s
>s >s nn—j
Dn,m,r_i :<->Dj,m,r’(r_r) )

=0 \J
s " n >g n—qj
DAz =3 (1) DAz (=)™
=0

s g n >s n—j

DL, . = Z (3) DLz, . (2r = 2r'|m)"™7.
=0
Bizonyitds. Az {1,...,n+ r} halmaz olyan m szines r-Whitney-szine-

zett osztalyozasainak szaméat hatarozzuk meg, amelyeknél a kitiintetett
elemet nem tartalmazoé osztalyok elemszama legaldbb s.
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Legyen j azon nem Kkitiintetett elemek szama, amelyek az els6 ' ki-
tiintetett elem osztalyaban szerepelnek, vagy kitiintetett elemet nem
tartalmaz6 osztalyban vannak (j = 0,...,n). Ezeket (?)—féleképpen

valaszthatjuk ki, és D=*

7,m,r
tiintetett elemekkel egyiitt m szines r’-Whitney-szinezetten az elGiréa-

, modon osztalyozhatjuk éket az 1,..., 7" ki-

soknak megfelelGen. Végiil a tovabbi n— j elem elhelyezésére (r—r’)" 7
lehet6ségiink adodik.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az s-asszocialt r-Dowling-faktorialisok,
valamint az s-asszocialt r-Dowling—Lah-szamok esetében az utolso 1é-
pésben az elemeket névekvé sorrendben sziikséges vizsgéalni a szinezési
és elhelyezési lehet&ségeik szempontjabol. [

Az s-asszocidlt r-Dowling-tipusi szdmokra vonatkozé Dobinski-tipust
formulak joval Osszetettebbek, mint azok a 4. fejezetbeli valtozatok,
ahol nincs alsé korlat el6irva az elemek szaméra. Az eredmények bi-
zonyitasdhoz a vizsgalt szdmok sorozatainak exponencidlis generator-
fiiggvényét hasznéljuk fel.

5.9. Tétel. (|23] Theorem 3.5)

Han,r >0 éss,m>1, akkor

s—1 ; 15
1 [ m/ "
>s _ l | —
Di.. =€ m’fk' E (mk + 1) H il ( 7l ) )
Jj=1

N n! 7871 1 mi—1\ "
DAniw:Zl_,(“er) — (= ,

» =1 Zj! i
- X n! R P
DLz, =e mzmzﬁ(mwﬂmm) 7(—m )7,
k=0 * Jj=1

ahol a x szimbolummoal jelolt 6sszegzést az dsszes olyan nemnegativ egé-
szekbdl dllo (iq,1s, ... ,is_1,1) rendezelt s-esre végezziik el, amelyre tel-
jesil, hogy iy +2ig+ -+ (s — 1) is_1 + 1 =n.
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Bizonyitds. Az allitas az 5.5 Tétel felhasznalasaval az alabbi modon
adodik:
00 >

D
Z n,m,r "
n!

n=0

j=1
1 exp ((mk + 1) 2) m/ 1
= exp (—_>Z ((mkk! ) >HeXP (— —’
k= j=1
1\ o= o= (mk 4 1) ls_l 1 mim\"
=ew () S g I o ()
k=0 1=0 j=14;=0 7
00 s—1
1 1 1 L mY
=0 *

Erdekes kivetkezménye az eddigieknek, hogy a 2-asszocialt r-Dowling-
szamok megegyeznek az (r — 1)-Dowling-szamokkal. Ez a kapcsolat
azonnal latszik az 5.5, 5.6, 5.9, valamint a 4.11, 4.6, 4.10 Tételek Ossze-
vetésébdl is, az aldbbiakban azonban egy kozvetlen kombinatorikus bi-
zonyitast adunk. Megjegyezziik, hogy specidlis esetben, a 2-asszocialt
r-Bell-szamokra ez az eredmény megjelent a [27] cikkben.

5.10. Kovetkezmény. (|23] Corollary 3.6)

Han>0 ésr,m>1, akkor D2, = Dy my_1.
Bizonyitds. Az {1,...,n+ r} halmaz olyan m szines r-Whitney-szine-

zett osztalyozésait vizsgaljuk, amelyekben minden kitiintetett elemet
nem tartalmazé osztaly legalabb 2 elemii. Ha toroljiik r-et, és az oszta-
lyat szétbontjuk egyelemti halmazokra, majd minden nem kitiintetett
elem értékét 1-gyel lecsokkentjiik, akkor az {1,...,n +r — 1} halmaz
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egy (r — 1)-Whitney-szinezett osztalyozasahoz jutunk. Kénnyen ellen-
Orizhetd, hogy ez a hozzarendelés bijektiv, ami bizonyitja az egyenld-
séget. O]

Megjegyzés. A fenti kovetkezmény r = 0 esetén is igaz marad abban
az értelemben, hogy a 2-asszocialt 0-Dowling-szamok (—1)-Dowling-
szamokként viselkednek. Ez az észrevétel érdekes hasonlésagot mutat
R. P. Stanley [58] kromatikus polinomokroél sz6l6 hires tételével, amely
azt mondja ki, hogy ha G egyszeri irdnyitatlan graf, akkor az iranyi-
tott kérmentes iranyftasainak szama (—1)"" %! ps (=1), ahol p¢ (z) a
G kromatikus polinomjat jeloli.



Osszefoglalo

Az {Z} masodfaji Stirling-szamok és a B, Bell-szamok a leszamlalo
kombinatorika alapvetd fogalmai, amelyek az {1,...,n} halmaz osz-
talyozasainak szamat adjidk meg k darab, illetve tetszGleges szami
osztalyba. Ha S, azon permutacioit akarjuk &sszeszamolni, amelyek
k darab diszjunkt ciklus szorzatara bomlanak, akkor az m elséfaju
Stirling-szamok fogalmahoz jutunk, mig ha azt szeretnénk tudni, hogy
az {1,...,n} halmaz elemeit hanyféleképpen osztalyozhatjuk k darab
rendezett osztalyba, akkor az LZJ Lah-szamokat kapjuk eredményiil.

Ezeknek a szamoknak szamos altalanositasa létezik, ezek koziil az egyik
leginkabb ismert és vizsgalt az igynevezett r-altalanositas. Az r-altala-
nositott kombinatorikus szamok esetében a vizsgéalt halmaz elemei ko-
zOtt mindig szerepel r darab kitiintetett, amelyeknek kiilonb6zG osz-
talyokba, ciklusokba, valamint rendezett osztélyokba kell keriilnie. Az
[Z]T els6faju és az {Z}T méasodfaji r-Stirling-szamok L. Carlitz [8§],
A. Z. Broder [6] és R. Merris [38] nevéhez kothetsk, az LZJT r-Lah-
szamokat pedig Nyul G. és Racz G. |47] definidltdk. A mésodfaju
r-Stirling-szamok Osszegeként adodo B, , r-Bell-szamokat L. Carlitz
[8], valamint Mezs 1. [40] értelmezték, utobbi szerzG bevezette a

B, (x) = > {Z}Txk r-Bell-polinomokat is. Ennek mintajara az L, ,
k=0

Gsszegzett r-Lah-szamokat és az Ly, () = Y || 2* r-Lah-polinomo-
k=0
kat Nyul G. és Racz G. [48| definialta.

A 2. fejezetben ezeket az r-altalanositott kombinatorikus szamokat mu-
tatjuk be, tovabba a maéasodfaju r-Stirling-szamok 1j kombinatorikus
interpretacidjaként megadjuk a kapcsolatukat a Ramsey-elméletben
fontos szereppel biré kombinatorikus alterekkel. Bijektiv megfelelte-
tés segitségével igazoljuk, hogy egy r elemt halmaz feletti £ dimenzios
kombinatorikus alterek szdma a halmaz elemeibdl képzett rendezett
n-esek kérében {Z}T
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A Stirling-szamok egy masik altalanositasat, a Whitney-szdmokat az
m-edrend(i véges csoportokhoz kapcsoloddan haldelméleti megkdzeli-
tésbdl T. A. Dowling [17] értelmezte. A w,, (n, k)-val, illetve W, (n, k)-
val jelolt elsG- és masodfajui Whitney-szamok a trivialis csoport esetén
adjak vissza a Stirling-szamokat. Kés6bb Mez6 1. [39] az r-Stirling-
szamok és a Whitney-szdmok kozos altalanositasaként bevezette a
Wi (0, k) els6faji és Wi, (n, k) masodfaji r-Whitney-szamok fogal-
mat, amelyek segitségével G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] definidlta a
W L, (n, k) r-Whitney-Lah-szamokat. Az r-Whitney-tipusi szamo-
kat szamos cikkben vizsgaltak, tisztdn kombinatorikus jelentésiikkel
kapcsolatban azonban csak részleges eredményekkel talalkozhatunk a
szakirodalomban.

A 3. fejezetben az r-Whitney- és az r-Whitney—Lah-szamokkal foglal-
kozunk. El6szor ismertetjiik ezen szadmok 1j, bizonyos szinezési szaba-
lyokat hasznalé kombinatorikus interpretacioit, amelyek specidlis eset-
ben illeszkednek a Stirling- és Lah-szdmok kombinatorikus értelmezé-
sé¢hez. Ezt kévetGen ezeket hasznaljuk definicioként, ami lehetévé teszi,
hogy szdmos tulajdonsiagukat tisztan kombinatorikus gondolatmenet-
tel igazoljuk. Tobbek kozott bizonyitunk egy polinomos azonossagot,
tobbféle rekurzios formulat, egy binomidlis konvolicios Osszefiiggést,
a szimmetrikus polinomokkal torténd elGallitasukat, az altalanositott
ortogonalitasukrol szold eredményt, tovabba a mésodfaji r-Whitney-
és az r-Whitney-Lah-szamok esetében a rajuk vonatkozé explicit for-
mulat is. Mindezek mellett a lehets legaltalanosabb formaban leve-
zetlink egy Spivey-tipusi formulat, amely kovetkezményként megadja
az r-Whitney- és az s-Whitney-tipusi szamok kozotti kapcsolatot, va-
lamint egy tovabbi rekurzios Osszefiiggést is eredményez. Végiil meg-
mutatjuk, hogy az r~-Whitney-Lah-szdmok sorozata rogzitett n esetén
log-konkav, vizsgaljuk az els6- és masodfaju r-Whitney-, valamint az
r-Whitney-Lah-transzformaciokat, majd igazoljuk, hogy ezek megér-
zik a sorozatok log-konvexitasat.

A masodfaju Whitney-szamok dsszegeként M. Benoumbhani [2], [3] ér-
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telmezte a D, ,, Dowling-szamokat, valamint hozzdjuk kapcsoloddan
a Dy (z) = i W (n, k) 2 Dowling-polinomok fogalméat is beve-
zette. Az r—Beﬁ—:[())OIinomok és a Dowling-polinomok kozos altalanosi-
tasaként adodo D, ., (x) = i W (n, k) 2% r-Dowling-polinomokat
pedig G-S. Cheon és J-H. Jung [9] definialta.

A 4. fejezetben az r-Lah-polinomok Dowling-tipust altalanositasaként

bevezetjiik a DL, . (x) = > WL, (n, k) 2" r-Dowling-Lah-polino-
k=0
mok fogalmat, amelyeket ezt kovetGen az r-Dowling-polinomokkal pér-

huzamosan vizsgalunk. A kombinatorikus interpretaciojuk ismerteté-
sét kovetGen a lehets legaltalanosabb formaban megadjuk a rajuk vo-
natkoz6 Spivey-tipusu formulat, majd bemutatjuk annak néhany fon-
tos kovetkezményét, az r-Dowling- és s-Dowling-tipusta polinomok ko-
zotti kapcsolatot, egy rekurzids és egy Carlitz-tipust formulat. Az
r-Dowling—Lah-polinomok esetében igazolunk egy mésodrendi rekur-
7i0s Osszefiiggést, tovibba mindkét polinomra vonatkozoéan megadjuk
az addicios és Dobinski-tipust formuldkat, valamint meghatarozzuk
a sorozataik exponencialis generatorfiiggvényét. Végiil bebizonyitjuk,
hogy az r-Dowling—Lah-polinomok gytkei, az r-Dowling-polinomok
gyokeihez hasonl6an, valdsak, egyszeresek és nempozitivak, tovabba
hogy a (D (1))72 és a (DLy . (1)), sorozatok log-konvexek.

Ha az osztalyozas soran az osztalyok elemszamara egy s alsoé korlatot
adunk, akkor a B=* s-asszocialt Bell-szamok fogalméhoz jutunk. Ha-
bar ezek a szamok tobb cikkben is megtaladlhatoak, a Bii s-asszocialt
r-Bell-szamokkal egyediil F. T. Howard [27] foglalkozott, aki kizéaro-
lag az s = 2 esetet vizsgalta. Az asszocialt Bell-szamok permuta-
ci6s valtozataként adodd A=* s-asszocialt faktoridlisokat altalanosi-
tott szubfaktoridlisoknak nevezik a szakirodalomban. Ezek egyfajta
r-altalanositasat a kozelmultban a [62]| és [43] cikkekben vizsgaltak.
Hasonloan értelmezhetjiik az L=% s-asszocialt Osszegzett Lah-, vala-

mint az L% s-asszocialt dsszegzett r-Lah-szamokat is, ezekkel azonban

T

eddig még nem foglalkoztak.
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Az 5. fejezetben az s-asszocialt Bell-tipust szamok r-Dowling-tipust
altalanositasaval foglalkozunk. Elészor az r-kompozicios formulat iga-
zoljuk, amelynek segitségével egyszertien meghatarozhatjuk a vizsgalt
szamok, azaz a D2° = s-asszocialt r-Dowling-szamok, a DAZS

n,m,r M,
>s

n,m,r

r-Dowling-Lah-szamok sorozatanak exponencialis generatorfiiggvényét.

s-asszocialt r-Dowling-faktoridlisok, valamint a DL s-asszocialt
Ezeket, valamint a kombinatorikus definiciékat felhasznalva kiilonbo6z6
rekurzios Osszefiiggéseket és egy Dobinski-tipust formulat is bizonyi-
tunk, tovibba megadjuk a kapcsolatot az s-asszocidlt r-Dowling-tipusi
és az s-asszocialt r’-Dowling-tipusi szamok kozott. Végiil megmutat-
juk, hogy a 2-asszocialt r-Dowling-szaimok megegyeznek az (r — 1)-
Dowling-szamokkal.



Summary

Stirling numbers of the second kind {Z} and Bell numbers B,, are fun-
damental in enumerative combinatorics. They give the number of par-
titions of the set {1,...,n} into k or an arbitrary number of nonempty
subsets, respectively. If we want to count the number of permutations
in S, which are the product of k disjoint cycles, then we arrive at
the notion of Stirling numbers of the first kind m, while if we are
interested in the number of partitions of {1,...,n} into & nonempty
ordered subsets, then we obtain Lah numbers LZJ

These numbers have several generalizations. One of the most known
and studied among them is the so-called r-generalization. In the case
of r-generalized combinatorial numbers, there exist r distinguished ele-
ments, which have to belong to distinct blocks, cycles or ordered blocks.
The r-Stirling numbers of the first kind [Z] . and the r-Stirling numbers
of the second kind {}} ~were defined by L. Carlitz [8], A. Z. Broder
6] and R. Merris [38], while the r-Lah numbers |}| by G. Nyul
and G. Réacz [47]. The r-Bell numbers B, ,, which are the sum of
r-Stirling numbers of the second kind, were introduced by L. Carlitz
[8] and I. Mez& [40]. The latter author also defined the r-Bell poly-

nomials B, (x) = > {Z}Txk Similarly, the summed r-Lah numbers
k=0
L, , and r-Lah polynomials L, , (z) = > LZJ 7,xk are due to G. Nyul
k=0
and G. Racz [48|.

In Section 2, we discuss these r-generalized combinatorial numbers. As
a new combinatorial interpretation of r-Stirling numbers of the second
kind, we present their connection with combinatorial subspaces, which
play a fundamental role in Ramsey theory. With the help of a bijective
correspondence, we prove that the number of k-dimensional subspaces
among n-tuples of an r-element set is {Z}T
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Another generalizations of Stirling numbers are Whitney numbers,
which were defined in connection with finite groups of order m us-
ing lattice theory by T. A. Dowling [17]. Whitney numbers of the first
kind wy, (n, k) and Whitney numbers of the second kind W, (n, k) give
back Stirling numbers for the trivial group. Later, I. Mez6 |39] intro-
duced r-Whitney numbers of the first kind w,,, (n, k) and r-Whitney
numbers of the second kind W, (n,k) as a common generalization
of r-Stirling numbers and Whitney numbers, with the help of which,
G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9] defined the r-Whitney—Lah numbers
W Ly, (n, k). The r-Whitney-type numbers were studied in numerous
papers, however only partial results can be found in the literature re-
garding their purely combinatorial meaning.

In Section 3, we study r-Whitney and r-Whitney—Lah numbers. First,
we give their new combinatorial interpretations with the help of certain
colouring rules, which correspond better with the combinatorial mean-
ing of Stirling and Lah numbers. We use them as definitions, which
enable us to derive some of their properties in a purely combinato-
rial manner. Among others, we prove a polynomial identity, recurrence
relations, a binomial convolutional formula, their expression with sym-
metric polynomials, their generalized orthogonality, and explicit for-
mulas for ~-Whitney numbers of the second kind and r-Whitney-Lah
numbers, as well. In addition, we present a Spivey-type formula in its
most general form, which gives a connection between r-Whitney- and
s-Whitney-type numbers, and a further recurrence relation as conse-
quences. Finally, we show that the finite sequence of r-Whitney—Lah
numbers is log-concave for a fixed n, we investigate r-Whitney trans-
formations of the first and second kinds, along with the »~-Whitney—Lah
transformation, and then prove that they preserve log-convexity of se-
quences.

M. Benoumhani |2], |3] introduced the Dowling numbers D,, ,, as the
sums of Whitney numbers of the second kind, and the Dowling poly-

nomials D, ,, () = Y. W,, (n, k) z* in connection with them. The def-
k=0
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inition of r-Dowling polynomials D,, ., (z) = Y Wi, (n, k) 2*, as the
k=0

common generalization of r-Bell and Dowling ﬁolynomials, are due to
G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9].

In Section 4, we define the r-Dowling-Lah polynomials DL, ,,, . (x) =

S> WLy, (n,k)z* as the Dowling-type generalization of r-Lah poly-
k=0
nomials, and study them together with r-Dowling polynomials. After

describing their combinatorial interpretation, we give their Spivey-type
formula in its most general form, and show some important conse-
quences, including the connection between r-Dowling- and s-Dowling-
type polynomials, a recurrence relation and a Carlitz-type formula.
We prove a second-order recurrence for r-Dowling-Lah polynomials,
addition and Dobifinski-type formulas for both polynomials, and deter-
mine the exponential generating functions of their sequences. Finally,
we prove that the roots of r-Dowling—Lah polynomials are simple, real
and nonpositive, similarly to those of r-Dowling polynomials, and show
that the sequences (Dy, ., (1)), and (D Ly, ., (1)), are log-convex.

If a lower bound s is prescribed for the cardinality of the blocks, then
we get to the notion of s-associated Bell numbers B=*. Although, these
numbers are discussed in several papers, the s-associated r-Bell num-
bers Bii occur only in the article of F. T. Howard [27], but simply
for the case s = 2. The s-associated factorials A=* defined as the per-
mutational variant of associated Bell numbers are called generalized
subfactorials in the literature. A certain r-generalization of them was
studied recently in [62] and [43]. The s-associated summed Lah num-
bers L;* and s-associated summed r-Lah numbers L7% can be defined

analogously, but were not studied yet.

The subjects of Section 5 are the r-Dowling-type generalizations of
s-associated Bell-type numbers. First, we prove the so-called r-compo-
sitional formula, a useful tool that allows us to derive exponential

generating functions of the sequences of s-associated r-Dowling num-

>s
n,Mm,r

bers D=% . s-associated r-Dowling factorials DA and s-associated

n,m,r?
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>s
n,m,r*

r-Dowling-Lah numbers DL Using these and the combinatorial
definitions, we show various recurrence relations and a Dobinski-type
formula, and give the connection between s-associated r-Dowling-type
and s-associated r’-Dowling-type numbers. Finally, we prove that the
2-associated r-Dowling numbers coincide with (r — 1)-Dowling num-

bers.
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