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1. Bevezetés

Az osztályozás a matematika egyik legalapvet®bb fogalma, amely alatt
egy halmaz elemeinek páronként diszjunkt nemüres részhalmazokba
sorolását értjük olyan módon, hogy a részhalmazok uniója megadja az
eredeti halmazt.

Érdekes módon a halmazok osztályozásának els® ismert alkalmazása
egy japán teaszertartáshoz köt®d® illatjáték, amely 1500 körül volt
igen elterjedt, azonban számos változata létezik még mind a mai na-
pig. Ezek közül az egyik legnépszer¶bb az úgynevezett Gendzsi-kó,
amelynek lényege röviden annyi, hogy miután 5 különböz® illatú töm-
jénrudat 5 részre vágnak és a darabokat zsákokba helyezik, majd azok
közül 5-öt véletlenszer¶en kiválasztanak és elégetnek, a játékosoknak
az illatuk alapján kell megállapítaniuk, hogy mely tömjének azonosak.

A játékokat az úgynevezett Kado szertartások mesterei vezényelték le,
akik minden lehetséges eshet®séghez megalkottak egy-egy szimbólu-
mot, amelyeket Gendzsi-monnak neveztek el. A szimbólumok mind-
egyike 5 függ®leges vonalból áll, amelyek jobbról balra haladva sorban
az elégetett tömjéneket jelképezik és a vonalak tetejét vízszintes vo-
nal köti össze, amennyiben két tömjén azonos. Összesen 52 különböz®
szimbólumot készítettek el ilyen módon, amelyek egyik legf®bb érde-
kessége az, hogy id®közben beépültek a japán kultúrába is. A könnyebb
megjegyezhet®ségük érdekében a japán irodalom népszer¶ klasszikusá-
nak, a Gendzsi szerelmeinek fejezeteivel azonosították ®ket. Kés®bb is
népszer¶ek maradtak, többek között címerek és kimonók díszítésére is
használták ®ket.

A Gendzsi-kó mesterei a szimbólumok elkészítésekor valójában nem
mást tettek, mint egy 5 elem¶ halmaz összes osztályozását írták le.
Amennyiben a függ®leges vonalak a halmaz elemeit jelképezik és a felül
összekötött vonalakat egy osztályban lev®knek tekintjük, akkor máris
kész a megfeleltetés. Tetsz®leges elemszámra általánosítva a problémát
pedig a Bell-számok fogalmához jutunk, ugyanis a Bn Bell-szám az
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2 1. Bevezetés

{1, . . . , n} halmaz összes osztályozásainak számát adja meg (n ≥ 0).
Ezen számok vizsgálatát az 1700-as évek elején egy japán matemati-
kus, T. Seki és tanítványa, Y. Matsunaga kezdték meg, utóbbi els®-
ként adta meg a rájuk vonatkozó rekurziót is. Nyomtatásban el®ször
C. Kramp 1796-os munkájában jelentek meg, nevüket a skót szárma-
zású E. T. Bellr®l kapták, aki az 1930-as években tanulmányozta ®ket.

Ha azt akarjuk összeszámolni, hogy hányféleképpen osztályozhatjuk az
{1, . . . , n} halmaz elemeit pontosan k darab osztályba, akkor az

{
n
k

}
másodfajú Stirling-számok fogalmához jutunk (0 ≤ k ≤ n). Ezeket a
számokat J. Stirling vizsgálta els®ként 1730-ban, azonban teljesen más-
féle megközelítésb®l. Arra használta ®ket, hogy monomokat fejezzen ki
süllyed® faktoriálisok segítségével. A Stirling-számok kombinatorikai
jelentésének meghatározását és a rájuk vonatkozó rekurzió megadását
a szakirodalom M. Sakának tulajdonítja.

J. Stirling nevéhez köt®dnek az els®fajú Stirling-számok is, amelyeket
szintén a fent említett munkájában értelmezett, a másodfajú Stirling-
számokhoz hasonló módon. Ezek valójában el®jeles els®fajú Stirling-
számok voltak. Kombinatorikus jelentéssel az el®jel nélküli

[
n
k

]
els®fajú

Stirling-számok bírnak, ezek azon Sn-beli permutációk számát adják
meg (ahol Sn az 1, . . . , n számok permutációinak halmazát jelöli), ame-
lyek k darab diszjunkt ciklus szorzatára bomlanak (0 ≤ k ≤ n).1

A Lah-számok közeli rokonai a Stirling-számoknak, id®nként harmad-
fajú Stirling-számként is említik ®ket. Fogalmuk I. Lah [30], [31] szlovén
matematikushoz köthet®, aki az 1950-es években két cikkében is fog-
lalkozott velük. Az

⌊
n
k

⌋
Lah-számok az {1, . . . , n} halmaz elemeinek k

darab rendezett osztályba történ® osztályozásainak számát adják meg
(0 ≤ k ≤ n).

A Stirling-típusú számoknak számos általánosítása létezik. Ezek közül
az egyik leginkább ismert és vizsgált az úgynevezett r-általánosítás. Az
r-általánosított kombinatorikus számok esetében mindig van r kitün-

1A Bell- és Stirling-számok történeti áttekintése [36] alapján készült.
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tetett elem, amelyekt®l az osztályokba, ciklusokba és rendezett osztá-
lyokba sorolás során elvárjuk, hogy különböz® osztályokba, ciklusokba,
valamint rendezett osztályokba kerüljenek.

Az r-Stirling-számokat L. Carlitz [8] de�niálta és tanulmányozta, majd
A. Z. Broder [6] és kés®bb R. Merris [38] vizsgálta ®ket részletesen a
rájuk vonatkozó kombinatorikus interpretáció segítségével. Az r-Lah-
számokat a közelmúltban Nyul G. és Rácz G. [47] vezette be kombina-
torikusan.

A Stirling-számok egy másik általánosítása T. A. Dowling [17] nevé-
hez köthet®, aki az m-edrend¶ véges csoportokhoz konstruált hálójá-
hoz kapcsolódóan értelmezte az els®- és másodfajú Whitney-számokat.
Ezek speciális esetben, a triviális csoport esetén, a Stirling-számokat
adják vissza.

Az els®- és másodfajú r-Whitney-számokat Mez® I. [39] vezette be
az r-Stirling- és a Whitney-számok közös általánosításaként. Az ál-
tala használt de�níció a J. Stirling-féle értelmezés általánosításának
tekinthet®. G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] hálóelméleti megközelítésb®l
foglalkozott ezekkel a számokkal, továbbá a segítségükkel de�niálták
az r-Whitney�Lah-számokat.

A Bell-polinomokat a másodfajú Stirling-számok felhasználásával a

Bn (x) =
n∑
k=0

{
n
k

}
xk módon értelmezhetjük. Kombinatorikus jelentés

a polinomokhoz is társítható, amely speciális helyettesítéssel, x = 1

esetén, a korábban említett Bell-számok fogalmát adja vissza. Tekin-
tettel arra, hogy a Bell-számok, valamint a Bell-polinomok fogalma is
szorosan kapcsolódik a másodfajú Stirling-számokhoz, ezeknek is ér-
telmezhetjük az eddig ismertetett általánosításait.

Az r-Bell-számok el®ször szintén L. Carlitz [8] már említett cikké-
ben jelentek meg. A kombinatorikus interpretációjukon alapuló át-
fogó vizsgálatukat Mez® I. [40] végezte el, továbbá hozzá köthet® az
r-Bell-polinomok fogalmának bevezetése is. A közönséges Whitney-
számokhoz kapcsolódóan M. Benoumhani [2], [3] értelmezte a Dowling-
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számokat és Dowling-polinomokat, amelyeket a Whitney-számok felfe-
dez®jének tiszteletére nevezett el így. Az el®z®ek közös általánosítá-
saként pedig G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] de�niálták az r-Dowling-
polinomokat.

A Bell-polinomokhoz hasonlóan értelmezhet®ek olyan polinomok is,
amelyek együtthatói a Lah-számok vagy az imént ismertetett általá-
nosításaik. Az r-Lah-számok segítségével a közelmúltban Nyul G. és
Rácz G. [48] vezette be az r-Lah-polinomok fogalmát.

Végül ismertetjük a Bell-számok egy másik irányú általánosítását is.
Amennyiben az osztályozás során az osztályok elemszámára alsó korlá-
tot adunk, az asszociált Bell-számok fogalmához jutunk. Az s-asszociált
Bell-számokat az 1970-es évekt®l kezdve több cikkben is vizsgálták, vi-
szont érdekes módon mindössze egy olyan van, amelyben asszociált
r-Bell-számokkal foglalkoztak. Ez F. T. Howard [27] nevéhez köthet®,
aki azonban kizárólag a 2-asszociált r-Bell-számokat értelmezte. Meg-
említjük még, hogy amennyiben a probléma permutációs változatát
vizsgáljuk, és azt írjuk el®, hogy minden ciklus legalább 2 hosszúságú
legyen, azaz a �xpontmentes permutációk számát akarjuk meghatároz-
ni, akkor a szubfaktoriálisok fogalmához jutunk.

Az értekezésben az eddigiek során ismertetett kombinatorikus szá-
mok általánosításainak vizsgálatával foglalkozunk. A dolgozat fejeze-
teit minden esetben az adott általánosítás szakirodalmának részletes
áttekintésével kezdjük, majd azt követ®en ismertetjük az általunk elért
eredményeket.

A 2. fejezetben a másodfajú r-Stirling-számok új kombinatorikus in-
terpretációjaként megmutatjuk, hogy a segítségükkel miként adható
meg a Ramsey-elméletben alapvet® jelent®séggel bíró kombinatorikus
alterek száma. Ez az eredmény a [20] cikkben található meg.

A 3. fejezet az r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számokkal foglalkozik.
A fejezet egyik legfontosabb eredményeként ismertetjük ezen számok
új kombinatorikus interpretációit, amelyek speciális esetben illeszked-
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nek a Stirling- és a Lah-számok kombinatorikus értelmezéséhez. Ezt
követ®en ezeket de�nícióként használva az r-Whitney- és r-Whitney�
Lah-számokra számos új összefüggést igazolunk a lehet® legáltaláno-
sabb formában, továbbá új bizonyításokat adunk néhány korábban már
ismert tulajdonságukra is. A fejezetben alapvet®en a [22] cikk eredmé-
nyeit mutatjuk be, megjegyezzük azonban, hogy egyes állítások a [21]
és [19] publikációkban szerepelnek.

A 4. fejezetben az r-Dowling-polinomok, valamint az általunk de�ni-
ált r-Dowling�Lah-polinomok átfogó vizsgálatát adjuk a [21] és [19]
cikkek alapján. A kétféle polinom tulajdonságait párhuzamosan tár-
gyaljuk. A bizonyítások során az r-Dowling-polinomok esetében több-
ször tudjuk alkalmazni a kombinatorikus interpretációjukat, míg az
r-Dowling�Lah-polinomoknál alapvet®en más, különféle algebrai át-
alakításokat használó eszközök m¶ködnek, amelyek els®sorban az el®z®
fejezet eredményein alapulnak.

A disszertáció 5. és egyben zárófejezete s-asszociált r-Dowling-típusú
számokkal foglalkozik és a [23] cikk eredményeit tartalmazza. El®ször
az úgynevezett r-kompozíciós formulát igazoljuk, amely segítségével
egyszer¶en meghatározhatjuk az r-Bell-típusú számok és az általáno-
sításaik sorozatainak exponenciális generátorfüggvényét. Ezt követ®en
bevezetjük és az exponenciális generátorfüggvényeikb®l kiindulva vizs-
gáljuk az s-asszociált r-Dowling-számokat, az s-asszociált r-Dowling-
faktoriálisokat, valamint az s-asszociált r-Dowling�Lah-számokat.



2. r-Stirling- és r-Bell-típusú számok

Az r-Stirling-számokat L. Carlitz [8] de�niálta és vizsgálta, továbbá az
® nevéhez köthet® a kombinatorikus interpretációjuk meghatározása
is. A napjainkban is használatos r-Stirling-szám elnevezés A. Z. Bro-
dert®l [6] ered, aki eltér® paraméterezéssel értelmezte ®ket, és a kom-
binatorikus jelentésükön alapuló részletes vizsgálatukat adta. A kés®b-
biek során R. Merris [38] t®lük függetlenül újra de�niálta, és szintén
a kombinatorikus interpretációjuk felhasználásával tanulmányozta eze-
ket a számokat. Megemlítjük még, hogy a másodfajú r-Stirling-számok
más formában már korábban is megjelentek a szakirodalomban, legel®-
ször N. Nielsen [46] könyvében. Az

[
n
k

]
r
els®fajú r-Stirling-szám azon

Sn+r-beli permutációk számát adja meg, amelyek k+r diszjunkt ciklus
szorzatára bomlanak úgy, hogy az 1, . . . , r kitüntetett elemek külön-
böz® ciklusokba kerülnek, míg az

{
n
k

}
r
másodfajú r-Stirling-szám az

{1, . . . , n+ r} halmaz azon k + r elem¶ osztályozásait számolja össze,
amelyeknél az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® osztályokba kerül-
nek (0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0).

A közelmúltban Nyul G. és Rácz G. [47] kombinatorikusan de�niálta és
egyúttal részletesen vizsgálta az r-Lah-számokat. Az

⌊
n
k

⌋
r
r-Lah-szám

az {1, . . . , n+ r} halmaz azon k+ r darab rendezett osztályba történ®
osztályozásainak számát adja meg, ahol az 1, . . . , r kitüntetett elemek
különböz® rendezett osztályokba kerülnek (0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0).

A Bn,r n-edik r-Bell-szám az {1, . . . , n+ r} halmaz olyan osztályo-
zásainak számát jelöli, ahol az 1, . . . , r kitüntetett elemek különbö-
z® osztályokba kerülnek (n, r ≥ 0), így valójában nem más, mint az{
n
k

}
r
másodfajú r-Stirling-számok összege (k = 0, . . . , n). Az r-Bell-

számok szintén L. Carlitz [8] már említett cikkében jelentek meg el®-
ször. Az r-Bell-szám elnevezés és a kombinatorikus értelmezésen ala-
puló vizsgálatuk azonban Mez® I. [40] nevéhez köthet®, aki egyúttal a

Bn,r (x) =
n∑
k=0

{
n
k

}
r
xk r-Bell-polinomokat is de�niálta.

6
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A fentiek mintájára az összegzett r-Lah-számokat, valamint az r-Lah-
polinomokat Nyul G. és Rácz G. [48] értelmezte és tanulmányozta.
Az Ln,r-rel jelölt n-edik összegzett r-Lah-szám de�níció szerint az
{1, . . . , n+ r} halmaz azon rendezett osztályokba történ® osztályozá-
sainak számát adja meg, amelyeknél az 1, . . . , r kitüntetett elemek
különböz® rendezett osztályokba kerülnek (n, r ≥ 0), míg az r-Lah-

polinomok az Ln,r (x) =
n∑
k=0

⌊
n
k

⌋
r
xk módon adódnak.

Végül megjegyezzük, hogy a közelmúltban a másodfajú r-Stirling- és
r-Bell-számokat Kereskényi-Balogh Zs. és Nyul G. [29], míg az r-Lah-
és összegzett r-Lah-számokat Nyul G. és Rácz G. [49] vizsgálták gráf-
elméleti eszközökkel.

Ebben a fejezetben a másodfajú r-Stirling-számok egy érdekes kapcso-
latát ismertetjük a kombinatorikus alterekkel, amely egyúttal egy új
kombinatorikus interpretációt is eredményez rájuk vonatkozóan.

2.1. Másodfajú r-Stirling-számok és kombinatorikus

alterek

Legyen A egy r elem¶ halmaz és ∗1, . . . , ∗k /∈ A további szimbólumok.
Egy k dimenziós kombinatorikus alteret An-ben egy olyan
(A ∪ {∗1, . . . , ∗k})n-beli sémával adhatunk meg, amelyben a ∗1, . . . , ∗k
szimbólumok mindegyike legalább egyszer szerepel. Ekkor a séma által
meghatározott kombinatorikus altér abból az rk darab An-beli elemb®l
áll, amelyeket úgy kapunk, hogy ∗i helyére, minden el®fordulása esetén
ugyanazt az A-beli elemet helyettesítjük (i = 1, . . . , k).

Megjegyezzük azonban, hogy egy kombinatorikus altér nem kizárólag
egyetlen sémával adható meg. Két különböz® séma ugyanis leírhatja
ugyanazt a kombinatorikus alteret, amennyiben azok csak a csillag-
szimbólumok szerepének felcserélésében különböznek egymástól.

A kombinatorikus alterek fontos szerepet töltenek be a Ramsey-elmé-
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letben. A. W. Hales és R. I. Jewett [24] ismert tételének egy általá-
nosított változata ugyanis kimondja, hogy bármely r, k, c pozitív egész
számok esetén létezik olyan legkisebb HJ(r, k, c) pozitív egész, hogy ha
A egy r elem¶ halmaz, akkor AHJ(r,k,c) minden c színnel való színezése
esetén keletkezik egyszín¶ k dimenziós kombinatorikus altér.

A k dimenziós kombinatorikus alterek száma meghatározható a szi-
taformula segítségével (ezt |A| = 2 esetben T. C. Brown [7] végezte
el). A következ®kben azonban megmutatjuk, hogy a kombinatorikus
alterek száma megadható közvetlenül a másodfajú r-Stirling-számok
segítségével is. A bizonyítás során bijektív kombinatorikus megfelelte-
tést alkalmazunk.

2.1. Tétel. ([20] Theorem)

Legyen 1 ≤ k ≤ n, r ≥ 1 és A egy r elem¶ halmaz. Ekkor a k dimenziós

kombinatorikus alterek száma An-ben
{
n
k

}
r
.

Bizonyítás. Legyen adott az A = {a1, . . . , ar} halmaz.

Vegyünk egy k dimenziós kombinatorikus alteret An-ben, amelyet az
(s1, . . . , sn) ∈ (A ∪ {∗1, . . . , ∗k})n sémával írunk le.

Rendeljük hozzá ehhez a sémához az alábbi halmazcsaládot:

{{ai} ∪ {j | 1 ≤ j ≤ n, sj = ai} | 1 ≤ i ≤ r}
∪ {{j | 1 ≤ j ≤ n, sj = ∗l} | 1 ≤ l ≤ k} .

Ez az A∪{1, . . . , n} halmaz osztályozása k+ r nem üres részhalmazba
(a {j | 1 ≤ j ≤ n, sj = ∗l} halmaz nem üres, mivel ∗l legalább egyszer
szerepel a sémában) úgy, hogy A elemei különböz® osztályokba kerül-
nek.

Ahogyan azt korábban is hangsúlyoztuk, különböz® sémák ugyanazt a
kombinatorikus alteret is leírhatják, mivel azonban az osztályok sor-
rendje nem számít, így az ezekhez rendelt osztályozások is egybeesnek.
Ezáltal valójában a k dimenziós kombinatorikus alterekhez rendeltünk
osztályozásokat.
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Könnyen ellen®rizhet®, hogy a fenti hozzárendelés bijektív megfelelte-
tést ad az An-beli k dimenziós kombinatorikus alterek és az
A∪{1, . . . , n} halmaz azon k+ r elem¶ osztályozásai között, amelyek-
nél az a1, . . . , ar kitüntetett elemek különböz® osztályokba kerülnek,
így számuk

{
n
k

}
r
.

Példa. A hozzárendelés szemléltetésére vizsgáljuk meg az n = 13,
k = 3, r = 4 és A = {a1, a2, a3, a4} esetet. Ekkor az

(a1, a4, ∗1, a1, ∗3, a4, ∗2, ∗2, a3, ∗1, a1, a1, ∗2)

séma által meghatározott 3 dimenziós A13-beli kombinatorikus altér-
hez az {a1, a2, a3, a4, 1, . . . , 13} halmaz alábbi hételem¶ osztályozása
tartozik:

{{a1, 1, 4, 11, 12} , {a2} , {a3, 9} , {a4, 2, 6} , {3, 10} , {7, 8, 13} , {5}} .

Végül megjegyezzük, hogy a fenti eredmény érdekes hasonlóságot mu-
tat azzal a tétellel, amely kimondja, hogy ha 1 ≤ k ≤ n és q prímhat-
vány, akkor a k dimenziós lineáris alterek száma GF (q)n-ben az

(
n
k

)
q

q-binomiális együtthatóval adható meg.



3. r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számok

T. A. Dowling [17] konstruált egy hálót az m-edrend¶ véges
csoportokhoz, és a rájuk vonatkozó Möbius-függvény segítségével beve-
zette a Whitney-számok fogalmát. Az úgynevezett Dowling-hálókhoz
tartozó wm (n, k)-val jelölt els®-, illetve Wm (n, k)-val jelölt másodfa-
jú Whitney-számok függetlenek magától a csoporttól, kizárólag an-
nak rendjét®l függnek (0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1). Amennyiben a trivi-
ális csoportot tekintjük, azaz m = 1 választással azt kapjuk, hogy
w1 (n, k) =

[
n+1
k+1

]
és W1 (n, k) =

{
n+1
k+1

}
. A Whitney-számok tulajdon-

ságainak részletes vizsgálata M. Benoumhani [2] nevéhez köthet®.

Mez® I. [39] ötlete volt az, hogy közös általánosítását adja az r-Stirling-
és a Whitney-számoknak. Az els®fajú r-Whitney-számokat az

mnxn =
n∑
k=0

wm,r(n, k) (mx− r)k , (1)

míg a másodfajú r-Whitney-számokat az

(mx+ r)n =
n∑
k=0

Wm,r(n, k)m
kxk (2)

egyenl®séggel de�niálta, ahol xn és xn rendre az x n-edik emelked® és
süllyed® faktoriálisát jelöli.

Megjegyezzük azonban, hogy bár eltér® neveken és más megközelíté-
sekb®l, de az r-Whitney-számok már korábban is megjelentek a szak-
irodalomban. Egyrészt mint az L. C. Hsu és P. J.-S. Shiue [28] által
bevezetett Stirling-típusú számpárok speciális esetei, amelyeket
R. B. Corcino, C. B. Corcino és R. Aldema [12], [10] tanulmányo-
zott (r, β)-Stirling-számok néven. Másrészt B. Voigt [60] egy másod-
fajú Stirling-számokra vonatkozó általánosításához köthet®en, amely-
nél további paraméterként egy sorozat szerepel. Ez a változat ugyanis
számtani sorozatok esetén szintén a másodfajú r-Whitney-számokat
adja vissza (lásd A. Ruci«ski és B. Voigt [56]).

10
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G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] a Dowling-hálókhoz kapcsolódó interpre-
tációjuk felhasználásával részletesen vizsgálták az r-Whitney-számok
mindkét fajtáját, továbbá a

WLm,r (n, k) =
n∑
j=k

wm,r (n, j)Wm,r (j, k) (3)

összefüggéssel bevezették az r-Whitney�Lah-számok fogalmát. Érte-
lemszer¶en aWLm (n, k)-val jelölt Whitney�Lah-számokat hasonló mó-
don de�niálhatjuk.

Megemlítjük továbbá, hogy szimmetrikus polinomok segítségével
M. Merca [37] is vizsgálta az els®- és másodfajú r-Whitney-számokat.

Érdekes módon az eddig ismertetett eredmények nem tartalmazzák
az r-Whitney- és az r-Whitney�Lah-számok tisztán kombinatorikus
jelentését, még az eredeti változatok esetében sem. Ezekre vonatkozóan
az alábbi részleges eredményekkel találkozhatunk a szakirodalomban.

J. B. Remmel és M. L. Wachs [55] két kombinatorikus interpretációt
adott az els®fajú Whitney-számokra és egyet a másodfajúakra. Me-
z® I. [41] pedig az utóbbi felhasználásával igazolt néhány összefüggést
a másodfajú Whitney-számokra vonatkozóan.

M. Mihoubi és M. Rahmani [44] az r-Whitney- és az r-Whitney�Lah-
számokhoz is rendelt kombinatorikus értelmezést, de mindhárom eset-
ben kizárólag osztályozásokat használtak. Interpretációik az úgyneve-
zett parciális r-Bell-polinomokon keresztül adódtak.

Végül megjegyezzük, hogy D. G. L. Wang [61] színezett osztályozá-
sainak száma szintén a másodfajú r-Whitney-számokra vezet. H. Bel-
bachir és I. E. Bousbaa [1] pedig bevezette mindhárom típusú szám
egy-egy módosított változatát, az eltolt r-Whitney- és r-Whitney�Lah-
számokat, amelyek azonban egyszer¶en az r-Stirling- és r-Lah-számok
mn−k-szorosai.

Ebben a fejezetben megadjuk az r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számok
új kombinatorikus interpretációit. A közönséges másodfajú Whitney-
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számok esetén ez lényegében egybe fog esni J. B. Remmel és
M. L. Wachs [55] interpretációjával, míg a másodfajú r-Whitney-szá-
mokra vonatkozóan hasonló M. Mihoubi és M. Rahmani [44] értelmezé-
séhez. Az els®fajú r-Whitney- és az r-Whitney�Lah-számok esetében
azonban teljesen újak, még az r = 1 választással adódó közönséges
változatokra is, és egyúttal illeszkednek az r-Stirling- és r-Lah-számok
klasszikus kombinatorikus de�nícióihoz.

Megemlítjük még, hogy újabban T. Mansour, J. L. Ramírez és M. Shat-
tuck [53], [35], [54] az r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számok általuk
értelmezett (p, q)-változatán keresztül hasonló kombinatorikus jelen-
téshez jutottak.

A fejezet felépítése a következ® stratégiát követi. A kombinatorikus
interpretációinkat az r-Whitney és r-Whitney�Lah-számok de�níciói-
ként fogjuk használni. Ezt követ®en � els®sorban ezekre a de�níciókra
alapozva � számos új eredményt bizonyítunk, továbbá néhány már is-
mert összefüggést is igazolunk tisztán kombinatorikus gondolatmenet-
tel. Ezek között az azonosságok között megjelennek az (1), (2) és (3)
egyenl®ségek is, amelyek így igazolják, hogy az általunk használt de�-
níciók ekvivalensek az eredetiekkel. Azoknál a tételeknél, amelyekben
mindhárom számra közlünk eredményeket, a bizonyítást legtöbbször
csak az els®fajú esetben ismertetjük, szükség esetén azonban kitérünk
a különbségekre a másik kett®re vonatkozóan is.

3.1. Kombinatorikus de�níciók

Legel®ször is megadjuk az r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számok új
kombinatorikus de�nícióit.

3.1. De�níció. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és m ≥ 1.
Ekkor wm,r (n, k) jelölje azon Sn+r-beli színezett permutációk számát,
amelyek k + r diszjunkt ciklus szorzatára bomlanak fel úgy, hogy

• az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® ciklusokba kerülnek,



3.1. Kombinatorikus de�níciók 13

• a ciklusok legkisebb elemei nincsenek színezve,

• azok az elemek, amelyek egy kitüntetett elem ciklusában vannak,
nincsenek színezve, ha a kitüntetett elemt®l az adott elemig tartó
ciklusív nem tartalmaz nála kisebb számot,

• a további elemek mindegyike m színnel van színezve.

Legyen továbbá wm,0 (0, 0) = 1. Ezeket a számokat els®fajú r-Whit-
ney-számoknak, és az ilyen permutációkat r-Whitney-színezett
permutációknak nevezzük.

3.2. De�níció. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n+ r ≥ 1 és m ≥ 1. Ekkor
Wm,r (n, k) jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon k + r elem¶ színezett
osztályozásainak számát, ahol

• az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® osztályokba kerülnek,

• az osztályok legkisebb elemei nincsenek színezve,

• azok az elemek, amelyek egy kitüntetett elem osztályában van-
nak, nincsenek színezve,

• a további elemek mindegyike m színnel van színezve.

Legyen továbbá Wm,0 (0, 0) = 1. Ezeket a számokat másodfajú
r-Whitney-számoknak, és az ilyen osztályozásokat r-Whitney-szí-
nezett osztályozásoknak nevezzük.

3.3. De�níció. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és m ≥ 1.
Ekkor WLm,r (n, k) jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon k + r darab
rendezett osztályba történ® színezett osztályozásainak számát, ahol

• az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® rendezett osztályokba
kerülnek,

• a rendezett osztályok legkisebb elemei nincsenek színezve,
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• azok az elemek, amelyek egy kitüntetett elem rendezett osztályá-
ban vannak, nincsenek színezve, ha a kitüntetett elem és az adott
elem között nincs nála kisebb szám,

• a további elemek mindegyike m színnel van színezve.

Legyen továbbá WLm,0 (0, 0) = 1. Ezeket a számokat r-Whitney�
Lah-számoknak, és az ilyen osztályozásokat r-Whitney�Lah-színe-
zett osztályozásoknak nevezzük.

Abban az esetben, ha r = 1; m = 1; m = 1, r = 0 és r = 0,
az r-Whitney-számok visszaadják a Whitney-számokat, az r-Stirling-
számokat, a klasszikus Stirling-számokat és a Stirling-számok több-
szöröseit. Ezekkel a speciális paraméterekkel hasonló áll fenn az
r-Whitney�Lah-számokra is. A kapcsolatokat az els®fajú esetben rész-
letezzük:

wm,1 (n, k) = wm (n, k) , w1,r (n, k) =

[
n

k

]
r

,

w1,0 (n, k) =

[
n

k

]
, wm,0 (n, k) = mn−k

[
n

k

]
.

A fejezet eredményeinek bizonyítása során több esetben szükségünk
lesz arra, hogy a kitüntetett elemet nem tartalmazó ciklusok, osztályok
vagy rendezett osztályok legkisebb elemeit is színezzükm színnel. Ezek-
re kiterjesztett r-Whitney-színezett permutációkként, osztályozások-
ként és r-Whitney�Lah-színezett osztályozásokként hivatkozunk majd.
Ha k + r ciklusunk, osztályunk vagy rendezett osztályunk van, akkor
ezek száma rendre mkwm,r (n, k), mkWm,r (n, k) és mkWLm,r (n, k).

3.2. Tulajdonságok és azonosságok

Az értekezés eredményeinek ismertetéséhez szükségünk lesz az m di�e-
renciájú emelked® és süllyed® faktoriálisok fogalmára, ezeket a követ-
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kez® módon értelmezzük:

(x|m)n =
n−1∏
j=0

(x+ jm) , (x|m)n =
n−1∏
j=0

(x− jm) ,

ahol n ≥ 0 és m ≥ 1. Speciálisan (x|1)n = xn és (x|1)n = xn a klasszi-
kus emelked® és süllyed® faktoriálisok. Továbbá számos esetben hasz-
náljuk majd az (mx|m)n = mnxn és (mx|m)n = mnxn azonosságokat
is.

A legkisebb és legnagyobb lehetséges k értékekre egyszer¶ kombinato-
rikus gondolatmenettel az alábbi speciális értékek adódnak:

• wm,r (n, 0) = (r|m)n, Wm,r (n, 0) = rn, WLm,r (n, 0) = (2r|m)n

• Wm,r (n, 1) =
1
m
((m+ r)n − rn),

WLm,r (n, 1) =
1
m

(
(m+ 2r|m)n − (2r|m)n

)
(n ≥ 1)

• wm,r (n, n− 1) = Wm,r (n, n− 1) = m
(
n
2

)
+ rn,

WLm,r (n, n− 1) = mn (n− 1) + 2rn (n ≥ 1)

• wm,r (n, n) = Wm,r (n, n) = WLm,r (n, n) = 1

A következ® polinomos azonosságok különböz® változatait több pub-
likációban is megtalálhatjuk, els®fajú esetben a [17] (r = 1-re), [9],
[10], másodfajú esetben a [17] (r = 1-re), [9], [12], míg r-Whitney�
Lah-számok esetén a [9] cikkekben. Megjegyezzük, hogy az els® két
formula ekvivalens az (1) és (2) egyenl®ségekkel, amelyek Mez® I. [39]
de�nícióiként szolgáltak.

3.4. Tétel. ([22] Theorem 3.1)

Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

(x+ r|m)n =
n∑
k=0

wm,r (n, k)x
k,
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(x+ r)n =
n∑
k=0

Wm,r (n, k) (x|m)k ,

(x+ 2r|m)n =
n∑
k=0

WLm,r (n, k) (x|m)k .

Bizonyítás. Sn+r azon m színes r-Whitney-színezett permutációit szá-
moljuk össze, amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó ciklusok
legkisebb elemei is színezve vannak c színnel.

Ha a ciklusok száma k + r, akkor az m színes r-Whitney-színezett
permutációk száma wm,r (n, k) (k = 0, . . . , n). Továbbá, mivel k darab
ciklus van, amely nem tartalmaz kitüntetett elemet, így ezen ciklusok
legkisebb elemeit ck-féleképpen színezhetjük c színnel. Ezek alapján
n∑
k=0

wm,r (n, k) c
k lehet®ség adódik.

A fenti színezett permutációkat másként is összeszámolhatjuk. El®ször
helyezzük el a kitüntetett elemeket különböz® ciklusokba. Ezt köve-
t®en r + i nyithat egy új ciklust, és ekkor színt kap a c szín közül
(i = 1, . . . , n). Ezenkívül (r + i)-t tehetjük egy kitüntetett elem mögé
is, és ekkor nem kap színt, vagy egy korábban már elhelyezett nem ki-
tüntetett elem mögé, és ebben az esetben m színnel színezzük. Ez azt
jelenti, hogy (r + i)-t (c+ r + (i− 1)m)-féleképpen tudjuk elhelyezni
és színezni, így a lehet®ségek száma összesen (c+ r|m)n.

A másodfajú r-Whitney-számok és az r-Whitney�Lah-számok eseté-
ben a fenti gondolatmenet ebben a formájában nem m¶ködik, mert
nem elég egyszer¶en a kiegészít® színezéssel ellátott r-Whitney-, illet-
ve r-Whitney�Lah-színezett osztályozásokat vizsgálni. A bizonyítást az
alábbiakban a másodfajú esetben részletezzük.

Az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes kiterjesztett r-Whitney-színe-
zett osztályozásait számoljuk össze, amelyeknél a kitüntetett elemet
nem tartalmazó osztályok legkisebb elemei másodlagosan is színezve
vannak c színnel (c ≥ n) úgy, hogy a másodlagos színeik különböz®ek.
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Egyrészt az elemeket mkWm,r (n, k)-féleképpen osztályozhatjuk kiter-
jesztett r-Whitney-színezetten k + r osztályba (k = 0, . . . , n), majd a
nem kitüntetett legkisebb elemeket ck módon színezhetjük másodla-

gosan, így a lehet®ségek száma
n∑
k=0

Wm,r (n, k) (mc|m)k, mivel mkck =

(mc|m)k.

Másrészt, el®ször elhelyezhetjük az els® r kitüntetett elemet külön-
böz® osztályokba, majd megvizsgálhatjuk a lehet®ségeket (r + i)-re
(i = 1, . . . , n). Ehhez tegyük fel, hogy az els® r + i − 1 elemet r + l

osztályba osztályoztuk. Ha r + i egy új osztályt nyit, akkor az els®d-
leges színe m-féle, a másodlagos színe (c− l)-féle lehet. Ha (r + i)-t
kitüntetett elemet tartalmazó osztályba tesszük, akkor nem kap színt,
míg ha a kitüntetett elemet nem tartalmazó l osztály valamelyikébe
kerül, akkor m színnel színezzük. Összegezve az eddigieket (r + i)-t
m (c− l) + r + lm = (mc+ r)-féleképpen helyezhetjük el és színezhet-
jük, ami összesen (mc+ r)n lehet®séget jelent.

A fenti egyenl®ségekbe (−x)-et helyettesítve azonnal adódnak az alábbi
fontos következmények.

3.5. Következmény. ([22] Corollary 3.1)

Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

(x− r|m)n =
n∑
k=0

(−1)n−k wm,r (n, k)xk,

(x− r)n =
n∑
k=0

(−1)n−kWm,r (n, k) (x|m)k ,

(x− 2r|m)n =
n∑
k=0

(−1)n−kWLm,r (n, k) (x|m)k .

Megjegyzés. Speciálisan, x = 1 esetén, a 3.4 Tétel megadja az els®fajú
r-Whitney-számok összegét rögzített n esetén:

n∑
k=0

wm,r (n, k) = (r + 1|m)n .
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Az r-Whitney-számokra vonatkozó rekurziók már korábban megjelen-
tek a szakirodalomban, az els®fajú esetben a [17] (r = 1-re), [9], [10],
[39], a másodfajú esetben a [2], [17] (r = 1-re), [9], [12], [39], [61],
míg az r-Whitney�Lah-számokra vonatkozóan a [9] cikkekben. Most
a kombinatorikus de�nícióinknak köszönhet®en lehet®ségünk adódik
arra, hogy ezeket az összefüggéseket tisztán kombinatorikus gondolat-
menettel igazoljuk.

3.6. Tétel. ([22] Theorem 3.2)

Ha 1 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n+ 1, k) = wm,r (n, k − 1) + (mn+ r)wm,r (n, k) ,

Wm,r (n+ 1, k) = Wm,r (n, k − 1) + (mk + r)Wm,r (n, k) ,

WLm,r (n+ 1, k) = WLm,r (n, k − 1) + (m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k) .

Bizonyítás. Sn+r+1 azon m színes r-Whitney-színezett permutációit
számoljuk össze, amelyek k + r diszjunkt ciklus szorzatára bomlanak.

Ha n + r + 1 egy 1 hosszú ciklust alkot, akkor a további n + r elemet
kell r-Whitney-színezetten k − 1 + r diszjunkt ciklusba sorolni, ami
wm,r (n, k − 1) lehet®séget jelent.

Ha n+ r + 1 egy legalább 2 hosszú ciklusban van, akkor a többi elem
k+r ciklusba sorolása ésm színnel való színezése wm,r (n, k)-féleképpen
történhet a szabályoknak megfelel®en. Ezt követ®en pedig (n+ r + 1)-
et elhelyezhetjük az n nem kitüntetett elem mögé, és ekkor m színnel
színezzük, vagy valamelyik kitüntetett elem mögé, és ebben az esetben
nem kap színt.

Az alábbiakban új függ®leges rekurziókat ismertetünk az r-Whitney-
és r-Whitney�Lah-számokra vonatkozóan.
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3.7. Tétel. ([22] Theorem 3.3)

Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑
j=k

(mn+ r|m)n−j wm,r (j, k) ,

Wm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑
j=k

(m (k + 1) + r)n−jWm,r (j, k) ,

WLm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑
j=k

(m (n+ k + 1) + 2r|m)n−jWLm,r (j, k) .

Bizonyítás. A tétel bizonyításához Sn+r+1 azon m színes r-Whitney-
színezett permutációit kell összeszámolni, amelyek k + r + 1 diszjunkt
ciklus szorzatára bomlanak.

Legyen j + r + 1 a ciklusok legkisebb elemei közül a legnagyobb
(j = k, . . . , n). El®ször az els® j+r elemet kell k+r diszjunkt ciklusba
sorolni r-Whitney-színezetten, ami wm,r (j, k)-féleképpen tehet® meg.
Ezt követ®en, növekv® sorrendben tekintve a további elemeket, elhe-
lyezhetjük ®ket egy nem kitüntetett elem mögé, és ekkor színt kapnak,
vagy az r kitüntetett elem valamelyike mögé, és ebben az esetben nem
színezzük ®ket. Ez összesen ((j + 1)m+ r|m)n−j = (mn+ r|m)n−j le-
het®séget jelent az utolsó n− j elemre.

A másodfajú r-Whitney-számokra vonatkozó explicit formulát többen
is meghatározták az exponenciális generátorfüggvényükb®l kiindulva
[2] (r = 1-re), [9], [12], [39]. A következ®kben egy új bizonyítást ismerte-
tünk, amelyben a kombinatorikus interpretációjukat és a szitaformulát
használjuk fel. Az általunk alkalmazott gondolatmenet egyúttal arra is
alkalmas, hogy a segítségével egy hasonló explicit formulát igazoljunk
az r-Whitney�Lah-számokra.
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3.8. Tétel. ([22] Theorem 3.4)

Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Wm,r (n, k) =
1

mkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(m (k − j) + r)n ,

WLm,r (n, k) =
1

mkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(m (k − j) + 2r|m)n .

Bizonyítás. Tekintsük az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes kiter-
jesztett r-Whitney-színezett osztályozásait, amelyeknél az osztályok
legkisebb elemeit másodlagosan is színezzük k + r színnel úgy, hogy
ezek az elemek különböz® színt kapnak, és minden másodlagos színt
felhasználunk. Ezek számát kétféleképpen is meghatározhatjuk.

Egyrészt kiindulva abból, hogy a másodlagos színek közül mindet pon-
tosan egyszer kell felhasználni, azt kapjuk, hogy az osztályok száma
k + r. Ezáltal az m színes kiterjesztett r-Whitney-színezett osztá-
lyozások száma mkWm,r (n, k), a legkisebb elemekhez pedig (k + r)!-
féleképpen rendelhetjük hozzá a másodlagos színeket, így összesen
(k + r)!mkWm,r (n, k) lehet®ség adódik.

Másrészt a vizsgált színezett osztályozásokat a szitaformula segítsé-
gével is összeszámolhatjuk. Legyen X azon kiterjesztett r-Whitney-
színezett osztályozások halmaza, amelyeknél az osztályok legkisebb
elemeinek másodlagos színezéséhez nem feltétlenül használtuk fel az
összes színt. Továbbá legyen Yh az X halmaz azon részhalmaza, amely
azokat a lehet®ségeket tartalmazza, amelyeknél a h-adik másodlagos
színt nem használtuk fel (h = 1, . . . , k + r).

X elemszámának meghatározásához el®ször helyezzük el az els® r ki-
tüntetett elemet különböz® osztályokba, majd színezzük ®ket másodla-
gosan. Ez összesen (k + r)r lehet®séget jelent. Ezt követ®en, a 3.4 Tétel
másodfajú r-Whitney-számokra vonatkozó bizonyításához hasonlóan,
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azt kapjuk, hogy (r + i)-t (i = 1, . . . , n) (mk + r)-féleképpen helyez-
hetjük el és színezhetjük. Így |X| = (k + r)r (mk + r)n.

Azáltal, hogy a kitüntetett elemek különböz® osztályokba kerülnek,
legalább r másodlagos színre van szükségünk, ezért j darab Yh tí-
pusú halmaz metszete üres, ha j = k + 1, . . . , k + r. Továbbá az
X halmaz elemszámának meghatározásához használt gondolatmenet-
tel adódik, hogy j darab Yh típusú halmaz metszetének elemszáma
(k + r − j)r (m(k − j) + r)n, ha j = 1, . . . , k. Ezt követ®en a szitafor-
mula felhasználásával azt kapjuk, hogy a lehet®ségek száma

|X \ (Y1 ∪ · · · ∪ Yk+r)|

=
k∑
j=0

(−1)j
(
k + r

j

)
(k + r − j)r (m (k − j) + r)n ,

az állítás pedig néhány egyszer¶ átalakítást követ®en adódik.

Az r-Whitney�Lah-számokra a fentinél egyszer¶bb explicit formula is
létezik (lásd [9]), amelyet a kombinatorikus jelentésük felhasználásával
igazolunk.

3.9. Tétel. ([22] Theorem 3.5)

Ha 0 ≤ k ≤ n és r,m ≥ 1, akkor

WLm,r (n, k) =

(
n

k

)
(2r|m)n

(2r|m)k
.

Bizonyítás. Az {1, . . . , n+ r} halmaz k + r darab rendezett osztályba
történ® m színes kiterjesztett r-Whitney�Lah-színezett osztályozásait
kell összeszámolnunk. Ehhez el®ször helyezzük el a kitüntetett elemeket
különböz® rendezett osztályokba, majd ezt követ®en válasszuk ki és szí-
nezzük m színnel a kitüntetett elemet nem tartalmazó rendezett osztá-
lyok els® elemeit. Ezt

(
n
k

)
mk-féleképpen tehetjük meg. Végül a további

n− k elemet növekv® sorrendben tekintve, a j-edik elem elhelyezésére
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és színezésére 2r+m(k+j−1) lehet®ségünk van (j = 1, . . . , n− k), mi-
vel színezetlenül marad, ha egy kitüntetett elem elé vagy mögé tesszük,
és m színnel színezzük, ha a további k+ j−1 hely valamelyikére kerül.

Ezek alapján mkWLm,r (n, k) =
(
n
k

)
mk (2r +mk|m)n−k, amib®l az ál-

lítás egyszer¶sítést követ®en azonnal adódik. (Megjegyezzük, hogy a
formula ezen alakja r = 0 esetén is igaz.)

A következ® állítás a továbbiakban számos tétel bizonyítása során hasz-
nos lesz számunkra.

3.10. Tétel. ([22] Theorem 3.8)

Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

ln−kwm,r (n, k) = wml,lr (n, k) ,

ln−kWm,r (n, k) = Wml,lr (n, k) ,

ln−kWLm,r (n, k) = WLml,lr (n, k) .

1. Bizonyítás. Az összefüggés a 3.4 Tétel alkalmazásával az alábbi mó-
don adódik:

ln
n∑
k=0

wm,r (n, k)m
kxk = (mlx+ lr|ml)n =

n∑
k=0

wml,lr (n, k)m
klkxk.

�

2. Bizonyítás. A másodfajú r-Whitney-számok esetében kombinatori-
kus interpretáción alapuló bizonyítást is tudunk adni.

Legyen L egy másodlagos színeket tartalmazó l elem¶ halmaz. Az
{1, . . . , n+ r} halmaz azon k + r elem¶ m színes r-Whitney-színezett
osztályozásait vizsgáljuk, amelyeknél a legkisebb elemek kivételével az
elemek minden osztályban másodlagosan is színezve vannak egy L-beli
színnel. Ezen duplán színezett osztályozások száma ln−kWm,r (n, k).

Egy fenti típusú osztályozáshoz rendeljük hozzá az ({1, . . . , r} × L) ∪
{r + 1, . . . , n+ r} halmaz egy osztályozását a következ®képpen. Az
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{1, . . . , r} × L halmaz elemeit tekintsük kitüntetett elemeknek. Egy
további elem akkor kerüljön (i, λ) (1 ≤ i ≤ r, λ ∈ L) osztályába,
ha eredetileg i-vel közös osztályban szerepelt és a másodlagos színe λ
volt, a többi osztályt pedig hagyjuk változatlanul. Így egy n+ lr elem¶
halmaz k + lr osztályba történ® ml színes lr-Whitney-színezett osztá-
lyozásához jutunk. Ez a hozzárendelés egy bijektív megfeleltetést ad a
kétféle típusú osztályozások között. �

A következ®kben egy Spivey-típusú formulát2 adunk az r-Whitney- és
r-Whitney�Lah-számokra vonatkozóan.

3.11. Tétel. ([21] Lemma 3.1, [19] Lemma 3.1)

Ha t, n, k, r, s ≥ 0, k ≤ t+ n és m, l ≥ 1, akkor

lnmkwm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

· wl,s (j, k − i) (mlt+ lr −ms|ml)n−j ,

lnmkWm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

·Wl,s (j, k − i) (mli+ lr −ms)n−j ,

lnmkWLm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

·WLl,s (j, k − i) (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j ,

2Az elnevezés onnan ered, hogy M. Z. Spivey [57] a Bell-számokra bizonyított egy

formulát, amely egyszerre általánosítja a de�níciójukat és a rekurziójukat. Itt en-

nek az r-Whitney-típusú számokra vonatkozó megfelel®jét ismertetjük, a következ®

fejezetben pedig az eredeti formulát általánosítjuk r-Dowling-típusú polinomokra.
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továbbá

wm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

wm,r (t, i)

(
n

j

)
· wm,s (j, k − i) (mt+ r − s|m)n−j ,

Wm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
·Wm,s (j, k − i) (mi+ r − s)n−j ,

WLm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
·WLm,s (j, k − i) (m (t+ i) + 2r − 2s|m)n−j .

1. Bizonyítás. A 3.4 Tételt felhasználva azt kapjuk, hogy

(mlx+ lr|ml)t+n = lt+n (mx+ r|m)t+n = lt+n
t+n∑
k=0

wm,r (t+ n, k)mkxk.

Továbbá a 3.4 Tétel ismételt alkalmazásával és az emelked® faktoriáli-
sokra vonatkozó binomiális tétel felhasználásával az adódik, hogy

(mlx+ lr|ml)t+n = lt (mx+ r|m)t (mlx+ lr +mlt|ml)n

= lt
t∑
i=0

wm,r (t, i)m
ixi

n∑
j=0

(
n

j

)
(mlx+ms|ml)j

· (mlt+ lr −ms|ml)n−j

= lt
t∑
i=0

wm,r (t, i)m
ixi

n∑
j=0

(
n

j

)
mj (lx+ s|l)j

· (mlt+ lr −ms|ml)n−j
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= lt
t∑
i=0

wm,r (t, i)m
ixi

n∑
j=0

(
n

j

)
mj

j∑
k=0

wl,s (j, k) l
kxk

· (mlt+ lr −ms|ml)n−j

= lt
t∑
i=0

n∑
j=0

j∑
k=0

wm,r (t, i)

(
n

j

)
mi+jlkwl,s (j, k)

· (mlt+ lr −ms|ml)n−j xi+k

= lt
t∑
i=0

n∑
j=0

i+j∑
k=i

wm,r (t, i)

(
n

j

)
mi+jlk−iwl,s (j, k − i)

· (mlt+ lr −ms|ml)n−j xk

= lt
t+n∑
k=0

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+jwl,s (j, k − i)

· (mlt+ lr −ms|ml)n−j xk.

Az utolsó három összefüggést az l = m helyettesítéssel kapjuk. �

2. Bizonyítás. Abban az esetben, ha lr ≥ ms, a másodfajú r-Whitney-
számokra vonatkozóan kombinatorikus interpretáción alapuló bizonyí-
tást is tudunk adni.

Az {1, . . . , t+ n+ lr} halmaz k+ lr elem¶ ml színes lr-Whitney-színe-
zett osztályozásainak száma a 3.10 Tétel alapján

Wml,lr (t+ n, k) = lt+n−kWm,r (t+ n, k) .

Ezeket a színezett osztályozásokat más módon is összeszámolhatjuk.
El®ször osztályozzuk az els® t+ lr elemet ml színes lr-Whitney-színe-
zetten i + lr nemüres részhalmazba (i = 0, . . . ,min {t, k}), majd ezt
követ®en az 1, . . . ,ms kitüntetett elemeket azonosítsuk az osztályaik-
kal. Legyen j azon nem kitüntetett elemek száma az utolsó n elem
közül, amelyek az 1, . . . ,ms kitüntetett elemek osztályában vannak,
vagy olyan kitüntetett elemet nem tartalmazó osztályban, amely még
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üres (j = max {0, k − i} , . . . , n). Ezeket
(
n
j

)
-féleképpen választhat-

juk ki, majd Wml,ms (j, k − i) módon osztályozhatjuk ®ket az els® ms
kitüntetett elemmel együtt ml színes ms-Whitney-színezetten
ms+k−i osztályba. A további n−j elemet elhelyezhetjük egyszer¶en az
ms + 1, . . . , lr kitüntetett elemek osztályaiba, és ekkor nem kapnak
színt, vagy a fenti i osztályba, és ez utóbbi esetben ml színnel színez-
zük ®ket. Ezek alapján a lehet®ségek száma összesen

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

Wml,lr (t, i)

(
n

j

)
Wml,ms (j, k − i)

· (mli+ lr −ms)n−j

=

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

lt−iWm,r (t, i)

(
n

j

)
mj−k+iWl,s (j, k − i)

· (mli+ lr −ms)n−j

a 3.10 Tétel alkalmazását követ®en, amib®l az állítás azonnal adódik.
�

Ha az el®z® tételben t = 0, akkor az alábbi összefüggésekhez jutunk az
m színes r-Whitney- és az l színes s-Whitney-számok, valamint az m
színes r-Whitney�Lah- és az l színes s-Whitney�Lah-számok között.
Az l = m helyettesítéssel adódó utolsó három formula megtalálható a
[9], illetve a másodfajú esetre vonatkozóan a [37] cikkekben.

3.12. Következmény. ([22] Theorem 3.6, Corollary 3.2)

Ha 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

ln−kwm,r (n, k) =
n∑
j=k

(
n

j

)
mj−kwl,s (j, k) (lr −ms|ml)n−j ,

ln−kWm,r (n, k) =
n∑
j=k

(
n

j

)
mj−kWl,s (j, k) (lr −ms)n−j ,
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ln−kWLm,r (n, k) =
n∑
j=k

(
n

j

)
mj−kWLl,s (j, k) (2lr − 2ms|ml)n−j ,

továbbá

wm,r (n, k) =
n∑
j=k

(
n

j

)
wm,s (j, k) (r − s|m)n−j ,

Wm,r (n, k) =
n∑
j=k

(
n

j

)
Wm,s (j, k) (r − s)n−j ,

WLm,r (n, k) =
n∑
j=k

(
n

j

)
WLm,s (j, k) (2r − 2s|m)n−j .

Megjegyzés. A 3.11 Tétel és a 3.12 Következmény paramétereinek még
speciálisabb megválasztásával számos további érdekes összefüggéshez
juthatunk. Az m színes r-Whitney-számokat ki tudjuk fejezni l

színes r-Whitney-számokkal (s = r esetén), l illetve m színes Whit-
ney-számokkal (s = 1 esetén), s-Stirling-számokkal (l = 1 esetén),
r-Stirling-számokkal (l = 1 és s = r esetén), továbbá klasszikus
Stirling-számokkal (l = 1 és s = 0 esetén), és ugyanez fennáll az
r-Whitney�Lah-számokra vonatkozóan is.

Ha a Spivey-típusú formulában t = 1, l = m és s = r, akkor az alábbi
rekurziós formulák adódnak. Megjegyezzük, hogy ez a következmény
nem szerepel az értekezés alapjául szolgáló cikkek egyikében sem.

3.13. Következmény.

Ha 1 ≤ k ≤ n+ 1, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n+ 1, k) = r

n∑
j=k

(
n

j

)
wm,r (j, k)m

n−j (n− j)!

+
n∑

j=k−1

(
n

j

)
wm,r (j, k − 1)mn−j (n− j)!,

Wm,r (n+ 1, k) = rWm,r (n, k) +
n∑

j=k−1

(
n

j

)
Wm,r (j, k − 1)mn−j,
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WLm,r (n+ 1, k) = 2r
n∑
j=k

(
n

j

)
WLm,r (j, k)m

n−j (n− j)!

+
n∑

j=k−1

(
n

j

)
WLm,r (j, k − 1)mn−j (n− j + 1)!.

A következ® tételben újabb összefüggéseket ismertetünk az m színes
r-Whitney- és l színes s-Whitney-számok, valamint az m színes
r-Whitney�Lah- és az l színes s-Whitney�Lah-számok között. Ezek a
formulák a 3.12 Következmény utáni megjegyzésben foglaltakhoz ha-
sonlóan szintén számos további kapcsolatot magukba foglalnak. Az el-
s®fajú r-Whitney-számokra vonatkozó negyedik formula megtalálható
a [37] cikkben.

3.14. Tétel. ([22] Theorem 3.7, Corollary 3.3)

Ha 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

ln−kwm,r (n, k) =
n∑
j=k

mn−jwl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms)j−k ,

ln−kWm,r (n, k) =
n∑
j=k

mn−jWl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms|ml)j−k ,

ln−kWLm,r (n, k) =
n∑
j=k

mn−jWLl,s (n, j)

(
j

k

)
(2lr − 2ms|ml)j−k ,

továbbá

wm,r (n, k) =
n∑
j=k

wm,s (n, j)

(
j

k

)
(r − s)j−k ,

Wm,r (n, k) =
n∑
j=k

Wm,s (n, j)

(
j

k

)
(r − s|m)j−k ,

WLm,r (n, k) =
n∑
j=k

WLm,s (n, j)

(
j

k

)
(2r − 2s|m)j−k .
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Bizonyítás. A 3.4 Tétel alapján adódik, hogy

(mlx+ lr|ml)n = ln
n∑
k=0

wm,r (n, k)m
kxk.

A 3.4 Tétel ismételt alkalmazásával és a binomiális tétel felhasználá-
sával azt kapjuk, hogy

(mlx+ lr|ml)n = mn

(
l

(
x+

lr −ms
ml

)
+ s

∣∣∣∣ l)n
= mn

n∑
j=0

wl,s (n, j)

(
l

(
x+

lr −ms
ml

))j
=

n∑
j=0

mn−jwl,s (n, j) (mlx+ lr −ms)j

=
n∑
j=0

mn−jwl,s (n, j)

j∑
k=0

(
j

k

)
(mlx)k (lr −ms)j−k

=
n∑
k=0

n∑
j=k

lkmn+k−jwl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms)j−k xk.

Az utolsó három formula ismét az l = m helyettesítéssel adódik.

A következ®kben egy binomiális konvolúciós azonosságot igazolunk az
m színes r-Whitney- és az l színes s-Whitney-, illetve az m színes
r-Whitney�Lah- és az l színes s-Whitney�Lah-számokra.

3.15. Tétel. ([22] Theorem 3.9, Corollary 3.4)

Ha n, k, h, r, s ≥ 0, k + h ≤ n és m, l ≥ 1, akkor(
k + h

k

)
wml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hwm,r (j, k)

· wl,s (n− j, h) ,
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(
k + h

k

)
Wml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hWm,r (j, k)

·Wl,s (n− j, h) ,(
k + h

k

)
WLml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hWLm,r (j, k)

·WLl,s (n− j, h) ,

továbbá(
k + h

k

)
wm,r+s (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
wm,r (j, k)wm,s (n− j, h) ,

(
k + h

k

)
Wm,r+s (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
Wm,r (j, k)Wm,s (n− j, h) ,

(
k + h

k

)
WLm,r+s (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
WLm,r (j, k)WLm,s (n− j, h) .

Bizonyítás. Sn+lr+ms olyan ml színes (lr+ms)-Whitney-színezett per-
mutációit vizsgáljuk, amelyek k+h+lr+ms diszjunkt ciklus szorzatára
bomlanak, ahol a ciklusok legkisebb elemei zölddel vagy pirossal van-
nak színezve úgy, hogy az els® lr kitüntetett elem zöld, a további ms
kitüntetett elem piros, és a zöld elemek száma k + lr.

Ezek száma
(
k+h
k

)
wml,lr+ms (n, k + h), ugyanis miután (lr+ms)-Whit-

ney-színezett módon elhelyeztük az elemeket a ciklusokba, ki kell vá-
lasztanunk közülük azokat, amelyek nem tartalmaznak kitüntetett ele-
met és a legkisebb elemük színe zöld.

A fenti színezett permutációkat másként is összeszámolhatjuk. Legyen
j azon nem kitüntetett elemek száma, amelyek olyan ciklushoz tar-
toznak, ahol a legkisebb elem színe zöld (j = k, . . . , n − h). Ezeket(
n
j

)
-féleképpen választhatjuk ki. A 3.10 Tétel alapján ezt a j elemet
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az lr zöld kitüntetett elemmel együtt, továbbá a maradék n− j +ms

elemet wml,lr (j, k) = lj−kwm,r (j, k), valamint wml,ms (n− j, h) =

mn−j−hwl,s (n− j, h) módon helyezhetjük el az el®írásoknak megfelel®-
en k + lr, illetve h+ms diszjunkt ciklusba.

Az utolsó három összefüggés az l = m helyettesítéssel és a 3.10 Tétel
felhasználásával adódik.

A következ® tételben ismertetjük az r-Whitney- és r-Whitney�Lah-
számok általánosított ortogonalitásáról szóló eredményeket.

3.16. Tétel. ([22] Theorem 3.10, Corollary 3.5)

Legyen 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1. Ekkor

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k) =

(
n

k

)
(lr −ms|ml)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWm,r (n, j)wl,s (j, k) =

(
n

k

)
(lr −ms)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWLm,r (n, j)WLl,s (j, k) =

(
n

k

)
(2lr − 2ms|ml)n−k ,

továbbá

n∑
j=k

(−1)j−k wm,r (n, j)Wm,s (j, k) =

(
n

k

)
(r − s|m)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−kWm,r (n, j)wm,s (j, k) =

(
n

k

)
(r − s)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−kWLm,r (n, j)WLm,s (j, k) =

(
n

k

)
(2r − 2s|m)n−k .
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Bizonyítás. A 3.4 Tétel és a 3.5 Következmény felhasználásával azt
kapjuk, hogy

(mlx+ lr −ms|ml)n = ln
(
m
(
x− s

l

)
+ r
∣∣∣m)n

= ln
n∑
j=0

wm,r (n, j)m
j
(
x− s

l

)j
=

n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j) (lx− s)j

=
n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j)

j∑
k=0

(−1)j−kWl,s (j, k) l
kxk

=
n∑
k=0

n∑
j=k

(−1)j−k ln+k−jmjwm,r (n, j)Wl,s (j, k)x
k.

Továbbá, a fenti kifejezésre alkalmazva az emelked® faktoriálisokra vo-
natkozó binomiális tételt az adódik, hogy

(mlx+ lr −ms|ml)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(mlx|ml)k (lr −ms|ml)n−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
lkmk (lr −ms|ml)n−k xk.

Az utolsó három összefüggést az l = m helyettesítést követ®en kapjuk.

Megjegyzés. Ha az utolsó három formulában feltesszük azt is, hogy
s = r, akkor az összefüggések jobb oldalán a Kronecker-féle δn,k adó-
dik, ezért nevezzük az azonosságokat általánosított ortogonalitásnak.
Ez a speciális eset részben megjelenik a [17] (r = 1-re) és a [9], [39]
cikkekben.

Az alábbiakban további kapcsolatokat ismertetünk az r-Whitney- és az
r-Whitney�Lah-számok között. Megjegyezzük, hogy az utolsó három
formula mátrixos alakban megjelenik a [42] cikkben is.
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3.17. Tétel. ([22] Theorem 3.10, Corollary 3.5)

Legyen 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1. Ekkor

wml,2lr−ms (n, k) =
n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWLm,r (n, j)wl,s (j, k) ,

ha 2lr ≥ ms,

Wml,2ms−lr (n, k) =
n∑
j=k

(−1)n−j ln−jmj−kWm,r (n, j)WLl,s (j, k) ,

ha 2ms ≥ lr,

WLml, lr+ms
2

(n, k) =
n∑
j=k

ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k) ,

ha lr és ms azonos paritású, továbbá

wm,2r−s (n, k) =
n∑
j=k

(−1)j−kWLm,r (n, j)wm,s (j, k) , ha 2r ≥ s,

Wm,2s−r (n, k) =
n∑
j=k

(−1)n−jWm,r (n, j)WLm,s (j, k) , ha 2s ≥ r,

WLm, r+s
2
(n, k) =

n∑
j=k

wm,r (n, j)Wm,s (j, k) , ha r és s azonos paritású.

Bizonyítás. A 3.4 Tétel többszöri alkalmazásával és a 3.5 Következ-
mény felhasználásával az állítás a következ® módon adódik:

n∑
k=0

wml,2lr−ms (n, k)m
klkxk = (mlx+ 2lr −ms|ml)n

= ln
(
m
(
x− s

l

)
+ 2r

∣∣∣m)n
= ln

n∑
j=0

WLm,r (n, j)m
j
(
x− s

l

)j
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=
n∑
j=0

ln−jmjWLm,r (n, j) (lx− s|l)j

=
n∑
j=0

ln−jmjWLm,r (n, j)

j∑
k=0

(−1)j−k wl,s (j, k) lkxk

=
n∑
k=0

n∑
j=k

(−1)j−k ln+k−jmjWLm,r (n, j)wl,s (j, k)x
k.

Az utolsó három azonosságot ismét az l = m helyettesítéssel, valamint
a 3.10 Tétel segítségével kapjuk.

Megjegyzés. Amennyiben az utolsó összefüggésben feltesszük azt is,
hogy s = r, a (3) egyenl®séget kapjuk, amely az r-Whitney�Lah-
számok G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] által megadott eredeti de�níciója.
A továbbiakban ennek az eredménynek a kombinatorikus hátterét is-
mertetjük.

A formula bizonyításához az {1, . . . , n+ r} halmaz k+ r darab rende-
zett osztályba történ® m színes r-Whitney�Lah-színezett osztályozása-
it állítjuk el® a következ® módon: El®ször r-Whitney-színezetten j + r

diszjunkt ciklusba soroljuk az elemeket, amit wm,r (n, j)-féleképpen te-
hetünk meg (j = k, . . . , n). Ezt követ®en a ciklusokat a legkisebb ele-
meikkel azonosítjuk, majd k+r osztályba osztályozzuk ®ket r-Whitney-
színezett módon. Erre Wm,r (j, k) lehet®ségünk van. Végül, ha a cik-
lusokat osztályonként kanonikus alakba rendezzük (ciklusonként a leg-
kisebb elem kerül el®re, magukat a ciklusokat pedig a kezd® elemük
szerint csökken®leg rendezzük), és utána a kitüntetett elemek ciklusait
az osztályaik elejére helyezzük fordított sorrendben, akkor az így adódó
halmazokat tekinthetjük egyszer¶en a bennük lév® számok rendezett
osztályának. A konstrukció pedig biztosítja, hogy az elemek örökölt
színei egybeessenek az r-Whitney�Lah-szabály szerinti színeikkel.

A [2], [14] (r = 1-re) és [9], [12], [37] cikkekben az r-Whitney-számokat
szimmetrikus polinomok segítségével állították el®. Az alábbiakban ha-
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sonló eredményt közlünk az r-Whitney�Lah-számokra vonatkozóan is,
és megadjuk az összefüggések kombinatorikus jelentését.

3.18. Tétel. ([22] Theorem 3.11)

Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n, k) =
∑

0≤i1<i2<···<in−k≤n−1

n−k∏
j=1

(ijm+ r) ,

Wm,r (n, k) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤in−k≤k

n−k∏
j=1

(ijm+ r) ,

WLm,r (n, k) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤in−k≤k

n−k∏
j=1

((2ij + j − 1)m+ 2r) ,

vagyis wm,r (n, k) az r,m + r, . . . , (n− 1)m + r számok (n − k)-adik

elemi szimmetrikus polinomja, míg Wm,r (n, k) az r,m+ r, . . . , km+ r

számok (n− k)-adik teljes szimmetrikus polinomja.

Bizonyítás. Sn+r egy olyan r-Whitney-színezett permutációjában, amely
k+r diszjunkt ciklus szorzatára bomlik, jelölje r+1 ≤ j1 < j2 < · · · <
jn−k ≤ n + r azokat az elemeket, amelyek nem a legkisebbek az ®ket
tartalmazó ciklusokban.

El®ször helyezzük el a k + r minimális elemet különböz® ciklusokba.
Ezt követ®en jh-t tehetjük egy kitüntetett elem mögé, és ekkor nem
színezzük, vagy a korábban már elhelyezett jh− r−1 nála kisebb elem
mögé, és ebben az esetben m színnel színezzük (h = 1, . . . , n − k).
Mindezek alapján

wm,r (n, k) =
∑

r+1≤j1<j2<···<jn−k≤n+r

n−k∏
h=1

((jh − r − 1)m+ r) ,

az állítás pedig átindexelést követ®en adódik.
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Ismert, hogy az els®fajú r-Whitney-számok [14] (r = 1-re), [10] és a má-
sodfajú r-Whitney-számok [4], [14], [59] (r = 1-re), [9], [12], [61] véges
sorozata rögzített n esetén szigorúan log-konkáv. Az explicit formula
lehet®vé teszi számunkra, hogy ugyanezt az állítást az r-Whitney�Lah-
számokra is igazoljuk.

3.19. Tétel. ([22] Theorem 3.12)

Legyen n,m ≥ 1 és r ≥ 0. Ekkor a (WLm,r (n, k))
n
k=0 sorozat szigorúan

log-konkáv, így unimodális.

Bizonyítás. 1 ≤ k ≤ n − 1 esetén a 3.9 Tétel szerint a bizonyítandó
WL2

m,r (n, k) > WLm,r (n, k − 1)WLm,r (n, k + 1) egyenl®tlenség ek-
vivalens a (k + 1) (n− k + 1) (2r + km) > k (n− k) (2r + (k − 1)m)

egyenl®tlenséggel.

A következ® tétel az els®- és másodfajú r-Whitney-transzformáció, az
r-Whitney�Lah-transzformáció, valamint az inverzeik közötti kapcso-
latokat írja le. A második összefüggés megjelent a [17] cikkben, de csak
az r = 1 esetben.

3.20. Tétel. ([22] Theorem 3.13)

Legyenek (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 komplex számsorozatok és legyen r ≥ 0,

m ≥ 1. Ekkor

• bn =
n∑
k=0

wm,r (n, k) ak (n ≥ 0) akkor és csak akkor teljesül, ha

an =
n∑
k=0

(−1)n−kWm,r (n, k) bk (n ≥ 0),

• bn =
n∑
k=0

Wm,r (n, k) ak (n ≥ 0) akkor és csak akkor teljesül, ha

an =
n∑
k=0

(−1)n−k wm,r (n, k) bk (n ≥ 0),
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• bn =
n∑
k=0

WLm,r (n, k) ak (n ≥ 0) akkor és csak akkor teljesül, ha

an =
n∑
k=0

(−1)n−kWLm,r (n, k) bk (n ≥ 0).

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy bn =
n∑
k=0

wm,r (n, k) ak (n ≥ 0). A 3.16 Té-

tel felhasználásával azt kapjuk, hogy

n∑
k=0

(−1)n−kWm,r (n, k) bk =
n∑
k=0

(−1)n−kWm,r (n, k)
k∑
j=0

wm,r (k, j) aj

=
n∑
j=0

n∑
k=j

(−1)n−kWm,r (n, k)wm,r (k, j) aj =
n∑
j=0

δn,jaj = an.

A második állítás ugyanezen iránya hasonlóan igazolható. Végül eze-
ket az összefüggéseket alkalmazva a ((−1)n bn)∞n=0 és a ((−1)n an)∞n=0

sorozatokra, az ellentétes irányok is következnek.

L. L. Liu [32] bebizonyította, hogy a Whitney-transzformációk mindkét
típusa meg®rzi a log-konvexitást. Az alábbiakban ezt az eredményt
terjesztjük ki az r-Whitney- és az r-Whitney�Lah-transzformációkra.

3.21. Tétel. ([22] Theorem 3.14)

Nemnegatív valós log-konvex számsorozatok els®- és másodfajú r-Whit-

ney-transzformáltja, valamint r-Whitney�Lah-transzformáltja szintén

log-konvex.

Bizonyítás. Legyen (an)
∞
n=0 egy nemnegatív valós számsorozat, amely-

nek els®fajú 0-Whitney- és r-Whitney-transzformáltját jelölje (bn)∞n=0,
illetve (cn)

∞
n=0. Legyen továbbá (dn)

∞
n=0 az (an+1)

∞
n=0 sorozat els®fa-

jú 0-Whitney-transzformáltja. Ezek alapján bn =
n∑
k=0

wm,0 (n, k) ak,

cn =
n∑
k=0

wm,r (n, k) ak és dn =
n∑
k=0

wm,0 (n, k) ak+1 (n ≥ 0).
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El®ször N szerinti teljes indukcióval azt látjuk be, hogy ha az (an)
N
n=0

sorozat log-konvex, akkor a (bn)
N
n=0 sorozat is az. Az állítás könnyen

ellen®rizhet® N = 1-re és N = 2-re, majd feltesszük, hogy N esetén
igaz, és ezt követ®en bizonyítjuk (N + 1)-re.

Legyen az (an)
N+1
n=0 sorozat log-konvex. Ekkor az indukciós feltevés alap-

ján a (bn)
N
n=0 és (dn)

N
n=0 sorozatok is log-konvexek.

A 3.13 Következmény r = 0 speciális esetének felhasználásával megmu-
tatható, hogy a (bn+1)

N
n=0 sorozat az (m

nn!)Nn=0 és a (dn)
N
n=0 log-konvex

sorozatok binomiális konvolúciója, mivel

bn+1 =
n+1∑
k=0

wm,0 (n+ 1, k) ak

=
n+1∑
k=1

n∑
j=k−1

(
n

j

)
wm,0 (j, k − 1)mn−j (n− j)!ak

=
n∑
j=0

(
n

j

)
mn−j (n− j)!

j∑
k=0

wm,0 (j, k) ak+1

=
n∑
j=0

(
n

j

)
mn−j (n− j)!dj.

Ekkor a Davenport�Pólya-tétel [15] alapján a (bn+1)
N
n=0 sorozat, és így

a (bn)
N+1
n=0 sorozat is log-konvex.

Végül alkalmazva a 3.12 Következményt l = m és s = 0 választással
azt kapjuk, hogy

cn =
n∑
k=0

wm,r (n, k) ak =
n∑
k=0

n∑
j=k

(
n

j

)
wm,0 (j, k) (r|m)n−j ak

=
n∑
j=0

(
n

j

)
(r|m)n−j

j∑
k=0

wm,0 (j, k) ak =
n∑
j=0

(
n

j

)
(r|m)n−j bj,

és a (cn)
∞
n=0 sorozat log-konvexitása ismét a Davenport�Pólya-tételb®l

következik, mivel a (bn)
∞
n=0 és ((r|m)n)∞n=0 sorozatok log-konvexek.
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A másodfajú Whitney-számokhoz kapcsolódóan a Dowling-számok és
Dowling-polinomok fogalmát M. Benoumhani [2], [3] vezette be. A
Dn,m-mel jelölt Dowling-számokat (n ≥ 0, m ≥ 1) a Wm (n, k) má-
sodfajú Whitney-számok összegeként értelmezte (k = 0, . . . , n), míg a

Dowling-polinomokat a Dn,m (x) =
n∑
k=0

Wm (n, k)xk módon de�niálta.

Az r-Bell- és a Dowling-polinomok közös általánosításaként adódó
Dn,m,r (x) r-Dowling-polinomok együtthatói a másodfajú r-Whitney-
számok. Fogalmuk G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] nevéhez köthet®,
akik egyúttal számos tulajdonságukat is meghatározták. Megjegyez-
zük azonban, hogy ezek a polinomok az r-Whitney-számokhoz hason-
lóan már korábban is megjelentek a szakirodalomban. L. C. Hsu és
P. J.-S. Shiue [28] munkáját alapul véve R. B. Corcino, C. B. Corci-
no és R. Aldema [11], [12] értelmezték és vizsgálták ®ket (r, β)-Bell-
polinom, illetve x = 1 helyettesítés mellett (r, β)-Bell-szám néven. To-
vábbá M. M. Mangontarum, A. P. Macodi-Ringia és N. S. Abdulcarim
[34] foglalkozott az r = 0 esetén adódó eltolt változattal.

Érdekes módon eddig kizárólag a Dowling-számokhoz társítottak kom-
binatorikus jelentést. Ez Mez® I. [41] nevéhez köthet®, aki J. B. Remmel
és M. L. Wachs [55] másodfajú Whitney-számokra adott interpretáci-
óján keresztül kombinatorikusan értelmezte és vizsgálta ®ket. Megem-
lítjük még, hogy velünk párhuzamosan C. B. Corcino, R. B. Corcino,
Mez® I. és J. L. Ramírez [13] is részletesen foglalkoztak az r-Dowling-
polinomokkal.

Az r-Whitney�Lah-számok segítségével az r-Lah-polinomoknak is meg-
adhatjuk a Dowling-típusú általánosítását. Ezeket r-Dowling�Lah-poli-
nomoknak fogjuk nevezni, és DLn,m,r (x)-szel fogjuk jelölni.

Jelen fejezetben átfogóan vizsgáljuk az r-Dowling- és az r-Dowling�
Lah-polinomok tulajdonságait. El®ször ismertetjük a rájuk vonatkozó
kombinatorikus interpretációinkat, amelyek a másodfajú r-Whitney-,

39
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valamint az r-Whitney�Lah-számok kombinatorikus de�nícióin alapul-
nak. Ezt követ®en ezeket, továbbá a 3. fejezet eredményeit felhasz-
nálva bizonyítunk azonosságokat és összefüggéseket. Ezek az általunk
de�niált r-Dowling�Lah-polinomokra nézve természetesen új eredmé-
nyek, míg az r-Dowling-polinomokra vonatkozóan részben ismertek.
A bizonyításokat els®sorban az r-Dowling�Lah-polinomokra ismertet-
jük, azonban felhívjuk a �gyelmet arra, hogy az általunk alkalmazott
gondolatmenetek az r-Dowling-polinomok esetében is újak.

4.1. De�níciók és kombinatorikus interpretációk

Az alábbiakban ismertetjük az r-Dowling-polinomok G.-S. Cheon és
J.-H. Jung [9] által megadott de�nícióját, valamint bevezetjük az
r-Dowling�Lah-polinomok fogalmát.

4.1. De�níció. Legyen n, r ≥ 0 és m ≥ 1. Ekkor a

Dn,m,r(x) =
n∑
k=0

Wm,r(n, k)x
k

polinomot r-Dowling-polinomnak nevezzük.

4.2. De�níció. Legyen n, r ≥ 0 és m ≥ 1. Ekkor a

DLn,m,r (x) =
n∑
k=0

WLm,r (n, k)x
k

polinomot r-Dowling�Lah-polinomnak nevezzük.

Ha feltesszük, hogy n+r ≥ 1, akkor a 3.2 De�níció és a 3.3 De�níció fel-
használásával az r-Dowling-, valamint az r-Dowling�Lah-polinomokra
az alábbi kombinatorikus interpretációk adhatóak:

Dn,m,r (c) és DLn,m,r (c) az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes
r-Whitney-színezett, illetve r-Whitney�Lah-színezett osztályozásainak
a számát adja meg, amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó
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osztályok, valamint rendezett osztályok legkisebb elemei is színezve
vannak c színnel (c ≥ 1).

Ha a fenti interpretációkban c = 1, akkor a legkisebb elemek egy szín-
nel történ® kiegészít® színezése lényegében egybeesik azzal, hogy egy-
általán nem színezzük ®ket. Ekkor Dn,m,r = Dn,m,r(1)-et r-Dowling-
számnak, míg DLn,m,r = DLn,m,r(1)-et r-Dowling�Lah-számnak ne-
vezzük. Ebben a fejezetben az állításainkat alapvet®en a polinomok-
ra vonatkozóan mondjuk ki, azonban ezzel a speciális helyettesítéssel
könnyen adódnak a számokra vonatkozó megfelel® eredmények is.

Nyilvánvaló, hogy r = 1; m = 1; m = 1 és r = 0 esetén

Dn,m,1(x) = Dn,m(x), Dn,1,r(x) = Bn,r(x), Dn,1,0(x) = Bn(x).

Továbbá hasonló áll fenn az r-Dowling�Lah-polinomokra is, esetükben
az r = 1-re adódó polinomokat nevezhetjük egyszer¶en Dowling�Lah-
polinomoknak.

4.2. Tulajdonságok és azonosságok

Az alábbi tétel számos eredmény bizonyítása során hasznos lesz szá-
munkra.

4.3. Tétel. ([21] Theorem 3.1, [19] Theorem 3.7)

Ha n, r ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

Dn,ml,lr (lx) = lnDn,m,r (x) ,

DLn,ml,lr (lx) = lnDLn,m,r (x) .

1. Bizonyítás. Az állítás azonnal adódik a 3.10 Tétel alapján:

DLn,ml,lr (lx) =
n∑
k=0

WLml,lr (n, k) l
kxk
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=
n∑
k=0

lnWLm,r (n, k)x
k = lnDLn,m,r (x) .

�

2. Bizonyítás. Az r-Dowling-polinomok esetében kombinatorikus in-
terpretáción alapuló bizonyítást is tudunk adni.

Legyen c ≥ 1 és L egy másodlagos színeket tartalmazó l elem¶ halmaz.
Tekintsük az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes r-Whitney-színezett
osztályozásait, amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó osztá-
lyok legkisebb elemei is színezve vannak c színnel, továbbá minden nem
kitüntetett elem másodlagosan L színeivel. Ezek száma lnDn,m,r (c).

Az alábbi módon megadható egy bijektív megfeleltetés a fenti színe-
zett osztályozások, valamint az ({1, . . . , r} × L) ∪ {r + 1, . . . , n+ r}
halmaz azon ml színes lr-Whitney-színezett osztályozásai között, ahol
a kitüntetett elemek a direkt szorzat elemei, és a kitüntetett elemet
nem tartalmazó osztályok legkisebb elemei lc színnel vannak színezve.

Ha j (r + 1 ≤ j ≤ n + r) eredetileg az i (1 ≤ i ≤ r) kitüntetett
elem osztályában szerepelt és a másodlagos színe λ ∈ L volt, akkor
helyezzük el (i, λ) osztályába, a kitüntetett elemeket nem tartalma-
zó osztályokat pedig hagyjuk változatlanul. Ezt követ®en a kitüntetett
elemet nem tartalmazó osztályok legkisebb elemeinek színezésére va-
lóban lc, míg ugyanezen osztályok további elemeinek színezésére ml
lehet®ség adódik. �

A következ®kben megadjuk az r-Dowling- és r-Dowling�Lah-polinomok-
ra vonatkozó Spivey-típusú formulát a lehet® legáltalánosabb alakban.

4.4. Tétel. ([21] Theorem 3.2, [19] Theorem 3.2)

Ha t, n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

lnDt+n,m,r (mx) =
t∑
i=0

n∑
j=0

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
mjDj,l,s (lx)

· (mli+ lr −ms)n−j (mx)i ,
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lnDLt+n,m,r (mx) =
t∑
i=0

n∑
j=0

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
mjDLj,l,s (lx)

· (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j (mx)i ,

továbbá

Dt+n,m,r (x) =
t∑
i=0

n∑
j=0

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
Dj,m,s (x)

· (mi+ r − s)n−j xi,

DLt+n,m,r (x) =
t∑
i=0

n∑
j=0

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
DLj,m,s (x)

· (m (t+ i) + 2r − 2s|m)n−j xi.

1. Bizonyítás. A 3.11 Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

lnDLt+n,m,r (mx) = ln
t+n∑
k=0

WLm,r (t+ n, k)mkxk

=
t+n∑
k=0

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+jWLl,s (j, k − i)

· (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j xk

=
t∑
i=0

n∑
j=0

i+j∑
k=i

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+jWLl,s (j, k − i)

· (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j xk

=
t∑
i=0

n∑
j=0

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
mi+j (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j

·
j∑

k=0

WLl,s (j, k) l
kxk+i
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=
t∑
i=0

n∑
j=0

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
mj (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j

·DLj,l,s (lx) (mx)i .

Az utolsó két formula az l = m helyettesítéssel adódik. �

2. Bizonyítás. Ha lr ≥ ms, akkor az r-Dowling-polinomokra vonatkozó
állítást a kombinatorikus jelentésük segítségével is igazolhatjuk.

Legyen c egy pozitív egész szám, és vizsgáljuk az {1, . . . , t+ n+ lr}
halmaz azon ml színes lr-Whitney-színezett osztályozásait, amelyek-
nél a kitüntetett elemet nem tartalmazó osztályok legkisebb elemei is
színezve vannak mlc színnel. Ezek száma a 4.3 Tétel alapján

Dt+n,ml,lr (mlc) = lt+nDt+n,m,r (mc) .

A fenti színezett osztályozások számát az alábbi módon is meghatároz-
hatjuk. El®ször csak az 1, . . . , t + lr elemeket osztályozzuk ml színes
lr-Whitney-színezetten i + lr osztályba (i = 0, . . . , t). Ez Wml,lr (t, i)-
féleképpen tehet® meg, majd a kitüntetett elemet nem tartalmazó i
darab osztály legkisebb elemeinek kiegészít® színezésére (mlc)i lehet®-
ség adódik.

A következ® lépést megel®z®en az 1, . . . ,ms kitüntetett elemeket ide-
iglenesen azonosítsuk az osztályaikkal, majd jelöljük j-vel azon elemek
számát a t+1+ lr, . . . , t+n+ lr nem kitüntetett elemek közül, amelyek
ezzel az ms kitüntetett elemmel közös osztályban szerepelnek, vagy
olyan kitüntetett elemet nem tartalmazó osztályban vannak, amely
különbözik a fenti i osztálytól (j = 0, . . . , n). Ezeket

(
n
j

)
-féleképpen

választhatjuk ki, majd Dj,ml,ms (mlc) lehet®ségünk van ml színes ms-
Whitney-színezetten osztályozni ®ket az els® ms kitüntetett elemmel
együtt úgy, hogy a kitüntetett elemet nem tartalmazó osztályok leg-
kisebb elemei is színezve vannak mlc színnel. A további n − j elemet
elhelyezhetjük a korábbi i osztály valamelyikébe, és ekkor színt kapnak
ml szín közül, vagy egyszer¶en kerülhetnek azms+1, . . . , lr kitüntetett
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elemek osztályaiba, és ebben az esetben nem színezzük ®ket. Összegez-
ve az eddigieket, a 3.10 Tétel és a 4.3 Tétel felhasználásával azt kapjuk,
hogy a lehet®ségek száma

t∑
i=0

n∑
j=0

Wml,lr (t, i) (mlc)
i

(
n

j

)
Dj,ml,ms (mlc) (mli+ lr −ms)n−j

= lt
t∑
i=0

n∑
j=0

Wm,r (t, i) (mc)
i

(
n

j

)
mjDj,l,s (lc) (mli+ lr −ms)n−j ,

amib®l az állítás azonnal adódik. �

Megjegyzés. Ha n = 0, akkor a Spivey-típusú formula az r-Dowling- és
r-Dowling�Lah-polinomok fogalmát adja eredményül.

Amennyiben a tételben t = 0, az alábbi kapcsolatokhoz jutunk az
m színes r-Dowling- és l színes s-Dowling-polinomok, valamint az m
színes r-Dowling�Lah- és l színes s-Dowling�Lah-polinomok között.

4.5. Következmény. ([21] Corollary 3.1, [19] Corollary 3.3)

Ha n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

lnDn,m,r (mx) =
n∑
j=0

(
n

j

)
mjDj,l,s (lx) (lr −ms)n−j ,

lnDLn,m,r (mx) =
n∑
j=0

(
n

j

)
mjDLj,l,s (lx) (2lr − 2ms|ml)n−j ,

továbbá

Dn,m,r (x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
Dj,m,s (x) (r − s)n−j ,

DLn,m,r (x) =
n∑
j=0

(
n

j

)
DLj,m,s (x) (2r − 2s|m)n−j .

Megjegyzés. A 4.4 Tétel és a 4.5 Következmény paramétereinek még
speciálisabb megválasztásával az m színes r-Dowling-polinomokat ki
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tudjuk fejezni az l színes r-Dowling-polinomokkal (s = r esetén), az l és
m színes Dowling-polinomokkal (s = 1 esetén), az s-Bell-polinomokkal
(l = 1 esetén), az r-Bell-polinomokkal (l = 1 és s = r esetén), va-
lamint a Bell-polinomokkal (l = 1 és s = 0 esetén). Továbbá hasonló
összefüggések adódnak az r-Dowling�Lah-polinomok esetében is. Végül
megemlítjük, hogy az r-Dowling-polinomokra ezen speciális változatok
közül kett® már korábban is megjelent a [9] és [52] cikkekben.

A Spivey-típusú formula t = 1, l = m és s = r esetén egy rekurziós
formulát ad eredményül. Az r-Dowling-polinomok esetében ez az ered-
mény megjelent a [2], [41] (r = 1 és x = 1 esetén), [3] (r = 1-re) és [9],
[11] cikkekben.

4.6. Következmény. ([21] Corollary 3.2, [19] Corollary 3.4)

Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Dn+1,m,r (x) = rDn,m,r (x) + x
n∑
j=0

(
n

j

)
Dj,m,r (x)m

n−j,

DLn+1,m,r (x) = 2r
n∑
j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)m

n−j (n− j)!

+ x
n∑
j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)m

n−j (n− j + 1)!.

Végül a 4.4 Tétel és a 4.5 Következmény felhasználásával egy Carlitz-
típusú formula3 is adódik.

4.7. Következmény. ([21] Corollary 3.3, [19] Corollary 3.5)

Ha t, n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Dt+n,m,r (x) =
t∑
i=0

Wm,r (t, i)Dn,m,r+mi (x)x
i,

3Az elnevezés magyarázata, hogy L. Carlitz [8] bizonyított ilyen jelleg¶ formulát

az r-Bell-számokra.
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továbbá ha azt is feltesszük, hogy m páros, akkor

DLt+n,m,r (x) =
t∑
i=0

WLm,r (t, i)DLn,m,r+mi+mt
2

(x)xi.

Az r-Dowling�Lah-polinomokra vonatkozóan a következ® másodrend¶
rekurziós formula adható.

4.8. Tétel. ([19] Theorem 3.6)

Ha r ≥ 0 és n,m ≥ 1, akkor

DLn+1,m,r (x)

= (x+ 2mn+ 2r)DLn,m,r (x)−mn (mn+ 2r −m)DLn−1,m,r (x) .

Bizonyítás. A 4.6 Következmény többszöri alkalmazásával, továbbá a
faktoriálisok és binomiális együtthatók alapvet® tulajdonságainak fel-
használásával azt kapjuk, hogy

DLn+1,m,r (x)

= 2r
n∑
j=0

(
n

j

)
DLn−j,m,r (x)m

jj! + x
n∑
j=0

(
n

j

)
DLn−j,m,r (x)m

j (j + 1)!

= (x+ 2r)DLn,m,r (x) + 2nr
n∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
DLn−j,m,r (x)m

j (j − 1)!

+ nx
n∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
DLn−j,m,r (x)m

jj! + x
n∑
j=1

(
n

j

)
DLn−j,m,r (x)m

jj!

= (x+ 2r)DLn,m,r (x) + 2mnr
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
DLn−1−j,m,r (x)m

jj!

+mnx
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
DLn−1−j,m,r (x)m

j (j + 1)!

+ x
n∑
j=1

njDLn−j,m,r (x)m
j
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= (x+mn+ 2r)DLn,m,r (x) + x

n∑
j=1

njDLn−j,m,r (x)m
j.

Végül az el®z® egyenl®ségb®l adódik, hogy

DLn+1,m,r (x)−mnDLn,m,r (x)

= (x+mn+ 2r)DLn,m,r (x) + x
n∑
j=1

njDLn−j,m,r (x)m
j

−mn (x+m (n− 1) + 2r)DLn−1,m,r (x)− x
n∑
j=2

njDLn−j,m,r (x)m
j

= (x+mn+ 2r)DLn,m,r (x) + xmnDLn−1,m,r (x)

−mn (x+m (n− 1) + 2r)DLn−1,m,r (x) .

Az alábbi addíciós tételben egy binomiális konvolúciós összefüggést
adunk meg az m színes r-Dowling- és az l színes s-Dowling-, valamint
azm színes r-Dowling�Lah- és az l színes s-Dowling�Lah-polinomokra.

4.9. Tétel. ([21] Theorem 3.4, [19] Theorem 3.8)

Ha n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

Dn,ml,lr+ms (ml (x+ y)) =
n∑
j=0

(
n

j

)
ljmn−jDj,m,r (mx)Dn−j,l,s (ly) ,

DLn,ml,lr+ms (ml (x+ y)) =
n∑
j=0

(
n

j

)
ljmn−jDLj,m,r (mx)DLn−j,l,s (ly) ,

továbbá

Dn,m,r+s (x+ y) =
n∑
j=0

(
n

j

)
Dj,m,r (x)Dn−j,m,s (y) ,

DLn,m,r+s (x+ y) =
n∑
j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)DLn−j,m,s (y) .



4.2. Tulajdonságok és azonosságok 49

1. Bizonyítás. A binomiális tétel és a 3.15 Tétel alkalmazásával azt
kapjuk, hogy

DLn,ml,lr+ms (ml (x+ y))

=
n∑
i=0

WLml,lr+ms (n, i)m
ili (x+ y)i

=
n∑
i=0

WLml,lr+ms (n, i)m
ili

i∑
k=0

(
i

k

)
xkyi−k

=
n∑
k=0

n∑
i=k

(
i

k

)
WLml,lr+ms (n, i)m

ilixkyi−k

=
n∑
k=0

n−k∑
h=0

(
k + h

k

)
WLml,lr+ms (n, k + h)mk+hlk+hxkyh

=
n∑
k=0

n−k∑
h=0

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj+hmn−j+kWLm,r (j, k)WLl,s (n− j, h)xkyh

=
n∑
j=0

(
n

j

)
ljmn−j

j∑
k=0

WLm,r (j, k)m
kxk

n−j∑
h=0

WLl,s (n− j, h) lhyh

=
n∑
j=0

(
n

j

)
ljmn−jDLj,m,r (mx)DLn−j,l,s (ly) .

�

2. Bizonyítás. Legyen c, d ≥ 1, és tekintsük az {1, . . . , n+ lr +ms}
halmaz azonml színes (lr+ms)-Whitney�Lah-színezett osztályozásait,
amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó rendezett osztályok
legkisebb elemei is színezve vannak ml (c+ d) színnel. Ezek száma az
interpretáció alapján DLn,ml,lr+ms (ml (c+ d)).

A vizsgált színezett osztályozások számát a következ® módon is meg-
határozhatjuk.

(
n
j

)
lehet®ségünk van arra, hogy kiválasszuk azt a j

nem kitüntetett elemet, amelyek az els® lr kitüntetett elem rendezett
osztályaihoz tartoznak, vagy olyan kitüntetett elemet nem tartalmazó
rendezett osztályban vannak, ahol a legkisebb elem kiegészít® színe az
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els® mlc szín valamelyike (j = 0, . . . , n). Ezeket az 1, . . . , lr kitünte-
tett elemekkel együtt DLj,ml,lr (mlc)-féleképpen, míg a további n − j
nem kitüntetett elemet és az lr + 1, . . . , lr +ms kitüntetett elemeket
DLn−j,ml,ms (mld) módon osztályozhatjuk és színezhetjük az el®írások-
nak megfelel®en. Ezek alapján a 4.3 Tétel felhasználásával azt kapjuk,
hogy a lehet®ségek száma

n∑
j=0

(
n

j

)
DLj,ml,lr (mlc)DLn−j,ml,ms (mld)

=
n∑
j=0

(
n

j

)
ljmn−jDLj,m,r (mc)DLn−j,l,s (ld) .

Az utolsó két formula az l = m helyettesítést követ®en a 4.3 Tétel
segítségével adódik. �

A Dowling-számokra és a Dowling-polinomokra vonatkozó Dobi«ski-
típusú formulát4 az exponenciális generátorfüggvényükb®l kiindulva a
[2] és [3] cikkekben határozták meg, míg az r-Dowling-polinomok eseté-
ben megkaphatjuk [28] egy általánosabb eredményéb®l. A következ®k-
ben az r-Dowling�Lah-polinomokra vonatkozó formulát is ismertetjük,
és két közvetlen bizonyítást adunk. Az els®ben az el®z® fejezet eredmé-
nyeit használjuk, míg a másodikban valószín¶ségszámítási eszközökkel
igazoljuk az állítást a számokra vonatkozóan, azaz az x = 1 speciális
esetben.

4.10. Tétel. ([21] Theorem 3.5, [19] Theorem 3.9)

Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Dn,m,r (x) = exp
(
− x
m

) ∞∑
j=0

(mj + r)n

mjj!
xj,

DLn,m,r (x) = exp
(
− x
m

) ∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n

mjj!
xj.

4Az elnevezés onnan adódik, hogy a formula Bell-számokra vonatkozó jól ismert

változatát G. Dobi«ski [16] adta meg.
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1. Bizonyítás. Legyen WLm,r (n, k) = 0, ha k > n. A 3.4 Tétel felhasz-
nálásával azt kapjuk, hogy

(mj + 2r|m)n =
n∑
k=0

WLm,r (n, k)m
kjk =

∞∑
k=0

WLm,r (n, k)m
kjk

=

j∑
k=0

WLm,r (n, k)m
k j!

(j − k)!
=

j∑
k=0

WLm,r (n, k)m
jj!

mk−j

(j − k)!
.

A fentiekb®l világos, hogy
(

(mj+2r|m)n

mjj!

)∞
j=0

a (WLm,r (n, j))
∞
j=0 és(

m−j

j!

)∞
j=0

sorozatok konvolúciója, ezért a generátorfüggvényeikre tel-

jesül, hogy
∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n

mjj!
xj = DLn,m,r (x) exp

( x
m

)
.

�

2. Bizonyítás. Legyen ξ egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-eloszlású való-
szín¶ségi változó. A 3.4 Tétel alkalmazásával az adódik, hogy

E (mξ + 2r|m)n =
∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n P (ξ = j)

=
∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n
λj

j!
e−λ

= e−λ
∞∑
j=0

λj

j!

n∑
k=0

WLm,r (n, k)m
kjk

= e−λ
n∑
k=0

WLm,r (n, k)m
k

∞∑
j=0

λj

j!
jk

= e−λ
n∑
k=0

WLm,r (n, k)m
k

∞∑
j=k

λj

(j − k)!

= e−λ
n∑
k=0

WLm,r (n, k)m
kλk

∞∑
j=0

λj

j!
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=
n∑
k=0

WLm,r (n, k)m
kλk = DLn,m,r (mλ) .

A λ = 1
m
választással pedig azt kapjuk, hogy

DLn,m,r = E (mξ + 2r|m)n =
∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n
1

mjj!
e−

1
m .

�

Az alábbi tételben megadjuk az r-Dowling- és r-Dowling�Lah-poli-
nomok sorozatának exponenciális generátorfüggvényét, majd két kü-
lönböz® bizonyítást ismertetünk. Megjegyezzük, hogy a formulát az
r-Dowling-számok esetében a [12], [61], míg az r-Dowling-polinomokra
vonatkozóan a [2], [3] (r = 1-re) és [9] cikkekben is meghatározták.

4.11. Tétel. ([21] Theorem 3.6, [19] Theorem 3.10)

Ha r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

∞∑
n=0

Dn,m,r (x)

n!
yn = exp

(
ry +

exp (my)− 1

m
x

)
,

∞∑
n=0

DLn,m,r (x)

n!
yn = exp

(
xy

1−my

)
(1−my)−

2r
m .

1. Bizonyítás. A (WLm,r (n, k))
∞
n=k sorozat exponenciális generátor-

függvényének (lásd [9]) felhasználásával az állítás az alábbi módon adó-
dik:
∞∑
n=0

DLn,m,r (x)

n!
yn =

∞∑
n=0

n∑
k=0

WLm,r (n, k)

n!
xkyn

=
∞∑
k=0

xk
∞∑
n=k

WLm,r (n, k)

n!
yn =

∞∑
k=0

xk
(1−my)−

2r
m

k!

(
y

1−my

)k
= (1−my)−

2r
m

∞∑
k=0

1

k!

(
xy

1−my

)k
= (1−my)−

2r
m exp

(
xy

1−my

)
.
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�

2. Bizonyítás. A 4.5 Következményb®l l = 1 és s = 0 választással

azt kapjuk, hogy (DLn,m,r (x))
∞
n=0 az

(
mnLn

(
x
m

))∞
n=0

és
(
(2r|m)n

)∞
n=0

sorozatok binomiális konvolúciója.

A Lah-polinomok exponenciális generátorfüggvényének ismeretében
(lásd [48]) pedig egyszer¶en adódik, hogy az

(
mnLn

(
x
m

))∞
n=0

sorozat

exponenciális generátorfüggvénye exp
(

xy
1−my

)
. Továbbá a binomiális

sor felhasználásával meghatározhatjuk a
(
(2r|m)n

)∞
n=0

sorozat expo-

nenciális generátorfüggvényét is:

∞∑
n=0

(2r|m)n

n!
yn =

∞∑
n=0

mn
(
2r
m
+ n− 1

)n
n!

yn

=
∞∑
n=0

(−1)n
(

2r
m
+ n− 1

n

)
(−my)n =

∞∑
n=0

(
−2r
m

n

)
(−my)n

= (1−my)−
2r
m .

�

Ismert, hogy az r-Dowling-polinomok gyökei valósak, egyszeresek és
nempozitívak (lásd [4] (r = 1-re) és [9], [12], [61]). Az alábbiakban
hasonló állítást igazolunk az r-Dowling�Lah-polinomok gyökeire vo-
natkozóan.

4.12. Tétel. ([19] Theorem 3.11)

Legyen r ≥ 0 és n,m ≥ 1. Ekkor a DLn,m,r (x) polinom gyökei valósak

és egyszeresek, továbbá r ≥ 1 esetén mindegyik gyök negatív, míg r = 0

esetén az egyik gyök 0 és a többi negatív.

Bizonyítás. Az állítást r ≥ 1-re igazoljuk n szerinti teljes indukcióval,
az r = 0 eset hasonló gondolatmenettel adódik.

Ha n = 1, akkor DL1,m,r (x) = x+ 2r. Tegyük fel, hogy az állítás n-re
igaz, majd bizonyítsuk n + 1 esetén. Felhasználva az r-Whitney�Lah-
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számok speciális értékeit, valamint a 3.6 Tételben szerepl® rekurzióju-
kat azt kapjuk, hogy

DLn+1,m,r (x) =
n+1∑
k=0

WLm,r (n+ 1, k)xk

= (2r|m)n+1 +
n∑
k=1

WLm,r (n, k − 1)xk

+
n∑
k=1

(m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k)x
k + xn+1

= x
n∑
k=0

WLm,r (n, k)x
k + (mn+ 2r)

n∑
k=0

WLm,r (n, k)x
k

+mx
n∑
k=1

kWLm,r (n, k)x
k−1

= xDLn,m,r (x) + (mn+ 2r)DLn,m,r (x) +mxDL′n,m,r (x) .

Ha ezt megszorozzuk exxmn+2r−1DLm−1n,m,r (x)-nel, akkor az

exxmn+2r−1DLm−1n,m,r (x)DLn+1,m,r (x) =
(
exxmn+2rDLmn,m,r (x)

)′
.

összefüggéshez jutunk.

Az indukciós feltétel szerintDLn,m,r (x)-nek n valós gyöke van, amelyek
mindegyike egyszeres és negatív. Ebb®l adódóan az xmn+2rDLmn,m,r (x)

polinom különböz® valós gyökeinek száma n + 1, amelyek közül a 0
(mn+ 2r)-szeres, míg a többi m-szeres és negatív.

Mivel ex > 0 (x ∈ R), így exxmn+2rDLmn,m,r (x)-nek n+1 zérushelye van,
az egyik 0, a többi negatív, továbbá lim

x→−∞
exxmn+2rDLmn,m,r (x) = 0.

Ekkor a deriváltjának, azaz exxmn+2r−1DLm−1n,m,r (x)DLn+1,m,r (x)-nek a
Rolle-tétel szerint n + 1 darab negatív zérushelye van, amelyek eltér-
nek DLn,m,r (x) gyökeit®l. Így a DLn+1,m,r (x) polinomnak n+1 darab
különböz® negatív gyöke van.

Megjegyzés. A fenti eredmény azonnali következménye az r-Whitney�
Lah-számok sorozatának log-konkavitásáról szóló 3.19 Tétel.
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Megemlítjük még, hogy az r-Dowling- és az r-Dowling�Lah-polinomok
gyökeinek nagyságrendjére a közelmúltban Rácz G. [51] adott becslé-
seket.

A következ® tételben különböz® kapcsolatokat ismertetünk az
r-Dowling- és r-Dowling�Lah-polinomok között.

4.13. Tétel. ([19] Theorem 3.13)

Legyen n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1. Ekkor

Dn,ml,2ms−lr (mlx) =
n∑
j=0

(−1)n−j ln−jmjWm,r (n, j)DLj,l,s (lx) ,

ha 2ms ≥ lr,

DLn,ml, lr+ms
2

(mlx) =
n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j)Dj,l,s (lx) ,

ha lr és ms azonos paritású, továbbá

Dn,m,2s−r (x) =
n∑
j=0

(−1)n−jWm,r (n, j)DLj,m,s (x) , ha 2s ≥ r,

DLn,m, r+s
2
(x) =

n∑
j=0

wm,r (n, j)Dj,m,s (x) , ha r és s azonos paritású.

Bizonyítás. Az els® két összefüggés a 3.17 Tétel második, illetve har-
madik formulájának felhasználásával az alábbi módon adódik:

Dn,ml,2ms−lr (mlx) =
n∑
k=0

Wml,2ms−lr (n, k)m
klkxk

=
n∑
k=0

n∑
j=k

(−1)n−j ln−jmj−kWm,r (n, j)WLl,s (j, k)m
klkxk
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=
n∑
j=0

(−1)n−j ln−jmjWm,r (n, j)

j∑
k=0

WLl,s (j, k) l
kxk

=
n∑
j=0

(−1)n−j ln−jmjWm,r (n, j)DLj,l,s (lx) ,

valamint

DLn,ml, lr+ms
2

(mlx) =
n∑
k=0

WLml, lr+ms
2

(n, k)mklkxk

=
n∑
k=0

n∑
j=k

ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k)m
klkxk

=
n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j)

j∑
k=0

Wl,s (j, k) l
kxk

=
n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j)Dj,l,s (lx) .

Az utolsó két állítást az el®z®ekb®l az l = m helyettesítéssel és a 4.3 Té-
tel alkalmazásával kapjuk.

Megjegyzés. Az utolsó összefüggés s = r esetén rávilágít arra, hogy az
r-Dowling�Lah-polinomok sorozata az r-Dowling-polinomok sorozatá-
nak els®fajú r-Whitney-transzformáltja.

Végül három különböz® módon igazoljuk azt, hogy az r-Dowling- és az
r-Dowling�Lah-számok sorozata log-konvex.

4.14. Tétel. ([21] Theorem 3.7, [19] Theorem 3.14)

Legyen r ≥ 0 és m ≥ 1. Ekkor a (Dn,m,r)
∞
n=0 és a (DLn,m,r)

∞
n=0 soroza-

tok log-konvexek.

1. Bizonyítás. Nyilvánvaló, hogy (1)∞n=0 log-konvex, így a 3.21 Tételb®l
adódóan (DLn,m,r)

∞
n=0 is az. �
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2. Bizonyítás. El®ször N szerinti teljes indukcióval belátjuk azt, hogy
a (DLn,m,0)

N
n=0 sorozat log-konvex.

Egyszer¶en ellen®rizhet®, hogy az állítás N = 1 és N = 2 esetén igaz,
majd feltesszük, hogy N -re is teljesül. Ekkor a 4.6 Következményb®l
r = 0 választással azt kapjuk, hogy (DLn+1,m,0)

N
n=0 a (DLn,m,0)

N
n=0 és

(mn (n+ 1)!)Nn=0 log-konvex sorozatok binomiális konvolúciója, ezért a
Davenport�Pólya-tétel alapján szintén log-konvex, és így (DLn,m,0)

N+1
n=0

is az.

Hasonló gondolatmenettel adódik (DLn,m,r)
∞
n=0 log-konvexitása is, mi-

vel a 4.5 Következményb®l l = m és s = 0 esetén az következik, hogy

a (DLn,m,0)
∞
n=0 és

(
(2r|m)n

)∞
n=0

log-konvex sorozatok binomiális kon-

volúciójaként áll el®. �

3. Bizonyítás. Felhasználva az r-Whitney�Lah-számok speciális érté-
keit, valamint a 3.6 Tételben szerepl® rekurziójukat azt kapjuk, hogy

DLn+1,m,r =
n+1∑
k=0

WLm,r (n+ 1, k)

= (2r|m)n+1 +
n∑
k=1

WLm,r (n, k − 1)

+
n∑
k=1

(m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k) + 1

=
n∑
k=0

WLm,r (n, k) +
n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k)

= DLn,m,r +
n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k) ,

és

DLn+2,m,r −DLn+1,m,r

=
n+1∑
k=0

(m (n+ 1 + k) + 2r)WLm,r (n+ 1, k)
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= (2r|m)n+2 +
n∑
k=1

(m (n+ 1 + k) + 2r)WLm,r (n, k − 1)

+
n∑
k=1

(m (n+ k) + 2r|m)2WLm,r (n, k) + (2m (n+ 1) + 2r)

=
n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r|m)2WLm,r (n, k)

+
n∑
k=0

(m (n+ k + 2) + 2r)WLm,r (n, k)

=
n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r|m)2WLm,r (n, k)

+
n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k) + 2m
n∑
k=0

WLm,r (n, k)

=
n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r|m)2WLm,r (n, k) +DLn+1,m,r

+ (2m− 1)DLn,m,r.

Továbbá a súlyozott számtani és négyzetes közép közti egyenl®tlenség-
b®l kiindulva belátható, hogy


n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k)

DLn,m,r

∣∣∣∣∣∣∣∣m


2

≤

n∑
k=0

(m (n+ k) + 2r|m)2WLm,r (n, k)

DLn,m,r
.

Végül a fenti összefüggések felhasználásával az egyenl®tlenségben sze-
repl® törtek számlálóit kifejezhetjük az r-Dowling�Lah-számok segít-
ségével, így



4.2. Tulajdonságok és azonosságok 59

(DLn+1,m,r −DLn,m,r) (DLn+1,m,r + (m− 1)DLn,m,r)

≤ (DLn+2,m,r − 2DLn+1,m,r − (2m− 1)DLn,m,r)DLn,m,r,

DL2
n+1,m,r ≤ DLn+2,m,rDLn,m,r −mDLn,m,r (DLn+1,m,r +DLn,m,r) ,

ami egy er®sebb egyenl®tlenség annál, mint a bizonyítandó. �

Megjegyzés. L. L. Liu és Y. Wang [33] egyik tételének azonnali kö-
vetkezményeként adódik az el®z® eredmény polinomokra vonatkozó
változata is, miszerint ha r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor (Dn,m,r (q))

∞
n=0 és

(DLn,m,r (q))
∞
n=0 q-log-konvex sorozatok, azaz például az r-Dowling-

polinomok esetén a D2
n,m,r (q) polinom együtthatói nem nagyobbak,

mint a Dn−1,m,r (q)Dn+1,m,r (q) polinom azonos fokú tagjainak együtt-
hatói (n ≥ 1).
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Leszámláló kombinatorikai vizsgálatok során az osztályok és rendezett
osztályok elemszámára, valamint a ciklusok hosszára is el®írhatunk
megszorításokat. Ha például alsó korlátot adunk rájuk, akkor a kü-
lönféle kombinatorikus számok asszociált változataihoz jutunk.

A B≥sn s-asszociált Bell-szám az {1, . . . , n} halmaz azon osztályozásai-
nak számát adja meg, amelyeknél minden osztály elemszáma legalább s
(n ≥ 0, s ≥ 1). Ezek a számok több tulajdonságukkal együtt E. A. En-
neking és J. C. Ahuja [18], F. T. Howard [25], [26], valamint V. H. Moll,
J. L. Ramírez és D. Villamizar [45] cikkeiben jelentek meg. Az s = 2

esetben Bóna M. és Mez® I. [5] vizsgálták ®ket, továbbá a 2-asszociált
Bell-számok az [50] könyv feladataiban is szerepelnek.

Asszociált r-Bell-számok egyedül F. T. Howard [27] munkájában lelhe-
t®ek fel, aki azonban kizárólag a 2-asszociált változatukat értelmezte és
vizsgálta. Az általa adott de�níciót tetsz®leges s-re általánosítva adó-
dik, hogy a B≥sn,r-sel jelölt s-asszociált r-Bell-szám az {1, . . . , n+ r} hal-
maz olyan osztályozásait számolja össze, amelyeknél az 1, . . . , r kitün-
tetett elemek különböz® osztályokba kerülnek, és a kitüntetett elemet
nem tartalmazó osztályok legalább s elemet tartalmaznak (n, r ≥ 0,
s ≥ 1).

Ahogyan a 3.5 Következmény utáni megjegyzésben láttuk, az els®fajú
r-Whitney-számok összegeként adódó Bell-típusú számok egyszer¶en
m di�erenciájú emelked® faktoriálisokkal fejezhet®k ki, speciálisan az
els®fajú Stirling-számok összege a faktoriálisokkal egyenl®, ezért vizsgá-
latuk kevéssé érdekes. Az asszociált változataik esetében azonban nem
ez a helyzet. Az A≥sn s-asszociált faktoriális azon Sn-beli permutációk
számát adja meg, amelyek ciklusfelbontásában minden ciklus hossza
legalább s (n ≥ 0, s ≥ 1). Megjegyezzük, hogy az n-edik 2-asszociált
faktoriálist gyakran nevezik n szubfaktoriálisnak is.
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Az el®z®ek mintájára bevezethetjük az s-asszociált r-faktoriális fogal-
mát is. A≥sn,r-sel az olyan Sn+r-beli permutációk számát jelöljük, ame-
lyeknél az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® ciklusokba kerülnek,
és minden kitüntetett elemet nem tartalmazó ciklus legalább s hosszú-
ságú (n, r ≥ 0, s ≥ 1). Ennek az általánosításnak egy másik változatát
a közelmúltban a [62] és [43] cikkekben vizsgálták, ezekr®l a kés®bbiek
során ejtünk még szót.

Természetesen az L≥sn s-asszociált összegzett Lah-számokat, valamint
az L≥sn,r s-asszociált összegzett r-Lah-számokat is értelmezhetjük, ezek-
kel a számokkal azonban eddig még nem foglalkoztak. El®bbi az
{1, . . . , n} halmaz olyan rendezett osztályokba történ® osztályozása-
inak számát adja meg, amelyeknél minden rendezett osztály legalább
s elemet tartalmaz (n ≥ 0, s ≥ 1), míg utóbbi az {1, . . . , n+ r} halmaz
azon rendezett osztályokba történ® osztályozásait számolja össze, ahol
az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® rendezett osztályokba kerül-
nek, és minden kitüntetett elemet nem tartalmazó rendezett osztály
elemszáma legalább s (n, r ≥ 0, s ≥ 1).

Ebben a fejezetben a lehet® legáltalánosabban értelmezzük az r-általá-
nosított kombinatorikus számok s-asszociált változatait, így bevezetjük
az s-asszociált r-Dowling-számok, az s-asszociált r-Dowling-faktoriáli-
sok, valamint az s-asszociált r-Dowling�Lah-számok fogalmát. Megje-
gyezzük azonban, hogy az eredményeink nemcsak ilyen általánosságban
számítanak újnak, hanem az s-asszociált r-Bell-számok, az s-asszociált
r-faktoriálisok és az s-asszociált összegzett r-Lah-számok esetében is.
El®ször egy nagyon hasznosnak bizonyuló eszközt igazolunk, az úgyne-
vezett r-kompozíciós formulát. Ezt követ®en ennek segítségével megha-
tározzuk a vizsgált számok sorozatainak exponenciális generátorfügg-
vényét, amely felhasználásával további összefüggéseket és tulajdonsá-
gokat látunk be. A bizonyításokat az esetek többségében az s-asszociált
r-Dowling-számokra közöljük.
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5.1. Az r-kompozíciós formula

A következ® tételben megadjuk az exponenciális generátorfüggvényekre
vonatkozó jól ismert kompozíciós formula r-általánosítását. A továb-
biakban N0-val a nemnegatív egész számok halmazát, míg K-val egy 0

karakterisztikájú testet jelölünk.

5.1. Tétel. ([23] Theorem 2.1)

Legyenek f1, f2, g : N0 → K olyan függvények, melyekre f2 (0) = 0 és

g(0) = 1. Az exponenciális generátorfüggvényüket jelölje rendre F1(x),

F2(x) és G(x). A h : N0 → K függvényt de�niáljuk a következ®képpen:

h (0) = 1, és n ≥ 1 esetén legyen

h (n) =
∑

f1 (|Y1|) · · · f1 (|Yr|) f2 (|Z1|) · · · f2 (|Zk|) g (k) ,

ahol az összegzést az {1, . . . , n+ r} halmaz összes

{Y1 ∪ {1} , . . . , Yr ∪ {r} , Z1, . . . , Zk} alakú osztályozására végezzük el.

Ekkor h exponenciális generátorfüggvénye

H (x) = (F1 (x))
rG (F2 (x)) .

Bizonyítás. El®ször de�niáljuk a hk : N0 → K (k ≥ 0) függvényeket.
Legyen

h0 (n) =

{
1, ha n = 0

0, ha n ≥ 1
.

Legyen továbbá k ≥ 1 esetén hk(0) = 0 és

hk (n) =
∑

f1 (|Y1|) · · · f1 (|Yr|) f2 (|Z1|) · · · f2 (|Zk|) g (k) ,

ha n ≥ 1, ahol az összegzést az {1, . . . , n+ r} halmaz összes k+r elem¶
{Y1 ∪ {1} , . . . , Yr ∪ {r} , Z1, . . . , Zk} alakú osztályozására végezzük el.
Mivel f2 (0) = 0, megengedhetjük, hogy a Zj (j = 1, . . . , k) halmazok
üresek legyenek, ezért

hk (n) =
g (k)

k!

∑
f1 (|Y1|) · · · f1 (|Yr|) f2 (|Z1|) · · · f2 (|Zk|) ,
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ahol az összegzést az {r + 1, . . . , n+ r} halmaz összes k + r elem¶
(Y1, . . . , Yr, Z1, . . . , Zk) gyenge rendezett osztályozására végezzük el.
Ekkor az úgynevezett szorzatformula felhasználásával azt kapjuk, hogy
hk exponenciális generátorfüggvénye

Hk(x) =
g (k)

k!
(F1 (x))

r (F2 (x))
k .

Végül világos, hogy h(n) =
∞∑
k=0

hk(n) (megjegyezzük, hogy ez az összeg

minden n esetén véges), ezért

H (x) =
∞∑
k=0

Hk (x) = (F1 (x))
r
∞∑
k=0

g (k)

k!
(F2 (x))

k = (F1 (x))
rG (F2 (x)) .

Megjegyzés. Az r-kompozíciós formula segítségével számos r-általáno-
sított kombinatorikus számsorozat exponenciális generátorfüggvénye
egyszer¶en meghatározható, így többek között a 4.11 Tétel r-Dowling-
és r-Dowling�Lah-számokra vonatkozó változata is azonnal adódik.

5.2. Kombinatorikus de�níciók

Az alábbiakban kombinatorikusan de�niáljuk az s-asszociált
r-Dowling-számokat, az s-asszociált r-Dowling-faktoriálisokat, valamint
az s-asszociált r-Dowling�Lah-számokat. Az egyszer¶ség kedvéért ezek-
re a továbbiakban s-asszociált r-Dowling-típusú számokként hivatko-
zunk majd.

5.2. De�níció. Legyen n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és s,m ≥ 1. Ekkor D≥sn,m,r
jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azonm színes r-Whitney-színezett osz-
tályozásainak számát, amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó
osztályok elemszáma legalább s. Legyen továbbá D≥s0,m,0 = 1. Ezeket a
számokat s-asszociált r-Dowling-számoknak nevezzük.
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5.3. De�níció. Legyen n, r ≥ 0, n+r ≥ 1 és s,m ≥ 1. Ekkor DA≥sn,m,r
jelölje Sn+r azonm színes r-Whitney-színezett permutációinak számát,
amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó ciklusok hossza leg-
alább s. Legyen továbbá DA≥s0,m,0 = 1. Ezeket a számokat s-asszociált
r-Dowling-faktoriálisoknak nevezzük.

5.4. De�níció. Legyen n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és s,m ≥ 1. Ekkor
DL≥sn,m,r jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes r-Whitney�
Lah-színezett osztályozásainak számát, amelyeknél a kitüntetett ele-
met nem tartalmazó rendezett osztályok elemszáma legalább s. Legyen
továbbá DL≥s0,m,0 = 1. Ezeket a számokat s-asszociált r-Dowling�
Lah-számoknak nevezzük.

Értelemszer¶en s = 1; m = 1; m = 1 és r = 0 esetén

D≥1n,m,r = Dn,m,r, D≥sn,1,r = B≥sn,r, D≥sn,1,0 = B≥sn ,

továbbá hasonló kapcsolatok állnak fenn az s-asszociált r-Dowling-
faktoriálisokra, valamint az s-asszociált r-Dowling�Lah-számokra vo-
natkozóan is.

Végül megemlítjük, hogy az s-asszociált r-Dowling-típusú számokat
egy másik lehetséges módon is értelmezhettük volna. Ha azt írjuk el®,
hogy az összes osztály, ciklus, illetve rendezett osztály (és nem csak a
kitüntetett elemet nem tartalmazók) legalább s elemet tartalmazzon,
akkor a fenti számok alternatív változatainak fogalmához jutunk. A
közelmúltban a [62] és [43] cikkek szerz®i az alternatív 2-asszociált és
alternatív s-asszociált r-faktoriálisokat vizsgálták.

A fogalmak bevezetése során többek között azért részesítettük el®ny-
ben a de�níciókban szerepl® változatot, mivel ezek illeszkednek a
2-asszociált r-Bell-számok eredeti, F. T. Howard-féle [27] értelmezé-
séhez.
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5.3. Tulajdonságok és azonosságok

Ahogyan korábban is említettük, az r-kompozíciós formula segítségével
meghatározhatjuk az általunk vizsgált számok sorozatainak exponen-
ciális generátorfüggvényét.

5.5. Tétel. ([23] Theorem 3.1)

Ha r ≥ 0 és s,m ≥ 1, akkor

∞∑
n=0

D≥sn,m,r
n!

xn = exp

(
rx+

exp (mx)− 1

m

)
exp

(
− 1

m

s−1∑
j=1

1

j!
(mx)j

)
,

∞∑
n=0

DA≥sn,m,r
n!

xn = (1−mx)−
r+1
m exp

(
− 1

m

s−1∑
j=1

1

j
(mx)j

)
,

∞∑
n=0

DL≥sn,m,r
n!

xn

= (1−mx)−
2r
m exp

(
1

m

(
1

1−mx
− 1

))
exp

(
− 1

m

s−1∑
j=1

(mx)j
)
.

Bizonyítás. A bizonyítás során az 5.1 Tétel jelöléseit alkalmazzuk.

Az s-asszociált r-Dowling-számok fogalmából adódóan, ha

f1 (n) = 1, f2 (n) =

{
0, ha n ≤ s− 1

mn−1, ha n ≥ s
, g (n) = 1,

akkor h(n) = D≥sn,m,r. Ezek exponenciális generátorfüggvénye

F1 (x) = exp (x) , F2 (x) =
1

m

(
exp (mx)−

s−1∑
j=0

1

j!
(mx)j

)
,

G (x) = exp (x) ,

amib®l az 5.1 Tétel alapján azonnal adódik az állítás.
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Hasonlóan h(n) = DA≥sn,m,r, ha

f1 (n) = (1|m)n , f2 (n) =

{
0, ha n ≤ s− 1

(n− 1)!mn−1, ha n ≥ s
, g (n) = 1

és

F1 (x) =
∞∑
n=0

(1|m)n

n!
xn =

∞∑
n=0

(
− 1
m

n

)
(−mx)n = (1−mx)−

1
m ,

F2 (x) =
1

m

(
ln

(
1

1−mx

)
−

s−1∑
j=1

1

j
(mx)j

)
, G (x) = exp (x) .

Végül h(n) = DL≥sn,m,r, ha

f1 (n) = (2|m)n , f2 (n) =

{
0, ha n ≤ s− 1

n!mn−1, ha n ≥ s
, g (n) = 1

és

F1 (x) = (1−mx)−
2
m , F2 (x) =

1

m

(
1

1−mx
−

s−1∑
j=0

(mx)j
)
,

G (x) = exp (x) .

Megjegyzés. Megemlítjük, hogy az r-kompozíciós formula segítségével
az alternatív módon értelmezett s-asszociált r-Dowling-típusú számok
sorozatainak exponenciális generátorfüggvényét is meghatározhatjuk
az el®z® bizonyításban látottakhoz hasonlóan.

Az alábbiakban rekurziós összefüggéseket igazolunk az s-asszociált
r-Dowling-típusú számokra.
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5.6. Tétel. ([23] Theorem 3.2)

Ha r ≥ 0, s,m ≥ 1 és n ≥ s− 1, akkor

D≥sn+1,m,r = rD≥sn,m,r +
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
D≥sj,m,rm

n−j,

DA≥sn+1,m,r = r
n∑
j=0

(
n

j

)
DA≥sj,m,rm

n−j (n− j)!

+
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
DA≥sj,m,rm

n−j (n− j)!,

DL≥sn+1,m,r = 2r
n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥sj,m,rm

n−j (n− j)!

+
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
DL≥sj,m,rm

n−j (n− j + 1)!.

1. Bizonyítás. Jelöljük d≥sm,r (x)-szel a
(
D≥sn,m,r

)∞
n=0

sorozat 5.5 Tétel-
ben meghatározott exponenciális generátorfüggvényét. Ennek formális
deriváltja

∞∑
n=0

D≥sn+1,m,r

n!
xn = d≥sm,r (x)

(
r + exp (mx)−

s−1∑
j=1

1

(j − 1)!
(mx)j−1

)

= rd≥sm,r (x) + d≥sm,r (x)

(
∞∑

j=s−1

1

j!
(mx)j

)

= r

∞∑
n=0

D≥sn,m,r
n!

xn +
∞∑

n=s−1

(
n−s+1∑
j=0

D≥sj,m,r
j!

1

(n− j)!
mn−j

)
xn,

amib®l már következik az állítás. �
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2. Bizonyítás. Az s-asszociált r-Dowling-számokra vonatkozó formulát
kombinatorikus gondolatmenettel is igazolhatjuk.

Az {1, . . . , n+ r + 1} halmaz azon m színes r-Whitney-színezett osz-
tályozásait számoljuk össze, amelyeknél a kitüntetett elemet nem tar-
talmazó osztályok legalább s elemet tartalmaznak. Ennek során két
esetet különböztetünk meg.

Ha n+ r + 1 kitüntetett elemet tartalmazó osztályban van, akkor el®-
ször nélküle osztályozzuk az els® n + r elemet m színes r-Whitney-
színezetten úgy, hogy minden kitüntetett elemet nem tartalmazó osz-
tály legalább s elem¶ legyen. Ezt követ®en (n+ r + 1)-et elhelyezhet-
jük a kitüntetett elemet tartalmazó r darab osztály valamelyikébe, így
a lehet®ségek száma rD≥sn,m,r.

Ha n+ r+1 kitüntetett elemet nem tartalmazó osztályban van, akkor
jelöljük j-vel a többi osztályban lév® nem kitüntetett elemek számát
(j = 0, . . . , n− s+ 1). Ezt a j elemet

(
n
j

)
-féleképpen választhatjuk ki,

és D≥sj,m,r lehet®ségünk van arra, hogy a kitüntetett elemekkel együtt
r-Whitney-színezetten osztályozzuk ®ket úgy, hogy a kitüntetett ele-
met nem tartalmazó osztályok elemszáma legalább s legyen. Végül az
(n+ r + 1)-et tartalmazó n − j + 1 elem¶ osztályban m színnel szí-
nezzük az elemeket a legkisebb kivételével. Összegezve az eddigieket,
adott j esetén

(
n
j

)
D≥sj,m,rm

n−j lehet®ség adódik. �

Az el®z® eredmény felhasználásával rögzített rend¶ rekurziós formu-
lákat is megadhatunk az s-asszociált r-Dowling-faktoriálisokra és az
s-asszociált r-Dowling�Lah-számokra vonatkozóan.

5.7. Tétel. ([23] Theorem 3.3)

Ha r ≥ 0, s,m ≥ 1 és n ≥ s− 1, akkor

DA≥sn+1,m,r = (mn+ r)DA≥sn,m,r + (mn|m)s−1DA≥sn−s+1,m,r.
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Ha r ≥ 0, s,m ≥ 1 és n ≥ s, akkor

DL≥sn+1,m,r = (2mn+ 2r)DL≥sn,m,r + s (mn|m)s−1DL≥sn−s+1,m,r

−mn (mn−m+ 2r)DL≥sn−1,m,r − (s− 1) (mn|m)sDL≥sn−s,m,r.

Bizonyítás. Az 5.6 Tételt kétszer alkalmazva, valamint a faktoriálisok
és a binomiális együtthatók tulajdonságait felhasználva azt kapjuk,
hogy

DL≥sn+1,m,r

= 2r
n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥sn−j,m,rm

jj! +
n∑

j=s−1

(
n

j

)
DL≥sn−j,m,rm

j (j + 1)!

= 2rDL≥sn,m,r + s (mn|m)s−1DL≥sn−s+1,m,r

+ 2nr
n∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
DL≥sn−j,m,rm

j (j − 1)!

+ n
n∑
j=s

(
n− 1

j − 1

)
DL≥sn−j,m,rm

jj! +
n∑
j=s

(
n

j

)
DL≥sn−j,m,rm

jj!

= 2rDL≥sn,m,r + s (mn|m)s−1DL≥sn−s+1,m,r

+ 2mnr
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
DL≥sn−1−j,m,rm

jj!

+mn

n−1∑
j=s−1

(
n− 1

j

)
DL≥sn−1−j,m,rm

j (j + 1)!

+
n∑
j=s

(mn|m)j DL≥sn−j,m,r

= (mn+ 2r)DL≥sn,m,r + s (mn|m)s−1DL≥sn−s+1,m,r

+
n∑
j=s

(mn|m)j DL≥sn−j,m,r.
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Ezt követ®en az el®z® összefüggésb®l a következ® módon adódik az
állítás:

DL≥sn+1,m,r −mnDL≥sn,m,r
= (mn+ 2r)DL≥sn,m,r + s (mn|m)s−1DL≥sn−s+1,m,r

+
n∑
j=s

(mn|m)j DL≥sn−j,m,r −mn (m (n− 1) + 2r)DL≥sn−1,m,r

− s (mn|m)sDL≥sn−s,m,r −
n∑

j=s+1

(mn|m)j DL≥sn−j,m,r

= (mn+ 2r)DL≥sn,m,r + s (mn|m)s−1DL≥sn−s+1,m,r

−mn (m (n− 1) + 2r)DL≥sn−1,m,r − (s− 1) (mn|m)sDL≥sn−s,m,r.

Az alábbiakban az s-asszociált r-Dowling- és s-asszociált r′-Dowling-
típusú számok közötti kapcsolatokat igazoljuk tisztán kombinatorikus
gondolatmenettel.

5.8. Tétel. ([23] Theorem 3.4)

Ha n ≥ 0, r ≥ r′ ≥ 0 és s,m ≥ 1, akkor

D≥sn,m,r =
n∑
j=0

(
n

j

)
D≥sj,m,r′ (r − r

′)
n−j

,

DA≥sn,m,r =
n∑
j=0

(
n

j

)
DA≥sj,m,r′ (r − r

′|m)
n−j

,

DL≥sn,m,r =
n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥sj,m,r′ (2r − 2r′|m)

n−j
.

Bizonyítás. Az {1, . . . , n+ r} halmaz olyan m színes r-Whitney-színe-
zett osztályozásainak számát határozzuk meg, amelyeknél a kitüntetett
elemet nem tartalmazó osztályok elemszáma legalább s.
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Legyen j azon nem kitüntetett elemek száma, amelyek az els® r′ ki-
tüntetett elem osztályában szerepelnek, vagy kitüntetett elemet nem
tartalmazó osztályban vannak (j = 0, . . . , n). Ezeket

(
n
j

)
-féleképpen

választhatjuk ki, és D≥sj,m,r′ módon osztályozhatjuk ®ket az 1, . . . , r′ ki-
tüntetett elemekkel együtt m színes r′-Whitney-színezetten az el®írá-
soknak megfelel®en. Végül a további n−j elem elhelyezésére (r−r′)n−j
lehet®ségünk adódik.

Felhívjuk a �gyelmet arra, hogy az s-asszociált r-Dowling-faktoriálisok,
valamint az s-asszociált r-Dowling�Lah-számok esetében az utolsó lé-
pésben az elemeket növekv® sorrendben szükséges vizsgálni a színezési
és elhelyezési lehet®ségeik szempontjából.

Az s-asszociált r-Dowling-típusú számokra vonatkozó Dobi«ski-típusú
formulák jóval összetettebbek, mint azok a 4. fejezetbeli változatok,
ahol nincs alsó korlát el®írva az elemek számára. Az eredmények bi-
zonyításához a vizsgált számok sorozatainak exponenciális generátor-
függvényét használjuk fel.

5.9. Tétel. ([23] Theorem 3.5)

Ha n, r ≥ 0 és s,m ≥ 1, akkor

D≥sn,m,r = e−
1
m

∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

n!

l!
(mk + r)l

s−1∏
j=1

1

ij!

(
−m

j−1

j!

)ij
,

DA≥sn,m,r =
∑
∗

n!

l!
(r + 1|m)l

s−1∏
j=1

1

ij!

(
−m

j−1

j

)ij
,

DL≥sn,m,r = e−
1
m

∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

n!

l!
(mk + 2r|m)l

s−1∏
j=1

1

ij!

(
−mj−1)ij ,

ahol a ∗ szimbólummal jelölt összegzést az összes olyan nemnegatív egé-

szekb®l álló (i1, i2, . . . , is−1, l) rendezett s-esre végezzük el, amelyre tel-

jesül, hogy i1 + 2i2 + · · ·+ (s− 1) is−1 + l = n.
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Bizonyítás. Az állítás az 5.5 Tétel felhasználásával az alábbi módon
adódik:

∞∑
n=0

D≥sn,m,r
n!

xn

= exp (rx) exp

(
exp (mx)

m

)
exp

(
− 1

m

) s−1∏
j=1

exp

(
−m

j−1

j!
xj
)

= exp

(
− 1

m

) ∞∑
k=0

exp ((mk + r)x)

mkk!

s−1∏
j=1

exp

(
−m

j−1

j!
xj
)

= exp

(
− 1

m

) ∞∑
k=0

∞∑
l=0

(mk + r)l

mkk!l!
xl

s−1∏
j=1

∞∑
ij=0

1

ij!

(
−m

j−1

j!

)ij
xjij

= exp

(
− 1

m

) ∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

1

l!
(mk + r)l

s−1∏
j=1

1

ij!

(
−m

j−1

j!

)ij
xn.

Érdekes következménye az eddigieknek, hogy a 2-asszociált r-Dowling-
számok megegyeznek az (r − 1)-Dowling-számokkal. Ez a kapcsolat
azonnal látszik az 5.5, 5.6, 5.9, valamint a 4.11, 4.6, 4.10 Tételek össze-
vetéséb®l is, az alábbiakban azonban egy közvetlen kombinatorikus bi-
zonyítást adunk. Megjegyezzük, hogy speciális esetben, a 2-asszociált
r-Bell-számokra ez az eredmény megjelent a [27] cikkben.

5.10. Következmény. ([23] Corollary 3.6)

Ha n ≥ 0 és r,m ≥ 1, akkor D≥2n,m,r = Dn,m,r−1.

Bizonyítás. Az {1, . . . , n+ r} halmaz olyan m színes r-Whitney-színe-
zett osztályozásait vizsgáljuk, amelyekben minden kitüntetett elemet
nem tartalmazó osztály legalább 2 elem¶. Ha töröljük r-et, és az osztá-
lyát szétbontjuk egyelem¶ halmazokra, majd minden nem kitüntetett
elem értékét 1-gyel lecsökkentjük, akkor az {1, . . . , n+ r − 1} halmaz
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egy (r − 1)-Whitney-színezett osztályozásához jutunk. Könnyen ellen-
®rizhet®, hogy ez a hozzárendelés bijektív, ami bizonyítja az egyenl®-
séget.

Megjegyzés. A fenti következmény r = 0 esetén is igaz marad abban
az értelemben, hogy a 2-asszociált 0-Dowling-számok (−1)-Dowling-
számokként viselkednek. Ez az észrevétel érdekes hasonlóságot mutat
R. P. Stanley [58] kromatikus polinomokról szóló híres tételével, amely
azt mondja ki, hogy ha G egyszer¶ irányítatlan gráf, akkor az irányí-
tott körmentes irányításainak száma (−1)|V (G)| pG (−1), ahol pG (x) a
G kromatikus polinomját jelöli.



Összefoglaló

Az
{
n
k

}
másodfajú Stirling-számok és a Bn Bell-számok a leszámláló

kombinatorika alapvet® fogalmai, amelyek az {1, . . . , n} halmaz osz-
tályozásainak számát adják meg k darab, illetve tetsz®leges számú
osztályba. Ha Sn azon permutációit akarjuk összeszámolni, amelyek
k darab diszjunkt ciklus szorzatára bomlanak, akkor az

[
n
k

]
els®fajú

Stirling-számok fogalmához jutunk, míg ha azt szeretnénk tudni, hogy
az {1, . . . , n} halmaz elemeit hányféleképpen osztályozhatjuk k darab
rendezett osztályba, akkor az

⌊
n
k

⌋
Lah-számokat kapjuk eredményül.

Ezeknek a számoknak számos általánosítása létezik, ezek közül az egyik
leginkább ismert és vizsgált az úgynevezett r-általánosítás. Az r-általá-
nosított kombinatorikus számok esetében a vizsgált halmaz elemei kö-
zött mindig szerepel r darab kitüntetett, amelyeknek különböz® osz-
tályokba, ciklusokba, valamint rendezett osztályokba kell kerülnie. Az[
n
k

]
r
els®fajú és az

{
n
k

}
r
másodfajú r-Stirling-számok L. Carlitz [8],

A. Z. Broder [6] és R. Merris [38] nevéhez köthet®k, az
⌊
n
k

⌋
r
r-Lah-

számokat pedig Nyul G. és Rácz G. [47] de�niálták. A másodfajú
r-Stirling-számok összegeként adódó Bn,r r-Bell-számokat L. Carlitz
[8], valamint Mez® I. [40] értelmezték, utóbbi szerz® bevezette a

Bn,r (x) =
n∑
k=0

{
n
k

}
r
xk r-Bell-polinomokat is. Ennek mintájára az Ln,r

összegzett r-Lah-számokat és az Ln,r (x) =
n∑
k=0

⌊
n
k

⌋
r
xk r-Lah-polinomo-

kat Nyul G. és Rácz G. [48] de�niálta.

A 2. fejezetben ezeket az r-általánosított kombinatorikus számokat mu-
tatjuk be, továbbá a másodfajú r-Stirling-számok új kombinatorikus
interpretációjaként megadjuk a kapcsolatukat a Ramsey-elméletben
fontos szereppel bíró kombinatorikus alterekkel. Bijektív megfelelte-
tés segítségével igazoljuk, hogy egy r elem¶ halmaz feletti k dimenziós
kombinatorikus alterek száma a halmaz elemeib®l képzett rendezett
n-esek körében

{
n
k

}
r
.
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A Stirling-számok egy másik általánosítását, a Whitney-számokat az
m-edrend¶ véges csoportokhoz kapcsolódóan hálóelméleti megközelí-
tésb®l T. A. Dowling [17] értelmezte. A wm (n, k)-val, illetveWm (n, k)-
val jelölt els®- és másodfajú Whitney-számok a triviális csoport esetén
adják vissza a Stirling-számokat. Kés®bb Mez® I. [39] az r-Stirling-
számok és a Whitney-számok közös általánosításaként bevezette a
wm,r (n, k) els®fajú és Wm,r (n, k) másodfajú r-Whitney-számok fogal-
mát, amelyek segítségével G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] de�niálta a
WLm,r (n, k) r-Whitney�Lah-számokat. Az r-Whitney-típusú számo-
kat számos cikkben vizsgálták, tisztán kombinatorikus jelentésükkel
kapcsolatban azonban csak részleges eredményekkel találkozhatunk a
szakirodalomban.

A 3. fejezetben az r-Whitney- és az r-Whitney�Lah-számokkal foglal-
kozunk. El®ször ismertetjük ezen számok új, bizonyos színezési szabá-
lyokat használó kombinatorikus interpretációit, amelyek speciális eset-
ben illeszkednek a Stirling- és Lah-számok kombinatorikus értelmezé-
séhez. Ezt követ®en ezeket használjuk de�nícióként, ami lehet®vé teszi,
hogy számos tulajdonságukat tisztán kombinatorikus gondolatmenet-
tel igazoljuk. Többek között bizonyítunk egy polinomos azonosságot,
többféle rekurziós formulát, egy binomiális konvolúciós összefüggést,
a szimmetrikus polinomokkal történ® el®állításukat, az általánosított
ortogonalitásukról szóló eredményt, továbbá a másodfajú r-Whitney-
és az r-Whitney�Lah-számok esetében a rájuk vonatkozó explicit for-
mulát is. Mindezek mellett a lehet® legáltalánosabb formában leve-
zetünk egy Spivey-típusú formulát, amely következményként megadja
az r-Whitney- és az s-Whitney-típusú számok közötti kapcsolatot, va-
lamint egy további rekurziós összefüggést is eredményez. Végül meg-
mutatjuk, hogy az r-Whitney�Lah-számok sorozata rögzített n esetén
log-konkáv, vizsgáljuk az els®- és másodfajú r-Whitney-, valamint az
r-Whitney�Lah-transzformációkat, majd igazoljuk, hogy ezek meg®r-
zik a sorozatok log-konvexitását.

A másodfajú Whitney-számok összegeként M. Benoumhani [2], [3] ér-
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telmezte a Dn,m Dowling-számokat, valamint hozzájuk kapcsolódóan

a Dn,m (x) =
n∑
k=0

Wm (n, k)xk Dowling-polinomok fogalmát is beve-

zette. Az r-Bell-polinomok és a Dowling-polinomok közös általánosí-

tásaként adódó Dn,m,r (x) =
n∑
k=0

Wm,r (n, k)x
k r-Dowling-polinomokat

pedig G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] de�niálta.

A 4. fejezetben az r-Lah-polinomok Dowling-típusú általánosításaként

bevezetjük a DLn,m,r (x) =
n∑
k=0

WLm,r (n, k)x
k r-Dowling�Lah-polino-

mok fogalmát, amelyeket ezt követ®en az r-Dowling-polinomokkal pár-
huzamosan vizsgálunk. A kombinatorikus interpretációjuk ismerteté-
sét követ®en a lehet® legáltalánosabb formában megadjuk a rájuk vo-
natkozó Spivey-típusú formulát, majd bemutatjuk annak néhány fon-
tos következményét, az r-Dowling- és s-Dowling-típusú polinomok kö-
zötti kapcsolatot, egy rekurziós és egy Carlitz-típusú formulát. Az
r-Dowling�Lah-polinomok esetében igazolunk egy másodrend¶ rekur-
ziós összefüggést, továbbá mindkét polinomra vonatkozóan megadjuk
az addíciós és Dobi«ski-típusú formulákat, valamint meghatározzuk
a sorozataik exponenciális generátorfüggvényét. Végül bebizonyítjuk,
hogy az r-Dowling�Lah-polinomok gyökei, az r-Dowling-polinomok
gyökeihez hasonlóan, valósak, egyszeresek és nempozitívak, továbbá
hogy a (Dn,m,r (1))

∞
n=0 és a (DLn,m,r (1))

∞
n=0 sorozatok log-konvexek.

Ha az osztályozás során az osztályok elemszámára egy s alsó korlátot
adunk, akkor a B≥sn s-asszociált Bell-számok fogalmához jutunk. Ha-
bár ezek a számok több cikkben is megtalálhatóak, a B≥sn,r s-asszociált
r-Bell-számokkal egyedül F. T. Howard [27] foglalkozott, aki kizáró-
lag az s = 2 esetet vizsgálta. Az asszociált Bell-számok permutá-
ciós változataként adódó A≥sn s-asszociált faktoriálisokat általánosí-
tott szubfaktoriálisoknak nevezik a szakirodalomban. Ezek egyfajta
r-általánosítását a közelmúltban a [62] és [43] cikkekben vizsgálták.
Hasonlóan értelmezhetjük az L≥sn s-asszociált összegzett Lah-, vala-
mint az L≥sn,r s-asszociált összegzett r-Lah-számokat is, ezekkel azonban
eddig még nem foglalkoztak.
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Az 5. fejezetben az s-asszociált Bell-típusú számok r-Dowling-típusú
általánosításával foglalkozunk. El®ször az r-kompozíciós formulát iga-
zoljuk, amelynek segítségével egyszer¶en meghatározhatjuk a vizsgált
számok, azaz a D≥sn,m,r s-asszociált r-Dowling-számok, a DA≥sn,m,r
s-asszociált r-Dowling-faktoriálisok, valamint a DL≥sn,m,r s-asszociált
r-Dowling�Lah-számok sorozatának exponenciális generátorfüggvényét.
Ezeket, valamint a kombinatorikus de�níciókat felhasználva különböz®
rekurziós összefüggéseket és egy Dobi«ski-típusú formulát is bizonyí-
tunk, továbbá megadjuk a kapcsolatot az s-asszociált r-Dowling-típusú
és az s-asszociált r′-Dowling-típusú számok között. Végül megmutat-
juk, hogy a 2-asszociált r-Dowling-számok megegyeznek az (r − 1)-
Dowling-számokkal.



Summary

Stirling numbers of the second kind
{
n
k

}
and Bell numbers Bn are fun-

damental in enumerative combinatorics. They give the number of par-
titions of the set {1, . . . , n} into k or an arbitrary number of nonempty
subsets, respectively. If we want to count the number of permutations
in Sn which are the product of k disjoint cycles, then we arrive at
the notion of Stirling numbers of the �rst kind

[
n
k

]
, while if we are

interested in the number of partitions of {1, . . . , n} into k nonempty
ordered subsets, then we obtain Lah numbers

⌊
n
k

⌋
.

These numbers have several generalizations. One of the most known
and studied among them is the so-called r-generalization. In the case
of r-generalized combinatorial numbers, there exist r distinguished ele-
ments, which have to belong to distinct blocks, cycles or ordered blocks.
The r-Stirling numbers of the �rst kind

[
n
k

]
r
and the r-Stirling numbers

of the second kind
{
n
k

}
r
were de�ned by L. Carlitz [8], A. Z. Broder

[6] and R. Merris [38], while the r-Lah numbers
⌊
n
k

⌋
r
by G. Nyul

and G. Rácz [47]. The r-Bell numbers Bn,r, which are the sum of
r-Stirling numbers of the second kind, were introduced by L. Carlitz
[8] and I. Mez® [40]. The latter author also de�ned the r-Bell poly-

nomials Bn,r (x) =
n∑
k=0

{
n
k

}
r
xk. Similarly, the summed r-Lah numbers

Ln,r and r-Lah polynomials Ln,r (x) =
n∑
k=0

⌊
n
k

⌋
r
xk are due to G. Nyul

and G. Rácz [48].

In Section 2, we discuss these r-generalized combinatorial numbers. As
a new combinatorial interpretation of r-Stirling numbers of the second
kind, we present their connection with combinatorial subspaces, which
play a fundamental role in Ramsey theory. With the help of a bijective
correspondence, we prove that the number of k-dimensional subspaces
among n-tuples of an r-element set is

{
n
k

}
r
.
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Another generalizations of Stirling numbers are Whitney numbers,
which were de�ned in connection with �nite groups of order m us-
ing lattice theory by T. A. Dowling [17]. Whitney numbers of the �rst
kind wm (n, k) and Whitney numbers of the second kindWm (n, k) give
back Stirling numbers for the trivial group. Later, I. Mez® [39] intro-
duced r-Whitney numbers of the �rst kind wm,r (n, k) and r-Whitney
numbers of the second kind Wm,r (n, k) as a common generalization
of r-Stirling numbers and Whitney numbers, with the help of which,
G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9] de�ned the r-Whitney�Lah numbers
WLm,r (n, k). The r-Whitney-type numbers were studied in numerous
papers, however only partial results can be found in the literature re-
garding their purely combinatorial meaning.

In Section 3, we study r-Whitney and r-Whitney�Lah numbers. First,
we give their new combinatorial interpretations with the help of certain
colouring rules, which correspond better with the combinatorial mean-
ing of Stirling and Lah numbers. We use them as de�nitions, which
enable us to derive some of their properties in a purely combinato-
rial manner. Among others, we prove a polynomial identity, recurrence
relations, a binomial convolutional formula, their expression with sym-
metric polynomials, their generalized orthogonality, and explicit for-
mulas for r-Whitney numbers of the second kind and r-Whitney�Lah
numbers, as well. In addition, we present a Spivey-type formula in its
most general form, which gives a connection between r-Whitney- and
s-Whitney-type numbers, and a further recurrence relation as conse-
quences. Finally, we show that the �nite sequence of r-Whitney�Lah
numbers is log-concave for a �xed n, we investigate r-Whitney trans-
formations of the �rst and second kinds, along with the r-Whitney�Lah
transformation, and then prove that they preserve log-convexity of se-
quences.

M. Benoumhani [2], [3] introduced the Dowling numbers Dn,m as the
sums of Whitney numbers of the second kind, and the Dowling poly-

nomials Dn,m (x) =
n∑
k=0

Wm (n, k)xk in connection with them. The def-
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inition of r-Dowling polynomials Dn,m,r (x) =
n∑
k=0

Wm,r (n, k)x
k, as the

common generalization of r-Bell and Dowling polynomials, are due to
G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9].

In Section 4, we de�ne the r-Dowling�Lah polynomials DLn,m,r (x) =
n∑
k=0

WLm,r (n, k)x
k as the Dowling-type generalization of r-Lah poly-

nomials, and study them together with r-Dowling polynomials. After
describing their combinatorial interpretation, we give their Spivey-type
formula in its most general form, and show some important conse-
quences, including the connection between r-Dowling- and s-Dowling-
type polynomials, a recurrence relation and a Carlitz-type formula.
We prove a second-order recurrence for r-Dowling�Lah polynomials,
addition and Dobi«nski-type formulas for both polynomials, and deter-
mine the exponential generating functions of their sequences. Finally,
we prove that the roots of r-Dowling�Lah polynomials are simple, real
and nonpositive, similarly to those of r-Dowling polynomials, and show
that the sequences (Dn,m,r (1))

∞
n=0 and (DLn,m,r (1))

∞
n=0 are log-convex.

If a lower bound s is prescribed for the cardinality of the blocks, then
we get to the notion of s-associated Bell numbers B≥sn . Although, these
numbers are discussed in several papers, the s-associated r-Bell num-
bers B≥sn,r occur only in the article of F. T. Howard [27], but simply
for the case s = 2. The s-associated factorials A≥sn de�ned as the per-
mutational variant of associated Bell numbers are called generalized
subfactorials in the literature. A certain r-generalization of them was
studied recently in [62] and [43]. The s-associated summed Lah num-
bers L≥sn and s-associated summed r-Lah numbers L≥sn,r can be de�ned
analogously, but were not studied yet.

The subjects of Section 5 are the r-Dowling-type generalizations of
s-associated Bell-type numbers. First, we prove the so-called r-compo-
sitional formula, a useful tool that allows us to derive exponential
generating functions of the sequences of s-associated r-Dowling num-
bers D≥sn,m,r, s-associated r-Dowling factorials DA

≥s
n,m,r and s-associated
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r-Dowling�Lah numbers DL≥sn,m,r. Using these and the combinatorial
de�nitions, we show various recurrence relations and a Dobi«ski-type
formula, and give the connection between s-associated r-Dowling-type
and s-associated r′-Dowling-type numbers. Finally, we prove that the
2-associated r-Dowling numbers coincide with (r − 1)-Dowling num-
bers.
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