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Introduction

Tchebychev systems play an important role, sometimes indirectly, in numer-
ous fields of mathematics, for example, in the theory of approximation, numer-
ical analysis and the theory of inequalities (see the books [KS66] and [Kar68]
for details). The notion of convexity can also be extended applying Tchebychev
systems:

DEFINITION. Let I C R be an interval and wy,...,w, : I — R be con-
tinuous functions. Denote the column vector whose components are wy, . . ., wy,
inturn by w, that is, w := (wy,...,w,). We say that w is a Tchebychev sys-
tem over the interval I if, for all elements z; < --- < x,, of I, the following
inequality holds:

| w(zy) -+ w(z,) | >0.
Let w = (wy,...,w,) be a Tchebychev system over the interval /. A function
f I — Rissaidto begeneralized convex with respect to w if, for all elements
xo < --- < x, Of I, it satisfies the inequality

(_1)n f(x()) T f(xn) > 0.

w(zo) -+ W(za) |~

The most common and classical example of a Tchebychev system is the
polynomial one: w(x) := (1,,...,2"). The convexity notion induced by the
polynomial Tchebychev system was introduced and studied by T. Popoviciu.
A summary of his results can be found in [Pop44] and also in [Kuc85]. The
generalized convexity notion due to Popoviciu shall be called polynomial con-
vexity or, if we want to emphasize the dimension of the underlying Tchebychev
system, polynomial n-convexity. Observe that polynomially 2-convex functions
are exactly the “standard” convex ones.

By a well known result of Hermite and Hadamard (see [Had93] and also
[MLB8S5] for interesting historical details), any convex function f : [a,b] — R
satisfies the following inequality:

f (‘2”)) < /abf(mdx <[00

The aim of the dissertation is to verify analogous (“Hermite—Hadamard-type”)
inequalities for generalized convex functions, that is, to give lower and upper
estimations for the integral average of the function using certain base points
of the domain. Of course, the base points are supposed to depend only on the
underlying Tchebychev system of the induced convexity. The results of the
dissertation can be found in the papers [BP02, BP03, BP04, BPO05, BP] and
[Bes04].
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1. Polynomial convexity

In the first chapter of the dissertation we present Hermite—Hadamard-type
inequalities for polynomially convex functions. In order to determine the base
points and the coefficients of the inequalities, we apply various methods of nu-
merical analysis. First, with the help of orthogonal polynomial systems, we
expand the classical Gauss’ quadrature formula in those cases when at least one
of the endpoints of the domain is involved. Then, for smooth functions, the
main results are obtained using the remainder term of the Hermite-interpolation
and two theorems of Popoviciu ([Kuc85, Theorem 1. p. 387; Theorem 1. p.
391]). To drop the regularity assumptions, the next auxiliary tools are needed.

THEOREM. Let I C R bean openinterval, f : I — R be a polynomially
n-convex continuous function. Then, for all compact subintervals [a,b] C I,
there exists a sequence of polynomially n-convex and C> functions ( fj) which
converges uniformly to f on [a, b].

LEMMA. Let p be a weight function on [a, b] furthermore (a;) be strictly
monotone decreasing, (b;) be strictly monotone increasing sequences such that
aj — a, b; — band a; < b;. Denote theroots of P,,.; by &1, . .., &n;j Where
P,..; isthe m'" degree member of the orthogonal polynomial systemon [a;, b;]
with respect to p| la;.0,]» @nd denote theroots of P, by &1, . . ., &, where I, isthe
m!" degree member of the p-orthogonal polynomial systemon [a, b]. Then,

LEMMA. Let f : [a,b] — R be a polynomially n-convex function. Then,

(i) (=1)"f(a) > lim SuptHCL‘FO(_]‘)nf(t);
(i) £(b) > limsup,_, o f(1)

The main results are presented in two theorems distinguishing the parity of
the order of convexity. In the odd order case, the structure of the inequalities is
quiet symmetric. Both sides involves some interior base points and exactly one
of the endpoints of the domain. In the even order case, the symmetry disappears:
the left hand side inequality involves none of the endpoints, while the right hand
side one involves both of them.

THEOREM. Let p : [a,b] — R be a positive integrable function. Denote the
rootsof P, by &1, . .., &, where P,, isthe m'" degree member of the orthogonal
polynomial system on [a, b] with respect to the weight function (z — a)p(x),
furthermore denote the roots of Q,, by 11, . . ., n,, where Q,, isthe m'* degree
member of the orthogonal polynomial systemon [a, b] with respect to the weight
function (b — x)p(z). Define the coefficients «y, ..., a,, and fq, ..., B1 by
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the formulae

1 b
W = / P2 (2)p(x)dz,

1 " (x — a)Py(x)
Dy R ol

and
L - 2)Qul)
By = 5 771:/ =m0 (n )P( )d,

But = g / Q2w

If a function f : [a,b] — R is polynomially (2m + 1)-convex, then it satisfies
the following Her mite-Hadamard-type inequality

m b m
(@) + 3 anf(@) < [ Fp <D B m) + B S 0)
k=1 “ k=1

THEOREM. Let p : [a,b] — R be a positive integrable function. Denote the
rootsof P, by &1, . .., &, where P,, isthe m'" degree member of the orthogonal
polynomial systemon [a, b] with respect to the weight function p(x), and denote
therootsof Q,,, 1 by m1, ..., 7,1 Where Q,,,_1 isthe (m — 1) degree member
of the orthogonal polynomial systemon [a, b] with respect to the weight function
(b—z)(z — a)p(z). Define the coefficients oy, . . ., v, @nd Gy, . . ., Gri1 by the

formulae
. b P,(x) .
e /a (v — &) P (&c) pla)d

and

1 b )
b = g [, O~ D@ @,

1 /b (b—x)(ﬂf—a)mel( )
O—=ne)k—a)Jo (2 —m)Q_1(m)
1

b
Bt = b= a0 1(b),/£ (x —a)Q;,_{(z)p(x)dx.

If a function f : [a,b] — R is polynomially (2m)-convex, then it satisfies the
following Hermite-Hadamard-type inequality

p(x)dz,

Br =

m b m—1
> anf(&) < / fo < Bof(a)+ > Brf () + Buf (D).
k=1 “ k=1
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Specializing the weight function p = 1, the roots of the inequalities can be
obtained as convex combinations of the endpoints of the domain. The coeffi-
cients of the convex combinations are the roots of certain orthogonal polynomi-
als on [0, 1] in both cases. Observe that interchanging the role of the endpoints
in any side of the inequality concerning the odd order case, we obtain the other
side of the inequality.

THEOREM. Let, for m > 0, the polynomial P,, be defined by the formula

1 1
1 2 m—+1
T r .. _1
. 3 m—+2
Pm@) = . ) ) .
m _1 0 _1
T Imt1

Then, P,, has m pairwise distinct roots Ay, ..., A, in]0, 1[. Define the coeffi-
cientsay, ..., a,, by

1 1
= P%(z)d

o = i 1 () dx
DY TP YS) RS
If a function f : [a,b] — R is polynomially (2m + 1)-convex, then it satisfies
the following Her mite-Hadamard-type inequality

apf(a) + ;ozkf((l — Ap)a + /\kb) < ﬁ/@ f(x)dx

<

NE

ozkf()\ka + (1 — )\k;)b) + Odof(b).

i

1

THEOREM. Let, for m > 1, the polynomials F,,, and (),,,_1 be defined by the
formulae

1 1 %
1
x — « o o
Po(z) = | . 2 "
m o1 g
L m+1 2m
1 1
1 23 m(m+1)
z 51 i
Quoala) = | i e
m—1 1 1
X (m+1)(m+2) @m-1)2m




2. GENERALIZED 2-CONVEXITY 5

Then, P,, hasm pairwisedistinct roots Ay, ..., A, in]0, 1[and @,,,_1 hasm — 1
pairwise distinct roots i, . . ., un—1 in ]0, 1], respectively. Define the coeffi-
centsay,...,a,, and Sy, ..., 5, by

L ! Pm(x)
i | G

and
1 1 )
Bo = m/o (1 —2)Q;,_1(7)dz,
L 1 ! x(l_x)Qm—l(x) T
R el e A T

1 1
B = m/{) ngn—l(x)dx

If a function f : [a,b] — R is polynomially (2m)-convex, then it satisfies the
following Hermite-Hadamard-type inequality

Zakf 1—)\k)a+)\kb _a/f

k=1

< Bof(a +Zﬁkf (1= p)a+ pb) + B f (b).

2. Generalized 2-convexity

In the second chapter we study the case of generalized 2-convexity or, in
other terms, (wy,ws)-convexity. First we investigate some basic properties of
generalized lines, that is, the set of all linear combinations of the base functions
wy and wo. These investigations result that assuming positivity on the first com-
ponent of a Tchebychev system, as it is required in many further results, is not
an essential restriction. Moreover, we also get a sufficient condition for pairs of
functions to form a Tchebychev system.

LEMMA. Let (w;,w2) be a Tchebychev systemon aninterval I C R. Then,
there exists a Tchebychev system (wj,w;) on I that possesses the following
properties:

(i) wi ispositiveon I°;

(il) w; /wy isstrictly monotone increasing on /°;
(iii) (wy,wsy)-convexity is equivalent to (wj, w;)-convexity.
Conversely, if wi,ws : I — R are continuous functions such that w; is positive
and w, /w; isstrictly monotone increasing, then (wy, w») isa Tchebychev system
over [.
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The most important auxiliary tool of the chapter that plays also the key rule
in verifying the main result, gives various characterizations of generalized 2-

convexity and reads as follows.
THEOREM. Let (wy,ws) bea Tchebychev system over aninterval 7 such that
wy iIspositive on I°. The following statements are equivalent:

() f: I — Ris(wy,ws)-cONVEX;
(i) for all elements x < y < z of I we have that

fly) (=) f@)  fy)
wi(y) wi(z) - wi(z) wi(y)
wi(y) wiz) | 7 | wi@) wily) |
wa(y) wa(z) wa() wa(y)

(iti) for all =y € I° thereexist o, 7 € R such that
aw1 (o) + Bwa(zo) = f(0),
awi(z) + Pwa(z) < flz)  (z€l);
(iv) foral n e N, zg,z1,...,x, € T and Ay, ..., \, > 0 satisfying the condi-

tions
Z)\kwl(xk) = wy(mg)
k=1
Z)\k;bdg(l’k) = wo(xg)
k=1

we have that

Flao) < Aef(zp);
h—1

(v) for all xg, z1, 29 € I and Ay, Ay > 0 satisfying the conditions
)\1(4}1 (331) + /\2&11(1’2) = W (QJ())
AMwa(21) + Aawa(xe) = wa(xg)

we have that
f(xo) < Af(z1) + Aaf(22);

(vi) for all elementsx < p <y of I
f(p) < awi(p) + Bwa(p)
where the constants «, 3 are the solutions of the system of linear equations
f@) = awi(z) + fuws(z)
fly) = awi(y) + Buws(y).
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In the standard setting this theorem reduces to the well known characteri-
zation properties of convex functions and also gives another characterization
of generalized 2-convexity via generalized supports. Another characterization
states that generalized convexity is also equivalent to the (standard) convexity
of a certain composite function:

THEOREM. Let (wq,w9) be a Tchebychev system on an open interval [ such
that w; ispositive. The function f : I — R is (w1, ws)-convex if and only if the
function g : ws /w1 (1) — R defined by the formula

f <w2) -
gi=-—o|—
w1 w1
IS convex in the standard sense.

This connection enables us to generalize many classical results, like the sta-
bility of standard convexity, for the case of (wy, wy)-convexity directly. More-
over, it also implies important regularity properties for generalized 2-convex
functions.

THEOREM. Let (wy,w9) be a Tchebychev system over the interval 1. If a
function f : I — R is generalized convex with respect to (wy,w>), thenitis
continuous on I°. Moreover, f isbounded on each compact subinterval of 1.

The main result of the chapter states Hermite—Hadamard-type inequalities
for the case of generalized 2-convexity. Its proof is based on the regularity and
the characterization properties of generalized 2-convex functions. (Themselves
the left and the right hand side inequalities can be verified applying the gener-
alized support and chord properties.)

THEOREM. Let (w;,ws) be a Tchebychev system on an interval [a, b] such
that w; is positive on |a, b[, furthermore, let p : [a,b] — R be a positive inte-
grable function. Define the point £ and the coefficients ¢, ¢, ¢ by the formulae

and

(=

Jo w2p
wi(a) wi(b)
wa(a) wa(b)
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If f: [a,b] — Risan (wy,ws)-convex function, then the following Hermite—
Hadamard-type inequality holds

ef(6) < / fo < cif(a) + eaf(b).

3. Generalized convexity induced by Tchebychev systems

The aim of the third chapter is to formulate Hermite—Hadamard-type in-
equalities for generalized convex functions where the underlying Tchebychev
system of the induced convexity is arbitrary. First we give descriptive geomet-
rical characterizations of generalized convexity via generalized polynomials,
that is, the linear combinations of the base functions wy, . .., w, of the underly-
ing Tchebychev system w.

THEOREM. Lét w = (wy,...,w,) be a Tchebychev system over an interval
I. Then, for afunction f : I — R, the following statements are equival ent:

(i) f isgeneralized convex with respect to w;
(i) for all y; < --- < y, in I, the generalized polynomial w of wy, ..., w,
determined uniquely by the interpolation conditions

flyr) = w(yr) (k=1,...,n)
satisfies the inequalities

()" (fy) —w(y) >0 (yp <y <Yrs1, k=0,...,n)

under the conventions y, := inf I and y,,,1 := sup [;
(iii) keeping the previous notations and settings, for fixed & € {0,...,n}, the
following inequality holds

(D)™™ (f(y) —w®) >0 (g <y < yps1)-

The most important application of the previous theorem guarantees strong
regularity properties for generalized convex functions. In particular, generalized
convex functions are integrable on any compact subset of the domain.

THEOREM. Lét w = (wy,...,w,) be a Tchebychev system over an interval
I. If f: I — Risageneralized n-convex function with respect to this system
andn > 2, then f iscontinuouson theinterior of /. Furthermore, f isbounded
on each compact subinterval of /.

Unfortunately, under such general circumstances the base points of the
Hermite—Hadamard-type inequalities cannot be expressed explicitly, we can
state only their existence and uniqueness. The proofs of the main results are
based on the Krein—Markov theory of moment spaces induced by Tchebychev
systems. According to this theory, the vector integral of a Tchebychev system
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can uniquely be represented as the linear combination of the values of the sys-
tem in certain base points of the domain (see [KS66, pp. 37-49.]). The number
of the points and also the points themselves, depend only on the Tchebychev
system and its dimension: it turns out that the cases of odd and even order
convexity must be investigated separately. In fact, this is exactly the deeper
reason for the analogous phenomenon in the case of polynomial convexity,
too. Once the base points of the representations are determined, its coefficients
are obtained as the solutions of a system of linear equations. With the help
of the representations and the notion of generalized convexity, the Hermite—
Hadamard-type inequalities can be verified using integration and pure linear
algebraic methods.

THEOREM. Let w = (wy,...,wsn+1) bea Tchebychev system on [a, b] and
p : [a,b] — R beapositiveintegrable function. There exist uniquely determined
base points&, ..., &, andny, ..., n, Of |a, b such that

m b m
a0w(a) + 3 anw() = [ wp = Gwln) + 5aw()
k=1 a k=1

The coefficients oy, ..., o, and Gy, . .., G,,41 are positive and uniquely deter-
mined, too. Furthermore, for any generalized w-convex function f : [a, b] — R,
the following Her mite-Hadamard-type inequality holds

m b m
(@) + 3 anf(@) < [ Fp <D B m) + B (0)
k=1 a k=1

THEOREM. Let w = (wy,...,ws,) be a Tchebychev system on [a, b] and
p : la,b] — R be a positive integrable function. Then, there exist uniquely
determined base points &y, ..., &, and ny, ..., n,_1 Of Ja, b] such that
m b m—1
> aw(&) = [ wp=fwla) + Y Gwln) + w)
k=1 a k=1
The coefficients oy, ...,a,, and 5y, ..., 3, are positive and uniquely deter-

mined, too. Furthermore, for any generalized w-convex function f : [a, b] — R,
the following Her mite-Hadamard-type inequality holds

m—1

m b
Sanf(@) < [ fo<mf(a)+ 3 Bufln) + Bl ()
k=1 a k=1

Motivated by Rolle’s mean value theorem, an alternative and elementary ap-
proach can also be followed when only one interior base point is involved. In
these cases, Hermite—Hadamard-type inequalities can directly be verified with-
out applying the Krein—Markov theory of moment spaces.
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4. Characterizations via Hermit-Hadamard inequalities

The last chapter of the dissertation is devoted to proving that the Hermite—
Hadamard-type inequalities obtained for generalized 2-convex functions char-
acterize generalized 2-convexity. The most important tool of the investigations
gives various characterizations of continuous, non generalized 2-convex func-
tions.

THEOREM. Let (wq,w9) be a Tchebychev system on an interval I, further-
more f : I — R be a continuous function. Then, the following assertions are
equivalent:

(i) fisnot (wy,ws)-convex;
(ii) there exist elements x < y of I such that w < f on |z, y[ where w is the
generalized line determined by the properties

wz) = flz)  wy) = fy);
(iii) there exist elements + < p < y of I and a generalized line w such that
w > fon [z, y], moreover

flz) <w(z) [flp)=wlp) fly) <wly);

(iv) thereexists p € I° such that f islocally strictly (w;, ws)-concave at p, that
IS, thereexist elementsz < p < y of I suchthat,forall z < u <p < v <
y, the following inequality holds:

f(w)  fp) f(v)
wi(u) wi(p) wi(v) | <O0.
wa(u) wa(p) wa(v)

The main results are presented in the subsequent three theorems. The first
and the second one can be considered as the left and right hand side of the
Hermite—Hadamard-type inequality for generalized 2-convex functions, while
the third one corresponds to the classical Jensen inequality.

THEOREM. Let (wy,w-) be a Tchebychev system on an interval [a, b] such
that w, is positive on ]a, b], furthermore p : [a,b] — R be a positive integrable
function. Define, for all elements x < y of [a, ], the functions £(z,y) and
c(x,y) by the formulae

o= (3) (F2) o=ty

Then, a continuous function f : [a, b] — R isgeneralized convex with respect to
(w1, ws) if and only if, for all elements = < y of [a, b], it satisfies the inequality

c(z,y)f /fp
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THEOREM. Let (wq,w-) be a Tchebychev system over an interval [a, b] such
that w, is positive on Ja, b[, furthermore p : [a,b] — R be a positive integrable
function. Define, for all elements = < y of [a, b], the functions ¢, (z,y) and
co(z,y) by the formulae

|f wip wi(y | w1 () fazwlp‘
cl(:z:,y) WQP w2 y) w2($) fm w2 p
wi(x) wi(y) wi(z) wi(y)

‘ o alry) =

wa(z) wa(y) wa(w) wa(y)

Then, a continuous function f : [a, b] — R isgeneralized convex with respect to
(w1, wo) ifand only if, for all elements x < y of [a, b], it satisfies the inequality

/ "o < e(e ) f(@) + e ) ().

THEOREM. Let (wy,w,) be a Tchebychev systemon 7, and f : I — R be
a continuous function. Keeping the notions of the previous two theorems, f
IS (w1, we)-convex if and only if, for all elements x < y of I, it satisfies the
inequality

c(z,y)f(€(z.y)) < alzy)f(@) + el y) f(y).

The question arises, quite evidently, whether Hermite-Hadamard-type in-
equalities also characterize generalized convexity in the general case or not.
To give an affirmative answer (even in the polynomial case) remains an open
problem and may be the subject of further researches.

Of course, the classical Hermite—Hadamard inequality immediately follows
from any of the main results of the first three chapters. Without claiming com-
pleteness, at the end of these chapters several applications and examples are
presented.
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Az értekezés célkitlizései

A Csebisev rendszerek fontos szerepet jatszanak a matematika Szamos
tertiletén, mint példaul az approximacioelméletben, a numerikus analizisben
vagy az egyenl6tlenségek elméletében (részletesebben lasd [KS66] és [Kar68]).
A konvexitas fogalma szintén kiterjeszthetd Csebisev rendszerek alkalmazasa-
val az alabbi modon:

DEFINICIO. Legyen I C R egy intervallum és wy,...,w, : I — R
folytonos fuiggvenyek. Jeldlje w azt az oszopvektort, melynek komponensel
rendre wy, . ..,wy, Vagyis, w := (wi,...,w,). Azt mondjuk, hogy w Csebi-
sev rendszer az [ intervallumon, ha I-nek barmely =, < --- < z,, eleme esetén
fonnall a kovetkezd egyenl 6tlenség:

’ w(ry) - w(x,) ‘ > 0.

Legyen w = (wy, . .. ,w,) Csebisev rendszer az I intervallumon. Azt mondjuk,
hogyaz f : I — R fuggvény w-ra nézve altalanositott konvex, ha I-nek barmely
xg < - < x, eleme esetén teljesiti az alabbi egyenl 6tlenséget:

(_1)n f(xO) T f(xn) > 0.

w(ro) -+ w(@n) |~
A legegyszeriibb és legkdzismertebb példa Csebisev rendszerre a poli-
nomialis rendszer: w(x) = (1,z,...,2"). Az altala indukalt konvexitasi

fogalmat T. Popoviciu vezette be és tanulmanyozta. Kutatasi eredményeinek
dsszefoglalasa megtalalhatd a [Pop44] illetve [Kuc85] konyvekben. A konvexi-
tasnak ezt a Popoviciu-féle altalanositasat polinomialis konvexitasnak, vagy, ha
utalni kivanunk a konvexitas rendjére is, polinomialis n-konvexitasnak nevez-
zuk. Vegytk észre, hogy a polinomialisan 2-konvex fliggvények épp a (szokasos
értelemben vett) konvex fliggvények.

Hermite és Hadamard egy jol ismert eredmeénye szerint (lasd [Had93] illetve
érdekes torténelmi adalékok miatt [ML85]) barmely f : [a,b] — R konvex
fliggveény teljesiti az alabbi egyenlotlenséget:

Az értekezés célja hasonld (“Hermite—Hadamard tipusd) egyenl&tlenségeket
igazolni altalanositott konvex fliggvényekre, vagyis also és felsé becslést adni
az altalanositott konvex fliggvények integralatlagara az értelemzési tartomany
bizonyos alappontjainak segitségével. Ezek az alappontok természetesen csak
a konvexitast indukald Csebisev rendszertdl figghetnek. Az értekezésben in-
duktiv megkozelitést alkalmazunk. A f6 eredményeket a [BP02, BP03, BP04,
BPO05, BP] és [Bes04] publikaciok tartalmazzak.
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1. Polinomialis konvexitas

Az értekezeés elso fejezetében Hermite—Hadamard tipusd egyenl&tlenségeket
igazolunk polinomialisan konvex fuggvényekre. Az egyenl6tlenségek alap-
pontjainak illetve egydtthatbinak meghatarozasa céljab6l a numerikus analizis
kiillonféle modszereit alkalmazzuk. Elséként ortogonalis polinomrendszerek se-
gitségével a klasszikus Gauss kvadratira olyan altalanositasait adjuk, amelyek
az alapintervallumnak legalabb az egyik végpontjat is tartalmazzak. Ezek utan,
elegend6en sima fliggvények esetén, a f6 eredmények Hermite-interpolacio6 és
Popoviciu két eredményének ([Kuc85, Theorem 1. 387. o.; Theorem 1. 391.
0.]) folhasznalasaval adodnak. Hogy a regularitasi foltételeket elhagyjuk, az
alabbi segéderedmeények sziikségesek.

TETEL. Legyen I C R nyiltintervallum, f : I — R pedig polinomialisan n-
konvex folytonos fuggvény. Ekkor 7-nek minden kompakt [a, b] részintervalluma
esetén |étezik polinomiélisan n-konvex és C> fliggvényeknek egy olyan (fx)
sorozata, amely egyenletesen konvergél f-hez az [a, b] intervallumon.

LEMMA. Legyen p egy sllyfuggvény az [a, b] intervallumon, tovabba (a;)
szigortian monoton csokkend, (b;) szigortan monoton ndvekvo sorozat gy,
hogy a; — a, bj — bé&sa; < b. Jelolje P,,.; gyokeit &1, ..., &y, ahol
Pp.; @z [aj, b;] intervallumon a p|,, ;) SUlyfuggvenyre nézve ortogonalis poli-
nomrendszer m-ed fokl tagja, ésjeldlje P, gyokeit &y, . . ., &, ahol P, az|a, b]
intervallumon a p sllyfiiggvenyre nézve ortogonalis polinomrendszer m-ed fok(
tagja. Ekkor

hmfmsz (kzl,,n)

J—00
LEMMA. Legyen f : [a,b] — R polinomi&lisan n-konvex fliggvény. Ekkor

(i) (=1)"f(a) = limsup,_,o(—1)"f(?);
(ii) f(b) > limsup,_;,  f(t).

A 16 eredményeket két tételben igazoljuk a polinomialis konvexitas rend-
jének paritasa szerint. A paratlan esetben a kapott egyenldtlenségek struktiraja
szimmetrikus. Mindkeét oldal az értelmezési tartomany néhany belsd alappontjat
és pontosan az egyik végpontjat tartalmazza. A paros esetben ez a szimmetria
eltlinik: az egyenl6tlenség bal oldala az értelmezési tartomanynak csak bels6
pontjait, mig jobb oldala a belsé pontok mellett mindkét végpont is tartalmazza.

TETEL. Legyenp : [a, b] — R poztivintegralhato figgveny. Jeldlje P, gyo-
keit &1, ..., &n, @hol P, @z [a, b] intervallumon az (x — a)p(x) sulyfuggvényre
nézve ortogonalis polinomrendszer m-ed fokU tagja, tovabba jeldlje Q,,, gyokeit
M, - O, @00l Q,, 8Z [a, b] intervallumon a (b — x) p(x) stlyfuggvényre nézve
ortogonalis polinomrendszer m-ed fokl tagja. Definidljuk az oy, . . ., o, illetve
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apf,...,Bnh egyltthatokat az

1

ap = %/a P2 (2)p(z)dz,

b (z—a ml\ T
— gkl_a/ (( ) P )p@d%

illetve

L 1 ’ (b_x)Qm( ) 2da
By = = 771«/ @ =)0 (1 )P( )dz,

Bt = QQ / Q2 (a

formulékkal. Haaz f : [a,b] — R fuggvény polinomialisan (2m + 1)-konvex,
akkor teljesiti az alabbi Hermite-Hadamard tipusl egyenl Otlenséget:

m b m
(@) + > anf(€) < [ Fo <30 Auf) + Ba (B)
k=1 a k=1

TETEL. Legyen p : [a,b] — R poztiv integralhato fuggveny. Jeldlje P,
gyokeit &y, ..., &y, ahol P, az [a, b] intervallumon a p(x) stlyfuggvenyre néz-
ve ortogonalis polinomrendszer m-ed fok( tagja, tovabba jeldlje @,,_1 gyo-
keit 71, ...,7m-1, @hol @Q,,_1 az [a,b] intervallumon a (b — x)(x — a)p(z)
stlyfuiggvényre nézve ortogonalis polinomrendszer (m — 1)-ed fok( tagja. De-
finildljukaz o, . . ., oy, illetvea &y, . . ., B,,+1 egyltthatOkat az

L ’ Pm(aj)
o= [ CETA A e

illetve

1 b )
b = Gmmgr [, O~ D@,

1 /b (b—x)(f—a)Qm—l( )
O=me)k—a)Jo (2 —m)Q,_1(m)

1 b )
Bt = b= a2 l(b)/a(a:—a) 2 1(x)p(x)dx.

formuldkkal. Haaz f : [a, b] — R fuggvény polinomialisan (2m )-konvex, akkor
teljesiti az alabbi Hermite—Hadamard tipust egyenl 0tlenséget:

ﬁk = p(x)dx,

m b m—1
> anf(&) < / fo < Bof(a)+ > Brf () + Buf (D).
k=1 a k=1
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Specialisan, a p = 1 valasztas mellett az egyenlétlenségek alappontjai az
értelmezési tartomany végpontjainak konvex kombinacibjaként allnak el6. A
konvex kombinacios egyitthatok bizonyos ortogonalis polinomok gyokei. Fi-
gyeljik meg, hogy a paratlan rend( esetre vonatkoz6 egyenl6tlenség egyik ol-
dalan folcserélve a végpontok szerepét, épp az egyenlétlenség masik oldalat
kapjuk.

TETEL. Definialjuk m > 0 esetén a P,, polinomot a kovetkez6 formulaval:

1 1
1 2 m—+1
L 1M
e 3 m-+2
Pm(@ = . . ) .
m _1 0 _1
T Imt1

Ekkor P,,-nek m paronként killonbdz6 gyokevan a0, 1] intervallumban. Jeldlje
ezeket a gyokoket \q,..., )\, & definidljuk az ay, ..., a,, egyltthatbkat az
alabbi modon:
1 1
= P?
o7 P%(O)/O “ (x)dx,

I x Py () I
ap = — .
’ Ae Jo (@ = k)Pl (Ar)

Haaz f : [a,b] — R fuggvény polinomialisan (2m + 1)-konvex, akkor teljesiti
a kovetkez6 Hermite—Hadamard tipust egyenl 6tlenséget:

of(@)+ Y s (1= M+ ) < o [ e

k=1

< onf(Mra+ (1= A)b) + agf(b).

k=1

TETEL. Definialjuk m > 1 esetén a P,, és Q,,,—1 polinomokat a kovetkez
formul akkal:

1 1 %
1
x — « o o
Polz) = | . 2 "
mo 1 o
L m+1 2m
1 1
1 23 (m+1)
T 5 e
Quorle) == | i e
m—1 1 1
X (m+1)(m+2) @m-1)2m
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Ekkor P,,-nek m, Q,,_1-nek m — 1 paronként kulonbodzd gyoke van a |0, 1]
intervallumban. Jelolje a gyokoket rendre A, ..., \,, illetve pq, ..., py_1, €S
definidljuk az o, . . ., a,, €S By, . . ., B, €gyltthatokat az alabbi mbdon:

Pl
o "/o CESIREwAE

1 1 )
(U] | -0 @i
. 1 ! (1_33)Qm 1(56) x
Ok = (1—Mk)uk/o (z — )@, 1(Mk)d ’

1 1
B = %11(1)/0 $Q727171($)d1‘

Haaz f : [a,b] — R fuggveny polinomidlisan (2m)-konvex, akkor teljesiti a
kovetkezO Her mite-Hadamard tipusl egyenl 6tlenséget:

[ s

< bof(a +Zﬁkf (1= pw)a + puxb) + B f (D).

Z Ozkf 11— )\k)a + )\k;b

k=1

2. Altalanositott 2-konvexitas

A masodik fejezetben az altalanositott 2-konvexitas, mas néven (wy, ws)-
konvexitas esetével foglalkozunk. Elséként az altalanositott egyenesek, vagyis
az wy s wy alapfiiggvények linearis kombinacibdinak néhany alapvetd tulajdon-
sagat vizsgaljuk meg. A vizsgalatok eredményeként kideriil, hogy nem lénye-
ges megszoritas pozitivitasi feltételt szabni Csebisev rendszerek elsé kompo-
nensére. Tovabba, elegend6 feltételt is nyerlink arra nézve, hogy egy filiggvény-
par Csebisev rendszert alkosson.

LEMMA. Legyen (wy,wy) Csebisevrendszer az I C R intervallumon. Ekkor
|étezik olyan (w7, ws) Csebisev rendszer 7-n, amely rendelkezik az al&bbi tulaj-
donsagokkal:

() wi poztiv I belsgién;

(i) w3 /wi szigoran monoton ndvekvo I belsején;
(iii) az (wr, wsq)-konvexitas ekvivalens az (wy, w; )-konvexitassal .
Megforditva, ha w,,w, : I — R olyan folytonos fuggvenyek, hogy w, poztiv
és wo /wy szigortian monoton novekvd, akkor (wi,w,) Csebisev rendszer az 1
intervallumon.
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A fejezet legfontosabb segéderedménye, amely a f6 eredmények igazolasa-
ban is kulcsszerepet jatszik, az altalanositott konvexitas kilonféle jellemzéseit
adja.

TETEL. Legyen (w1, wo) Csebisev rendszer a nemiires I intervallumon gy,
hogy w, poztiv. Ekkor az alabbi allitasok ekvival ensek:
(i) f: 1 — R (wy,ws)-konvex;
(i) I-nek barmely z < y < = eleme esetén

fly)  f(z) f(@)  f(y)
wily) wi(z) | _ [ wil@) wiy) |
wi(y) wiz) | 7 | wi@) wily) |
wa(y) wa(2) wa(z) wa(y)

(iii) barmely =, € I° esetén |&tezik a, 5 € R (gy, hogy

awy (o) + Bwa(zo) = f(w0),
awr(x) + Pwa(z) < f(x) (z €l);

(iv) barmely n € N, zg,21,...,2, € I S X\,..., )\, > 0 esetén, amelyek
eleget tesznek a

Z)\kwl(xk) = wy(xg)
k=1

Z)\kwg(xk) = ws(xp)

egyenleteknek, teljesil, hogy

Flao) < Aef(zp);
h=1

(V) barmely zg, z1, x5 € T 8S A1, Xy > 0 esetén, amelyek el eget tesznek a
AMwi (1) + Aowi(x2) = w1 (o)

AMwa(71) + Aowa(r2) = wa(wo)
egyenleteknek, teljestl, hogy
f(@o) < A f(z1) + Ao f(22);
(vi) I-nek minden = < p < y elemére fonnall, hogy

f(p) < awi(p) + Bwa(p),
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ahol az o, ¢ egytthatok az alabbi linearis egyenl etrendszer megoldasai:
f(z) = aw(z)+ Pws(z)
fly) = awi(y) + Bwa(y).

A standard esetben ez a tétel a konvex fliggvények jol ismert jellemzési tu-
lajdonsagaira vezet, és az altalanositott 2-konvex fliggvények egy Gjabb karak-
terizaciojat is lehetové teszi altalanositott tartok segitségével. Egy masik jel-
lemzési tétel szerint az altalanositott 2-konvexitas egyenértékl egy bizonyos
Osszetett fliggvény (szokasos) értelemben vett konvexitasaval:

TETEL. Legyen (w;,ws) Csebisev rendszer a nyilt I intevallumon (gy, hogy
wy poztiv. Az f : I — R fuggvéeny akkor és csak akkor (wq, ws)-konvex, ha a

g:wo/wi(l) — R,
/ (w2>_1
g:i=—0\—
w1 w1

mbdon definialt fuggveny konvex (a szokasos értelemben).

Ez a kapcsolat lehetové teszi, hogy sok klasszikus eredményt, mint példaul
a konvexitas stabilitasat, kozvetlen modon altalanosithassuk az (wy, ws)-konvex
esetre. Sot, fontos regularitasi tulajdonsagokat is eredményez altalanositott 2-
konvex fliggvényekre.

TETEL. Legyen (wi,w,) Csebisev rendszer az [ intervallumon. Ha az
f I — R fuggvény altalanositott konvex (w1, w,)-re nézve, akkor folytonos
I belsgén. Tovabba, f korlatos I barmely kompakt részintervalluman.

A fejezet f6 eredménye Hermite—Hadamard tipust egyenldtlenséget allit
az altalanositott 2-konvexitas esetére. A bizonyitas az altalanositott 2-konvex
fliggvények regularitasi és jellemzési tételén alapszik. (A bal illetve jobb oldali
egyenlGtlenségek az altalanositott tartd illetve har tulajdonsagok segitségével
igazolhatok.)

TETEL. Legyen (w,ws) Csebisev rendszer az [a, b] intervallumon Ggy, hogy
wy poztiv |a, b[-n, éslegyen p : [a,b] — R poztiv integrélhato fuggvény. Defi-
nialjuk a £ alappontot ésa c, ¢, o egyitthatokat a kovetkezd formulakkal:

<) (k) -5

a

tovabba
J, wip wi(D) wi(a) [ wip
S wap wa(b) wila) [, wap
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Haaz f : [a,b] — R flggvény (w;,w-)-konvex, akkor teljesil r& az aléabbi
Hermite-Hadamard tipusi egyenl 6tlenseg:

b
cf(€) < / fp < e1f(a) + e f(b).

3. Csebisev rendszerek altal indukalt konvexitas

A harmadik fejezet célja Hermite—Hadamard tipus( egyenlétlenségek iga-
zolasa teszOleges Csebisev rendszer altal indukalt altalanositott konvexitas e-
setére. Els6ként szemléletes geometriai jellemzést aduk az altalanositott kon-
vexitasra altalanositott polinomokkal, vagyis a Csebisev rendszer wy, ..., w,
alapfiiggvényeinek linearis kombinacioival.

TETEL. Legyen w = (wy,...,w,) Csebisev rendszer az I intervallumon,
tovabba legyen f : I — R adott fuggvéeny. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalen-
sek:

(i) f atalanositott w-konvex;
(i1) I-nek barmely ¢, < - - - < y,, eleme esetén

D" () —w®) 20 (g <y <yp, k=0,...,n),

ahol yy := inf I, y,,1 := supl &s w az az egyértelmien meghatarozott
altalanositott polinom, amelyre

f(yk) :w(yk) (k: 17"'7n);
(iii) megtartva (ii) jelOléseit, barmely rogztett £ € {0,...,n} esetén fonnall
a kovetkezb egyenl 6tlenseg:

(D)™™ (f(y) —w®) >0 (g <y < yps1)-

Az eldbbi tétel alkalmazasaval fontos regularitasi tulajdonsagok igazolhatok
altalanositott konvex fliggvényekre, amelyeket az alabbiakban foglalunk 6ssze.
Ezen tulajdonsagok egyszer( kovetkezménye, hogy a kompakt intervallumon
értelmezett altalanositott konvex fliggvények integralhatbak.

TETEL. Legyen w = (wy,...,w,) Csebisev rendszer az I intervallumon.
Ha f : I — R altalanositott w-konvex fliggvény ésn > 2, akkor f folytontos I
belsgén. Tovabba, f korlatos I minden kompakt részintervalluman.

Sajnos, ebben az altalanossagban az egyenlétlenségek alappontjai nem ad-
hatok meg explicit alakban, csupan létezésiiket és egyértelmiségiket allithat-
juk. A f6 eredmények bizonyitasa a Csebisev rendszerek altal indukalt mo-
mentumterek Krein—Markov-féle elméletén alapszik. Ezen elmélet szerint, egy
Csebisev rendszer alapfliggvényeibdl alld vektor integralja egyértelmden rep-
rezentalhato e vektor bizonyos pontokban folvett értékeinek linearis kombi-
naciojakeént (lasd [KS66, 37-49. 0.]). A pontok szama, s6t maguk a pontok
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is pusztan a Csebisev rendszertdl, illetve annak dimenzibjatol figgnek: kide-
ril, hogy a paros és paratlan rend(i konvexitast kiillon kell kezelni. Valbjaban
pontosan ez a mélyebb oka a polinomialis esetben follépé hasonld jelensé-
gnek is. Ha mar a reprezentaci6 alappontjai megvannak, az egyutthatok line-
aris egyenletrendszerek megoldasaval adodnak. A reprezentaciok és az altala-
nositott konvexitas fogalmanak folhasznalasaval az Hermite—Hadamard tipusi
egyenldtlenségek integralassal és egyszer( linearis algebrai modszerekkel iga-
zolhatok.

TETEL. Legyen w = (wy, . . . ,wa+1) Csebisev rendszer az [a, b] intervallu-
mon, tovabbé legyen p : [a, b] — R poztiv integralhato fuggveny. Egyértelmi-
en |éteznek az |a, b| nyilt intervallumban &, ..., &, &y, ..., n, alappontok
Ggy, hogy

m b m
a0w(a) + Y- anw() = [ wp =Y hwln) + 5,aw()
k=1 a k=1

Az ap,...,«q, €S G,..., Gne1 €gyltthatok pozitivak és szintén egyértelmien
meghatarozottak. Tovabba, barmely f : [a,b] — R &ltalanositott w-konvex
fuggvény esetén fonnall az alabbi Hermite-Hadamard tipusl egyenl 6tlenség:

m b m
(@) + 3 anf(@) < [ Fp <D B ) + B 0)
k=1 a k=1

TETEL. Legyen w = (wy, ..., ws,) Csebisev rendszer az [a, b] intervallu-
mon, tovabbé legyen p : [a, b] — R poztiv integralhato fuggveny. Egyértelmi-
en léteznek az a, b| nyilt intervallumban &1, ..., &, éSm, . .., n,—1 alappontok
Ggy, hogy

m b m—1
Z arw (&) = / wp = Gyw(a) + Z Brw(ng) + Bnw(b).
k=1 @ k=1
Azoq, ..., «p, 880, ..., B, egyltthatok pozitivak és szintén egyértel miien meg-

hatarozottak. Tovabba, barmely f : [a,b] — R altalanositott w-konvex fiigg-
veny esetén fonnall az alabbi Hermite-Hadamard tipust egyenl 6tlenség:

m b m—1
Sanf(@) < [ fo<mf(a)+ 3 Bufln) + Buf ()
k=1 “ k=1

Ha a konvexitast indukalé Csebisev rendszer dimenzibja elég Kicsi, akkor a
Rolle-féle kozépértéktétel alapgondolatat folhasznalva a f6 eredmények elemi
uton is igazolhatok, a Krein—Markov-féle elmélet alkalmazasa nélkiil.
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4. Hermit-Hadamard egyenl&tlenség mint a konvexitas jellemzése

Az értekezés utolso fejezetében megmutatjuk, hogy az altalanositott 2-kon-
vex fliggvényekre vonatkoz6 Hermite—Hadamard tipust egyenlétlenség egyben
jellemzése is az altalanositott 2-konvexitasnak. A vizsgalatok soran a legfonto-
sabb segédeszkoz a folytonos, altalanositott nem 2-konvex fliggvények jellem-
zése altalanositott egyenesek segitségével.

TETEL. Legyen (wy, ws) Csebisev rendszer az I intervallumon, tovabba le-
gyen f : I — R folytonos fuggveny. Az alabbi allitasok ekvivalensek:
(i) f nem (w1, ws)-konvex;
(ii) 1&teznek = < y elemei I-nek gy, hogy w < f az]z, y| nyilt intervallumon,
ahol w az az egyéertelmiien meghatarozott altalanositott egyenes, amelyre

w(x) = flz)  w(y) = fy);
(iii) leteznek x < p < y elemel I-nek és létezik w altalanositott egyenes (gy,
hogy w > f az [z, y] intervallumon, tovabba

flz) <w(z) flp) =wlp) [ly) <w(y);
(iv) |&tezikp € I° Ugy, hogy f lokalisan szigor(ian (w1, ws)-konkav p-ben, azaz,
|eteznek [-nek = < p < y elemei Ggy, hogy barmely z < u < p < v <y
eseten fonnall az alabbi egyenl Otlenség:

f(w)  f(p) f(v)
wi(u) wi(p) wi(v) | <0,
wa(u) wa(p) wa(v)

A fejezet 0 eredményeit az alabbi harom tétel foglalja dssze. Az els6 és
a masodik az altalanositott 2-konvexitas esetére vonatkoz6 Hermite—Hadamard
tipust egyenldtlenség bal illetve jobb oldalanak a megfeleldje, mig a harmadik
a klasszikus Jensen-egyenlétlenség altalanositasa.

TETEL. Legyen (w;,ws) Csebisev rendszer az [a, b] intervallumon Ggy, hogy
w poztiv]a, b[-n, éslegyen p : [a, b] — R poztiv integralhato fuggvéeny. Defini-
aljuk az [a, b] barmely © < y elempéarja esetén a & (z, y) ésc(z, y) fuggvenyeket
a kovetkez6 formulakkal:

o= (2) " (B), e =

w1 [Pwip wi(&(z,y))
Ekkor az f : [a,b] — R folytonos fuggvény pontosan akkor altalanositott kon-
vex (wr, ws)-re nézve, ha I-nek barmely = < y eleme esetén teljesil az alabbi
egyenl Gtlenség:

c(z,y)f(E(z,y)) < /y fp.
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TETEL. Legyen (w,ws) Csebisev rendszer az [a, b] intervallumon gy, hogy
wy poztiv |a, b[-n, tovabba legyen p : [a, b] — R poztiv integrélhato fuggvény.
Definialjuk az [a,b] barmely x < y elempérja esetén a ¢ (z,y) és co(z,y)
fuggvéenyeket a kovetkezo for mulakkal :

[ wip wi(y) |
J, wap wa(y) C efay) =

(i’fg fg;z w1p ‘

w1
wo(x fx Wop

01(1’79): w1(x) wl(y) w1(33) Wl(?J)

wa () wa(y) wa () wa(y)
Ekkor az f : [a,b] — R folytonos fuggvéeny pontosan akkor altalanositott kon-
vex (wq,wsq)-re nézve, ha I-nek barmely x < y eleme esetén teljesil az alabbi
egyenl 6tlenség:

/ Cfp < er(e ) f(@) +oae ) fy).

TETEL. Legyen (wy,ws) Csebisev rendszer az I intevallumon, tovabba le-
gyen f : I — R folytonos fuggvéeny. Megtartva az €l 6z0 két tétel jeloléseit, f
pontosan akkor (w1, ws)-konvex ha I-nek barmely = < y eleme esetén teljesil a
kovetkez0 egyenl Gtlenseg:

c(z,y)f(€(z.y)) < al@y)f(2) + el y)f ().

Természetes modon adodik a kérdés, hogy vajon az Hermite-Hadamard ti-
pust egyenl6tlenségek jellemzik-e az altalanositott konvexitast avagy sem. E
kérdés megvalaszolasa, még a polinomialis konvexitas esetében is, nyilt prob-
Iéma, és tovabbi kutatasok targyat képezheti.

A klasszikus Hermite—Hadamard egyenl6tlenség az elsé harom fejezet bar-
melyikének f6 eredményébdl egyszeriien kdvetkezik. E fejezetek végeén, a tel-
jesség igénye nélkiil, szamos tovabbi alkalmazas és példa is talalhato.
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