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Chapter 1

Introduction

Main theme of this dissertation is the study of various polynomial Diophantine equations,
where the polynomials considered belong to some specific family with some interesting
and/or important feature. Polynomial Diophantine equations form a classical field of
Diophantine number theory, however, at the same time, being in the focus of recent
interest, as well. As classical examples of such equations one can mention, for example
Thue-equations and elliptic, hyperelliptic and superelliptic equations. For a history and a
summary of some of the most important results related to these equations, one can read
e.g. the corresponding chapters of the book of Shorey and Tijdeman [57].

In what follows, we only concentrate on topics in the field of polynomial Diophantine
equations which appear in our present studies. At this point we only shortly discuss these
topics, and briefly summarize our results and their background. A precise and detailed
description of the studied problems and our new results, together with a survey of the
related literature, will be provided in the corresponding chapters.

The first topic we study is the following: what can we say about the number of inte-
gral points in some ’interesting’ sets (e.g., in certain regular solids)? In particular, we
focus on the following solids: n-dimensional cube, pyramid and simplex. Counting the
integral points in these objects, one finds (see [17]) that the following polynomials arise,
respectively:

(x+1)", Sp_i(x):=1"1 4 (2 + 1) (x * n) (1.1)

n

Here n is the dimension, and x describes the size of the solid. Equations of type

f(z) =g(y) (1.2)

where f(x) belongs to one of the families in (1.1) and ¢(y) is a polynomial with integer
coefficients, have been heavily studied in the literature, by several authors. A thorough



overview of the corresponding literature will be given in the third chapter of the disser-
tation, here we only make some notes related to the most general cases (i.e., when there
is no further restriction imposed on ¢(y)). For f(x) = (x 4+ 1)™ equation (1.2) is just the
hyperelliptic equation (see e.g. the corresponding chapter of Shorey and Tijdeman [57]
or the theorem of Brindza [14], also given in the next chapter); for f(z) = S,_1(x) equa-
tion (1.2) has been considered by Rakaczki [49]; when f(z) = (“I") then (1.2) has been
studied by Kulkarni and Sury [42]. In every case it turns out that (apart from certain
well-described cases), (1.2) has only finitely many solutions. (More and more precise dis-
cussion will follow in the third chapter.) Here we consider the problem of counting integral
points not in the interior, rather on the surface of these solids. As it will turn out, the
number of such integral points (in the above settings) are described by the polynomials

T+1)"—(z—1)" (z+1)"+2", (JC*”)_(Z’:”),

n n

respectively. We study equation (1.2) for polynomials coming from the above families.
We prove that (apart from certain special, completely described cases) (1.2) allows only
finitely many integer solutions x,y, moreover, if g(y) is of the shape g(y) = Ay’ + B, then
max(/, |z|, |y|) is bounded by a constant depending only on the parameters involved.

The starting point of the next topic we study is a classical theorem of Erdgs and Self-
ridge [20]: the product of two or more consecutive positive integers cannot be a perfect
power. This problem has been extended into various directions. One of the most impor-
tant generalizations concerns the problem of perfect powers in products of consecutive
terms of arithmetic progressions. There are a huge amount of papers devoted to this
question (see, for example, the paper by Gyéry, Hajdu and Pintér [27] for the case of at
most 34 terms, and the references given there) - however, it is still unsolved. In most
related results, naturally, the strong structure of the underlying arithmetic progression is
of utmost importance. It is an interesting question how far one can ’disturb’ this struc-
ture still to have definitive (finiteness) results. See for example a recent paper by Hajdu,
Papp and Tijdeman [36] where equation (1.2) is studied for polynomials f having roots
from an arithmetic progressions - however, these roots are not (necessarily) consecutive
terms, some terms of the progression are omitted. (In the literature one can find various
related results, see e.g. the references in [36].) In the fourth chapter of the dissertation
we approach the problem from another, new direction. Namely, we keep the symmetry of
the roots of f(x), however, we allow arbitrarily large gaps among them. More precisely,
we prove that if the roots of f(z) form a symmetric, convex set then (1.2) has only finitely
many integer solutions z,y.

Finally, in the fifth chapter of the dissertation we study square values of Littlewood
polynomials, i.e. polynomials with all coefficients equal to £1. In fact, this means that
we consider equation (1.2) for f(z) being a Littlewood polynomial and g(y) = y*. The
polynomial values of Littlewood polynomials, from the point of finiteness of solutions,



have already been studied by Hajdu, Tijdeman and Varga [37]. Further, the problem is a
generalization of the famous Nagell-Ljunggren equation

r—1

in the case ¢ = 2. The above equation has been studied by many mathematicians, in
several papers. A classical result of Ljunggren [44] gives that for £ = 2 the only solutions
are (x,y,n) = (7,£20,4). Here we shall be interested in finding all solutions of the
equation. Combining various methods (e.g. the theory of elliptic curves, hyperelliptic
curves and Runge’s method), we succeed to list all solutions in cases n = 3,5 and 2 <
n < 24, n even. Beside this, we gather some information for the case of n odd with
n < 17. Based upon the data obtained, we can formulate some striking questions for
further research, as well.

In the proofs of our results, we need to combine several deep tools, among others Baker’s
method and a celebrated theorem of Bilu and Tichy [12], guaranteeing the finiteness of
the number of integral solutions of equations of the shape f(z) = g(y).

The dissertation is structured in the following way. In the second chapter we collect the
most important tools we use at several points later on. Namely, we provide a famous
theorem of Schinzel and Tijdeman [56] giving an upper bound for the exponent of the
powers in the value set of polynomials, and a classical result of Brindza [14] yielding an
upper bound for the solutions of superelliptic equations. Note that both results are based
upon Baker’s method. We also formulate the above mentioned theorem of Bilu and Tichy
[12|. The forthcoming three chapters contain our results, in the order indicated above.






Chapter 2

Methods and tools

In this chapter we introduce some notation and lemmas. They will be used multiple times
in our dissertation so we give them here. They are our main tools in giving effective and
ineffective finiteness results for various polynomial Diophantine equations.

Let T(x) € Z|z]. By the height H of the polynomial 7'(z) we mean the maximum of
the absolute value of its coefficients. Let A be an integer with A # 0, and consider the
equation

T(x) = Ay™, (2.1)
in unknown integers x, y, m with m > 2, under the convention that m < 3 if |y| < 1.
The next result is due to Schinzel and Tijdeman [56] (see also Tijdeman [65]).

Lemma 2.0.1. If T'(x) has at least two different roots, then for all solutions of (2.1)
m < Cl (A, d, H)

holds. Here C1(A,d, H) is an effectively computable constant depending only on A, the
degree d and the height H of T'(x).

The following lemma is a special case of the main result of Brindza [14]. Ultimately, it
is based on Baker’s method. In order to formulate it we need some new notation. Let
S be a finite set of primes, and let Zg be the set of those rationals whose denominators
are composed exclusively of primes from S. By the height h(q) of a rational number ¢ we
mean the maximum of the absolute value of its denominator and numerator.

Lemma 2.0.2. Let T(x) € Z[z], and write



where a s the leading coefficient of T, and 71, ...,V are the distinct complex roots of
T(z), with multiplicities 11, ..., rg, respectively. Further, fit m with m > 2, and put

Suppose that (t1,...,tx) is not a permutation of any of the k-tuples
(t,1,....,1) (t>1), (2,2,1,...,1).

Then for any finite set S of primes, the solutions x,y € Zgs of (2.1) satisfy
max (h(x), h(y)) < Ca(A,m,d, H,S),

where Co(A,m,d, H, S) is an effectively computable constant depending only on A,m,d, H, S,
where d is the degree and H is the height of T'(x).

The next lemma is a deep result of Bilu and Tichy [12]. To formulate it we need some
more notation.

By the decomposition of a polynomial T'(x) over a field K we mean a composition of the
form T'(z) = Uy (Usz(x)), where Uy(x),Us(z) € K|x]. We say that the decomposition is
nontrivial if deg(U;) > 1 and deg(Us) > 1. Two decompositions T'(x) = U;(Us(z)) and
T(x) = Vi(Va(x)) are equivalent if there exists a linear polynomial ¢(z) € K[z] such that
Ui(xz) = Vi(t(x)) and Va(x) = t(Uz(x)). If T'(z) has at least one nontrivial decomposition
over K then we say that T'(z) is decomposable; otherwise T'(x) is indecomposable.

Let a, 8, 6 € Q\ {0}, u, v, g be positive integers, r be a non-negative integer, and
v(z) € Q[z] a polynomial, which is not identically zero. Write D,(x,0) for the p-th
Dickson polynomial, that is

11/2] |
D,(x,0) = Z du7i$“_21,
=0

where

We say that the polynomials F'(x) and G(z) form a standard pair over Q, if (F(x), G(x))
or (G(x), F(x)) appears in Table 2.1.

The following lemma is the main result of Bilu and Tichy [12].

Lemma 2.0.3. Let f(z),g(z) € Q[x] be non-constant polynomials. Then the following
two assertions are equivalent.



Kind Standard pair Parameter restrictions

First (29, ax"v(x)9) 0<r<gq/ (rq) =1,
r+deguv(z) >0
Second (22, (ax® + B)v(x)?) -
Third (Dy(z, "), Dy(z, o)) (u,v) =1
Fourth | (a2 D,(z,a), =873 D,(z,j)) (u,v) =2
Fifth ((w? —1)3,32* — 423) -

Table 2.1: Standard pairs

i) The equation
f(x) = g(y)
has infinitely many solutions with a bounded denominator.
it) We have f(x) = p(F(A(z))) and g(z) = p(G(k(x))), where A(x) and k(z) are linear

polynomials in Q[z], p(z) € Qlz] and (F(x),G(x)) is a standard pair over Q such that
the equation F(x) = G(y) has infinitely many solutions with a bounded denominator.






Chapter 3

Polynomial values of surface point
counting polynomials

3.1 Introduction

There are many problems related to the description and various properties of polynomials
providing the number of lattice points in certain regular bodies.

In the present chapter, among such bodies we focus on the n-dimensional cube, pyramid
and simplex. As it is well known [17], the number of integral points in the interior of
these bodies in R™ (in case of their usual placement) is given by the polynomials

r+n
(x+1)", 1" tgn g (w1 ( N ), (3.1)

respectively.

The polynomial values of the first polynomial in (3.1), namely the so called superelliptic
equation

(z+1)" =g(y)

has been studied by many mathematicians. Here g is a polynomial with rational coeffi-
cients and z, y are integral unknowns. Results of Tijdeman [65] and Schinzel and Tijdeman
[56] imply that under certain necessary assumptions here n can be effectively bounded.
Baker (see |1, 2|) and Brindza [14] showed that given n, under some assumptions one can
also bound the absolute values of z,y, as well. For further related results see the book of
Shorey and Tijdeman [57].

The second polynomial in (3.1) is denoted by S,,_;(z + 1). The polynomial values of this

9



polynomial, i.e. the equation
Sn-1(z +1) = g(y)

where ¢ is a polynomial with rational coefficients and x, y are integral unknowns, has also
been intensively studied. In the special case where g is of the form g(y) = ¥, a classical
result of Schéffer [55] shows that (apart from certain completely described exceptions) the
above equation has only finitely many solutions for n fixed. When ¢(y) is a shifted power,
or more generally it is of the shape g(y) = Ay‘+B with A, B € Q, A # 0, Gyéry, Tijdeman
and Voorhoeve [30] obtained deep finiteness results - again, with n fixed. Later, the same
authors derived even more general finiteness results concerning shifts of S, (z + 1) with
polynomials (see [66]). The general case has been taken up by Rakaczki [49]. He proved
that the previous equation for any fixed n, apart from certain well-described exceptions,
has only finitely many solutions in integers x,y. For more related results see e.g. the
papers Bennett, Gyéry and Pintér [6], Gy6ry and Pintér [29], Bazso [4] and Hajdu [31]
and the references given there.

Finally, the investigation of the third polynomial in (3.1) reduces to the equation

(x ;; n) =9(y)

in integers x,y, where ¢ is a polynomial with rational coefficients again. This is also a
famous equation, studied by several authors. In the case where g(y) = y’, the equation
has been completely solved by Erdés [19] (for n > 4) and Gyéry [26] (for n = 2,3). When
g is of the shape g(y) = Ay’ + B with A, B € Q, A # 0, Yuan [69] gave effective upper
bounds for the absolute values of z,y. In the general case, Kulkarni and Sury [42] gave
an ineffective finiteness theorem for the solutions of the previous equation.

Besides the above mentioned results, there are many more related papers in the literature.
The interested reader may consult e.g. the paper of Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér
and Tichy [11] or the survey paper of Gyory, Kovacs, Péter and Pintér [28] and the
references therein.

In the present chapter we study the polynomials describing the number of lattice points on
the surfaces of the above mentioned regular bodies. These polynomials can be obtained
by certain differences of the polynomials in (3.1). Namely, one can easily check that the
number of integral points on the surfaces of the n-dimesional cube, pyramid and simplex
(for arbitrary n > 1) can be given by the polynomials

Fo(z) =(x+1)" = (z—1)",
Gn(z) =(x + 1)1 42"

Hn(x):(x:n> - (x;l)

respectively. We provide various finiteness results for the polynomial values of F'(z), G(x),

(3.2)
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H(z), that is for the integer solutions of the equations

Fo(r) = g(y), Gulr)=g(y), Hal(z)=9(y)

where ¢ is a polynomial with rational coefficients. In the general case our theorems are
ineffective. However, in the case where g is of the form g(y) = Ay® + B with A, B € Q,
A # 0 then we can provide effective finiteness results. In our proofs (among others) we
combine Baker’s method and the Bilu-Tichy theorem [12|. To apply these methods (as
we shall see) we need to get precise information on the root structures of the polynomi-
als, their derivatives and their shifts from (3.2). We shall also have to understand the
decomposability properties of these polynomials. It is worth to mention that to prove
the related properties of the difference polynomials (3.2) in many cases is significantly
more difficult than in case of the original polynomials (3.1). Finally, we note that related
investigations (i.e. papers concerned with differences of combinatorial polynomials) are
known in the literature: see e.g. the paper of Liptai, Luca, Pintér and Szalay [43] (and
the references there), where the equation Si(z — 1) = Sy(y — 1) — S¢(x) has been studied.

The structure of the chapter is the following. In the next section we give our main
results. In Section 3.3 we describe the root structures of the polynomials (3.2) and of
their derivatives and shifts, together with their decomposability properties.

3.2 Main results

In this chapter we examine the equation

W(z) = g(y) (3.3)

where W (z) is one of the polynomials F,(z), G,(x), H,(z) (n > 1) from (3.2), and
g9(y) € Q[y]. Our purpose is to prove finiteness results for the integer solutions x,y of
(3.3). First we provide a general theorem for the problem considered. This result is
ineffective, so it only shows the finiteness of the number of solutions, it does not give
bounds for the solutions themselves.

Theorem 3.2.1 (L. Hajdu, O. Herendi [32]). Let n > 6 and deg(g) > 2. If equation
(3.3) has infinitely many solutions in integers x,y then either

9(y) = W(P(y))
where P(y) € Q[y], or

9(y) = W(Q(y))

where Q( ) € Q[y] with at most two roots of odd multiplicity, n is odd, and in case of
W(z) = F.(x), Gu(x), H,(z) the polynomial W is @1, o, 3, Tespectively, with

n n—1 n n—3 n
e1(x) = (1>x 2 +2(3>x 25+---+2(n_2)x+2,

11



()_2%+1 n—l ans_‘_ + 1 n—l + 1
pa\l) = =t o\ 2 )* gna\p_3)" " g2

2 n—
¢3(x):ﬁ(51x71+--~+sn) where s; = Z Ha (j=1,...,n).
' AC{1,..,n} a€A
A1)

Remark 3.2.1. Clearly, we have to exclude polynomials g with deg(g) = 1, so the assump-
tion deg(g) > 2 is necessary. The condition n > 6 is necessary, too. For n < 5 one can
easily find counterexamples (which is not surprising in view of the many free parameters
involved; see the proof of the theorem).

In the case where g(y) = Ay’ + B with A, B € Q with A # 0, we can give an effective

upper bound for the absolute values of the integer solutions x,y of the equation (3.3).

Theorem 3.2.2 (L. Hajdu, O. Herendi [32]). Let n > 1 and consider the equation
W(z)=Ay' +B (3.4)

where W (x) is one of the polynomials F,(x),G,(x), H,(x) from (3.2), A, B are given
rationals with A # 0, and x,y and ¢ > 2 are integer unknowns.

i) Let n > 4. Then there exists an effectively computable constant C3(A, B,n), depending
only on A, B,n such that
¢ < C5(A,B,n)

for every solutions of (3.4) with |y| > 1.

i1) Let £ > 2 be arbitrary but fivred and n > 8. Then there exists an effectively computable
constant Cy(A, B,n), depending only on A, B,n such that

max(|x], |y|) < C(4(147 Bu n)
for every integer solution x,y of (3.4).

Remark 3.2.2. Also in this case, the assumptions made for n are all necessary; one could
easily find counterexamples in the excluded cases.

In the proof of our ineffective results the following theorem plays an important role. It
completely describes the decompositions of the polynomial families F,, (z), G, (z), H,(z).

Theorem 3.2.3 (L. Hajdu, O. Herendi [32]). Let n > 2. Ifn is even then the polynomials
F.(x), Gy(z), Hy(x) are indecomposable. If n is odd, then all the decompositions of these
polynomials are equivalent with

1\ 2
Fi@) = pi(a?), Gule) = (( +3) ) CH() = eala?),
respectively. Here @1, o, w3 are the same polynomials as in Theorem 3.2.1.
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3.3 Root structures

In this section we describe the root structures of the studied polynomial families, of their
derivatives and of their shifts. We also prove Theorem 3.2.3 in this section, characterizing
the decompositions of the polynomials F,,(z), G, (z), H,(x).

We note that obviously

deg(F,) = deg(G,) =deg(H,) =n—1 (n>1).

3.3.1 The polynomial family F),(z)

In this subsection we describe the root structure of F,,(x), of its derivative and of its shifts.
We start with F,,(z) itself.

Lemma 3.3.1. Let n > 2. Then all the roots of F,(x) = (z + 1)" — (x — 1)" are simple.

As a simple consequence we obtain the following statement concerning F) (x).

Corollary 3.3.1. Let n > 3. Then all the roots of F!(x) are simple.

In the next lemma we examine the root structure of the shifted polynomials of F,(z).
Lemma 3.3.2. Let n > 2. Then for any r € C the polynomial F,,(x)+r has at most two

multiple roots, which are at most double.

Finally, we need the following assertion to prove the corresponding part of Theorem 3.2.3.

Lemma 3.3.3. Let n > 2. Then maxyec deg(ged(F.(x) — A\, F)(x))) < 2.

3.3.2 The polynomial family G, (z)

Now we examine the polynomials G, ().

Lemma 3.3.4. For any n > 2 the roots of the polynomial G,(z) = (x + 1)1 + 2" ! are
all simple.

By the previous statement we can easily describe the root structure of G) (), as well.

Corollary 3.3.2. For any n > 3 the roots of the polynomial G (x) are all simple.

13



Now we examine the root structure of the shifts of G,,(z).
Lemma 3.3.5. Let n > 2. Then in case of any r € C the polynomial G, (x) + r has at
most two multiple roots, which are at most double.

To prove the corresponding part of Theorem 3.2.3 we also need the following lemma.

Lemma 3.3.6. Let n > 2. Then maxycc deg(ged(Gp(z) — A, Gl (x))) < 2.

3.3.3 The polynomial family H,(x)

Finally, we examine the family H, (z).

Lemma 3.3.7. For all n > 2, all the roots of

Hn(x):%((x—kl)...(x—kn)—(x—l)...(x—n))

are simple. Further, the real part of any root of H,(x) is zero.
The characterization of the root structure of H/(z) is much more complicated then for
F(z) and G, (x).

Lemma 3.3.8. For all n > 2, all the roots of H (x) are simple.

Now we examine the root structures of the shifts of H,(x).

Corollary 3.3.3. For any n > 2 and for all r € C, the multiplicities of the roots of
H,(x) 4+ r are at most two.

To prove the corresponding part of Theorem 3.2.3 we need one more lemma, similar to
Lemmas 3.3.3 and 3.3.6.

Lemma 3.3.9. Let n > 2. Then maxycc deg(ged(H,(x) — A\, H! (z))) < 2.

14



Chapter 4

Extrema of polynomials with real roots
and Diophantine equations

4.1 Introduction

There are many results in the literature concerning polynomial values and (shifted) power
values of polynomials with consecutive integer roots, or more generally, with roots forming
an arithmetic progression. We only mention a classical result of Erdés and Selfridge [20]
saying that the product of consecutive integers can never be a perfect power, a theorem
of Gy6ry, Hajdu and Pintér [27] giving an alike result concerning arithmetic progressions
up to 34 terms, and a paper by Kulkarni and Sury [42] providing finiteness results for the
polynomial values of products of consecutive integers. It is an interesting question that
how far one can ’disturb’ the structure of the roots such that the finiteness results still
remain valid. Also there are many results into this direction, with adding or removing
one or more terms (roots). Here we only recall results of Saradha and Shorey [53, 54|
concerning power values of products of consecutive integers with one term missing, Hajdu
and Papp [35] and Hajdu, Papp and Tijdeman [36] about polynomial values and shifted
power values of products of consecutive terms of arithmetic progressions with one and
with several missing terms, respectively, and Hajdu and Varga [38] with one term added.
We suggest the interested reader to consult the references of the mentioned papers, as
well.

In this chapter we study a case where (part of) the symmetric root structure is preserved,
however, having increasing (possibly large) gaps between the roots. We prove that the
finiteness of the solutions can also be guaranteed under these generalized circumstances.
Our results can be considered to be generalizations of the corresponding finiteness results,
e.g. from [42]. (This will be explained in Remark 4.2.1.) In our proofs we combine

15



Baker’s method and the Bilu-Tichy theorem with a new result guaranteeing an increasing
property for the extremal values of polynomials, with distinct real roots satisfying certain
symmetry and increasing gap properties. The structure of the chapter is the following.
In the next section we provide our main results. Then we give the lemmas and auxiliary
results needed for the proofs in separate sections.

4.2 Main results

We say that a finite sequence by,...,b, in R with b; < --- < by is symmetric, if there
exists a ¢ € R such that b; + bg11; = 2c for t = 1,2, ..., k. We say that c is the center of
symmetry for the sequence. A symmetric sequence is called centrally convex, if writing
(= (%W , be,boyq, ..., by form a convex sequence, that is

holds. For example, —2,0,1,2,4 is a centrally convex symmetric sequence: the center of
symmetry is ¢ = 1, and we have
2—-1<4-2.

To see an example of a centrally convex symmetric sequence with an even number of
elements, consider —10, —2,1,4,6,9,12,20: now the center of symmetry is ¢ = 5 and we
have

6—-4<9-6<12-9<20-—12.

Remark 4.2.1. Our results concern polynomials with simple real roots forming a centrally
convex symmetric sequence. We find it important to emphasize a few points here. In
the first place, any arithmetic progression hy, ..., hy forms a centrally convex symmetric
sequence. Indeed, the sequence is symmetric to the point ¢ := (hy + hy)/2 (ie. h; +
hni1—s=2cforalli=1,...,N), and since the gaps between the terms after the middle
point are non-decreasing (certainly, the gap is constant), the centrally convex property
(4.1) is also satisfied. So our Theorem 4.2.1 below provides an extension of the main
result of [42]. However, in fact our results are much more general than that. For example,
as one can easily check, the numbers

—k* —(k—1)%...,—4,-1,0,1,4,..., (k= 1)* k*

also form a centrally convex symmetric sequence, so our results provide finiteness condi-
tions for the equations appearing in Theorems 4.2.1 and 4.2.2 involving the corresponding

polynomial
k

fx) =a][(x =)@+ 57).

i=1
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First we provide a general, ineffective theorem for the common integer values of a poly-
nomial f(x) € Q[z] having distinct roots forming a centrally convex symmetric sequence
with any polynomial g(z) € Q[z].

Theorem 4.2.1 (L. Hajdu, O. Herendi [33]). Let f(z) € Qlz] have distinct real roots
forming a centrally conver symmetric sequence, deg(f) > 6 and let g(x) € Q[z] with
deg(g) > 2. If the equation

f(z) =g(y) (4.2)

has infinitely many solutions in integers x,y then either

with some Q(y) € Q[y] having at most two roots of odd multiplicity, where

f@) =bo(z — (b1 — ©)?) -+ (x — (b — ¢)?).

Here by is the leading coefficient of f, b; (i = 1,...,2k) are the roots of f in increasing
order, and c is the center of symmetry for them.

Remark 4.2.2. Tt is easy to see that f(x) € Q[z]. We shall show this in the proof of the
theorem.

If we have g(x) = Ax™+ B with some fixed A, B € Q (A # 0) and m is an integer variable
with m > 2, we are able to provide an effective upper bound for the absolute values of the
integer solutions x,y and also of m in equation (4.2). By the height of a polynomial in
Q[z] we mean the maximum of the absolute values of the numerators and denominators
of its coeflicients.

Theorem 4.2.2 (L. Hajdu, O. Herendi [33]). Let f(z) € Q[z] have distinct real roots
forming a centrally convexr symmetric sequence and suppose that deg(f) > 6. Let A, B be
gwen rationals with A # 0, and consider the equation

f(x)=Ay" + B (4.3)

in integers x,y, m with m > 2, with the convention that m < 3 if |y| < 1. Then there
exists an effectively computable constant Cs(A, B,d, H), depending only on A, B and the
degree d and height H of f such that

maX(|$|7 |y|v m) < 05(*4’ B7 d7 H)
for every integer solution x,y,m of (4.3).
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Remark 4.2.3. The assumptions of Theorems 4.2.1 and 4.2.2 are necessary. Clearly, we
need to exclude the case deg(g) = 1 in Theorem 4.2.1. To see an example with deg(f) = 6
such that both (4.2) and (4.3) have infinitely many solutions, put

fl)=(+8)(z+4)(z+1)(z—1)(z —4)(z —8)
and
g(y) = Ay™ + B = 29y* + 3136.

(Observe that the roots —8,—4, —1,1,4,8 form a centrally convex symmetric sequence.)
Then both (4.2) and (4.3) can be written as

(2% — 65) (2 — 8)? = 29y°.
Since the generalized Pell equation
u® —29v* = 65

has infinitely many integer solutions w, v (the ’smallest’ one is given by (u,v) = (23,4)),
(4.2) and (4.3) admit infinitely many solutions x,y € Z. However, we mention that the
condition deg(f) > 6 is necessary only for m = 2. When m > 3, in fact the assumption
deg(f) > 2 is sufficient. This can be easily seen from the proof of Theorem 4.2.2.

We also note that requiring only distinct real roots for f is certainly not necessary: see e.g.
the identities involving Dickson polynomials in [12]. That is, some further requirement
for the roots is necessary.

In the proof of Theorem 4.2.1 the following result plays an important role. It gives a
complete description of the decompositions of polynomials over Q with simple real roots
forming a centrally convex symmetric sequence.

Theorem 4.2.3 (L. Hajdu, O. Herendi [33]). Let f(z) € Q[x] have distinct real roots
forming a centrally convex symmetric sequence. If deg(f) is odd or deg(f) =2 then f is
indecomposable over Q. If deg(f) > 4 is even then f is decomposable over Q, and all the
decompositions of f over Q are equivalent to

f@)=bo((x—c)* = (b1 —¢)*) ... ((x = )" = (bx — ¢)),

where by is the leading coefficient of f, by, ..., bap are the roots of f in increasing order,
and c is their center of symmetry.

Remark 4.2.4. Using the notation introduced in Theorem 4.2.1, the above decomposition
can also be written as

fz) = f((z = ¢)?).

So (for deg(f) > 4 even) this decomposition is over Q, indeed.
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Finally, we give a theorem providing information about the extrema of polynomials having
simple real roots forming a centrally convex symmetric sequence. This result plays a key
role in the proofs of our theorems given above - however, we find it of possible independent
interest.

Theorem 4.2.4 (L. Hajdu, O. Herendi [33]). Let f(z) € R[z] have distinct real roots,
which form a centrally convex symmetric sequence. Then the extremal values of f are
strictly increasing in absolute value moving away from the center of symmetry of the
T001S.

Remark 4.2.5. In the statement neither the centrally convex nor the symmetric properties
can be dropped. We illustrate it with two examples.

Take first

f@)=(z+3)(z+2)(z+1)(z—1)(x —2)(x — 3).

We see that the roots form a symmetric sequence (with center of symmetry being 0), and
for the gaps only one ’centrally convex inequality’ is violated (namely, 1 — (—1) <2 —1
does not hold). However, a simple calculation with Maple shows that the roots of f'(x)

7 7
V7, —y/=, 0 = VT

and the extremal values of f(z) are

are given by

400 400
o7 -36, —, —36

—36, T

at these values, respectively. So we see that the strictly monotone increasing property of
the absolute values of the extremal values (moving away from the center of symmetry)
does not hold in this case.

Let now

flz)=(x+9)(z+6)(x+3)x(z —1)(z —2)(x — 3).

We see that the roots satisfy an ’increasing gap property’ starting from the middle root
(which is 0), into both the positive and the negative direction. (Since we dropped symme-
try here, certainly we cannot use a ’center of symmetry’.) However, a simple calculation
with Maple shows that the extremal value of f between the roots 0 and 1 is larger in
absolute value than that between the roots 1 and 2. (Since the data are non-rational and
cannot be expressed easily, we suppress the details.) So the strictly increasing extremal
value property does not hold in this case, too.
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4.3 Tools used in the proof of Theorem 4.2.4

As we shall see, Theorem 4.2.4 is a simple consequence of the following two propositions.
They are rather similar, but because of technical reasons it is worth to formulate them
separately.

Proposition 4.3.1. Let 0 = ag < a1 < --- < a,, be real numbers with

a; — Q;—1 S ;41 — Q4 (1 S ) S n — 1)7 (44)
and let .
fi(z) = mH(w —a;)(x + a;).
i=1
Let «; be the extremum of fi between a; and a;yq fori=0,...,n— 1. Then we have

[f1i(eo)| < [filan)] <--- < [fren-1)l-

Proposition 4.3.2. Let 0 < a; < --- < a, be real numbers with

3a; <ay and a;—a;1 < a1 —a; (2<i<n-1), (4.5)
and let .
fa(z) = H(Jc —a;)(z + a;).
i=1
Let «; be the extremum of fo between a; and a;yq forv=1,...,n — 1. Then we have

[£200)] < [falan)| < -+ < |falan-1)l.

Remark 4.3.1. Note that by Rolle’s theorem the extrema of f; and f5 are situated in the
way indicated in Propositons 4.3.1 and 4.3.2, respectively - that is, they are between the
roots.

To prove Propositions 4.3.1 and 4.3.2 we shall need some lemmas. The first one concerns
certain properties of the I' function, defined by

F(Z):%H (1+ﬁ)

7
s (z € C\ Z<),

where Z< is the set of non-positive integers. Note that there are many other possibilities
to define I'(z), the above form is called Euler’s formula.

Lemma 4.3.1. The following assertions hold.

i) For any z € C\ Z<y we have
2I'(z) =T (2 +1).
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ii) For any z € C\ Z we have

T(2)0(1—2) = —

sinmz’

iii) For any uy, ug, vy, vy € C\ Z<o with uy + uy = vy + v9 we have

In the proof of Proposition 4.3.1 we shall need the following assertion.
Lemma 4.3.2. Let 0 < ay < -+ < a, be real numbers with
a;—a;i1 < a1 —a; 2<i<n-—1).
Then for every i1,19 with 1 < i1 < iy < n we have
Gz 5 22
ai, 21
In the proof of Proposition 4.3.2 we shall need the following variant of Lemma 4.3.2.

Lemma 4.3.3. Let 0 < ay < --- < a,, be real numbers with

3a; < as

and
ai—ai_lgaiﬂ—ai (2§2§n—1)
Then for every 11,1 with 1 <11 <19 < n we have
G =1
Ay o 221 -1
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Chapter 5

Square values of Littlewood
polynomials

5.1 Introduction

Littlewood polynomials, that is polynomials with only +1 coefficients, have an extensive
literature. Their aggregated set of zeroes, that is the set

L ={a € C:aisaroot of a Littlewood polynomial}

has a lot of interesting properties, and has attracted a lot of attention. We only mention
a few related recent papers, and suggest the interested reader to study them and their
references. Peled, Sen and Zeitouni [48] studied double roots of random Littlewood poly-
nomials. Recently, Balister, Bollobas, Morris, Sahasrabudhe and Tiba [3| solved an old
conjecture of Littlewood, by showing that there exist so called flat Littlewood polynomi-
als of any degree n > 2. Han and Schied [40] (among others) investigated so-called step
roots of such polynomials, and provided some applications. Hare and Jankauskas [41]
and Yakir [68] investigated the roots of Littlewood polynomials inside the unit disk. Be-
side this, certain divisibility properties of Littlewood polynomials are also of interest; see
e.g. Dubickas and Jankauskas [18] who studied the problem of Newman polynomials not
dividing any Littlewood polynomial, or Mossinghoff [46| for a study of Littlewood polyno-
mials with prescribed cyclotomic factors. Recently, Diophantine properties of Littlewood
polynomials have also been investigated. Hajdu and Varga [39] and Hajdu, Tijdeman and
Varga [37] provided various finiteness results for the power values, shifted power values
and polynomial values of such polynomials. It is important to mention that the famous
Nagell-Ljunggren equation

" —1
=y (5.1)

r—1
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in integers x,y,n, ¢ with |z| > 1, |y| > 1, n > 2, £ > 2 is an important, particular case
of this problem, studied by many mathematicians. Indeed, the polynomial on the left
hand side of (5.1) is a particular Littlewood polynomial, with all coefficients equal to one.
Equation (5.1) has a huge literature. We only mention a classical result of Ljunggren
[44], stating that the only solution of (5.1) with ¢ = 2 is given by (z,y,n) = (7,£20,4).
Since we shall be concerned with square values of Littlewood polynomials, this result is
of particular interest for us. We mention already at this point that based upon our new
results, the set of solutions seems to be rather restricted in case of general Littlewood
polynomials, as well. For further related results and surveys on the Nagell-Ljunggren
equation we refer the interested reader to the book Shorey and Tijdeman [57] and the
recent paper Bennett and Levin [7], and the references there.

In this chapter we explicitly give all square values of Littlewood polynomials of degrees
n = 3,5 and n < 24 even. For this, we need to combine several tools, including elliptic-
and higher genus curves, Chabauty’s method and Runge’s method. To be able to handle
the higher degree cases (say with n > 14), because of the huge number of polynomials to
be studied, we need careful considerations and a delicate approach. Beside this, we gather
computational data (by providing all solutions in a certain range) for n odd with n < 17.
Based upon our results, we formulate some striking problems for further research, as well.

5.2 The main theorem

Our main theorem is the following.

Theorem 5.2.1 (L. Hajdu, O. Herendi, Sz. Tengely, N. Varga [34]). Let f(x) be a
Littlewood polynomial of degree n with n = 3,5 or 2 < n < 24 even. Then all solutions of
the equation

flz) =y (5.2)
in integers x,y with |x| > 2 and y > 0 are precisely those appearing in Tables 5.1 and 5.2.
f(x) (z,9)
+ad 2t —1 (£ +1),t(t* +2)) (t € Z>1)
T P tatl EF 1,0 —2)) (€Zo)
34+t +1 (£7,20)
+xd ot 2y -1 | (£ +1),t(t* +3t2 4+ 3)) (t € Zoy)
+2° —atEad o+ 1| (£ 1), t(t* =32+ 3)) (t € Zs1)

Table 5.1: All solutions of equation (5.2) with |z| > 2 and y > 0
for n = 3,5. The + and T signs change together in every row.
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@) @.9)
rxad —a?Fa+1 (F3,7)
a2t —1 (£5,27)
trad+atFa—1 (F5,23)
e A e | (£3,11)
Bt -t Fd—PFa+1 (F9, 683)
R I e e T | (£7,363)
S+ adrat a2+ 1 (F3,23)
22+l — g0 — 8" — S+t Tt 4L+ 1 (F3,553)
24+t — 0+ a8 " S F S — k4?41 (+3,821)
22t 420 — ¥ TSt — et — 2 Fa 41 (F3,655)
R i =F L L e e A R = R | (¥3,1661)
o+ pl3 — 12 4 o1t Wred 84" —aSFab+atFa2 -2+ +1 (£3,2437)
et 24 20 ¥ " a2 — 2 2?1 (F3,1597)
et aB 4P et 04 9 4 8 L " — S Pt F St Fa 1 (F3,1955)
B 24t 209 ¥ LT bt —atFad 21 (F3,1859)
et B 2 £l 09 8 T S b — ettt Fae 41 (¥3,1901)
0L gld gl g2l 109 8™ — S+t Fad+a2Far+1 (F3,5011)
x4 pld 13 12l 1009 8 4 0T S it ettt Fa4+1 (£3,7087)
0L gld gl 24 My 009 4 8 " 4 a8+ —at Fad -2+ +1 (£3,7121)
04 gld B p 2l 109 4 8 T 4 oS b~ Fod+ a2+ +1 (F3,5117)
015 3 12 4l 104 9 8 T S b ittt 2L+ 1 (F¥3,5089)
o054 B 423 10449 28427 S £ b 4ot a3 22+ 1 | (£5,422409)
0o LB 42l 0L 09 8 " oS+ — L 42 Fa+1 (£3,8005)
0ttt B 2 el 40409 48+ 0" — oS Fadb 4t 3+ a2 Fo+1 (F3,5713)
20 £ atd 4B 42 4 0% 428 42" —ab L a® —at £t + 2 Fao+1 | (4£3,8033)
o84t 05 a3 23U 40509 2842 " 4l tad 4 atFad+a?Fa+1 | (£3,21263)
a8l T — g0t M 18 12l 1094 08407 283 o4 a3 —242+1 (F3,14927)
o84t Oy B 423 0509 4 a8 g2 —abS+a® —at £ —2?Fa+1 | (F3,15383)
o84t O3 gl pl3 12421 4 10409 1 08427 26 40° 2403 —2?Fa+1 | (F3,15235)
o84t 164215 a3 4 1230 210409 4 o84 2" 4 aS tadtat Fad+a?Fa+1 | (F3,14083)
a8l T4 104215 gl g3 4 124 11y 1009 4 08 4 0T 0405l 2 F 41 (F3,16859)
a8t plT 4164 10l 18 4 12 gl 104 09 4 082 283 4340252 +1 (F3,17053)
22019 I8 17T gl L 15 L gl L 18 12 1l 104 g9 4 8 T 4 2 (F3,44851)
-zttt +1
2P0 19— 2B F 2l 420 F o o F o a2 Foll — 20 +49 + 45 Fal — a0+ | (F3,46159)
P rrtFlt 4l Fr+1
220+ 19— g8 £ g 17 4 216 £ 415 _ g4 £ 418 L 12 T o0l _ 200 109 8 07 6 ¢ | (£3, 66649)
Dyttt 2 Fe+1
20 £ 4Bl 4 S B a2 gt — 205 a8 2" -2 £ | (F3,53903)
-ttt 2 Fe+1
220219 I8 L 1T p g0 5 Ll 18 4 12 4 1 4 102 g9 — 8 07 — 26 £ (F3,51449)
P +rtFt 4t +1
20 £ 4 LT 40 P S 4 22 4 M 4 10409 ¥ " — 204+ | (£3,51169)

-ttt —a?tr 41

22 & 228 _ 20 419
bttt Fd -t +1

xlS + (E17 + 1.16 ¥ $15 + 1’14 ¥ $13 + 5[]12 + ,’Ell + JIIO ¥ xQ

—% 4

(F3,134699)
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22 4 g2 20 19 4 I8 17 16 4 15 T T3 T2 o T M0 0 T8
2T =Sttt — a2 Fa+1

(¥3,138031)

222 £ 221 _ 520 19  pT8 = o 07 _ 06 4 o5 _ 04 08 _ 02 = (0T |10 = 9 _ 8
2T+ Fh 4t — 2 Fa 41

(3, 138017)

22 & 220 — 20 1 19 4 18 17 4 16 7 o156 | Td = 05 T2 = 01 00 4 00— 8
S Ft 4ttt - Fa+1

(F3,137545)

222 £ 221 _ 320 1 19 T8 3 o 07 06 £ o 06 T a1 08— 12 = 0T 00 £ 9 8 4
2l —ab Pttt - Fa+1

(¥3,137531)

22 4 g2 _ 20 4 19 I8 07 16 4 o T5 L Ta 4 T8 T2 o T 00 00 8
L S e o R N L o |

(F3,125645)

222 £ 221 — 320 & 19 08 ¢ o 07 06 4 o6 T8 3 08 _ 02 = (0T 10 = 9 8 4
2T -t — et +1

(£3,199595)

22 & 228 — 220 & 19 4 18 17 4 216  p15 _ g 14 3 o053 T2 4 o T 00 4 00 78
2l —ab Pttt 4t +1

(£3,200221)

x22:i:x21+x20:1:x19—x18:1:x17—x16:1:x15—x14:1::v13—m12:tx11+m10:tx9+x8:1:

2l —abt b —t e —a?ta+1

(£3,208771)

I22:t$21+$202‘:I1971‘18:‘:1‘1771716:‘:13154*1‘14:‘:1‘134*9312:!:1‘11+SC10:F.T9*.138:‘:

2T S Fh 4t Fad -2t +1

(3, 150583)

xQQixm—|—x20ix19+x18ix17—x16ix15—x14$x13+x12$x11—x10$x9—x8¥

2T+t 4t —2 41

(F3,153113)

22T E 28 22 21 _ 20 ¢ 19 _ 08 £ 07 06 = 05 T A 4 08 a2 £ a1
e O0Fa? — ¥ " — S Fah a2 F+1

(£3,574033)

22T 128 _ 22 g2 § 20 4 19 _ T8 o 07 06 3 05 T 4 08 a2 oI
20+ — ¥ Fa 4 S Fah -t Ft -2+ +1

(£3,582397)

22T 2 222 3 21 4 20 19 4 18 £ 07 16 06 T T 48 12 £ T
20 F? — ¥t — S Fh 4t a2 Fa+1

(F3,412495)

22T 28 22 4 21 _ 20 £ 09 A8 £ 07 06 06 T 08 a2 Il

2O F — ¥ FaT S Fh—at -2t +1

(£3,592643)

22T E 28 _ 22 & g21 _ 20 1 19 08 07 106 o o 06 a4 3 03 A2 4 0T
20+ + ¥ e 4ttt F -2t +1

(£3,592913)

22T 1 128 _ 22 4 g2 g20 4 19 _ T8 £ A7 06 £ 05 04 13 02 £ AT
2O Fa 9+ Fao a8+t Ft 2L+ 1

(¥3,385331)

22T 3 22 4 21 4 20 19 08 £ 07 106 £ o065 T T £ T8 02 T
2O F? — ¥ FaT+ S F -t F S+l Fa+1

(£3,600493)

l‘24 + 3723 _ 3722 + 1‘21 + 1‘20 + 1‘19 + 1‘18 + xl? _ $16 ¥ .’13‘15 _ .T14 ¥ .T13 _ 1,12 + .1?11 +

$1O:F.179—ZZ?8:FZL'7—|—1‘6:|:1‘5+JU4:FSCS—IE2:F£C+1

(F3, 385999)

LL‘24 + .’1,‘23 + .’,1322 ¥ (L‘21 _ xZO + x19 _ $18 + 3317 + $16 + 56'15 _ .’L'14 + .%'13 _ .%'12 F .’Ell +

2 O0F? — ¥ e 4 S F S+t F 42 F e+ 1

(F3,474325)

22T E 22 1 22 7 22 4 220 5 410 _ 18 F g17 § g16 5 15 | 14§ g18 _ 12 4 il
20t a9+ 28+ — S Fabh —atFt -2 Fa+1

(¥3, 484333)

22T 2B L 22 F 220 4 220 F 19 4 I8 o g7 _ 16 15 14 £ 08 12 £ 0T
20 Fad — a8t a8 +ad — Lt — 24+ +1

(£3,632495)

22T £ 22 ;222 £ 220 _ 220 1 419 _ 18 § g17 _ 416 ¢ 05 _ 14,13 {12 11
O FO ¥t + a8t — a2 Fa 41

(F3,454241)

22T E 28 22 £ g21 _ 20 1 19 ¢ 08 £ 07 106 o 06 T - 08 2 £ T
2O F '+ " — S Fah a2+ 1

(F3,455449)

22T 12 22 £ g2 _ 520 4 19 _ I8 o 07 06 £ 05 04 - 03 a2 I
20+ — ¥ Fa  — S Fah+atF et 2 Fo+1

(£3,644801)
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22 2% 2?22 £ 22 220 £ 19 4 2 T 16 £ 215 M £ 13 4 212 £ oM | (4£3,650615)
2O F? — ¥t a8t~ F S — 2 Fa+1
22T L 0B 1 022 L 20 1 20 L 519 4 18 L 17 4 10 L 15 — g g 18 12 o0 1| (£3,7460231)
l‘loidig—1‘8:|:1‘7+1‘6:tx5+CC4ZF$3+x2:|:$+1
Table 5.2: All solutions of equation (5.2) with |z| > 2 and y > 0
for n even with 2 < n < 24. The + and F signs change together

in every row.

For the sake of completeness, and in particular, to gather more substantial numerical data
also in case of odd exponents, we provide an alike statement for n odd. Note however,
that in this case we are not able to find all solutions of (5.2), our purpose is only to get
some computational insight in this case, as well.

Proposition 5.2.1. Let f(x) be a Littlewood polynomial of degree n with 7 < n < 17
odd. Suppose further that f(x) does not belong to any of the families

L g ) =x(@— D)@+ 2+ 1)2 (5.3)

+ (@ (—1)kF20+1 4 (—Df2F ... 1) =
= £+ (" =" (DR (54)

+ ($4k+3 + $4k+2 _ £B4k+1 _ $4k 4+ (_1)kx2k+3 + (—1)k$2k+2
+ (=D)F2® T (—D) 4 1) =
=+ + D)@+ D@@* 222+ + (—=DF? (5.5)

+ (:E4k+3 _ J}4k+2 o :L’4k+1 + ZE4k 4+ (—1)kl‘2k+3 _ (_1)kx2k+2
+ (=D~ 1) =
=+(x— D>+ 1) (@ =22+ + (=1D)"% (5.6)

Then all solutions of equation (5.2) in integers x,y with 100 > |z| > 2 and y > 0 are
precisely those appearing in Table 5.3.
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f(@) (z, )

+aT —aSFad -2ttt -2ttt +1 (£3,34)

+a29 — 28 LT+ ab L+t~ L+ 1 (£3,128)

+a% 4+ 8 Fa a2 -ttt — P Fa+1 (£3,158)

+ad+ a8 L2’ —abFadS+atLad -2t Fa+1 (£3,166)

4l 09 L 8 " — S L+t — 2 Fa+1 (£3,320)

ol — 20 ¥ " S bttt —2?Fa+1 (£3,328)

+all — 0429 a8 Fa” —aSFad 4t 224241 (3, 358)

ol — 2040 4128 £ — xS+ ad —atrad—2?Fa+1 (£3,382)

413 2 el 0L 9 8 " — S F b —t et 4t F 41 (£3,986)

o g2l 09 8 b T S it — 2 F 41 (+3,1076)

413 24t 0+ a8 LT 4 S Fah bt -2 41 (£3,1100)

+rB el 09 8 " S Fad — Lttt 41 (£+3,1366)

trB3 4P+ 420 ¥ a4+ Tt -t Fat -t L+ 1 (£3,1532)

4 gl p 3 2l 104 09 8 4 S S bttt 2 F e+ 1 (£3,3226)
ol — M aB P 0 — ¥ " S TS bt 2?41 (£3,3274)
5 —pM 4B P 40409 8 " oS+ —at T’ -2 Fa+1 (£3,3298)
+a — LB 2 gt 049 a2 —abF® 2t Lttt T+ 1 (£3,3388)
7 — g6 15 14 4 18 4 12 p plt Wrp? ¥ xa"+ab+2° —a* £23 — 22+ +1 | (£3,8296)
+al7 — O g M B a2l — 29+ — a8 g — S Fad —atFad -2+ 1| (£3,8674)
427 O g M B 24 0+ S g S kSt 2?2+ 241 | (£3,8876)
T gl 15 pld 4 18 pl2 gl 104 9 4 8 T 4 g+ g — gt Fad — a2 Fa+1 (£+3,9824)
+l7 — 6 £t £ 213 12 £l 4 20409 4 ¥ a4 T+t 2% — 22 £+ 1 | (43,9848)
+alT -6 £ 15 — M LB 24 — 0L 9 4 a8 L0 — S FaS Lt + 2 Fa+1 | (£3,9896)
4l 6L M g 24 4 0L S g T 4 ab L —atF a2 F a4+ 1| (£3,10166)
FalT 40l M Lol 224l 42052 — a8 g —aS L a2t a3 -2 Fao+1 | (£3,12802)
+rlT 40 £ gl 12 L2 1049 41 08 2" a8 £ 2° — 2t Fad 422 £+ 1 | (£3,13408)
+alT 420 £ — M p B a2 4l 420529 — a8 L2 4 a8 Fad -2t 23 -2 Fao+1 | (£3,13450)
+l 74l £ M £ 24 039 4 a8 L —aS S+t Fad 2 Fa+1 | (£3,13874)

Table 5.3: All solutions of equation (5.2) excluding polynomials
f(x) with (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), with 100 > |z| > 2 and y > 0
for 7 <n < 17 odd. The £+ and F signs change together in every
row.

Note that it is obvious that if f(x) is of the shape (5.3) or (5.4) then (5.2) has infinitely
many solutions. Further, by the procedure IntegralPoints of Magma [13|, we get that

the solutions of the equations

+(r+1)(2* +1) = ¢

are given by (z,y) = (0,%1),(£1,0), (£7,+20).
(5.6) then (5.2) has a solution with x = £7 (with + and — signs on the left hand side,
respectively) for any n with n =3 (mod 4).

and &£ (z —1)(z* +1)

:’y2

So if f(z) is of the shape (5.5) or

Remark. We can exclude the cases |z| < 2, even if we do not prescribe an upper bound

for n. (Note that, clearly, the square values of Littlewood polynomials of any fixed degree

28




at places z with |z| < 2 can be listed without any trouble.) The case z = 0 is trivial,
and the cases + = +1 are also easy. The cases x = +2 require a little more attention.
Since if f(z) is a Littlewood polynomial then so is f(—z), thus talking about the values
of Littlewood polynomials at 42, it is sufficient to consider the values at 2. As one can
readily check, any odd integer r with —2"*! 4+ 1 < 7 < 2"t — 1 can be represented in
the form f(2) with a unique Littlewood polynomial f of degree n, in precisely one way.
Indeed, these numbers r are just given by

—on_onl o1 —on—ontl o4l v 241,

and obviously the representation (for fixed n) is unique. This shows that the solutions of
(5.2) with |x| = 2 are also completely understood and described.

5.3 Tools used in the proof of Theorem 5.2.1

As in the proof of our theorem we use different tools in the different cases, we give our
argument in different subsections. We made available the codes we used at
https://shrek.unideb.hu/ tengely/LittleWood.html.

5.3.1 Tools used in the proof of Theorem 5.2.1 for n = 3

Consider the Littlewood polynomials f(x) = 2% + 22 + 2 4+ 1, and investigate (5.2) for
them. There are 16 equations to study, however, using the substitution x — —x it is
sufficient to consider only those where the leading coefficient of f(x) is positive.

Two of the curves implied by (5.2) are singular. Namely, for
f@)=2*+22 -2 —1=(x—1)(z+ 1)

and
f@)y=2*-2*—2+1=(x+1)(x—1)?

(5.2) has infinitely many solutions. These solutions are trivial to describe.

In the other cases (5.2) is an elliptic curve, and we may apply the procedure IntegralPoints
of Magma [13| (based upon methods of Gebel, Pethd, Zimmer [25] and Stroeker, Tzanakis
[62]) to obtain the integral points (solutions).
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5.3.2 The proof of Theorem 5.2.1 for n = 5

We need to study equation (5.2) for f(zr) = +2° + 2 + 23 + 22> £  + 1, which now
is a hyperelliptic equation. Similarly as in case n = 3, we may restrict to polynomials
f(z) with positive leading coefficient, so we need to consider 32 equations. We shall
use Chabauty’s method [16] and the hyperelliptic logarithm method [23] to handle these
equations.

We have two reducible cases that are not square-free, these are as follows:

P4ttt -2t -2 -1 = (a-D)(@*+x+1)%

-t —r+1 = (z+1)(@"—z+1)%
In these cases we can easily describe all solutions of (5.2).

In the remaining cases we need to consider genus 2 curves. By using Magma [13] we can
compute the ranks of the Jacobians and determine generators of the Mordell-Weil groups
based on Stoll’s papers [58], [59], [60].

As a next step, by means of Baker’s method [1] we derive a (large) bound for log |z|. Here
we use the following improved version from [23].

Lemma 5.3.1 (Proposition 2.1 in [23|). Let « be a root of f(x). Assuming the knowledge
of explicit generators for the Mordell-Weil group J(C)(Q), there is a finite computable
set IC consisting of integers of Q[a] such that if (z,y) is an integral solution to C, then
r—a=kE for some k € K and & € Q[a].

Moreover, suppose k € IC. Let oy, as, ag be different conjugates of o, and let Ky, ko, k3 be
the corresponding conjugates of k. Let Ky = Q(a, ag,\/Fik2), Ko = Q(ay, as, /Kiks),
K3 = Q(av, a3, \/kaks) and L = Q(ay, ag, a3, \/K1K2, \/Kk1kz). Then there is an explicitly
computable constant B, depending on o and k and the degrees, requlators, class numbers
and unit ranks of the K;s, and the degree of L such that if x # 0 is an integer satisfying
x—a = kE* for some & € Q[a], then log |z| < B,.

Hence, if (x,y) is an integral solution of C, then log|x| < B := max,cx Bs.

In our case the coefficient of 2° is 1, so we have the following simplified version of Corollary
3.2 from [23].

Lemma 5.3.2 (simplified version of Corollary 3.2 in [23]). Let B be an upper bound for
the logarithmic height of integral points on C. Then

M <\/u3' (2B — ).
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5.3.3 Tools used in the proof of Theorem 5.2.1 for n even with
2<n<24

Let f(x) be a Littlewood polynomial of even degree n = 2k with 2 < n < 24, and
consider (5.2). In principle we have 2"™! equations to solve. However, since |z|" >
|z["~ 4+ ... + |2| + 1 when |z| > 2, we can immediately exclude the cases where the
leading coefficient of f(z) is —1, as otherwise there are no solutions with |z| > 2. Further,
similarly as in cases n = 3,5, using the substitution x — —x we can get rid of half of the
equations. Namely, it is sufficient to study (5.2) only when f(x) is of the shape

flx)=a"+2" ' e 24 - Fep1T +ep

with ey, ...,e, € {—1,1}. This means that we need to consider 2"~! equations only. To
solve these equations, we shall follow Runge’s method.

First, we shall need the polynomial part of the Puiseux expansion of 1/ f(x) at co. The
following statement, which we hope to be useful in later investigations as well, provides
this in a general form.

Proposition 5.3.1. Let
flx)=a"+ea" ez ten (5.7)

be a Littlewood polynomial of even degree n = 2k. Then there exists a uniquely determined
polynomial
u(z) = upr® + urr® 4w g (5.8)

with ug = 1 and u; € Q (i = 1,...,k) such that the coefficients of the terms z' in f(x)
and u*(z) are the same for i = k,k +1,...,n. Further, for the denominators d; of the
coefficients u; of u(x) we have

d; =2 G=0,1,... k), (5.9)

where vy(L) denotes the exponent of 2 in the prime factorization of a positive integer (.

Observe that writing f(x) as
flz) = Fz) + g() (5.10)
with

F(z)=a" +2" ' + e 2+ .. 4 enpz”, g(z) = en ™ 4+ Feniz + ey,

the polynomial u(z) provided by Proposition 5.3.1 depends only on F'(x), it is independent
of g(z). This is extremely important for our purposes. Indeed, in this way we shall need
to loop through only the possible choices of F(z), which means that we can reduce the
number of cases to be considered down to 2¢1.
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Let ¢ = 27%2(") Observe that the polynomials (u(z) —t)? — f(x) and (u(x) +t)* — f(x)
are of degree k, with leading coefficients —2t and 2t, respectively. This implies that there
is a constant C' (to be discussed later) such that for |z| > C we have that either

(u(z) —t)? < f(z) < (u(z) +1)? (5.11)

(u(z) +1)* < f(x) < (u(z) —t)? (5.12)

is valid.

After some computations we find that f(z) cannot be a square for |x| > C, or in other
words, (5.2) has no solutions with |z| > C'.

So we are left with the following tasks: find an appropriate C, and check the integer
values of x with 2 < |z| < C. For this, we may assume that neither (5.11), nor (5.12) is
valid.

Fix F(z) in (5.10). Then, as we have pointed out earlier, u(x) is also fixed. Think of g(x)
in (5.10) as an arbitrary, but fixed Littlewood polynomial of degree k — 1. Put

hi(x) = (u(2) = t)* = F(z) = g(2), hao(w) = (u(z) +t)* = F(2) — g(x). (5.13)

Then hy(z), ho(x) are polynomials of degree k, with leading coefficients —2¢ and 2¢, re-
spectively. Since (5.11) is not valid, we have

hi(z) >0 or he(x) <0,
and as (5.12) is false,
hi(z) <0 or he(xz)>0.

From these we can see that |z| < max(C, Cy), where C; is the maximum of the absolute
values of the roots of h;(z) for i = 1,2.

So we can take C' = max(C,Cy). To get upper bounds for the values of C; and Cy, we
use the following lemma.

Lemma 5.3.3. Let a,2" + ap,_12" "' + - +ag be a polynomial with complex coefficients,
with a, # 0. The absolute values of all the roots of this polynomial can be bounded from

b

After establishing C, the only remaining task is to check the integers x with 2 < |z| <

above by

Ap—1 Qg

an

Qp—2
G,

3 g e e ey

1+max{

an

C' whether they yield a solution to (5.2). For this, one may use Stoll’s ratpoints
code [61] to compute all "small" points on a hyperelliptic curve. We used the function
hyperellratpoints the PARI [47] implementation of Stoll’s code.
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1. fejezet

Bevezetés

A disszertacidoban kiilénb6z6 polinomiélis diofantikus egyenleteket tanulmanyozunk, ahol
a vizsgalt polinomok valamilyen specifikus, érdekes és/vagy fontos tulajdonsiggal ren-
delkezé csaladhoz tartoznak. A polinomialis Diofantikus egyenletek egy klasszikus részét
képezik a Diofantikus szamelméletnek, azonban jelenleg is komoly érdeklédés 6vezi a téma-
kort. Klasszikus példa ilyen egyenletekre a Thue-egyenletek és az elliptikus, hiperelliptikus
és szuperelliptikus egyenletek. A legfontosabb eredmények hatteréhez és attekintéséhez
Shorey és Tijdeman [57| konyvének kapcsolodo fejezeteit ajanljuk.

A kovetkezSkben a polinomialis Diofantikus egyenletek témakorének azon tertileteire fo-
gunk fokuszalni, melyek kapcsolodnak jelenlegi kutatasainkhoz. Ebben a fejezetben ro-
viden attekintjiik ezeket a témakat és tomoren Gsszefoglaljuk az eredményeinket és hat-
teriiket. Az 0j eredmények és a vizsgélt problémék preciz és részletes leirasa a megfelel
fejezetekben torténik.

Az els6 téma, amit tanulmanyozunk, a kovetkezs: mit mondhatunk az egész pontok
szaméarol bizonyos ,,érdekes” halmazokban (példaul egyes szabalyos testekben)? Leginkabb
az n-dimenziés kockara, gulara és szimplexre koncentralunk. Ezeket a testeket vizsgalva
azt kapjuk (lasd [17]), hogy a testekben 1év6 egész pontok szama rendre a

@+ 1) Spi(z) :=1"" 4t (x4 1), (m : ”) (1.1)

polinomokkal irhato le, ahol n a dimenzi6 és x a test méretét irja le. Sokan tanulmanyoztak
mAar az

f(z) = g(y) (1.2)

egyenletet, ahol f(x) az (1.1) polinomcsaladok egyike, g(y) pedig egész egyiitthatos po-
linom. A kapcsol6do irodalom alapos attekintésére a disszertacié harmadik fejezeté-
ben keriil sor, most csak a legaltalanosabb eseteket emlitjiikk meg (azaz, amikor g(y)-ra
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nincs semmilyen tovabbi megkotésiink). Az (1.2) egyenlet f(z) = (z 4+ 1)™-re hiperel-
liptikus egyenlet (lasd példaul Shorey és Tijdeman [57] konyvének kapcsolodo fejezeteit
vagy Brindza [14] tételét, melyek a kovetkezs fejezetben is megtaldlhatoak). Amikor
f(z) = S,—1(x), az (1.2) egyenletet Rakaczki [49] tanulméanyozta. Abban az esetben pe-
dig, amikor f(z) = (“I"), az (1.2) egyenletet Kulkarni and Sury [42] vizsgalta. Minden
esetben (par jol meghatéarozott kivételtsl eltekintve) az (1.2) egyenletnek csak véges sok
megoldasa van. (A harmadik fejezetben a témat részletesebben is koriiljarjuk.) Mi most
ezeknek a testeknek nem a belsejében hanem a feliiletén talalhatoé egész pontok megszam-
lalasanak problémajaval foglalkozunk. Az emlitett testeket vizsgalva azt kapjuk, hogy az
egész pontok szama rendre az

(E+1)"—(z—1" (z+1)" 4" (x—i—n> - (x _ 1>

n n

polinomokkal irhato le. Az (1.2) egyenletet olyan polinomokra vizsgaljuk, melyek a fenti
polinomcsaladok valamelyikének a tagjai. Igazoljuk, hogy (par, jol meghatarozott ki-
vételtdl eltekintve) az (1.2) egyenletnek csak véges sok megoldéasa lehet z,y egészekre.
Tovabba, ha g(y) pedig g(y) = Ay’ + B alaki, akkor max(/, |z, |y|) is korlatozhato egy
konstanssal, mely csak az egyenletben szereplé paraméterektsl fligg.

A kovetkezd témank kiindulopontja Erdés és Selfridge [20] egy klasszikus tétele: két vagy
tobb egymast kovetd pozitiv egész szam szorzata nem lehet teljes hatvany. Ennek a prob-
lémanak tobb kiilonbozs kiterjesztése is ismert. Az egyik legfontosabb altalanositasa a
teljes hatvanyok meghatarozasa szamtani sorozatok egymast kovetd tagjainak szorzata-
ban. Szamtalan cikk sziiletett a kérdés kutatésa soran (lasd példaul legfeljebb 34 tagu
szorzatok esetére Gydry, Hajdu és Pintér [27| cikkét és az ott szerepld hivatkozéasokat) -
azonban a probléma megoldatlan maradt. Ertelemszerten, a legtobb kapcesolodo kuta-
tasban kiemelt jelentGségit a probléma hatterét add szédmtani sorozatok erds strukturaja.
Erdekes lehet az a kérdés is, hogy mennyire lehet ,megzavarni” ezt a struktirat agy, hogy
hasonlé végességi eredményeket kapjunk. Lasd pédaul Hajdu, Papp és Tijdeman [36] egy
friss cikkét, amiben az (1.2) egyenletet olyan f polinomokra vizsgaltak, melyek gyokei egy
szamtani sorozat tagjai - azonban, ezek a gyokok nem feltétlen egyméast kovets tagok, a
sorozat par tagjat elhagyjak. (Az irodalomban t6bb, ehhez hasonlo eredmény talalhato,
lasd példaul a [36]-ban szerepls hivatkozéasokat.) A disszertacio negyedik fejezetében egy
mésfajta, 4j iranybol kozelitetjiilk meg a problémat. Tessziik ezt tigy, hogy megtartjuk az
f(z) gyokeinek a szimmetriajat, de megengediink tetszélegesen nagy kiilonbségeket ko-
zOttiik. Pontosabban, azt igazoljuk, hogy ha f(x) gyokei szimmetrikus, konvex halmazt
alkotnak, akkor az (1.2) egyenletnek csak véges sok megoldasa van x,y egészekben.

Végiil, a disszertacié 6todik fejezetében a Littlewood polinomok, azaz a +1 egyiitthatoju
polinomok négyzetértékeit vizsgaljuk. Valojaban ez az (1.2) egyenletet vizsgalatat jelenti,
ahol f(z) egy Littlewood polinom és g(y) = y*. A megoldasok szamanak végessége szem-
pontjabol a Littlewood polinomok polinomértékeit Hajdu, Tijdeman és Varga [37] mar
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tanulményoztak. Tovabba, a probléma a hires

r—1

Nagell-Ljunggren egyenlet egy altalanositasa ¢ = 2 esetben. A fenti egyenletet sok ma-
tematikus vizsgalta mar. Ljunggren [44] egy klasszikus eredménye szerint ¢ = 2 eseté n
az egyediili megoldas (x,y,n) = (7,£20,4). Mi az egyenlet Gsszes megoldasanak leirasa-
ra toreksziink. Kiilonb6z6 modszerek (példaul elliptikus gorbék, hiperelliptikus gorbék,
Runge-modszer) kombinalasaval sikeriil megadnunk az &sszes megoldéast abban az eset-
ben, amikor n = 3,5, illetve 2 < n < 24 és n paros. Emellett, n < 17 és n péaratlan
esetén is hasznos informéciokat gytdjtottiink ossze. A vizsgalatok soran nyert eredmények
alapjéan tobb kérdést is megfogalmazunk, melyek tovabbi kutatasok targyat képezhetik.

Eredményeink igazolasa soréan, tobb mély modszer kombinalasara van sziikségiink. T6b-
bek kozott a Baker modszerre és Bilu és Tichy [12] hires tételére, amely az f(x) = g(y)
alaku egyenletek egész megoldésai szamanak végességét garantalja.

A disszertaci6 felépitése a kovetkezd. A maéasodik fejezetben Gsszegytjtjiik a legfontosabb
eszkozeinket, melyeket tobb alkalommal is hasznalni fogunk az elkévetkezékben. Pon-
tosabban, megadjuk Schinzel és Tijdeman [56] egy hires tételét, mely fels korlatot ad
hatvanyok kitevGjére polinomok értékkészletében. Emellett megfogalmazzuk Brindza [14]
egy klasszikus eredményét, amely fels korlatot ad szuperelliptikus egyenletek megoldasa-
ira. Megjegyezziik, hogy mindkét eredmény a Baker-modszeren alapszik. Tovabba Bilu és
Tichy [12] fent emlitett tételét is megadjuk. Az ezek utén kovetkezd harom fejezet pedig
a kutatasaink eredményeit tartalmazza a fenti sorrendnek megfelelGen.






2. fejezet

Mobdszerek és eszkozok

Ebben a fejezetben bevezetiink néhany jelolést és megfogalmazunk par lemmét. Ezeket a
dolgozat soran tobbszor is alkalmazni fogjuk. A kiilonb6z6 diofantikus polinomegyenletek
effektiv és ineffektiv végességi eredményeinek igazolésa soran ezek lesznek a legfontosabb
eszkozeink.

Legyen T'(z) € Z[z]. A T'(x) polinom H magassiagan az egyiitthatoinak abszolutértékének
a maximumat értjik. Legyen A olyan egész, melyre A # 0, és tekintsiik a

T(x)=Ay™ (2.1)
egyenletet, ahol x,y, m ismeretlen egészek és m > 2. Tovabba, ha |y| < 1, akkor m < 3.

A kovetkezd allitas Schinzel és Tijdeman [56] eredménye (lasd tovabba Tijdeman [65]).
2.0.1. Lemma. Ha a T(z) polinomnak van legaldbb két kilonbozd gyoke, akkor
m < Cl (A, d, H)

teljesil (2.1) minden megolddsdra. Itt C1(A,d, H) egy effektive meghatdrozhatd konstans,
ami csak A—tol, a T'(z) fokdtol, d—tél és magassagdtdl, H—tdl fiigg.

A maésodik lemma Brindza [14] egy eredményének speciélis esete, amely a Baker modszeren
alapszik. Az allitds megfogalmazasidhoz sziikségiink van néhany tovabbi jelolésre. Legyen
S primszamok egy véges halmaza, és jelolje Zg azon racionalis szamok halmazat, melyek
nevezGi kizarolag S-beli primekkel oszthatok. Egy ¢ racionalis szam magassaga alatt a ¢
szamlaloja és nevezgje abszolutértékének maximumét értjik, és azt h(q)-val jeloljik.

2.0.2. Lemma. Legyen T(x) € Zlx], és tekintsik T(x) kovetkezd reprezentdcidjat:

k

T(x) = aH(az — %)™,

i=1

b}



ahol a a'T féegyiitthatdja, és i, ...,y a T(x) kilonbozd komplex gyokei, rendre rq, ..., 1y
multiplicitassal. Legyen tovdbbd m > 2 egész szam, és képezzik a

egészeket. Tegyiik fel, hogy (t1,...,tx) a
1., 1) ¢>1), (2.21,...,1)

k—asok egyikének sem permutdcidja. Legyen S primszdmok eqy véges halmaza. Ekkor a
(2.1) eggyenlet z,y € Zg megolddsaira

max (h(x),h(y)) < Co(A,m,d, H,S)

teljestil, ahol Co(A,m,d, H,S) egy effektive meghatdrozhato konstans, ami csak az A—tdl,
m—tdl, a T'(z) fokszamdtol d—tdl, magassdagatol, H—tol és az S halmaztdl fiigg.

A kovetkezs lemma Bilu és Tichy [12| egy mély eredménye. Megfogalmazasahoz sziiksé-
giink van néhany tovabbi fogalom bevezetésére.

Egy K test feletti T'(z) polinom dekompozicidja alatt egy T'(z) = Uy (Us(x)) felbontést ér-
tiink, ahol U; (), Us(z) € Klz]. A dekompozicié nemtrividlis, ha deg Uy > 1 és deg Uy > 1.
A T(z) két T'(z) = Uy (Us(x)) és T(x) = Vi(Va(z)) alaka dekompozicidja ekvivalens, ha
létezik olyan t(z) € Klz] linearis polinom mellyel Uy (z) = Vi(t(x)) és Va(z) = t(Usz(x))
teljesiil. Ha T'(x)-nek van K felett legalabb egy nemtrivialis dekompozicioja, akkor de-
kompondlhatonak nevezziik; ellenkezs esetben T'(x) nem dekompondlhato.

Legyen «, 8,0 € Q\ {0}, p, v, q pozitiv egészek, r nemnegativ egész, és v(z) € Q[z] egy
nem azonosan nulla polinom. Jelélje D,(x,d) a p-edik Dickson polinomot, vagyis

L1/2] |
D,(x,0) = Z a2,
i=0

N N S\
o= (e

Az F(x) és G(x) polinomokra akkor mondjuk, hogy egyike az 6t standard parnak Q felett,
ha (F(z),G(z)) vagy (G(x), F(x)) a 2.1. tablazatban szerepel.

ahol




Tipus Standard par Paraméter tulajdonsagok

Elss (2%, ax"v(x)9) 0<r<gq/ (rq) =1,
r+deguv(z) >0
Masodik (22, (ax® + B)v(x)?) -
Harmadik (D,(z, "), Dy(x, o)) (u,v) =1
Negyedik | (a2 D,(z,a),—B7 D,(z,f)) (1, ) =2
Otodik ((w? — 1)3, 32 — 423) -

2.1. tablazat. Standard parok

A kovetkezs lemma Bilu és Tichy [12] f6 eredménye.

2.0.3. Lemma. Legyenek f(z),g(x) € Q[z] nemkonstans polinomok. Ekkor a kévetkezd
két allitds ekvivalens.

i) Az
f(z)=g(y)

egyenletnek végtelen sok korldtos nevezdjd raciondlis megolddsa létezik.

it) Az f(x) és g(x) polinomok felirhatok f(x) = p(F(A(z))) és g(x) = ¢(G(k(x))) alakban,
ahol \(x), k(z) € Q[x] linedris polinomok, p(x) € Qz] és (F(x),G(x)) egy standard pdr
Q felett igy, hogy az F(x) = G(x) egyenletnek végtelen sok korldtos nevezdji megolddsa
létezik.






3. fejezet

Racspontszamlalé polinomok
polinomértékei

3.1. Bevezetés

Réacspontszamlald polinomok egyenld értékeirdl, illetve polinomértékeirsl rengeteg cikk
talalhaté az irodalomban.

Jelen fejezetben a szabalyos testek koziil az n-dimenzios kockaval, piramissal, és szimplex-
szel foglalkozunk. Ismert [17], hogy ezekben az R™-beli testekben 1év§ racspontok szamat
leir6 polinomok (a testek szokasos elhelyezése esetén) rendre

@+ 1), 1" ol (e 1) (x ‘; ") (3.1)

alakuak.

A (3.1)-ben szerepl§ elsé polinom polinomeértékeit, azaz az

(z+1)" =g(y)
tgynevezett szuperelliptikus egyenletet mar sokan tanulmanyoztak. (Itt g egy racionélis
egylitthatos polinom, z,y pedig ismeretlen egészek.) Tijdeman [65] illetve Schinzel és
Tijdeman [56] eredményeibdl kévetkezik, hogy bizonyos sziikséges feltételek mellett, n-re
effektiv fels§ korlat adhato. Baker (lasd [1, 2]) és Brindza [14] megmutattak, hogy adott
n-re, x,y abszolutértéke is feliilrél korlatozhaté. Tovabbi kapcsolédd eredmények Shorey
és Tijdeman [57] klasszikus konyvében talalhatok.

A (3.1)-ben szerepls masodik polinomot az irodalomban S,,_;(z + 1) jeloli. Ezen polinom
polinomértékeit is sokan vizsgéaltak. Rengeteg szép és mély eredmény sziiletett az

Sp1(z+1) = g(y)
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egyenlettel kapcsolatban, ahol g egy racionalis egyiitthatos polinom, x, y pedig ismeretlen
egészek. Abban a specialis esetben, amikor g(y) = y*, Schiffer [55] klasszikus eredmé-
nye alapjan tudjuk, hogy (néhany konkrétan meghatarozott kivételtsl eltekintve) a fenti
egyenletnek adott n-re csak véges sok megoldasa létezik. Abban az esetben, amikor g(y)
egy eltolt hatvany, vagy altalanosabban, g(y) = Ay’ + B alaki, ahol A, B € Q, A # 0,
Gy6ry, Tijdeman és Voorhoeve [30] adott egy mély végességi eredményt, ismét rogzitett
n esetén. Kés6bb ugyanezek a szerzék altaldanosabb végességi eredményt is igazoltak az
Sn—1(z+1) polinommal valé eltoltjanak hatvanyértékeivel kapcsolatban (lasd [66]). Az al-
talanos esettel Rakaczki [49] foglalkozott. Megmutatta, hogy a fenti egyenletnek, néhény
jol meghatarozott kivételtsl eltekintve, csak véges sok megoldasa 1étezik x,y egészekben.
Az egyenlethez kapcsolodd tovabbi eredmények taldlhatoak példaul Bennett, Gyéry és
Pinteér 6], Gy6ry és Pintér [29], Bazso [4] és Hajdu [31] cikkeiben, és az azokban szerepld
hivatkozéasokban.

Végiil, a (3.1)-ben szerepl harmadik polinom vizsgilata az

(x Z n) =g(y)

egyenletet adja x, y egészekre, ahol g ismét egy racionalis egyiitthatés polinom. Ez szintén
egy nagyon nevezetes egyenlet: rengeteg kivaldé matematikus jarult hozza az elméletéhez
klasszikus, mély eredményekkel. Amikor g(y) = ¥, az egyenletet Erdds [19] (n > 4 esetén)
és Gyéry [26] (n = 2,3 esetén) teljesen megoldotta. Ha g(y) = Ay’ + B alakt, ahol
A, B € Q, A#0, Yuan [69] adott = és y abszolutértékére effektiv felsg korlatot. Végiil, a
fenti egyenletre az altalanos esetben Kulkarni és Sury [42] egy ineffektiv végességi tételt
igazolt.

Az emlitetteken tul, még rengeteg més, a problémakkal kapcsolatos eredmény ismert.
Az érdeklsds olvasd szaméara javasoljuk példaul Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és
Tichy [11] cikkét és Gyory, Kovacs, Péter és Pintér [28] 6sszefoglald cikkét, illetve az ott
megadott hivatkozasokat.

Jelen fejezetben a fent emlitett testek felszinén talalhaté racspontok szamat leird polino-
mokat vizsgaljuk. Ezek a polinomok a (3.1)-ben szerepld bizonyos polinomok kiilonbsége-
ként allithatok el6. Nevezetesen, konnyen belathato, hogy az n-dimenzios kocka, piramis
és szimplex felszinén elhelyezkedd racspontok szama (tetszéleges n > 1 esetén) leirhatod
az

Fo@) =(e +1)" = (&= 1",
Gula) =(a + 1) + 2",

Hn(m):(xl—n> B (x;l)

polinomokkal. Dolgozatunkban effektiv és ineffektiv végességi tételeket adunk az F,,(x) =
9(y), Gn(z) = g(y) és H,(x) = g(y) egyenletek z,y egész megoldasaira, ahol g racionéalis
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egylitthatos polinom. Az altalanos esetben eredményeink ineffektivek lesznek. Amikor
viszont g(y) = Ay’ + B alaku, effektiv végességi eredményeket tudunk igazolni. Bizo-
nyitasaink tobbek koézott a Baker modszeren, valamint Bilu és Tichy [12] hires tételén
alapulnak. Ezen eredmények alkalmazasahoz (amint azt latni fogjuk) elengedhetetlen az
emlitett polinomok, illetve azok derivaltjai és eltoltjai gyokszerkezetének és dekompozi-
cios tulajdonségainak leirasa. Megemlitjiik, hogy ez a (3.2) kiilonbségpolinomok esetén
bizonyos esetekben nehezebb, mint a (3.1)-ben szerepls alappolinomok esetében. Hasonld
jellegii vizsgalatok ismertek az irodalomban. Most csupan Liptai, Luca, Pintér és Szalay
[43] cikkét emlitjiik, akik az Sp(z — 1) = S;(y — 1) — S;(z) egyenletet vizsgaltak.

A fejezet a kovetkezSképpen épiil fel. A kovetkezs alfejezetben ismertetjiik az 0j eredmé-
nyeinket. A 3.3 alfejezetben a (3.2) polinomok, a polinomok derivaltjainak és eltoltjainak
gyokszerkezetét, és dekompozicios tulajdonsigait vizsgaljuk.

3.2. Uj eredmények

Ebben a fejeztben a

W (z) = g(y) (3.3)
egyenletet vizsgaljuk, ahol W (x) az F,(x), G,(z), Hy(x) (n > 1) egyike a (3.2) polinomok
koziil, és g(y) € Q[y]. Célunk végességi tételeket igazolni a (3.3) egyenletnek x,y egész
megoldéasaira. Els6ként a vizsgalt problémara vonatkozo altalanos eredményeinket mu-
tatjuk be. Ezen eredmények ineffektivek, azaz csupan a megoldasok szamanak végességét
garantaljak, magukra a megoldasokra nem adnak korlatot.

3.2.1. Tétel (L. Hajdu, O. Herendi [32]). Legyen n > 6 és deg(g) > 2. Ha a (3.3)
egyenletnek végtelen sok megolddsa van x,y egészekre, akkor vagy

ahol P(y) € Qly|, vagy .
9(y) = W(Q(y))

ahol Q(y) € Q[y|—nak legfeljebb két pdaratlan multiplicitdsi gyoke van, n pdratlan, és ha
W(z) = Fy(z), Go(2), Ho(2) akkor a W polinom pedig rendre ¢1, @2, @3, ahol

o1(z) = (?)x"? +2(§>x"53 +-~-+2(n72)x+2,

()_2%14_1 n—l nT%i+ + 1 n—l + 1
LS o\ 2 )* gna\p_—3)" " 2

2 n—
p3(z) = ﬁ(slel +---+s,) ahols; = Z Ha (j=1,...,n).
) AC{1,..n} acA
A5
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3.2.1. Megjegyzés. Ertelemszertien nem vizsgaljuk azokat a g polinomokat, amelyekre
deg(g) = 1, igy a deg(g) > 2 feltétel szitkséges. A n > 6 megszoritas szintén sziiksé-
ges, hiszen n < 5 esetén szamos ellenpéldat taldlhatunk.

Abban az esetben, amikor g(y) = Ay’ + B alaki, a (3.3) egyenlet x,y egész megoldasaira
effektiv fels6 korlatot tudunk adni.

3.2.2. Tétel (L. Hajdu, O. Herendi [32]). Legyen n > 1, és tekintsik az
W(xr) = Ay* + B (3.4)

egyenletet, ahol W(x) az F,(x),Gn(x), Hy(x) polinomok egyike a (3.2) egyenletek kizil,
A, B adott raciondlis szamok, A # 0, x,y és £ > 2 ismeretlen egészek.

i) Legyen n > 4. Ekkor létezik egy effektive meghatdrozhato C3(A, B,n) konstans, mely
csak A—tol, B—tdl és n—tdl fiigg, amellyel

0 < Cy(A, B,n)

teljesil (3.4) minden olyan x,y egész megolddsdra, ahol |y| > 1.

it) Legyen ¢ > 2 tetszdleges, rogzitett. Ha n > 8, akkor létezik olyan, csak az A, B,n
paraméterektdl fiiggd effektive meghatdrozhato Cy(A, B,n) konstans, hogy

max(|z], |y|) < C4(A, B, n)
teljesil a (3.4) egyenlet minden x,y egész megolddsdra.

3.2.2. Megjegyzés. Ebben az esetben is az n—re szabott feltételek sziikségesek; egyéb
n—ekre konnyedén talédlhatunk ellenpéldékat.

Ineffektiv eredményeink igazolasaban fontos szerepet kap az alabbi Gsszefiiggés, amely az
F.(z),Gp(x), Hy(z) (n > 2) polinomesaladok dekomponélhatosagat irja le.

3.2.3. Tétel (L. Hajdu, O. Herendi [32]|). Legyen n > 2. Tekintsik az F,(x), G,(z),
H,(z) (n > 2) polinomokat. Pdros n esetén ezek a polinomok nem dekompondlhatdak.
Ha n pdratlan, akkor minden dekompoziciojuk ekvivalens az alabbiakkal:

Fu(z) = 1(2?), Galz) =2 ((m + %) ) , Hy(z) = @3(2?).

Itt p1, o, w3 ugyanazokat a polinomokat jeloli, mint a 3.2.1 Tételben.
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3.3. Gyokszerkezetek

Ebben az alfejezetbben a vizsgalt polinomcsaladoknak, azok derivéltjainak és eltoltjainak
a gyOkszerkezetét irjuk le.

Megjegyezziik, hogy

deg(F,) = deg(G,) =deg(H,) =n—1 (n>1).

3.3.1. Az F,(z) polinomcsalad

A kévetkezskben az F,,(x) polinomnak, a derivaltjanak és az eltoltjanak a gyokszerkezetét
vizsgaljuk. Eloszor F),(z) polinommal kezdjiik.

3.3.1. Lemma. Legyenn > 2. Ekkor F,,(x) = (x+1)"—(x—1)" minden gydke kilonbozd.

Egyszert kévetkezményként a kovetkezd allitas fogalmazhato meg F) (z)—re.

3.3.1. Kovetkezmény. Legyen n > 3. Ekkor F)(x) polinom gydkei egyszeresek.

A kovetkezs lemmaban F,(z) eltoltjainak a gyokszerkezetét vizsgéaljuk.

3.3.2. Lemma. Legyen n > 2. Ekkor barmely r € C esetén az
Folx)+r=(x+1)"—(x—=1)"+r

polinomnak legfeljebb két tobbszords gyoke lehet, €s ezek legfeljebb kétszeresek.
A 3.2.3 Tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi lemmara.
3.3.3. Lemma. Legyen n > 2. Ekkor maxyec deg(ged(F,(z) — A, Fl(x))) < 2.

3.3.2. A G, (x) polinomcsalad

Most vizsgaljuk meg a G, () csaladot.

3.3.4. Lemma. Bdrmely n > 2 esetén a G,(x) = (z + 1)""' + 2" polinom minden
gyoke kiilonboza.

Az el6z6 allitas segitségével konnyen leirhatjuk G7, (z)gyokszerkezetét.
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3.3.2. Kovetkezmény. Bdrmely n > 3 esetén a G/, (x) polinom gyikei egyszeresek.

Most, a G,,(z) + r (r € C) eltolt polinomok gyokszerkezetét vizsgaljuk.

3.3.5. Lemma. Legyen n > 2. Ekkor a G,(x) +r = (x + 1)" ' + 2" ! + r polinomnak
barmely r € C esetén legfeljebb két tobbszoros gyoke lehet, és ezek legfeljebb kétszeres
qyokok.

A 3.2.3 Tétel bizonyitasahoz a kovetkezs lemmara is sziikség lesz.

3.3.6. Lemma. Legyen n > 2. Ekkor maxyec deg(ged(Gr(z) — A, G (2))) < 2.

3.3.3. A H,(z) polinomcsalad

Vizsgaljuk meg végiil a H,(x) csaladot is.

3.3.7. Lemma. Legyen n > 2. Ekkor a

Hn(q:):%((m—l—l)...(m—i—n)—(a:—l)...(x—n))

polinom minden gydke eqgyszeres, tovabba minden gyokének valds része nulla.
A H,(x) polinomcsalad esetében a derivalt gyokszerkezetének meghatarozésa a korabbinal
lényegesen bonyolultabb.

3.3.8. Lemma. Bdrmely n > 3 esetén H)(x) gyokei egyszeresek.

Most vizsgaljuk a H,(x) +r (r € C) eltolt polinomok gyokszerkezetét.

3.3.3. Kovetkezmény. Bdarmelyn > 2 ésr € C esetén H,(z)+r gyokeinek multiplicitdsa
legfeljebb 2.

A 3.2.3 Tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz még egy tovabbi lemmara is, amely a 3.3.3
és a 3.3.6 Lemméakhoz hasonlé.

3.3.9. Lemma. Legyen n > 2 és A\ € C. Ekkor maxycc deg(Hy(x) — A\, H) (x)) < 2.
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4. fejezet

A valés gyokokkel rendelkez6 polinomok
széls6értékei és diofantoszi egyenletek

4.1. Bevezetés

Szamos eredmény talalhato a szakirodalomban olyan polinomok értékeire és (eltolt) hat-
vanyértékeire vonatkozoan, amelyeknek egymést kovets egész gyokei vannak, vagy al-
talanosabban, amelyeknek gyckei szamtani sorozatot alkotnak. Megemlitjiik Erdds és
Selfridge [20] egy klasszikus eredményét, mely szerint egymast kovetd egészek szorzata
sosem lehet teljes hatvany, Gydry, Hajdu és Pintér [27] egy tételét, amely hasonlo allitast
fogalmaz meg legfeljebb 34 tagi szamtani sorozatokra, és Kulkarni és Sury [42] egy cikkét,
melyben végességi eredményeket igazolnak egymast kovets egészek szorzatanak polinom-
értékeire. Erdekes az a kérdés is, hogy mennyire lehet ,megzavarni” a gyokok szerkezetét
ugy, hogy a végességi eredmények igazak maradjanak. A tagok (gyokok) eltavolitasaval
vagy hozzaadéséaval kapott polinomokrol is sok eredmény sziiletett. Megemlitjiik Saradha
és Shorey [53, 54| eredményét, melyben egy tényezs kihagyéasaval egymast kovets egészek
szorzatanak hatvényértékeit vizsgaltak. Tovabba Hajdu és Papp [35] és Hajdu, Papp és
Tijdeman [36] cikkeit, ahol rendre egy vagy tobb tagot eltavolitottak egy szamtani sorozat-
bol, és a tagok szorzatanak hatvanyértékeit és eltolt hatvanyértékeit vizsgaltak. Megem-
litjiik még Hajdu és Varga [38] eredményét, akik nem eltavolitottak, hanem hozzaadtak
egy tagot a sorozathoz. Az érdekl6dd olvasonak javasoljuk még az emlitett cikkekben
talalhato hivatkozéasokat is.

Ebben a fejezetben azt az esetet tanulmanyozzuk, amikor a szimmetrikus gyotkszerkezet
(egy része) megmarad, de a gyokok tavolsdga egyre novekszik. Belatjuk, hogy a megol-
désok végessége ezen modon altaldnositott koriilmények kozott is garantalhatd. Eredmé-
nyeink tekinthetéek példaul a [42] cikkben szerepls végességi eredmények altalanositésé-
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nak. (Errdl részletesebben a 4.2.1 Megjegyzésben lesz sz6.) Bizonyitasaink soran a Baker
modszert és a Bilu-Tichy tételt hasznaljuk, tovabba egy 1j eredményt, ami garantalja a
bizonyos szimmetriaval és névekvé gyoktavolsaggal rendelkezd polinomok szélsGértékeinek
novekvo tulajdonsigéit. A fejezet felépitése a kovetkezs. A kovetkezd részben ismertetjiik
a f6 eredményeinket, majd megadjuk a bizonyitasokhoz sziikséges lemmakat és segédalli-
tasokat.

4.2. Uj eredmények

Egy valos by, ..., by véges szdmsorozatot szimmetrikusnak neveziink, ha létezik olyan ¢ €
R, melyre b; + bxy1-; = 2¢, ahol + = 1,2,... k. Ekkor a c—t a a sorozat szimmetria
koézéppontjanak nevezziik. Egy szimmetrikus sorozatot centralisan konvexnek neveziink,
ha ¢ = (%W jeloléssel by, bpyq, ..., by konvex sorozatot alkot, azaz

teljesiil.

Példaul, —2,0,1, 2,4 centralisan konvex szimmetrikus sorozat: ¢ = 1 a szimmetria kdzép-
pontja, és
2—-1<4-2.

Péros elemszamu centralisan konvex sorozat példaul a —10, —2,1,4,6,9,12,20: ittac=5
a szimmetria kozéppontja, és

6-4<9-6<12-9<20—-12.

4.2.1. Megjegyzés. Eredményeink egyszeres valos gyoki polinomokra vonatkoznak, ahol
a gyokok centralisan konvex szimmetrikus sorozatot alkotnak. Pér észrevételt 1ényeges
itt kiemelni. Els6ként azt, hogy barmely hq,..., hy szdmtani sorozat centréalisan konvex
szimmetrikus sorozatot alkot. Valoban, a sorozat szimmetrikus a ¢ := (hy + hy)/2 pontra
(hiszen h; + hyy1-; = 2c teljestil minden i—re, ahol @ = 1,...,N), és mivel a tagok
tavolsaga a kozéppont utan nem-csokkend (hiszen konstans), a (4.1) centralis konvexitas
is teljesiil rajuk. Igy a lenti 4.2.1 Tételiink egy kiterjesztése a [42] f6 eredményének.
Valojaban az eredményeink ennél lényegesen altalanosabbak. Példaul, ahogy az kénnyen
ellendrizhets a
—k* —(k—1)% ..., —4,-1,0,1,4,...,(k—1)* k*

szamok szintén centralisan konvex sorozatot alkotnak, igy a 4.2.1 és a 4.2.2 Tételekben
szerepl eredményeink végességi allitasokat igazolnak az

fa) =2 [Jl@ =+ )
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polinomokra is.

Elgszor egy altalanos, ineffektiv tételt fogalmazunk meg az f(x) € Q[z] és a g(z) €
Q[z] polinomok kozos egész értékeire, ahol f(x) gyokei egyszeresek és centralisan konvex
szimmetrikus sorozatot alkotnak, g(x) pedig tetszéleges racionélis polinom.

4.2.1. Tétel (Hajdu L., Herendi O. [33]). Legyen f(z) € Q[z] egy olyan polinom, mely-
nek gyokei eqyszeresek, valosak €s centrdlisan konvex szimmetrikus sorozatot alkotnak, és
deg(f) > 6. Legyen g(z) € Q[z] egy legaldbb mdsodfoki polinom. Ha az

f(x) =g(y) (4.2)

egyenletnek végtelen sok x,y egész megolddsa van, akkor vagy

9(y) = f(P(y))
teljestil valamely legaldbb elsdfoki P(y) € Q[y] polinomra, vagy deg(f) = 2k pdros és

9(y) = f(Qy))

fenndll eqgy Q(y) € Q[y] polinomra, melynek legfeljebb két pdratlan multiplicitasi gyike
van, €s

~

f@) =bo(z = (b —¢)*) - (x — (b — ¢)).

Itt by az f fbegyiitthatdja, b; (i = 1,...,2k) az f gyokei névekvd sorrendben, és ¢ pedig a
szimmetria kozéppontjuk.

4.2.2. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy f(z) € Q[z]. A tétel bizonyftasaban ennck
igazolasa is megtalalhato.

Tekintsiik a g(z) = Az™ + B polinomot rogzitett A, B € Q (A # 0) szamokra és m > 2
egész valtozora. Ekkor a (4.2) egyenlet z,y egész megoldasainak abszolut értékére és
m—re effektive meghatarozhato felss korlatot tudunk adni. A Q[z] polinom magassaga
alatt az egytlitthatok szamlaloinak és nevezGinek abszolutértékének a maximumat értjik.

4.2.2. Tétel (Hajdu L., Herendi O. [33]). Legyen f(z) € Q[z] egy olyan polinom, melynek
gyokei valosak, kiilonbozdek és centrdlisan konvexr szimmetrikus sorozatot alkotnak. Legyen
deg(f) > 6. Legyenek A, B adott raciondlis szamok, A > 0 és tekintsik az

flx)=Ay" + B (4.3)

egyenletet x,y, m egészekben, ahol m > 2, és m < 3, ha |y| < 1. FEkkor létezik egy
effektive meghatdrozhato Cs(A, B,d, H) konstans, mely csak A—tdl, B—tdl, az f polinom
d fokszamdtol és a H magassdgatol fiigg €s

max(|z[, [y|, m) < C5(A, B, d, H)

teljesiil a (4.3) egyenlet minden x,y, m egész megolddsdra.
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4.2.3. Megjegyzés. A 4.2.1 és a 4.2.2 Tételekben szereplé megszoritasok sziikségesek. A 4.2.1
Tételbol egyértelmien ki kell zarnunk a deg(g) = 1 esetet. Tekintsiink egy példat arra
az esetre amikor deg(f) = 6 és mind a (4.2) egyenlet és a (4.3) egyenlet végtelen sok
megoldéssal rendelkezik. Legyen

flx)y=(z+8)(x+4)(z+1)(x—1)(x —4)(x—28)
g(y) = Ay™ + B = 29y* + 3136.

(Vegyiik észre, hogy a —8, —4, —1, 1,4, 8 gyokok centralisan konvex szimmetrikus sorozatot
alkotnak.) Ekkor a (4.2) és a (4.3) egyenlet is felirhato

(2% — 65)(2* — 8)? = 29y°.

alakban.

Mivel az
u? — 2902 = 65

altalanositott Pell-egyenletnek végtelen sok megoldasa van u,v egészekre (a ,legkisebb”
az (u,v) = (23,4)), igy a (4.2) és a (4.3) egyenleteknek is végtelen sok megoldasa van
x,y egészekre. Megemlitjiik, hogy a deg(f) > 6 feltétel csak az m = 2 esetben sziikséges.
Abban az esetben, amikor m > 3, a deg(f) > 2 megkotés elégséges. Ez a 4.2.2 Tétel
bizonyitasabol konnyen lathato.

Megjegyezziik azt is, hogy nem feltétleniil sziikséges az a megszoritas, hogy f—nek kiilon-
bo6z6 valos gyokei legyenek. Lasd példaul a Dickson polinomokra vonatkozé azonossagokat
[12]-ben. Ekkor a gyokokre egyéb megszoritasokat kell tenniink.

A 4.2.1 Tétel bizonyitasaban fontos szerepet jatszik a kovetkezs eredmény. Ez teljes leirast

centralisan konvex szimmetrikus sorozatot alkotnak.

4.2.3. Tétel (Hajdu L., Herendi O. [33]). Legyen f(x) € Qx| olyan polinom, melynek
a gyoker valosak, eqyszeresek €s centrdalisan konvex szimmetrikus sorozatot alkotnak. Ha
deg(f) pdratlan, vagy deg(f) = 2, akkor f nem dekompondlhato Q felett. Ha deg(f) > 4
paros, akkor f dekompondlhato Q felett, és f minden Q) feletti dekompozicioja ekvivalens
az

fl@) =bo((x — ) = (b1 —¢)*) ... ((x — ¢)* = (bx — €)*),
dekompozicioval, ahol by az f foeqgyiitthatoja, by, . .., bog pedig f gyokei novekvd sorrendben,
€s ¢ a szimmetria kézéppontjuk.

4.2.4. Megjegyzés. A 4.2.1 Tételben alkalmazott jelolésekkel, a fenti dekompozici6 felirhaté

~

f@) = f((z—c)?).

alakban is. Azaz (deg(f) > 4 paros esetben) ez a dekompozicié valoban Q feletti.
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Végiil, megfogalmazunk egy olyan tételt, mely az egyszeres, valds, centralisan szimmet-
rikus sorozatot alkotd gyokokkel rendelkezd polinomok szélsGértékeinek bizonyos tulaj-
donségait irja le. Ez az eredmény kulcsfontossagi a tételeink bizonyitasaban. Emellett
onmagaban is érdekes lehet.

4.2.4. Tétel (Hajdu L., Herendi O. [33]). Legyen f(z) € R[z| egy olyan polinom, melynek
gyokei eqyszeresek, valosak és centralisan konvexr szimmetrikus sorozatot alkotnak. Ekkor
f szélsdértékei - a gyokik szimmetria kozéppontjabol kitndulva - abszoliutértékben szigorian
novekvoek.

4.2.5. Megjegyzés. Az allitasbol se a centralis konvexitas, se a szimmetria tuljadonsag sem
hagyhato el. Ezt két példaval fogjuk szemléltetni.

Legyen el6szor
flz)=(z+3)(z+2)(x+1)(x—1)(x —2)(z — 3).

Lathato, hogy a gyokok szimmetrikus sorozatot alkotnak (a szimmetria kézéppontja 0), és
a tagok tavolsagara csak egyszer nem teljesiil a ,centralis konvex egyenl6tlenség” (mégpe-
dig az 1 — (—1) < 2 — 1 nem teljesiil). A Maple segitségével egyszert szamitassal kapjuk,

hogy az f'(z) gyokei
7 7
S R O Y RN
\/_7 \/;7 Y \/;7 \/—7

és f(x) szélséértékei pedig rendre

00 A
27 T2T7
Lathato, hogy ebben az esetben nem teljesiil a szélsGértékek abszolutértékére vonatkozo

—36, —36.

(a szimmetria kozépponttol tavolodd) szigoria névekedés.

Legyen most

fx)=(x+9)(z+6)(x+3)x(z — 1)(x — 2)(z — 3).
Itt a gyokok kielégitik a ,novekvs tavolsag tulajdonsagat”, mind a pozitiv, mind a negativ
iranyba tavolodva a kozéps6 gyoktsl (ami most 0). (Mivel itt a szimmetria tulajdonsagot
elhagytuk, nem hivatkozhatunk a ,szimmetria kozéppontjara”.) A Maple segitségével egy
egyszeri szamoléssal kapjuk, hogy az f szélsGértéke a 0 és 1 gyokok kozott abszolatérték-
ben nagyobb, mint az 1 és 2 kozotti szélsgérték. (Mivel ezek a szamok nem raciondlisok és
nem adhatoak meg egyszeriien, a részletektsl most eltekintiink.) Azaz a szélsGértékekre
vonatkozo szigori névekvs tulajdonsig ebben az esetben sem teljesiil.

4.3. A 4.2.4 Tétel bizonyitasdhoz hasznalt eszkozok

Ahogy azt latni fogjuk, a 4.2.4 Tétel egyszert kivetkezménye a kovetkezs két allitasnak.
Ezek nagyon hasonléak, de technikai okok miatt megéri ket kiilon megfogalmazni.
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4.3.1. Allitas. Legyenek 0 = ag < a; < --- < a,, valds szamok, melyekre
a; — a1 <agy1—a; (1<i<n-—1) (4.4)
teljesiil, és legyen .
fi(z) = xH(m —a;)(z + a;).
i=1
Legyen «; az fi polinom a; és a;11 kozotti szélsdértéke, aholi =0,...,n— 1. Ekkor

[filao)] < [filan)| <--- < [filan-1)].
4.3.2. Allitas. Legyenek 0 < a; < --- < a, valds szamok, melyekre
3a; <ay és a;—ai 1 <ay1—a (2<i<n-—1) (4.5)
teljesiil, és legyen

n

fa(z) = H(:z: —a;)(z + a;).

i=1
Legyen «; az fo polinom a; és a;+1 kozotti szélsdértéke, aholi=1,...,n—1. Ekkor

[£200)] < [falan)| <+ < |falan-1)l.
4.3.1. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a Rolle tétel szerint f; és f, szélsGértékei rendre
a 4.3.1 és 4.3.2 Allitasokban leirt moédon helyezkednek el, azaz a gyokok kozott.

A 4.3.1 és a 4.3.2 Allitasok igazolasahoz sziikségiink lesz par tovabbi lemmara. Az elsé a

r(@%ﬂ% ( € C\ Zeo)

n=1

modon definialt I fliggvény specidlis tulajdonsagait irjale. (Itt Z<, a nem-poztitiv egészek
halmazat jeloli.) Megjegyezziik, hogy a I'(z) fiiggvény tobbféleképpen is definidlhato. A
fenti alak az tgynevezett Euler-formula.

4.3.1. Lemma. A I' figguényre az aldbbi dllitdsok igazak.

i) Barmely z € C\ Z<y szamra
2l(z) =T(z+1)
teljestil.

ii) Bdrmely z € C\ Z szdmra

P -2) = sinz

teljestil.
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iii) Bdrmely uy, ug, v1,v9 € C\ Z<o szamokra, melyekre uy + uy = vy + vy fenndll,

ﬁ (k+u)(k+uz) T'(v)(v2)
(k+v1)(k+wv2)  D(up)I(u2)

teljestil.

A 4.3.1 Allitas bizonyitasahoz, sziikség lesz az alabbi lemméra.
4.3.2. Lemma. Legyenek 0 < a; < --- < a, valds szamok, melyekre

a; — a1 < a1 —a; (2<i<n-—1)
teljesiil. Ekkor minden iy,io—re, ahol 1 < i1 <y < n, az

ai2 S 19

ail 11

egyenldtlenség teljestil.

A 4.3.2 Allitas igazolasahoz a 4.3.2 Lemma kovetkezs modositasara lesz sziikségiink.

4.3.3. Lemma. Legyenek 0 < ay < --- < a, valds szdmok, melyekre

3ay < as

a—ai1 <ai1—a (2<i<n-—1)

teljesiil. Ekkor minden i1,ia—re ahol 1 < 11 <19 < n, az

%>2§2—1
CLil_QZl—]_

egyenldtlenség teljesiil.
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5. fejezet

Littlewood polinomok négyzetértékei

5.1. Bevezetés

A Littlewood polinomok, azaz a +1 egyiitthatokkal rendelkez6 polinomok, kiterjedt szak-
irodalmmal rendelkeznek. A gyokeik halmaza, azaz az

L ={a € C: a egy Littlewood polinom gytke}

halmaz, rengeteg érdekes tulajdonsaggal rendelkezik, és sokak figyelmét felkeltette. Csak
néhany tjabb kapcsolodé tanulményt emlitiink meg, és javasoljuk az érdekl6dé olvaso-
nak, hogy tanulmanyozza ezeket és az ezekben taldlhatd hivatkozésokat. Peled, Sen és
Zeitouni [48] tetszdleges Littlewood polinomok kétszeres gyokeit tanulméanyoztak. Balis-
ter, Bollobas, Morris, Sahasrabudhe és Tiba [3| a kozelmultban igazoltdk, hogy minden
n > 2 fokszamra léteznek tgynevezett lapos Littlewood polinomok, mellyel megoldottak
Littlewood egy régi sejtését.

To6bbek kozott Han és Schied [40] az ugynevezett ,lépesés” gyokeit és alkalmazésaikat
vizsgaltdk ezeknek a polinomoknak. Hare és Jankauskas [41] és Yakir [68] a Littlewood
polinomok egységkoron beliil elhelyezkedd gydkeit vizsgaltak. Mindezek mellett a Litt-
lewood polinomok bizonyos oszthatdsagi tulajdonsagait is érdeklédés Gvezi; lasd példaul
Dubickas és Jankauskas cikkét [18], ahol azt a problémat tanulmanyoztak, hogy a Little-
wood polinomok sosem oszthatéak Newman polinomokkal, vagy Mossinghoff [46] cikkét
Littlewood polinomok el6irt ciklotomikus tényezgirsl. A kozelmiltban a Littlewood poli-
nomok diofantikus tulajdonsagait is kutattak. Hajdu és Varga [39] és Hajdu, Tijdeman és
Varga [37] végességi eredményeket igazoltak ezen polinomok polinomértékeire, hatvany-
értékeire és eltoltjaik hatvanyértékeire. Lényeges megemliteni, hogy a hires

" —1
=y (5.1)

r—1
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Nagell-Ljunggren egyenlet x,y,n,¢ egészekben, ahol |x| > 1, |y > 1, n > 2, £ > 2
egy fontos, specialis esete ennek a problémanak, melyet szintén tobb matematikus is ta-
nulményozott. Valoban, az (5.1) baloldalan szereplé polinom egy Littlewood polinom,
melynek minden egyiitthatoja 1. Az (5.1) egyenletnek hatalmas a szakirodalma. Most
csak Ljunggren [44] klasszikus eredményét emlitjiik, mely szerint az (5.1) egyenletnek
¢ = 2—re az egyetlen megoldasa (x,y,n) = (7,420,4). Mivel mi a Littlewood polino-
mok négyzetértékeivel foglalkozunk, ez az eredmény kifejezetten érdekes szamunkra. Mar
most megemlitjiik, hogy az j eredményeink alapjan a megoldashalmaz meglehetésen kor-
latozott az altaldnos Littlewood polinomok esetében is. A Nagell-Ljunggren egyenlethez
kapcsolodo tovabbi eredményekért és vizsgalatokért az érdekl6ds olvaso figyelmébe ajanl-
juk Shorey és Tijdeman [57| konyvét, Bennett és Levin [7] 0j cikkét és a benniik talalhato
hivatkozésokat.

Ebben a fejezetben megadjuk a n = 3,5 és paros n < 24 fokszamu Littlewood polinomok
minden négyzetértékét. Ehhez tobb kiilonb6z6 eszkozt is hasznalunk, koztiik az elliptikus-
és magasabb génuszu gorbéket, a Chabauty-modszert és a Runge-moédszert. Ahhoz, hogy
a magasabb fokszamu (n > 14) eseteket is kezelni tudjuk, mivel itt mar nagyon sok po-
linomot kell vizsgalnunk, alapos megfontolasra és dvatos megkozelitésre van sziikségiink.
Emellett szamitasi eredményeket is 6sszegytijtiink (melyek bizonyos korlat mellett leirjak
az Osszes megoldast) az n < 17 paratlan esetekben. Az eredményeink alapjan megfogal-
mazunk par érdekes problémat is, melyek tovabbi kutatasok alapjat adhatjak.

5.2. A f6 éredmény

A 16 tételiink a kovetkezd.
5.2.1. Tétel (Hajdu L., Herendi O., Tengely Sz., Varga N. [34]). Legyen f(z) egy n—ed
foku Littlewood polinom, aholn = 3,5 vagy 2 < n < 24, paros. Ekkor az

fl@) =y (5:2)

egyenlet minden x,y megolddsa, ahol |x| > 2 ésy > 0, az 5.1 és az 5.2 tdblazatban
talalhato.

f(z) (.9)
+ad 2t —1 (£ +1),t(t* +2)) (t € Z>1)
2’ —a?ratl (% — 1), ¢(t* = 2)) (t € Z>1)
34+t +1 (£7,20)

+xd ot a2y -1 | (£ +1),t(t* +3t2 +3)) (t € Zsy)

+2° —atEad o+ 1| (£ 1), t(t* =32+ 3)) (t € Zs1)

5.1. tablazat: Az (5.2) egyenlet minden megoldasa n = 3, 5 esetben,
ahol |z| > 2 ésy > 0. A &+ és a F jelek minden sorban egyszerre
valtoznak.
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@) @.9)
rxad —a?Fa+1 (F3,7)
a2t —1 (£5,27)
trad+atFa—1 (F5,23)
e A e | (£3,11)
Bt -t Fd—PFa+1 (F9, 683)
R I e e T | (£7,363)
S+ adrat a2+ 1 (F3,23)
22+l — g0 — 8" — S+t Tt 4L+ 1 (F3,553)
24+t — 0+ a8 " S F S — k4?41 (+3,821)
22t 420 — ¥ TSt — et — 2 Fa 41 (F3,655)
R i =F L L e e A R = R | (¥3,1661)
o+ pl3 — 12 4 o1t Wred 84" —aSFab+atFa2 -2+ +1 (£3,2437)
et 24 20 ¥ " a2 — 2 2?1 (F3,1597)
et aB 4P et 04 9 4 8 L " — S Pt F St Fa 1 (F3,1955)
B 24t 209 ¥ LT bt —atFad 21 (F3,1859)
et B 2 £l 09 8 T S b — ettt Fae 41 (¥3,1901)
0L gld gl g2l 109 8™ — S+t Fad+a2Far+1 (F3,5011)
x4 pld 13 12l 1009 8 4 0T S it ettt Fa4+1 (£3,7087)
0L gld gl 24 My 009 4 8 " 4 a8+ —at Fad -2+ +1 (£3,7121)
04 gld B p 2l 109 4 8 T 4 oS b~ Fod+ a2+ +1 (F3,5117)
015 3 12 4l 104 9 8 T S b ittt 2L+ 1 (F¥3,5089)
o054 B 423 10449 28427 S £ b 4ot a3 22+ 1 | (£5,422409)
0o LB 42l 0L 09 8 " oS+ — L 42 Fa+1 (£3,8005)
0ttt B 2 el 40409 48+ 0" — oS Fadb 4t 3+ a2 Fo+1 (F3,5713)
20 £ atd 4B 42 4 0% 428 42" —ab L a® —at £t + 2 Fao+1 | (4£3,8033)
o84t 05 a3 23U 40509 2842 " 4l tad 4 atFad+a?Fa+1 | (£3,21263)
a8l T — g0t M 18 12l 1094 08407 283 o4 a3 —242+1 (F3,14927)
o84t Oy B 423 0509 4 a8 g2 —abS+a® —at £ —2?Fa+1 | (F3,15383)
o84t O3 gl pl3 12421 4 10409 1 08427 26 40° 2403 —2?Fa+1 | (F3,15235)
o84t 164215 a3 4 1230 210409 4 o84 2" 4 aS tadtat Fad+a?Fa+1 | (F3,14083)
a8l T4 104215 gl g3 4 124 11y 1009 4 08 4 0T 0405l 2 F 41 (F3,16859)
a8t plT 4164 10l 18 4 12 gl 104 09 4 082 283 4340252 +1 (F3,17053)
22019 I8 17T gl L 15 L gl L 18 12 1l 104 g9 4 8 T 4 2 (F3,44851)
-zttt +1
2P0 19— 2B F 2l 420 F o o F o a2 Foll — 20 +49 + 45 Fal — a0+ | (F3,46159)
P rrtFlt 4l Fr+1
220+ 19— g8 £ g 17 4 216 £ 415 _ g4 £ 418 L 12 T o0l _ 200 109 8 07 6 ¢ | (£3, 66649)
Dyttt 2 Fe+1
20 £ 4Bl 4 S B a2 gt — 205 a8 2" -2 £ | (F3,53903)
-ttt 2 Fe+1
220219 I8 L 1T p g0 5 Ll 18 4 12 4 1 4 102 g9 — 8 07 — 26 £ (F3,51449)
P +rtFt 4t +1
20 £ 4 LT 40 P S 4 22 4 M 4 10409 ¥ " — 204+ | (£3,51169)

-ttt —a?tr 41

22 & 228 _ 20 419
bttt Fd -t +1

xlS + (E17 + 1.16 ¥ $15 + 1’14 ¥ $13 + 5[]12 + ,’Ell + JIIO ¥ xQ

—% 4

(F3,134699)
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22 4 g2 20 19 4 I8 17 16 4 15 T T3 T2 o T M0 0 T8
2T =Sttt — a2 Fa+1

(¥3,138031)

222 £ 221 _ 520 19  pT8 = o 07 _ 06 4 o5 _ 04 08 _ 02 = (0T |10 = 9 _ 8
2T+ Fh 4t — 2 Fa 41

(3, 138017)

22 & 220 — 20 1 19 4 18 17 4 16 7 o156 | Td = 05 T2 = 01 00 4 00— 8
S Ft 4ttt - Fa+1

(F3,137545)

222 £ 221 _ 320 1 19 T8 3 o 07 06 £ o 06 T a1 08— 12 = 0T 00 £ 9 8 4
2l —ab Pttt - Fa+1

(¥3,137531)

22 4 g2 _ 20 4 19 I8 07 16 4 o T5 L Ta 4 T8 T2 o T 00 00 8
L S e o R N L o |

(F3,125645)

222 £ 221 — 320 & 19 08 ¢ o 07 06 4 o6 T8 3 08 _ 02 = (0T 10 = 9 8 4
2T -t — et +1

(£3,199595)

22 & 228 — 220 & 19 4 18 17 4 216  p15 _ g 14 3 o053 T2 4 o T 00 4 00 78
2l —ab Pttt 4t +1

(£3,200221)

x22:i:x21+x20:1:x19—x18:1:x17—x16:1:x15—x14:1::v13—m12:tx11+m10:tx9+x8:1:

2l —abt b —t e —a?ta+1

(£3,208771)

I22:t$21+$202‘:I1971‘18:‘:1‘1771716:‘:13154*1‘14:‘:1‘134*9312:!:1‘11+SC10:F.T9*.138:‘:

2T S Fh 4t Fad -2t +1

(3, 150583)

xQQixm—|—x20ix19+x18ix17—x16ix15—x14$x13+x12$x11—x10$x9—x8¥

2T+t 4t —2 41

(F3,153113)

22T E 28 22 21 _ 20 ¢ 19 _ 08 £ 07 06 = 05 T A 4 08 a2 £ a1
e O0Fa? — ¥ " — S Fah a2 F+1

(£3,574033)

22T 128 _ 22 g2 § 20 4 19 _ T8 o 07 06 3 05 T 4 08 a2 oI
20+ — ¥ Fa 4 S Fah -t Ft -2+ +1

(£3,582397)

22T 2 222 3 21 4 20 19 4 18 £ 07 16 06 T T 48 12 £ T
20 F? — ¥t — S Fh 4t a2 Fa+1

(F3,412495)

22T 28 22 4 21 _ 20 £ 09 A8 £ 07 06 06 T 08 a2 Il

2O F — ¥ FaT S Fh—at -2t +1

(£3,592643)

22T E 28 _ 22 & g21 _ 20 1 19 08 07 106 o o 06 a4 3 03 A2 4 0T
20+ + ¥ e 4ttt F -2t +1

(£3,592913)

22T 1 128 _ 22 4 g2 g20 4 19 _ T8 £ A7 06 £ 05 04 13 02 £ AT
2O Fa 9+ Fao a8+t Ft 2L+ 1

(¥3,385331)

22T 3 22 4 21 4 20 19 08 £ 07 106 £ o065 T T £ T8 02 T
2O F? — ¥ FaT+ S F -t F S+l Fa+1

(£3,600493)

l‘24 + 3723 _ 3722 + 1‘21 + 1‘20 + 1‘19 + 1‘18 + xl? _ $16 ¥ .’13‘15 _ .T14 ¥ .T13 _ 1,12 + .1?11 +

$1O:F.179—ZZ?8:FZL'7—|—1‘6:|:1‘5+JU4:FSCS—IE2:F£C+1

(F3, 385999)

LL‘24 + .’1,‘23 + .’,1322 ¥ (L‘21 _ xZO + x19 _ $18 + 3317 + $16 + 56'15 _ .’L'14 + .%'13 _ .%'12 F .’Ell +

2 O0F? — ¥ e 4 S F S+t F 42 F e+ 1

(F3,474325)

22T E 22 1 22 7 22 4 220 5 410 _ 18 F g17 § g16 5 15 | 14§ g18 _ 12 4 il
20t a9+ 28+ — S Fabh —atFt -2 Fa+1

(¥3, 484333)

22T 2B L 22 F 220 4 220 F 19 4 I8 o g7 _ 16 15 14 £ 08 12 £ 0T
20 Fad — a8t a8 +ad — Lt — 24+ +1

(£3,632495)

22T £ 22 ;222 £ 220 _ 220 1 419 _ 18 § g17 _ 416 ¢ 05 _ 14,13 {12 11
O FO ¥t + a8t — a2 Fa 41

(F3,454241)

22T E 28 22 £ g21 _ 20 1 19 ¢ 08 £ 07 106 o 06 T - 08 2 £ T
2O F '+ " — S Fah a2+ 1

(F3,455449)

22T 12 22 £ g2 _ 520 4 19 _ I8 o 07 06 £ 05 04 - 03 a2 I
20+ — ¥ Fa  — S Fah+atF et 2 Fo+1

(£3,644801)
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2P {222 £ 2 4 220 £ 09 g8 F g7 210 £ g5 4 g1 £ 18 4 12 £ o1 | [ (43, 650615)
2O F? — ¥t a8t~ F S — 2 Fa+1
TP 122 00 4 20 L0 1P £ 120 £ g3 £ 22 £ 1 | (3,460231)
l‘loidig—1‘8:|:1‘7+1‘6:tx5+CC4ZF$3+x2:|:$+1
5.2. tablazat: Az (5.2) egyenlet megoldasai paros 2 < n < 24
esetén, ahol || > 2 és y > 0. A + és a F jelek minden sorban
egyszerre valtoznak.

A teljesség érdekében, és hogy a péaratlan kitevsk esetére is tobb, numerikus eredményt
tudjunk adni, egy hasonl6 allitdst fogalmazunk meg paratlan n—re is. Megyjegyezziik,
hogy ebben az esetben nem tudtuk az (5.2) egyenlet minden megoldasat megtalalni. Itt
a célunk, hogy a szamitasok segitségével teljesebb képet alkossunk a megoldéasokrol.

5.2.1. Allitas. Legyen f(z) egy n—ed foki Littlewood polinom, ahol 7 < n < 17 pdratlan.
Tovdbba tegyiik fel, hogy f(x) nem tartozik az aldbbi polinomcsalddok egyikébe sem.:

i(x2k+1++xk+l_xk__1>:i<x_1)<xk++x+1)27 (53)

+ (x2k+1 _ak g4 (—1)k+21‘k+1 + (_1)kxk’ +ot 1) =
=+ + D" 2"+ (-1D)F)E (54)

+ (:134k+3 + o2 Akl Ak 4.+ (_1)kx2k+3 + (_1)kx2k+2
+ (=DF ()R 1) =
=+ + )@+ D@* 222+ + (=DF? (5.5)

+ ($4k+3 _ x4k+2 _ x4k+1 + l’4k 4L+ (_1>kx2k+3 _ (_1)kx2k+2
+ (=D (=) 1) =
=+ — D>+ 1) (@ 22+ + (-1)"% (5.6)

Ekkor az (5.2) egyenlet minden xz,y megolddsa, ahol x,y egészek, és 100 > |x| > 2 és
y >0, az 5.3 tabldzatban taldlhato.
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@) @9

+aT —aSFad -2ttt -2ttt +1 (£3,34)

+a — a8 LT+t +at Lt -2t +1 (£3,128)

+a% 4+ 8 Fa a2 -ttt — P Fa+1 (£3,158)

+ad+ a8 L2’ —abFadS+atLad -2t Fa+1 (£3,166)

4l 09 L 8 " — S L+t — 2 Fa+1 (£3,320)

ol — 20 ¥ " S bttt —2?Fa+1 (£3,328)

+all — 0429 a8 Fa” —aSFad 4t 224241 (3, 358)

dalt — 0429 ¥ 2" —af L ad —atFad -2 Far+1 (£3,382)

413 2 el 0L 9 8 " — S F b —t et 4t F 41 (£3,986)

o g2l 09 8 b T S it — 2 F 41 (+3,1076)

413 24t 0+ a8 LT 4 S Fah bt -2 41 (£3,1100)

+rB el 09 8 " S Fad — Lttt 41 (£+3,1366)

B 424 409 8 " S Fab —tFat — 2t 41 (£3,1532)

4 gl p 3 2l 104 09 8 4 S S bttt 2 F e+ 1 (£3,3226)
ol — M aB P 0 — ¥ " S TS bt 2?41 (£3,3274)

o g p 3 2L 0L 09 ¥ " a8t — et — 2 +1 (£3,3298)

+a — LB 2 gt 049 a2 —abF® 2t Lttt T+ 1 (£3,3388)
42l O gl M LB P 03 — S FaT bk — k2 2?2241 | (£3,8296)
+al7 — O g M B a2l — 29+ — a8 g — S Fad —atFad -2+ 1| (£3,8674)
427 O g M B 24 0+ S g S kSt 2?2+ 241 | (£3,8876)
pl7 — g0 4 15 gl L g8 2l _pl0 4 09 L a8 " 400 40—t Fad — 2 Far+1 (£+3,9824)
+l7 — 6 £t £ 213 12 £l 4 20409 4 ¥ a4 T+t 2% — 22 £+ 1 | (43,9848)
+alT -6 £ 15 — M LB 24 — 0L 9 4 a8 L0 — S FaS Lt + 2 Fa+1 | (£3,9896)
4l 6L M g 24 4 0L S g T 4 ab L —atF a2 F a4+ 1| (£3,10166)
FalT 40l M Lol 224l 42052 — a8 g —aS L a2t a3 -2 Fao+1 | (£3,12802)
+rlT 40 £ gl 12 L2 1049 41 08 2" a8 £ 2° — 2t Fad 422 £+ 1 | (£3,13408)
+alT 420 £ — M p B a2 4l 420529 — a8 L2 4 a8 Fad -2t 23 -2 Fao+1 | (£3,13450)
+l 74l £ M £ 24 039 4 a8 L —aS S+t Fad 2 Fa+1 | (£3,13874)

5.3. tablazat: Az (5.2) (kivéve mikor f(z) az (5.3), (5.4), (5.5),
(5.6) polinomok egyike) egyenlet megoldésai, ahol 100 > |z| > 2
ésy > 0a7<n <17 paratlan esetre. A £ és a F jelek minden
sorban egyszerre valtoznak.

Megyjegezziik, hogy amikor az f(x) polinom (5.3) vagy (5.4) alaku, trivialis, hogy az
(5.2) egyenletnek végtelen sok megoldasa van. Tovabbé, a Magma [13] IntegralPoints
parancsanak hasznalataval azt kapjuk, hogy az

+x4+ 1)@ +1) =y & *(@—-1D@*+1) =y

egyenletek megoldasai az (z,y) = (0, £1), (£1,0), (£7,420) szamparok. Igy, ha az f(z)
polinom (5.5) vagy (5.6) alaku, akkor az (5.2) egyenletnek x = +7 (rendre + és — elGje-
lekkel a baloldalon) megoldasa minden n—re, ahol n = 3 (mod 4).

Megjegyzés. Az |r| < 2 eseteket kizarhatjuk, annak ellenére, hogy nem adunk fels6
korlatot n—re. (Megjegyezziik, hogy a rogzitett fokszamu Littlewood polinomok négyzet-
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értékei minden z—re, ahol |z| < 2 kénnyedén felsorolhatoak.) Az x = 0 eset trivialis, és
x = £1 esetek is egyszertiek. Az x = +2 esetek viszont kicsit tobb figyelmet érdemelnek.
Amennyiben f(z) egy Littlewood polinom, f(—=z) is az. Igy, ha a Littlewood polniomok
értékeit szeretnénk vizsgalni +2—ben, elegendd az értékeket 2—ben vizsgalni. Ahogy az
kénnyedén ellendrizhets, barmely r paratlan egész, melyre —2"!1 +1 < r < 271 1
teljesiil, egyértelmien felirhato f(2) alakban, ahol f egy n—ed foku Littlewood polinom.
Valoban, ezek az r szamok megadhatoak

A L A D L) L ) 1 o DUUI LI B Lot R S R |

alakban, és (rogzitett n esetén) a reprezentaciojuk egyértelmii. Ez mutatja, hogy az (5.2)
egyenlet || = 2 megoldasai leirhatoak.

5.3. Az 5.2.1 Tétel bizonyitasdhoz hasznalt eszkozok

A tételiink bizonyitasahoz kiillonb6z6 esetekben kiilonbozs eszkozoket hasznalunk, ezért
érvelésiinket kiilon részfejezetekben mutatjuk be. A hasznalt kodokat elérhetévé tettiik
itt: https://shrek.unideb.hu/"tengely/LittleWood.html.

5.3.1. Az 5.2.1 Tétel bizonyitasdhoz hasznalt eszkozok n = 3 ese-
tén

Tekintsiik a f(r) = 2% + 22 + x + 1 Littlewood polinomokat, és vizsgaljuk az (5.2)
egyenletet esetiikben.

A 16 egyenlet tanulményozéasa soran, az x — —x helyettesités segitségével elegendd csak
azokat az egyenleteket figyelembe venni, ahol az f(z) f6egyiitthatoja pozitiv.

Két gorbe, amelyeket az (5.2) egyenlet implikal, szinguléaris. Nevezetesen, amikor

f@)y=2*+2—2—1=(x—1)(z+ 1)
és
fx)y=2 2> —2+1=(z+1)(z - 1)
az (5.2) egyenletnek végtelen sok megoldasa van. Ezeknek a megoldasoknak a leirasa

trivialis.

A t6bbi esetben az (5.2) egyenlet egy elliptikus gorbe, igy meg tudjuk kapni a gérbék
egész pontjait (melyek az egyenlet megoldasai) a Magma [13] (Gebel, Peths, Zimmer [25]
és Stroeker, Tzanakis [62] modszerén alapul6) IntegralPoints algoritmuséat hasznélva.
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5.3.2. Az 5.2.1 tétel bizonyitasa n = 5 esetén

Az (5.2) egyenlet, ahol most f(z) = +2° £ 2* £ 2% £ 2% £ 2 £ 1, hiperelliptikus egyenlet.
Hasonl6an az n = 3 esethez, elegendd a pozitiv fGegyiitthatos f(z) egyenleteket vizs-
galni. Igy 32 darab egyenletet kell csak tanulmanyozni. Chabauty modszerét [16] és a
hiperelliptikus logaritmus modszert [23] fogjuk hasznalni ezen egyenletek megoldasahoz.

Két olyan esetiink van, melyek reducibilisek és van olyan tényezGjiik, mely négyzetes.
Ezek az

P4ttt -2t -2 -1 = (a-1)(2*+x+1)%
-t —r+1 = (z+1)(2" —z+1)%

egyenletek. Ezekben az esetekben kénnyedén felirhatjuk az (5.2) egyenlet minden megol-
dasat.

A fennmaradé esetekben 2 génuszi gorbéket kell vizsgalnunk. A Magma [13| hasznéla-
taval kiszamolhatjuk a Jacobian rangjat és meghatarozhatjuk a Mordell-Weil csoportjuk
generatorait, Stoll cikkei [58], [59], [60] alapjan.

Kovetkezs lépésként, a Baker modszer [1] segitségével meghatéarozunk egy (nagy) felsd
korlatot log |z|—re. Most a [23|-ban szerepld tovabbfejlesztett verziot fogjuk hasznélni.

5.3.1. Lemma ([23], 2.1 Allitas). Legyen o az f(z) polinom egy gyike. Tegyiik fel, hogy
ismerjik a J(C)(Q) Mordell-Weil csoport generdtorait. Ekkor létezik egy meghatdrozhato
véges K halmaz, mely Q[a] feletti egészekbdl dll és ha az (x,y) pdr a C' egész megolddsa,
akkor v — o = k& teljesiil valamely k € K és £ € Q|a].

Tovdbbd, tegyiik fel, hogy k € IC. Legyenek a kiillonbozd konjugaltjai o, ca, i3 €S K, Ko, K3
rendre k kilonbozd konjugdltjai. Legyen Ky = Q(ou, g, /F1R2), Ko = Q(ay, as, /Kiks),
K3 = Q(ag, a3, \/Raks) €s L = Q(ay, as, a3, \/K1ka, /F1ks). Ekkor létezik egy kiszdmolha-
to B, konstans, mely csak a—tol, k—tol, a K;—k fokdatol, reguldtoraitol, osztalyszdmaitol,
eqység rangjaitdl és L fokdtdl fiigg, 1gy, hogy ha x # 0 egy egész, melyre v — o = k&>
teljesiil valamely & € Qla]—re, akkor log x| < By.

Igy, ha (z,y) a C egy egész megolddsa, akkor log|z| < B := max,cx B, teljesiil.

Esetiinkben 2° egyiitthatoja 1, igy a kovetkezs, egyszertisitett verziojat hasznalhatjuk a
[23]-ben szerepls 3.2 Kovetkezménynek.

5.3.2. Lemma ([23|, a 3.2 Kovetkezmény egyszertsitett verzioja). Legyen B egy felsd
korldtja C' egész pontjainak logaritmikus magassdgdra. Ekkor

M < \/p3" (2B — 1)

teljestil.
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5.3.3. Az 5.2.1 Tétel bizonyitasdhoz hasznalt eszk6zok paros n—re,
ahol 2 <n <24

Legyen f(z) egy n = 2k, 2 < n < 24 paros foku Littlewood polinom, és tekintsiik az (5.2)
egyenletet. Elvben 2! egyenletet kell megoldanunk. Mivel |z| > 2 esetén |x|™ > |z|" ! +
..+ |x|+1, igy rogton kizarhatjuk azokat az eseteket, ahol f(x) fGegyiitthatoja —1, hiszen
ekkor nem létezik |x| > 2 megoldéas. Tovabba, az n = 3,5 esetekhez hasonloan, az © — —x
helyettesitéssel az egyenletek szamat lefelezhetjiik. Igy elegend tanulméanyoznunk az (5.2)
egyenletet olyankor, amikor az f(x) polinom

f@)y=a"+2" " e+ e, 1w te,

alaki, ahol es,...,e, € {—1,1}. Ezzel mar csak 2”1 egyenletet kell megvizsgalnunk.
Ezen egyenletek megoldasahoz Runge modszerét fogjuk hasznalni.

Elssként a 4/ f(z) co—ben vett Puiseux kiterjésztésének polinom részére lesz sziikségiink.
A kovetkezd allitas erre egy altalanos formulat ad.

5.3.1. Allitas. Legyen
fx)y=a"+ex" P+ Fe,1x e, (5.7)
eqy n = 2k pdros foku Littlewood polinom. Ekkor létezik eqy eqyértelmien meghtardrozhato
u(z) = upr® + ug e i+ g (5.8)

polinom, ahol ug = 1 és u; € Q (i = 1,...,k) gy, hogy f(x)—ben és u*(x)—ben az
x' tagok egyiitthatdja megegyezik (i = k,k +1,...,n—re). Tovdbbd az u(x) polinom u;
egytitthatoinak d; nevezdire

d; =2 (5=0,1,... k) (5.9)

teljesiil, ahol v5(€) a 2 kitevdjét jeloli az € pozitiv egész primtényezds felbontdsdban.

Vegyiik észre, hogy amennyiben az f(x) polinomot
f(x) = F(z) + g() (5.10)
alakban frjuk fel, ahol
Flx)=a"+2" 4 e 24+ ... + ", g(z) = b1 T L en 1T+ e,

akkor az 5.3.1 Allitdsban meghatérozott u(z) polinom kizarolag csak F(x)—t6l fiigg, és
g(z)—t6l fiiggetlen. Igy minddssze a lehetséges F'(x) polinomokon kell végigmenniink, ami
azt jelenti, hogy elegendd 2*~! darab polinomot vizsgalnunk.
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Legyen t = 272(") Vegyiik észre, hogy az (u(x) — t)? — f(z) és (u(z) + )% — f(x)
polinomok fokszéma k, f6egyiitthatdjuk pedig rendre —2t és 2t. Ebbdl kovetkezik, hogy
létezik egy olyan C' konstans, amire |x| > C és vagy

(u(z) —t)* < f(z) < (u(z) +t)? (5.11)
vagy pedig
(u(x) +1)* < f(2) < (u(x) —t)? (5.12)

teljesiil.

Szamitasok utén azt kapjuk, hogy f(z) értéke nem lehet négyzetszam, ha |z| > C. Mas
szoval, az (5.2) egyenletnek nem létezik |z| > C megoldasa.

Igy a feladatunk a kévetkezd: talaljunk egy megfelels C' szamot, és ellenérizziik x egészekre
az egyenlet értékeit, ahol 2 < |z| < C. Ehhez feltehetjiik, hogy sem az (5.11), sem pedig
az (5.12) egyenlStlenség nem teljesiil.

Rogzitsiik F(z)—et az (5.10) egyenletben. Ekkor wu(z) szintén rogzitett. Tekintsiink
g(x)—re az (5.10) egyenletben tigy, mint egy tetszdleges, de rogzitett k—1 foka Littlewood
polinomra. Legyenek

hi(w) = (u(2) = t)* = F(z) = g(2), hao(w) = (u(z) +t)* = F(2) — g(x). (5.13)

Itt hy(z), ho(z) polinomok fokszama k, fGegytitthatojuk pedig rendre —2t és 2t. Mivel az
(5.11) egyenl6tlenség nem teljesiil,

h(z) >0 vagy ha(z) <0
fennall. Hasonléan, (5.12) szintén nem teljesiil, igy

hi(x) <0 vagy ha(z) > 0.

Ezekbdl lathato, hogy ha || < max(C, Cy), ahol C; a h;(x) polinom gyokeinek abszolit
értékének a maximuma (i = 1,2).

Igy hasznalhatjuk a C' = max(C1, C,) konstanst. A C; és C konstansok felss korlatjanak
kiszamitasdhoz az alabbi lemmat hasznaljuk.

5.3.3. Lemma. Legyen a,z" +a,_ 12" 1 +---+ag eqy komplex egyiitthatds polinom, ahol
a, # 0. A polinom dsszes gydkének abszolutértéke felilrdl korlatozhato az

|

ap—1 Qo

Qn

Ap—2
G,

g ey

1—|—max{

an

kifejezéssel.

32



A C meghatéarozasa utan annyi dolgunk maradt, hogy minden z—re, amelyre 2 < |z| < C
teljesiil, ellendrizziik, hogy megoldasai-e az (5.2) egyenletnek. A hiperelliptikus gorbék
kis” racionalis pontjainak kiszamitasahoz Stoll ratpoints kodja [61] hasznalhato. Mi
ehhez a hyperellratpoints fiiggvényt hasznaltuk, ami Stoll kodjank az implementacioja
PARI-ban [47].
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