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1. Bevezetés

A dolgozat témaéja a komputergrafika egyik kozponti teriilete, a gorbe- és fe-
liiletmodellezés. E teriilet egyik feladata, hogy egy elére megadott ponthal-
mazhoz bizonyos feltételeket kielégité gorbét vagy feliiletet illesszen. Az igy
létrehozott, igynevezett szabadformaéju feliiletek széleskorii alkalmazdsra ta-
ldlnak a szamitégéppel segitett tervezésben az autégydrtastol a tudomdnyos
adatok szemléltetéséig.

A Kklasszikus geometria jol ismert teriiletei a vonalfeliiletek és a kifejt-
hetd feliiletek, mindemellett a komputer grafikiban és a szamitégéppel segi-
tett gyartasban (Computer Aided Manufacturing) szintén sok alkalmazdsa
van e feliileteknek. Minden ilyen alkalmazds alapvetd kérdése a kovetkezd.
Ha adott egy feliilet, akkor hogyan lehet kozeliteni vonalfeliilettel. Ha a
sziikséges pontossdggal meg tudjuk ezt tenni, akkor a vonalfeliilettel tudjuk
helyettesiteni az eredeti feliiletet, és egyszerilisodik a gydrtds vagy novek-
szik a pontossdg. Sok esetben csak egy ponthalmazt kapunk a feliiletrél,
amit példaul egy lézer szkenner adott meg nekiink. Megtehetjiik, hogy egy
ponthalmaz (pontfelh6) legyen az inputja az dltalunk térgyalt algoritmusok-
nak. A feliiletek megadasanak szokdsos médja, a kiilonbozd tipusi spline
feliiletek haszndlata. Ilyen lehet példdul a Bézier, B-spline vagy a NURBS
feliilet. Tehdt nagyon kivdnatos eredmény lenne, ha a vonal és kifejthetd
feliileteket, mint spline feliileteket tudnédnk kezelni. A szakirodalomban sz&-
mos mddszert taldlunk, amelyekben ilyen tipusu feliileteket haszndlnak fe-
lillet approximécié vagy feliilet interpolédcié esetén. Mindegyikben azonos
azonban, hogy eredetileg rendezett adatok - azaz gorbe esetén pontsorozat,
feliilet esetén pontracs - modellezésére alkottdk 6ket. Rendezetlen adatok
kezelésére ezek a standard algoritmusok eredetileg alkalmatlanok. Ezen dol-
gozat célja, hogy bemutasson egy olyan eljardst, mely rendezetlen adatok
esetén is lehetdvé teszi a standard gorbe- és feliiletmodellezési algoritmusok
hasznslatdat. A bemutatando eljards egy eléfeldolgozasi részbdl és a tulaj-
donképpeni feliilletmodellezésbél dll. Az elbfeldolgozds soran a rendezetlen
adatokbdl olyan pontsorozatot illetve pontrdcsot allitunk eld, amelyet az
emlitett modellezési eljardsok méar inputként hasznalhatnak. A rendezetlen
adatok kezeléséhez Kohonen-féle mesterséges neurilis hdlézatot és annak
dinamikus véltozatat hasznaljuk.

A mesterséges neurilis hdlézatok elméletének és lehetséges szamitds-



technikai alkalmazdsainak vizsgdlata a 40-es, 50-es években kezddédott W.
McCulloch, W. Pitts és Neumann Jdnos munkdssdgdval, széleskorti elterje-
dése azonban az utébbi két évtizedre teheté. A mesterséges neurdlis halo,
mint az algoritmikus problémamegoldds alternativdja, foként olyan felada-
tokndl haszndlhaté, ahol pontos algoritmikus megoldds nem ismert, vagy az
nagyon lassu lenne.

A dolgozat els6 szakaszaban —a 2. pontban— a B-spline gorbék és fe-
liiletek modellezését tekintjiikk at. Terjedelmi okobdl csak a legfontosabb
definicidkat és fogalmakat targyaljuk.

A kovetkez6 részben attekintjiik az eddigi irodalmat, ahol rendezetlen
adatok modelleznek B-spline vagy Bézier feliilettel. Bevezetjiik a Pliicker-
koordinétédkat, amelyet a jobb megértés kedvéért késébb még 5.3.1. pontban
is kifejtiink. A mérnoki visszafejtés (reverse engineering) kutatdsi teriiletet
megalapoz6 munka Varady Tamds, és szerzbtdrsai (R. Martin és J. Cox)
1997-es (l4sd [85]) cikkéhez fiiz6dik. Weiss, Andor, Renner és Vérady 2002-
es cikke alapjan tudunk beszdmolni a legfrissebb eredményekrél (ldsd [88]).
Annak ellenére, hogy igen intenziv és kiterjedt kutatdsok folynak paraméte-
res feliiletek illesztésére, a megjelent megolddsok gyakran hibaznak. A felii-
let rekonstrukcié kulcskérdése jé paraméterértékek hozzarendelése az adat-
pontokhoz, azaz, hogyan taldljunk olyan pontokat a sima feliileten, amelyek
kozel vannak az adatpontokhoz. Szabdlytalan tdvolsdgban 1év6 véletlen el-
oszlasi adatpontok esetén, a parametrizacié inicializdldsdra szokdsos maéd-
szer létrehozni egy alap feliiletet (base surface), amely feliilet egy durva
kozelitése az input adatok pontfelh¢jének. Ez a feliilet lehet egy sik, egy
henger vagy egy bilinedrisan silyozott Coons-folt (ldsd Hermann és szer-
zOtdrsai [35]), amely a pontfelh6b6l nyert geometriai informaciok alapjan
allithaté elé. A 5.1. pontban ismertetett, dltalam és szerzétdarsaim &ltal
kifejlesztett moédszerrel egyéb formaju bézis feliilet is nyerhetd.

A 4. fejezetben &attekintést adunk a neurdlis halézatokrol, tovabba a
neurélis hélék eddigi alkalmazdsair6l. Roviden ismertetjitk a Kohonen-féle
neurdlis hilézatot.

Az 5. fejezetben olyan gorbe- és feliiletmodellezési médszereket vizsga-
lunk, melyek a neurdlis halézat alkalmazédsa utdn rendezetlen adatok mo-
dellezésére is haszndlhaté. Az 5.1. pontban azzal a neurdlis halé tipussal
foglalkozunk részletesen, amely a fent védzolt problém&ahoz leginkdbb megfe-
lel, ez pedig a Kohonen féle neurdlis halé. Az 5.2. pontban a Kohonen-halé



dinamikus véltozatit vezetjiik be, amellyel az algoritmus hatékonysédgét si-
keriilt novelni. Az 5.3. pontban vonalfeliiletet allitunk el6, itt hasznaljuk
a Pliicker-koordinatdkat. Az 5.4. pontban kifejthetd feliileteket allitunk elé
Kohonen halé segitségével. Felhaszndljuk a dualitds elvét és hivatkoztunk
Pottmann és tdrsainak mostandban megjelent munkdira (lasd [71]), amely-
ben a szerzdk fiiggvényt vezetnek be sikok tdvolsdgdnak értelmezésére.

A dolgozat 6ndllé eredményeken alapulé részei az 5.2. és 5.3., illetve
a 5.4. fejezetekben taldlhaté. Uj eredménynek szamit a 2.3. pontban is-
mertetett elemzés is, annyiban, hogy vizsgédlatot folytattunk, hogyan le-
hetséges interpoldciés B-spline gorbét elééllitani Kohonen-hélé segitségével.
A Pliicker-féle koordinatdk hasznélata és részletes ismertetése annyiban 1j
eredmény, hogy kell6 matematikai alapot biztosit a Kohonen-hédlé haszng-
latdhoz. A dolgozat 6todik fejezetében taldlhaté abrdk mind sajat készitésti
programok ouputjai, tehat az elméleti eredményeket a gyakorlatban is kipro-
bédltuk. A dolgozat terjedelmi korldtok miatt nem tartalmaz programokat,
program részleteket. Meg kell emliteniink, hogy a programozis rengeteg
energiat és id6t emésztett fel. Egyfeldl gy gondoltuk, hogy mindenképpen
sziikséges az elmélet gyakorlati alkalmazdsa, masfel6l az a véleményiink,
hogy informatikai szempontbdl a programozds sorén elért eredmények is
értékesek.

A dolgozat szerzdjeként eziton szeretnék koszonetet mondani témave-
zetémnek, Dr. Szabd Jézsefnek, akitél mérhetetlen tiirelmet, szakmai tt-
mutatdst és batoritast kaptam. Koszonet illeti meg Dr. Hoffmann Mikldst
is, aki segitett a szakirodalom felkutatdsdban, tovdbba szakmai segitsége
nélkiil a dolgozat.nem késziilhetett volna el.



2. B-spline gorbe és feliilet

Ebben a fejezetben attekintjiik a Computer Aided Geometric Design (CAGD)
taldn az egyik legnépszeri{ibb gorbéjét, a B-spline-t. Irodalomként felhasz-
nalom egyrészt G. Farin [24] és Juhdsz Imre [45], [52] munkait, mdsrészt jol
hasznédlhaténak tartjuk még F. Yamaguchi [89], Rogers és Adams [76], és
természetesen Piegl és Tiller [67] konyvét. A B-spline gorbék alapjdul szol-
gal6 ugynevezett B-spline alapfiiggvények mér régéta ismertek. N. I. Loba-
csevszkij mar a XIX. szdzadban vizsgilta azok egy esetét (specidlis csomo-
érték sorozat folott definidlt fiiggvényeket, ldsd Rényi [74], 165. o.). Ezeket
J. Schoenberg 1946-ban statisztikai adatok simitdsdra haszndlta, az 6 cikké-
t61 [79] szdrmaztatjuk a spline approximacié modern elméletének kezdetét.
A B-spline gorbék tervezése a hetvenes évek elején vélik haszndlhatévd. Eh-
hez hozzéjarult a B-spline alapfiiggvények rekurziv tulajdonsdgét felfedezd
C. de Boor [11], M. Cox [19] ¢és L. Mansfield. Tovabba W. Gordon és
R. Riesenfeld [29] munkdssdganak koszonthetjiik , hogy a csak approximé-
cids szempontbdl vizsgalt fiiggvényeket paraméteres gorbék eldallitdséra és
gorbék tervezésére is haszndljék. Jelentds munkdssdgot fejtett ki ebben a
témakorben W. Boehm [10] is.

Az interpolécids és approximéciés gorbék valamint feliiletek eldallité-
séra két kiilonboz6 stratégiat ismeriink. Az egyik lehetéség, hogy az 6sszes
pontot és esetleges egyéb adatot (pl. érinték, masodik derivaltak stb.) figye-
lembe véve egyetlen gorbét vagy feliiletet hatdrozunk meg. Ilyen példdul a
Lagrange, Newton vagy a Hermit interpoldacié. A maésik lehetdség az, amikor
egymashoz kapcsol6dé gorbeivekbél allitjuk elé a gorbét. Az utébbi esetben
eldéllitott gorbét szpldjnnak (spline) nevezziik. A spline eredetileg hajéépi-
tO0k dltal hasznalt flexibilis vonalzét, gyakorlatilag egy hajlékony lécet vagy
pélcat jelentett. A B-spline gorbe a Bézier gorbéhez hasonléan approximalé
gorbe. Mivel végtelen sok megolddsa lehet egy approximécios feladatnak,
és nem tudunk megadni univerzélisan, minden szempontbdl optimadlis maéd-
szert, ezért létjogosultsdga van tobb mddszernek. A B-spline gorbe jéval
tobb szabadsagi fokkal rendelkezik, mint a Bézier gorbe. A B-spline gorbe
haszndlatédnak elénye az is, hogy kevesebb kontrollpontra van sziikség, mint
a Bézier gorbe esetében, azaz kevesebb adatot kell tarolni a szdmitégépen,
és a Bézier gorbe egy speciélis esete a B-spline gorbének.



2.1. Definici6

A dolgozatban a B-spline gorbe megaddsédra az aldbbi definiciékat hasznél-
juk:

1. Definicié. Tekintsiik az u; < uiyi, u; € R (1 =0,...,n+ k) skaldrokat,
aholn,k € N ésn>k. Az

N (u) = L ha (ui <u<wuig)!
0 egyébkeént,
U Ui - Uitk — U _

(Wik—1 — ui) (Uik — Uit1)
rekurzidval definidlt fiigguényt normalizdlt B-spline alapfiiggvénynek nevez-
2iik, az u; skaldrokat pedig csomdértékeknek (knot values) vagy csomdvek-
tornak (knot vector). Az eléforduls %—t definicio szerint 0-nak tekintjik.

Az NF (u) normalizalt B-spline alapfiiggvény tehét egy legfeljebb (k — 1)-
edfoku polinom (a rendje k). A % akkor fordulhat el6, ha a szomszédos cso-
moértékek egybeesnek. Megjegyezziik, hogy némely irodalomban a definici-
O6ban szerepld indexhatdr nem 1-t6l, hanem 0-tdl indul, ekkor a nevez&kben
k index helyére k + 1 keriil, tovdbb4 a fiiggvény fokszdama k lesz.

A Bézier? gorbéhez hasonléan hatdrozzuk meg a B-spline gorbét is.

2. Definicié. Azt a gorbét, amely
n
r(u) =Y diNf(u),2<k<n+]1,
i=0
alakban felirhatd, k—1-ed foki (vagy k-adrendi) B-spline gorbének nevezziik,
ahol NF (u) a k — 1-ed foki normalizdlt B-spline alapfiigguény
U= ('LLO,'I,Ll, oy Up, Up41y - - -y un—i—k)

csomdovektorral. A d; (i =0,...,n) pontokat kontroll- vagy de Boor-pontok-
nak, az dltaluk meghatdrozott poligont pedig kontroll- vagy de Boor-poligonnak
nevezzik.

'Nem megengedett az egyenléség, mert ha u; = w1 akkor N} (u) = 0.
2 A Bézier gorbéket terjedelmi okokbdl a dolgozatban részletesen nem ismertetjiik, lasd
P. Bézier konyvét [7].



Terjedelmi okokbdl nem tdrgyaljuk a B-spline gorbe tulajdonsdgait, vi-
szont megemlitjiik, hogy a teriilet alapos tanulmanyozasa elengedhetettlen
a megfelel¢ programok elkészitése soran.

2.2. Cox-de Boor algoritmus

A gorbe aldallitdsdra most mar késziteni tudunk programot. Mivel a poli-
nominalis alakban megadott rekurziv fiiggvény szdmitdsa rosszul kondicio-
nalt, ezért javasolt a Bézier gorbénél tanult linedris miiveleteket tartalmazoé
de Casteljau algoritmushoz hasonlé Cox-de Boor algoritmus hasznélata.

de Boor javasolt algoritmust arra a problémdra, hogy B-spline gorbe
pontot dllitsunk elé rekurzivan, linedris miiveletek segitségével. Kezdjiik
az (1) egyenletben definidlt rekurziv formula atalakitdsdval, feltéve, hogy
u € [ug, Uit1)

r(u) = Zdﬂf (w) =

(Witk —u) g1
= d, Nk L)+ S dj——tE 2 NF ().
Z Uz+k 1— U Z (Wi — Uit1) i
Indextranszforméciét hajtunk végre a mdsodik tagon, ¢ = i — 1 ,amely
a kovetkez6t eredményezi

n—+1

d (u—w;) +di 1 (ujpp_1 — ko [ k=1
r(u) ; (Wik—1 — ;) Z

ahol, d_1 =0 és d, 11 = 0. Az djraindexelést folytatva kapjuk

n+j

r(w) = M @NT (w), =1, k-1,
=0
ha
dlt)=d; (i=0,...n)
akkor

dPlw) = (1= NdV P w) + 2di M w), >0

(2
konvex linedris kombindcid, ahol

U — U
A == -y
Witk—j — Ui



Ha az algoritmust folytatjuk addig, hogy 7 = k£ — 1, akkor megkapjuk az
N} (u) bazisfiiggvényt, azaz u € [u,, uy11) esetén az r(u) = d¥~1(u) fige-
vényértéket.

Ezt a felosztdsi algoritmust Coz-de Boor algoritmusnak nevezziik. Ab-
ban az esetben, ha az u; és w11 (u; < uj4x—1) multiplicitdsa k — 1, azaz

U = Ujt] = oo = Ujpf—2 €S Ujp—1 = Uitk = - .. = Uj42k—3,

akkor specidlis esetként a de Casteljau algoritmust kapjuk, kovetkezéskép-
pen a B-spline gorbe specidlis eseteként a Bézier gorbét. Bizonyitast lasd
[52].

Figyelembe véve azt a tényt, hogy adott u € [u,, u,41) paraméter esetén
minden N; (u) eltiinik kivéve azon bézisfiiggvény, ahol az indexekre igaz,
hogy r — (k — 1) <1i < r. A Cox- de Boor algoritmus a kivetkez6 sémdval
adhaté meg,

dr k41 :d(r)—k—H
d; yo
dr k42 :dg—k+2 d?_m
dF?
di = r(u)
dk:—2
”
d—z =d, d?_,
d;_
d_; = dg 1 d?
dl
d. = d?

Ez alapjin a szerkesztés is konnyen elvégezhetd, csak itt a szakaszok
osztdsi ardnya fiigg a csoméértékektol.

Mivel programozisi szempontbdl nagyon fontos a Cox-de Boor algorit-
mus, ezért részletesen megadjuk az algoritmust:

Adatok:

e dyod;, ...,dy, aholn >k —1, (n+1)de Boor pont,
k a B-spline gorbe rende (fokszém =k — 1)

10



0]
der ( us) = dl‘*?
0

'% d[l,l] 5 (uy)

[1]
dl‘ 1 (Us)

7 d[107]3 (’LL&) = dr 3

[1]
T dr 3 (us)

d, (u,)=d,
0]
dr 4 (us) = d1>4

1. dbra. B-spline gorbepont szerkesztése de Boor algoritmussal, k = 5

e Zart gorbe esetén, a (?77) szerint megadott csomoértékeket érdemes
kiterjeszteni jobbra és balra is, azaz bevezetni

u—1 = ug+ (Upt1 —Up), U-—2=u_1+ (Up —Up-1),---,
Unt2 = Upg1 + (U1 —u0), Ung3 = Unp2 + (U2 —u1),. ..,
értékeket

e Nyilt gorbe esetén, a csoméértékek megaddsa legyen
U= (ug =1up = Up—1, Uk, Ukt 15+ - Uny Unt1 = Upt2 = **+ = Upik) -

A szamitas menete:

Hatdrozzuk meg a u = u, paraméter értékhez tartozé r(us) gérbe pon-
tot.

1. Keressiink olyan ¢ értéket, amelyre igaz u; < ug < uiq1.

2. Legyen A; = (us — uj) / (ujpp-1 — uj),

for j = (i —k+2) toido
dll = (1 - Ahd;_1 + Ald;
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3. Ismételten alkalmazzuk a formulét:
form=2to (k—1) do
forj=(G—k+m+1)toido
A= (us —ug) [ (Ujk—m — u5)
[m] [m—1] [m—1]
d: = (1—Xf)d +)\de .

J Jj—1

Ha uniform médon adjuk meg a csomoéértékeket és a lépéskoz 1, akkor

o= Us 7Y
J k—m
k1]

4. Veégiil szémitsuk ki az r(us) = dg gorbepontot.

2.3. Interpolacié B—spline gérbével

A B-spline gorbe approximélé gorbe, de hasznédlhatjuk interpoléciora is. Fa-
rin [24], Piegl [67] munkai alapjédn jémagam is elemeztem ezt a problémat
[56]-ben ¢s [37]-ben. Tehdt keresiink egy olyan adott fokszamu B-spline gor-
bét, azaz hatdrozzuk meg kontrollpontjait és csomdéértékeit, amely az adott
paraméterértéknél az elére megadott ponton dthalad. Ha Q,, r = 0,...,J
pontok illeszkednek egy k-ad foku nem racionslis B-spline gorbére, akkor
kielégitik a kovetkezt (j+ 1) egyenletbél és (n+1) ismeretlenbdl 4116 egyen-
letrendszert

Q = Q@) = 3 diNi(3@,), (2)
=0

ahol igaz az, hogy 2 < k < n+1 < j, és az u, paramétereket hozzdren-
deljiik minden Q,-hez, tovidbbd vilasztunk egy megfelel6 U = ug, ..., um
csomévektort. A d; kontrollpontok lesznek az egyenletrendszer ismeretle-
nei. Az egyenletrendszernek egy egyiitthaté métrixa van és természetesen
s megolddshalmaza, ha d;-kontrollpontoknak s koordinatdja van, azaz s a
Q, pontok koordindtdinak a szdama 2, 3 vagy 4.
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A (2) egyenletrendszert kifejtve a kivetkez6t kapjuk

Q(ﬁj) = NO,k: (ﬂj) dg + Nl,k (ﬂ]) di +...+ Nn,k (ﬂj) d,

amelyet dtirhatunk (a szokdsos médon) matrixalakba

Ha 2 <k < n+1=j, azaz (n + 1) egyenletbél és (n + 1) ismeretlen-
bél all az egyenletrendszer, akkor [N] matrix kvadratikus, és az eredmény
matrixszorzdssal nyerhet6, azaz

[d] = [N [Q]. (3)

Tehdt a probléma megoldédsa u, és U meghatdrozdsara korldtozddik,
mivel megvélasztasuk befolydsolja a gorbe alakjat. Tegyiik fel, hogy a pa-
ramétertartomdny v € [0,1]. A paraméterek kivalasztdsara tobb mdédszer
ismert, példdaul ekvidiszténs (egyenl6kozii), ivhossz szerinti és a centripetd-
lis méd. Szamitési igényeket és a kapott gorbe alakjat is figyelembe véve a
centripetdlis médszer a javasolt. Legyen

I = Z V ’Qr - QT—I‘?
r=1

tudva, hogy ug =0 és u, =1,

’Qr _Qr—1|

Ty =Ty + 0 r=1.n -1

Ez a médszer jobb eredményt ad, amikor a pontok hirtelen élesen valtoznak,
tehét éles "kanyart” varunk a gérbétdl. Ajanlott még a centripetdlis médszer
kombindldsa az dtlagolds technikdjaval, azaz
U= ... = U =0, Upk = ... = Uy =
1 Jj+p—1
Ujtp = ]—j Z , j=1,....,n—p.
=
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Ez a kombindci6 vezet a (2) egyenletrendszerhez, és biztositja a kovet-
kezd elényos tulajdonsdgot: N, (W) = 0 ha |i —r| > k. Az egyenletrend-
szert megoldhatjuk (3) szerint is, de a métrix inverzének a meghatédrozdsa
nagy dimenziészdm esetén rosszul kondiciondlt. Javasolt a teljes féelemki-
vélasztdssos Gauss-Jordan elimindcié haszndlata. Természetesen érdemes
az LU dekompozicié technikdjdval alsé és fels6 hdromszogalaki komponen-
sekre bontani az egyiitthatématrixot (lasd [72]), vagy valamilyen iterdciés
technikdt alkalmazni (pl. Seidel-iterdcid).

Bér az eredmény gorbe mindenhol C*~2-folytonos, eléfordulhat, hogy
nem lesz elég szép sima és tartalmazhat varatlan hulldmokat és kilengéseket.
A nem vart kilengések elkeriilése végett keressiink kevesebb d; kontrollpon-
tot mint Q, input pontot, azaz 2 < k <n+ 1 < j. Mivel ebben az esetben
[N] mér nem kvadratikus, ezért a (2) egyenletrendszer &tirva kompakt mat-
rix alakba a kovetkezdt eredményezi:

Természetesen nem minden esetben kapunk megolddst, mivel a probléma
tulhatdrozott, de ilyenkor numerikus iton kezelhetd a probléma.

2.4. Racionilis B-spline gérbe

A racionélis Bézier gorbékhez hasonléan lehet bevezetni a raciondlis B-spline
gorbét is. Tehét térbeli paraboldk vetiileteként (pl. a z = 1 stkra) allitha-
tunk el6 kipszeleteket, azaz, kipszeletek térbeli mdsodrendii Bézier gorbék
centrélis vetiiletei lesznek. Ezen megkozelités dltaldnositdsa a raciondlis Bé-
zier gorbe.(Hoschek[46] és Juhdsz [45] alapjdn.)

A jelenlegi tervezési rendszerekben a nem uniform raciondlis B-spline
gorbék, amelynek szokdsos roviditése NURBS (nonuniform rational B-spline),
biztositjdk a legtobb szabadsdgot, és a legtobb alakviltoztatdsi lehetéséget
a tervezdk szaméra. Az el6z6 pont alapjdn teljesen analég médon megad-
hatjuk a raciondlis Bézier gorbéhez hasonléan a raciondlis B-spline gorbét
is. Szemléletesen tdrgyalva a kivetkez6t mondhatjuk, a négydimenziés tér-
ben egy x,y, z,w koordindtarendszerben adott egy B-spline gorbe [ng’]
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kontrollpontjaival. Ezt a gérbét centrilisan levetitjiik az origébdl a w = 1
hipersikra (3 dimenzids) és vetiiletként raciondlis B-spline gorbét kapunk.
Dimenzidszdamokat véltoztatva egyéb esetekhez jutunk, pl eggyel csokkentve
sikbeli raciondlis B-spline gérbét kapunk.

3. Definicié. Az
Yo widi NF (u)
> i wiNF(u)

kifejezéssel definidlt gorbét (k — 1)-edfoku raciondlis B-spline gérbének ne-

s(u) =

vezzik. A d; (i =0,1,...n) pontokat a gorbe kontrollpontjainak, az dltaluk
definialt poligont kontrollpoligonnak, a w; skaldrokat pedig sulyoknak nevez-
ziik. Az NF(u) figgvény (k — 1)-edfokii normalizdlt B-spline alapfiigguény,
amelyhez meg kell adnunk az U = (ug, U1, . .., Up, Upt1, - - - Uptk) CSOMOvEk-
tort is, amelyben a csomdértékekre mint skaldrokra igaz, hogy u; < u;11 és
u € R(1=0,...,n+k).

A w; silyokat a szingularitdsok elkeriilése végett pozitivnak szoktdk vé-
lasztani, mivel ebben az esetben nem csak a nem raciondlis B-spline gorbék
kedvezd tulajdonsdgait tartja meg (local support, konvex burok , folyto-
nosan differencidlhat6sdg), hanem még tjabb alakvaltoztatasi lehet6séghez
jutunk. A racionélis Bézier gorbéhez hasonléan a w; sulyokat alakparaméte-
reknek nevezziik, mivel ha noveljiik egy w; értékét akkor a gorbe a megfeleld
d; kontrollpont felé fog mozogni. Ez a tulajdonsdg hasonlé ahhoz, amelyet
a csomoérték multiplicitdssal ériink el, de nem egyezik meg azzal. Megje-
gyezziik, hogy egyszerii atalakitdsokkal megkaphatjuk a raciondlis Cox- de
Boor algoritmust is (lasd [45]).

2.5. B-spline feliilet

Ebben a pontban a B-spline feliiletet definidljuk, mivel tovabbi kutatdsaink
szempontjabdl a geometria tervezésnél a legnépszertibb NURBS feliiletekkel
torédiink. Kinduldasként tekintsiik a kovetkez6 feliiletek osztélyat

s (u,v) = M(u)g(v), u € [ug,ur], v € [vo, va],

ahol g(v) egy tetszbleges gorbe, M(u) pedig egy 4 X 4-es métrix. Az igy
kapott feliilet nem mads, mint az v paramétert6l fuggd egyparaméteres gor-
besereg dltal surolt feliillet. A g(v) gorbe térbeli mozgdsa sordn egy feliiletet
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ir le. Megengedett, hogy a gorbe alakja is véltozzon a mozgds sordn. Pon-
tosan az utébbi tulajdonsdggal szdrmaztathaté Bézier és B-spline feliilet
is.

Tegyiik fel, hogy az a; (i = 0,1,...,n) kontrollpontjival adott B-spline
gorbét mozgatjuk, dgy, hogy feltételezziik, hogy a B-spline gorbe kont-
rollpontjai ugyancsak B-spline gorbén mozognak. Jeloljiikk b;j-vel az a;
kontrollpontok pdlydjat meghatdrozé B-spline gorbe kontrollpontjait j =
0,1,...,m, azaz bjy = a;, (i =0,1,...,n). Ebben az esetben a mozgé B-
spline gorbe

a(u) = aN (u),
1=0

amelynek kontrollpontjai az
m
ai (v) =Y by N (v)
j=0

B-spline gorbén mozognak. A két alakot kombindlva a kovetkezd feliiletet
kapjuk:

s(u,0) =) [ D NP () | NP () =Y by N (u) Nj* (v).

i=0 \ j=0 i=0 j=0

Ezt a feliiletet B-spline feliiletnek, vagy tenzori szorzattal el6allitott B-spline
feliiletnek nevezziik. A b;; pontokat a feliilet kontrollpontjainak, az altaluk
meghatdrozott hélét pedig kontrollhdlonak nevezziikk. Megjegyezziik, hogy
az elobbihez hasonléan mads gorbék tenzori szorzataként is szdrmaztatha-
tunk feliiletet. Az

s (u,v) = Z Z bi; I (u) Gj (v)

i=0 j=0

feliilet tenzori szorzattal eléallitott feliilet (tensor product surface), ahol a
F; (u) és a G, (v) kiilonbozd bézisfiiggvények, példdul Bézier feliilet esetén
Bernstein polinomok, de lehetnek példdul Lagrange, raciondlis Bézier vagy
raciondlis B-spline alapfiiggvények is.
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2. dbra. B-spline feliilet és kontrollhdlé

Racionalis B-spline feliilet

A racionalis feliilet szdrmaztatdsa pontosan ugyanugy toérténik mint a
nem raciondlis esetben. Tehdt a raciondlis B-spline feliilet racionalis B-
spline gorbék tenzori szorzataként elbillitott feliiletek osztdlydba tartozik.
Ennek megfeleléen

B n NF(u) Nj(v)
00 = 2 T N ST NI

i=0 j=0 r=0 Wri

ahol a d;; pontokat a feliilet kontrollpontjainak az altaluk meghatdrozott
halét pedig kontrollhdlénak nevezziik. A 0 < w;; € R skaldrokat stlyoknak
nevezziik. Az N (u) és le- (v) pedig a normalizdlt alapfiiggvényeket jeloli,
az u; < i1 ¢s vj < vjpq csoméértékekkel. A raciondlis feliiletek tulaj-
donsdgai megegyeznek a nem racionalis feliiletek tulajdonsdgaival, csak az
alakviltoztathatésdg eszkoztdra boviil a feliilletek kontrollpontjainak silya-
ival.
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3. Rendezetlen adatok modellezése B-spline felii-
lettel

3.1. Alapprobléma

Fontos tdrgyalnunk néhdny kutaté eredményeit, hogy tisztdbban ldssuk a
sajat eredményeinket. A reverse engineering kutatési teriiletet megalapozé
munka Varady Tamds, és szerzétarsai (R. Martin és J. Cox) 1997-es (ldsd
[85]) cikkéhez fliz6dik. Weiss, Andor, Renner és Vérady 2002-es cikke alap-
jan be tudunk szdmolni a legfrissebb eredményekrdl is (ldsd [88]). Annak
ellenére, hogy igen intenziv és kiterjedt kutatdsok folynak paraméteres fe-
lilletek illesztésére, a megjelent megolddsok gyakran hibdznak. A feliiletil-
lesztés probléméjanak megfogalmazdsa ([88]) nyomén a kovetkezo:

Adottak a p, € R"™ véges ponthalmaz, (amelyet példdul lézer szkenne-
léssel nyertiink) és az €, € Ry tlirésértékek (toleranciaértékek), keresiink
olyan megfelel6 S feliiletet, amely megkozeliti az adott p, pontokat mega-
dott &, hibaértéken beliil

ISp, —prll <&r, re{l,....,m}. (4)

Sp, jeloli azt a pontot a feliileten, amelyet hozzdrendelikk p,-hez. Ez a
formula természetesen nem vezet a megolddshoz, mert szdmos lehetOség
van S kivdlasztdsdra, és a megoldds szédma lehet sok, de lehet nulla is.

A szabadforméju feliiletek el6éllitdsara taldn a legnépszeriibb védlasztds
a NURBS feliiletek hasznélata. Feltételezziik, hogy minden p, adatpont-
hoz hozzarendeltiink egy feliileti pontot, amely a paramétertartoméany felett
(up,v,) paraméterparral és w, sullyal definidlt. A w, skaldr a pont relativ
fontossdgdt fejezi ki. Ezekkel a feltételekkel a silyozott legkisebb négyzetek
modszerének formuléja:

m
> w?|IS (ur,vp) — Pl — min. (5)
r=1

Ha Euklideszi metrikdt haszndlunk a pontok tdvolsdgdnak meghatdrozdséra,
és ha rogzitjiik a csoméértékeket és a paraméterértékeket, akkor a (5) altald-
ban megoldhaté. Természetesen a B-spline feliilet kontrollpontjai lesznek az
ismertlenek. A (5) minimumdnak a meghatdrozdsa nem feltétleniil egyezik
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meg a (4)-ben meghatarozott tolerancia feltétellel és nincs garancia a meg-
felel simasdgu feliiletre sem. A megfelel6 esztétikus feliilet biztositdsdra a
fenti (5) kifejezést ki kell béviteni ugynevezett simasdgi feltételekkel.

Bér a megoldds egyszerfinek tiinik, de a (4)-ben megadott szoros tole-
rancia feltétellel az automatikus feliiletillesztés nehéz feladat. Az elsé prob-
léma az, hogy a tenzori szorzattal eldallitott B-spline feliiletek négyszoghdlo
folott vannak értelmezve, viszont az input adatok pontfelh6je gyakran nem
konvex m-oldali tartomédnyokbdl szdrmazik, amely rdadasul szamos lyukat
is tartalmazhat a belsejében. A mésodik probléma az, hogy mért értékekkel
dolgozunk. A meérési pontatlansdgbdl adoddéan az adatok gyakran ,zajosak”
és egyenl6tlen eloszldstiak. A harmadik probléma a parametrizaldsbél ered,
a paraméterek mesterségesek, de lényeges belsé mennyiségei a feliiletnek. A
feliiletillesztés 1épései alatt 1igy kell megbecsiilniink a parmetrizdlast, hogy
a feliilet még valéjdban ismeretlen szamunkra. A tévolségi feltétel (tole-
rancia kiiszob) és a simasagi feltétel kozott dltaldban feloldhatatlan ellentét
hizédik. Ha ,til sima” a feliilet, akkor az tavolrél sem felel meg a (5)-as
feltételnek, ha viszont a feliilet ,,tul pontos”, akkor varatlan és nem kivana-
tos hulldmzasok fordulnak elé. Tehéat ezen feltételek kozott navigalva kell
meghatdroznunk a kivant feliiletet.

A feltételek szokdasos megaddsa

Fcomp(s) = Flsq(s) + )\Fsmooth<3)a

ahol az els§ tag a pontossdgi a mésodik tag a simasdgi feltétel. A A a
simasdgot silyézé tényezd, amely meghatarozza a két feltétel viszonydt. A
nagyobb A simdbb feliiletet biztosit nagyobb hibdval, amig a kisebb A-val
szdmitott feliilet hulldmzobb lesz és pontosabb. Gyakori megadasa (ldsd
[88]) a simasagi fiiggvénynek a kovetkezd

Fsmooth(s) = // (S?Lu + 2S12w + ng) dudv,
Q
ahol S(u,v) 2.5. pontban definidlt NURBS feliilet, azaz

S(u,v) =Y Y s N (u) Ni2 (v).

i=0 j=0

Osszefoglalva a kivetkezd kovetelményeket fogalmazhatjuk meg: (i) a
keresett feliiletnek adott hibahatdron beliil kell kozelitenie az input ponto-
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kat, esztétikusnak (siménak) és kiszamithatonak kell lennie, azaz, gorbiiljon
ahol sziikséges, de sehol mdshol; (ii) az is elvdrhaté, hogy elfogadhaté médon
kiterjeszthetd, bévithetd legyen a feliilet olyan régiékba is, ahol mér nincs
megadva input pont; (iii) olyan redundancia neélkiili automatikus feliilet-
reprezentdciét kell kapnunk, amely csak elfogadhaté szému kontrollponttal
rendelkezik.

A CAD-ben mér régéta ismertek olyan matematikai médszerek, ame-
lyek input pontok felh6jére szabad forméju feliiletek illesztésével foglalkoz-
nak (lasd Hayes és Halliday 1974-ben publikdlt cikkét [32]). Mindemellett
csak az utolsé 10-12 évben sziilettek hatékony és stabil mddszerek. Nem
célunk ennek az igen széles irodalomnak a részletes ismertetése, amelynek
osszefoglaldsa —kitérve a rekonstrukicé alap statégidira, a simasdgi feltéte-
lekre és a kezdeti parametrizaciéra— megtalalhaté Weiss, Andor, Renner és
Varady 2002-es cikkében [88]. Ebben a dolgozatban révid attekintését adjuk
a kezdeti parametrizélas kérdésének.

3.2. Paraméterezés

A feliiletrekonstrukcié kulcskérdése j6 paraméterértékek hozzarendelése az
adatpontokhoz, azaz, taldljunk olyan pontokat a sima feliileten, amelyek
kozel vannak az adatpontokhoz. A problémanak két aspektusa van: (i) a fo-
lyamat eléjén elfogadhatéan jé paraméterértékeket, azaz kezdeti parametri-
zalas kell taldlni; (ii) a folyamat sordn nem csak a feliiletet kell optimalizélni,
hanem a paraméterértékeket is. Ez 1itobbi, azaz a paraméterkorrekcio, kii-
lonosen fontos szerepet jétszik a szigori feltételekhez kotott approximéaciok
esetében. Létezik mindkét aspektust megoldé mddszer is, amely azonban
csak bizonyos kedvezé koriilmények teljesiilése esetén alkalmazhato.
Szabdlytalan tdvolsdgban 1évé véletlen eloszldsi adatpontok esetén, a
parametrizacio inicializdldsdra szokdsos médszer 1létrehozni egy alap feliiletet
(base surface), amely feliilet egy durva kozelitése az input adatok pontfelh&-
jének. Ez a feliilet lehet egy sik, egy henger vagy egy bilinedrisan silyozott
Coons-folt (14sd Hermann és szerzétdrsai [35]), amely a pontfelh6bél nyert
geometriai informécidk alapjan allithaté elé. Itt emlitem meg, hogy a 5.1.
pontban ismertetett szerzétarsaimmal egyiitt kifejlesztett médszerrel egyéb
formdju bézisfeliilet is nyerheté. Ma és Kruth [60] a bazisfeliilet el6éllitasara
a négy hatdrgsbével egyiitt interaktivan definidlt gorbe részeket haszndlt.
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Az igy nyert feliilet szintén az input pontok egy durva kozelitése. Ezek utén
a kezdeti paraméterértékeket tigy kapjuk meg, hogy az input pontokat ré-
vetitjiik a bézisfeliiletre. Az emlitett mdédszerek esetében szdmos probléma
meriil fel a bazisfeliilet megkonstrudldsa sordn, példdul szabdlytalan élesen
gorbiil6 részekbdol épiil fel, vagy az input pontokat nem tudjuk egyértelmiien
ravetiteni a bézisfeliiletre. A Coons folt médszer csak akkor alkalmazhato,
ha a pontfelhébdl meg tudjuk hatdrozni a négy megfelelé hatdargorbét, mely
igen nehéz feladat egy n oldali ponttartomdany esetén.

A parameéterek inicializaldsdnak méasik médszere az input pontfelh® tér-
beli haromszogelésén alapul. Altalaban a topologikusan azonos sikbeli ha-
romszogelés eldallithaté interaktiv 1épéseken keresztiil. Az igy kapott sikbeli
haromszogelés sordn nyert paramétertartomédny pontjainak koordindtaibol
nyerhetéek a kezdeti paraméterértékek. A publikdlt médszerek a tér sikra
val6 leképezésében kiilonboznek. Harmonikus parametrizdciék minimali-
zéljak az élektdl vald tévolsdagot (Eck és Hadenfeld [23]), a Floater-alakot
megtarté elképzelés baricentrikus leképezés haszndlatdval megtaldlja a belsé
héromszogek 1j cstcsait (lasd Floater [25]). Mindkét médszer esetén eld-
szor sziikség van egy megfeleld konvex tartoményra, amely a térbeli pontok
sarokpontjainak leképezésével nyerhetd. Greiner és Hormann tsbb cikkben
is foglalkoznak a problémdval (lasd [30] és [44]). A 2000-ben megjelent cik-
kitkkben mér egy tokéletesitett technikdt mutatnak be — the Most Isometric
Parametrisation — , ahol a hatdrokat mar nem kell elére rogziteni és ter-
mészetesebb utén alkulnak ki. Ezek a tecnikdk amellett, hogy nagyszamu
input pont esetén lasstinak t{innek, meglehetésen korldtozottak, ha lyukakat
vagy konkév részeket tartalmaz az input pontfelhd.

Végezetiil azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy nincs biztos, univer-
zalis médszer paraméterinicializélds problémadjdra. Hoffmann M. és V&-
rady L. szerz6tdrsaimmal (lasd [43] és [86]) adunk egy djabb médszert,
amellyel pontfelhdre lehet illeszteni feliiletet Kohonen neurdlis halé segit-
ségével, amely akér a bazisfeliilet (base surface) szerepét is betoltheti. Véle-
ményiink szerint, a neuralis hdlék elényos tulajdonsdgait kihasznélva gyor-
san lehet j6 bazisfeliiletet el6édllitani. A neurdlis halék technikdjét alkalmazo
madszert a dolgozat késébbi fejezeteiben taldlhatjuk meg. A klasszikus vél-
tozatot a 5. pontban, a dinamikus valtozatot pedig a 5.2. pontban ismer-
tetem.
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3.3. Vonalfeliiletek modellezése

Az el6z6 fejezetben altaldnosan kezeltiik a pontfelhére torténd feliiletillesz-
tési problémdt, azaz szabad formadjua feliileteket allitottunk el6. Most azzal
foglalkozunk, hogyan lehet térbeli ponthalmazban egyeneseket keresni, te-
h&t vonalfeliiletet szeretnénk illeszteni a pontfelhére.

A klasszikus geometria jol ismert teriiletei a vonalfeliiletek és a kifejt-
hetd feliiletek, mindemellett a szamitégéppel segitett tervezésben (Compu-
ter Aided Design) és a szamitégéppel segitett gyartdsban (Computer Aided
Manufacturing) szintén sok alkalmazédsa van e feliileteknek. Minden ilyen
alkalmazds alapvetd kérdése, hogy ha adott egy feliilet, akkor hogyan le-
het kozeliteni vonalfeliilettel? Ha a sziikséges pontossdggal meg tudjuk ezt
tenni, akkor a vonalfeliilettel tudjuk helyettesiteni az eredeti feliiletet, és
egyszerlisodik a gydrtds vagy novekszik a pontossdg. Sok esetben csak egy
ponthalmazt kapunk a feliiletrdl, amit példaul egy lézer szkenner adott meg
nekiink. Megtehetjiik, hogy egy ponthalmaz (pontfelh$) legyen az inputja
az altalunk targyalt algoritmusoknak. A feliilletek megaddsdnak szokdsos
médja, a kiilonbozd tipusu spline feliiletek haszndlata. Ilyen feliiletek le-
hetnek példdul a Bézier, B-spline vagy a NURBS feliiletek. Tehat a kivé-
natos eredmény az lenne, ha a vonal és kifejthetd feliileteket, mint spline
feliileteket tudnédnk kezelni. A szakirodalomban szdmos médszert taldlunk,
amelyekben ilyen tipusud feliileteket haszndlnak feliilet approximécié vagy
feliilet interpolacié esetén.

A tovdbbiakban e mdédszereket ismertetjiik, majd késébb ramutatunk a
hidnyossdgokra is, és megolddst adunk a problémara.

Szamos cikk foglakozik vonal és kifejthet® feliiletek 1étrehozdsdval CAD
kornyezetben. Egy sikgorbe, és egy parhuzamos stkban 1év6 két pont kozott
Aumann [3] konstruélt kapcsolédé kifejtheté feliiletet, alkalmas kubikus és
kvadratikus Bézier gorbék segitségével. Kifejthett feliiletek projektiv geo-
metriai megkozelitése Ravani és térsszerzdje Bodduluri [8]-[9] nevéhez fii-
z6dik. A duédlis Bézier és B-spline feliiletek hasznalatat javasolta Hoschek
[50], amelyek igen hasznos eszkozok kifejthetd feliiletek megaddséra, inter-
polédldsdra és approximéldsara [68], [47]. Frey [28] tsszehasonlité dttekintést
ad az alkalmazdsokrol, és kiterjeszti Aumann [3] megkozelitését.

Ebben a fejezetben részletesen dttekintjiik a [16]-ban Horng-Yang Chen
és Helmut Pottmann altal tdrgyalt médszert. Az algoritmus harom lépés-
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ben ad mddszert arra, hogyan &llithatunk el6 tenzori szorzattal megadott
B-spline feliilettel approximé&lé vonalfeliiletet:

1. Keressiik meg az egyenesek diszkrét rendszerét a ponthalmazzal meg-
adott feliilet kozelében.

2. Konstruiljunk az egyenesekb&l approximéalé B-spline feliiletet.

3. Ha lehetséges, akkor valamilyen ismert mddszer segitségével javitsunk
az approximdcion. Kombindljuk a legkisebb négyzetek mddszerét a
fiiggvény minimalizdldssal és a paraméterkorrekciéval.

Ezen 1épések egy részét tdrgyaljuk a kovetkezd részben. Az 1. 1épés ha-
sonl6 Hoschek és Schneider [48] altal kozolt algoritmushoz. A 2. 1épés elvezet
az egyenesek terében végzett approximdacidhoz a Klein leképezés segitségé-
vel. A 3. Iépéssel nem foglakozunk, mert a késébb lefrt 1j eredményeinket
mér az ebben a lépésben megadott mdédszerek nem befolydsoljak. Hoschek
altal felvetett probléma, hogy adott a P; pontfelh (amely példaul lézer
szkenneléssel keletkezett), és keressiink olyan kifejtheté vagy vonal feliile-
tet, amelynek alkotéi olyan koézel vannak a megadott pontokhoz amilyen
kozel csak lehetséges. A probléma megolddsanak egyik kritikus pontja a
megfelel hibamérés. Egyenesek tdvolsdgdnak a mérésére felhaszndlhatjuk
a Horng-Yang Chen és Helmut Pottmann &dltal hasznalt médszert.

Keressiik meg az egyenesek diszkrét rendszerét

Az algoritmus inputja a paraméteres vagy implicit médon megadott
® € R feliilet. Ha csak szétszért pontok adatai tin. pontfelhd adott, akkor
elészor feliiletet kell a pontokra illeszteni. Feltéve a pontok elégséges stii-
riiségét, a szakaszonként linedris modell is megfelel$ szémunkra. Valéjaban
minden esetben érdemes ilyen modellel dolgozni, mert {gy az algoritmus els6
részében novelni tudjuk a szdmitdsi sebességet.

Elészor foglalkozzunk azzal az esettel, amikor 1étezik egy olyan es vek-
tor és egy 0 < 7y < /2 sz6g, hogy minden feliileti normalisnak az es-mal
bezart v szogére igaz, hogy 0 < v < 7,. Legyen a Descartes koordindta-
rendszer z-tengelye parhuzamos az eg vektorral. Ekkor a feliilet megadhaté
egy kétvaltozos fiiggvénnyel, amely az [z,y] sik valamely D’ tartomsnya
folott van értelmezve. Nem sziikséges a fiiggvény explicit meghatdrozésa.
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3. dbra. Az drnyékolds a vélaszthaté teriiletet mutatja

Az [z,y] sik elemeit jeloljiik vessz6vel. Tekintsiik a sik azon [ egyeneseit,
amelyek metszik a Dltartoményt. Minden ilyen I'-hoz hozzérendeliink egy
térbeli | egyenest, nevezetesen azt, amelyik azt a gorbét kozeliti, amely az
[z, y] sikra merdleges és I'-re illeszkedd sik metsz ki a feliiletb6l. Az emlitett
gorbét meghatdrozhatjuk a legkisebb négyzetek médszerével. Tovdbba min-
den egyes '-hoz hozzdrendeljiik az dtlagos eltérés (hiba) négyzetét, amely
jOl tiikrozi, hogy mennyire kozeliti meg a megadott feliiletet.

Az egyenesek sikbeli rendszerének meghatdrozasshoz tekintsiik a D'
tartomdany dz) belsé pontjat. Ha a D'tartomény konvex, akkor tekintsiik
a kozéppontjit, egyéb esetben tigyeljiink arra, hogy dé) ne legyen a hatdr-
vonal kozelében. Elég nagy szakaszokban metszik a D'tartoményt azon
l' egyenesek, amelyek illeszkednek d/o—ra. Jeloljiik la—val azt az egyenest,
amelyik illeszkedik d:)—ra és a legkisebb hibdval rendelkezik. Ezek utdn az
algoritmusnak lé lesz a kiindulé szegmense, és a kezd6 irdnya pedig, az lé—ra
merdleges irdny. Az l;—bé')l ugy hatdrozhatjuk meg l; 41-et, hogy figyelembe
vessziik az Osszes olyan egyenes szegmenst, amely illeszkedik az I szegmens
c;kbzéppontjeitc’)l merdleges irdnyban d tdvolsdgra 1év6 d; 41-Te, és nem met-
szi az [} szegmenst. (3 dbra)

Azt az egyenest valasztjuk a kapott egyenessereghél, amelyik a legkisebb
hibdval rendelkezik, ha tobb ilyen is van, akkor azt vdlasztjuk, amelyiknek
legkisebb az €l6z6 egyenessel kozbezdart szoge. A madsik irdnyba is megismé-
telve az eléz6 eljardst egyenes szegmens sereget kapunk A d tdvolsdg értéke
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az egyenesek sfirliségét hatdrozza meg. A vonalfeliilet kialakitdsahoz volt
sziikséges az egyenes szegmensek metszésének elkeriilése.

Abban az esetben, ha a kapott egyenesek rendszere nem megfeleld, azaz
nem kozeliti meg eléggé az adott feliiletet, akkor a mdsik irdnyba is meg-
konstrudljuk a rendszert. Az algoritmus csak szalagszerii feliilettel foglalko-
zik. A feliilet lehet nyilt, irdnyithaté zart, illetve Mobius szalag. Az utébbi
esetet kizdrhatjuk, mivel a gyakorlati haszna elhanyagolhaté. Irdnyithaté
zart szalagszeri feliilet esetén az algoritmusnak nem sziikséges biztositani a
kozel zarédoé rendszert, ha a vonal feliilettél valé eltérés tul nagy. Ebben az
esetben ajdnlott, a mindkét irdnyban végrehajtott algoritmus sordn kapott
sorozatok végst dtlagolédsa.

A kezdeti megszorité feltétel felolddsdra csak megfeleléen kell mozgat-
nunk, véltoztatnunk a referencia keretet az algoritmus alatt. A j6 (tényleges
vagy becsiilt) pozicié a mozgé sik szamdra az el6z6 vonalszegmens kozép-
pontjanak érintdsikja.

Konstrudljunk az egyenesekbdl approximalé B-spline feliiletet

Az eléz6 1épés eredménye, az lg, ..., Iy egyenessereg kozeliti a megadott
ponthalmazt. A kovetkez6 1épésben ezt a rendszer approximalja

z(u,v) = c(u) +vg(u), vel[-1,1], ué€la,b (6)

szalagszeri vonal feliilet, ahol g(u) a generdl6 gorbe, tehdt az éppen elmet-
szett vagy érintett alkoté egy irdnyvektora, c(u) a vezérgdrbe vagy direktrix.

A jelenlegi approximéciés probléméat az irdnyitott egyenesszegmensek
(szakaszok) L halmazdn értelmezziik a hdromdimenzidés euklideszi térben,
R3-ban. Helyes meglatds az, ha a problémat tgy kezeljiik, mint pusztdn
ennek a struktiranak a kiszdamitdsi feladata.

Egy irdnyitott | egyenes szakasz megadhaté a végpontjainak (p, q) ren-
dezett pdrosdaval, amely megad egy természetes leképezést a valés hatdimen-
zi6s affin térre R = R3 x R3,

o:L— RGa (p7 Q) — X = (‘Tla "-7566) = (pxapy7pzvqx7qy,q,z)' (7)

A pontokat amelyek szakaszokat hatdroznak meg R3-ban leképeztiik
egy haromdimenzids altér P : x1 = x4, 29 = 5,23 = xg pontjaira. Minden
szakasz irdnyitdsanak megvéltoztatdsa olyan mint egy affin tiikrozés P-n.
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4. dbra. Azl (go,91) és az la (ho, h1) egyenesek

Ertelmezziik két szakasz tdvolsdgat

Ahhoz, hogy meghatdrozzuk két szakasz l; = (p;,q;) tédvolsdgat figye-
lembe vessziik azon szakaszpontok tdvolsdgdt, amelyek a vizsgdlt tarto-
ményba esnek. Ugy valasztunk lokalis koordinatarendszert, hogy a vizsgalt
tartomdny a kovetkezd sikok kozé esik:

mp:2=0, m:z=1.

A koordindtarendszer z-tengelyét tigy valasztjuk, hogy a vizsgalt egye-
nesek és a z-tengely v, szoge a lehetd legkisebb legyen. Ekkor a két szakasz
pontjai kozott a kovetkez6d megfeleltetést tehetjiik:

(L=XNp1+Aq — (L= X)p2+Agz, A€[0,1].

A megfeleld pontokat tsszekdtve bilinedris feliiletet (hiperbolikus parabo-
loidot vagy sikot) kapunk.
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Fzekutdn tekinthetjiik két egyenes szakasz, [ és lo tavolsdgdnak négy-
zetét (az egyszertisités kedvéért megszorozzuk 3-mal)

1
d(ly,lp)* : = 3/0 [(1=X) (p1 —p2) + A (g1 — @))% dA
= [(m —p2)* + (1 — @)+ (p1 — p2) (g1 — CD)] : (8)

Az ily médon definialt téavolsdg egyszeriien két pont tévolsdga L; :=
o(l;) € RS euklideszi metrikiban. Ha a vizsgdlt tartomédny folott, nem
tesziink kiilonbséget egy X egyenes és X = (x1, x2, 3, x4, T5, T6) koordindtai
kozott, akkor a (9) egy pozitiv kvadratikus forma, a kovetkezd kordindta
reprezentdciéval

(X,X>:x%+...+x§+x1x4+x2x5+x3$6 (9)

1. Megjegyzés. A (8)-ben definidlt tavolsdg csak faktor < cos~y, érték-
ben kiilonbozik az euklideszi merdleges tavolsagtol (pl. egyenes és pont ta-
volsaga). Tehat ha v, relative kis érték, akkor ellendrzésink alatt tudjuk
tartani a két tdvolsdgértelmezés kézotti kiilonbséget.

Tehét egyenesek interpoldciéjdt vagy approximécisjat R3-ban megfelel-
tethetjiik pontok interpoldciéjdnak vagy approximéciéjanak Ré-ban.

1. Lemma. A (7)-ben megadott o leképezés meghatdaroz egy bijektiv leké-
pezést a hdromdimenzids euklideszi tér irdnyitott szakaszai és a valds hat-
dimenzids euklideszi tér pontjai kézétt. Mivel oly mddon definidlhato két
szakasz kozotti tavolsag (8), hogy az két pont tdvolsdgdnak felel meg RS-ban,
s amely pozitiv kvadratikus formdval adhaté meg (9).

Tehdt a feliilet approximdciés problémat visszavezettiik gorbe appro-
ximdciés problémadra. Megjegyezziik, hogy a hatdimenziés térben 1évé B-
spline gorbe fokszdama k, a haromdimenziés térben 1évd tenzori szorzattal
eldallitott B-spline feliilet fokszdamai pedig (1,%). Tehat alkalmazhatéak a
standard gorbe approximdcios technikdk, de a (8) egyenlet szerinti tiszta
euklideszi tdavolsdgot be kellett vezetniink.
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Az approximaicié javitdsa

Az eredmények javitdsdhoz, a legkisebb négyzetek moddszerét gyakran
kombinaljdk fiiggvény regularizdcié minimalizdldasaval (in. simasdagi feltétel,
lasd 3.pontbeli fejezetet) Az (6)-ben megadott vonalfeliilet paraméter fiig-
getlen, azonban j6 vdlasztds Chen és Pottman [16] szerint az tin. plate-spline
regularizalt figgvény

/ / o, + 2:B1w + xw)dvdu (10)

hasznélata. Alkalmazva (6) Osszefiiggést, az eléz6 dekompozicéjat kap-
juk

b 9 b
Fla)=2 [ ddurs [ g+, (1)
a a

azaz c(u) és g (u) felhasznéldsdval két kezelhetd fiiggvényt kaptunk. A
(10) ¢és a (11) egyenletek tovabbi hasznélatardl részletesen olvashatunk a
[16]-ban és az [46]-ben. (ldsd még Weiss, Andor, Renner és Varady 2002-es
cikkében [88])

A paraméterkorrekcié technikdjarol szintén az [46]-ben taldlunk lefrést.

Osszegezve

Az algoritmus, harom lépésben megfelelé vonalfeliilet ad szamunkra, de
nagy matematikai apparatust kellett felhasznalnunk, és az els6 két 1épésében
ismertetett nagyon j6 kezdeti illesztést kivan.

A mérnoki visszafejtésben foglalkozni kell a kiugréan eltérd adatokkal is,
amelyek vagy a mérési hibdkbdl, vagy olyan pontok adataibdl keletkeznek,
amelyek a modell geometriailag eltérd részérdl széarmaznak. A legkisebb
négyzetek mdédszere nagyon érzékeny az ilyen eltérésekre. Megolddsként
haszndlhatjuk Rousseeuw és Leroy &ltal 1987-ben publikdlt nagy teljesit-
meényf{i regressziés médszert [78], ahol a legkisebb négyzetek rendszerében
iterativ silyozdssal kiszlirhetjiik a nagy eltéréseket okoz6 adatokat, majd
ezekhez megfeleld silyokat rendeliink. Minden térgyalt mdédszer élvezheti
ezen modositds, eldsziirés elényeit.

A fent tdrgyalt médszer — egyenes szakaszok approximéicidja — természe-
tesen vezet minket R3-ban 1év6 egyenesek L terének az approximécidjahoz.
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5. dbra. Forgatényomaték az O pontra vonatkozdlag

A dolgozat késtbbi részében felhaszndljuk, s6t a magyar terminoldgid-
nak megfelel6en djra tdargyaljuk a Pliicker-koordindtédkat a tdargyaljuk. A tér-
beli egyenesek kezeléséhez nagyon hasznos segédeszkoz a Pliicker-koordindtédk
felhasznéldsa.

Pliicker-koordinatak

A jobb megértés kedvéért segitségiil hivjuk a fizikdban hasznslt F erd
tengelyre szamitott forgatényomatékat (lasd Budo [14]).

Tekintsiink egy jobbsodrasi koordindta rendszert, ahol a z tengely a
lap sikjébdl kifelé mutat az olvasé felé. Az egyenes F irdanyvektordnak ten-
gelymenti osszetevéi L és M.

L =29 —1x1 =Fcosf (12)
M =ys —y; = Fsinf

A z tengelyre vonatkozé (a z tengelyre merdleges sikban haté) F erd
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forgatényomatéka R = F - OA eldjeles mennyiség.
—
Ha az F er6 P tamaddspontjdnak OP = r(z1,y1) helyvektora F ira-
nyaval ¥ szoget zar be, ekkor, OA = r * sin ¥ miatt

T1 Y1

=F-0A = |r| |F|sind= F|=o1M -y L =
R 0] r| |F|sind=|r x F| = a1 Y1 Iy

(13)

Osszefiiggés adddik pozitiv irdnyu forgatds esetén. A levezetés megadja
a forgatényomaték kovetkez6 meghatirozéasat is. Egy P pontban tdmadé F
er6 O pontra széamitott forgatényomatéka az Tf: r X F vektormennyiség,
ahol r az O pontbdl a P pontba mutaté helyvektor.

_ i jk
R=rxF= 1 0 :($1M—y1L)k.
L MO

Ha behelyettesitjiik (12)-t (13)-ba, akkor

I1 Y1
T2 Y2

R=

A kovetkez6 métrixbol —balrdl jobbra aldetermindnsokat képezve— nyer-
het6 hdrom determindns értéke egyértelmiien meghatdrozza az [ egyenest.

{L,M,R} = (14)

1z
1xzoyo

Meghatarozhaté az egyenes x tengellyel bezért 6 szoge, és az OA szakasz
hossza,
M — R
0 = arctan —, A= ———.
L (L2 + M?)
Az (14) alapjén konnyen attérhetiink a homogén koordindtds alakra. A
jelolésben, a magyar terminolégidban nem szokdsos médon, a w; homogén

koordindtdkat az alak elejére irjuk.
w1 T1 Y1
w2 T2 Y2
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Jobbrdl kezdve a kovetkezd osszefiiggéseket kapjuk

w1 T1

L = = W1T2 — W2T1
w2 T2
w1 Y1

M = = wW1Y2 — Way1
w2 Y2
r1 Y1

R = = T1Y2 — T2Y1
T2 Y2

Ha most altaldnositva haromdimenziéban adjuk meg az egyenes irdny-
tényezoit, akkor
L= o — 1
M=y =
N=2zy—2z1

ahol az egyenes harmadik irdnytényez6je legyen N = 20 — 21, Az x,y és
a z tengelyre vonatkozé nyomatékok rendre legyenek P, Q) és R, és kiszami-
tasuk a kovetkezo:

P = Y122 — Y221 = le — le = y2N — ZQM
Q = 21792 — Z2X1 = ZlL — .’L’lN = ZQL — .’L’QN

R =mzys — xoyn = v1 M —y1 L = 2o M — yo L
Egy térbeli egyenes reprezentalhaté a kovetkezé homogénkoordindtds
alakkal
w1 T1 Y1 21
w2 T2 Y2 22
Az egyenes Pliicker-koordindtdi pedig

ly1 = wixg — womy
lag =wry2 —woy1 p =w
lyz = w129 — wazy

log = y122 — Y221
131 = X921 — T1292 = \%4

li2 = 21Yy2 — 2201
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Fzekutdn megadhatjuk az egyenes hat koordindtdjit az
(L, M,N,P,Q,R)
alakban, vagy hangsilyozva a homogenitds az

(la1, lag, las, lag, I31, 112)

alakban. Legyen a két ponton dthaladd egyenes w irdnytényezével és a V
forgatényomatékkal megadva. Mivel a forgatényomaték-vektor merdleges
az egyenesre, ezért

w-V =0. (15)

A Pliicker-koordindtdakat felhaszndlva addodik
larlos + laal31 + laglia =0 (16)

Osszefiiggés, amelyet Pliicker-reldcionak neveziink. A Pliicker-reldcié
kifelyezi, az egyenes irdnyvektordnak, és a forgatényomaték-vektordnak a
mer6legességét.

Normalizalt Pliicker-koordinatak

A forgatéonyomaték-vektor vagy masnéven momentum vektor fizikaban
haszndlt levezetésétdl eltéréen egyszertien kiindulhatunk a kévetkezdkbol
is (lasd [69]). Egy L egyenes megadhaté p € L pontjival és normalizalt
] irdnyvektoraval, azaz [|1]| = 1. A momentum vektor fizikdban szokdsos
értelmezését az el6zd részben mar rendbe raktuk, tehat

I=pxl,

Az 1 fiiggetlen p valasztasatol, hiszen helyettesitheté az L egyenes barmely
q = p + Al pontjaval. Az 1 = (Iy,ls,13) és 1 = (I4,15,1g) koordinatakat
nevezik normalizdlt Pliicker-koordindtdknak, amelyek megfelelnek egyrészt
a normalizéci6 feltételének, masrészt 1 és 1 merblegessége miatt, kielégitik a

11=0

Pliicker-reldciot, masnéven Pliicker-egyenletet is.
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6. dbra. Az egyenes irdny és a momentum vektora

Bérmely (l,T) szamhatos egy egyenest reprezentdl E3-ban, ha kielégiti
a 11 = 0 Pliicker-egyenletet ¢és ||1]| = 1. Nem vessziik figyelembe az egyenes
irdnyitdsat, (l,i) és (—l, —T) ugyanazt az Legyenest reprezentdlja.

Klein-féle leképezés

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést

(L, l6) := (la1, lag, las, lag, I31, 112) -

Ekkor a homogén Pliicker-koordindtdk alkalmazdsdval értelmezhetiink egy
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést a valds szdmok rendezett homogén
hatosa (I1,...,lg) # (0,...,0) és a P? tér egyenesei kozott. Az (Iy,...,ls)
szémhatos felfoghat6 az otdimenziés P® projektiv tér pontjainak koordina-
tdjaként. A kapott bijektiv leképezés eredményez egy ijabb kolcsonosen
egyértelmti leképezést a P3 tér egyenesei és az otdimenziés P5 projektiv tér
azon pontjai kozott amelyek kielégitik a Pliicker-egyenletet. A (16) egyen-
letet dtalakitva kapjuk

l1lg + Iol5 + 13lg = 0 (17)
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Az ily médon definislt v Klein-leképezés egy bijekciot hoz létre a P3 tér
egyenesei és a Q C P5 Klein kvadrik pontjai kozott. Természetesen a P°
projektiv tér nem minden pontja reprezentdl egyenest.

A (16) egy masodfokd homogénkoordindtds egyenlet, amelynek a meg-
olddsa olyan pontok halmaza, amelyek egy hiperfeliiletre, egy négydimenziés
kvadrikra illeszkednek. Ezt a feliiletet nevezziik Klein-kvadriknak [53]. Azon
pontok P?—ben, amelyek nem illeszkednek a Klein-kvadrikra, nem repre-
zentélnak egyenest P3-ban. Mésrészrol R3-ban nincs olyan egyenes, amelyre
w = 0 teljesiilne (V = 0 teljesiilhet az origén dtmend egyenesek esetében),
viszont P3 -ban ezek éppen a végtelen tavoli egyenesek, amelyeknek megfe-
lelnek a Klein-kvadrik w = 0-val definidlt kétdimenzids sikjdnak.
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4. Neuralis haldk és alkalmazasai a CAGD-ban

4.1. Néhany sz6 a neuradlis halékrdél dltalaban

A mesterséges intelligencia neurslis haléi bioldgiailag inspiradlt modellek, az
emberi agy kutatdsdban targyalt, vizsgalt neuronok elméletén, miikodésiik
struktirdjdan alapszik. A neurdlis hdlézat szdamos egyszerli feldolgozéelem-
b6l (neuronbdl vagy csomépontbdl) éll, amelyek nagyon dsszetett és szoros
kapcsolatban vannak egymédssal. A miikodés sordn az egyes elemek ko-
zotti kapcsolatot stulyok jellemzik. A siulyok hozzé vannak rendelve minden
kapcsolathoz. Altaldban a csomépontok (nodes) két réteget alkotva szer-
vezddnek. A tanuldsi folyamat sorén biztositjuk az input vektorokat az
inputréteg szdmdra, gy, hogy a kivdnt outputot vagy eldirjuk, vagy nem.
Ez a kiilonbség klasszifikdlja a neurdlis hdlékat a feliigyelettel vagy a fel-
iigyelet nélkiili valtozatok kozott. A neurdlis hidldkat csoportosithatjuk az
input értékek alapjén is (bindris vagy folytonos). A tanuldsi folyamat 6n-
magédban hdrom {6 1épést tartalmaz, az input minta biztositdsa, az output
eldédllitdsa szdamitdsok alapjdn, és a sulyok mddositdsa specidlis szabdlyok
és fliggvények segitségével. Ezek a lépések ismétlédnek tobbszor, amig azt
nem mondhatjuk a halézatra, hogy tanult vagy kiképzett. A mesterséges
neurdlis halézatok részletes leirdsat megtaldljuk Freeman és Skapura [27] és
Rojas [77] konyvében. Magyar irodalomként meg kell emlitenem Borgulya
Istvén [12] osszefoglals konyveét.

A Kohonen-hilé egy kétrétegti, feliigyelet nélkiili és folytonosan kiérté-
kelt neurdlis hélézat, amelyet T. Kohonen publikalt [54]-ban. A Kohonen-
h&lé kivélé eszkoz a sorrend meghatdrozasara barmilyen tipusid ponthalmaz
esetén. A hélézat nagyon er6s ontanuld, onszervezt képességgel rendel-
kezik. A modell kiviteli rétege, vagy Kohonen-rétege altalaban egy- vagy
kétdimenzids (14sd 7. dbra). Ez azt jelenti, hogy a réteg feldolgozé elemei
egydimenziéban lancot, kétdimeziéban racsot alkotnak. Az n elemii beviteli
réteg minden eleme a Kohonen-réteg minden elemével 6ssze van kotve és a
Kohonen -réteg minden eleme egy w;(wi;, wa;,ws;), (4 = 1,...,n), silyvek-
torral jellemezhet6.

A modell olyan szomszédsagi kornyezetet definidl, amely a kozvetlen
szomszédos elemek kapcsolatat erésiti, a tdvolabbi elemekét pedig csokkenti
(on-center /off surround kapcsolat). Igy létrejohet a topolégia tarté leképe-
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7. dbra. Kohonen h&lé topoldgidja

zés, azaz, a modell a tanulds sordn, ha egy input adatsorhoz a Kohonen-réteg
q; elemét hozzdrendeli, akkor tovabbi hasonlé input adatsorhoz (mintdhoz)
a q; kozeli szomszédos elemeket rendeli. A hél6 versengé tanulast folytat,
azaz, gybztes feldolgozé elemet keres. A legaktivabb elem lesz a gyéztes,
és ezen elem sulyvektorat kell leger6sebben mdédositani, mig a szomszédos
elemekét kisebb mértékben. A szomszédsdgon kiviili, azaz, a szomszédos
kornyezetet meghatdrozé sugdron kiviil esé elemek, neuronok stlyvektorai
valtozatlanok maradnak. A kornyezetet meghatérozé sugar (radius) fiige-
vényrdl és a nyerd vagy aktivitdsi (gain term) fiiggvényrél 5.1.2. pontban
olvashatunk részletesen. A Kohonen-hal6 topolégiatarté tanuldsat egy ré-
csozattal is szemléltethetjiik. Tekintsiik a kimeneti réteg elemeit térbeli
pontoknak, a pontok koordindtéjat, pedig a silyvektorok hatdrozzdk meg.
Ha a térbeli pontokat osszekotjiik, akkor rdacsozatot kapunk, amely a tanu-
l4si folyamat sordn végig megtartja a topolégidjit, és az input adatsoroktdl
fiigg6en viltoztatja az alakjdt.

4.2. Eddigi alkalmazdsok a CAGD-ban

A kovetkez négy alfejezetben a mesterséges intelligencia néhany alkalma-
z4sat ismerhetjiik meg. Az ismertetett cikkek mind friss eredmények, amely
jol mutatja a téméban rejld lehet6ségeket. Tovdabbi eredményként meg lehet

36



emliteni, hogy a neurdlis halok koziil a backpropagation algoritmus is alkal-
mazhaté a CAGD-ban. Erre j6 példa az éltalam publikdlt [55] cikk, ahol
linearis leképezéseket tud megtanulni vagy eldallitani a neuralis hélézat. Az
el6allitds olyan esetekben hasznos, amikor egy ponthalmaz és képe kozott
(pl. torzult fénykép pontjai és a valésag pontjai) az egzakt leképezés mar
nem lenne linedris, de egy igen jol kozelit6 linedris leképezést taldlhatunk a
neurdlis halé segitségével.

Genetikus algoritmus haszndlata gorbe illesztési problémak
esetében

Els6ként meg kell emliteniink Mérkus, Renner és Vancza cikkét. A
szerzOk a genetikus algoritmusok (genetic algortihms, GA) attekintését, és
szabad formdjui gorbék tervezésében valé alkalmazhatdsdgat irjak le. Nyil-
védnvald, hogy vannak a CAGD-ban olyan esetek, amikor a determinisztikus
algoritmusok nem vagy nehezen haszndlhatéak, vagy hibds eredményre ve-
zetnek, ilyenkor javasolt valamilyen nem determinisztikus, valészin{iségen
alapulé médszer alkalmazdsa.

A CAGD-ban sok esetben sziikséges megadni gorbéket, vagy feliilete-
ket, oly médon, hogy szigori geometriai feltételeknek megfeleljenek (gor-
bék interpoldljanak elére megadott pontokat, feliiletek dthaladjanak elére
megadott gorbéken). Gyakran a megoldds nem kivdnatos kilengéseket, éles
kanyarokat és hirtelen valtozdsokat tartalmaz geometriai jellemz&ikben. A
problémak kisziirése a szabad paraméterek felhasznéldsdval is sokszor igen
nehéz feladat. Sokszor olyan paramétert kell megadni, amelynek nincsen
kozvetlen geometriai jelentése, de sziikséges a matematikai reprezentdcié-
hoz. A problémak megfogalmazdsa gyakran mérnoki szemlélet{i, nem pedig
matematikai. A szerzdk javasoljak a GA alkalmazdsat, amely nem ad ugyan
egzakt megoldést, de jol kezelheté megolddshalmazt biztosit.

A GA otlete a természetbdl jon: ahelyett hogy egy egyedi probléma
egyetlen optimédlis megoldasat keressiik, a lehetséges megoldasok populdci-
6ja parhuzamos maédon fejlédik ki. A populécié egyede rendelkezik genetikus
kéddal (génnel vagy kromoszéméval), amely jellemzi 6rokitd tulajdonsagat.
Az 1ij egyed egy vagy két sziil6t6l szérmazhat, nemi jelleg nélkiili (asexual)
vagy nemi jellegli (sexual) szaporoddssal. Az elsd esetben véletlenszeriien
véaltozik a genetikus kéd, a méasodik esetben a két sziilé génjeinek keresztezd-
désébdl alakul ki az 4j kéd. Feltéve, hogy az 1j egyedek lecserélik a létezdket,
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a leszdrmazottak oroklik az 6sok jellemzéit, a valamely célnak megfelelébb
egyedeknek nagyobb esélyiik van oérokiteni, akkor a populdcié egyre és egyre
jobb, megfelel6bb egyedeket eredményez. A genetikus folyamat harom jel-
lemzdje van, a populdcié méretet, a keresztezdések mértéke, és a mutacick
szdma. Ezen elven miikodd genetikus algoritmus részletes leirdsat megtaldl-
juk, az emlitett cikkben (ldsd [61]). A szerzdk ezen algoritmust iiltették &t
gorbeillesztési problémaéra, és nagyon hasznosnak taldltdk olyan probléma&ak
megolddsdra, amikor a hagyomédnyos algoritmusok nem miikédnek.

Funkciondlis hilézatok haszndlata B-spline feliiletekr6l szar-

20 2

mazé adatpontokra illesztett Bézier feliilet elGallitasara

A neurdlis hélozatok erdteljes kiterjesztése a funkciondlis hélézatok,
amelyet Castillo ir le [15] cikkében. Ezen tipusi hélézatok nagyobb sok-
oldalisdgot mutatnak mint a hagyomadanyos neurdlis halézatok, ebbdl ko-
vetkezbleg sikeresen lehet haszndlni ket a CAGD-ban. Iglesias és Gélvez
[51] cikkében példat adnak arra, hogyan lehet funkcionélis halézatok segit-
ségével elballitani tenzori szorzattal megadott feliileteket, amelyek nagyon
fontosak a CAGD-ban. Az 1j algoritmus hatékonysdgéat egy Bézier felii-
let approximaécids problémédn keresztiil mutatjik be, ahol a approximalandé
pontokat, a kontrollpontokat, B-spline feliiletrél nyerik. Természetesen a B-
spline feliiletr6l nyert pontok hatdrozzdk meg a Bézier feliilet fokszdmat is.
A szerz6k tobb B-spline feliilletet is felhaszndlnak az algoritmus hatékony-
sdgdanak az igazoldsaira. A hagyomanyos neurdlis halézatokkal szemben két
6 kiilonbséget emlit a cikk:

1. A neurilis hélézat neurdlis fiiggvényei azonosak, a funkcionalis halo-
zatban lehetnek kiilonbozéek.

2. A neuron outputok a neurilis hal6zatban kiilonb6zdek, a funkciondlis
hélézatban lehetnek azonos output neuronok is.

Tekintsiik a szerzok példéjat. Keressiink olyan S (u,v) feliiletet, amely
kielégiti a kovetkezd tsszefiiggést

S (u,v) =) aj(u) Fj (v) = Y 5 (0) Gi (u),
j=0 i=0
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[ J
S(u,v)

8. dbra. Parametrikus feliilet reprezentaldsa funkcionalis halézattal

ahol az a; (u), (j =0,1,...,n) é a f; (v), (i=0,1,...,m) eggyiithatok,
az Fj (v) és a G; (u) linedrisan fiiggetlen fliggvények halmaza. A szerzok a
kovetkez megolddst adjak

S (u,v) = ZZPijGi (u) Fj (v),
i=0 j=0

ahol P;; térbeli pontokat jelol, azaz, a S (u,v) egy tenzori szorzattal meg-
adott feliilet. A 8. dbra mutatja a példa alapjén elééllitott funkciondlis
hélézatot.
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Vazkijelolés TASONN segitségével

A vézkijelolés (skletonization) olyan folyamat, amely sordn tobb pixel
széles objektumot transzforméalunk egy pixel széles objektumba, gy, hogy a
topolégiai tulajdonsdgokat tobbé-kevésbé megérizziik. A keletkezett objek-
tum a vdz vagy mds néven a szkeleton (skeleton). Ezek a szkeletonok nagyon
hasznosak példdul karakter vagy kromoszéma felismeréskor, s6t az eredeti
objektum adattomoritésének is tekinthetjiik. (ldsd 9. dbrdt ) A szkeleton
fogalmat Blum [6] vezette be, amelyet folytonos esetben kozépsd tengely
transzforméciénak is nevezik (medial axis transformation, MAT). Formali-
san azon korok kozéppontja hatdrozza meg a kozépsd tengelyt, amelyek tel-
jes egészében az objektumon beliil helyezkednek el, és érintik az objektum
hatdrat ketté vagy tobb pontban. Nagyon sok mddszer ismert a probléma
megolddsdra.

A vektor szkeltonizdcié esetében azzal foglalkozunk, hogy keresiink egy
grifot az input minta szakasz rész approximéciéjdval. Ebben a dolgozatban
irrelevdns a raszteres szkeletonozicié témakore. 2001-ben a neurdlis halok
segitségével Datta és szerzétarsai (1dsd [22]) adnak 1j moédszert A cikkiik
j6 példa arra, hogyan lehet Kohonen-hdlét hasznélni approximéciés prob-
lémékra. Az édltaluk hasznélt hdlé nemcsak egy onszervezé (self-organizing
neural network, SONN) neuralis hdl6, hanem ennél tobb, azaz, topolégiali-
lag alkalmazkodé hélézat, angolul topology-adaptive self-organizing neural
network, TASONN. Szemben a hagyoméanyos Kohonen-hédléval a TASSON
hélé topoldgidja automatikusan alkalmazkodik a megfelel alak felé, azaz,
dinamikusan valtozik, mikézben megtartja ontanuld, cnszervezd képessé-
gét is. A cikkben részletezett algoritmus a minta alapjan elééllitja a vek-
tor vdzat, amelyb6l a rasztervdz is nyerhetd. Meg kell emliteniink, hogy a
Kohonen-hdlé emlitett hidnyossdgdval jémagam és szerzétdrsaim is szembe-
keriiltiink. A [86] cikkben publikilt megolddst a 5.2. pontban ismertetem,
amely a Kohonen-hdlé dinamikus kiterjesztését tartalmazza.

Térbeli ponthalmazok paraméterezése és rekonstrukciéja neu-
ralis halé és parcidlis differencidlegyenletek (PDE) segitségével

Barhak és Fischer (ldsd [4]) cikkiikben szintén a mérnoki visszafejtés-
ben (reverse engineering) gyakori probléméra kindlnak megolddst neurdlis
hals és PDE (Partial Differential Equation) segitségével. Lézer szkennerrel
gyorsan lehet 3D adatokhoz jutni, de a kapott digitélis adatok olyan nagy
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9. dbra. Szkeletonizécié eredménye

mennyiségben és teljesen szabdlytalanul dllnak rendelkezésre, hogy azokat
mindenképpen intenziv rekonstrukcids eljardsoknak kell aldvetni. Szabad-
formdju feliiletek rekonstrukcidjanak két fontos lépése van, a parametrizacio
és a feliiletillesztés.

A jelenlegi parametrizéldsi médszerek topoldgiai problémékkal kiizde-
nek, pl. zajos onmetsz6 feliiletek esetében. A szerzdk erre a probléméra
adnak megoldast, felhasznéljdk Ma és Kruth [60] eredményét, azaz térbeli
bazis feliiletet (base surface) haszndlnak a parametrizaldsa sik helyett. Va-
16jdban a bézis feliilet egy durva approximaéldsa a végs6 feliiletnek, amely
majd illeszkedik a digitalizdlt pontokra. Ezutdn a kezdeti parametrizédlds
utdn ujabb és ujabb feliileteket allitunk eld a paraméter értékek és a in-
put pontok alapjdn, s az igy kapott feliiletsorozat fog konvergdlni a kivant
illeszked6 feliilethez.

A szerzdk két 1j parametrizaldasi médszert adnak meg. A PDE mdéd-
szer onmetszés nélkiili paraméterhalét biztosit. A neurdlis halét (SOM, Self
Organizing Maps, amely valdjaban Kohonen-hél6 lasd [54]) a sikbeli pa-
ramétertartomanyon alkalmazzdk. Elénye, hogy nemcsak a hatdrpontok,
hanem az Gsszes pont részt vesz a kontrollhalé kialakitdsdban, ezdltal uni-
form sfirtiségii paraméter-tartomény keletkezik. A szerzok cikkiikben tssze
is hasonlitjék a két mdédszert, és szdmos gyakorlati példan keresztiil mutat-
jak be eredményeiket.

41



5. Ponthalmaz geometriai modellezése Kohonen-
halé segitségével

5.1. Szabad formadji feliiletek illesztése pontfelhére neuralis
halok segitségével

Pontfelhore illesztett feliilet approximaldsdnak vagy interpoldldsanak a prob-
léméjéra szamtalan kiilonb6z6 maédszer és applikacio késziilt a CAD/CAM
alkalmazdsokban (ldsd Boehm [10], Foley és Hagen [26], Hoschek és Lasser
[46]). Hoffmann és Varady [43] cikkiikben a Kohonen-hél6t alkalmazzdk
az el6bbi probléma megolddsdra. A kés6bbi eredmények erre a médszerre
épiilnek, ezért ezt bévebben ismertetem.

A 4.1. pontban leirt Kohonen-halét hasznalhatjuk feliiletillesztési prob-
lémédk megolddséara is. Vagy addig futtatjuk az algoritmust, amig egy négy-
szog kontrollhdlé eldallitdasdval megfelelé B-spline vagy egyéb approximdld
vagy interpoldlé feliiletet kapunk, vagy a 3.2. pontban meghatédrozott base
surface-t allitjuk eld, amely egy lehetséges méd a paraméter inicializdldsra.
A Kohonen-hdl6 elényss tulajdonsdgait felhasznélva (kétrétegtl, feliigyelet
nélkiili és folytonosan kiértékelt neuralis hélézat) kivdl6 eszkozt nyeriink
bérmilyen tipusi ponthalmaz esetén a sorrend meghatdrozdsdra. A halo-
zat nagyon er6s ontanulé, onszervez képességgel rendelkezik. A neurilis
halok elényeirél teoritikus eredményeket olvashatunk Alder cikkében (ldsd
[1]), tovdbbd szabad formaju feliiletek eldéllitdsa neurdlis hélokkal szintén
érdekes kutatdsi teriilet (még Gu és Yan [31]).

A mi esetiinkben a Kohonen-hdlé erés éntanulé képességét hasznaljuk
fel. Ezt a képességet gyakorlatilag arra hasznéljuk, hogy egy elére megadott
struktirdt vonszoljunk, mozgassunk, gy hogy az majd keresztiil menjen
a megadott pontokon, azaz illeszkedjen a ponthalmazra. Gorbék esetében
ez az elére megadott struktira poligon-, feliiletek esetében pedig négyszog-
hélézat. Az ugynevezett tanuldsi folyamat utdn az elére definidlt halézat
kovetni fogja az input pontok struktirdjdt és eloszlasdt, vagy ha relativan
kicsi az input pontok szdma, akkor illeszkedi fog minden pontra. Ennek a
technikdnak 6 elénye az, hogy egyardnt kezelni tudunk olyan problémékat,
amelyek kevés ponttal, valamint amelyek nagy szdmu ponttal, pontfelhdvel
adottak. Az alkalmazas masik elénye, hogy a Kohonen-halé végig megtartja
topolégidjat (jelen esetben a négyszoghalot) a tanuldsi folyamat sordn. Mi-

42



utdn a Kohonen-h&lé megtanulta a pontfelhét el6allit egy négyszoghalst,
amely kontrollhdl6 alapja lehet, valamely standard approximécids vagy in-
terpolaciés médszernek (pl. NURBS feliiletek).

Mivel a Kohonen-h&dl6t mar ismertettiik a 4.1. pontban, ezért itt mar
csak a tanuldsi algoritmust adjuk meg. A standard — azaz nem dinamikus —
modszer teljes részletes lefrasat megtaldljuk a [43]-ben.

5.1.1. A neurélis hilé tanulssi folyamata

A megadott ponthalmaz pontjait jeloljiik a kovetkezOképpen :

pi(xl,iaxQ,iax&i)a (Z = 17”'7m)7

ahol m az input pontok szdmét jeloli. A Kohonen-hélé input rétege harom
neuront tartalmaz, amelyek bemenetként szolgdlnak az input koordindtdk
szdmdra. Az output réteg n(> m) neuront tartalmaz. Az n értéke fiigg az
m értékétdl, dltaldban n = 4 x m. Ha az input pontok szdama nagy, vagy
az input eloszldssal definidlt, akkor kényelmesebb n értékét az input pontok
szamatol fiiggetleniil megvédlasztani. Az m értéke mellett ne feledjiik, hogy
négyszog-halé topolégiat kell hogy alkosson az output réteg. Az output
réteg minden neuronja (pontja) Osszekottetésben dll az input réteg Osszes
neuronjaval (pontjaval) (14sd 7. dbrat), azaz, az input réteg i-edik neuronja
hozza van kapcsolva az output réteg j-edik neuronjéhoz, és w;; sily van
hozzdrendelve minden egyes Osszekottetéshez. Ezeket a silyokat tekintjiik
az output pontok koordinatainak,

q;(wij, wej, wg;), (J=1,...,n),
amelyek majd az eredmény poligont szolgaltatjdk a tanuldsi folyamat utdn:

1. Inicializaljuk a wgj, (s =1,2,3,7 = 1,...,n) stlyokat, mint kicsi vélet-
len szdmokat az input koordindtdk dtlagainak kornyezetében. Inicia-
lizdljuk a t tanuldsi id6t is, ¢t = 1.

2. Adjunk 4j input (21,40, 2,4, €3,i,) értékeket, amelyek egy random mo-
don kivélasztott p;,pont koordinatdi.
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3. Hatdrozzuk meg minden output csoméérték d;(pi,,q;),(j = 1..n)
euklidészi tdvolsagat az input ponttdl

3
dj = Z (Tsio — Wsj) -
s=1

4. Taldljuk meg a qj, nyer6 értéket, amelynek minimalis a tdvolsdga az
input ponttdl, azaz. d;, = min(d;).

5. Hatérozzuk meg a N(t) = (jo, j1, --., jx) kirnyezetet.

6. Az N(t)kornyezetben frissitsiik a csomépontok silyait (azaz a koor-
dindtakat) a kovetkezd képlet alapjdn:

wsj(t+ 1) = wsj () + n(t) (s — ws;(t)), Vi€ N(),

ahol n(t) az dgynevezett nyer$ kifejezés (gain term), amely idében
csokkend Gauss-fiiggvény, példdul:

7. Noveljiik a tréning (tanuldsi) idét, ¢ = ¢ + 1. Ismételjiik a 2.-t6] 7.-ig
a lépéseket amig a halézatot tanultnak (kiképzettnek) tekintjiik.

Viszonylag kevés pont esetén, akkor tekintjiik befejezettnek az algo-
ritmust, ha minden input pont rajta van a kontrollhdlén, azaz minden
pi (¢ = 1,...,m) ponthoz rendeltiink egy olyan q;output vektort, amely
olyan, hogy egy bizonyos id6 elteltével q; tavolsdga p; -t6l egy elére meg-
hatdrozott értéknél kisebb. Erésebb, pontosabb konvergencia nyerhetd, ha
megkoveteljiik, hogy azon output vektor, amely nem konvergal az input
vektorhoz illeszkedjen a két szomszédos output pont &dltal meghatdrozott
egyenesre. Az ilyen konvergencia kiilénosen nagy szerepet kap a kés6bbi-
ekben nyert feliilet simasdgdban. Amennyiben az input pontok szémossaga
nagy vagy végtelen (eloszldssal definidlt), akkor nevezhetjiik a hélézatot ta-
nultnak, ha az output hdlé véltozdsa egy elére definidlt hatdrértéknél kisebb.
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5.1.2. A sugéar és a nyerd feltétel megaddsa

A sugér (radius), mint a kérnyezet meghatarozdsédnak fontos tényezije és a
nyert feltétel vagy kifejezés (gain term) a szémitdsi idének igen fontos té-
nyezdi. Mindkét érték csokken az idd fiiggvényében. A konvergencia elérése
miatt a sugdr értékét nulldig kell csokkenteni, mert egyébként az aktud-
lis input olyan outputokat is magdhoz vonzana, amelyek mds inputokhoz
kell hogy konvergdljanak. Ugyanakkor a gain term-nek is csokkennie kell,
kiilonben az aktudlis input olyan outputokat is magdhoz hizna, amely k-
zelebb van més inputokhoz, de viszonylag messze van az aktudlis inputtdl.
Meg kell jegyezniink, hogy a gain term-nek nem szabad sokkal gyorsabban
csokkennie mint a sugdrnak, mert kiilonben tul kevéssé hiiznd magdhoz az
input a kornyezetében 1év6 outputokat. Programokban az aldbbi gyakorlati
értékekkel dolgozhatunk. Gain term fiiggvény pl:

\/lz_ﬂe_ (3)2, radius(t) = %e_%(i)Q

ahol ¢ jel6li az iterdcidk szdmat, q és s skdlazo értékek az id6 tengelyén, m

(SIS

Gain(t) =

jeloli az input pontok szamat. A g és s értékek tetszéleges kis szamok, de az
algoritmus sebességének novelése érdekében érdemes elére meghatdrozni. A
folyamat kritikus pontja a tg iterdciészam, amikor a sugédr nulldra csokken.
Ezutdn a pontok sorrendje mar determindlt lesz, és csak a nem approxi-
maélt input pontok vonzédnak a legkdzelebbi ouputhoz. A gain term és a
radius fiiggvény vizsgdlatdt megtalaljuk Véarady L. [87] és Hoffmann M. [41]
cikkében.

5.1.3. A siilyok inicializaldsa

A folyamat legelején a neurdlis hélé silyainak kezddértéket kell adni, azaz,
inicializdlni kell a silyokat. Az inicializalds meghatdrozza a kontrolhalé
pontjainak kezdeti térbeli helyzetét. Kiilonbozd tipusd input ponthalmaz
esetén kiilonbozé inicializdlasra van sziikség. A legegyszeriibb megoldas,
hogy kis véletlen szémokat adunk meg. Ebben az esetben az output pontok
tdvol lehetnek az input pontoktél. Az algoritmus hatékonysdgdt noveli,
ha a stlyokat az input pontok kérnyezetében (esetleges kozéppontja koriil)
inicializaljuk.

Ha nagy szému input ponttal rendelkeziink, vagy eloszldsa ismert a pon-
toknak, akkor a silyokat abban a pontban kell inicializalni, ahol az input
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pontok stirisége a legnagyobb. Az input pontok osztdlyozédsdval (klaszteri-
zécijdval) ez a probléma megoldhatoé.

Meg kell emliteniink, hogy ha az input pontokat véletlenszertien adjuk
meg, akkor a kontrollhdlé kisimulhat, és néhdny pont a kontrollhdlén kiviil
lesz. Ezen pontokat mér a tanuldsi folyamat sordn kisziirhetjiik, amivel
csokkenthetjiik a végrehajtasi idot.

5.1.4. A feliilet

A tanuldsi folyamat utédn a Kohonen-h4lé el6dllit egy négyszogracsot (grid),
amely rdcshalé figyelembe vehet valamely késodbbi feliilet kontrollhaldja-
ként. A feliiletet el6allité technika kivalasztdsa (NURBS, Bézier feliilet,
stb.) az algoritmus szempontjabdél nem lényeges. A kiinduldsi ponthalmaz
rendezetlen volt (scattered ), de a tanuldsi folyamat utdn mint egy ren-
dezett kontrollhdlé pontjainak tekinthetjiik. A 3.2. pontra visszautalva,
akdr base surface szerepet is betolthet a kapott feliilet, amely megoldhatja
a feliiletillesztési problémsk egyik kulcskérdését, a paraméter-inicializélds
probléméjat. A Kohonen-hal6 alkalmazdsara lathatunk konkrét példakat a
10. és a 11. dbrakon.

A 11. dbrén példét lathatunk arra, hogy konkdv input ponthalmaz ese-
tén is miikodik az algoritmus. Az el6z6 fejezetekben emlitett mddszerek
ilyen esetekben vagy hibds eredményre vezetnek, vagy rendkiviil megnive-
kedik a szamitdsi ido.
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5.2. A dinamikus Kohonen-hdlé alkalmazisa ponthalmazra

0 2

illesztett szabad formadji feliiletek el6édllitasara.

Az elbz6 fejezetben megismerkedhettiink a Kohonen-hdléval. A Kohonen-
féle neurdlis halézat kivaléan alkalmazhaté szabad forméju feliiletek app-
roximécidjaban. Hoffmann és Varady adtak [43]-ben megoldast az alkal-
mazhatdésigra. Kordbbi médszerek altaldban hdromszog alapi kontrollhdlét
konstrudlnak a pontokbdl, pedig a klasszikus NURBS vagy Bézier feliiletek
négyszog alapi kontrollhdlét alkalmaznak. Ha adott a térben egy pont-
halmaz (pontfelhd), akkor elészor az a feladatunk, hogy a neurélis halé
segitségével rendezziik sorba a pontokat és formdljunk négyszog topolégidji
kontrollhélét, ezutdn standard approximécios vagy interpoldciés mdédszerek
alkalmazhatdak a feliilet eldallitasara. A modszer elénye, hogy egyarant
alkalmazhaté nagyszdmu és kisszému adat (input pont) esetén is.
Hoffmann, Virady és jémagam az elébbi mddszer tovabbfejlesztését
adtuk meg [86]-ben. Amint mér emlitettem, a Kohonen-hél6 eléallit egy
négyszog topoldgiaju kontrollhdlét az inputként megadott pontfelhdbdl. A
tanulasi folyamat el6tt meg kell adni egy kiindulési halézatot, amely majd a
folyamat sordn az input pontok felé fog mozogni, kivetve azok térbeli elhe-
lyezkedését. Ennek a médszernek, az a hitréanya, hogy jol kell megbecsiilni a
kiindulési hédl6zat neuronjainak, azaz késébbi kontrollhdlé cstcspontjainak
a széaméat. Ha ez a szdm til kicsi, akkor néhany input pont kiviil eshet az
eredmény kontrollhdlén, ha sziikségteleniil nagy, akkor lényegesen megno-
vekedhet a szdmitdsi id6. A [43]-ben megadott médszer 4n neuront hasznal
n db input pont esetén, amely meghizhaté vélasztds, de nagy n esetén meg-
lehetésen lassui az algoritmus. ”Végtelen” input pont esetén bizonytalan a
megfelel neuronszdm megvdlasztdasa Mivel az eredeti algoritmus [43]-ben,
pontosan definislt, itt csak az 1j eredménynek szamité moédositast kozlom.

5.2.1. A dinamikus Kohonen-halé

Az eredeti Kohonen-hal6 a neuronok két rétegébél dll. Az input réteg harom
neuronbdl 4ll, ezen neuronok kapjdk inputként a térbeli pontok koordinatait.
Az output réteg neuronjainak a szdma m fiigg az input pontok n szadmatdl,
altaldban m = 4n. Nagyon nagy szamu input pont esetén alkalmas m-et kell
vélasztani. A két réteg neuronjai teljes osszekottetésben vannak egymassal,
tehdt minden input neuron minden output neuronnal, és a kapcsolatokhoz
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sulyokat rendeliink. Ezeket a sulyokat tekinthetjiik az el6re definidlt to-
poldgidju négyszog kontrollhdlé csicspontjainak a térbeli koordindtaiként.
Szemléletesen is ldthatd, hogy m értékének megvdlasztdsa kritikus pontja
az algoritmusnak.

A problémdra [86]-ben megoldést adtunk, azaz a Kohonen-hdlé dina-
mikus véltozatit vezettiik be. Az alapotlet az, hogy az output neuronok
szdma, ennél fogva a sulyok szdma, azaz a kontrollhalé csicspontjainak
szdama novekedjen dinamikusan a tanuldsi folyamat sordan. Minden iters-
ciéban kivalasztunk egy aktiv neuront, amely a legkozelebb van az input
ponthoz. Ezt a csticspontot és a szomszédjait mozgatjuk az input pont felé.
Feltételezziik, hogy a kivdlasztott neuront vagy a neuron kornyezetében 1év6
neuronokat igen stirlin aktivdljuk. Ez geometriailag azt jelenti, hogy ha a
hélé ezen része nem elég siirti, vagyis nagyon sok input pont taldlhaté ezen
neuron vagy a neuron kérnyezetében 1év neuronok kozelében, akkor megol-
désként extra neuronok beszirdsdval prébédlkozunk a leggyakrabban vélasz-
tott neuron mellett. Mivel egy neuron beszirdsa deformélnd a kontrollhalé
szerkezetét, ezért vagy neuronok egy sordt, vagy egy oszlopdt szirjuk be.
Az aktiv neuron azon oldaldra szurjuk be az 1ij neuronokat, amely oldalon
a szomszéd neuronok legkevésbé aktivak. Ezzel a mdédszerrel a kontrollhdlé
dinamikusan fog néni, és a tanuldsi algoritmus végére megfelel$ méretii lesz.

5.2.2. Uj neuronok beszurssa

A kovetkez6kben bemutatjuk a beszirds algoritmusdnak formalis megadé-
sat. Legyen az output neuronok széma k x [ (az eljérés elején k = 2,1 = 2).
Rendeljiink A;j, (1 = 1,...,k;7 = 1,...,1) aktivitdsi valtozét minden output
neuronhoz. Az (ig,jo) aktivitdsi véltozé értékét noveljiik 1-gyel, amikor
(0, jo) output neuron aktiv. Ezenkiviil meg kell adni a \;; aktivaldsi vél-
tozé A fels6 korldtjdt is. Ha valamelyik aktivaldsi véltozé értéke egyenld
A-val (azaz ez a neuron A-szor volt kivélasztva), akkor egy sort, vagy egy
oszlopot szirunk be a kivdlasztott neuron mellé.

A korébbi tanulédsi lépések utdn (amelyet mér a 5.1.1.pontban ismer-
tettem, ldsd még [43]), a kovetkezd 1épéseket kell végrehajtani:

1. Minden aktivitasi vdltozot osszehasonlitunk a hatdrértékkel. Ha bar-
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12. abra. Uj neuronok beszirasa a legaktivabb neuron mellé

milyen 75 indexpdr esetén igaz, hogy

akkor

2. Viélasszuk ki a neuron legkevésbé aktiv szomszédjit, azaz hatdrozzuk
meg a
min (Ai—1j,Aij—1,Ai15,Aiji1) -

szédmot. (Ha a neuron a récshdl6 hataran helyezkedik el, akkor eléfor-
dulhat, hogy a zdréjelen beliil valamelyik érték nem létezik.)

3. Tegyiik fel, hogy a megtaldlt neuron az (i, j — 1) neuron. Ekkor egy
oszlopot sziirunk be a (j — 1) és a j oszlopok kozé. A keletkezd 1j osz-
lop minden egyes neuronjihoz tartozé silyok értéke egyenld lesz a két
szomszédos neuronhoz tartozé silyok atlagaval. A sulyok dtlagolasét
az indokolja, hogy a kapott tij neuronok a szomszédos neuronok sza-
kaszfelez6pontjaiban vannak. A k és [ értéke megfeleléen novekszik,
jelen esetben [ =1+ 1.

4. Az osszes aktivédlasi valtozot alaphelyzetbe éllitjuk vissza

Tovéabbi elénye a beszirdsnak, hogy k és [ értéke, azaz a kontrollhdlé
alakja automatikusan valtozik a tanulédsi folyamat sordn. Az eredeti maéd-
szer (14sd [43]) megalldsi feltételét is megvaltoztathatjuk. Ha az input pon-
tok szdma viszonylag kicsi, akkor az eredeti algoritmusban akkor mondjuk,
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hogy a neurdlis hédlé tanult, vagy kiképzett, ha minden input pont illesz-
kedik a kontrollhdléra. Ebben az esetben olyan interpoldciés médszert és
feliiletet taldlhatunk, amelyre az ¢sszes input pont illeszkedik. Ha az input
pontok szdma szdzas nagysagrendii, vagy az adatok bizonyos eloszldssal van-
nak megadva, amelyek pontfelhts (scattered data) probléméknél fordulnak
eld, akkor a neurdlis halét kiképzettnek mondjuk, ha a kontrollhdlé vélto-
zésa egy elbre megadott értéknél kisebb. Az utdbbi esetben a dinamikus
Kohonen-hdlé tanulési folyamata akkor is befejez6dhet, ha az output neu-
ronok szdma elér egy elére meghatdrozott értéket, s6t ez az érték az input
pontok szdmaéandl kisebb is lehet.

5.2.3. Az ij algoritmus hatékonysdga

Az 1j algoritmusnak két elénye van. Az els6 az, hogy lényegesen csokken a
tanuldsi iteraciok szdma, azaz, hogy hanyszor adjuk meg az input pontok
koordin4atéit. Igaz, hogy az 1j neuronok beszirédsa plusz feladat, de ez elha-
nyagolhaté szémitdsi id6t igényel, igy a dinamikus véltozat gyorsabb, mint
az eredeti. A mdsodik elény az, hogy a tanulds utdn megkapott kontrollhdlé
csucspontjainak szdma joval kevesebb lesz, és ez dltaldban simabb feliiletet
eredményez. Az aldbbi tdbldzat az iterdcidk szaménak véltozdsat mutatja
(ezerszer ismételt futtatds utdni dtlageértékek).

Input pontok eredeti dinamikus
iterdcio | neuronok | iterdcid | neuronok
10 3200 40 2300 30
100 5500 400 3600 250

Még egyszer meg kell jegyezniink, hogy a Kohonen-hdlé egy kontrollh&-
16t &llit eld pontfelhébdl, azaz bizonyos rendezést hajtunk végre a pontfelhd
pontjain. Tehét az eljdrds szempontjabdl teljesen irrelevdans, hogy kés6bb
milyen standard feliilet approximdcids vagy interpoléciés médszert alkalma-
zunk, amely a kontrollhdlé alapjan elééllitja a szabad formé&ju feliiletet.

Felix Hausdorff (1868 -1942) a metrikus tér két részhalmazén értelme-
zett metrikus fiiggvényt definidlt. Két halmaz Hausdorf-tdvolsdga akkor és
csak akkor r ha az egyik halmaz tetszbleges pontjanak a tdvolsdga a madsik
halmaz valamely pontjdtél kisebb egyenlé mint r. Formadlisan: Tekintsiink
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kozelitesi
hiba

dinamikus

/ hagyomanyos

iteracio

13. dbra. A dinamikus és hagyomdnyos technika 6sszehasonlitdsa

egy X metrikus teret a d tdvolsdgfiiggvénnyel. z € X pont és A C X ne-
miires részhalmaz esetén a kovetkezOképpen értelmezziik x tdvolsdgat A-tol

0 (z, A) := inf dx (z,a).

acA

Ekkor A és B nemiires halmazok Hausdorff-tdvolsaga

dm (A, B) : = max(dasym (A, B), dasym(B, A)), ahol (18)
Sasym(A, B) : = supdy (a, B), (19)
acA

az ily médon megadott tdvolsdgot gyakran az A és B halmaz aszimet-
rikus Hausdorff-tdvolsdgdnak is nevezik.

Ezt a Hausdorff tdvolsagot alkalmaztuk, a ponthalmaz és a Kohonen-
héléval kapott approximélé feliilet kozelitési hibdjanak a meghatdrozaséra.
A 13. dbran jol ldthat6, hogy a dinamikus valtozat kozelitési hibdja mere-
dekebben csokken az iterdcié szdménak novekedésével.

A (18)- ben definidlt Hausdorff-tavolsagot alkalmazva vizsgalhatjuk az
input rogzitésével kapott eredményeket is. A 14. &bran jol ldthatd, hogy
rogzitett inputszam esetén hogyan valtozik a kozelitési hiba az iterdcié sza-
ménak novekedésével.
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kozelitesi

hiba input pontok
N szama

iterdcio

14. dbra. A kozelitési hiba véltozdsa rogzitett input szam esetén

5.3. B-spline vonalfeliiletek konstruildsa Kohonen-hdl6 se-
gitségével

A kovetkez6kben olyan eredményeket kozliink, amelyek megtaldlhatéak a
[38] cikkben, amelyet Hoffmann Miklgssal kozosen készitettiink. A vonalfe-
liilletek és specidlis részhalmazaik, a kifejthetd feliiletek, jolismert teriiletei
a klasszikus geometridnak. Errdl a teriiletrl szdmos komputergeometriai
és CAD-CAM alkalmazast ismeriink. Az utébbi teriileten a feliiletek meg-
addsdra szokdsos eljaras a kiilonbozd tipusu spline feliiletek, mint példdul
a Bézier, B-spline vagy a NURBS feliilet alkalmazdsa. Ebbdl kovetkezik
az is, hogy megoldhaté a vonal és kifejthetd feliileteket megaddsa, illetve
konstrudlasa spline feliiletek segitségével is. Lefejtés alatt érthetiink olyan
izometrikus leképezést is, ahol az egyik feliiletet képezziik a masik feliiletre,
ahol az utébbi feliilet nem feltétleniil sik. Szdmos eredményt ismeriink a
szakirodalombdl hasonlé approximaciok és interpolédcick létrehozdséra (ldsd
[49], [68]).

Bédrmilyen tipusi spline feliilet szokdsos megaddsa négyszogalapi kont-
rollhéléval torténik, amely a vonalfeliiletek esetében (2,n) tipusi. Az is-
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mert médszerek legfontosabb feladata éppen e kontrollhéls létrehozdsa. Az
dltalunk haszndlt mdédszerben Kohonen-féle neurdlis hélét haszndlunk az
input adatok el6feldolgozdsa sordn, hogy eléallitsuk ezen kontrollhdlét. A
Kohonen-hdlét, mint a mesterséges intelligencia egyik igen hasznos eszko-
zét, szerzétarsaimmal egyiitt mar sikeresen alkalmaztuk més approximécios
problémék esetében is (Lasd [42], [86]).

A mi esetiinkben az eredeti input adatstruktira adott egyenesek hal-
mazét tartalmazza, amelyet alkotéknak (rulings) neveziink. Elbény6s szé-
munkra ezen egyenesek és a neurdlis hdlé megaddsa homogén koordinétak-
kal, amely egy jol ismert eljards a projektiv geometridban. Hasonlé kom-
putergeometriai megkozelités taldlunk Bodduluri és Ravani cikkében [8].
Projektiv egyenesek Pliicker-koordindtdkkal valé megaddsdnak felhasznéld-
sat megtalaljuk Hlavaty [36] munkdjéban, amelyet Chen és Pottmann ([16])
szintén felhasznaltak cikkiikben.

Vonal és kifejthetd feliiletek definiciéjat megtaldljuk a dolgozat késébbi
5.4. fejezetében. Itt csak hivatkozunk ezen definicidkra.

5.3.1. Pliicker-koordinatdk (vonalkoordindtak) megaddasa

Egy kordbbi fejezetben mér levezettiik Pliicker-koordindtdkat. A most ko-
vetkez6 levezetésben azt mutatjuk meg, hogy a Pliicker-koordindta mege-
gyezik a vonalgeometridban hasznélt vonalkoordindta definiciéjaval.
Pliicker 1868-ban a Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Bet-
rachtung der geraden Linien als Raumelement c. munkdjaban vezette be a
vonalkoordindtdkat. A matematikai fogalmak &ltalaban a magyardzatukat
tekintve folyton alakulnak, egyszer{isvdnek, 1j oldalrél nyernek megvildgi-
tdast. Ahogyan most ezt leirjuk, azt els6sorban a dolgozatunk szempontjabdl
tessziik 1gy.
Az Fuklideszi térben felvesziink egy Descartes-féle koordindtarendszert.
Az sltaldnos helyzetli egyenest két, a koordinatasikokra es6 vetiiletével ad-
juk meg.
r=az+b
y=cz+d

Az egyenleteket vetitésikok egyenleteként is felfoghatjuk. Ekkor e sikok
metszésvonala lesz az egyenes. Az egyenes az z,y sikot a (b, d,0) koordiné-
t4jd pontban metszi.

55



15. dbra. Egyenes megaddsa vetitésikok metszeteként

Az egyenletpar nem &llitja el az [z, y] sikkal parhuzamos egyeneseket.
Ilyenkor az egyik egyenest felcseréljiik egy [z,y] sikon 1évd egyenesre pl.
y = ex + f-re, azaz z irdnyu vetit&sikot vezetiink be. Hogy a tér melyik
egyenesérdl van sz azt kizdrélag négy paraméter hatdrozza meg, azaz a tér
Osszes egyenese egy négyparaméteres sokasdgot alkot.

Ha a paraméterek koziil nem mind szabad paraméter, akkor valamilyen
egyenessokasdgot kapunk. Nevezetesen, ha harom szabad paraméter van,
akkor egyeneskomplexus, vagy roviden komplexus, ha kett6, akkor kongru-
encia, ha pedig csak egy, akkor vonalfeliilet az egyenessokasig.

Ha homogén koordinatdkra tériink &t, érdekes dolgokat kapunk. A pro-
jektiv térben a pontot, vagy dudlisit a sikot, szamnégyessel jellemezziik. A
szamnégyesek ardnyossdg erejéig tartoznak a ponthoz vagy sikhoz, és mind
nem lehet nulla. Amikor egyenest adunk meg, azt szamnyolcassal tehetjiik
tehdt meg a kovetkez6 moédon:

T1 9 T3 T4
YL Y2 Y3 Y4 )
Az pedig lényegtelen, hogy a métrix egy sordt pontnak, vagy siknak

tekintjiik. Fontos, hogy a maétrix rangja 2, mert egyébként a két pont,
illetve a két stk azonos lenne. Két egyenes pedig akkor megegyez6, ha a
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koordindtdkbdl képezett matrix rangja 2.

T1 X9 T3 X4
rang Y1 Y2 Y3 Ya _9
Ul U2 U3 Ug

V1 V2 V3 U4

Az egyenes koordindtaibdl 2 x 2 -es determindnsokat képeziink az 6sszes
lehetséges médon. Minden determindns nem lehet nulla, hiszen a 2 x 4 -es
matrix rangja 2.

T1 T2 T T3 T1 T4
p12 = , P13 = , P14 = )
Y1 Y2 Y1 Y3 Y1 Ya
T2 X3 T2 T4 XT3 T4
p23 = , D24 = y D34 = .
Y2 Y3 Y2 Y4 Y3 Y4

Figyelembevéve, hogy egy oszlopcsere a determindns értékének —1 -
szeresét adja, azaz p;, = —pi;, rovid szdmolds utdn megdllapithatjuk, hogy

D12P34 + P13Pa2 + p1ap23 = 0.

Ha a fenti mennyiségeket nem egy altaldnos projektiv térben, hanem a
végtelen tavoli elemekkel kib&vitett euklideszi térben irjuk fel, akkor érdekes
geometriai tulajdonsdgokat latunk. Tehdt inhomogén koordindtakra térve:

T4 Ya

Az egyenes kiinduldsi alakja ekkor igy alakul:
X1 X9 X351
ViYoVsl)

Bevezetjiik még az aldbbi jeloléseket is:

P1 = P41, P2 =DP42, P3 = P43, P4 =DP23, P5=DP31, P6 = Pi2-

Ekkor

p1=Y1—X1, pp=Ys—Xo, p3=Y3— X3,
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(P4> Pss Ps)

(P> P2>P3)

16. dbra. Az egyenes vonalkoordinatéi

azaz ez pontosan az egyenes irdnyvektordnak hérom koordintdja. A

kovetkez6
. X9 X3 . X1 X3 . X1 Xo
p4_Y2}/3’ _leyvg7p6_yvlyv2
értékek még igy is frhatok:
1 j k
X1 X9 X3.
i Yo V3

Vagyis a p4, p5, ps mennyiségek vektoridlis szorzat eredményeként egy
madsik vektor koordindtdi, éspedig az origébdl az egyenes irdnyvektordnak
kezd6pontjiba illetve végpontjdba mutaté vektorok vektoridlis szorzata.

A hat p; ardnyossag erejéig tartozik az egyeneshez, mivel homogén koor-
dinatdkbdl szarmaztattuk 6ket. De a hat szdmbdl egyet rogzitve az egyenest
is megkapjuk. Az els¢ harom megadja az irdnyvektort a hosszaval egyiitt.
Az orig6tdl valé tavolsdg szorozva az irdnyvektor hosszédval a sraffozott ha-
romszog teriiletének a dupldja ami a masodik hdrom szdmbdl szédmolhaté
ki, mint a vektoridlis szorzat abszolut értéke. A sraffozott sik, benne az
egyenessel dgy all, hogy mer6leges a vektoridlis szorzatra, és az origétdl
val6 tdvolsdga a normélvektor és az irdnyvektor abszolit értékeinek a ha-
nyadosa. Ezzel az egyenest a hat szambdl visszadllitottuk.
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A tér egyeneseit a fenti hat szdmmal mint koordindtdkkal lehet jelle-
mezni. A rendezett hat szdmot Pliicker-féle koordindtdknak hivjuk.

Eszrevételek:.

1. A Pliicker-koordinaték lehetévé teszik, hogy a haromdimenziés pro-
jektiv tér egyeneseit modellezziik az 6tdimenzids projektiv tér pontja-
iként.

2. A hat koordindtabdl 6t adhaté meg szabadon, a hatodikkal bizto-
sithatjuk, hogy a két vektor merdleges legyen egymdsra, a skaldris
szorzatuk 0 legyen.

3. A Pliicker-koordindtdk fenti leirdsa médot ad feliileti egyenesek szem-
léletes megaddsdra.

4. Az els6 hdrom szdm az irdnyvektor, ez a sajit egyenesén barhol lehet.
A sraffozott haromszog teriilete egyenld az utols6 harom szdm, mint
a vektor abszolit értékével.

5. Egy vonalfeliilet akkor sikbafejthett, ha az alkoték mentén az érintésik
konstans. Ha az O, X, Y sraffozott hdaromszog az X, Y alkotéju feliilet
érint6sikja, és az alkoté médsodik hdarom koordindtédja konstans, akkor
az alkotd egy sikbafejthet feliilet alkotdja.

5.3.2. Vonalfeliilet konstruildsa el6re megadott egyenesekbdl

Tekintsiik a kovetkezd problémét. Legyen adott egyenesek tetszéleges hal-
maza, és keressiik meg egy vonalfeliiletet, amely illeszkedik ezen egyenesekre,
azaz a megadott egyenesek a vonalfeliilet alkotéi lesznek.

Pontosabban, interpolédlni szeretnénk a megadott egyeneseket valami-
lyen CAD, Bézier, B-spline, vagy NURBS feliilettel. A dolgozatban B-spline
feliiletet haszndlunk, megemlitve, hogy minden feliilet kontrollpontok illetve
kontrollhdls éltal definidlt, amely dltaldban négyszoghdld, és igény szerint
interpolédlhatjuk vagy approximdalhatjuk ezen pontokat.

Hasznélni fogjuk a kovetkezd jél ismert tulajdonssgot:

1. Tétel. Ha egy B-spline feliilet kontrollhdldjdnak pontjai az egqyik irdnyban
eqy egyenesre illeszkednek, azaz a halé (2,n) tipusid, akkor a konstrukcio
sordn keletkezett B-spline feliilet, vonalfeliilet lesz.
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A tétel bizonyitdsa a B-spline feliilet tulajdonsdgai alapjan egyszeriien
elvégezhetd.

2. Megjegyzés. Sajnos, a tétel dltaldnositdsa nem igaz, miszerint, ha egy
B-spline feliilet kontrollhdldjanak valamelyik irdnyd poligonjai egyenesekre
illeszkednek, akkor a feliilet vonalfeliilet. Ismereteim szerint az dltaldnos
esetben (n x m, n > 2, m > 2 kontrollpontra) nincs sziikséges és elégséges
feltétel arra nézve, hogy a B-spline feliilet mikor lesz vonalfeliilet. Termé-
szetesen vannak specidlis esetek, amikor tudjuk, pl. ha pdrhuzamos egyene-
sekre illeszkednek a kontrollpontok, ekkor gyakorlatilag arrdl van szd, hogy
eqy irannyal parhuzamosan tolunk el eqy gorbét, ami nyilvdin vonalfeliilet.

A fenti tétel alapjén létre kell hoznunk egy olyan (2, n) tipusi négyszog-
h&lét, amelynek csicspontjai egyenesekre illeszkednek kiinduldsként elére
megadott egyenesek irdanydban. Ha a kontrollpontokat interpolaljuk, akkor
ezek az egyenesek lesznek az alkotdi a késébbi feliiletnek, és ez a feliilet,
vonalfeliilet lesz. A négyszoghdlé (vagy nevezhetjiik négyszogréacsnak is)
megkeresésére fogjuk haszndlni a Kohonen-hdlét. Ezen eszkoz biztositani
fogja a megfelel kontrollhdlét, és ez a héls lesz az input adatsora a stan-
dard B-spline feliiletinterpoldciénak.

A Kohonen neurdlis hdl6 erés ontanulé tulajdonsdggal rendelkezik, ez
azt jelenti, hogy a tanuldsi folyamat alatt a topolégikusan invaridns racs
(grid) mozog a pontfelhd pontjai felé, és prébalja kovetni a pontfelhd elosz-
lasédt és struktursjat.

Ez a halozat folytonosan kiértékelt kétrétegli hélézat. Az els6 réteg az
input réteg, az itt 1évé harom input neuron értéke a térbeli pontok koor-
dindtdi. Szamos neuron alkotja az output réteget, amely a négyszoghdlst
formdzza meg. A két réteg neuronjai osszekottetésben dllnak egymadssal,
melyek silyozottak Ezen silyok a tanuldsi folyamat sordn mdédosulnak bi-
zonyos tanité algoritmusok segitségével. Mivel minden output neuronnak
van harom osszekottetése harom stlyozdssal, ezért ezen silyok tekinthetéek
azon pontok térbeli koordinatdjainak, amelyek output neuronokkal meg-
egyez® topolégidaval alkotjak a keresett pontracsot. A pontracs mozog a
megadott pontok felé, és a tanuldsi folyamat utén illeszkedik az sszes in-
put pontra. A moédszer részletes ismertetése és a Kohonen-halé bemutatésa
az 4.1. pontban, és a mér emlitett cikkek mellett a [54]-ban taldlhaté meg.
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Mindemellett az emlitett mdédszert médositanunk kell, mert az input
struktira pontok helyett most egyeneseket tartalmaz, és a racsszerkezetnek
a fentebb emlitett tulajdonsdggal kell rendelkeznie. Megoldasként fel kell
haszndlnunk az 3.3. pontban részletesen ismertetett Pliicker-koordinatdkat.
A jobb megértés kedvéért és a specidlis alkalmazds miatt részletesen is-
mertetjiikk az eljardst. Meg kell emliteniink, hogy a Magyarorszagon szo-
kdsos terminoldgidval ellentétben, a kiilfoldi szakirodalomban gyakori, hogy
a homogén koordinatdt elére irjak. Azaz, ha at akarunk térni a homogén
koordindtardl Descartes-féle koordingtakra, akkor a kovetkezé Osszefiiggést
hasznéljsk:

(xo, 1, T2,23) — (2—;, i—i, i—i) €R3, haxzg#0.

A dolgozatban a nalunk szokdsos terminoldgidt kovetjiik

T1 To I3

(21,72, 23, T4) ( ) €R3, ha x4 # 0.

T4 ’ T4 ’ T4

Tekintsiik a P? haromdimenziés projektiv teret. Itt minden pontnak
négy homogén koordindtdja van (z1,x9,xs3,z4), amelybl meghatdrozha-
téak a Descartes-koordindtak, feltéve, hogy nem végtelen tdvoli pontrdl van
sz6. Azaz, ha x4 # 0, akkor (z,y, z) koordindtdk esetén = = wz1/x4,y =
xo/x4,2 = x3/x4. Tekintsiik azt az [ € P? egyenest, amely illeszkedik
(1,2, 23,24) €8 (Y1,Y2,Y3, ys) koordindtdkkal megadott pontokra. Ezen [
egyenes hat Pliicker-koordindtéja a kovetkezéképpen adédik:

(L, le) i= (a1, laz, las, 123, 31, 112),  lij = T3y — o5y (20)

Ezen koordinatédk fiiggetlek az egyenesre illeszked® két pont kivilasztdsatol,
és kielégitik a Pliicker-féle azonossagot:

l1lg + lsl5 + I3l = 0. (21)

Ilymédon egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést hoztunk létre a valds
szamok hatosa és a P3 egyenesei kozott, amely egy masik kolcsonosen egyér-
telmfi megfeleltetést eredményez a P2 egyenesei és az P° stdimenziés pro-
jektiv tér pontjai kozott. Az utébbi leképezés segitségével tudjuk bedgyazni
az adott egyeneseket a kés6bbi feliilet kontrollhaléjiba. Ezzel a mddszer-
rel a Kohonen-hélét a P® tér pontjaival tanftjuk, azaz az input réteg hat
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neuront fog tartalmazni, mialatt az output réteg P5-ben poligon lesz. Ami-
kor a tanulési folyamat befejez6dott, az eredményiil kapott poligon dthalad
a megadott P5-beli pontokon. Visszatranszformalva P3-ba megkapjuk az
adott egyeneseket és a négyszoghdlét, amely tartalmazza a kiinduldsként
megadott egyeneseket.

5.3.3. Az algoritmus bemutatdsa

Legyen adott az I°,i = (1,...,n) egyenesek halmaza. Hatdrozzuk meg ezen
egyenesek Pliicker- koordindtdit:

Fl) i=1,...,m j=1,...,6

Legyen adott egy n = 6 input neuronbdl és m(= 4n) output neuron-
bél 4ll6 Kohonen-hélé. Jeldlje w;;a j-dik output neuron és az i-dik in-
put neuron osszekottetéséhez rendelt silyt. Azokat a (wjy;), (j=1,...,6)
stlyokat, amelyek az output neuronokhoz tartozé 6sszekottetéshez vannak
rendelve, tekinthetjiik a P® projektiv tér egy V; output pontjahoz tartozé
koordinatdinak

Elkezdve a Kohonen-hdlé tanitdsdt elészor inicializdljuk a w;; silyo-
kat kis véletlen értékekkel (egyéb lehetséges inicializdldsrol késébb ejtiink
szot). t = 1 kezddértéket rendeliink a tanuldsi id6hoz, mig a véletlenszertien
kivalasztott (l;°> , (j =1,...,6) input pont koordinatai adottak. Meghatd-
rozzuk minden output pont d,, euklideszi tdvolsdgat az input ponttdl,

dp = (26: (80 = wms ) 2>% .

s=1

Viélasszuk ki azt az aktiv neuront, amely legkodzelebb van az input neu-
ronhoz, majd viltoztassuk meg a neuron és kdrnyezetében 1évé neuronokhoz
tartozo silyait, a kovetkezd Osszefiiggés szerint:

wij (4 1) = wys () + 11 () (10 = wyy (1))

ahol az n(t) fiiggvény egy idében csokkend tanuldsi hdnyados.

Miutdn megviltoztattuk a silyokat, a tanuldsi folyamat végéig tj vé-
letlen médon kivalasztott inputtal dolgozunk tovdbb. Akkor tekintjiik be-
fejezettnek a tanuldsi folyamatot, ha minden input egyenes a kontrollhdlén
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taldlhaté. Ha az input halmaz egyenesek szézait tartalmazza, akkor nagyon
megnovekedhet a futdsi id6, ezért hasznos ledlldsi feltételnek tekinthetjiik
azt is, ha a sulyok véltozdsa egy elére meghatdrozott kiiszobérték ald esik.

Amikor a tanuldsi folyamat befejez6dott, akkor az eredmény egy poligon
P5-ben, amelynek csicspontjai

Vi(wij), (Z = 1, ...,m), (] = 1, ...,6).

Ezen csdcspontokat visszatranszformalva P3-ba a (w;;) Pliicker-koording-
tdkkal megadott v; projektiv egyeneseket kapjuk. A Pliicker-koordindtak
definici¢ja alapjan kiszdmithatjuk ezen egyenesek pontjait. Az ilyen médon
kiszdmolt egyenesek halmazit az eredetileg megadott input egyenesekbdl
nyertiik.

A tanuldsi periédus alatt mindig kiszdamithatjuk a teljes rdcshdlét min-
den egyes t idépontban, felhaszndlva a v; egyenesek pontjait, mint csticspon-
tok, amelyeket Osszekotiink a madsik irdnyban is. Tehdt a tanuldsi folyamat
utdn az alkoték mellett az alkotékat tartalmazé négyszoghaldt is megkap-
juk. Ezen halé cstcspontjai input kontrollpontként szolgdlhatnak barmilyen
standard szabad formégju feliiletet eldallit6 algoritmus szémara. Ennélfogva,
interpolédlni vagy approximaélni tudjuk ezeket a pontokat és alkotdkat.

5.3.4. Egyenesek elbdllitdsa a Pliicker-koordinatakbdl

Ebben a részben azt ismertetjiik, hogyan lehet eléllitani az egyeneseket P3-
ban az algoritmus eredményeként PP-ben kapott poligon V; csticspontjaibél.
Tekintsiik ebb6l a poligonbdl egy tetszbleges Vi csicspontot. Az algorit-
mus meghatdrozta a cstucspont (l41,l42, 143, l23, l31, l12) Pliicker-koordinét4it,
amely koordindtdkra teljesiil a Pliicker-féle azonossdg, azaz

la1las + laal31 + lagliz = 0.
Tekintsiik a kovetkezd négy vektort:

0, la1, la2, lu3),

so = ( )
s1 = (—la1, 0, liz,~l31),
so = (—la2,—l12, 0, la3),
s3 = (—la3, I31,—l23, 0).
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Igaz az, hogy az s; (j = 1,...,4) vektorok koziil barmelyik kett&t valasztjuk
ki, akkor a bel6liikk a (20) osszefiiggés alapjén eléallitott szdmhatos skaldr-
szorosa lesz az (41, la2, l43, 23,131, l12) szdmhatosnak. A bizonyitédst ldsd H.
Pottmann és J. Wallner konyvében, a Models of Line Space cimii fejezetben
[70]. Ez a négy vektor megadja a Pliicker-koordindtahoz tartozé egyenes és
a koordindtasikok metszéspontjait. Példaul az egyenes és az x = 0 sik, azaz
a [y, z] koordindtasik metszéspontja az M (0, _l%—zl, %) pont, feltéve, hogy
lyn # 0.

Felhaszndlva az elébbi eredményt vagy meg tudjuk hatdrozni az egyenes
két valés metszéspontjit, vagy a keresett egyenes parhuzamos lesz valame-
lyik koordinédtatengellyel. Az utébbi esetben is meg tudjuk adni az egyenes
két pontjat.

Az egyenes két pontjaval adott, de nem feltétleniil ezekkel a pontokkal
érdemes tovabbdolgoznunk, mivel ezek a pontok és az sltaluk meghatédro-
zott egyenes szakasz nem feltétleniil esik az inputként megadott szakaszok
kornyezetébe. Viszont két pontjaval megadott egyenes tetszéleges pont-
jat meghatdrozhatjuk az egyenes paraméteres egyenletrendszere alapjan. A
Py (z0,Y0,20) és P1 (z1,y1,21) pontokon dthaladé egyenes egyenletének pa-
raméteres alakja

x =z + (1 — 20)t, (22)

Y=o+ (y1 — vo)t,
z=2z0+ (21 — Zo)t.

Ez az egyenletrendszer igen kél kezelhetének bizonyul adltaldban a szdmito-
gépi grafikdban, s a mi esetiinkben is. Ha a input egyenesek kezddpontja
ugyanarra a sikra illeszkedik, akkor megfeleld eltolds és elforgatds utén te-
kinthetjiik ezt a sikot z = c¢ siknak, ahol ¢ egy valés konstans. Ekkor
a (22) paraméteres egyenletrendszer harmadik egyenletébe behelyettesitve
meghatdrozhatjuk t-t, majd az x és az y koordindtdkat. Tehdt viszonylag
egyszer{ien juthatunk olyan szakaszsorozathoz, amely az input egyenesek
kornyezetében helyezkedik el.

Tovébbi probléma keletkezik abbdl is, hogy a Kohonen-héléval el6l-
litott szakaszok irdnyitdsa véletlenszeri. A szakaszok végpontjai szolgdl-
nak inputként a Bézier, B-spline vagy NURBS feliiletet el64llité algoritmus

szamdra, mivel ezek a pontok hatdrozzak meg a kontrollhdlé csicspontjait.
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Konnyen eléfordulhat, hogy nem vért csavarodss keletkezik a feliileten. Ugy
javithatunk ezen a helyzeten, hogy figyeljiik az egymésutdn kovetkezd sza-
kaszokbdl képzett vektorok skaldris szorzatdt. Ha az i-edik és az (i + 1)-
edik vektor skaldris szorzata negativ, azaz tompaszoget zdrnak be, akkor
az (i + 1)-edik vektor irdnyitasat megforditjuk a vektort meghatérozé sza-
kasz végpontjainak a felcserélésével. A programozés sordan felhasznaltuk azt
a jol ismert Osszefiiggést, hogy definicié szerint a haromdimenzids térben
v(vz, vy, vz) és w(wz, wy, wz) vektorok skaldris szorzata

(v, w) = |v[[w]|cos o,

ahol ¢ a két vektor hajldsszoge, és a |v| és |w| a vektorok hosszét jeloli.
Tovédbbé igaz az, hogy a vektorok skaldris szorzata egyenlé a vektorkompo-
nensek szorzatdnak az tsszegével, azaz

(v,w) = vz - wz + vy - wy + vz - wz.

Ha ¢ tompaszog, akkor cos ¢ negativ. Tehdt a probléma megolddsdhoz nem
kell meghatdrozni a ¢ konkrét értékét, hanem elegendd az utébbi osszefiig-
gést eldjelét figyelni.

A 17. &brén lathatjuk az algoritmus altal kiillonb6z6 miikodési fazisban
eléallitott output egyeneseket. Kezdetben néhdny tiz iterdcié utdni ered-
ményt latunk, kés6ébb néhdny széz, végil tobb ezer iterdcidés lépés utani
outputot mutatja az dbra. A 18. &bran a végeredményként kapott ren-
dezett egyenes halmazra illesztett B-spline vonalfeliiletet lathatjuk. Ugy
teszteltitk az elméletet, hogy az algoritmus inputja egy szinuszosan hul-
ldmzé vonalfeliilet egyenesei voltak, amelyeket véletlenszertien adtunk meg
az algoritmus szdaméra, hiszen feltételeztiik, hogy nem ismert az egyenesek
elézetes sorrendje. A 19. dbrén egykopenyti hiperboloid alkotéi voltak az
inputegyenesek. Az abrdan sszekotottiik az output egyenesek végpontjait,
ezzel mutatva a kialakulé sorrendiséget.

5.3.5. Megjegyzések

Nyilvdnval6an végtelen sok vonalfeliilet illeszkedhet megadott térbeli egye-
nesek halmazara. Az is valészinti, hogy a szakirodalomban szereplé eltérd
médszerek kiilonbozé feliileteket eredményeznek. Osszevetve az dltalunk ki-
fejlesztett mddszert més algoritmusokkal a kovetkezd elényoket tudjuk meg-
fogalmazni. Figyelembe véve a Kohonen-hdalé ontanulé tulajdonsdgét, a halo
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igyekszik az adatok nyijtotta lehetdségen beliil legkisebb feliileti energidval
rendelkez6 alakot felvenni, azaz megprébélja minél szitkebben approximélni
az adatokat a legkisebb felszini alak felé tarva. Ezen tulajdonsdgot szokds
minimal energy propety (lasd [54]) néven emliteni. Ezért a végeredmény-
ként kapott rdcshdlérdl, kontrollhdlorsl gy beszéliink mint a ”legsimébb”
hélézatrol. A hélo tartalmazza az 6sszes elére megadott alkotét, ezzel szem-
ben mas mddszerek nem garantdljik ezen tulajdonsdgot. A fent ismertetett
modszer alkalmazhaté kifejthetd feliiletek esetén is, amelyet a kovetkezd
fejezetben ismertetiink.

A 20. dbrdan Whitney eserny6jét (Whitney’s Umbrella) lathatjuk, ame-
lyet Hassler Whitneyrdl, a differencidltopoldgia egyik megalapitéjarsl ne-
veztek el. A feliilet implicit egyenlete: x2 — 3%z = 0. A feliiletet megkap-
hatjuk gy, hogy egy téglalapot énmagédval metszve hajtunk ossze. Szintén
a Whitney feliiletet jutunk akkor is, ha egy vizszintes metszé egyenespart a
metszéspontjukra dllitott fiiggéleges tengely mentén mozgatunk, a mozgatas
alatt csokkentjiik az egyenesek kozbezart szogét, egészen addig, amig a két
egyenes 0ssze nem esik egy egyenesbe. Az dbra aljan takartvonalas dbrézo-
lassal lathatjuk az output egyenessereg kozelitését B-spline feliilettel. A 21.
és a 22. abrdkon konoidokat lathatunk, amelyek esetében szintén sikerrel
haszndlhattuk az algoritmust. Meg kell jegyezniink, hogy a kozolt dbrék
tesztadatok futdsi eredményei. Nincs értelme teljesen véletlenszeriien elhe-
lyezked6 egyenesek esetével foglalkozni, mivel ilyen szitudcié eléforduldsa a
gyakorlatban elenyészé.
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5.4. Kifejtheto feliiletek konstrudldasa Kohonen-halé segitsé-
gével

A kovetkezokben ismertetjiik azokat az eredményeket, amelyek megtaldlha-
téak a [39] cikkben, amelyet Hoffmann Mikléssal készitettem. A vonalfe-
lilletek és specialis részhalmazuk, a kifejthet® feliiletek, jél ismert teriiletek
a klasszikus geometridban. Kordbban emlitettiik mér, hogy errdl a terii-
letrdl szamos komputergeometriai és CAD-CAM alkalmazést ismeriink. Az
utébbi teriileten szokdsos eljaras feliiletek megadésdra a kiilonboz6 tipusi
spline feliiletek, mint példdul a Bézier, B-spline vagy a NURBS feliilet alkal-
mazésa. Ebbol kovetkezik, hogy igen hasznos a vonal és kifejthet6 feliiletek
megaddsa, illetve konstrudldsa spline feliiletek segitségével. Néhany kordbbi
modszer specidlis kezdéfeltételt ad meg [2], [57], de a legtobb ujabban hasz-
nélt médszer projektiv geometriai megfogalmazzasu (lasd [71], [68], [8], [47],
[48]). Ebben a munkdban a B-spline gorbét mint a kifejthetd feliilet dudli-
sat haszndljuk, ahol a dualitds elve jélismert klasszikus projektiv geometriai
konstrukcid.

Pontfelh6k (scattered data) approximécidjaként eléallitott dltaldnos B-
spline feliiletek neuralis hédlokra épiilé modszerét mar bevezettiik a [43],
[86] és az [41] cikkekben és a 5.1.1. pontban. Ezekben a mar ismertetett
Kohonen-h&lé segitségével tudjuk kezelni és feldolgozni az input adatokat,
majd utédna standard approximdaciés médszereket haszndlva kapjuk meg a
kivént approximdlé gorbét, vagy feliiletet. Kezdetben a neurdlis hédlé az
input adatok alapjan négyszoghdalot dllit eld a feliiletek esetében, s poligont
a gorbék esetében. Az input adatok, mint csicspontok adjdk a kontrollhdlé
vagy a kontrollpoligon pontjait. A célunk az, hogy ezzel a médszerrel a fent
emlitett dualitds elvét kihaszndlva kifejthet® feliiletet konstrualjunk.

A vizsgdlatok teljessége kedvéért ismertetiink néhdny hasznos definiciét.

4. Definicié. Egy feliiletet E3 -ban vonalfeliiletnek neveziink, ha a feliilet
minden pontjdra illeszkedik olyan egyenes, amelynek minden pontja a felilet-
hez tartozik. Az ilyen egyeneseket a felilet alkotdinak nevezziik.

A vonalfeliiletek egyparaméteres egyenessereggel, alkotékkal burkolt fe-
lilletet jelentenek. Ezen alkotdék rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy
az alkoté minden pontjadban a feliilet érintésikjdra illeszkednek. Ez a tulaj-
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donsdg fontos a vonalfeliiletek egy specidlis részhalmaza, a kifejtheté feliile-
tek esetében. A kifejthetd feliiletek definiciéja a kovetkezd:

5. Definicié. Egy feliiletet E® -ban kifejthetd feliletnek neveziink, ha a fe-
lilet izometrikusan leképezhetd a sikra.

Két feliilet pontjai kozott létesitett egy-egyértelmii leképezést akkor
mondunk izometrikus leképezésnek, ha a megfelelé6 pontokban az els¢ f6-
mennyiségek egyenlék. Az egymdsbdl izometrikus leképezéssel eléallithato
feliiletek metrikus tulajdonsdgai azonosak: barmely gorbefv ugyanolyan
hosszd, mint képe; nem valtozik a feliileti gorbék szoge, a feliilletdarabok
felszine stb.

Figyelembe véve a vonalfeliiletek fentebb emlitett tulajdonsagat és az
utébbi definiciét, megallapithatjuk a kovetkezd jol ismert eredményt:

2. Tétel. A vonalfeliilet akkor és csak akkor kifejthetd, ha a feliilet barmely
érintdsikja a feliiletet eqy teljes alkoté mentén érinti.

Szemléletesen egy feliilet akkor kifejtheté?, ha nem rugalmas anyaghdl
készitve és megfeleléen felmetszve, sikba siman kiteritheté. A dolgozatban
nem foglalkozunk nem sikba fejthetd feliiletekkel.

Ha az érintésik valtozik az alkoté mentén (azaz pontrél pontra mas és
mas), akkor a feliiletet dltaldnos ( nem kifejthets) vonalfeliiletnek nevezziik,
Az ilyen feliiletre szokdsos a torzfeliilet elnevezés haszndlata is. Ilyen nem
kifejthet vonalfeliilet példdaul az egykdpenyli hiperboloid, vagy a hiperbo-
likus paraboloid (nyeregfeliilet).

Ez azt jelenti, hogy ha egy vonalfeliilet érintéfeliiletét vessziik figye-
lembe, akkor a kifejthet® felillet nem mads, mint egyparaméteres siksereg
burkoléja (envelope). Emellett dltaldban véve a vonalfeliileteket az érinté-
stkok seregének van egy mdsodik paramétere is az alkoték mentén.

5.4.1. Dualitas elve a projektiv geometridban

Jol ismert fogalom a projektiv geometridban a dualitds elve. Coxeter [20]
utdn a kovetkez6t mondhatjuk, a sikbeli dualitds elve azt dllitja, hogy min-
den meghatdrozéds érvényes marad, és minden tétel igaz marad, ha a pont

3az irodalomban a lefejthetd elnevezés is szokdsos
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és egyenes szavakat felcseréljiik (és ebbdl adédéan bizonyos széparokat is,
mint példaul az dsszekdt és metszddik, kollinedris és konkurrens, csicspont
és oldal, és igy tovébb). gy a projektiv sik Osszes axiéméja maga utén
vonja az axiémdk dudlisait is. E megjegyzés elegendd is ahhoz, hogy ki-
mondjuk a kétdimenziés dualitdsi elv érvényességét. Mivel az axiémdkat
és azok kovetkezményeit alkalmazva egy adott tétel bizonyitdsdra, azonnal
kimondhatjuk a dudlis tételt is, hiszen a dudlis tételt szinte mechanikusan
beldthatjuk az eredeti tétel bizonyitdsdban szereplt 1épések dualizaldsdval
(lasd pl. Pappos tételt és duélis parjat, a Brianchon tételt). Egy egyenesre
illeszked® pontokat kollinedris pontoknak nevezziik. Egy pontra illeszkedd
egyeneseket konkurrens egyeneseknek nevezziik. Altalaban a dudlis &llitds
kiilonbozik az eredetitél, ha nem akkor éndudlisnak nevezziik (példaul on-
dudlis geometriai objektum az egyenes egy riilleszked® ponttal, tehat sikban
a sugdrsor, térben a sugdrnyaldb) Geometriai objektumok duélisdt megha-
tdrozhatjuk a eredeti definicié dualizdldsaval.

Pottmann [70] utdn megadjuk a dualitds definiciéit n—dimenziés pro-
jektiv tér esetén.

6. Definicié. Ha egy dllitds, amely tartalmaz k—dimenzids altereket, pro-
jektiv értelemben egyértelmd meghatdrozdst, metszést és P" altereinek tar-
talmazasdt (bedgyazasdt), gy mddositunk, hogy kicseréljik ezen elemeket
(n—k—1) -dimenzids alterekkel, metszéssel, projektiv értelemben egyér-
telmid meghatdrozassal és alterek ellentétes tartalmazdsaival (bedgyazdsai-
val), akkor az igy kapott 4j dllitast az eredeti dudlisanak mondjuk.

Fzek utdn kénnyen kimondhatjuk a hdaromdimenzidbeli dualitdst elvét,
amelyben pontok helyett sikok, egyenesek helyet egyenesek, sikok helyett
pontok szerepelnek a definici6kban és tételekben.

Nyilvanval6, hogy a dudlis &llitds dualizdldsédval megkapjuk az eredeti
allitast. Az is igaz, hogy a P™ projektiv tér nem 6ndudlis, mert végtelen
sok idedlis pontja van, de csak egy idedlis sikja.

5.4.2. Dudlis NURBS gérbe

A dolgozat szempontjabél a haromdimenziés P? projektiv térben alkalmaz-
zuk a dulitds elvét. Ebben a térben a pontnak négy homogén koordindtéja
van (zg,x1,T2,x3), a sik pedig vozg + v121 + vexs + vy = 0 egyenlettel
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23. dbra. Sugdrsor a sikban ,amely ondudlis, pontsor és siksor amelyek
egymdsnak dudlisai

reprezentalhato, azaz a (vg, v1,v2, v3) rendezett szémnégyes tekinthetd ugy-
mond a sik koordindtdinak, ennélfogva P? -ban analitikusan azonos médon
reprezentédljuk a stkot és a pontot. Ebben az esetben a pontot és a sikot
egymds dudlisainak tekinthetjiik. (ldsd a (5.4.1) pontot)

A dualitds elve alkalmazhato a kifejtheté NURBS feliiletetek esetében is,
amennyiben a kévetkezd definicié szerint, térbeli NURBS gorbék dudlisainak
tekintjiik 6ket.

7. Definicié. A NURBS gorbe megadhaté a kovetkezd homogén alakban
S(t) = ZNik(t)piy
i=0

ahol az Nik(t) k-adrendi normalizdlt B-spline alapfiigguény. A csomdvektor
to=t1 = ... =01 <t < ... <tlp <tp=..=1thtk,,0 pi(wi,wixi,wiyi,wizi)
a gorbe kontrollpontjai.

Ezen gorbe dudl formdja

U; (wi, wimi, wiyi, wiz;) a pi-hez dudlis stkokat jeloli.

Ezen dudl alak egyparaméteres siksereg burkoléjaként értelmezheté, igy
ez lesz a kifejheté NURBS feliilet. Konnyen dtalakithaté ez a dudl alak, ké-
nyelmesebb, tenzorszorzatos alakkd (14sd [68]), de szamunkra az eléz6 forma
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megfelel6bb. A fenti dudl alak részletesebb leirdsa és tovabbi tulajdonsagai
megtaldlhatok a [71, 68, 8] dolgozatokban.

A definicié azt eredményezi, hogy ha adott egy siksereg, akkor a du-
lis térben végrehajtott ponthalmaz gérbe approximéciéjaval taldlhatunk
kifejthet6 NURBS feliiletet, mint ezen siksereg burkoldjét A duélis térben
a sfkokat pontokkal helyettesitjiik, mindemellett az altalunk alkalmazni ki-
vant technikdhoz sziikségiink van sikokon értelmezhet® tavolsdg fogalomra
is. Erre azért van sziikségiink, mert a neurdlis hdlézat tanuldsi folyama-
tdanak egy eldfeldolgozo lépése a megadott és az dltala eldallitott output
adatok kozotti eltérés, tdvolsdg mérése.

5.4.3. Tavolsagfiiggvény a sikok terében

Az elméleti hatteret mar korabban tdrgyaltuk. Hivatkoztunk Pottmann és
tarsainak mostandban megjelent munkdira (lasd [71]). A sikok Euklidészi
tavolsdgdnak meghatdrozdsa két sik szogén alapszik, amely szémunkra nem
megfelelé, mert nekiink csak a vizsgalt tartomdny felett kell meghataroz-
nunk két sik tdvolsdgat, kiillonbségét, amely tetszblegesen nagy lehet, annak
ellenére, hogy a két stk szoge valdjdban tetszélegesen kicsi.

A P* sikok dualis tere izomorf P3-mal. Ahhoz hogy bevezessiik az eukli-
deszi metrikat sziikségiink van egy legfeljebb affin térre, ezért el kell venniink
egy sikot P3-bol, és egy hipersikot a P* dudlis térbél. Ez a hipersik azon
stkok csoportja, amelyek illeszkednek egy végtelen tdavoli pontra, példdul a
z tengely végtelen tdvoli pontjdra. Ezutéan, ha csak olyan sikokkal foglalko-
zunk, amelyek nem parhuzamosak a z tengellyel, akkor ezen sikok tere egy
A* affin tér lesz. Sikok analitikus reprezentdcidja a

Z = Up + U1 + ugy,

osszefiiggéssel adott, ahol az (ug, u1, ug, —1) homogén koordinétdk, ame-
lyek gy tekinthetéek, mint az A*-beli sik (ug, u1, ug) affin koordinatai. Eb-
ben a térben a sikok nem parhuzamosak a z tengellyel, ennélfogva a vizsgalt
tartomdnynak vilaszthatunk egy D tartoményt az xy sikban. Most mar de-
finidlhatjuk két sik specidlis tdvolsdgdt ezen D tartomény folott.

8. Definicié. Ha U1 (uoyl, U171, u271) és U2 (U/O’Q, u172, ’LL272) ket sik A*—b(m,
akkor a tdvolsaguk D tartomdny folott a kovetkezd

du (U1, Uz) = [[(uop — uo2) + (ur1 — ur2)z + (u21 — u22)yll 2, »
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24. dbra. Két sik tdvolsdgdnak a meghatdrozdsa

azaz, L*(p) azon linedris fiigguények tdvolsdga, amelyek grdfia Ui-ban és
Uy-ban van, ahol u pozitiv mérték R2-ben. (A linedris fiigguények létezését
mindig feltételezziik L?(p)-ben).

A 1 mérték tobbféle médon is definidlhaté (lasd [71]). Szdmunkra meg-
felel6 forma, amikor p egyenld az (x;, y;).-pontokban témoriilé szémos pont

Osszegével

d,(Uq,Us)? = Z((uo,l —up2) + (ur1 —u12)w; + (u21 — u22)yi)? (23)
i
5.4.4. Approximicié Kohonen-haléval

A Kohonen-hél6 részletes ismertetése megtaldlhaté a 4.1. és 5.1.1 pontok-
ban. Jelen esetben mellékes, hogy a dinamikus vagy a standard Kohonen-
h&l6t alkalmazzuk. A jobbérthetéség kedvéért ismételjiilk meg az algorit-
must, majd rdmutatunk a modositdsokra.

A megadott ponthalmaz pontjait jeloljiik a kévetkezOképpen:

pi(xl,iaxQ,iax&i)a (Z = 17”'7m)7
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A Kohonen-hélé input rétege hdrom neuront tartalmaz, az output réteg
n(> m) neuront tartalmaz. Az output réteg minden neuronja (pontja)
osszekottetésben &ll az input réteg Osszes neuronjdval (pontja) (lasd 7. &b-
rét), azaz, az input réteg i-edik neuronja hozzé van kapcsolva az output
réteg j-edik neuronjahoz, és w;; sily van hozzdrendelve minden egyes dssze-
kottetéshez. Ezeket a silyokat tekintjiik az output pontok koordinatdinak,

qj<w1j7w2j7w3j)7 (j: 17”'7”)7
amelyek szolgdltatjdk majd az eredmény poligont a tanuldsi folyamat utén:

1. Inicializéljuk a wsj, (s =1,2,3, j =1,...,n) stlyokat, mint kicsi vé-
letlen szémokat az input koordindtdk dtlagainak kérnyezetében. Le-
gyen a tréning id6 t = 1.

2. Adjunk 4j input (21,4,, 2,5, €3,i,) értékeket, amelyek egy véletlen mo-
don kivalasztott p;,pont koordinatdi.

3. Hatédrozzuk meg minden output csoméérték d;(pio,q;), (j = 1..n)
tavolsdgat az input ponttdl.

4. Taldljuk meg a qj, nyerd értéket, amelynek minimalis a tdvolsdga az
input ponttdl, azaz. d;, = min(d;).

5. Hatérozzuk meg a N(t) = (jo, j1, --., ji) kornyezetet.

6. Az N(t)kornyezetben frissitsiik a csomépontok silyait (azaz a koor-
dindtadkat) a kovetkezd képlet alapjdn:

wsj(t +1) = wej(t) + n(t) (s, — ws;(t), Vi€ N(2),
ahol 7n(t) az ugynevezett nyerd tag (gain term), ldsd a 5.1.2. pontot.

7. Noveljiik a tréning (tanuldsi) id6t, t = ¢ + 1. Ismételjiik a 2-t6l 7-ig a
lépéseket amig a hélézatot tanultnak (kiképzettnek) tekintjiik.

Most megadjuk a fenti dltaldnos algoritmus azon modositdsait, amely
alkalmassd teszi sikok halmazdt burkoléjdval, azaz kifejtheté NURBS fe-
lillettel torténd approximécidjara. Ebben az esetben, tekintsiik az input
adatokat az Uj(uo,, 1,4, u2,) sikok koordindtdinak. Azonban a leglényege-
sebb kiilonbség a 3. 1épésben lesz, ahol az eredetileg a d;(p;,, q;) tdvolsdgot

79



hasznéljuk. Az altaldnos algoritmusban és alkalmazédsaiban ez a tdvolsag a
szokésos Euklideszi tavolsag (lasd [43]), de a jelenlegi szitudciéban, mivel a
dudlis P* térben vagyunk, a specidlis d,, tdvolsdgot kell haszndlnunk,

(U1, Uz) = [[(uo1 —uo2) + (v, —ur2)z + (u21 — u22)yll 12, »

amelyet az el6z6 részben definidltunk (ldsd (23) egyenletet). Ezekkel a vdl-
toztatdsokkal az algoritmus automatikusan produkélni fogja a dudal NURBS
gorbe ,kontrollpoligonjat”, amelyet 4t tudunk alakitani normél tenzorszor-
zattal megadott feliiletté. Tehdt a sikok kezdeti halmazét (seregét) standard
kifejthety NURBS feliilettel tudtuk modellezni.

5.4.5. Ko6vetkeztetés

A dolgozat ezen részében egy olyan specidlis médszert ismertettiink, amely
kifejtheté NURBS feliileteket konstrudl elére megadott érintdsikok halma-
zéra. A modszer olyan specidlis geometriai elvet hasznil, mint a projek-
tiv geometridban haszndlatos dualitds, azaz a problémét a P* duédlis tér-
ben lévé gorbe modellezési probléméra transzformaljuk. A Kohonen-féle
neurdlis halé sorrendet definidl az adathalmazban, azonban ezen technika
haszndlatdhoz alkalmaznunk kellett egy specidlis tdvolsdg értelmezést. Meg
kell emliteniink, hogy a {6 elénye a mdédszernek az, hogy az eléillitott felii-
let az adott lehetéségen beliil legkisebb feliileti energidval rendelkezé alakot
fogja felvenni, azaz megprébélja minél szlikebben approximélni az adato-
kat a legkisebb felszini alak felé tarva, amely a legtobb esetben foloslegessé
teszi egyéb javité technikdk alkalmazdsat. Kordbban mér emlitettiik, hogy
tovdbbi elénye a médszernek az, hogy egyardnt alkalmazhaté meglehets-
sen kevés input adat és eloszldassal megadott nagyszamu elvileg végtelen sok
input adat esetében is.
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6. Osszefoglalis

A dolgozatban rendszertelen adatokra torténd feliiletillesztéssel foglalkoz-
tunk. A Kohonen-hélézat alkalmas arra, hogy rendszertelen adatok esetén,
rendezett adatokat, pontsorozatot illetve négyszog topoldgidji pontricsot
dllitsunk vele el6. Ezutdn a Bézier- vagy NURBS-feliilethez hasonlé stan-
dard eljardsokat tudunk alkalmazni feliilet interpolédcié vagy approximécio
céljabdl. Célunk az volt, hogy javitsunk a Kohonen-halé alkalmazdsdnak
modszerén illetve kiterjessziik alkalmazhatdsagat vonalfeliiletekre.

A dolgozat els6 részében rovid leirdst adtunk a B-spline feliilet approxi-
mA&ciorodl és interpolaciordl programozdsi és komputergrafikai szempontbdl.
A kovetkezé részben kritikai 6sszegzését adtuk a szakirodalomnak, amelyek-
ben hasonlé problémaékra keresnek megolddst a szerzék. Ezutdn ismertettiik
a Kohonen neuralis hilé alkalmazdsdnak azon valtozatdt, amelyet mdédszer-
ként haszndltunk a dolgozatban.

A Kohonen-halg, amelyet T. Kohonen fejlesztett ki, erés ontanulé ké-
pességgel rendelkezik. Ennek az az elénye, hogy a Kohonen-hdlé végig meg-
tartja topoldgidjat (jelen esetben a négyszoghaldt) a tanuldsi folyamat so-
ran, és a térbeli ponthalmaz felé mozog kovetve a pontok elhelyezkedését.
Miutdn a Kohonen-halé megtanulta a pontfelh6t, el6dllit egy négyszogha-
16t. Az outputként kapott négyszohdlé olyan kontrollhdlé szerepét toltheti
be, amely alapja lehet valamely standard approximéciés vagy interpoldciés
moédszernek A megfelel eredmény elérése érdekében jol meg kell becsiilni
a kontrollhdlé kezdeti csicspontjainak, azaz az output neuronok szamat.
Hogy elkeriiljiik ezt a problém&t haszndlhatjuk a dolgozat egyik eredmé-
nyét, a dinamikus Kohonen-hélét, amely lehetévé teszi az output neuro-
nok szaménak dinamikus valtoztatdsdat a tanuldsi folyamat alatt. Ebben a
dolgozatban szemben az eredeti médszerrel dinamikus mesterséges neurd-
lis hélézatot alkalmaztunk. A rendszertelen adatokra torténé feliiletillesz-
tés esetében meghatarozo kezdeti folyamat, a rendezett adatok el6éllitdsa
Kohonen-hdlé segitségével. Ezért tartottuk fontosnak, hogy a dinamikus
véaltozat haszndlatdval gyorsitsuk, és megbizhatobbd tegyiik az algoritmust.

A dolgozat kovetkezd részében a vonalfeliiletekre terjesztettiik ki az is-
mertetett modszer hasznélatat. A feliiletek megadédsara dltaldnos médszer a
kiilonboz6 spline-feliiletek hasznélata, ezért nagyon hasznos, ha a vonalfelii-
leteket és a kifejthett feliileteket is el6tudjuk dllitani példdul Bézier, B-spline
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vagy NURB feliiletként. Az ismert médszerek esetében a 6 cél a négyszog
kontrollhdls elééllitdsa. A dolgozatban az eredeti input adatok elére meg-
adott rendezetlen egyenesek halmaza, amelyeket alkotéknak neveziink. Eb-
ben az esetben az alkoték megaddsdra homogén koordindtdkat hasznaltuk,
amely jol ismert technika a projektiv geometridban. Szintén alkalmaztuk az
egyenesek megaddsara a Pliicker-koordindtédkat is. Ilyen médon egy kolcso-
nosen egyértelmii megfeleltetést hoztunk létre a valds szamok hatosa és a
P3 egyenesei kozott, amely egy mésik kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést
eredményez a P? egyenesei és a P? 6tdimenziés projektiv tér pontjai kozott.
Az utébbi leképezés segitségével tudjuk bedgyazni az adott egyeneseket a ké-
sébbi feliilet kontrollhal6jsba. Ezzel a médszerrel a Kohonen-hélét a PP tér
pontjaival tanitjuk, azaz az input réteg hat neuront fog tartalmazni, mialatt
az output réteg P5-ben poligon lesz. Amikor a tanuldsi folyamat befejezé-
dott, az eredményiil kapott poligon dthalad a megadott P5-beli pontokon.
Visszatranszformalva P3-ba megkapjuk az adott egyeneseket és a négyszog-
hélét, amely tartalmazza a kiinduldsként megadott egyeneseket.

A dolgozat utolsé részében egy olyan specidlis médszert ismertettiink,
amely kifejtheté NURBS feliileteket konstrudl elére megadott érintdsikok
halmazédra. A mddszer olyan specidlis geometriai elvet haszndl, mint a pro-
jektiv geometridban hasznilatos dualitds, azaz a problémat a duélis térben
1év6 gorbe modellezési probléméra transzformaljuk. A Kohonen-féle neurélis
h&lé sorrendet definidl az adathalmazban, azonban ezen technika haszndla-
tdhoz alkalmaznunk kellett egy specidlis tavolsag értelmezést. Nagy elénye
a médszernek az, hogy a végeredményként elddllitott feliilet az adott lehe-
tOségen beliil legkisebb feliileti energidval rendelkezd alakot fogja felvenni
(minimal energy propety), azaz megprébdlja minél sziitkebben approximalni
az adatokat a legkisebb felszini alak felé tartva, amely a legtobb esetben fo-
l6slegessé teszi egyéb javité technikdk alkalmazasat. Tovabbi elény, hogy a
moédszer egyardnt alkalmazhaté meglehetsen kevés input adat és eloszldssal
megadott nagyszamu, elvileg végtelen sok input adat esetében is.

Szdmos programot készitettiink az ismeretett médszerek gyakorlati tesz-
telésére. A programok lehetéséget adtak egyrészt az eredmények vizsgéla-
tdra, mésrészt a dolgozatban szereplé dbrak is ezen programok futdsi ered-
ménye.

82



7. Summary

The purpose of this dissertation is to improve and extend the method of
modeling scattered data by free-form surfaces. In that method an artifi-
cial neural network, the Kohonen-network was used for order the data and
form a quadrilateral control grid from the scattered points, hence the stan-
dard free-form methods, like Bézier-surface or NURBS, could be applied to
approximate or interpolate the data.

In the first part we give a short description of B-spline surface appro-
ximation and interpolation from the aspect of computer graphics and pro-
gramming. In the following part we give a critical summary of the literature.
We then introduce the Kohonen neural network in order to overcome the
problems described.

The main advantage of this method is the preprocessing stage which
produces a topologically quadrilateral grid from the scattered data. This
means that the basic free-form methods can be applied without any kind of
modification. For this preprocessing stage, an artificial neural network has
been used. The Kohonen-network, developed by T. Kohonen, has a self-
organizing capability which allows a predefined grid to keep its topology
during the training procedure. When this grid moves towards the input of
scattered points it manages to follow their spatial structure. This grid amo-
unts to the input control grid for the arbitrarily chosen free-form method
used to construct the desired surface. For this process, however, an accurate
estimation of the number of vertices of the grid (i.e. the number of output
neurons of the network) is required. To avoid this problem we use the re-
cent developments of the dynamic Kohonen network allowing us to change
the number of output neurons dynamically during the self-organizing pro-
cess. This capability yields fewer neurons thus providing not only a quicker
process but a more reliable method.

The next part of the dissertation contains a further application of the
previous method for ruled surfaces. As the standard way of describing
surfaces is through different types of spline-surfaces, like the Bézier, B-spline
or NURB surface it is highly desirable to describe and construct ruled and
developable surfaces as a spline surface. The main purpose of most of the
known methods is to construct a quadrilateral control grid. In our method
the Kohonen neural network has been applied in a preprocessing stage to
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produce a control grid from the original input data. In the dissertation the
original input data structure consists of a set of given lines, called rulings. A
well-known technique in projective geometry, the description of these lines
by homogeneous coordinates will be advantageous. The Pliicker coordinates
of the projective lines will be also applied.

The 1-1 correspondence between the homogeneous 6-tupels of real num-
bers and the lines of P2 yields another 1-1 correspondence between the lines
of P3 and the points of the five dimensional projective space P°. With the
help of this latter mapping we can embed the given rulings and the lines
of the future grid of the surface. In this way the Kohonen network will be
trained by points from P, that is the input layer will contain 6 neurons,
while the output layer will be a polygon in P°. When the neural network is
trained, the resulting polygon passes through the given points of P°. Trans-
forming this situation back to P> the given lines and a quadrilateral grid
will be received, which grid contains the given lines and consists of straight
lines in that direction.

A special method for constructing developable NURBS surface from a
given set of scattered tangent planes has been presented in the final section
of this dissertation. The method used a special geometrical principle, na-
mely the duality of projective geometry, to transform the problem to a curve
modeling in dual space. While the Kohonen neural network orders the scat-
tered data, a technique using a special distance function is used. We notice
that one of the main advantages of this method is that the neural network
has a kind of minimal energy property, which yields a fairly smooth control
grid and surface without any additional smoothing and fairing techniques.
The other advantage is that this method can handle limited input data as
well as an infinite amount of data given by a distribution.

Many computer programs have been developed for trying the above
methods in practice. These programs are suitable for examining running
results and constructing some attractive plotting outputs.
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