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Roviditések
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SG sine-Gordon
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WFFP Wilson-Fisher fixpont
GFP gaussi fixpont
NGFP nem-gaussi fixpont
LPA lokalis potencial kozelités (local potential approximation)
KT Kosterlitz-Thouless
CS Callan-Symanzik
AB aszimptotikusan biztonsigos
KRG konform redukalt gravitacid
EH Einstein-Hilbert
CTP zart id6tengely(es) (closed time path)
EAA effektiv atlagos hatéas (effective average action)






1. fejezet

Bevezetés

A fizikdban altaldanosan elfogadott tény, hogy a fizikai rendszerek bonyolult
makroszkopikus viselkedését a rendszert alkotd elemi részecskék viselke-
désébél kiindulva érthetjiik meg. Ez a renormaélési csoport (RG) médszer
alapgondolata. Ez a gondolat természetesen dltaldnosan nem igazolhato,
ennek ellenére az RG modszer filozéfidjaban nem kételkednek a kutatok,
pedig a médszer a realisztikus modellek terén szerény eredményekkel biisz-
kélkedhet.

Az egyik legegyszeriibb példa a méretskélak szerepének szemléltetésé-
re a hidrodinamika lehet, ahol a klasszikus kontinuum egyenleteket gy
kaphatjuk meg, hogy kidtlagoljuk az atomi méretekhez tartozé fluktudciok
jarulékat. Ez a modell két tanulsaggal is szolgal. Egyrészt azt mutatja,
hogy a méretskalak szétvalasztasa sokszabadsagi foku fizikai rendszerek
leirasandl fontos, mésrészt pedig, hogy a makroszkopikus viselkedés leira-
sdhoz nem minden méretskala sziikséges. A hidrodinamika példdjaban az
atomi (kb. 10719 m) méretskala relevans, azonban példdul a 107° m-es
hosszskala irrelevins a méteres nagysagrendii makroszkopikus tulajdon-
sdgok megértéséhez. Vannak olyan fizikai rendszerek, ahol nem elegend6
egyetlen kis méretskala kiintegralasa a makroszkopikus fizika leirdasahoz,
tobb méretskalat kell figyelembe venniink [I]. Az RG mddszert ebben az
esetben érdemes hasznalnunk. A mddszerrel szisztematikusan, 1épésenként
haladva vessziik figyelembe az egyes skédlakat, igy oldva meg a problémat.
Erre fontos példa a kritikus jelenségek kore, hiszen ott minden skala lénye-
ges. El6bb a fluktudcidkat atomi szinten vessziik figyelembe, majd haladva
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a nagyobb skalak felé, az 6sszes fluktudciét kiintegraljuk.

A kritikus viselkedés megfigyelhet6 példdul a ferromagneses anyagok
esetén, ahol az RG mddszer segitségével vizsgalhatd a modellben megjelend
fazisatalakulds. A kritikus Curie-hémérséklet alatt spontan magnesezettség
figyelhet6 meg kiils6 tér hidnyaban, de a Curie-hdmérséklet felett a termikus
ingadozasoknak koszonhetéen nincs magneses rendezettség.

Az Ising-modell segitségével szemléltethetd a kiillonboz6 skaldk szerepe
a modellek viselkedésében. Az Ising-modellben a magneses momentumok
egy rogzitett tengely mentén pozitiv vagy negativ irdnyba mutatnak, igy
két lehetséges dllapotuk van. A Hamilton-operator analitikus fliggvénye a
hémérsékletnek, igy a particiés fliggvény is analitikus lesz minden 7" # 0
esetén, hiszen analitikus Boltzmann-faktorokat 6sszegziink fel a magneses
momentumok konfiguracibira. Termodinamikai limeszben (végtelen nagy
térfogatot tekintve) T'= T esetén azonban a viselkedés nem-analitikus,
ami azért fontos, mert a fazisatalakulasok soran megjelend fazisok nem-
analitikus médon térnek el egymaéstol, és ha ezt szeretnénk matematikailag
leirni, ahhoz nem-analitikus viselkedés megjelenése sziikséges.

Landau felvetése szerint, ha csak az adott ¢ magnesezettséggel rendel-
kez6 konfiguracidkat tekintjiik, akkor a szabadenergia a ¢-nek analitikus
fliggvénye, valamint a T hémérsékletnek is, de az igy kapott eredmény
nem egyezik az elméleti és kisérleti valaszokkal. A Landau-elmélet altala-
nosithaté a térrel lassan valtozd ¢(x) magnesezettség bevezetésével, ami a
szabadenergia Landau-Ginsburg-féle alakjara vezet, de az elmélet tovabbra
is analitikus marad. Az analitikussiag akkor vész el, amikor a teljes ¢ mag-
nesezettség értékeire atlagolunk, de csak termodinamikai limeszben, ahol
az atlag a szabadenergia minimumaként all el§. Landau felételezése szerint
csak az atomi skalan torténo fluktuaciok szamitanak, és ezek kiatlagolasaval
a modell leirhaté klasszikus egyenlettel. Ez a felvetés d > 4 dimenziéban
helyes, de 4 dimenzié alatt a korreldciés hossz kiszamoldsahoz minden
fluktuaciét figyelembe kell venni, igy itt ez az elmélet nem hasznalhato,
azonban javitani lehet rajta kis moédositasokkal.

A eltérés onnan eredhet, hogy ugyan az atomi szinti fluktudcidkat mar
kiatlagoltuk, viszont mas, ennél hosszabb hullamhosszisagu fluktuaciok
még jelen vannak, és ezeket is figyelembe kell venni. A t&bbi fluktudcionél
ugy jarunk el, hogy lépésekben integraljuk ki a kiilonb6z6 hosszskaldkat,
az aktualisnal kisebbeket mar kidtlagoltnak véve. Impulzustérbe attérve a



¢(x)-et a megfelelé Fourier-médusokkal allithatjuk elé: ¢(x) = [, elikr) gy,
ahol |k| < 1/L. A ¢p-kat fixnek vessziik, ami a Landau-elmélet altald-
nositdsanak felel meg, ahol is az atlagos magnesezettség van rogzitve. A
szabadenergia kifejezése ugyanaz marad, mint a Landau-elméletben, csak
itt megjelenik a skalafiiggés (L) a paraméterekben is, aminek a kovetkez-
ménye az analitikussag elvesztése a kritikus pontnal. Az L-t6l valé fiiggés
a korrelacids hosszig tart, az attél nagyobb hullimhossza fluktuacidk nem
jatszanak szerepet. A nem-analitikus viselkedéssel a korrelacios hossz vélik
a T nem-analitikus fliiggvényévé a Curie-hémérsékleten.

A fluktuaciok hatdsanak vizsgdlatdhoz egyszerre csak egy hullaimhossz
skalat vesziink figyelembe, ez a renormélasi csoport elemi 1épése: csak az L
és L + AL kozti hullamhosszt fluktudciokat atlagoljuk ki, igy 1/(L + AL)-
ig lesznek kiintegrélva ¢(z)-ben a ¢y, Fourier-komponensek. A rendszert
véges V térfogatunak tekintve, a tartomanyon beliili szabadsagi fokok
szama a megfeleld fazistérfogatbdl addodik, ami a k-tér és a koordinatatér
térfogatainak szorzata: L~ (+DV L.

Ez a gondolatmenet torténetileg mutatja be a renormaélas alapgon-
dolatat, és a fazisatalakuldsok lefrasanak utjat. Ezek alapjan arra a ko-
vetkeztetésre jutunk, hogy a legtébb esetben a fazisatalakuldsok helyes
leirdsahoz minden hosszskalan figyelembe kell venni a fluktudciékat. A
funkcionalis renormaélési csoport modszer olyan nem-perturbativ eljaras,
ahol feltételezziik, hogy nagy (ultraibolya, UV) energiaskdldkon ismerjiik a
mikroszkopikus kolcsonhatasokat, majd szisztematikusan, minden egyes
energiaskdla hatasat figyelembe véve megkapjuk a vizsgalt fizikai rendszer
alacsony energids (infravoros, IR) viselkedését. A moddszer az UV-ben
megadott blokkositott hatasbol, mint kezdeti feltételbdl, indul ki, és ered-
ményiil az IR effektiv hatast (vagy potencidlt) adja. Matematikailag egy
differencidlegyenletet kapunk, melyben a keresett funkcional a hatés (ez
lehet a blokkositott vagy az effektiv hatas) a valtozé pedig a k energiaskala,
a renormalasi skala.

Az RG modszer a modern fizika nagyon sok tertiletén haszndlhaté az
asztrofizikatol kezdve, részecskefizikan at, a kondenzalt anyagok fizikdjaig.
A modszer a részecskefizikdaban skaldris, fermionikus és mértékelméletekre
is alkalmazhat6. A kutatdsok a vizsgalt modellek kiterjesztéseit vizsgaljak,
illetve eléfordul, hogy elvi kérdésekkel foglalkoznak. Ennek egyik dga a
valés id6ben (Minkowski-téridében) szamolt evolicié. Az RG médszert



eredetileg euklideszi téridében, a statisztikus fizika elemei segitségével fogal-
maztak meg a részecskefizikaban. A statisztikus fizika particids fiiggvényét
altalaban egyensiilyi rendszerek esetén targyaljuk, ahol az id6fliggés nem
jelenik meg, a koordinatatér pedig euklideszinek tekintheto.

A részecskefizikat a kvantumtérelmélet segitségével irjuk le, ami azonban
Minkowski-téridében van megadva [2,3]. A térelméletben haszndlt generdls
funkcional nagyon hasonlit a statisztikus fizikai particiés fiiggvényhez,
el6bbi azonban Minkowski-téridében adott, emiatt az utébbi euklideszi
téridejii megfogalmazasanak kolcsonvétele nem biztos, hogy megfeleld
keretet ad. A valds idejil eredmények eltéréek lehetnek az euklideszitol,
és ez esetben a Minkowski-formalizmus szolgdlhat helyes megoldéassal. Az
euklideszi megfogalmazas mellett szél, hogy matematikailag kénnyebben
kezelheto, illetve a regularizacié problémaéja is egyszeriibbé valik.

A renormélas oOtlete is euklideszi téridében fogalmazddott meg ere-
detileg. A perturbativ renormaléds esetében a Wick-forgatast hasznaljak
a valés idGtengely képzetessé alakitasahoz. Hasonlé volt a gondolatme-
net az RG mddszer esetében is. A Wegner-Houghton-egyenlet (WH) irja
le az euklideszi téridében megadott blokkositott hatas evoliciéjat [4], a
Wetterich-egyenlet pedig az euklideszi effektiv hatas fejlédésének leirasat
adja [Bl 6, [7, 8, @9]. A Wick-forgatds nem ad megnyugtat vilaszt a két
formalizmus kozotti attérésre, mert ekkor a valds tengelyt forgatjuk 4t a
képzetes tengely helyére egy végtelen sugari korcikk mentén, ami sérti a
Lorentz-szimmetrit, ez pedig a Minkowski-formalizmusndl probléméat okoz.
A renormaéldasi csoport moédszer valés idejli megfogalmazéasanak tobbféle
megvalositasaval taldlkozhatunk [10, 11, 12, 13]. A szokasos analitikus
elfolytatas (analytic continuation) [I4) [I5] 16, [17] mellett szdmos lehet-
séges 1t van, pl. a kauzdlis halmazok mddszere (method of causal sets)
[18, 19} 20} 21], az Arnowitt-Deser-Misner (ADM) dekompozicio, a diffeo-
morfizmus invaridns téridé f6lidzéas [22] 23], [24) 25| 26], 27, 28| 29, [30], vagy
a legmeredekebb lejté (steepest descent) médszer [31]. Az id6 konzisztens
figyelembe vétele, és a véges hémérséklet kezelése a Schwinger-Keldysh-
formalizmus keretében konzisztens médon lehetséges [32], B3], haszndlatéra
sok példat taldlhatunk a szakirodalomban [34. [35] 36] 37, 38, 39]. A spekt-
ralfiggvény, amit szintén valds idében kell szamolni, szintén Schwinger-
Keldysh-formalizmusban adhat6 meg [16] [I1], de analitikus elfolytatassal
is szamoljak [I4], [40].



A dolgozatban néhany térelméleti modell tulajdonsagait kozvetleniil
Minkowksi-téridoben targyalom. Ez jé 6sszehasonlitasi alapot ad az euk-
lideszi és valos térid6beli kiillonbségek kimutatasara. Az egykomponensii
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a Wetterich-egyenlet segitségével [42]. Ez az RG-séma sok szempontbol
el6nyos, egyrészt kompatibilis a gradiens kifejtéssel, masfel6l az effektiv
hatasrél ad informaciét, amit egyszertibb a fizikai paraméterekkel ssze-
kapcsolni, mint a blokkositott hatast. Természetesen a WH-egyenletnek is
megvannak a maga elényei, pl. a médusokhoz tartozé diszperzids relacié
a megfeleld alakban jelenik meg, ami a blokkositasi 1épésekben a fizikai
értelmezést konnyebbé teszi. A Wetterich-egyenlet esetén a regulator meg-
valtoztatja a diszperzids relaciét. A funkciondlis értelemben renormélhaté
modelleknél azonban a két megkozelités azonos eredményt ad.

Célom megvizsgalni a 3-dimenziés ¢* modellt és a 2-dimenzids sine-
Gordon modellt Minkowski-téridében [42]. Keresem a modellek esetleges
1j fixpontjait vagy fazisait.

Az RG médszert nem tudjuk Lorentz-invaridns formaban megfogalmaz-
ni. Ennek legf6bb oka az, hogy a k skéla sem lehet Lorentz-invarians. Emel-
lett a szakirodalomban elfogadott tény, hogy nem létezik nem-perturbativ
Lorentz-invarians regulator a Callan-Symanzik-regulatoron kiviil, amely
azonban tetszOleges d-dimenziéban nem hasznalhaté regulatorként. En-
nek ellenére komoly erofeszitést tesznek a mddszer Lorentz-szignatiraban
torténé megfogalmazasara. Az egyik legigéretesebb médszer a Schwinger-
Keldysh-formalizmusban adhaté meg, amelyet zart idStengelyes (CTP)
formalizmusnak is neveziink. Hossza at vezet a CTP-ben megadott RG
egyenletekhez, a kérdés a mai napig nincs megnyugtatéan tisztazva [43].
Az it eredménye az RG médszer néhany olyan aspektusa, amelyeket eddig
nem vizsgaltak a szakirodalomban.

Ilyen elem a nem-lokalis tagok jelenléte a potencidlban. Megmutathato,
hogy az eliminalt médusok egy nyeregpontot tartalmaznak, amely fa-
szintl jarulékot ad a bilokalis potencialhoz. A nem-lokalitas figyelembe
vétele komoly nehézségeket jelent, azonban elegend6 azt csak fa-szinten
megtenni. Az RG mddszer hasonléan kényszeriti rank a nem-lokalitast,
mint ahogy a ¢* modell targyaldsinal megjelennek a magasabb rendii
hatvanyok a potencidlban, vagy a felharmonikusok a SG modellben. A



bilokélis tag evoltciéjat szdmoltdk a ¢* és a SG modellekben [44] [45].
A dolgozatban az aszimptotikusan biztonsagos (AB) gravitacié konform
redukalt modelljét vizsgdlom a bilokalis potencial evoliucidjat is szamolva
[46]. Az AB gravitdcié nagyon népszerti modell az RG médszer tertiletén.
A modell aszimptotikusan biztonsdgos, mert 1étezik egy UV fixpont, a
Reuter-fixpont, amely minden csatolast végessé tesz nagy energian.

A konform redukalt AB gravitdcié lényegében egy skalaris modell, emi-
att egyszerii. Lorentz-szignatira felhasznalasaval lehetGség van anizotrép
modon bevezetni a hullamfiiggvény renormalédst, aminek segitségével nyo-
mon kdvethetd, hogy az evolici6 soran mi torténik a Lorentz-szimmetriaval
[47]. A modell lehet6vé teszi, hogy az UV-ben taldlhaté Reuter-féle fix-
ponton tali skaldzasrdl is képet kapjunk. Ez nagyon fontos, mert gy
hissziik, hogy a a Planck-skaldn érvényét veszti a gravitaciés modell, a
Reuter-fixpont pedig ezen is til talalhaté.

A disszertaciéban a fejezetben elGszor az evoluciés egyenleteket
targyalom. Ezutidn az eredményeim bemutatasa kovetkezik, kezdve a
fejezetben skalaris modellek valds idejii vizsgédlataval, amely eredmény
az elsé tézispontomhoz kothets [42). A [l fejezetben az AB gravitécié
modelljét bilokalis potencidllal kiegészitve tanulmanyozom, ez a masodik
tézisponthoz tartozik [46]. Szintén az AB gravitaciéval foglalkozom a
fejezetben, ahol a Lorentz-szimmetria sériilése van a fékuszban, amely a
harmadik tézisponthoz kapcsolddé eredmény [47]. Végiil a munkamat a @
fejezetben foglalom Gssze magyarul, a[7] fejezetben pedig angolul.



2. fejezet

Evoliciés egyenletek

A perturbativ renorméldst mar Gell-Mann és Low is alkalmazta, mig a
nem-perturbativ renorméalas alapotlete Wilson és Kadanoff munkéssagahoz
kothet6 és azoéta is a fizika szamos teriiletén alkalmazzak, a kvantumos
sokrészecske rendszerekben, a részecskefizikdban és a gravitaciéban is
fontos eszkoznek szamit. A renormédlasi csoport moédszer alkalmas skalaris,
fermionikus és mértékelméletek fazisszerkezetének tanulméanyozasara. A
pedig a WH-egyenlet irja le. Késébb a szakirodalomban az effektiv hatast
leir6 Wetterich-egyenlet is megjelent, ami azdta is nagy népszertiségnek
orvend.

Mindkét megkozelitésnek megvannak az el6nyei és hatranyai is, igy
az alabbi fejezetben attekintjiik a szdmoldsok soran hasznalt egyenletek
levezetését, illetve Osszehasonlitjuk ezeket.

2.1. A Wegner-Houghton-egyenlet
Vegytink egy fizikai rendszert, ami a ¢ = —oo id6pillanatban |0, —oo) viku-

umaéllapotbdl indul ki, és az id6beli fejlédése soran a (0, co| végallapotba
keriil. Ezt az atmeneti amplitadét a

(0,00[0, —00) = Z = /Dqﬁe*%S (2.1)
képlettel szamolhatjuk, ahol az exponensben a fizikai rendszert jellemzo
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S hatas szerepel. Az itt megjelend palyaintegral kontinuum sok integralt
tartalmaz. Ennek kiértékeléséhez a ¢ térvaltozot két részre bontjuk: ¢ —
o+ . Itt a ¢ ak €0,k — Ak|] kozotti impulzussal jellemezheté és ez lesz
az infravoros tér, mig ¢ impulzusa k € [k — Ak, k] tartomanyba esik és
az ultraibolya teret jeloli. Az UV részre torténd kiintegralas utan az Sy
hatasbdl az alacsonyabb impulzushoz tartozé Si_ajp hatast kapjuk. Az
ehhez sziikséges integral alakja -ben vett Taylor-sorfejtés utan

5255, [¢+eol

e 1 Sh-ak( ~/D Sulo-+eol—ane 550 e, (2.2)

ahol ¢y egy nyeregponti médus, melyet altalaban nullanak vesziink.
A szamolasnél a Ak/k hanyados az egy renormaldsi 1épésben kiintegralt
médusok mértékét adja meg, amely egy infinitezimalisan kicsiny mennyiség.
Biztositanunk kell az RG eljaras soran, hogy ez legyen a legkisebb mennyi-
ség, kiilonben a WH-egyenlet nem all fenn. Ez az elvirds nem trivialis,
ennek kovetkezménye, hogy a k — 0 limesz nem érhetd el. Az integral
elvégzése utan

e~ Sk-ak(®) — =5 Sk[¢]—3 Indet S{[g] (2.3)

eredményt kapjuk, ahol a vessz6 az IR térre vonatkozé derivaltat jeloli
és az exponensben megjelend determindns a k € [k — Ak, k] impulzus-
sal jellemzett médusokra vonatkozik. Felhasznéaljuk a Indet A = Trln A
Osszefiiggést, igy az exponensekre a kovetkezo kifejezés adddik:

$416] = — gy TrIn S{19), (2.4

ahol a & = kOx jel6lést hasznédljuk. Az egyenlet jobb oldalan taldlhatd
Tr egy Ak szélességli gbmbhéjra vett integral, ahol a gdbmbhéj sugara a k
impulzus hossza, igy ebbdl megjelenik egy Ak faktor a Ak-val valé osztés
mellett. Az egyenlet masik alakja ezaltal

$ul6] = mkm/a k) In 8" (6], (2.5)

alakban irhato, ahol p egy d-dimenziés impulzus, az S(’J’ pedig a hatasnak
a térvaltozd szerinti masodik derivaltjat jeloli és ez a feloltoztetett inverz
propagatornak feleltetheté meg:



Sy =D;' =g+ U" (2.6)

A Ak impulzushéjra vett integralt blokkositédsi 1épésnek, blokkositasnak
nevezziik. Mivel az impulzus integrdl analitikusan elvégezhetd, megkap-
hatjuk az U potencidlra vonatkozé evoliuciés egyenlet alakjat, amit a
Wegner-Houghton-egyenletként [4] ismeriink:

: 1
U= fihozdkd In(k% 4 U"), (2.7)

ahol bevezettiik a
Qy 27rd/2
=——, Qy=—=———= 2.8
4= amt M T 29
dimenziéfiiggd konstanst, amit az Euler-féle I'-fliggvény segitségével fejez-
tiink ki. Kés6bb a szamoldsok soran h = 1 valasztéssal élek, nemcsak a
WH-egyenlet esetén, hanem a Wetterich-egyenlet hasznalatanal is.

A WH-egyenlet Minkowski-téridejli alakjahoz a
Z= /Dqse%S (2.9)

generalé funkciondlbdl indulunk ki, és az euklideszi 1épésekhez hasonléan
juthatunk az alabbi alakra:

Silo] = I S[9). (2.10)

c sz

funkciondlis integro-differencidlegyenlet [5, 48, [49]. A WH-egyenlethez
hasonlban, ahol a blokkositott hatas paraméterei nem birnak fizikai tar-
talommal, a Wetterich-egyenlet effektiv atlagos hatdsinak paraméterei
sem fizikai paraméterek. Mindkét evoltciés egyenlet £k — 0 esetben az
effektiv hatdst adja meg, amely mar fizikai paramétereket tartalmaz. A
Wetterich-egyenlet valtozojat a szakirodalomban effektiv hatdsként emlitik,
igy az egyszeriiség kedvéért itt is igy hasznalom.
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A palyaintegrélban egy Ry [¢] reguldtor tagot adunk a hatdshoz, ami
az UV és IR divergens impulzusintegralokat végessé teszi. A general6 funk-
ciondl alakja a J = J(z) kvantumtérhez csatolt kiils6 forras jelenlétében

Zo — bWl _ /D[Qﬁ]e—%(sﬁmw—w)’ (2.11)

ahol a f-g = [7, dzf(x)g(z) jelolést hasznaltuk. A megjelend
reguldtor tagot altaldban a térvaltozéban kvadratikusnak, azaz tomeg
alaku kifejezésnek valasztjuk, amely IR levagasként miikodik, vagyis a k-
nal nagyobb energiaji modusokat valtozatlanul hagyja, de az ennél kisebb
energidjuakat elnyomja. Az 1/k térfogatban a térvaltozo kidtlagolasianél
ezeket a megtartott, k-nal nagyobb energidji moédusokat integraljuk ki.
A regulator alakja

Rilo] = ¢( JRi(x)d(x = y)o(y), (2.12)

2
és az alabbi feltételeket kell teljesitenie:

1. Q/I}CIQILORIC > 0, vagyis IR regulatorként miikodik, mert eltiinteti az
IR divergencidkat,

2. kQ}an_mRk — 0, vagyis a reguldtor eltavolitasaval k — 0 hataresetben
vissza kell kapnunk az atmeneti amplitudé alakjat,

3. k%un Ry — oo, amely szerint az S = hrn Fk hatéresetben a (ké-
—00
s6bb bevezetésre keriils) effektiv hatasbol a mikroszkopikus hatéast

visszakapjuk, vagyis a regulator UV levagasként is miikodik.

Ahhoz, hogy a Wetterich-egyenletet megkapjuk derivéljuk a

//////

differencidlasra a = = 0/0t jelolést hasznaljuk.

Zk:_ﬁWk[ Wi [J] _/D (_Rk[¢]> L(Sk+Rilg]—T6)

(2.13)

Innen tovédbb szdmolva és rendezve az egyenletet:
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; 1 . PWi[J]  SWi[J] Wy [J
W17) = Jeb 1 [ (nZFHL  SRHLOTRIL) i,

(2.14)

A T[] effektiv hatds a Wy[J] Osszefiiggd Green-fiiggvények generild
funkciondlja, azaz Legendre-transzforméacioval megadhaté az alabbi alakban

Tule] = Wil — 76, o= "e)

Az effektiv hatds derivaltjaira konnyen belathaté azonossagok érvénye-
sek

(2.15)

Ty
5o = (2.16)
Thlgl = WilJ], (2.17)
82Ty O°Wi[J]
sa50 aJs) — b (2.18)

Az (2.14)) egyenletbe visszahelyettesitve és az effektiv hatast atdefinidlva
Tk[¢] + Ri[p] — Tk szerint, megkapjuk a Wetterich-egyenletet euklideszi
téridében:

. h. R
Ip=-Tr=—0t__
2 Rp+TY
ahol a Tr jeloli a hurokintegralt és a bels6é indexekre torténé felosszeg-
zést.

Feltessziik, hogy az effektiv hatas és a blokkositott hatas alakja meg-

egyezik

(2.19)

'y ~ Sk
= Y0 Fi6), (220)

igy hasznalhatjuk a blokkositott hatds alakjat a Wetterich-egyenletben,
amelyet nagy energidkon ismertnek tekintiink. Ez a feltételezés nagyban
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megkonnyiti a szamolasokat, igy gyakran élnek vele, ugyanakkor nem biztos,
hogy valéban hasznalhat6 [50]. A Wetterich-egyenlet egy parciélis integro-
differencidlegyenlet, de amennyiben a —nek megfeleléen a térvaltozd
szerint sorba fejtjilk a hatdst, akkor a g; skalafliggd csatolasokra egy
kozonséges differencidlegyenlet-rendszert kapunk, ahogy a WH-egyenletben
is. Altaldban a Taylor-sorfejtést valasztjuk, de a periodikus modelleknél
Fourier-sorfejtést alkalmazunk.
Az effektiv hatas alakja skaldris elméletekben altalaban

I@zfﬂxﬁawa@ﬁaMWﬂ@), (2.21)

ahol Zy, = Zy(¢z) = Zk(¢,p) a hullamfiggvény renormalas. Ez a lokalis
potencidl kozelités (local potential approximation, LPA) uténi kévetkezo
rend a gradiens kifejtésben. Amennyiben Z; = 1 valasztassal dolgozunk,
akkor LPA-ban szamolunk. A gradiens kifejtés tovabbi tagjai lehetnek:

Tk = [ d% [Vi(62) + 3 21(92) (9u2)? + Hi(62) (3ude) " + Ha(2)(O6:)* + ..

(2.22)

A -ben felirt effektiv hatast visszahelyettesitve a Wetterich-
egyenletbe

=3 [

2Jp Zyp® + Ry + V!

(2.23)

adodik, ahol megjelenik egy d-dimenzids impulzusintegral.
A Wetterich-egyenlet Minkowski-téridében tortén6 levezetésénél a kiin-
dulépont ismét a generalé funkciondl, amelynek alakja ebben az esetben

7, = e WilJ] — /D[¢]e%(SA+Rk[¢]+J‘¢)' (2.24)

Az evolucids egyenlet levezetése valos idében hasonld 1épéseken keresztiil
torténik, mint euklideszi téridében, a regulator alakjara is a korabbi felté-
telek érvényesek. A Wetterich-egyenlet alakja Minkowski-formalizmusban

i R
9

P ity R
k T - Ry

(2.25)
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2.3. Az evoluciés egyenletek O0sszehasonlitasa

A fentiekben levezetett, talan leggyakrabban hasznalt renormaélési csoport
egyenletek altal szolgaltatott evoltuciék kozotti kiillonbségeket érdemes
atgondolni, ami segithet eldénteni az adott modellnél a megfelelé mddszer
kivdlasztasit. A Wetterich-egyenlet egyik nagy elénye, hogy széles korben,
szinte barmely modellnél hasznalhaté, mig a WH-egyenlet matematikailag
egyszeriibben kezelheto, és az altala szolgdltatott eredmények fizikailag
kénnyebben értelmezhetdk.

Az effektiv hatdsra vonatkozé Wetterich-egyenletben a renormaélési ska-
1atol vald fliggés csak a regulatorban jelenik meg, a hatas a levagasnal adott,
és az egyenlet a regulator tag nélkiil trividlis lenne. A WH-egyenletben a
blokkositott hatast hasznaljuk, amit ismeriink, és ez hordozza a skalafiiggést
is, 1igy nincs sziikség reguldtorra.

A Wetterich-egyenletben hasznalt effektiv hatdsban a térvaltozd szere-
pét az eredeti tér varhatd értéke tolti be. Az effektiv hatds kiszdamoldsakor
a general6 funkcionalban taldlhaté impulzusintegralt egy adott k& skdlaér-
tékhez tartozd reguldtorra végezziik el az UV-tél az IR-ig, ezek utan pedig
a k skélat csokkentve lépésenként megismételjiik ezt az eljarast. Fzaltal
kiilonb6z6 k értékekhez tartozod effektiv hatdasok sorozatat kapjuk, vagyis az
éppen aktudlis skalan érvényes elméletek evolicidit egy csokkend k skalara
felflizve, az eredeti elmélet k skalan vett fejlédése helyett. A WH-egyenlet
ezzel szemben végig az Sy blokkositott hatas evolicidjat koveti az UV-bél
az IR irdnyaba.

A wilsoni RG formalizmusban a dinamikat a hatas szolgaltatja, ezzel
irhatjuk le az elemi gerjesztéseket. A Wetterich-egyenletben megjelend
regulator azonban mddositja a hatast, igy az ebbdl szarmazé dinamikat
is, vagyis olyan 1j elméletet kapunk, amit az eredeti hatas és a beveze-
tett regulator egyiitt definidl. A modusok eredeti diszperzids reldciéja is
megvaltozik, az elemi gerjesztések helyett az 1j elméletben kvazirészecske
gerjesztéseket vezetiink be.

A Wetterich-egyenlet regulatorfiiggése a segitségével kapott eredmé-
nyekben is megjelenik. Az effektiv atlagos hatds k — 0 limeszben az
effektiv hatast adja, azonban a k mindig véges marad, emiatt az evolicid
soran végig az EAA-rél kapunk informaciot, ami viszont reguldtorfiiggo.
Az esetleges regulatorfiiggés az EAA aszimptotikus viselkedésében mutat-
kozhat meg. Emiatt az IR skéalan kapott effektiv atlagos potencial fiigg
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a regulatortél. Réaadasul nem csak az IR-ben kapott fizika az érdekes a
renormalasban, hanem maga a futds is hordoz fizikai tartalmat, amit a
regulator befolyasol. Erre példa a sine-Gordon modell, ahol az effektiv
potencial a modell mindkét fazisdban trividlis, igy a kiillonb6z6 fazisokat
csak az alapjan tudjuk megkiilonboztetni, hogy a csatoldasok hogyan tar-
tanak nulldhoz. Ezek alapjan a Wetterich-egyenlettel kapott eredmények
regulatorfiiggését fontos megvizsgalni.

A WH-egyenlet hatranyaként szoktak emliteni, hogy csak LPA-ban
hasznalhaté, a gradiens kifejtés magasabb rendjét nem képes kezelni. Ennek
az okat az éles levagasban latjak, azonban ha alaposan megvizsgaljuk ezt
az allitast, akkor észrevehetjiik, hogy az éles levagas nem befolyasolja a gra-
diens kifejtést. Erre példa lehet, ha a blokkositdst nem gémbhéjjal, hanem
hengerekkel képzeljik el, akkor a hullamfiiggvény renormalds szamolhaté.
Miért fontos szamolnunk az LPA-n tul? A bevezetésben mutatott Landau-
Ginsburg-elmélet alapjan latszik, hogy a hullamfiiggvény renormaélas nulla
kozeli impulzusnal, vagyis végtelen kozeli korrelaciéknal szamit. Azonban a
WH-egyenlet k skaldja, ami a blokkositdsnal a legnagyobb impulzus, a lehe-
t6 legmesszebb van a zérustél. Ez egy komoly probléma a gradiens kifejtés
hasznalatanal. Azért kaphatunk mindezek ellenére nem-trivialis eredményt,
mert a k skalan kapott effektusok az impulzusban vett éles, Dirac-delta
szerint megadott levigas a koordinatatérben (a Fourier-transzformaltban)
minden méretskalan érezteti a hatasat. A gradiens kifejtés probléméajat
gy lehet orvosolni, hogyha nem-lokalis kélcsonhatésokat vezetiink be [44].
A nem-lokalitds a gradiens kifejtés altaldnositasaként tekinthetd, amelybdl
a kifejtés eredményei szarmaztathatok [45].



3. fejezet

Komplex csatolasok a
renormalasban

Nincs dltalanos recept az evoliciés egyenletek Minkowski-téridébeli alak-
jara. Ez nem csak technikai, hanem elvi kérdés is. Az RG blokkositéas
soran kiilonb6z6 méretskalak jarulékait hasonlitjuk 6ssze, ami a nem-
relativisztikus tavolsagskalak ismeretét tételezi fel. Ebbol az kovetkezik,
hogy az RG egyenletek Lorentz-invarians megfogalmazasa nem lehetsé-
ges. Van Onkényesség a k skdla megvalasztasiban is. Ebben a fejezetben
a Minkowski-téridében ugy vezetem le az evolucids egyenletet, hogy a
d-dimenziés impulzus nulladik komponensét, azaz a frekvenciat kiilon ve-
szem a maradék térimpulzustél. A blokkositast csak a térimpulzusban
végzem el, a frekvenciara kiintegralok. A frekvenciafiiggés levilasztasa
hengeres szimmetridhoz vezet [41], ahol a henger lehet véges vagy végte-
len méretii. A levagas ugyan sérti a Lorentz-szimmetriat, azonban nem
lehetséges olyan nem-perturbativ reguldtort valasztani, amely ellatja a fel-
adatat és Lorentz-invaridans lenne [51], tehét minden esetben elveszitjiik a
Lorentz-szimmetriat az RG eljards soran, és ez a megkozelités legalabb egy
egyszeribb keretet biztosit a probléma kezeléséhez. Az irodalomban t6bb
eredmény is aldtdmasztja, hogy Minkowski-formalizmusban a csatolasok
komplexszé valnak. A perturbativ renormaéldasban, a levondsi sémanal, a
skaldr modellekben megjelennek a tomeg és a csatolasok képzetes részei is.
Ez a séma szorosan kapcsolddik a Wetterich-egyenlethez, mivel mindkét
esetben vannak mesterséges skaldk, nevezetesen a levonasi skala és a k

15
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levagds, amelyek alapvet fontossdgiak a leirdsban. A hasonlésignak két
kovetkezménye van. Egyrészt varhatd, hogy a csatolasok az effektiv hatas
evolucidjaban is komplexek. Masrészt azt mutatja, hogy a levonasi skéla
szerepe kevésbé tilinik fontosnak, mint a WH-egyenletekben. Mindazonaltal
a WH-séma Minkowski-esetben megmutatta, hogy a (4-¢)-dimenzi6s ¢*
modellben eltlinik a Wilson-Fisher-fixpont (WFFP), mivel a csatolas kép-
zetes része mindig ellentétes elGjellel jelenik meg az evoliciékban, szemben
a fixponti megoldas eldjelével [4I]. Ez az eredmény nem valtozik, ha a
henger méretét megvaltoztatjuk.

Azt vizsgélom, hogy az egykomponensii, 3 dimenziés ¢* modellben a
fixpont egy masik renormélasi séméaban esetleg megjelenik-e. A Wetterich-
egyenletet hasznalom a Litim-reguldtorral, és levezetem az evolicids egyen-
letet Minkowski-téridoben. Ismét a hengeres geometriai elrendezést hasz-
nalom, és a fazistér szerkezetét keresem a henger kiillonb6z6 magassagaihoz,
ami megfeleltethet6 kiilonb6zo frekvenciahatérok valasztdsanak. A csatolé-
sok ebben a formalizmusban is komplexszé valnak. Megkeresem a modell
lehetséges fixpontjait a kiilonboz6 frekvencialeviagasokhoz. Reményeim
szerint ez a szamolasi séma visszaallitja a modell ismert fazisszerkezetét,
azonban az a varakozasom, hogy a fixpont komplexszé valik.

Megjegyzem, hogy nem keriilhetjiik el a csatolasok komplexszé valasat,
az nem csak a kozelités kovetkezménye. Ennek bemutatasara vegyiik a
tomegcsatolast, mint egy egyszeri példat. Zart rendszerekben egy stabil
részecske tOmegét a propagator polusa hatarozza meg. A Feynman-féle ic
tomeget ad. A tOmeg, mint csatolds, az IR irdnyban relevans mdédon
fejlodik. Ha a rendszer nyilt, akkor a részecskék véges élettartamiva
valhatnak, igy a tomeg képzetes része is végessé valik. Ez mutatja, hogy a
tomeg, mint csatolds, mindenképpen képzetes.

Az elgondolds fontos eleme, hogy a rendszer legyen nyilt, ugyanis
zart rendszerek esetén a képzetes rész maradhat infintezimélisan kicsi. A
renormalas soran a rendszer modusait az RG blokkositéasi 1épések soran a
kdrnyezetbe elimindljuk. Amikor az RG eljarast a k = A leviagasi skalan
kezdjiik, feltételezziik, hogy a rendszer zart. Az els6 RG blokkositasi
1épés utan az eliminalt médusok a kornyezethez fognak tartozni, amit nem
figyeliink meg, igy az elmélet nyitotta valik [41], 43]. Azt mondhatjuk, hogy
az RG moédszer a dinamikat nyilttd teszi.
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A renormaéldsban a nyilt rendszerek egyik jellemzdje a komplex csatolé-
sok megjelenése. Természetesen ezek a csatoldsok valésakka valnak zart
rendszer limeszben, azaz amikor a kornyezettel val6é kolcsonhatas elhanya-
golhat6. Mivel a komplex csatolasok nem jelennek meg az euklideszi RG
formalizmusban, ez azt jelenti, hogy a Minkowski-formalizmus pontosabb
targyalast ad.

A komplex csatolasok radikdlisan megvaltoztathatjak a fazisszerkezetet.
Eloszor is, kétszer annyi csatoldsunk van, ami megduplazza a fazistér
dimenzidjat, tovabba az evolicié bizonyos szingularis viselkedése eltiinhet,
vagy akar 1j jelenhet meg. A szingularitasra példa lehet a spinodalis
instabilitds problémaja [52), 53], ahol nagy mennyiségli l4gy mddus jelenik
meg, ami a propagatort szingularissa teszi, és véges kondenzatumot hoz
létre a rendszerben. A mechanizmusnak szamos alkalmazasa és fizikai
kovetkezménye van. A Minkowski-téridében azonban a tomegcsatolds
imaginarius része végessé teszi a propagatort, ezért a spinodalis instabilitas
eltiinhet [41]. Egy maésik fontos szingularis viselkedés az UV hatdresetben
jelenik meg, amikor az evolicié egy bizonyos UV skalan a Landau-pdlusba
fut, ahol a csatolds felrobban. Ez a szingularitas is elkeriilhetévé valhat
a komplex csatolasokkal [41], ami felveti annak a lehetdségét, hogy a ¢*
modell aszimptotikusan szabadda valik 4 dimenziéban.

A maésik modell, amit Minkowski-téridében megvizsgalok, a 2-dimenzids
(2d) sine-Gordon (SG) modell. A modellnek sok alkalmazasa van a modern
fizikdban [54, [55] 56, 657, 58, 45]. A SG modell Z5 szimmetridval rendelkezik,
azaz ¢, — —@,, tovabba a bels6 térben periodikus, vagyis ¢, — ¢, + 27.
A modell Kosterlitz-Thouless (KT) tipusi végtelen rendii fazisatalakulast
mutat [59, [60] a Coleman-fixpont korill. Az SG modell az RG mddszer
fontos vizsgalati teriiletének bizonyult. A hagyoméanyos euklideszi for-
malizmusban az SG modellnek két fizisa van, egy szimmetrikus és egy
szimmetriasértett fazis, ahol az utébbiban a diszkrét Zs szimmetria séril.
Fontos megjegyezni, hogy az RG eljaras sordn a periodicitas megmarad
56, 61].
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3.1. Evoluciés egyenlet

Euklideszi téridében, gombszimmetrikus elrendezésben, az evolicids egyen-
let

: 1 R
Vo= o 3.1
2/pp2+7e+V"’ (3.1)

ahol R a regulator, és az integraljel d-dimenzids p-szerinti impulzus integ-
ralt jelol. A" = kO jelolést a renormalasi skala szerinti differencidlasra
hasznaljuk. A problémat a lokélis potenciél kozelitésben (LPA) tekintjik,
ennek térfiiggetlen térrenormadldssal javitott verzidjat a részben
ismertetjiik. Bevezetjik az y = p?/k2, r = R/p? és V = V/k? dimenzi6tlan
mennyiségeket. Ezek utan az evolicids egyenlet

. 1 [e’¢) -9 /,,2
Vo= “agk? / y 2y (3.2)
4 0 y+yr+V

A kévetkezo alakban felirt Litim-regulatort alkalmazzuk:

ro o= <; — 1> 01 —vy) (3.3)

A Wetterich-egyenlet igy

(3.4)

ahol a ~ jelolés a dimenziétlan mennyiségeket jelzi. Az egytitthaté az ag =
Qa/(2m)¢ Gsszefiiggésbél kovetkezik, ahol Qg = 27%2/T'(d/2). Amennyiben
hengeres szimmetriat hasznalunk, az evolicids egyenlet alakja

= — k) — .
v 2r d—1" Jow2+14V" (3:5)

ahol [ = [0 dw és w dimenziétlan. A frekvencia integral elvégzése utdn

. . Qg1 kd Q
vV = (d_l)wmarctan NieaTh (3.6)
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ahol bevezettiik az 2 dimenziétlan frekvencia levagast. Az 2 — oo végtelen
hosszt henger hataresetben, d = 3 valasztasnal
: 1k
V = ——rx==. (3.7)
8T /1 4+ V"
A Wetterich-egyenlet Minkowski-téridében a kévetkez6 alakban adhaté
meg [62), 10]

- R
I'=—i- TrF” — (3.8)
amib6l a potencial evoliciés egyenletét szarmaztathatjuk
V= k —. 3.9
Tor d—1" Jow? 17 (3.9)

A frekvencia integral elvégzése utan az egyenlet

V=

11 Q
 2d-1 d arctanh ———. (3.10)

2
k
“or d-1 V14V V14 v
3.2. A skalar modell

Els6 1épésként veszem az egykomponensi skalartér elméletet a kévetkezo
potenciallal:

V= Z 92n ¢2" (3.11)

Az els6 két csatoldsra euklideszi téridében az alabbi evoliciés egyenleteket
kapom:

-+ 0 ag-104 1 ; Q . Q
=—2Gy — ———— arctan — + —5——5———-
92 92 m(d—1) \ 2w} wr  2wi(wi+02) )7

g 133 9 Q  3Q(302% + 5w?)
- = t - @@ rZ
wld—1) <4w5arcan +

g1 = (d —4)gs +
ga = ( )34 5 4wk(wk+Q2)

(3.12)

ahol wy = /14 g2. Bevezetem a dimenziétlan go,, = ggnkd_”(d_Q)
csatolasokat. Minkowski-formalizmusban az egyenletek
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. . ag1gs 1 Q Q
R | I L N
92 g2+ Zw(d -1) (2@)2 arctan W + 2w (w? — QZ)> ’
=2 2 2
B . ag_10f 9 Q 3Q(—392° + 5wy)
— (d—4)gy — -2 (D o ctanh —
g1 = ( 5z l47r(d —1) (wg arctan Wi wi(wi — 02)2

(3.13)

Ezutdan megvizsgalom az egyenleteket kiilonb6z6 dimenziékban, és meg-
keresem a modell altalanos tulajdonsigait és fazisszerkezetét. Meg kell
jegyeznem, hogy a komplex argumentum arctanh figgvények megjelenése
komoly technikai és numerikus nehézségeket okoz.

3.2.1. 4-dimenzio6

A realisztikus, 4-dimenziés modellben csak egyetlen, gaussi fixpont (GFP)
létezik, fiiggetleniil az ) frekvencialevagas értékétél. Az UV skalazast
vizsgalom, és csak a g és g4 csatolasokat tartom meg. Mivel a t&bbi csatolas
irrelevans és divergalnak nagy energiaknal, ezért azokat kinulldzom. Ahhoz,
hogy az elmélet stabil maradjon, Im(g4) < 0 kell legyen, igy amennyiben ez
az el6jelét az UV skalan Ay értéknél megvaltoztatja, akkor meg kell allitani
az evoliciét. Az Im(gq) eldjelvaltasa szintén nem megengedett, mivel az
id6irdnyt valtoztatja meg. Numerikusan azt kaptam, hogy az eléjelvaltasok
miatt az evolicié mindig megall, ezért a komplex csatolasok bevondsival
nem oldhaté meg a trivialitds probléméaja. Ugyanezt a viselkedést irja le [41]
is. AB.I]4brén kirajzoltam a lehetséges futdsokat az UV irdnyban, a t = lg k
osszefliggést felhaszndlva és Re(ga(A)) = 0.01, Re(ga(A)) = 2, Im(ga(A)) =
—107° értékeket valasztva. A kezdeti értékek finomhangoldsival olyan
futast talalhatunk, amely spinodalis instabilitast mutat az UV irdnyban,
ahol minden csatolds szinguldris, azaz 1+R(g2) — 0, g4 — 00 és Im(g2) — 0
egyszerre. Eredményeim szerint nem lehetséges tetszdlegesen nagy UV
skaldk elérése. Megjegyzem, hogy az UV skélazasi viselkedés a megallasi
feltételtdl fuggden két fazist mutat, ami vagy a Im(gs) el6jelének, vagy
a Im(gy) el6jelének megvaltozasabol adédik. A tovabbi csatoldsok nem
befolyasolhatjik ezt az eredményt, mivel irrelevans jellegiik miatt kizarom
Oket az UV-fejlédésbdl.
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3.1. dbra. Az dbrdk a csatoldsok fejlédését mutatjik d = 4 esetben az ultraibolya
irdnyban. A evolucié ledll, vagy Im(g2) (szaggatott vonal), vagy Im(gs) (pottyozott
vonal) el8jelvaltdsandl. Hatéresetben megjelenhet spinodalis instabilitds is (sima vonal).
A Tm(g2) kezdeti értékei —10™* (pSttyozott vonal), —9.1 x 10™° (sima vonal), és —107°
(szaggatott vonal).

3.2.2. (4-¢)-dimenzid

Vizsgalataim soran két 0j csatolast vezettem be, ezért el6szér meg kell
néznem, hogy mi torténik a hagyomaéanyos fixpontokkal. Arra szamitok,
hogy a d = 4 — ¢ esetben a modellben van egy nem-gaussi fixpont, neve-
zetesen a WFFP. A dimenzionak ebben a specidlis esetében a fixpontok
értékei varhatéan ugy viselkednek, mint g5 ~ g3 ~ €, ami lehetéséget ad a
perturbativ vizsgalatra. Miutdn a béta fliggvényeket a csatolasokban sorba
fejtem, egy analitikusan megoldhaté algebrai egyenletrendszert kapok. A
szamitasok soran paraméterként jelenik meg az ) frekvencia levagas. A
és egyenletekbdl indulok ki és a csatolasokban kifejtem 6ket.
Csak a g4-ban kvadratikus tagokat tartom meg. Az euklideszi béta fiiggvé-
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nyek az €2 minden értékére érvényesek. A Minkowski-esetben haszndlhato
az

arctanh Q = % (ln % - 'yz'7r> ) (3.14)
azonossag, ahol v = sign(Im(gz2)). Ezt hasznélva felbonthat6 a problémaés
arctanh figgvény a valds és képzetes részeire, valamint az az_. ~ az =
1/272 kozelitéssel élve tovabb egyszertisddik a szamolas. Az lathaté, hogy
a egyenletben szingularitds van {2 = 1 esetben, igy tehat csak az
Q > 1 tartoméanyban vizsgalodhatok. Ezzel a Minkowski-téridében kapott
béta fiiggvények alakja:

* ~ . §4 Q + 1 20 . >
- 9 1 -
92 92+2247r3<n91+192 T
B _ 333 Q+1  20(—30% +5) ,
= —efy— ] _ . (3.15
94 R < o1t Rz i) B19)

Amennyiben az ) véges, a béta fliggvényeknek véges képzetes része van,
ezért a csatolasok komplexek lesznek, szemben az euklideszi szamitassal,
ahol a csatoldsok val6sak maradnak. A € — oo hataresetben a béta
fiiggvények a Minkowski-szamitasokban is valésak lesznek, azonban a
WFFP eltiinik a ~ rossz el6jele miatt. Ebben a hatarértékben ugyanazokat
az eredményeket kaptam, mint az éles levigds alkalmazasa soran [41].

Megkerestem a fixponti megoldésait. Koénnyen lathatd, hogy
van egy GFP, ami megfelel a standard aszimptotikusan szabad elméletnek.
Talaltam azonban egy mésik, nem-trivialis fixpontot is, amely a WFFP-
vel azonosithat6. A WFFP értékeit a [3.2-ben abrazoltam. Az elmélet
stabilitasdhoz az sziikséges, hogy a fixponti csatoldasok képzetes részei
negativak legyenek. Azt taldltam, hogy az 1.5 < Q < 50 régiéban az
Im(g5) értéke negativ, a gj eldjele pedig mindig negativ, fiiggetleniil az
értékétél. A Re(gs) elbjele szintén negativ, pontosan ugy, mint az euklideszi
szamitasok esetén. Amikor 2 > 50, az Im(ga) csatolds megvatoztatja
eléjelét pozitivra és meg is tartja az {2 — oo hatdresetben. A modell stabil
marad, mivel az Im(§4) negativ, és ez az energiat alulrél korlatossa teszi.

A Tm(go) pozitiv eléjele azonban nem esik egybe a szabvényos Feynman-
féle eldjelkonvenciéval. Osszefoglalva megallapithaté, hogy a frekvencia
levagasnak van egy olyan tartomanya 1.5 < €2 < 50-nal, ahol a modell
stabil, és van egy WFFP.
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3.2. dbra. Az &bran a fixpont értékei ldthatéak d = 4 — € esetben. Az (a) dbra a Im(g2)
abszolut értékét mutatja. Az eljelvdltasoknak a csticsok felelnek meg. A (b) 4brdn a
| Re(g3)| értékeit adom meg, a vékony vonal az euklideszi értéket mutatja. A (c) és (d)
abrdkon a gi csatolds fixponti értékeit lathatjuk. Az (e) dbra a |gj| értékét mutatja.

Ami itt igazdn meglep6, az a WFFP komplexszé valdsa. Ahogyan
kifejtettem, a csatolasok komplexekké vilnak a fejlédés soran. Az el6bbi
egyszeri analitikus eredmények alapjan lathato, hogy maga a fixpont is
komplex értékiivé valik. Ez azt jelenti, hogy a valds idejl elmélet a fixpont
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koriill masképpen viselkedik, mint a hagyoményos euklideszi elmélet. A go
véges képzetes része arra utalhat, hogy vannak véges élettartami médusok,
amelyek lényegében disszipativva teszik a modellt. Sajnos ebben a keret-
ben, ahol egyetlen id6tengelyt hasznalunk, nehezen lehet azonositani a
kornyezetet és a disszipativ folyamatokat. Ahhoz, hogy ezeket megtalaljuk,
a Schwinger-Keldysh-formalizmust kellene hasznalnunk, amely két idéten-
gelyt tartalmaz. A véges élettartam megjelenése (a go véges képzetes része)
arra utal, hogy kiléptiink a zart rendszerek tartomanyabol, és a blokkositas
soran az elmélet nyitotta valt.

A g4 csatolds komplex jellege talan nem tiinik olyan dramainak, hiszen
a szadmitasok soran, pl. szérdsi folyamatokban, mindig a |j4|> mennyiség
jelenik meg. Kz az oka annak, hogy ezt a mennyiséget abrazoltam a (3.2
alsé (e) abrdjan.

3.2.3. 3-dimenzid

A 3-dimenzids esetben a vizsgalat nem végezhetd el perturbativ mdédon.
Els6ként megnéztem, hogy mi torténik a modell fixpontjaival. Megtalaltam
a GFP-t, hasonléan az éles levagés esetéhez [41]. Azt kaptam, hogy
a Wetterich-egyenletet Litim-regulatorral hasznalva, 1étezik egy WFFP
Minkowski-téridében, és ez komplex értékeknél talalhaté. Eles levagés
esetén a WEFFP nem jelent meg. A 3.3 mutatja a fazisabrat a WFFP
kozelében. Az 2 = 1.5 valasztassal szamoltam, hogy a képzetes értékek a
lehetd legnagyobbak legyenek. A fixponti értékek Re(gy) = —0.1, Im(g5) =
—0.027, Re(g}) = 8.64, és Im(gj) = 0.23 amennyiben csak két tagot veszek
figyelembe —ben.

Kiszamitottam a skaldzasi exponenseket, azaz a stabilitdsi matrix
sajatértékeit, amelyek a béta fliggvény linearizalasabol szarmaznak a WFEFP
koriil. (A GFP esetén ezek s; = —2, és s; = —1, ahogyan az varhato.)
Kideriilt, hogy a 2 x 2 métrixnak két komplex sajatértéke van. Ha a
fazistérre ugy tekintiink, mint a 2 komplex csatolds 4 valés paraméterének
terére, akkor a 4 dimenzids matrixbdl szarmazo skdlazasi exponensek a
kovetkezoképpen alakulnak:

s1 = —1911+140.072, s9 = —1.905 —20.07,
s3 = 1.097 — ¢0.0066, 54 = 1.049 —40.0142. (3.16)
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3.3. dbra. Az dbra a Wilson-Fisher-fixpontok koriili skaldzasokat d = 3 esetben mutatja
be. A vastag (vékony) gorbék a Minkowski- (euklideszi) evoliciénak felelnek meg. A
szaggatott vonalak a szimmetriasértett fazishoz tartoznak, mig a folytonos vonalak a
szimmetrikus fazishoz.

-
-

A fazistérben 2 relevans és 2 irrelevans iranyt talaltam. Bar a Minkowski-
féle megkozelités megduplazza a fazistér dimenziéjat, a WFFP nyeregponti
jellege valtozatlan marad. Megjegyzem, hogy a WFFP hiperbolikus szer-
kezetének visszanyerése nehezebb, mint az euklideszi targyalasban, mivel
valés idGben két relevans csatolas adédik.

Kiszamitottam a korrelaciés hossz v kritikus exponensének értékét is
a WFFP esetében, a egyenletbeli negativ valds értékii skalazasi
exponensbol, amely szintén komplex érték lett. A WFFP-hez tartozé v
valds és képzetes részét az 2 kiillonboz6 értékeire dbrézoltam a abran.
A valos része elég kozel van az euklideszi szamitasokhoz. A szamolasok
soran 4 csatolast vettem figyelembe, ami azt jelenti, hogy 8 csatolas evo-
lacidjat kovettem, mivel ezek komplexek. Ez a kozelités elég megbizhatd
eredményeket ad az LPA-ban. A abran lathaté, hogy amikor €2 az 1
felé tart, az exponens jelentésebben valtozik, a béta fiiggvények szingularis
viselkedése miatt. A viszonyitds kedvéért az euklideszi téridére vonatkozo
v értékeket is dbrazoltam. Ezek kevésbé érzékenyek a ) értékeire. Ahogy
az ) a Minkowski-szamitdsban nagyobb értékek felé tart, a valos rész az
euklideszi eredmény felé kozelit, a képzetes rész pedig nulldhoz tart. Az
eredmény tehat erés Q-fliggést mutat. Van egy hatarértéke a Q2-nak, ahol
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a Im(g2) el6jele pozitivva valik, ekkor a fixpont eltiinik.
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3.4. dbra. A korreldciés hossz v kritikus exponensét dbrazoltam. Az (a) 4brdn a v valds
része lathatd, mig a (b) dbran a képzetes. A vastag (vékony) gorbék rendre a Minkowski-
(euklideszi) geometridnak felelnek meg. A pontok az 1 anomdlis dimenzidt is tartalmazé
szamitasokat jelolik.

3.2.3.1. Az eredmények konvergenciajaroél

Ezekben a szamitasokban 4 csatolast vettem figyelembe, amelyek mind-
egyike komplex volt. Ahhoz, hogy megmutassam, hogy ez a szadmu csatolas
elegendd, meg kell vizsgalni néhany fizikailag relevins mennyiség konver-
gencidjat, amelyet a abrazol. Lathato, hogy az euklideszi formalizmust
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hasznalva nagyobb N értékekig mehetiink el. A fizikai mennyiségek kon-
vergencidja az abran egyértelmiien latszik.
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3.5. dbra. Néhany fizikailag fontos paraméter konvergenciaja lathaté az 2 = 3 levagasndl.
Az (a) 4bran a WFFP Re(§5) koordinitdja van abrazolva a egyenletben taldlhaté
potencidl Taylor-sorfejtésénél hasznalt N csonkolds fiiggvényeként. A (b) dbran Re(g))
lathatd. A teli karikak reprezentéaljak a Minkowski-formalizmusban kapott eredményeket,
mig az iires karikdk az euklideszi eredményeket jelolik. Az dbra (c) részében a korrelacios
hossz v kritikus exponensének véltozasa lathaté.

A szamitds alapvetfen kétféleképpen végezheté el a Minkowski-
formalizmusban. Az egyik lehetdség az, hogy a csatolasokat és a béta
fliggvényeket eredeti komplex formajukban megtartjuk, ami viszonylag
egyszerii alaku egyenleteket eredményez. Sajnos ennek a modszernek van
egy komoly hatranya, nevezetesen, hogy a numerikus eljarasok nem elég
jol hasznélhaték komplex formalizmusban, inkabb a valds fliggvényeket
részesitik elényben. Igy a gyokkeres algoritmusok csak nagy nehézségek
aran hasznalhatok. A masik lehet6ség a csatolasok és a béta fliggvények
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valds és képzetes részre bontasa. Ekkor ugyan minden fiiggvény valos lesz,
és a szokdsos numerikus eljarasok konnyen alkalmazhatok, de a probléma
dimenziéjat meg kell duplazni. Példaul, ha N = 4, akkor az euklideszi
formalizmusban 4 egyenletbdl kell megfelelé gyokot talalnunk, azonban
ahhoz, hogy a Minkowski-formalizmusban megmaradjon az azonos kozeli-
tési szint, 8 egyenletbdl kell megoldast taldlnunk. Sajnos ez csak egy része
a felmeriil6 nehézségnek. A maésik, hogy az arctanh fiiggvény komplex
argumentumokkal nem analitikus. Ez azt jelenti, hogy egy komplex kifejtés
utan tobb részre bomlik. Végiil 8 béta fliggvényt kapunk tobb ezer taggal,
és ez a szadm exponencidlisan n6, ahogy N nagyobb lesz. Ezen tények miatt
az N novelése meglehetosen korlatozott.

Szamitdsaimban N = 4 valasztédssal élek, ami 6sszhangban van a[3.5-ben
szereplo eredményekkel, tovabba kezelhet6 numerikus problémat biztosit.
Nagyobb NN értékek pontosabb eredményeket adhatnak, de a célom annak
megmutatdsa, hogy a Minkowski-formalizmus hengeres szimmetridaval kon-
vergens és megbizhatd eredményeket adhat a v exponensre, ami mar ezzel a
valasztéssal is sikeriil. Természetesen ez a technika pontossdgban elmarad
a standard euklideszi szamitasoktdl (pl. Litim reguldtor, polinomialis béta
fiiggvények).

3.2.3.2. Az LPA-n tul

Jol ismert tény, hogy 3-dimenziéban érdemes az LPA-n javitani magasabb
rendil tagok megtartdsaval a gradiens kifejtésben [63], (64} 65 [66], 67]. A
térfiiggd térrenormalds a szamoldsokat technikailag kezelhetetlenné teszi,
habar egy tigyes trikk segithet az LPA-n til az exponensek kiszamitasanak
javitasaban: be tudjuk vezetni az anomaélis dimenziét a térrenormalés
tértol fliggetlen részén keresztiill. Ezt a kozelitést altaldban LPA’-nek
nevezik. Hozzdadjuk az n anomdlis dimenziét a tér dimenziéjahoz, ezzel
megvéltoztatva a g, csatoldsok dimenziéjat a d—n(d—2) — d—n(d—2+n)
attérésnek megfeleléen. Az anomadlis dimenziét az alabbi kifejezésbdl
szamolhatjuk ki

o Ag—1 I 2 1
S 2n(d-1) (V7(d0)) /w W2+ 14 V"(do))4

" (3.17)

ahol ¢ az V'(¢) = 0 egyenlet megoldasa [49]. Sajnos az n kiszamitasa
numerikusan még komplikaltabbd teszi a problémét, ezért az exponenseket
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3.1. tdblazat. Az n anomadlis dimenzid értékei az 2 frekvencia levagés fiiggvényében.

csak néhany () értékre tudtam meghatarozni, ezeket a abréazolja. Ahogy
az varhaté volt, az anomadlis dimenzié kissé moédositja az exponensek
értékeit. A numerikus eredmények kevésbé pontosak, mivel a -
ben szerepl6 integral arctanh fiiggvényt ad komplex argumentumokkal,
hasonlbéan az egyenlet esetéhez. Tovabba garantalni kell azt is, hogy
¢ valés és pozitiv legyen. Az exponens értéke v ~ 0.61 — 0.014, és az is
kideriil, hogy az ) nagyobb értékei stabilabb eredményeket adnak. Az
anomdlis dimenzié értékei a [3.1] tabldzatban taldlhatoak.

A v értékeihez hasonldéan, az n anomaélis dimenzié is komplex lesz: n =
0.04 — 0.14. A valods része megegyezik a standard eredményekkel, mig a
képzetes része abszolut értékben egy nagysagrenddel nagyobb, mint a valés
rész.

Az altalam alkalmazott RG eljaras egyértelmiien megsérti a Lorentz-
szimmetriat. Mivel a frekvenciat kiilon kiintegralom, a hullamfiiggvény
renormalésit anizotrép médon kezelem. Ennél pontosabb modszer lehet
kiillénb6z6 hullamfiiggvény renormélas bevezetése az idére (vagy frekvenci-
ara) és a koordinatara (vagy térbeli impulzusra). Ez kompenzalhatni a
véges frekvencia aszimmetridt és egy jobb eljardsi médot adhatna. Ugy
gondolom, hogy a 3-dimenziés ¢* modellben az exponensek nem olyan
érzékenyek az anizotrépiara, és az altalam kapott eredmények helyesek.
Ezt tamasztja ala az, hogy a gomb- és hengerszimmetrikus eredmények
nem térnek el szignifikins médon. Ha a tér- és idGiranyban eltéré hul-
lamfliggvény renormaldst veszek, az szintén sérti a Lorentz-szimmetriat.
Késébbi eredményeim a gravitaciés modellben azt mutatjak, hogy ez az
UV irdnyban valik fontossa.
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A Minkowski-téridében szamolt evoltcié az aszimptotikusan bizton-
sagos gravitacios modell esetén még lényegesebb lehet, mivel a Lorentz-
invariancia alapvetd szimmetria a gravitaciot leiré modellekben, és az UV
tartomanyban van egy Reuter-fixpont. A vizsgalat soran azonban komoly
probléméba titkoztem. A modellt Minkowski-formalizmusban tanulményoz-
tam a Litim-reguldtor segitségével, és a béta fiiggvényeket hengeresen szim-
metrikus esetben szdmoltam ki. Ezek euklideszi és Minkowski-téridoben
majdnem azonosak, az egyetlen kiilonbség a kozmoldgiai csatolas imagi-
narius részét tartalmazo elojelfiiggvény szorzétényezéjében van. Sajnos a
Reuter-fixpont nem jelenik meg a modellben, mivel annak képzetes része
rossz eléjellel jelenik meg. Ellendriztem, hogy a fixpont nincs jelen egyetlen
véges henger esetében sem. Az azonban nem zarhaté ki, hogy a fixpont
egy masik regulatorral visszanyerheto.

3.3. Periodikus potencial

Az aldbbi hatésbél indulok ki:
1
g /x (W(8“¢)2 _ v) , (3.18)

ahol az integraldas a 2 dimenziés x koordinatéara torténik. Az egyetlen
Fourier-médust tartalmazé periodikus potencial alakja

V = wucos ¢. (3.19)

A hatasban a kinetikus kifejezésben megjelenik a 5 hullimszam a térvéiltozo
atskalazasa utan. Feltételezem, hogy a csatolas komplex, azaz u = u, +
iu;. Elsének a Callan-Symanzik-regulatort (CS) valasztom, R = k2, ami
azt kapom, hogy

2

V= f—wsigm(—ui)k2 In(k? — ucos ¢). (3.20)

Az egyenlet hasonl6 a WH-egyenlet keretében kapott evoliciéhoz, kivéve
az el6jel-tényezGt. A béta fiiggvény azt mutatja, hogy meg kell adnunk az
u; kezdeti értékét. A csatolas fejlédését az

a:—2a+752 (1-vi-a@) (3.21)

2
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egyenlet mutatja, ahol dimenziétlan mennyiségeket hasznaltam, vagyis
@ = u/k?, és bevezettem a v = —sign(u;) jeldlést.

A CS-regulatorral van egy nagyon komoly probléma, nevezetesen, hogy
nem megfeleléen regularizalja az integralokat. Az impulzusintegralok
divergensek maradnak, pontosabban 2 dimenzidban a fels6 A levagasban
egy logaritmikusan divergens kifejezés van, ami u/A rendil tagokat visz
be az evolicidba. Ez nem okoz til nagy problémat a fejlédések leirasanal,
de praktikus elkeriilni, ahol lehetséges. Az impulzusfiiggd regulatorok,
pl. a hatvanyfiiggvény (power-law) regulator végessé teszi az integralt.
A CS-reguldtor ezen hatranya mellett van néhany elénye is. Meg kell
emliteni, hogy ez az egyetlen nem-perturbativ regulator, amely Lorentz-
invarians. Ha szeretnénk megtartani a Lorentz-szimmetriat, akkor a CS-
reguldtor j6 valasztds. Tovabbi elonye ennek a reguldtornak, hogy a
evolicids egyenletet analitikus formaban kaphatjuk meg. Bar ez csak
esztétikai kérdésnek tiinhet, de csak ebben a formaban lehet feltarni a
modell szokatlan IR skdldzési viselkedését [57], és megmutathat6, hogy
az IR és UV skélazas kolcsonosen atalakithatéd egymasba, mint a kettos
kapcsolat egy specidlis formaja [68]. Az is ismert, hogy a SG modell
aszimptotikusan biztonsagos, ami a Coleman-fixpont korili skalazasokbdl
nem mutathato ki. Tovabba, az @ fixponti értékét analitikusan is meg
lehet kapni. Természetesen ezek az eredmények mas, numerikusan kezelt
reguldtorokkal is megerdsithetok.

Altaldban az SG modell béta fiiggvényét perturbativ médon kapjuk
meg az U kis értékeire. Valdjaban létezik egy masik regulator, ahol a
béta-fiiggvény analitikusan kiszamithaté, ez pedig a Litim-regulator. Ez a
kovetkezot adja az @ csatolasras:

R

A sors furcsa fintora, hogy a legjobbnak gondolt, tigynevezett optimalizalt
Litim-regulator és az egyik legrosszabb CS-regulator is képes analitikus
béta-fiiggvényeket szolgaltatni.

Az elemzést a modell fixpontjainak megkeresésével kezdtem. El6szor a
CS-regulatorra vonatkoz6 eredményeket vizsgaltam meg. Szigortian véve
nincsenek fixpontok, mivel |i;| > 0. Létezik azonban GFP, ha 32 > 8,
legalabbis aszimptotikusan, amikor is u; nulldhoz tart. Fzt a mutatja
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be. Ugyanez a helyzet a Litim-regulator esetében is, és a szimmetrikus
fazisban pontosan ugyanezt a skaldzasi viselkedést kapom.

(a) (®)

0.010 107%
0.001 10-6
1074 _ 107
ls l?
10-% 108
1076 107°
1077 10-10
-5 -4 -3 -2 -1 0 -5 -4 -3 -2 -1 0
t t
3.6. 4bra. Az @ = 4, + iu; csatolds skaldzdsa lathatd alulrdl nézve rendre ﬂQ =

127, 117, 107, 97 hulldmszamokra. A goérbék azt mutatjak, hogy a csatolas irrelevans a
szimmetrikus fazisban. A futdsok egybeesnek a Callan-Symanzik- és Litim-regulatorok
esetén.

Egyszerti analitikus érvek azt mutatjék, és a numerikus eredmények
megerositik, hogy a csatolasok skalazasa az UV-ben

@i ~ 10120%/4) (3.23)

A fazisok szétvalasa B2 = 8m-nél jelentkezik [54]. Egy fixpontokbdl 4ll6 vo-
nalat talalunk a @ = 0-nal a 32 fiiggvényében. Emellett a szimmetriasértett
fazisban nem-trividlis fixpontok jelennek meg az LPA-ban. A CS-reguldtor
esetében a véges fixponti megoldasa

@ = %\/752& s (3.24)

A v = —1 esetén eltiinne a Coleman-fixpont 52 = 8m-nél, ezért ezt a
lehetdséget elhagyom. A v = 1 esetben a képzetes résznek el kell tiinnie.
Ezt el lehet érni aszimptotikusan, ha ; irrelevins moédon skéalazodik.
Szerencsére numerikus eredmények azt mutatjik, hogy irrelevans a skélazas,
ezt a 3.7 4brdn mutatom be.



33

N

-
0.100 i
1 1
1 1
3 P =
T o010 P S
-~ [
1 1
1 1
0.001 [
104
-5 -4 -3 -2 -1 0
t t
3.7. 4bra. A @ = 4, + iu; csatolds skaldzdédasat mutatja be az dbra a 52 =

67, 57, 4.5m,4.17, 47, 3.97, 3w, 21 hulldmszamokra a Callan-Symanzik-regulator esetében.
A vastag gorbe tartozik 4m-hez. A szaggatott (folytonos) vonalak tartoznak rendre a
B% < 4w (B% > 4m) paraméterckhez.

3.8. 4bra. A @ = @i, +iii; csatolas skdlazasat mutatja be az dbra a 8% = 6x, 5, 47, 3w, 27
hulldmszamokra a Litim-reguldtor esetében. A vastag gorbe tartozik 47-hez. A szaggatott
(folytonos) vonalak tartoznak rendre a 82 < 4x (8% > 4m) paraméterekhez.

Két tartomdnyt is taldltam a szimmetriasértett fazisban. A |[3.7]ébra (a)
része alapjan a csatolds @, valés része nem-trivialis fixponti értékhez tart
amikor 47 < % < 8. Ezt mutatja be a abra. Az u; képzetes rész kihal
az IR hataresetben. Ebben a (2 régiéban az IR fixpont a (3.24) egyenlet
alapjan kaphaté meg. Az @ csatolds kezdetben nagyon kicsi képzetes résszel
(@;(A)) rendelkezik, ami megfelel a Feynman-féle ic eléirdsnak Minkowski-
téridében. Ahogy a abra (b) része mutatja, az 4; csatolds nulldhoz tart,
vagyis a fixpont aszimptotikus az IR hatdresetben, valamint az is lathato,
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hogy ez az IR fixpont vonzdé.

B2/t

3.9. dbra. Az @ vonzé fixpont értékeinek szemléltetése. A szimmetrikus fazisban (32 > 8r)
trivialis fixpont jelenik meg. A szimmetriasértett fazisban (0 < 8% < 87) nem-trividlis
fixponti értékek olvashaték le. A szaggatott vonal a Litim-reguldtornak felel meg, a
folytonos vonal a Callan-Symanzik-reguldtorhoz tartozé eredményt jeloli 4w < 82 < 8=
esetén. Ezen fixpontok létezését az RG futdasok megerdsitik. A gorbe szaggatott része,
amikor 0 < 82 < 47, megfelel a analitikus megolddsanak, azonban az evolicidék
nem érik ezt el, ehelyett 4, = 1 értéket adnak (az dbrdn pontozott-szaggatott vonal).

A helyzet megvaltozik a 0 < 3% < 47 tartomanyban. Bar a fixponti
megoldas véges fixponti értékeket ad (%-re, ez lathaté a abrarél, a
numerikus megoldas ezt nem tamasztja ala. A abran a megfelel
gorbék meredeken tartanak nulldhoz. Igy @, — 1, ami véges k. skaldn
szingularissa teszi a béta fiiggvényt. Az ilyen tipust futasok az euklideszi
evolicidban is megjelennek. Minkowski-esetben azonban a szingularitas
elkeriilhetd lenne az @; véges értékeivel. Erdekes médon a két feltétel, azaz
i = 1 és u; = 0 egyszerre teljesiil, és ugyanolyan szingularis viselkedést
mutat, mint az euklideszi szamitdsokban. Az eredményeim azt mutatjak,
hogy a hagyomanyos szimmetriasértett fazis két fazisra bomlik szét.

A szimmetriasértett fazis szétvalasa akkor is megjelenik, amikor a
potencidlban egy nem-lokalis tag is jelen van [45]. Ebben az esetben a 47 <
(% < 87 tartomany egy inhomogén alapéllapotti rendszernek felelhet meg,
amely Néel-allapotként azonosithaté. A sériilt fazis maésik része homogén
alapallapottal rendelkezik. Az altalam hasznélt targyaldsban a Minkowski-
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formalizmus keretein beliil a nem-lokalis tag bevondsa nem kezelheto. A
Schwinger-Keldysh-féle formalizmust kellene haszndlnom ahhoz, hogy a
val6s ideji dinamikat konzisztens médon figyelembe tudjam venni. Ekkor
megvalésithaté lenne az is, hogy a potencialban nem-lokalis tagokat is
figyelembe vegyek, akar olyanokat is, amelyek keverik az idétengelyeket.

Meglep6 médon a Litim-regulator segitségével kapott evolicidk més-
képp viselkednek. Bar a szimmetrikus fazisban a skalazasok azonosak, a
abra szerint, a szimmetriasértett fazisban eltéréek. Az evoltcidkat a
-8 4bra mutatja be. A CS-reguldtor eredményeivel ellentétben itt nem
kaptam szingularis viselkedést, és az @,-re véges, nem-trivialis IR fixpon-
tok jelennek meg az egész 0 < B2 < 8 intervallumban, az i;-re pedig
nulldkat kaptam, legalabbis aszimptotikusan. A valés rész fixponti értéke
analitikusan megadhaté:

1 2 2
ﬁ;:JZ—vﬁ—FQ\/l%—’yﬁ. (3.25)
2 T T

Azt tapasztaltam a meghatarozott evolucidk alapjan, hogy az ered-
mények eros regulatorfiiggést mutatnak. Tudjuk, hogy a Litim-regulator
pontosan éppen az LPA szdmitdsokhoz van optimalizdlva, amit itt is hasz-
nalok. Az SG modell részletes elemzése azonban a CS-regulator dltal adott
eredményeket tdmasztja ald. A 4% = 471 paraméter kiilonleges szerepét és a
szimmetriasértett fazisban lehetséges fazisszétvalast mar korabban megta-
1altak [69], és tovabbi szamitasok is a sértett fazis szétvalasat adtak [70] [45].
Tovabba, az SG modell lokalis bozonizicids technikaval 6sszekapcsolhatd
a Thirring modellel, ami a modellek ekvivalenciajit adja, ha 32 = 4.
Természetes elvarasnak tiinik, hogy a 32 ezen speciélis értéke masképp
viselkedjen, mint més értékek. A CS-regulator haszndlatandl a 32 = 4
értéke egyértelmiien kitiintetett, hiszen két fazist valaszt el egymastdl, de
ez nem jelenik meg, ha a Litim-regulatorral dolgozunk.

Az eredmények alapjan Ugy tiinik, hogy a Litim-regulator homogenizalja
a szimmetriasértett fazist, bar minden véges és jol viselkedik. Ezzel szemben
a CS-regulator képes kimutatni, hogy $? = 4 kiilénleges, azonban a
megjelend szingularitds miatt nem képes feltarni az IR-régiét a 0 < 42 <
47 tartomanyban. Erdemes megemliteni, hogy a gradiens kifejtésben a
magasabb rendl tagok mdédosithatjak ezt a képet. Mindemellett fontos
megjegyezni, hogy el6fordulhat, hogy az LPA-ban vagy az LPA’-ben jél
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viselked6 regulatorok nem adnak helyes eredményt a gradiens kifejtés
magasabb rendjében.

3.4. Osszefoglalas

A funkcionalis renormalasi csoport moédszert néhany skalarmodellre koz-
vetleniill a Minkowski-téridében alkalmaztam. A Wetterich-egyenletet
hasznéltam, ahol a frekvencia integralast kiilén vettem figyelembe. Bar a
Lorentz-szimmetria sériil, a Lorentz-invariancia megorzése nem lehetséges
a nem-perturbativ szamitdsban. A megkozelités masik gondolata az volt,
hogy a Feynman-féle ie-t a tomeg imaginarius részének tekintettem.

Vizsgaltam az n-dimenziés egykomponensii ¢* skalarmodellt és a két-
dimenziés sine-Gordon modellt. Megmutattam, hogy a ¢* modellben a
csatoldsok komplexekké vilnak. S&t, az Q) frekvencialevagastdl fiiggéen
megjelenik a Wilson-Fisher-fixpont, és mind a helye, mind a skélazasi
exponense komplex lesz. Azt gondolom, hogy a komplex csatolasok termé-
szetesek a kvantumtérelméletben. Példaként emlitettem, hogy a komplex
tomeg képzetes része Osszeegyeztetheto a gerjesztés véges élettartamaval,
tovabba, hogy a komplex 6nkolcsonhatési csatoldsnak csak az abszolit
értékének négyzete jelenik meg a szamitasokban, példaul a szoérasi folya-
matokban. A komplex skaldzasi exponensek megjelenése nem tjdonség, a
kvantumgravitaciéban is ez a jellemzd. A skaldrmodellben a korrelaciés
hossz exponensének értéke a Minkowski-téridében Gsszhangban van az
euklideszi szamitasokban kapott eredményekkel.

A Minkowski-téridejii vizsgdlatot a sine-Gordon modellen is elvégez-
tem. Megmutattam, hogy a Minkowski-formalizmus megtartja a Coleman-
fixpontot, és a modell szimmetriasértett fazisa két tovabbi részre bomlik,
legaldbbis a Callan-Symanzik-regulator esetében. A komplex csatolas fejlo-
dése lehet6vé teszi a fixpont megjelenését a szimmetrikus fazisban, mivel az
aszimptotikusan kihal. Hasonl6 viselkedés tapasztalhatd, ha nem-trivialis
fixpont van jelen a sértett fazisban.

A komplex csatolasok megjelenése ugy értelmezhetd, hogy a rendszer
kolecsonhatasban van a kornyezetével, ami azt jelenti, hogy az eredetileg
zart fizikai rendszer nyiltta valik. A modellek Minkowski-formalizmusban
torténd renormaldasa megmutatja, hogy a rendszereket nem kezelhetjik
zartként, figyelembe kell venni a kérnyezetiikkel valé kolesonhatést is. Ez
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megnyitja a lehet6séget arra, hogy a fazisszerkezet drasztikus megvaltozzon,
ahogyan az a ¢* elméletben is kimutathat6 volt.

Nem lehet eléggé hangsulyozni a Minkowski-formalizmus jelent6ségét
a kvantumtérelméletben, szemben az euklideszi formalizmussal. Ezért
meggyozddésem, hogy a valds ideji targyalast és az igy kapott eredményeket
komolyabban kell venni, mint az euklideszi téridoben kapottakat. A
regulatorok probléméja, azaz a Lorentz-invariancia megsértése tobb kérdést
is felvet. Mindazondltal azok a megkozelitések, amelyek a problémékat
az eredeti, valds téridében prébaljak kezelni, hatarozottan realisabbnak
tinnek, mint az euklideszi szamitasok.
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4. fejezet

Bilokalis potencial

Az RG blokkositasi 1épés soran az eliminalt médusok k6zott nyeregpontot
taldlunk. Ennek jarulékat azért nem szamoltak a szakirodalomban, mert a
potencidl bilokdlis tagjahoz ad jarulékot, azonban azt altalaban lokalisnak
veszik. A nyeregpont hatdsaval azonban szamolni kell, mert fa-szinten jarul
hozza az evolicidhoz. A WH-egyenlet esetén a nyeregpont analitikusan
meghatarozhatd, ezért azt fogom hasznalni.

A potencial lokalis alakja teljesen természetesnek tiinik, azonban ha
végiggondoljuk, ez csak renormalhato elméletek esetén igaz. Ha egy el-
mélet nem-renorméalhaté, akkor az UV skéla felé haladva divergencidkat
latunk. Célszerli bevezetni egy A levagast, hogy végesek legyenek az ered-
mények. A levagas definidl egy legkisebb tavolsagot az elméletben, amely
nem nulla, emiatt az elmélet nem-lokalissa valik. Renorméalhaté elméletek
esetén a leviagas kitolhato a végtelenbe, ami helyreallitja a lokalitast. A
realisztikus modelljeink (funkciondlis értelemben) nem-renormalhaték, a
kvantum-elektrodinamikdban a Landau-pélusnal van divergencia, a Stan-
dard Modellben a trivialitdsi probléma 1ép fel, mert a 4-dimenziés ¢*
elmélet csatoldsa gyengén irrelevans, az UV-ben feln6. Ezekben a mo-
dellekben a A levagas nem tolhaté ki végtelenbe, emiatt megmarad az
elméletekben egy minimalis tavolsig, ami megengedi, hogy nem-lokilis
tagok legyenek jelen a hatasban.

A szakirodalomban a 3-dimenziés ¢* modellt vizsgaltdk a nem-trivialis
nyeregpont figyelembe vételével és annak a bilokalis potencidlhoz adott
jarulékdval [44]. A modell teljesen j fazisszerkezetet mutatott, a nye-

39



40

regponti jarulék kovetkeztében eltiint a WF-fixpont, azonban a modell
kritikus pontja koril egy 1j fixpont jelent meg. Szintén vizsgaltak a SG
modellt bilokalis potencidllal [41]. A Coleman-fixpont helyzete nem valto-
zott, azonban (a Minkowski-téridés szamolasomhoz hasonléan) a modell
szimmetriasértett fazisa két részre osztodott. A bilokalitas lehetévé tette
az energia kvaziklasszikus szamoldsat, amely alapjan két fazist talaltak, az
egyiket trivialis, a masikat periodikus vakuumallapottal.

Ebben a fejezetben az AB (aszimptotikusan biztonsdgos) gravitécio
modelljét vizsgalom a bilokalis potencial figyelembe vételével.

4.1. Gravitacié és renormalas

A makroszkopikus testek gravitaciés kolcsonhatasa az altalanos relativitds-
elmélet keretében az Einstein-egyenletekkel adhaté meg. Ha azonban mik-
roszkopikus, elemi részecskék gravitacios kolcsonhatasat szeretnénk leirni,
akkor nehézségekbe tlitkoziink. A gravitacios kolesonhatds kvantumtérelmé-
letét palyaintegralos formalizmusban is felirhatjuk, ahol a Newton-allandé
és a kozmologiai-allandé csatoldssa valik, a térvaltozé szerepét pedig a
metrika veszi 4t. A modell perturbativ renormélasa problémaba iitkozik,
mert a Newton-csatolas irrelevans, az UV felé nd, vagyis a gravitacios
elmélet perturbativ médon nem-renormalhaté, és ezzel elveszitjiikk a modell
elorejelzé képességét.

Weinberg feltételezte, hogy a GFP mellett 1étezik egy tovabbi, nem-
gaussi fixpont (NGFP) az UV tartomanyban, amely UV vonzé [71]. Ezt
a fixpontot, felfedezéje utan, Reuter-fixpontnak nevezziik. Ez végessé
teszi a csatolasokat, és igy minden fizikai mennyiséget, ezaltal a modell
visszanyeri prediktivitdsat. A modellt aszimptotikusan biztonsidgosnak
mondjuk, ami az aszimptotikus szabadsdg fogalmanak altaldnositésa [72,
73, [74, [75]. Az NGFP tulajdonsidgainak megismerésére tobb lehetéségiink
is van. Vannak nagyon hatékony racstérelméleti szamitdsok a fixpontot
leir6 paraméterek jellemzésére [706), [77, [78]. Egy maésik nagyon fontos
eszk6z az RG modszer, hiszen ez alkalmas a modellek kiillonb6zé fixpontok
korili skalazasi viselkedésének targyalasira. Az AB gravitacio az egyik
leggyakrabban vizsgalt modell az RG-modszer keretében. A modell egy
GFP-t mutat, ami most hiperbolikus, és a Reuter-fixpontot is, ami UV
vonzoé, és ott véges szamu relevans csatolassal rendelkezik, ami a modellt
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aszimptotikusan biztonsdgossa teszi. A modell renormalhaté, azonban nem
perturbativ, hanem funkciondlis értelemben. A modell kiterjesztését, és a
realisztikusabb modellekkel valé kapcsolatat széleskortien vizsgaljak, és ezek
is aszimptotikusan biztonsdgos viselkedést mutatnak [79, 80, 8T, [82] 83 84].

Ahogy a bevezetésben irtam, az RG mddszer akkor hatékony, ha a
modellben sok hosszskala fontos. Az AB gravitaciéban legaldbb harom
skalazasi tartoméanyt kiilonboztethetiink meg kiilonb6z6 hossz- vagy impul-
zusskalak esetén. A Reuter-fixpontrél gy gondoljuk, hogy tetszélegesen
nagy UV skalakig érvényes. Megjegyezziik, hogy a Reuter-fixpont miatt az
aszimptotikus biztonsig az UV hataron kélcsénhaté modellt eredményez.
Az alacsonyabb skdlak iranyaba tarté trajektoériakat kovetve jutunk el a
GFP-hez. Ez szinte minden térelméleti modellben megjelenik, azonban
altalaban az aszimptotikus szabadsagot jelzi, azaz azt, hogy a modell nagy
energidkon kolcsonhatasmentes és tomegmentes. Az AB gravitdaciéban a
GFP hiperbolikus pont. A harmadik skalazasi rezsim az IR hataresetben
talalhatd, ahol nem-relativisztikus vagy klasszikus viselkedést varhatunk.
Az AB gravitacidénak két fazisa van. A szimmetriasértettnek megfelel$ fa-
zisban a béta fiiggvények divergalni kezdenek. Ez lehetéséget ad arra, hogy
az instabilitas kozelében, az IR fixpontnal egy 1j skalazddasi tartomanyt
talaljunk [8].

A gravitaci6 Einstein-Hilbert- (EH) hatassal leirt modelljének kon-
form redukalt (KRG) valtozatat vizsgdlom, mivel a konform redukélt
modell is ugyan azt a fazistér-struktarat szolgaltatja, mint az eredeti,
azonban egyszeribb a vizsgalata. A modell aszimptotikusan biztonsigos
[85], [86, 87, [88] 89, 90]. Az EH-hatéds konform redukciéja a metrikus vél-
tozokkal skalarmodellt ad, ami a konformalis tényezo6 instabilitdsa miatt
alulrdl korlatlan. A konformaélisan redukélt modellre az RG mddszert a
WH-egyenlet keretében alkalmazom, amely az eredeti, blokkositott hatés
fejlédésérdl ad informaciot. A WH-mébdszer elénye, hogy a modellt az
eredeti szabadsagi fokokkal kovethetjiik, ahol a médusokat a sajat disz-
perzibs relacigjukkal vessziik figyelembe, szemben a Wetterich-egyenletben
fellép6 modositasokkal. A reguldtor kifejezés irrelevans nem-lokalis kol-
csonhatasokat vezet be, amelyek az IR tartomanyban artalmatlanok, de
az UV irdanyban feler6sdédhetnek. Ez azt jelenti, hogy megbizhatatlan
eredményeket adhat, amikor a Reuter-fixpontot kivinjuk jellemezni. Ez a
kétség nem meriil fel a WH-egyenlet esetében.
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A WH-egyenletet eredetileg gobmbszimmetrikus rendszerekre fogalmaz-
tdk meg. Kiderilt azonban, hogy a gradiens kifejtés hasznalhatd, ha
hengeres szimmetridt valasztunk, ahol az RG blokkositas csak a térbeli
impulzus térben torténik. Kiszamitom az 1 anomadlis dimenziét, amely
a potencidlbdl vagy a kinetikus kifejezésbol szarmaztathaté. Ez utdbbi
szamitas a gombszimmetrikus rendszer esetében nem ad hozzajarulast az
anomalis dimenzidhoz. Ahhoz, hogy ebben az esetben is megtalaljuk az
n jarulékat, a potencial nem-lokalis tagjanak alakulasat kell kovetniink.
Az RG blokkositasi 1épés bevezet egy nem-trividlis nyeregpontot, amely
elinditja a nem-lokalis potencial fejlédését [911, [92] [44] 51], 45]. A henge-
resen szimmetrikus fejléddés esetén is kiegészitem az anomadlis dimenziora
vonatkozé szamolast a nem-lokalis potencidlbdl szarmazé kifejezéssel. Meg-
jegyzem, hogy a nem-lokalitas vizsgalata az RG mddszerben fontos lehet
az unitaritdsi probléma megértésében [93] [94].

4.2. Evoluaciés egyenlet
A KRG hatésbél indulok ki és bevezetem a lokdlis potencialt:

M

U6) =

4 I 4 2
o' — SR, (4.1)

ahol a ¢ = xp + fa felbontésban felteszem, hogy a y g héttér tér konstans,
és f jatssza a kvantumfluktudciok szerepét. Az igy felirt KRG hatéas alakja
futé csatolasokkal és egy bilokalis taggal a kévetkezo:

Slfixal = ~2k [ Vai(~50 + )00 + £

N _ A _
P RO+ ) = L + 1))

Z T —
+Ik /xy \/@wxy(XB + f2)*(xB + fy)z‘ (4.2)

A G Newton-csatolas a hullaimfiiggvény renormaldasban szerepel

3

Zp = ———
k 4rGy’

(4.3)
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6s Ay, jeloli a kozmoldgiai csatoldst. Tovabbé, § a referencia metrika, —C]
pedig a megfelel6 Beltrami-Laplace operator. A kettds térido-integralt
tartalmazo tag alkotja a potencial bilokalis tagjat

Way (o1, ¢2) = wxyé 3 (4.4)

a wgy bilokalis csatoldssal. Kezdetben w;, = 0 értéket veszek, hogy
visszakaphassam a KRG hatds helyes alakjat. Feltételezve a wgy = w;,_y
transzlaciés invarianciat, a bilokalis csatolas impulzustérben impulzusfiiggo
lesz, mivel

Wy :/:Eeiq(x_y)wzy. (4.5)

Ez a tény egyenes kovetkezménye a nem-lokalitdsnak. Arra utal, hogy
wg-nak ugyanaz a dimenziéja, mint a kozmoldgiai csatoldsnak. A dimenziés
Newton-csatolds Gy, ~ k?~¢ szerint skalazédik. A KRG hatés megadhaté
egy kompaktabb alakban

S, — —Zk/f{ BN — U — W} (4.6)

A hatds derivéltja

S 1o oo : :
kz/(nf(—D)f—nU+U—nW+W>, (4.7)
Z, 2
ahol a renormalési skala szerinti differencidlas "= kO szerint van jeldlve és
bevezettem az anomaélis dimenziét
Zr Gy
= —. 4.8
== =G (4.8)
Az éltalanossag elvesztése nélkiil valaszthatjuk az R* topolégidnak a lapos
Guv = O, referencia metrikat, amibél /g = 1 és O = O kovetkezik. A
hattermetrlka ami meghatarozza a futé k RG skalat, megadhaté g, =
X Bg,w képlettel, tovabba O] = 2 0, vagyis 0= X BD
Az evolicids egyenletek fehrasahoz el6szor is a modusokat ketté bontom
UV és IR részekre, azaz ¢ — ¢p+p. A ¢ térvaltozé tartozik a k € [0, k— Ak]
modusokhoz, mig ¢ pedig a k € [k — Ak, k] részhez. Egy RG blokkositési
lépésben az UV mddusokat kiintegralom a kovetkezének megfelelGen:
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1825, 16+e0]

e Sk—ar(®) — /D[Qp]e—skkf’ﬂo] ~ /D[Sp]e_sk[‘z""‘m]_?@ 5050
(4.9)
Itt ¢ a nem trividlis nyeregpont szerepét jatssza a kiintegralt médusok

kozott, amelyek az infinitezimalis impulzushéjhoz tartoznak. Az integralas
utan azt kapom, hogy

6%Sk[6 + o)
dpdep

Ezutédn mindkét oldalhoz hozzdadom az Si[¢] tagot, és megszorzom az
egyenletet k/Ak-val, igy megkapom a WH-egyenletet:

—Sk—nk[¢] = =Sk + wo] — %Tr In [ (4.10)

0 Skld 4 wo] — Sk[9)] k
Sklo] = —k Ak - 2AkTrln

62Sk[6 + o)
dpdep

(4.11)

Az elsé tag a nem-trividlis nyeregpont hozzajaruldasabdl szarmazik. Ez
a kifejezés nem-lokalis, és kés6bb fontos szerepet fog jatszani. A Tr egy
Ak vastagsagu, végteleniil kicsi impulzushéjra torténd felosszegzést jelol,
ezért a jobb oldal véges eredményt ad a Ak — 0 hatarérték esetén. A
és egylittes hasznédlataval a KRG hatas evoliciés egyenlete a
kovetkezoképpen alakul

Suid) = =5 [ 8tk = la) . (112)

ahol S a térvéltozd szerinti mésodrendii derivéltja a blokkositott
hatasnak

1 §28,[f; xsl

A Dirac-delta az impulzus integraldsat egy végtelentl kicsi, vékony,
k sugart impulzushéjra korlatozza. Az integralds utan a hatas evolicids
egyenlete

SAg=xp+fl= (4.13)
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. 1
$ul6] = —5aak!In S\, (4.14)
ahol

_ Qy B omd/2
T (7R}
A KRG modell renormélési vizsgalata a WH-egyenlet keretében is lehet-
séges, a szakirodalomban a Schwinger-féle valés idejli regulatort hasznaljak
[95, [96]. Van azonban egy mésik médja is a WH-egyenletben szerepl$ in-
tegralok regularizaldsanak. Egy RG blokkositdsi 1épésben a Ak szélességli
impulzusfelillet UV mddusait integraljuk ki. A feliilet megvalasztasa nincs
korlatozva, a kiilonb6zo alaku felilletek megfelelhetnek kiillonb6z6 renorma-
lasi sémaknak. A standard felilletforma egy gdmbhéj. Az integralas masik
lehetséges mddja egy hengerfeliilet valasztasa. Ez megfeleltetheté annak
az esetnek, amikor a frekvenciavaltozét a térbeli impulzusoktol elkiilénitve
vessziik figyelembe. Az el6bbit kiintegraljuk, mig az RG skalat az utébbibdl

valasztjuk ki. Az evolicids egyenlet ezen eljaras esetén a kovetkezo lesz

(4.15)

5 — _’;/5@;— ) n S2) - Sz@/am-mmsﬁ},
(4.16)

ahol az elsé (mésodik) tag felel meg a henger paldstjainak (alapjainak),
rendre. A frekvencia integralasi hatarat € jeloli. Ez az egyrészecske ener-
gidnak és egy konstansnak a szorzataként azonosithatd, Q = c,\/k2 — 2A,
ahol a ¢, konstans tetszOleges szam. Mivel az evolicids egyenlet UV
viselkedése érdekel, élhetek a hatérérték Q =~ c, k kozelitésével. Az Q
faktor a hengeralapok szélességének skdlazodasat jeloli az evolucié so-
ran. Mint kordbban irtam, a WH-egyenlet éles levagasa és a gradiens
kifejtés Osszeegyeztethets [97]. Sokkal egyszeriibb a helyzet, ha konstans
hullamfiiggvény-renormélassal dolgozunk, mint a , ahol az anomalis
dimenzié a potencidltagbodl kénnyen kiszamithat6. Tovabba, a blokkositasi
lépések hengerszimmetrikus valasztdsa lehet6vé teszi a gradiens kifejtés
hasznélatat magasabb rendben. Ennek az az alapja, hogy mig gémbszim-
metrikus elrendezésben a 7 jaruléka két nem koncentrikus gomb metszetével
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aranyos, ami nullmértékii, ugyanez a jarulék két, megegyezd tengelyiik
mentén eltolt henger esetén mar véges. Megjegyzem, hogy a végtelen
hengeres hatarérték —ben divergal, mivel a hengerfeliilet térfogata,
amely egy végteleniil kicsi RG blokkositasi 1épés soran integralédik ki,
végtelen. A Wetterich-egyenlet esetében a végtelen frekvenciaju integralok
véges eredményt adnak, ha renormélhaté az elmélet.

4.3. Lokalis evolucio

A vizsgalatot a (4.12)) egyenlettdl kezdem. A levigast a —[J operdtorra
alkalmazom. Miutan kiszdmolom az SSQ) Hesse-matrixot impulzustérben

az uj =7 ,i/ 2 f térvaltozo szerint, az evoliiciés egyenlet

. 1 x5k 1., -
—nU(xB) + Uk(xB) = —QXZi/é(q — xgk)In <q2 — 20 gxB + 6><23R> :
q
(4.17)

ahol az egyenletet a téridé térfogataval normalizaltam. Ebben a sza-
kaszban nem kévetem a bilokalis tagok fejlédését. A impulzus integral
elvégzése, majd az eredmény gorbiiletben valé kifejtése utan azt kapom,

hogy

1 . 1 -
—(Ar —nAR)XE — —=R(-1)x5 =
6( k= NAL)XE 123( mXB )
X5k SXBR
16m2Z; xHk? — 20k X%
(4.18)

Xk

- In(x3k% — 2A,x%) —
16722, n(xp KXB)

A logaritmusnak dimenziétlan argumentummal kellene rendelkeznie,
igy bekerill az egyenletbe egy extra, tértél fiiggetlen konstans (4 tag.
Miutan beazonositom a fiiggetlen és R-ben linearis tagokat, megkapom a
dimenziétlan evoltciés egyenleteket:
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A o= —(2—n1g5>)x—%1n(1—2A)+<4,
g = 2+,
) _ _9 1
"lp 671 — 2\’ (4.19)

ahol g = k2G), és A\ = k72Ay,, és az altaldnos 1 anomalis dimezi6 4t lett
nevezve n(s)—ra. Az alsé index jeldli, hogy a potencidlis taghdl szarmazik,
mig a felsé index jelzi, hogy gémbszimmetrikus modellben dolgozok. A
Wetterich-egyenlet mindségileg hasonld evolticids egyenleteket adhat [85]
10].

A hengeresen szimmetrikus esetben a egyenletbdl indulok ki, és
az eldbbiekhez hasonld 1épések elvégzése utan megkapom a kozmologiai

csatolasra vonatkoz6 evoliciés egyenletet:

A= —@2-9)A+

4
+9—gzcw (10 —3(c2 — 2\) 4 3(c2 — 2)\)3/% arctan <

1
N 2)\>> -
n(ci +1—2)\) + (s,
(4.20)

891

\/ 2\ arctan ( m) 52

ismét egy konstans (3 taggal bévitve. A gorbiiletben lineéris tag szolgédltatja
(c)

az anomadlis dimenziét, amit most 7, ’-vel jel6lok és ennek alakja

2 C
© — 29 et <W> _
3r2/I—2n e\ TN

Tlp
2gc, 1
-3 (1 — /2 — 2\ arctan (M)) .
(4.21)
A - és a (4.21) egyenletekben az n anomalis dimenziékat a potencidlis

tag feﬂodesebol szamoltam ki. Azonban a kinetikus tagbdl is megkaphatd,
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amelyet a modell szimmetridjatél fiiggden n,gs) és n,(f) modokon jel6lok, és

amely aranyos a fluktuaciokban és a gradiensben kvadratikus kifejezéssel
[85]. Megmutathatd, hogy a gémbi elrendezésben a hullamfiiggvény renor-
maldsa nem fejlédik, ezért a kinetikus tagbdl szarmaz6 anomalis dimenzid
nulla [44]. Az n,(j) értékét akkor kaphatjuk meg, ha a potencidlban egy
bilokélis kifejezés fejlédését kovetjiikk. A kiintegralt UV moédusokban van
egy nem-trividlis nyeregpont, amely a hatis nem-lokalis részének evola-
cidjat inditja el [I0]. A kovetkez6 részben a bilokalis evolicié részleteit
targyalom.

Az anomalis dimenziéra kiilonb6z6 eredményeket kaphatunk [98]. Az
eltéré értékek az EH-hatds homogenitasabol adoédtak [98], ami a Newton-
csatolas kiilonb6z6 értékeihez vezet [99, [100].

4.4. Bilokalis evolucido

El6szor a gombszimmetrikus esetet vizsgalom. A bilokalis potencidl evo-
liciéjanak levezetése hasonlé modszerrel torténik, mint amit az anomélis
dimenziéndl hasznaltam. A egyenletben szerepl6é hatds masodrendii
derivaltjat veszem

Sybd = Dy + 0 UP 0w+ )
+28162W:137y(XB + f;ta XB + fy)
+5xy [8%WI—Z(XB + foa XB + fy)

z

+O53W—y(XB + fus XB + fy)]
= D;yl — Exy[X]a (4'22)

ahol a parcidlis derivalas alsé indexe jeloli az argumentumot, ami szerint
derivalunk, azaz 0; f(¢1, p2) = 8fj f(@1,2), és a propagator pedig

_ 14
D' = —2MpixB + 6R — 2wy(xB, XB) (4.23)

impulzustérben, feltételezve, hogy a nulla mddus jaruléka a bilokalis csato-
lashoz elhanyagolhatd. A sajatenergia szétbonthaté lokalis (1) és bilokélis
(b) részekre:
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Elz = 72Ak(fa% + 2XBfI) - ;/(wxz + U/zfx)(f? + 2szB)7
Zi)cy = _2wrfy(]?xfy =+ (fm + fy)XB)'
(4.24)

Egyiittesen a teljes sajatenergiat adjak

Sy = 0oyl + 5, (4.25)
Az evollcids egyenlet
S = _77/ fxljxf:r: - nU(XB) + U(XB) -
€T
1 - = 1 .
- ww—yfg?fg + */ wx—yf_:zf_;
4 xy 4 Ty
= k{— ! TrlnD’l—i—l/D(k)El +/ DF)xb }
Zi L 2Ak 2y T gy VT
(4.26)
alakuva valik, ahol bevezettem az aldbbi kornyezeti propagatort:
p® = / 5(|p| — k) Dye Py, (4.27)
P
Az anomédlis dimenzidhoz val6 jarulék a
1 k k) (K
Se° = —2/pD§,+)qu +4XQB/pD;() D% | (4.28)

tagokbdl jon, ahol az elsé tag a bilokalis evoliciobdl szarmazik, mig a
masodik a standard kifejezés, amely hozzajarul az anomadlis dimenzié
fejlodéséhez a gradiens kifejtésb6l. Ez raadasul nem-lokalis és g szerint
Taylor-sorba kell fejteni a mésodrendii tag megtartasaval.
A gémbszimmetrikus elrendezésben a masodik tagja eltlinik, az
els6 pedig
(s) 32923

T 3m2(1—20)% (4.29)
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miutan kifejtettem a propagatort g szerint masodrendig, és a bilokalis
csatolds értékét a fa-szintli evolicids alakjaval helyettesitettem. Végtelen
henger esetében a (4.28]) integraljai ismét végtelenek. Véges hengerre

mindkét tag —ban véges és n,(gc) megadhaté az aldbbi alakban:

) = 49 Cco(Bcl +8c2(1—2)0) +21(1 -2))%)
ko7 3n2 6(1 —20\)2(1 + 2 —2))3
(15¢2 +40¢3 (1 — 2X) + 33¢c, (1 — 20)2)A%(1 + 6))
36(1 — 20)3(1 4+ c2 — 2))3

5 Co
787(1 — 2)\)7/2 arctan (m) _
1 Co
_ 27(1 — 2)\)5/2 arctan (m) +
(143(c2 —2\) (=3 + 2 —2)\)
24(c2 — 20)2(1 + 2 —2))3

3—16(c2 —2)) — 3(c2 — 2))?
6(c2 —20)(1+c2 —20)3

+Cy

+cu

Cow 1
_—8(03, — 2)\)5/2 arctan <CZ, = 2)\) -
C

W 1
_—2(03) — 2)\)3/2 arctan <ﬁ% — 2)\) >

(4.30)

4.4.1. Nyeregpont

Az éles levagasnak koszonhetOen elég csak a linearizalt mozgasegyenletek
nyeregpontjat megkeresni, mivel barmely f, esetén

2Py = 0,5 o = O(AK"). 4.31
= ALy #0a s, = O (@31

Az eredmény azt mutatja, hogy a ¢r-ban n-ed rendi kifejezés ardnyos
Ak™val, ami elhanyagolhatd, igy csak a yg-ban linearis tag jarul hozza a
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megoldashoz [44, [45]. A mozgdsegyenlet

55, _

= = 0. 4.32
- (432
A hattérteret tartalmazd tagok kiesnek a derivdlds utdn. A mozgdsegyen-
letre a —[1 + % =Dy ! miiveletet alkalmazva adédik

Dy (xB+dpter) = %Ak((XB+¢>p)3+3(XB+¢p)290k+3(><3+¢p)90i+e02),

(4.33)
ahol a ¢ UV moédusok impulzusai a megsziintetendd impulzushéjbél szar-
maznak, az IR mdédusok pedig a p € [0,k — Ak| tartomanybdl. A konstans
hattértér yp a nulla impulzushoz tartozik. A kvadratikus tag 6sszekapcsol
egy IR és egy UV teret azonos impulzusokkal, ami sértené az impulzus-
megmaradast, ezért ez nem jarul hozzad az egyenlethez. Ahhoz, hogy az
egyenlet mindkét oldalon kielégitse az impulzusokra vonatkozé feltételt, a
nulla médusok hidnyaban p = k/2-t kell valasztani. A fennmaradé tagok
adjék a nyeregpontot

e = 20t DoX B} jo- (4.34)

A nem-trividlis nyeregpont fa-szintii hozzdjirulast ad az RG evoliciéhoz,
ahogyan ez a (4.11)) egyenlet elsé tagjabol 1atszik, igy

1
AS ~ —igoS(Z)cp. (4.35)

Ez a tag bilokalis és altaliban elnyomjuk a hagyoméanyos RG mddszer
soran, pedig fa-szint jarulékot az evoliciéhoz. Ha szeretnénk ennek a
tagnak a fejlodését kiovetni, be kell vezetni egy bilokalis potencialt, mint a
egyenletben. A mozgasegyenlet altalanositott alakja

oS 1= = r n
A Dy'fo+U'(xB+ fa) + 2/alwﬂﬁ—y(XB + furXB + fy) = 0.
x )
(4.36)
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c s

AWy(xs + fi,xB+ f2)
Ak N

_ 1 _
—2Dk) {82Wq(XB + fi,xB) + iU/(XB + f1)} '

: {&Wq(XBaXB + fo) + %U'(XB + f2)

(4.37)

A kornyezeti propagator csak a k és k — Ak intervallumban ad jarulékot.
Fa-szinten az egyes modusok kiintegralasa fliggetlen, tovabba a g impulzus
csak ¢ = k esetén nem nulla. Ezek utan a bilokalis csatolas alakja

wy = 2DFIAT. (4.38)

4.5. Eredmények

A modell két fazisbdl 4ll. Altaldnossdgban elmondhaté, hogy a modell
fazisait egy hiperbolikus fixpont valasztja el egymastdl. A fazisszerkezet a
[41) dbran lathaté. Itt a GFP a hiperbolikus fixpont, amely az IR és az UV
hataresetek kozott helyezkedik el. Az erds csatoldsi, vagy szimmetrikus
fazis kicsi Newton-féle, és negativ kozmoldgiai csatolassal jellemezhetd
az IR limeszben. A gyenge csatolast, vagy szimmetriasértett fazis is kis
Newton-csatoldssal rendelkezik, de a kozmoldgiai csatolas pozitiv. Ebben
a fazisban a palyak szingularitasba titk6znek az

1-2\=0 (4.39)

értéknél, ahol a [ fiiggvények végtelenek.

A bal fels6é abrajan a (4.19)) palyait abrazoltam. Az evolicidk a
Reuter-fixponttdl indulnak. Hasonlé fazisszerkezetet lathatunk, mint a [85]
esetében. A Reuter-fixpont kozelébdl induld trajektéridk a szingularitasi
tartomanyba futnak, tehat a szimmetrikus fazis nem érhet6 el a Reuter-
fixpont kornyezetébdl kiindulva. Mindazonaltal a Reuter-fixpont koriili
palyak a vart skalazasi viselkedést mutatjak. A Reuter-fixpont \* és g*
helyzete és a megfeleld

syv = Re(s) £iIm(s) (4.40)
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alakd exponensek a tablazat els6 sordban vannak megadva. Az UV
exponensek valds részei negativak, ami azt mutatja, hogy a fixpont UV
vonzo, igy a modell aszimptotikusan biztonsdgos. A képzetes részek a
palyak spirdlis alakjat eredményezik. Ahogy az evolicio az alacsony ska-
ldzasi tartomanyok felé tart, a trajektéria a GFP irdanyaba fut. Ez egy
hiperbolikus fixpont, amelynek exponensei

sq = +2. (4.41)

A negativ exponens taszitja a palyakat a GFP mindkét oldalara. A szim-
metrikus fazisban a palydk konnyen elérhetik a k — 0 hatdrértéket. A
szimmetriasértett fazisban azonban a palydk megéllnak a szingulari-
tasi feltétel altal meghatdrozott A = 1/2 értéknél.

! 0.1 0.2 03 0.4 os A 04 02 03 04 os A
4.1. abra. A konform redukdlt gravitécié fazisszerkezete. A bal fels§ (jobb fels§) abrdn a
gombszimmetrikus modellek lathatdk, a potencidlis (kinetikus) kifejezésbdl szdrmazo
anomalis dimenzidval. A bal als6 (jobb alsd) dbrdkon a hengeresen szimmetrikus modellek
evolicidit dbrazoltam a potencialis (kinetikus) taghdl szdrmazé anomadlis dimenzidval.
Minden fézisszerkezet két fazist, egy GFP-t és egy Reuter-fixpontot tartalmaz.

Ezek az eredmények 6sszhangban vannak a Wetterich-egyenlet alkal-
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mazasaval kapott eredményekkel, ijdonsidga pontosan abbdl adédik, hogy
a blokkositott hatason alapulé WH-egyenletet hasznaltam, amiben nincs
jelen regulétorfiiggvény. A regulator dltaldban egy impulzusfiiggd kvadrati-
Ez irrelevans jarulékot ad, és az IR hataresetben nem okoz gondot, azon-
ban az UV Reuter-fixpont kézelében okozhat problémat. Tudjuk, hogy az
aszimptotikus biztonsig azért all fenn, mert a Reuter-fixpont kérnyékén
csak relevans csatolasok vannak. Emiatt a relevans A és g csatolasok mellett
a reguldtor jarulékdnak a relevancidjat is biztositani kell. Ez a kérdés nem
meriil fel, ha a WH-egyenletet hasznéljuk.

Hasonlé a fazisszerkezet abban az esetben is, ha az n-t a kinetikus tag-
bdl nyerem. Az eredmény a tablazat 2. soraban lathaté. Ez a szamitas
azt is mutatja, hogy az éles levagas Osszeegyeztethetd a gradiens kifejtéssel.
A hullamfliggvény renormalas nem fejlédik a gdbmbi WH-egyenletnél, mivel
a két eltolt gdbmbhéj metszéspontjabdl szarmazo hozzajarulast kell kisza-
mitani, ami Ak? nagysagrendii, azonban a bilokalis tag evolicidja véges
jarulékot ad. Raadasul, a bilokalis potencial evoliucidjara tekinthetiink gy,
mint a gradiens kifejtésbdl szarmazd, végteleniil kicsi nem-lokalitas véges
altalanositasara [44]. Ez abbdl adédik, hogy béar a potencial diagondlis a
koordinatatérben, de a kinetikus kifejezés nem az. Derivaltakat tartalmaz,
amelyek két kiillonb6zo, egymastdl végteleniil kis tavolsagra 1évo pontot kot-
nek Ossze. Ebben az értelemben a hatdsban minden impulzusfiigg6 kifejezés
nem-lokalis. A gradiens kifejtésben a magasabb rendii tagok magasabb
rendli derivaltakat tartalmaznak, amelyek névekvo tavolsagi koordindta-
kat kotnek Ossze, ezért a modell nem-lokalissd valik. Ez a nem-lokalitas
figyelembe veszi a koordinatdk végteleniil kis kozelségét, és gyakran nevezik
kvazi-lokalitdsnak [I0I]. A potencidlban 1év§ bilokélis tag barmilyen véges
tavolsagot figyelembe vehet.

Mint mar emlitettem, a WH-egyenlet hengeres valtozata egy tovabbi
renorméalési sémat adhat. Megjegyzem, hogy a [10] eredményei végtelen
hengerekre vonatkoznak, amelyeket itt nem lehet vizsgalni. Az n]gc)—vel
val6 fejlédés minéségileg ugyanazokat az eredményeket adja, mint a gémbi
modell. A modell aszimptotikusan biztonsigos, és van egy UV nem-gaussi
fokuszpontja. A hulldmfiiggvény renormélas elkezd fejlédni, mert a henge-
rek impulzuseltolodasai véges hozzajarulast adhatnak. A kinetikus tagbdl

szarmaz6 anomalis dimenzié a hengeres rendszerre a gradiens kifejtésbol



55

és a szerinti bilokalis tagbdl szarmazé kifejezéseket tartalmazza.
Az erre vonatkozd eredmények a tablazat utols6 soraban lathatdok. A
Reuter-fixpont 1étezik, és vonzd, de nem fékuszpont, ahogy az a jobb
alsé dbrajan is latszik, mivel két valés negativ exponenssel rendelkezik. Fon-
tos megjegyezni, hogy az alsdé abrak pontosan ugyanazt a fizisszerkezetet
mutatjak, mint az AB gravitacié eredeti modellje.

’ séma g* ‘ A* ‘ Re(s) ‘ Im(s) ‘
s 5.62 0.43 2.71 4.73
s .77 0.43 0.65 3.58
) 9.04 0.25 715 1.28
) 4.67 0.11 -5.09; -0.19 | -

4.1. tdbldzat. A nem-gaussi fixpont helyét és a megfelel6 skaldzasi exponenseket mutatja
kiilbnb6z6 anomalis dimenzidkra. Az exponensek komplexek, kivéve azt az esetet, amikor
az anomalis dimenzi6 a kinetikus tagbdl szarmazik hengeresen szimmetrikus geometriai
elrendezés esetén.

Az RG egyenletek nyilt dinamikat irnak le. A blokkositdst csak a
nagy energidkrél kezdve, a kis energiak felé van értelme végrehajtani.
Ez problémas lehet a gravitacié vizsgdlatakor, hiszen a Reuter-fixpont
dinamikajat probaljuk feltarni, amely k — oo hatarértéknél helyezkedik el.
Ez a kérdés feloldhatd, ha gy tekintiink a Reuter-fixpontra, mint az RG
egyenlet egy aszimptotikus eredményére az UV skalazasi tartoméanyban.
A kj impulzus levagas skalajat fokozatosan a végtelen felé tavolitjuk, és
azt vizsgaljuk, hogy az egyes leviagasokrol, az IR felé inditott trajektéridk
hogyan viselkednek. Amennyiben létezik az UV Reuter-fixpont, akkor
ahogy tavolitjuk a kj skalat a végtelen felé, azt fogjuk latni, hogy a
csatolasok evolucidja az IR felé egyrészt ugyanaz a konstans, masrészt egyre
nagyobb skalatartomanyban. Fontos hangstlyozni, hogy nincs értelme az
UV irdanyba blokkositani. Ez el6bbi gondolatmenet feltételezi azt, hogy az
elmélet renormalhatoé.

Megjegyzem, hogy az UV Reuter-fixpont nem a végso valasz a gravitacié
UV viselkedésére. Tudjuk, hogy nagyon nagy energidknal, a Planck-skalén,
1j fizikdnak kell megjelennie. Persze megtorténhet, hogy a Standard Modell
és a gravitacié egyesitése joval a Planck-skéla f6lé tolja a kiterjesztett AB
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gravitacié érvényességi skalajat, azonban magasabb energidkon tovabbra is
megjelenhetnek 14j koélcsonhatasok. Emiatt nem lehetséges, hogy a Reuter-
fixpont minden energiaskaldn til érvényben marad. Azt is tudjuk, hogy
a QED Landau-pélusa vagy a Higgs-részecske skalarterének trivialitasa,
nem oldédik meg a kiterjesztett AB gravitacioban. El kell fogadnunk
azt a tényt, hogy kj felett a fizika nem ismert. Ennek ellenére az RG
eljards soran azt feltételezziik, hogy ennek nincs komoly kdvetkezménye az
alacsonyabb energidju tartomanyokra. Az elimindlt kdrnyezet a rendszer
alacsony energias effektiv viselkedését azonban alapvetéen befolyasolja.

4.6. Osszefoglalas

A KRG fazisszerkezetét funkcionalis renormaldsi csoport modszer kereté-
ben térképeztem fel. A WH-egyenletbél meghatdroztam a blokkositott
hatas evoluciéjat. Ez a megkozelités az eliminalt moédusokat a megfeleld
diszperzibs relaciéval veszi figyelembe, igy megbizhatébb eredményeket ad.
Megtalaltam az ultraibolya nem-gaussi fixpontot, a Reuter-fixpontot, ami
a modellt aszimptotikusan biztonsagossa teszi. Meghataroztam a fixpont
helyzetét és az azt jellemzO exponenst kiilonb6z6 geometriai elrendezések
esetén. Ehhez gbomb és henger alaki rendszereket hasznaltam. Az anomalis
dimenziot a potencialbdl és a kinetikus kifejezésbdl szamoltam ki. Minden
szamitas azonos fazisszerkezetet ad.



5. fejezet

Lorentz-szimmetria

Az el6z6 fejezetben bevezetett konform redukalt gravitaciés (KRG) modell
egy skaldris modell, amely egyszeriiségénél fogva tovabbi vizsgalatokra ad
lehet&séget. A modellben a Lorenz-szimmetria sériilését fogom vizsgdlni.

Altaldban az RG modszert euklideszi téridSben hasznaljak, ugyanakkor
a megfelel$ eljaras megkdveteli a Lorentz-szignaturaja, azaz Minkowski-
téridejii megfogalmazéast. A gravitdciés kolcsonhatas és a megfelel6 RG
egyenletek Lorentz-szignatiraval torténé felirasara tobbféle megkdzelitést
is alkalmaznak.

A Lorentz-szimmetriarol gy gondoljak, hogy alacsony energidknél,
az IR-ben megjelend szimmetria, azonban az UV-ben a Planck-skala kor-
nyékén sériil. A Lorentz-szimmetriat és annak lehetséges megsértését
széles korben vizsgaltak mind a tiszta gravitaciés elméletben mind az
anyagtérrel kiegészitett valtozatdban [102, 103} 104 105, 29]. A szimmet-
ria sériilését ugy is vizsgaltak [28], hogy a félidzott téridére vonatkozd
RG-egyenletek diffeomorfizmus-szimmetridjat megtartjak, de a hatasba
Lorentz-szimmetriat sérté tagokat vezetnek be. Eredményképp azt kap-
jak, hogy a Lorentz-szimmetria az UV Reuter-fixpont kézelében sériil. A
Lorentz-formalizmus t6bb mas munkaban is fontos szerepet jatszik, példa
erre a graviton spektralfiiggvény evoliciés egyenletének Lorentz-féle szig-
naturaban valé vizsgalata [106], a graviton propagator levezetése az AB
gravitaciéban az euklideszi formalizmusbél kiindulva [107], az impulzusfiig-
g6 formafaktorok meghatarozasa elsé elvekbdl [108], vagy az AB gravitacio
Osszetett operatorainak vizsgalata [109].

57
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A renormalés hidnyossdga, hogy a Lorentz-szignatira csak nagy nehézsé-
gek aran alkalmazhaté. Egyrészt a kvantumtérelméletekben sziikségiink van
regularizacidkra, pl. az effektiv hatas fejlédését leir6 Wetterich-egyenlet a
reguldtoron alapszik. Jelenlegi tudasunk szerint azonban a nem-perturbativ
reguldtorok nem Lorentz-invaridnsak [51], ami alél a CS-reguldtor ugyan
kivétel, viszont nem hasznalhat6 reguldtorként. Ahogy korabban {rtam, a
renormalas blokkositasi 1épései sértik a Lorentz-szimmetriat. Mivel nem
keriilheto el a szimmetria sértése, ezért ebben a fejezetben is azt az eljarast
kdévetem, ahol a térbeli impulzusban torténik a blokkositéds, tehat ez adja a
k renormélasi skalat, mig az frekvencidt kiintegrdlom [41]. Ez egy kompro-
misszumos megoldés, mivel a Lorentz-szimmetriat sérti, de nagyon haté-
konyan hasznalhat6. Az RG blokkositds probléméja Minkowski-téridében
abbdl is latszik, hogy a Wetterich-egyenletben szereplé hurokintegral az
euklideszi formalizmusban egy véges térfogati d-dimenzidés gémbre vonat-
koz6 impulzusintegral, mig Minkowski-téridében egy végtelen térfogatu
hiperboloid integralja, és ez utébbi tovabbi regularizaciét igényel.

Az euklideszi és a Lorentz-formalizmusok jelentésen kiilonboznek egy-
méstol. Az euklideszi propagator a tomeghéjon kiviili (off-shell) virtudlis
részecskéket irja le, mig a Minkowski-téridoben a propagatornak lehetnek
tomeghéj (on-shell) jarulékai, amelyek a valédi részecskékhez tartoznak,
ezek az euklideszi esetben hidnyoznak. Tovabba, a Minkowski-formalizmus
a csatolasokat komplexszé teszi, ami komplex fixpontokat és exponenseket
eredményezhet. A szabvanyos Wick-forgatas nem tudja garantdlni a két
megfogalmazas ekvivalencidjat, mivel a Lorentz-szimmetriat is megsér-
ti, tovabba a metrika dinamikai jellege is befolyasolhatja ezt a kérdést
[107, [108].

Ezen okok vezetnek arra, hogy egy olyan egyszeri, korabban is alkal-
mazott RG vizsgalatot valasszunk, ahol az id6beli impulzusokat kiilon
integraljuk, és csak a térbeli impulzusokat vegyiik figyelembe az RG fej-
16dés sordan, amely igy nem igényel tovabbi regularizaciét. Szerencsére
az eredmények azt mutatjak, hogy az ilyen, Lorentz-szimmetriat sérté
regulatorok és levagasok nem valtoztatjik meg az IR fejlodést, amely arra
utal, hogy az eljaras megbizhato.

Az RG moédszert a KRG modellre alkalmazom. Bevezetek egy 1j
gorbiileti csatolast az Einstein-Hilbert-hatdsba, amely relevansnak bizo-
nyul. Tovabba, az idébeli és térbeli impulzusokat a kinetikus kifejezésben
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anizotropikusan veszem fel olyan médon, hogy az idobeli impulzushoz
egy tovabbi csatolast vezetek be, és annak fejlédése jelezheti az esetleges
Lorentz-szimmetriasértést. Az deriil ki, hogy ez a csatolés is relevans. Az
1j csatolasokkal kiegészitett fazistér is rendelkezik az UV Reuter-fixponttal,
béar a fixpont inkdbb a Horava-féle gravitiaciés modellre emlékeztet. A
Lorentz-szimmetria a Reuter-fixpont kozelében kezd6d6 UV tartoméanyban
sériil.

5.1. Aszimptotikusan biztonsagos gravitacio

Az EH-hatés euklideszi téridében, d-dimenzidban felirva,

Senlgu) = —1gmg | VIR(9) —28) (1)

ahol g,,, a metrika. A Wetterich-egyenletet fogom haszndlni. A gravitdciot
ennél az RG médszernél is a palyaintegralos formalizmusban irjuk fel, ahol
a metrika jatssza a térvaltozd szerepét, és a metrikdkat integraljuk ki
1épésrol 1épésre az eljards sordn. A Newton-féle G = Gy, és a kozmoldgiai
A = Ay allandok futd csatolasokké valnak és a k renormaélasi skalatol
fiiggenek. Ebben a modellben van egy UV vonzé fixpont, a Reuter-fixpont,
ami azt aszimptotikusan biztonsagossa teszi.

Ahogy az el6z6 fejezetben emlitettem, a metrikat felirhatjuk ugy,
mint egy rogzitett §,, referencia metrika szorozva egy konform faktor-
ral [85] 110} 86} [30], és a konform faktort pedig parametrizalhatjuk egy
¢(x) skalarfiiggvény segitségével

Juv = ¢4/d72g/w7 (5'2)

igy a skalartérre standard kinetikus tagot kaphatunk. A Weyl-ujraskalazas
utdn az Einstein-Hilbert-hatas ¢*-elmélethez hasonlé alakot vesz fel 4-
dimenzidban. A ¢ skalartér felirhaté a xp konstans hattér teret bevezetve
¢ = (xB + f) médon, igy a konform redukdlt EH-hatds alakja

Sulfixsl = =2 [ Vi{-3508 + R0+ 17 - S+ 1)1}
(5.3)
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Itt R a § referencia metrika gorbiilete, —[J a Beltrami-Laplace-operétor, f
pedig az f tér normalt varhat6 értékét jeloli. A (blokkositott) hatas fligg a
G, csatolastél, amely a Z = % hullamfiiggvény renormalasban jelenik
meg, illetve a Ay csatolastél. Az egyszeriibb jelolés érdekében a csatolasok
skélafiiggését nem from ki. Az eredeti modellhez hasonlbéan, a konform
redukalt modell is rendelkezik Reuter-fixponttal, tehat aszimptotikusan
biztonsagos az elmélet. A skalartér veszi 4t a metrika szerepét a péalya-
integralban, és igy formalisan egy egyszerii skalarelméletet kapunk, ami
megkonnyiti a szdmolasokat. Ez a KRG nagy elonye.
Feltételezziik, hogy az effektiv hatds alakja megegyezik a blokkositott
hatés alakjaval, vagyis
= ~ 1-~- ¢ 4 ~9 A =4
Celfixel =~ 2 [ V3 {-5707 + SR+ 17 - S0+ D]
(5.4)

a gradiens kifejtés legalacsonyabb rendjében. Az 1j ¢ csatolds bevezetésével
megengedem, hogy a derivalt tag és a (’)(R) tag kiilon fussanak. Ha rogzitem
¢ = l-et és nem engedem meg az idObeli valtozasat, akkor visszakapom
a szokasos két csatolassal rendelkez6 EH-hatas konform redukalt alakjat.
Hengeres szimmetria esetén Lorentz-szignatiaraval a Beltrami-Laplace-

operator
-0 = W& -A. (5.5)

Az id6 szerinti derivaldshoz tartozd tagot megszoroztam egy tovabbi W
csatolassal, ezzel megengedve a tér és id6 eltérd valtozasat. Az idéfejlodés
soran kovetem a csatolds alakuldsat, és amikor W # 1 értéket kapok, az
jelzi a Lorentz-szimmetria sériilését.

A k futé skdlahoz tartozé hattér metrika g, = x%G. A Wetterich-
egyenlet hasznalatakor az impulzus integrdlok regularizaciéja sziikséges
a —0 operétor g hattér metrikdhoz tartozé sajatértékének k? skalija
koriil. Ehhez be kell vezetni egy reguldtort, ami a kdvetkezo helyettesitéssel
érheté el:

—O= -0+k*RO = , (5.6)
k2 2
XB

ahol a [J = x%0 jelolést hasznalom [5, [T1T]. Ttt RO az a reguldtor, ami
interpolal R (0) = 1 és RO (c0) = 0 kozott. A szamitdsok sordn a
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Litim-reguldtort haszndlom [112],
RO(2) = (1 -2)0(1 — 2), (5.7)

ami gyors konvergenciat és analitikus béta fiiggvényeket szolgdltat. A
referencia metrika kivélasztasa fiigg az elGjeltdl, és attél, hogy a Wetterich-
egyenlet jobb oldalan talalhaté Tr kiszamtasakor a frekvencia- és a térim-
pulzus integralokat hogyan végzem el. A Lorentz-szignatirahoz a gog = —1,
9ij = 0i; referencia metrika tartozik. Az idébeli impulzus integrélt a térbe-
litol levalasztva végzem el, a térbeli impulzus integralt pedig a 3-dimenziés
—A operator fliggvényeire alkalmazott "heat-kernel" mddszerrel hajtom
végre. A regularizalt operator igy

A~

_ _A R _
0+ 7k*RO ( ) = X5 [Wa2 — A+ 32RO () :
kQXQB B 0 B k2X2B

(5.8)

A v megfelel6 megvilasztasa garantalja a palyaintegral konvergencidjat, ez
pedig v = 1 — ie. A pélyaintegralban az (5.6))-os helyettesités a kovetkezd
valtozast jelenti:

—2/2 O)f = Z/ [Wao + (1 —iexE kzn(m(kﬁ)}f

(5.9)

Bevezetem a kiévetkezd jelolést a regulatorra:

-A
Ri = —Z(1 — i)\ 5k*RO) (k“> (5.10)
XB

Az —ie tag miatt a palyaintegral konvergens, rdadasul az inverz propaga-
tor impulzus fliggése megsziinik a Litim-reguldtor esetén. Igy az inverz
propagator impulzustérben

2

~Ww’+p°+ (1 —ie) x5 RO <x§k2> = —XBK {WSQ— (1—1'6(1—2))],
B

(5.11)
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alaku, ahol kihasznalva a Litim-regulator alakjat és bevezetve a

2 =
Xpk?
p2
z = ———= (5.12)
Xpk?
dimenziétlan valtozdkat, a szabad propagéator
1
_— 5.13
Ws?2 — (1 — ie) (5:13)
alaki lesz. Az ehhez tartozo effektiv tomegtag pedig
1 — e

amik 6sszhangban vannak a Feynman-féle ie elGirdssal. Az egyszeriiség
kedvéért az alabbiakban az ie tagok elnyomasat valasztom.

5.2. Evoluaciés egyenletek

A Wetterich-egyenlet [5] Lorentz-szignatiraval

LCelfsxs] = —iZTT((Z)Rk) (5.15)
Iy’ — Ry
ahol h = 1, TrA = [ Ayp = [ d*2 /192 Aze = [ d*ady0sy /192 Ay
és F,(f) a térvaltozd szerinti masodik funkciondlis derivaltja az effektiv
hatdsnak. A = 0; roviditést haszndlom, ahol t = In k.
Bevezetem a kovetkezd potencidlokat:

V(p) = 2U(¢),
V() = 5ot~ =R,
u(@) = U(9) + 15 Re™ (5.16)
Csak az O(f?) rendfi tagokat megtartva azt kapom, hogy
F:—fza%+ﬂ+ﬂx (5.17)
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ahol

To = Tr{K~'N},

T, = Te{K YSuK N},

T, = To{K YouK 1ouK—N}, (5.18)
valamint ]

Spu = 4Axpf + 54Af2, (5.19)
illetve
K = A(ag,—AHgR

A~

~ A —A
AR ~) = Wk - A+ kRO ) - )
B

1 A —A A
() - ()
( 277)R k2x% kzx%R k2x% )’

és bevezettem az 1 = G/ G anomalis dimenziét. Feltételezem, hogy a
hengeres geometriaval rendelkezé elrendezésben a referencia metrika alakja

(Guw) = <(1) 2) (5.21)

ahol ﬁij nem fiigg az 2° koordindtatél. A referencia metrika szerkezetébél
kovetkezik, hogy a téridé n* = (1,0,0,0) norméalvektord ¥; (t = a9)
hiperfeliiletek altal hatarolt tgy, hogy 3; kiils6é gorbiilete nulla, ezaltal
a referencia metrikdhoz tartozo 4-dimenziés és 3-dimenziés gorbiiletek
egyenléek [10].

Az u(xp) potencidlhoz tartozé RG egyenleteket gy kapom, hogy
megtartom R! rendig a tagokat. A kezdeti feltétel a k; skéldn a kezdeti
A(ki) = Ai, (ki) = W(k;) = 1 és G(ki) = G; csatolasokkal felirt KRG
hatéashoz tartozik. Az RG egyenleteket a potencialra az egyenletbol
szarmaztatom az fO rendii tagok megtartdsaval, vagyis f = 0 esetben:

N

(5.20)

kX
Z

(=nU(xs) + Ulxp)) @ = =L, (5.22)
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ahol Q = [ v/§. A K~ Neumann-kifejtése R-ben
1
Ty = Too — 2 RTon (5.23)

eredményt adja, ahol

Tay = TelWy(~00) = (4m)2 | Qal Wir] + S Rl + .| @

To1 = TTW()Q(—lj) = (471')_2 [QQ [WOQ] + .. ] Q,
(5.24)

és Won(y) = N(y)/A™(y). A @, momentumok kifejezhetéek a reguld-
torfiiggvények segitségével, és bevezetve a w = —u}(xg)/xEk? jelolést a
kovetkezot kapom:

QulWoy) = F(ln) [ dy g Woply) = (G2 o) - )]

2
(5.25)
A Litim-regulator hasznalatandl, Minkowski-térid6 esetére a reguldtor-
fliggvények az alabbiak:

, 1
ulw) = Mo+ DVitw
do(w) = i ! (5.26)

T+ 1)1+ w2

A két oldalon dsszehasonlitom az R kiilonbozd hatvanyaihoz tartozé tagokat,
igy adédnak az RG egyenletek:

v . g n 1
A= (24— Yo (1 - 5) P3/2(—2A),

¢ = nc+ ZW [(1 - g) ¢%/2(—2)\) - C (1 - g) ¢§/2(_2)\)} )
(5.27)

ahol bevezettem a dimenzidtlan csatolasokat, mint

A=k72A, g=kG, (5.28)
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a W és c csatoldsok pedig eleve dimenzi6tlanok.
Az anomalis dimenzié képletéhez az O( f?) rendii tagokat kell figyelembe

venni az ([5.15))-ben:

1 R 16A% %5k o s g
[ va{smw —iingags+ gaiarh = - T (vatac)
(5.29)
Innen koézvetlen szamolassal kapom a kovetkezo képletet n-ra:
10\2g
= _ 5.30
T= TorwiR — o (530)
a W evoltcids egyenlete pedig:
. 32\%47g (1 5T/1/2
W=—-——(=--1 w 5.31
3 (5 > 38am2(1—2n)72 (5:31)

5.3. Relevans csatolasok

Az evolicios egyenletek leirjak az effektiv hatas skédlafliggését, beleértve a
csatolasok alakuldsat is. A fixpontok kozelében a palydk skaldzdsa megval-
tozhat. A fixpontok koriil a csatoldsok bizonyos skalazasi tulajdonsagokkal
rendelkeznek, altaldban a g ~ e*! szerint valtoznak, ahol az s exponens a
tiv, az relevans skdlazasnak felel meg, a pozitiv el6jel pedig irrelevanciat
jelol. A Reuter-fixpontban minden csatolas relevans, ami az elméletet
aszimptotikusan biztonsagossa teszi.

A modell vizsgélata sordn két 1j csatoldast vezettem be, ezért elészor
meg kell nézni, hogy mi torténik a hagyomanyos fixpontokkal. A béta
fliggvények analitikusak, ezek alakja

59”2 \%(29'A% — 9(1 — 2\)"/?7r)

. I
g = @4y S1(1— 2\)7r2
. 9'(n—75)
A= (“24mA—
(24 MA = TR i
g W (n—5)

C9m(1—2)\)7/2

. e(n—=5)=5(n—3)(1 -2\
T T T g0 (1 — 2032 (5:32)
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ag = g/VVl/2 jelolés bevezetése utan.

5.3.1. Aszimptotikus biztonsag

Az els két egyenlet (5.32)-ben lecsatolodik a tobbirdl. Az djraskdlézott ¢’
csatolas A-val Reuter-fixpontot mutat g™ = 25.4 és \* = 0.21 értékeknél,

sz = —5.16 £ 16.17 exponensekkel. A c csatolds ennek megfelel6 értéke
c* = —-0.25 az sff = —2.35 exponenssel, a W csatolds fixponti értéke pedig
W* = 0, ahol az exponens s = —0.62, és ezeknél a fels index mutatja,

hogy a Reuter-fixponthoz tartoznak. Az exponensek valds részei negativak,
ami azt jelenti, hogy a csatolasok az UV tartomanyban relevinsak. Az
exponensek egymashoz komplex konjugaltak, ami spiralis trajektéridkat
eredményez. A két 1j csatolas az UV tartoményban relevansnak bizonyult,
ezért az elmélet renormalhaté marad. Az, hogy az ebben a formaban
felirt modellben megtaladltam a Reuter-fixpontot, az egyik legfontosabb
eredményem.

A GFP létezése felel a modell két fazisaért. A GFP egy szabad elmé-
letnek felel meg, raaddsul a kozmologiai és a Newton-csatolasok konkrét
értéke szerint a jelenlegi vildgunk nagyon kozel helyezkedik el a GFP-hez,
ami rendkiviil fontossa teszi ennek a fixpontnak a vizsgalatat. A GFP-ben
relevans és irrelevans skalazasi viselkedést mutaté csatolasok is vannak. A
A csatolas elGjele szerint megkiilonboztethetiink egy szimmetrikus fazist,
ahol IR hataresetben A < 0. A maésik, szimmetriasértett fazis trajektériai
pozitiv A\ értékekkel futnak, legalabbis az IR-ben. A szimmetriasértett
fazisban a trajektoridk szingularitasba {itkdznek A = 0.5-nél. A sértett fazis
ezen tulajdonsdga a skalarmodellekben is megjelenik [57), [8]. Bar vannak
olyan renormaélasi sémék, ahol a trajektoéridk tulélik a szingularitast, de
nem ez a jellemzé. Erdemes megemliteni, hogy a potencidl sorfejtésében
magasabb rendli tagok megtartidsiaval a szingularis viselkedés is eltiin-
het, de megjegyzem, hogy a szingularitas, gy tlnik, fizikai tartalommal
bir [58, 53]. Az 4j csatoldsok bevonasa eredményezhetett volna tovabbi
fazisokat, azonban ilyeneket nem talaltam.

Numerikusan meghataroztam a csatolasok futdsait az UV és az IR
tartomanyokban. A t pozitiv értékei az UV skalazdsokat, mig a negativ
értékek az IR skalazasokat adjak. Az IR hataresetben mind a szimmetrikus,
mind a szimmetriasértett fazisu trajektéridkat figyelembe kell venni. Az
UV hataresetben nincs sziikség a fazisok kiilonvalasztasara, mivel ott nincs
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érzékenység a fazisokra, minden trajektéria a Reuter-fixpontba fut. Ahol
lehetséges volt, ott az UV és IR skaldzasokat egyiitt dbrazoltam. Az
RG egyenleteket a GFP kozelébdl kiindulva oldottam meg. Egyrészt, a
hagyomanyos RG eljarast kévetve a blokkositast IR irdnyba végeztem,
maésrészt azonban az RG blokkositast az UV irdanyba is el kellene végezni.
Ez az RG modszer hasznalatanal elfogadott, bar csak akkor tarthaté fenn,
ha az irrelevans csatolasokat nem vessziik figyelembe, mivel azok az UV
tartomanyban divergalnak. Ez a feltétel az altalam hasznalt modellben
teljestil, igy az UV RG blokkositas helyes eredményeket szolgaltathat.

Az evoliciét a GFP kozelébdl inditom, ahol a gravitaciés kolesénhatas
gyenge. A jelenlegi vildgunk is itt taldlhaté. Lapos Minkowski-téridét
feltételeztem, ezért kezdetben pl. W = 1 értéket valasztom.

A Reuter-fixpontot mutatd fazistér a spirdlis trajektoridkkal az
abran lathaté. A GFP két részre osztja a fazisteret. A W csatolas éltal
kovethet6 téridé-aszimmetria tetszéleges értékeket vehet fel. Mivel vilagunk
a GFP kozelében van, ahol a Lorentz-szimmetria garantalt, célszertinek
tlinik, hogy ott W = 1 legyen a kezdeti érték. A csatoldsok exponenseit a

tomeg dimenzi6éjuk adja meg, i.e. sf =2, sg’: =2, 5% =0, 3% =0,.

5.3.2. Aszimptotikus biztonsagbdl aszimptotikus szabadsag?

Bar a ¢’ bevezetése elrejtette a W-t, ez a csatolds ad informdciét a Lorentz-
szimmetridrol. A g-rél g’-re torténd attérés a Newton-csatolds tjraskaléa-
zasdnak tekinthetd oly médon, hogy a Lorentz-szimmetria megérzodik az
evoltcié soran. Ha visszatérek az eredeti g csatoldshoz, akkor azt varom,
hogy a tér fazisszerkezete megvaltozik, és ez valoban igy is torténik. Az
abran egy fazisdiagramot mutatok be a 3-dimenzids fazistérben, amelynek
fliggbleges tengelye a W.
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40

o)) 201
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5.1. dbra. A X\ — g’ fazisdiagramot dbrazoltam. Lathaté a gaussi, a Reuter és egy
infravoros fixpont, illetve a két fazis. A balra tarté trajektoridk a szimmetrikus fézishoz
tartoznak (szaggatott vonalak), a tobbi pedig a szimmetriasértett fazishoz tartozik
(folytonos vonalak).

Reuter

40

5.2. dbra. A A — g — W fazisdiagram bemutatja, hogyan deformal6dik a Reuter-fixpont
az ultraibolya tartomanyban a W csatolds miatt. Az[5.] trajektoridit a A — g sikban a
W =1 vélasztas esetén sziirke gérbék mutatjak be. A balra haladé fekete trajektoridk a
szimmetrikus fazishoz tartoznak (szaggatott vonalak), a tobbi a szimmetriasértett fazis
része (folytonos vonalak). A trajektdridk UV irdnydban egy mésik fix pont felé tartanak.
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Jol lathaté, hogy bar az evolucié elején a W latszolag megtartja kezdeti
1 értékét, az RG skala egy bizonyos értékénél csokkenni kezd, ezt késébb az
abranal elemzem. Ennek eredményeként a magas UV hatdron W — 0,
tovabba g — 0. Ez azt jelenti, hogy a Reuter-fixpont standard forméaja a
fixpontban véges értékii csatoldsokkal nem tarthaté fenn. Az dbra vizszin-
tes metszetei Ugy értelmezhetok, mint a Reuter-fixpont helyzete W minden
egyes értékére. Azt lehet mondani, hogy a Reuter-fixpont deformal6dik
a W fejlédésének kovetkezményeként. A Reuter-fixpont a hagyoményos
forméjiban befagyasztja az UV tartoményban torténé evoliciot, megaka-
délyozva az 1j fizika megjelenését a Planck-skala kornyékén, tovabba a
Lorentz-szimmetria megsértését nagy energidknal. Az altalam hasznalt
modszer és a kapott eredmények az utébbi problémat a W evolicidjanak
bevondasaval kezelni tudjak. A Reuter-fixpont W miatti vindorlasa lehetévé
teszi 1j relevans csatolasok keresését, amelyek nagy energidkon 14j fizikat
jelezhetnek, hiszen az abrardl az latszik, hogy a Lorentz-sértés miatt
csak a Reuter-fixpontnak egyfajta arnyéka marad meg. Ez a viselkedés,
illetve a magas UV tartomdany felé torténd evolicio lehet6vé teszi az 1j
kolesonhatasok utani kutatést.

Az eredmények azt mutatjak, hogy a W alakulasa dént6 fontossdgu
a modell viselkedésének megértéséhez. Az UV és az IR futdsokat az
abran a szimmetrikus fazisban 1év6 W esetében mutatjuk be.

5.3. dbra. A bal oldali dbra a W futdsat mutatja a szimmetrikus fazisban, ez az UV
hataresetben nulldhoz tart, és a gaussi fixpont kozelébdl indulva az IR felé haladva
alland6. A W (k;) = W; kezdeti értékek alulrdl felfelé a kovetkezdk: 1/3, 2/3, 1, 4/3, 5/3,
2. A jobb oldali dbra a W alakuldsat mutatja a szimmetriasértett fazisban, ugyanezekkel
a kezdeti feltételekkel. Az UV-skalazas nem valtozik, a gaussi fixpont kozelébél kiindulva
ismét egy széles dtmeneti tartomany jelentkezik, ahol W értéke allandé marad, de a
szingularitds kozelében W hirtelen nulldra csokken.
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Az abran lathato, hogy a W futdsa olyan, hogy a kezdeti értékeitol
fiiggetleniil UV irdnyban csokken, és nulldhoz tart. Ez azt mutatja, hogy
a csatolas nagy energiaknal kihal, ami azt is jelenti, hogy az hatasban
szerepld idOderivalt kifejezés is kihal. Ezért a Lorentz-szimmetria az
UV tartomanyban oly médon sériil, hogy statikus rendszer jon létre. A
W [5.3}beli alakuldasabdl leolvashatd, hogy a W skdlazésa kortilbelil a
t; ~ 0.5 skdlan valtozik meg drasztikusan, ami megfeleltethet6 a Lorentz-
szimmetriasértés skalajanak. A tobbi csatolds majdnem allandé ¢;-nél, de
nem pontosan, kiilénben a fejlédés ott befagyna. Ez a kismértékii eltérés
az allando6 fixponti értéktdl lehetové teszi, hogy a Reuter-féle fixponti
skalazason tullépve elérhetd legyen a fixponton tili UV tartomany. A
hagyomanyos Reuter-fixpont emléke azonban ott marad drnyékként (pl.
abran ezt az az atlatszatlan sziirke gorbék rajzoljak ki), amely osszegytijti
a trajektoridkat, majd azok egyiitt futnak az UV tartoményba.

Az evolicids egyenletek szerint a nem-gaussi fixpont g* = 0,
A =10.2, ¢ = —0.25 és W* = 0 értékeknél taldlhaté. Az eredmény azt
mutatja, hogy a newtoni csatolas nulla, és ebben az értelemben a fixpont
(a A* véges értékétol eltekintve) gaussinak tekinthetd, mivel az elmélet
kolesonhatasmentes. Ez azt jelenti, hogy a fixpont koriil a gravitacié gyen-
gének tekintheto, igy a perturbativ renormalds miikédhet. Ez figyelemre
méltd eredmény, hiszen a kvantumgravitacié renormélhatéva tételéhez a
nem-perturbativ RG médszerre volt sziikség. A maésik fontos dolog az,
hogy az j UV fixpont Ugy tlnik, hogy a hatasban 1évo idébeli és térbeli
a Horava-Lifshitz-gravitaciéban [113] 114 104} 115, 116} 117, 118, [119],
ahol az anizotrépia a tér és az id6 iranydban kiilonbo6z6 szamu derival-
takkal keriil bevezetésre. Ugy tiinik, hogy az anizotrépia a fixpontot
nem-gaussibol gaussiba viheti, illetve a kvantumgravitaciét aszimptoti-
kusan biztonsagosbdl aszimptotikusan szabad elméletté valtoztathatja.
A Reuter-fixpont vandorlasaként megjelend 1j fixpont megfeleltethetd a
Horava-elmélet fixpontjanak.

5.4. Infravoros tartomany

A W fejlédését vizsgédlva az abran az IR hatarértékben az lathato, hogy
megtartja a GFP kozelében felvett kezdeti értékét, legaldbbis a szimmet-



71

rikus fazisban. Ez azt jelenti, hogy a Lorentz-szimmetria nem sériil az
IR tartomédnyban, tehat a hagyomanyos RG mddszer hasznalataval az IR
felé haladva a Lorentz-szimmetria megmarad. Ez az eredmény mutatja,
hogy a Minkowski-téridében megfogalmazott RG mddszer képes megériz-
ni a Lorentz-szimmetriat, annak ellenére, hogy a reguldtor és a levagas
kifejezetten sérti azt. A helyzet némileg megvaltozik a szimmetriasértett
fazisban, bar még ekkor is el6fordul egy hosszi &tmeneti régid, ahol a W az
IR felé haladva megtartja a Gauss-féle fixpontban felvett kezdeti értékét. A
szingularitas kozelében azonban egy masik skaldzasi tartomény is eléfordul,
amelyrol kés6bb esik sz6.

Ezutan megvizsgalom az EH-hatas gorbiileti tagjahoz tartozé c csa-
tolast. Az UV és IR evoliciokat egyilitt mutatja be az abra. Az UV
tartomanyban c relevansnak bizonyul, és a Reuter-fixpont kozelében allandé
negativ értéket vesz fel, mig az IR irdnyaban megtartja kezdeti értékét. A
szimmetriasértett fazisban ismét egy IR skaldzasi torvény mutatkozik meg.
Bar sikerult levalasztani az R gorbiiletben linearis tagot, és a hozza tartozo
c csatolas is relevans, de az IR hataresetben a hatésa elhanyagolhatoé.
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5.4. dbra. A c csatolas evolicidja lathaté. A bal oldali dbra a szimmetrikus fazisban
mutatja be a futdst c¢(k;) = ¢; = 1 kezdeti értékkel, mig a jobb oldali a szimmetriasértett
fazisra vonatkozik. A kiilonbo6zd trajektoriak a W; kiilonbozé kezdeti értékeihez tartoznak
az abranak megfelelGen.

A teljesség kedvéért abrazoltam a A és g skdldzasat az [5.5ban, ahon-
nan leolvashatd, hogy mindkét csatolas a Reuter-fixponthoz tartozé véges
pozitiv értékre all be. Az IR tartomény felé haladva a szimmetrikus és
a szimmetriasértett fazishoz tartozd goérbék eltéréen viselkednek. A g
Newton-csatolas pozitiv marad és monoton csékken az IR irdnyban, mig
a A kozmologiai csatolds nagysaga végtelenbe tart az IR tartoméanyban,



72

pozitiv marad a szimmetriasértett fazisban és el6jelet valt a szimmetrikus
fazisban.
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5.5. dbra. A X és g csatoldsok evoliciéi lathatok a szimmetrikus (bal oldali bra) és a
szimmetriasértett (jobb oldali 4bra) fazisban. A kiilonb6zé gdrbék az [5.3}ban hasznalt
W; kezdeti értékekhez tartoznak.

Ennélfogva a A és g csatolasok evolicidi kvalitativ értelemben ugyanazt
a jol ismert viselkedést mutatjak ebben az esetben is, mint amit a kétpa-
raméteres Einstein-Hilbert elmélet RG analizise soran kapunk. Ez arra
enged kovetkeztetni, hogy a A és g futasait nem befolyasoljak tulsdgosan
az 1j csatoldsok az IR tartoméanyban.

A kordbban mar emlitett szingularitdshoz kozeli rovid skalazasi tar-
tomanyt is megvizsgalom a szimmetriasértett fazisban, amelyet az [5.6
abrazol. Erdemes megjegyezni, hogy a szimmetriasértett fazisban az RG
trajektériak nem kovethetok ¢ tetszolegesen kis értékéig, mert a béta fligg-
vényekben szingularitds van, amely a propagator pélusanal jelenik meg.
Igy létezik egy véges kritikus ¢, hatarérték, ahol az RG evolicié megall.
Hasonl6 tipust skélazasi viselkedést taldlunk a szimmetriasértett fazisban
mas modellek esetében is [120), 121, §]. Az evoliciék f6ként azokban a
skalarmodellekben futhatnak szingularitasba, ahol a potencialt ¢ = 0 koriil
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fejtjiik sorba. Ha a potencialt egy futé minimummal paraméterezziik, ami
megfelel egy csatolasnak, akkor a szingularitds nem jelenik meg. Ebben az
esetben az evolicié befagy, amint elérnénk a szingularis régiét. Ez a triikkk
az itt vizsgalt modellben nem alkalmazhat6, mert nem lehet megvaltoztatni
a hatds f fiiggését. A t. konkrét értéke a kezdeti feltételektdl fiigg, azonban
a szimmetriasértett fazisban minden trajektoria a szingularitas felé fut. A
t. kozelében minden csatolds elkezd divergélni, kivéve a W-t. A csatoldsok
megfeleld tjraskalazasaval megallapithatd, hogy a szingularitds kézelében
a csatolasok skdlazasi viselkedést mutatnak, ami arra utal, hogy létezhet
egy fixpont a szimmetriasértett fazis IR tartomanyaban. Az IR skdlazés
kell valtoztatni a t. értékét, amig az kétszer logaritmikus skalan egyenes
vonalat nem ad eredményiil. A t. nem megfelel§ értékét haszndlva az
egyenes elhajlik. Ezzel a mddszerrel gyakorlatilag tetszéleges pontossagig
tudjuk meghatarozni a t. értékét. Az abran lathaté ennek eredménye,
amely azt mutatja, hogy W ~ (t — t.).
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5.6. dbra. Az dbrdkon a kiilonbozé csatoldsok RG evoltcidi lathatdk az IR tartomdanyban
szimmetriasértett fézis esetén. A W; kezdeti értékei alulrdl felfelé: 1/3, 2/3, 1, 4/3, 5/3,
2, illetve g; = 2.5, \; = 0.06, ¢; = 1 minden gorbe esetén.
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5.7. dbra. A W csatolds skdldzdsa a szimmetriasértett fazisban a t. kritikus levigés
koézelében.

Az alapjan lathatd, hogy a Lorentz-szimmetria a szimmetriasértett
fazis mély IR tartoménydban is sériil. Mivel ez a fazis fizikailag 1ényege-
sebbnek tiinik (hiszen a kozmolégiai dlland6 a mi vildgunkban pozitiv),
érdekes lehet megfigyelni, hogy a GFP koriil megvan a Lorentz-szimmetria,
de a magas UV és a mély IR tartomdnyokban ez sériil. Ugy ti{inik, hogy
az RG-mddszer alkalmazhatésaganak Gsszeomliasa a szingularitdas koriil
a szimmetriasértett fazisban egybeesik a Lorentz-szimmetria megsértésé-
vel. A szingularitds arra utalhat, hogy a fizikai rendszer leirasdhoz 1j
szabadsigi fokokra van sziikség. Valdszinlsithetd, hogy az Gj médusok
nem rendelkeznek Lorentz-szimmetridval. Az alacsony energidju IR folya-
matok nem-relativisztikus tartomanyba esnek, ezért a Lorentz-szimmetria
elvesztése ott nem annyira meglepd.

Az a kovetkeztetés vonhato le, mas eredményekkel 6sszhangban [29],
hogy az RG blokkositas dinamikailag megsérti a Lorentz-szimmetriat az
UV hatéaresetben. A szimmetriasértésnek az UV tartomanyban tobb oka
is lehet, koztiik az altalam hasznalt mdédszer is okozhatja. Ezen lehet6ség
kizarasa érdekében ezt meg kell vizsgalni. Tudjuk, hogy a valasztott
Litim-regulator explicit médon sérti meg a Lorentz-szimmetriat, és csak a
Callan-Symanzik-séma biztositana szdmunkra Lorentz-invaridns regulatort.
Azonban ez nem hasznalhat6 a kvantumgravitaciéban, mivel a 4-dimenzios
integralokat divergenssé teszi, és tovabbi regularizédciékat igényel, amelyek
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szintén sérthetik a Lorentz-szimmetriat. Az UV hataresetben a Litim-
regulator Lorentz-szimmetria sértése egyre kevésbé jelentds, mivel a k skéla
a végtelenbe tart, és a szimmetria a £ — oo hataresetben all helyre. Ez
azt jelenti, hogy a Lorentz-szimmetria sériilése latszélag nem érzékeny a
regulator megvélasztasara. Emellett kiemelném, hogy IR irdnyban nincs
probléma, ami arra utal, hogy a szimmetriasértés a Reuter-fixponthoz
tartozik, és nem az RG technika hidnyossagai miatt kévetkezik be.

5.5. Osszefoglalas

A Lorentz-szimmetriat és annak lehetséges sériilését vizsgdltam ebben a
fejezetben a konform redukalt aszimptotikusan biztonsigos gravitiaciéban
a funkciondlis renormalési csoport médszerével. Szamitasaimat Lorentz-
szignaturaju térido koordinatakkal végeztem. Ez lehetévé tette, hogy az
id6 és a tér iranyaira kiillonb6z6 hullamfiiggvény renormalasokat vezessek
be, igy az esetleges Lorentz-szimmetriasértés felderithetévé valt. Tovabbd,
nyomon kévettem az R-ban linedrisan valtozé tag fejlédését is egy 1j ¢
csatolassal.

Megéllapitottam, hogy ezen 1j csatolasok beépitésével a modellben
létezik a Reuter-fixpont. Megmutattam, hogy az id6 szerinti derivaltat
szorzd W csatolds relevans, csakigy, mint a ¢ csatolds. A Reuter-fixponthoz
tartozo exponensek komplexek, negativ valds részekkel. Azt tapasztaltam,
hogy a W csatolas az UV hatdresetben nulldhoz tart, ezért a Lorentz-
szimmetria a Reuter-fixpont koriil sériil. Azt is megmutattam, hogy a
magas UV esetben, ahol a Lorentz-szimmetria sériilése egyre erésebbé
valik, a Reuter-fixpont a fazistér ¢ — 0 tartoményéaba vandorol. Az IR
irdAnyban a W csatolas evolicidja eltérden viselkedik a szimmetrikus és
a szimmetriasértett fazisban. A szimmetrikus fazisban a W értéke nem
valtozik az IR tartomanyban, tehdt itt nem kovetkezik be a Lorentz-
szimmetria sériilése.

A fizikailag érdekesebb, szimmetriasértett fazisban azonban létezik egy
kritikus skéla, ahol szingularitds 1ép fel. A W csatolds allandd atmeneti
viselkedése a GFP kozelében egy masik skdlazasi torvényre valtozik a
kritikus skéla kornyékén, ami szerint W nulldhoz tart. Ez azt jelenti, hogy
a szimmetriasértett fazisban a Lorentz-szimmetria sériilése még a mély
IR tartomanyban is bekoévetkezik. A ¢ csatolas ugyan relevans, de az
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evolicid soran kis mértékben valtozik csak, és a tobbi csatolas evolicidjardl
lecsatolodik, ezért hatasa gyakorlatilag elhanyagolhato.

Még nyitott kérdés, hogy mi okozza a Lorentz-szimmetria sériilését a
Reuter-fixpont kozelében. Visszaallithatjak-e a szimmetriat tovabbi, pl.
a gorbiilet magasabb rendil tagjai vagy magasabb rendli derivaltjai? A
Lorentz-szimmetria sériilése a mély IR tartoményban a relativisztikus-
nemrelativisztikus dtmenet jele lehet, azonban meg kell jegyezni, hogy a
szingularitashoz kézeledve az RG mddszer egyre kevésbé lesz megbizhaté.



6. fejezet

Osszefoglalas

A modern fizika két legfontosabb alappillére a kvantumelmélet és az 4l-
talanos relativitdselmélet. Ez a két elmélet a méretskala két végletében
helyezkedik el. A kvantumelmélet kis méretii fizikai rendszerek, elemi
részecskék leirasara alkalmas, mig a relativitdselmélet a gravitacios kolcson-
hatédst targyalja, ami galaxis méret{i objektumok esetén is alkalmazhaté. A
két méretskala kozott mintegy 40 nagysagrendnyi a kiilonbség. A fizikdban
altaldnosan elfogadott tény, hogy az Gsszetett rendszerek tulajdonsagat
az elemi részeinek kolcsonhatasabol szarmaztathatjuk. Ezek szerint a
galaxisok viselkedését elvileg megérthetjiik az elemi részecskék kozotti
kolesonhatés alapjan.

A funkciondlis renormaélési csoport (RG) mddszer azt a célt tiizi ki, hogy
szisztematikusan, minden méretskéla hatdsat figyelembe véve, a mikroszko-
pikus tavolsdgoktdl kiindulva megadja a makroszkopikus fizikai rendszerek
tulajdonsagait. A fizikai elméleteket altaladban meghatrozott méret- vagy
energiaskalan alkalmazzuk, ezzel szemben a renormalds arra vallalkozik,
hogy az adott fizikai rendszert (1ényegében) tetsz6leges energiaskalan leirja.
Az RG moédszer akkor hatékony, ha a vizsgalt modellben t6bb olyan skéla
van, ami a rendszer viselkedésének megértéséhez fontos. Ilyenek a kritikus
viselkedésli rendszerek, ahol minden méretskalat figyelembe kell venni.
Emellett a részecskefizikaban, kondenzalt anyagok fizikdajaban, statisztikus
fizikdban, kozmoldgiaban is széles korben alkalmazott moddszer.

A (perturbativ) renormalast azért dolgozték ki, hogy az elméletekben
megjelend divergencidkat eltavolitsik. Ezek azért jelennek meg, mert nagy
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energian, ultraibolya (UV) skédldn a hurokintegralok divergensek. A kife-
jezések végessé tétele legegyszeriibben egy A levagassal oldhaté meg. Az
RG egyenletek lényegében a A-ra valé érzékenységet fejezik ki. Kadanoff
munkéja vezetett el a nem-perturbativ renormaldshoz, ahol a statisztikus
fizika particiés fiiggvényét hasznalva fogalmazta meg a blokkositas otletét
a kis méretskélak kidtlagolasaval. Innen meritve ihletet, Wilson alkalmazta
az eljarast a részecskefizikaban a generalé funkcionalra tgy, hogy az UV
skalarol indulva blokkosit a kis energidk (infravoros, IR) irdnydba. Az RG
mobdszert eredetileg euklideszi téridében fogalmaztdk meg. A szakirodalom-
ban a Wegner-Houghton-egyenletet és a Wetterich-egyenletet alkalmazzak,
elébbi a blokkositott, utébbi az effektiv atlagos hatds (EAA) evolicidjat
irja le.

A renorméléas egyik fontos kovetkezménye, hogy a fizikai dllanddék nem
allandék tobbé, hanem az energiaskalatol fiiggnek. A kolesonhatdasok
er6sségét jellemzo csatolasok és az elemi részecskék tomegei skdlafiiggd
paraméterekké valnak. Mivel a csatolasok nagysaga nagymértékben val-
tozhat, bizonyos kolcsonhatasok megjelenhetnek egy adott skalan, masok
pedig eltinhetnek.

A részecskefizikat azonban a kvantumtérelmélettel irjuk le, ami
Minkowski-téridében van megfogalmazva [2, B]. A térelméletben hasz-
nalt generdlé funkcionalt Minkowski-téridében adjuk meg, emiatt az RG
moédszert is Minkowski-téridében kell megfogalmaznunk.

A renormalés soran szétvalasztjuk a fizikai rendszernek és annak kor-
nyezetének szabadsdgi fokait. Ugy haladunk a skéldn az UV irdnybol
az IR iranyba, hogy minden egyes blokkositasi 1épésben a rendszerhez
tartozd bizonyos szabadsagi fokokat a kornyezetbe elmininaljuk. Ennek
kovetkeztében a renorméalds nem zéart, hanem nyilt dinamikét ir le [43]. A
nyilt rendszerek esetén valds idejii formalizmust kell alkalmaznunk, erre a
zart idotengelyes vagy Schwinger-Keldysh-formalizmus ad hatékony keretet.
Ennek szamos koévetkezménye van, megjelennek a komplex csatoldsok a
leirasban vagy példaul szerephez jutnak a nem-lokélis tagok a potencidlban.
A dolgozatomban azt vizsgaltam, hogy ezek a kévetkezmények milyen mo-
don befolyasoljak a korabban széles korben vizsgalt modellek viselkedését
a renormalas soran.

Vizsgaltam a d-dimenziés ¢* elméletet tigy, hogy a Wetterich-egyenletet
Minkowski-térid6ében irtam fel [42]. A blokkositast a térimpulzusok ira-
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nyaban végeztem el, a frekvencia iranyt kiintegraltam. Ilyen médon nem
gbébmb-, hanem hengerszimmetrikus fizikai rendszert vizsgaltam. A ka-
pott evoliciés egyenlet nem lesz Lorentz-invarians, de az nem is egyez-
tethetd Gssze a renormalas alapgondolataval, hiszen a blokkositas soran
nem-relativisztikus méretskaldk szerint rendezziik a szabadsagi fokokat. A
Minkowski-formalizmusban kapott eredményeim azt mutatjak, hogy komp-
lex csatolasi allanddék jelennek meg. Ez 6sszhangban van a perturbativ
renormalasban kapottakkal. A témeg imagindrius része a Feynman-féle
e, ami végtelen kicsiny kezdetben, azonban ez is skalafiiggé paraméterré
valik. Hasonlban, az 6nko6lcsonhatést leird csatolas is komplex. A mérhet6
fizikai mennyiségekben a csatolasok abszolit értékeinek négyzete jelenik
meg, tehat nem zarhatd ki a komplex csatolasok megjelenése.

El6szor 4 — e dimenziéban szamoltam a Wilson-Fisher-fixpont (WFFP)
helyét két csatolas esetén. Lokélis potencial kozelitésben a fixpont helye
analitikusan meghatarozhaté a henger {2 magassaganak, mint UV levagas-
nak a fiiggvényében. Megmutattam, hogy egy bizonyos {2 tartoméanyban
megjelenik a WF-fixpont, amelynél a tomeg képzetes része a Feynman
¢ el6irasnak megfeleléen negativ. A fixpont értéke komplex. A szamo-
last 3-dimenzidéban folytattam, ahol a potencial Taylor-sorfejtésében 4-6
csatolast vettem figyelembe, ami a csatolasok komplex volta miatt 8-12
csatolasnak felel meg. A lokélis potencidl kozelitésen til meghatiroztam
a hullamfliggvény renormalds térfiiggetlen részének az evoluciéjat is. Ki-
szamoltam a WF-fixpont helyét és megéllapitottam, hogy az komplex
csatolasokndl talalhaté meg. A WFFP tovabbra is nyeregpont, egy taszitd
és egy vonzo irannyal, azonban az imaginarius rész miatt fokuszalo jelleget
is mutat. Szintén meghataroztam a korrelacids hossz kritikus exponensét,
ez is komplex szam lett. Az exponens valds része kicsit kisebb az irodalmi
értéknél. Meghataroztam az anomaélis dimenziét is a henger magassaganak
fliggvényében, ez is komplexszé valik. Az anomadlis dimenzi6 eldjele és
nagysigrendje helyesen adodik, az imaginarius rész egy nagysagrenddel
nagyobb negativ szdm.

A 2-dimenzi6és sine-Gordon (SG) modellt is tanulményoztam a
Wetterich-egyenlet Minwkoski-téridos alakjaval, lokélis potencial kézelitést
hasznalva [42]. Az alapmédust szorzé csatolds komplex. A modellt két re-
gulator esetén is megvizsgaltam, az egyik a Litim-regulator, a masik pedig
a Callan-Symanzik-regulator (CS). Mindkét regulator azt az eredményt
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adja, hogy a 2 = 8 egy kritikus hullimszam, amely felett a szimmetrikus,
alatta pedig a szimmetriasértett fazist talaljuk. A szimmetrikus fazisban a
csatolas valés és képzetes része irrelevans médon skalazodik, nulldhoz tart
az IR-ben. A szimmetriasértett fazisban nem egységes a kiillonboz6 regulé-
torokkal kapott eredmény. A Litim-reguldtor esetén a szimmetriasértett
fazisban a csatolas valés része konstanshoz tart, a képzetes irrelevans. A
CS-reguldtor esetén egy tjabb kritikus hulldimszdm jelenik meg 3% = 4r-
nél, amely felett a csatolas valés része konstansba fut, azonban alatta a
csatolas szinguldrissa valik. A szimmetriasértett fazis tehat két tovabbi
fazisra bomlik szét. A CS-regulatorral kapott eredményeket tamasztjak
ala a szakirodalomban kapott eredmények.

A graviticiés kolcsonhatds Osszeegyeztetése a kvantumelmélettel a
modern fizika egyik legnagyobb kihivasa. Ennek egy lehetséges modja
az RG modszer keretében valosult meg. Az Einstein-Hilbert hatasbdl
kiindulva kvantaljuk az elméletet. A pélyaintegralos leirdshoz a térvaltozo
szerepét a metrika, a csatolasokét pedig a Newton-allandé és a kozmoldgiai
allandé veszi fel. A modell aszimptotikusan biztonsdgos, mert van egy UV
vonzé fixpontja, a Reuter-fixpont. A modellt AB gravitaciénak nevezziik.
Ennek egy egyszertisitett valtozata a konform redukalt graviticié (KRG),
ahol a metrikat egy konform médussal paraméterezziik, igy egy skaldris
elméletet kapunk. Az AB graviticié vizsgilata az RG moddszer egyik
legfontosabb és legaktivabb felhasznalasi teriilete. Foként azt vizsgaljdk,
hogy a modell kiterjesztései szintén aszimptotikusan biztonsagosak-e.

Korabban megmutattik, hogy az RG mddszer a blokkositasi 1épés-
ben egy nyeregpontot tartalmaz, amely fa-szinten jarul hozzé a potencial
bilokalis tagjahoz. A nem-lokélis tagok renormaéalhaté elméletek esetén
OsszeegyeztethetOk a hullamfliggvény renormalassal. Bevezettem a hatasba
egy bilokélis potencial tagot, amelybdl kiszamoltam az anomélis dimenzi-

t [46]. Gomb- és hengerszimmetrikus geometridt is vizsgéltam, utébbit
azért, mert a Minkowski-formalizmusban megfogalmazott modell targyala-
sara is alkalmas lehet. A vizsgdlathoz a WH-egyenletet hasznaltam, mert
éles levagas esetén a nyeregpont analitikusan kiszamolhatd. Az ellendrzés
kedvéért a lokalis potencidlbdl is szarmaztattam az anomalis dimenziét.
a Reuter-fixpont. A korrelaciés hossz kritikus exponensének valés része
negativnak adodott.
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A KRG keretében lehetéség van vizsgalni a Lorentz-szimmetria sériilését
[47]. A Wetterich-egyenletet Minkowski-téridében irtam fel ugy, hogy a
kinetikus tag idéderivaltjat egy tovabbi csatolas szorozza, és a gorbilethez is
rendeltem egy 1j csatolast. Vizsgaltam, hogy a modell ezzel a kiterjesztéssel
hogyan viselkedik. A gorbiilethez tartozé csatolas nem jelenik meg a tobbi
csatolas béta fliggvényében, de relevans médon skalazédik. A modellnek két
fazisa van attdl fliggden, hogy a kozmoldgiai dllandd negativ vagy pozitiv az
IR-ben. Az id6derivaltat szorzd csatolas 1-t6l valo eltérése azt méri, hogy
mennyire tériink el a Lorentz-szimmetriatol. Az UV felé haladva a csatolas
sokaig 1 marad, azonban egy kritikus skala f6l6tt csokkenni kezd. Ez a
csatolds is relevans, ezért a KRG renorméalhaté marad. Azonban a Newton-
alland6 nem marad konstans, hanem csokkenni kezd, nulliba tart. A
Reuter-fixpont eltlinik, helyette egy olyan aszimptotikusan szabad elméletet
kapok, ahol a Newton-alland6 nulla, a kozmolégiai dllandé pedig véges
értékhez tart. Ez megfelel a Horava-féle gravitaciés elmélet eredményének,
ahol a leiras szintén anizotrép térid6t haszndl. Az IR tartomédnyban szintén
séril a Lorentz-szimmetria, a szimmetriasértett fazisban a szingularitast
megkozelitve az idoderivaltat szorzd csatolas nullahoz tart.

Az RG modszerben kapott eredményeim inkabb elvi kérdésekre vo-
natkoznak. A Minkowski-formalizmus és a nem-lokalitds nem szokvanyos
formai a renormaéalasnak. Azonban, ha komolyan vessziik azt, hogy az
RG moédszer egy nyilt rendszer dinamikéjat irje le, az itt tanulmanyozott
elemek elkeriilhetetlenek lesznek. A tradiciondlis renormalast leginkabb
(funkciondlisan) renorméalhaté elméletekre hasznéljék, mert ezek egyeztet-
hetdk 6ssze konnyen a Wetterich-egyenlet filozofidjaval. Ha szeretnénk ezen
tovabb lépni, akkor az altalam vizsgalt kérdések fontossa valnak.
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7. fejezet

Summary

The two most important pillars of modern physics are quantum theory
and general relativity. These two theories are located at the two extremes
of the scale. Quantum theory describes small physical systems, elementary
particles, while relativity deals with gravitational interactions, which can
be applied to galaxy-sized objects. The difference between the two scales is
about 40 orders of magnitude. It is generally accepted in physics that the
properties of complex systems can be derived from the interaction of their
elementary parts. This means that, in principle, we can understand the
behaviour of galaxies from the interaction between elementary particles.

The Functional Renormalization Group (RG) method aims to systema-
tically determine the properties of macroscopic physical systems starting
from microscopic distances, taking into account the effects of all scales.
Physical theories are usually applied on a fixed scale of size or energy,
while renormalisation attempts to describe a given physical system on
(essentially) arbitrary energy scales. The RG method is effective when
the model under consideration has several scales that are important for
understanding the behaviour of the system. Such systems are those with
critical behaviour, where all scales must be considered. The method is
also widely used in particle physics, condensed matter physics, statistical
physics and cosmology.

The (perturbative) renormalisation was developed to remove diver-
gences in theories. These appear because loop integrals are divergent at
high energies on the ultraviolet (UV) scale. The easiest way to make the
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terms finite is to use a A cut-off. The RG equations essentially express
the sensitivity to this A. Kadanoft’s work led to the non-perturbative
renormalization, where he formulated the idea of blocking by averaging out
small size scales using the partition function of statistical physics. Inspired
by this, Wilson applied the method to the generating functional in particle
physics by starting from the UV scale and blocking in the direction of
low energies (infrared, IR). The RG method was originally formulated in
Fuclidean space-time. In the literature, the Wegner-Houghton equation
and the Wetterich equation are used, the former describing the evolution
of the blocked action and the latter the evolution of the effective average
action (EAA).

An important consequence of renormalization is that physical constants
are no longer constant, instead they depend on the energy scale. The
couplings characterising the strength of interactions and the masses of
elementary particles become scale-dependent parameters. Since the magni-
tude of the couplings can vary greatly, some interactions may appear on a
given scale and others may disappear.

However, particle physics is described by quantum field theory, which
is formulated in Minkowski space-time [2, B]. The generating functional
used in field theory is given in Minkowski spacetime, hence the RG method
must also be formulated in Minkowski spacetime.

Renormalisation involves separating the degrees of freedom of the
physical system and its environment. We move the scale from the UV
direction to the IR direction by eliminating the system’s certain degrees
of freedom into the environment at each blocking step. As a consequence,
renormalization describes open dynamics rather than closed ones [43]. In
the case of open systems we need to use real-time formalism, for which
the closed time path or Schwinger-Keldysh formalism provides an efficient
framework. This has several implications, complex couplings appear in
the description or, for example, non-local terms become involved in the
potential. In my thesis, I investigated how these consequences affect the
behaviour of previously widely studied models during renormalization.

I investigated the d-dimensional ¢* theory by expressing the Wetterich
equation in Minkowski space-time [42]. I performed the blocking in the
direction of the field momentum, with the frequency direction integra-
ted out. In this way, I considered not a spherically but a cylindrically
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symmetric physical system. The resulting evolution equation will not be
Lorentz invariant, but it would also be inconsistent with the basic idea
of renormalization, since the degrees of freedom are ordered according to
non-relativistic size scales during blocking. My results in the Minkowski
formalism show that complex coupling constants appear. This is in agree-
ment with the results obtained in the perturbative renormalization. The
imaginary part of the mass is Feynman’s ¢, which is infinitesimally small
initially, but this also becomes a scale-dependent parameter. Similarly, the
coupling describing the self-interaction is complex. In measurable physical
quantities, the squares of the absolute values of the couplings appear, so
the appearance of complex couplings cannot be excluded.

First, I calculated the location of the Wilson-Fisher fixed point (WFEP)
in 4 — e dimensions for two couplings. In the local potential approximation,
the location of the fixed point can be determined analytically as a function
of the height of the cylinder 2 as a UV cutoff. I show that a WFFP
appears in a certain € range, for which the imaginary part of the mass is
negative according to the Feynman e requirement. The value of the fixed
point is complex. The calculation was continued in 3-dimensions, where I
considered 4-6 couplings in the Taylor expansion of the potential, which
corresponds to 8-12 couplings due to the complex nature of the couplings.
In addition to the local potential approximation, I also determined the
evolution of the space-independent part of the renormalization of the wave
function. I calculated the location of the WF fixed point and found that it
is located at complex couplings. The WFFP is still a saddle point, with a
repelling and an attracting direction, but it also shows a focusing property
due to the imaginary part. Also, I determined the critical exponent of the
correlation length, it also became a complex number. The real part of the
exponent is slightly smaller than the literary value. I also determined the
anomalous dimension as a function of the height of the cylinder, this also
becomes a complex number. The sign and magnitude of the anomalous
dimension is given correctly, the imaginary part is a negative number one
order of magnitude larger.

I have also studied the 2-dimensional sine-Gordon (SG) model with
the Minwkoski space-time form of the Wetterich equation, using the local
potential approximation [42]. The coupling multiplying the basis mode
is complex. I have examined the model for two regulators, one is the
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Litim regulator and the other is the Callan-Symanzik regulator (CS). Both
regulators give the result that 32 = 8 is a critical wave number above
which the symmetric phase is found and below which the symmetry broken
phase is found. In the symmetric phase, the real and imaginary parts of
the coupling scale irrelevantly, tending to zero in the IR. In the symmetry
broken phase, the result obtained with different regulators is not uniform.
In the case of the Litim regulator, in the symmetry broken phase, the
real part of the coupling is constant, the imaginary part is irrelevant. For
the CS-regulator, a new critical wave number appears at 32 = 4, above
which the real part of the coupling becomes constant, but below which the
coupling becomes singular. The symmetric phase splits into two further
phases. The results obtained with the CS-regulator are supported by
results obtained in the literature.

One of the greatest challenges in modern physics is to reconcile the
interaction of gravity with quantum theory. One of the possible ways to do
this is through the RG method. We quantize the theory starting from the
Einstein-Hilbert action. For the path integral description, the role of the
field variable is taken by the metric and the couplings by Newton’s constant
and the cosmological constant. The model is asymptotically safe because
it has a UV attractive fixed point, the Reuter fixed point. The model
is called AS gravity. A simplified version of this is conformally reduced
gravity (CRG), where the metric is parameterized by a conform mode,
yielding a scalar theory. The investigation of AS gravity is one of the most
important and active applications of the RG method. In particular, it is
mainly studied whether extensions of the model are also asymptotically
safe.

It has been shown previously that the RG method contains a saddle
point in the blocking step, which contributes at tree-level to the bilocal part
of the potential. Non-local terms are compatible with the wave function
renormalization in renormalizable theories. I introduced a bilocal potential
term into the action, from which I calculated the anomalous dimension [46].
I have also considered spherically and cylindrically symmetric geometries,
the latter because it can be used to discuss the model formulated in the
Minkowski formalism. I used the WH equation for the analysis because the
saddle point can be calculated analytically in the case of a sharp cut-off.
For the sake of verification, I also derived the anomalous dimension from
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the local potential. T have shown that the Reuter fixed point also exists
following the evolution of the bilocal potential. The real part of the critical
exponent of the correlation length was found to be negative.

In the CRG framework, it is possible to explore the violation of Lorentz
symmetry [47]. I have written the Wetterich equation in Minkowski space-
time such that the time derivative of the kinetic term is multiplied by
an additional coupling, and I have also assigned a new coupling to the
curvature. I have investigated how the model behaves with this extension.
The coupling associated with the curvature does not appear in the beta
function of the other couplings, but it scales in a relevant way. The model
has two phases depending on whether the cosmological constant is negative
or positive in the IR. The deviation of the coupling multiplying the time
derivative from 1 measures how far we diverge from Lorentz symmetry.
As we move towards the UV, the coupling remains 1 for a long time,
but above a critical scale it starts to decrease, and also this coupling
is relevant, so the CRG remains renormalizable. However, the Newton
constant does not remain constant, but starts to decrease and tends to zero.
The Reuter fixed point vanishes, and instead I get an asymptotically free
theory where the Newton constant is zero and the cosmological constant
is approaching a finite value. This corresponds to the result of Horava’s
theory of gravity, where the description also uses anisotropic space-time. In
the IR domain, Lorentz symmetry is also violated, the coupling multiplying
the time derivative in the symmetry broken phase tends to zero as the
singularity is approached.

My results in the RG method are more on questions of principle.
Minkowski formalism, non-locality are not conventional forms of renor-
malization. However, if we are serious about using the RG method to
describe the dynamics of an open system, the elements I have investigated
will be unavoidable. Traditional renormalization is most often used for
(functionally) renormalizable theories, because they are easily compatible
with the philosophy of the Wetterich equation. If we wish to move beyond
this, the issues I have examined become important.
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