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SUR LE PROBLEME INVERSE DU
CALCUL DES VARIATIONS :

EXISTENCE DE LAGRANGIENS ASSOCIÉS
À UN SPRAY DANS LE CAS ISOTROPE

par J. GRIFONE et Z. MUZSNAY

A la mémoire de M. le Professeur Joseph Klein

Introduction.

Le problème qui consiste à caractériser les opérateurs différentiels
provenant d'un principe variationnel a été posé pour la première fois par
H. Helmhoitz en 1887. Largement étudié par de nombreux auteurs, il a
abouti à une classification complète des opérateurs différentiels variation-
nels. Il reste cependant largement ouvert si l'on s'intéresse non pas à l'opéra-
teur différentiel, mais, comme il est d'ailleurs plus naturel, à l'équation
différentielle elle-même. Il s'agit du problème des multiplicateurs vâriation-
neis, selon la terminologie utilisée par [l], et que l'on peut présenter comme
suit.

Considérons tout d'abord le problème classique du calcul des varia-
tions. Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, il peut être formulé de
la manière suivante. Soit E = E^.x01,^) un lagrangien, t désignant la
variable indépendante, x^ (a = 1,... ,n) les variables dépendantes, les x^

Mots-clés : Problème inverse - Calcul des variations - Équations d'Euler-Lagrange -
Sprays - Connexions - Espaces de Finsler - Courbure sectionnelle - Systèmes surdéter-
minés d'équations aux dérivées partielles - Théorème de Cartan-Kâhler.
Classification math. : 58E30 - 35N10 - 53B05 - 53C21 - 53C60.
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les dérivées premières. Comme il est bien connu, une condition nécessaire
pour qu'une courbe paramétrée 7 : X0' == x^it) minimise la fonctionnelle

rb
J[7]= ( E^xa(t)^xa(t))dt

J a

parmi les courbes à extrémités fixes xa{a) = A, a-0 (b) = B, est que E
vérifie l'équation

d QE 9E ^
'dt'Qx^ ~ 9xa ~

L'opérateur différentiel du second ordre
d 9E 9E

sa{ ^dtOx^ 9xa

est dit opérateur d'Euler-Lagrange. Le problème inverse du calcul des va-
riations, consiste à caractériser les opérateurs différentiels du second ordre
P^t.x^.x^.x0') qui sont d'Euler-Lagrange, c'est-à-dire pour lesquels il
existe un lagrangien E tel que

Pa=W).

Le problème des multiplicateurs variationnels consiste en revanche à clas-
sifier non pas les opérateurs variationnels, mais les équations variation-
nelles. Il peut être formulé de la manière suivante. Soit Pa(t, rz^, i^, rr") un
opérateur différentiel du second ordre. En notant que les équations d'Euler-
Lagrange sont quasi-linéaires, on peut supposer que Pa est quasi-linéaire.
Il est clair que pour toute matrice inversible B = [B^]^,^,^0), P déter-
mine la même équation différentielle que l'opérateur B^Pa. Le problème
consiste donc à caractériser les opérateurs différentiels quasi-linéaires du
second ordre PaÇt.x^.x^.x0') pour lesquels il existe une matrice inversible
B = [B^t.x^.x0') et un lagrangien E tels que

^Pa=W).

On dit alors que le système d'équations différentielles Pa{t, x^, x^, a;0') = 0
est variâtionnei C'est à ce problème que nous nous intéressons dans cet
article.

Une élégante formulation géométrique en a été donnée par Klein [10].
Elle utilise la notion de spray. Soit S un spray, c'est-à-dire un champ de
vecteurs sur le fibre tangent TM de la variété M tel que JS = G, où J
est l'endomorphisme vertical et C le champ de Liouville. La donnée d'un
spray équivaut à la donnée d'un système d'équations du second ordre : les
solutions (dites chemins du spray) sont les courbes 7 sur M telles que 7'
est une courbe intégrale de S. Comme il est bien connu, à tout lagrangien
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.îi2 T
E non-dégénéré - c'est-à-dire tel que la matrice f-——^} est inversible -

\ayaoyp/
est associé un spray S par l'équation

(1) isddjE=d{E-CcE).

Les chemins de S sont justement les solutions des équations d'Euler-
Lagrange associées à E. Le problème des multiplicateurs variât ionnels est
donc équivalent à la caractérisation des sprays variationnels, c'est-à-dire des
sprays 5 pour lesquels il existe un lagrangien non dégénéré E vérifiant (1).

La contribution la plus importante à ce problème est l'article classi-
que de J. Douglas [4] où, à l'aide de la théorie de Riquier, sont classifiés
les systèmes d'équations différentielles variationnelles du second ordre en
dimension 2, en d'autres termes les sprays variationnels lorsque dimM = 2.
Même dans ce cas particulier le problème est extrêmement difficile, car l'on
est amené à étudier l'intégrabilité d'un système d'équations aux dérivées
partielles largement surdéterminé et de nombreuses obstructions apparais-
sent. En dimension supérieure, Douglas lui-même avoue l'impossibilité de
traiter ce problème par les méthodes qu'il emploie.

Dans cet article, nous donnons les bases d'une généralisation en
dimension n du travail de Douglas, d'une part en le présentant d'une
manière intrinsèque par l'utilisation du formalisme naturel du fibre tangent
(cf. [9]), et d'autre part en employant non pas la théorie de Riquier,
mais la version de Spencer-Goldschmidt du théorème de Cartan-Kàhler.
Ceci permet de mieux comprendre la nature géométrique des formules
de Douglas, qui apparaissent liées au tenseur de courbure, et de donner
une interprétation cohomologique - par la cohomologie de Spencer - des
obstructions qui interviennent dans le problème.

Nous généralisons d'abord en dimension n le Théorème 1 de Douglas,
qui concerne le cas le plus simple de sprays - ceux pour lesquels le
tenseur de Douglas est proportionnel à l'endomorphisme vertical. Ces
sprays sont toujours variationnels. Notons que ce résultat a été déjà obtenu
par Andersen et Thomson (cf. [2]) à l'aide de la théorie des systèmes
différentiels extérieurs et par Sarlet, Crampin et Martinez à l'aide de la
théorie de Riquier (cf. [13]).

La partie la plus importante de cet article consiste à étudier le
premier cas, si l'on peut dire, où des obstructions apparaissent pour que le
spray soit variationnel. Il s'agit des sprays que nous appelons à courbure
isotrope. Nous mettons en évidence leur signification géométrique : d'une
certaine manière ils généralisent aux variétés munies d'un lagrangien non
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homogène les équations des géodésiques sur les variétés riemanniennes ou
finsiériennes à courbure constante. Pour ce type de sprays nous étudions
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'ils soient variationnels.
Ces conditions dépendent de la géométrie de la distribution V définie par
le champ canonique et par le spray. Nous étudions ici le cas où T> est
intégrable (en particulier, les sprays homogènes et quadratiques vérifient
cette condition). Le cas non intégrable n'est pas essentiellement différent
et seuls les calculs sont plus compliqués : nous signalons à la fin de l'article
le type d'obstructions qui interviennent naturellement dans le cas général.

Remerciements. — Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnais-
sance au référée pour les corrections et les précisions qu'il leur a signalées.

1. Préliminaires.

1.1. Le formalisme algébrique de la théorie des connexions.

On désigne par X une variété différentiable de dimension finie et
APT*X (resp. S^^X) le fibre des p-formes antisymétriques (resp. symétri-
ques) sur M. Si E —> X est un fibre vectoriel sur X, on notera C°°{E)
l'espace des sections C°° de E et Jk(E) le fibre des jets d'ordre k des
sections de E. On note TT^ : Jk-}-i(E) -^ Jk(E) la projection naturelle.

Dans cet article, on travaillera le plus souvent dans le cas où X = TM,
avec M variété différentiable de dimension n. S'il n'y a pas d'ambiguïté,
TTM (resp. T*TM) sera noté plus simplement T (resp. T*) et l'espace
vertical sera noté T^.

Une p-forme uj ç (g)PT* est dite semi-basique si cc;(Xi,... ,Xp) = 0
chaque fois que l'un des vecteurs X, est vertical. De même, une ^-forme
L à valeurs vectorielles (L ç (g)^T* (g) T) est dite semi-basique si elle est à
valeurs verticales et L(Xi,.. . ,X^) = 0 chaque fois que l'un des vecteurs
Xi est vertical.

On notera A^T; (resp. 5^*) l'espace des p-formes semi-basiques
antisymétriques (resp. symétriques) (pourp= 1 ces espaces sont notés T^*).

Dans cet article nous utilisons d'une manière essentielle le formalisme
de Frôlicher-Nijenhuis [5], ainsi que le formalisme algébrique de la théorie
des connexions introduit par [9] et repris ensuite par divers auteurs avec
des notations un peu différentes. En voici les éléments :
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Soit TT : TM —> M le fibre tangent à M et II : TTM —> TM le
fibre tangent à TM. On a la suite exacte

(2) 0 —> TM x TM -^ TTM -^ TM x TM —> 0
M M

où i(v,w) = —(v + tw) est P injection naturelle dans le fibre verticalai t=o
et j = (II,7r). Le tenseur de type (1-1) J =• i o j sur TM est appelé en-
domorphisme vertical (ou structure presque-tangente) et le champ vertical
z e TM —> Cz = î(^0 est dit champ canonique ou champ de Liouville.
Notons que J2 = 0, [J, J] = 0 et Ker J = Im J = Tv.

On appelle spray un champ S sur TM tel que J5 = C. Un champ
6' est un spray si, et seulement si, dans les coordonnées locales naturelles
(a^,^) de FM, il s'écrit

(3) ^y^^^v^-
On dit que S est homogène si [C, S} = S et s'il est C°° sur TM \ {0}

et C1 sur la section nulle; dans ce cas les fonctions /°'(a:, y) sont homogènes
de degré 2 en les y^. Si de plus S est de classe C2 sur la section nulle
les fa(x,y) sont quadratiques en les y^. On dira alors que le spray est
quadratique.

A tout spray est associé canoniquement un système d'équations
différentielles du second ordre sur M (et réciproquement à tout système
d'équations différentielles du second ordre correspond un spray) de la
manière suivante. On appelle chemin de S une courbe 7 : I —> M telle 7'
est une courbe intégrale de *?, c'est-à-dire Sy = 7". En coordonnées locales,
si {x^Çt)) est un chemin sur M, les Xe' vérifient l'équation du second ordre

d2xa . / dx\
-d^=f [x^)- a==1--^

Réciproquement, si l'on a une équation du second ordre, on définit le
spray par cette formule et l'on vérifie que la définition est invariante par
changement de coordonnées locales.

Si L est une i- forme semi-basique (scalaire ou vectorielle), £ >_ 1, on
note L° le potentiel de L, c'est-à-dire la (£— 1) forme définie par L° = î^L,
où S est un spray arbitraire. Il est clair que L° ne dépend pas du choix
de 5'.

DÉFINITION 1.1.1 (cf. [9]). — On appelle connexion sur M un
champ de tenseurs F de type (1-1) sur TM tel que JT = J et IV = -J.
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La connexion est dite homogène si [<7, F] == 0 et si F est C°° sur TM \ {0}
et C° sur la section nulle. Si de plus F est C1 sur la section nulle, on dit
quelle est linéaire.

Dans la base ( _—, —.— ) une connexion est représentée par la
icematrice

( ^ ° }
\-2T^ -6^)-

Les fonctions F^ sont appelées coefficients de la connexion. Si la connexion
est homogène les F^ sont homogènes de degré 1 en les y^ ; si la connexion
est linéaire, les F^ sont linéaires en les variables y^ : T^x^y) = y ^ T ^ ( x ) .

On vérifie facilement que F2 = 1 et que l'espace propre correspondant
à la valeur propre —1 est l'espace vertical. On en déduit une décomposition
de TTM en somme directe

TTA^r^er^
où T71 est l'espace propre correspondant à la valeur propre +1, appelé
espace horizontal. On note h et v les projecteurs horizontal et vertical :

^=|(I+F), ^ = J ( I - F ) .

PROPOSITION 1.1.2 (cf. [9]). — Si S est un spray alors T = [ J ^ S ]
est une connexion.

DÉFINITION 1.1.3. — On appelle torsion de la connexion la 2-forme
à valeurs vectorielles t = [J, h] et courbure la 2-forme à valeurs vectorielles

^=-JM].

Dans le cas d'une connexion linéaire, on retrouve à isomorphisme près
la torsion et la courbure habituelles (cf. [9]).

Toute connexion T sur M détermine une structure presque-complexe
F sur TM qui échange l'espace vertical et l'espace horizontal; plus
précisément F est l'unique champ de tenseurs de type (1—1) sur TM tel
que FJ = h et F h = —«7. Alors F s'exprime en fonction du spray de la
connexion par
(4) F = h [ S , h ] - J .

Comme il est bien connu, à tout lagrangien conduisant à un problème
régulier de calcul des variations est associé canoniquement un spray (cf. par
exemple [7], [9]), de la manière suivante :
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DÉFINITION 1.1.4. — On appelle lagrangien une application E :
TM -^ R de classe C°° sur TM \ (0) et C1 sur la section nulle. On dit que
E est régulier si la 2-forme Q, == ddjE est de rang maximal (= 2n).

En coordonnées locales, le lagrangien E est régulier si, et seulement
si,

^(ô^)^0-
Par exemple, si g est une métrique riemannienne sur M, la forme quadra-
tique sur TM E(v) = ^-g(v^ v) est un lagrangien régulier.

PROPOSITION 1.1.5 (cf. [7]). — Soie E € C°°(TM) un lagrangien
régulier. Le champ S sur TM défini par

(5) isfî = d(E - CcE)

est un spray et les chemins de S sont les solutions du système des équations
d'Euler-Lagrange défini par E :

d 9E 9E ==0, a = 1,... ,7i.
dt Qx01 Qx^

Nous dirons que T = [J, S] est la connexion naturelle associée à
E. En particulier, si E est la forme quadratique associée à une métrique
riemannienne, la connexion naturelle est la connexion de Levi-Civita. Si E
définit une structure finsiérienne, la connexion F = [J, 5'] est la connexion
canonique définie par [9].

On est ainsi amené à la définition suivante :

DÉFINITION 1.1.6. — On dit qu'un spray S est variationnel, s 'il
existe un lagrangien régulier vérifiant l'équation Euler-Lagrange (5).

La caractérisation des sprays variationnels sur un voisinage de XQ €
TM - c'est-à-dire la caractérisation locale des équations différentielles du
second ordre qui proviennent d'un principe variationnel - revient donc
à étudier l'existence des solutions régulières en XQ G TM de l'opérateur
différentiel d'ordre 2

Pi : c°°(rM,R) —. c°°(rj)
défini par

(6) PI = isddj + dCc - d.
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Nous utiliserons pour cela la version de Spencer-Goldschmidt du
théorème de Cartan-Kàhler (cf. [3], [6]).

On fera souvent appel à la propriété suivante :

PROPOSITION 1.1.7. — Soit ^2 im champ de (p-\-1)- formes scalaires
antisymétriques dans les derniers p arguments (c'est-à-dire fl, section du
fibre r*M (g) ^T* M), L e F* M 0 TM et soit TL : F* M 0 A^M —>
AP^T^M définie par

p+i
(T^)(Xl,...,x^l)=^(-l)^+ln(LX„Xl,...,x„...,Xp4.l).

i=l

Si uj G A^M) est une p-forme scalaire s'annulant en un point x ç. TM,
alors pour toute connexion linéaire V sur M on a

(7) (TL^)x = (̂ ).

où (IL est la dérivation de type d^ associée à L.

En effet,
p+i

(d^).(Xl,...,X^l)=^(-l)^+ l(LX,),(a;(Xl,...,X„...,Xp+l))
î==l

p+1

= "EW^W. (Lx^ ̂ 1, . • . ̂ z, • . • , ̂ p+l)
i=l

=(^Vo;)jLX,,Xi,...,X^i).

2. Courbure sectionnelle d'un lagrangien convexe.

2.1. Tenseur de Douglas, courbure sectionnelle.

Dans son article (cf. [4], (3.2), (4.4)), Douglas a introduit un tenseur
qui joue un rôle essentiel dans la théorie. Voici sa présentation intrinsèque
(cf. aussi [10]).

DÉFINITION 2.1.1. — On appelle tenseur de Douglas Je tenseur
(1-1) surTM

A=v[h^S^
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où h et v sont les projecteurs horizontal et vertical de la connexion [J, S}.

On voit facilement que A est semi-basique et que

A=[/i,5]+F+J,

où F est la structure presque-complexe associée à la connexion. Le tenseur
A est lié à la courbure par la relation

(8) -R-j^A].

En effet
[J,A] = [J,[^,5]]+[J,F] = [h^S}]-R

=: -[h, F] - R = -2[/i, h}-R= 3R.

En d'autres termes, le tenseur de Douglas contient toutes les informations
sur la courbure de la connexion.

Le but de cet article est de caractériser les sprays variationnels
dont le tenseur de Douglas est du type A = \J + a (g) C. Nous allons
donner maintenant une interprétation géométrique de cette restriction sur
la courbure.

Un lagrangien non dégénéré E permet de définir une métrique sur le
fibre vertical en posant

g(JX,JY)=^E{JX,Y)

où ^ÏE = ddjE. Supposons que E est convexe, c'est-à-dire que la matrice

( a Q Q .g ) es^ définie positive, ce qui se traduit par le fait que g est une
métrique riemannienne sur le fibre vertical. Cette hypothèse est nécessaire
uniquement dans ce paragraphe pour donner une interprétation géométri-
que de la notion d'isotropie; elle n'interviendra pas par la suite. On vérifie
facilement le lemme suivant :

LEMME 2.1.2. — Soit L un tenseur (1—1) semi-basique surTM et
kL : ̂ ^0'}^ —^ ̂  la fonction définie par

, ^ 2^(L°, JX)g(JX, C) - g{LX, JX)g(C, C)
M / g(C^ C)[g(J^ JX)g(C^ C) - p(C, JX)2] •

Si ÎL^E = 0 et g(L°, C) = 0, alors pour toutes fonctions a, b ç. C°°(TM),
avec a{x) ̂  0 pour tout x, on a

(9) kL(JX) = kL(aJX + bC).
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Interprétation de ce résultât.

Soit TM XM TM -t—»- T'0 Pisomorphisme naturel. Considérons un
vecteur JX^ 6 T^ et soit (^1,^2) = î"1^^^. Puisque i^Cz^ = (^1,^1),
JX et C sont indépendants en ^i si, et seulement si, {^1,^2} forment
une famille libre dans T^^i) ̂ - Soit Pjx le 2-plan engendré par {2:1,^2}.
Puisque i~l{aJX + ^(7) = {^i, az^ -\- bz\}^ on a

' J X == r a J X - ^ - b C 'JX — ^aJX+i»C*

Ainsi la propriété (9) exprime le fait que ki, ne dépend que de z\ et d'un
2-plan contenant z\.

Remarque. — Soit L un tenseur (1—1) semi-basique, tel que ÎL^ÏE ==
Q(L° C}

0 et soit L = L - > ? / ; alors î^^ = 0 et p(Z°, G) == 0. On peut donc(^c/îc^)
donner la définition suivante :

DÉFINITION 2.1.3. — Soie L un tenseur (1—1) semi-basique tel
que ÎL^E = 0- On appelle fonction sectionnelle associée à L l'application
k^ = k^. En particulier, si E est un lagrangien convexe, on appelle courbure
sectionnelle la fonction sectionnelle k^ (notée aussi k) associée au tenseur
de Douglas.

Comme on vient de le voir, la courbure sectionnelle ne dépend que
d'un vecteur z € TM et d'un 2-plan contenant z. Un simple calcul montre
que

'̂-
-̂g(LX, JX)g(C, C)) + 2g(L°, JX)g(C, JX) - g(JX, JX)g(L°, C)

9(C, C)[g(JX, JX)g(C, C) - g(JX, 0)2]

Exemples.

1. Cas Gnsiérien (E homogène).

Soit E homogène de degré 2 et jR = —-[h, h} sa courbure, on a

R° = -1 [h, h}° = - [hS, h] + h[S, h} = [h, S] - [h, vS] - h[h, S] - A - [h, vS}.

Or
vS=^I-[J,S}S)=^(S-[C,S}}=0
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car [(7, S] = S, puisque E est homogène de degré 2. Donc R° = A et A° = 0,
d'où

k ( T X } - 9(R°x^JX)
v / ~ g(C, JXY - g{C, C)g{JX, JX) '

On obtient ainsi la courbure sectionnelle que l'on définit habituellement
dans le cadre finsiérien (cf. [12], p. 117).

2. Cas riemânnien (E quadratique).

Notons { , ) le produit scalaire défini par E sur la variété M et
'R(u^v)w = DuD^w — DyDuW — D^,v}w ̂  courbure de la connexion de
Levi-Civita. Si J X = i{u,v\ on a

g(R°X^ JX) = <7Z(u, v)u, v}, g{C, JX) = (n, v},

g(C^C)^{u^u)^ g ( J X ^ J X ) = { v ^ v ) ^
d'où ^ w^^

{u,v)2 - {u,u){v,v)

2.2. Isotropie.

DÉFINITION 2.2.1. — On dit qu'un lâgrangien convexe est à cour-
bure isotrope en z ç TM, z -^ 0, si ia courbure sectionnelle ne dépend pas
du plan passant par z.

Exemple. — Un calcul simple montre que si A = \J alors k = 0 et
que si A = p,ic^'E^C, alors k = a. Puisque ki, est une fonction C'°°-linéaire
de L, on a

kxj-^-p.ic^E^c = P"

PROPOSITION 2.2.2. — Un lâgrangien est à courbure isotrope k si,
et seulement si, Je tenseur de Douglas est du type

A=ÀJ+a(g)(7+/3(8)A0

ou
^_9(A°,C)
X~W^)~ g{ • n

( , 2g(A°,C)\ „ 1
" = (k ~ ~9(CW^" E + 'giW^^

13 = in ̂ g^-9{C, C)
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En effet, d'après la définition de la courbure sectionnelle, le lagrangien
est à courbure isotrope si, et seulement si, pour tout J X G T^ la forme
quadratique q donnée par
q{JX) = (kg(C^ C) - 2^(A°, C)) [g(JX^ JX)g(C^ C) - g{JX, G)2]

+p(AX, JX)g(C, C) - 2<7(A°, JX)g(C^ JX) + g(JX^ JX)g{A\ C)
est identiquement nulle. En polarisant et en tenant compte du fait que
g(AX, JY) = g(AY, JX) pour tous -X, Y ç T, on trouve facilement
l'expression de A.

Soit S est un spray variâtionnel dont le tenseur de Douglas est du
type
(*) A = XJ -+- a (g) C + 13 0 A°
avec a et fî semi-basiques. La condition ÎA^E = 0 donne a A ZC^E +
(S A ÏA^E == 0. Si A° et C sont indépendants, d'après le lemme de
Cartan, on a : a = aic^-E + bi^o^ et /3 = bic^E + c^A0^' D'autre part
une condition de compatibilité de l'équation (*) s'obtient en prenant le
potentiel des deux membres, ce qui donne A° = \C + a°C -h ^°A°, donc
(30 = 1 et a0 = —À. Puisque C et A° sont indépendants, les conditions
de la proposition sont satisfaites si, et seulement si, d = 0 (on prend
b = (r r\? f3 = (r r^c^E et k = a + 9 ' ^ pour la courbureg{C,C) g(ç,C) g(c,cy
sectionnelle). Par conséquent le lagrangien d'un spray variâtionnel dont le
tenseur de Douglas a la forme (*) n'est pas forcément à courbure isotrope.

En revanche si C et A° sont liés (donc A est du type A = XJ + a (g) C,
avec a 1-forme semi-basique), alors le lagrangien est à courbure isotrope.
En effet, puisque ÎA^-E = 0, on a : a A ÎC^E = 0; d'où a = fjiic^E' Les
conditions de la proposition sont donc vérifiées et la courbure sectionnelle
vaut /^, comme nous l'avons vu.

On est ainsi amené à la définition suivante :

DÉFINITION 2.2.3. — Un spray est dit isotrope si le tenseur de
Douglas est du type
(10) A = À J + a 0 C '
avec \ € C°°(TM) et a 1-forme semi-basique.

Comme on vient de le voir, si un spray isotrope est variâtionnel,
alors le lagrangien associé est à courbure isotrope. Le but de cet article
est d'étudier les conditions pour qu'un spray isotrope soit variâtionnel (et
donc qu'il soit le spray d'un lagrangien à courbure isotrope).
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3. Résultats généraux en dimension n.

3.1. Obstructions au premier relèvement des solutions
d'ordre 2 de l'opérateur d'Euler-Lagrange.

On note IR le fibre trivial en droites sur TM et R^ C 1/2(1») l'équa-
tion différentielle linéaire des solutions formelles d'ordre 2 de l'opérateur
d'Euler-Lagrange

(11) Pi =isddj^dCc-d.

Notons que Pi admet des solutions régulières d'ordre 2 en tout point
x € TM. En effet, soit p = j^(E)(x) ç. J2,x{^R)' Alors p est une solution
formelle régulière en x ê TM si, et seulement si, localement on a

(12) f y k p k ^ - ^ f k P k ^ - p i = Q
[det(p,j) ̂  0 , i j = l,...,n,

QE , , Q2^ , , a2E , .
ou on note p, = ̂ (^), p,-, = g^QyjW^ et Pz? = Qy^QyjW- solt ̂  une

matrice symétrique arbitraire telle que det(^j) 7^ 0. On pose p^ = ̂ j. On
choisit ensuite les p^ arbitrairement et les pi en résolvant les équations du
système (12).

PROPOSITION 3.1.1. — Soit p = j^{E)(x) une solution formelle
d'ordre 2 en x ç. TM \ {0} de R^. Alors p se relève en une solution formelle
d'ordre 3 si, et seulement si,

(13) ir^E(x) = 0.

Remarque. — Cette condition est équivalente à î^(/iX, hY){x) = 0
pour tous X, Y e Ta;, comme on le voit facilement. Elle exprime donc le fait
que la distribution horizontale est lagrangienne par rapport à îî^-, en x.

Démonstration. — L'opérateur étant d'ordre 2, on est amené à étu-
dier la surjectivité de l'application 71-2 = TTs)^ dans le diagramme :
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S^ ^(p^ T^T: rr
^1

RS JsW -^^ Ji(r;)

7T2 71-0

^2 ^2(lR)
PO (Pi) T*

-"v.a;

où j^i = Cokera3(Pi). Un calcul simple montre que le symbole 0-2 (Pi) :
^T* —^ F; de Pi est donné par

[<72(Pi)a](X)=a(5,JX).
Il s'ensuit que le symbole du premier prolongement 0-3 (Pi) : fi^r* _>
F* 0 T^ est donné par

[a3(Pi)a](x,y)=a(x,5,jy).
Notons que l'opérateur Pi est régulier dans un voisinage de x ç TM \ {0},
car S ne peut s'annuler que sur la section nulle.

Soit B e ^T*; alors B ç p3(Pi) si, et seulement si, pour tous
x,yçr,
(14) B(X,5,JV)=0.
Si B = { / i i , . . . , hn, v\ • ' ' Vn} est une base adaptée à la connexion F, c'est-
à-dire hi ç T^ et Vi = Jhi pour 2 = l , . . . ,n , alors les équations (14)
s'écrivent :

(15)
a) B(hi,S,Vj)=0, i , j= l , . . . ,

b) B(vi,S,Vj)=0.

On voit facilement que, si x ^- 0 :

n

/i-> \ 2 ^(^î + 1)rangCT3(Pi) = n2 + v ' /.
Z

Considérons l'application TT : r* (g) r; —> A^T* définie par

(ïr^)(X,r) = B(JX,Y) - B(JY,X).

On a rr o ̂ 3 = 0 et dimKerrr = n2 + n^+l^ Ainsi la suite^n a ïr o 0-3 = u et aim is.er rr = n-

(16) S3^ ^Î^L r*0T: TT
A2^-
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est exacte. On peut donc identifier l'espace de obstructions K\ à A2^.
Par conséquent, si V est une connexion linéaire sur TM, une solution
d'ordre 2 j^{E)(x) se relève en une solution d'ordre 3 si, et seulement si,
rr[V(Pi£')]a; = 0. En utilisant le fait que la 1-forme P\E est semi-basique
et s'annule au point a;, on a, d'après (1.1.7) :

rr[V(PiE)], = dj(P^E), = dj(isddjE + d{CcE - E)),
= ijd(isddjE + d(CcE - E))^ = (ijdisddjE)^
=(h(Cs+isd)ddjE)^
= (ijCsddjE)^ = (CshddjE)x + i[j^](ddjE)^oo
= (Csd^ + ir(ddjE), = (iMx

ce qui montre la proposition. D

3.2. Obstructions au premier relèvement des
solutions d'ordre 2 de l'opérateur ?2.

Si dimM == 1 la condition de compatibilité (13) est automatiquement
vérifiée; dans le cas général, on est amené à l'introduire dans le système et
à étudier l'intégrabilité de l'opérateur

P2 = (Pi, Pr) : C°°{TM^) —— C°°(r; C A2^*),
où

Pr = irddj : C°°(TM, R) —. (^(A2^*).

Un calcul simple montre que le symbole 02 (Pr) : -S^r* —> A2^* est
donné par

(<T2(Pr))a)(X, Y) = 2 [a(hX, JY) - a(hX, JY)].
Comme a^P^ = (^(Pi), ̂ (Pr)), on a

(a3(P2)a)(X, Y, Z) = (a(X, 5, JY), 2[a(X, hY, J Z ) - a(X, hZ, JY)])
aussi l'opérateur ?2, comme Pi, est régulier au voisinage de x ç. TM\ {0}.

LEMMA 3.2.1. — L'opérateur P^ admet des solutions formelles
régulières d'ordre 2 en tout x € TM \ {0}.

En effet, p = j^(E)(x) ç J2,x(^p) est une solution formelle d'ordre 2
régulière en x G TM \ {0} si, et seulement si, localement on a

( ykPk^+fkPk^-Pi=^

m ^-^+^.-^=0
.det(p,j) ^0, î,j = l,...,n.
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Soit gij une matrice symétrique arbitraire telle que det(^) -^ 0. On pose
p,j = g^. Ensuite le système (17) se résout immédiatement, car les variables
pi sont des pivots dans le premier groupe d'équations et les variables pi-
sont des pivots dans le second groupe. Q

PROPOSITION 3.2.2. — Une solution formelle p = J2(E)(x) d'ordre
2 de l'opérateur P^ en x ç TM \ {0} se relève en une solution d'ordre 3 si,
et seulement si, on a

(18) f îA^(^)=0,
\ÏR^E(X)=^

où Q.E = ddjE.

Démonstration. — Considérons l'application

ï2 : (r* 0 T:) e (r* 0 A2^*) — A2^* e A^ © A3^* © A3^*
définie par r^ = (Tr,TA,T^,T[j,j]), où :

rr(B, C)(X, Y) = B(JX, Y) - B(JY, X)

TA(B, C)(X, Y) = 5(^X, Y) - B(hY, X) - ̂ (^ X, Y)

rjî(B, G)(X, Y, Z) = C{hX, Y, Z) + C(hY, Z, X) + C(hZ, X, Y)
T[^J] (B, C){X, Y, Z) = C(JX, Y, Z) + C(JY, Z, X) + C(JZ, X, Y)

et montrons que la suite

(19) ^r* ^3W^ (T* 0 r,*) e (r* 0 A2^*) ^K^ — o
est exacte, où K^ désigne l'image de ï2.

On voit facilement, tout d'abord, que r^ o a^P^) = 0. D'autre part,
gsW = gsÇPi) Ups^r), donc B e ^T* est dans ^3(^2) si, et seulement
si, l'équation (14) et l'équation

(20) B(X, /iY, JZ) - B(X, /iZ, JY) = 0

sont satisfaites pour tous X,Y,Z e T^. Soit A = {^,^}{îj=i...n} une
base de T^ adaptée à la connexion F, c'est-à-dire telle que hi ç T^ et
Vi = Jhi e T^. Un élément B 6 ^T* est dans ^3(^2) si, et seulement si,
les équations (15) et les équations

a) B(hi,hj,Vk) =B(hi,hk,Vj)
(21) , i j , k = l,...,n,

b) B(vi,hj,Vk) =B(vi,hk,Vj)

sont satisfaites. D'après les équations (21), B ç ̂ (Pr) si, et seulement si,
les blocs B^f, = B(hi,hj,Vk) et B^ = B(hi,Vj,Vk) sont symétriques en
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i ^ j ^ k . Puisqu'aucune condition n'est imposée sur les blocs B(hi^hj^hk) et
B{vi,Vj^Vk) qui sont aussi symétriques, on en déduit immédiatement que
B se décompose en 4 blocs symétriques, et donc que

/r / D \ ,,^+l)(n+2)dim^(Pr) = 4————--———/-.b

D'autre part un élément B ç. ^(Pr) appartient à ^(Pi) si, et seulement
si, les équations (15) sont satisfaites. Compte tenu du fait que B ç. iS^r*,

Tliïl + 1)
(15.b) donne ————- équations indépendantes. De plus, puisque B €

Zi
^3(^)5 les composantes de B intervenant dans (15. a) sont elles aussi

symétriques en z,j, et donc les équations (15. a) donnent ————- relations.
Ainsi

(22) dimg3(P2) = 4^ + l)(n + 2) - 2^ + 1) = 4^ + l)(2n + 1)

6 2 3
et

(23) rang<73(P2) = dim^T* - dim )̂ = n(n+ l)(2n+ 1).
0

Considérons maintenant le système définissant Kerrs. Comme on le voit
facilement, les équations TT = 0, TA = 0, TR = 0 et T[J,J] = 0 sont
indépendantes entre elles, car elles concernent des composantes différentes
dans (T^r^^T^A2^). Ainsi le rang de Ta est la somme des rangs des
applications ïp, TA? TR et ^[j,j] - Un calcul facile donne : rang TF = rang TA =

-n(n — 1) et rangï^ = rangïrjn == -n(n — l)(n — 2). Par conséquent
2à 0

dimKerï2 = dim ((F* (g) T;) C (F* 0 A2^*))
2n(n-l) 2n(n-l)(n-2)

2 6
n(n + l)(2n+ 1)

On a donc rang 0-3 (Pa) = dimKerï2, ce qui montre que Im<73(P2) = Kerra
et ainsi la suite (19) est exacte.

Soit maintenant V une connexion linéaire sur TM. Une solution
p = j^(E)(x) d'ordre 2 en x de l'opérateur ?2 se relève en une solution
d'ordre 3, si, et seulement si, [ï2V(P2£')]a; = 0.

Soit {ujE)x = (isddjE + dCcE - dE}^. En utilisant (1.1.7) et le fait
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que, (uE)x = 0 et {i^E^x = 0, on trouve :

rr[V(Pi£;)^ = (djPiE)^ = (dj^)^ = (ir^x = 0

TA[^(P2E)}x = (dh^E - ̂ Csir^î} = {iAddjE)x
\ z / x

r^[V(P2^)]. = (^Pr^). = ̂ (zr^). = J(̂ ,̂ ). = WE).

ï[j,j][V(P2^)]. = (djPrE)^ = dj(djujE). = |(̂ ,j]̂ ). = 0,
d'où

(24) [ï2V(P2E)], = (Tl,TA,T7î,T[J,J])[V(P2^)], = (0,U^,^^,0)

ce qui prouve la proposition. Q

^
4. Etude de Pintégrabilité formelle dans le cas isotrope.

4.1. Le cas plat.

DÉFINITION 4.1.1. — Un spray sera dit plat si Je tenseur de
Douglas est du type A = \J.

Il s'agit donc de sprays isotropes à courbure sectionnelle nulle. Ils cor-
respondent au cas envisagé par Douglas dans son Théorème I. Le théorème
suivant généralise le Théorème 1 de Douglas. Anderson et Thompson [2] ont
déjà obtenu ce résultat en dimension n à l'aide de la théorie des systèmes
différentiels extérieurs de Cartan. Récemment, Sarlet, Crampin et Martinez
ont démontré le même résultat à l'aide de la théorie de Riquier ([13]).

THÉORÈME 1. — Tout spray analytique plat est variationnel dans
un voisinage de x € TM \ {0}.

Démonstration. — Comme on l'a vu, ?2 est un opérateur régulier
et admet des solutions régulières d'ordre 2. D'autre part, toute solution
formelle d'ordre 2 de ?2 se relève en une solution formelle d'ordre 3. En
effet si p = j^(E)(x) est une solution d'ordre 2 en a: on a, au point x,

ZA^E = IXJ^E = \ij^E = ^jE = \d[j^E = 0.
D'autre part, d'après (8), on a

ZR^E = ~^[XJ,J]^E = ~^d[^j}djE = —^Çdxjd^E 4- dj^jE)}^ 0.
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Ainsi ï2 [VP2^]a; = 0, et donc toute solution d'ordre 2 se relève en une
solution d'ordre 3.

Nous allons montrer maintenant que le symbole de ?2 est involutif en
construisant une base quasi-régulière en x ç. TM \ {0} (cf. [6]).

Puisque g^Pï} = Kera2(P2) = g2{Pi)^92(Pr\ un élément B e fi^r*
est dans ^2(^2) si, et seulement si,

a) B(S, JX) = 0,
(25)

b) B(hX, JY) - B(hY, JX) = 0.

Dans une base adaptée à la connexion { / i i , . . . , / in ,^i , . . . ,^nL °ù 1e8

hi e T71 sont horizontaux et Vi = J7^, pour i = l , . . . ,n , les équations
ci-dessus s'écrivent

a)B(5,î;,)=0, î=l,...,n,
(26)

b) B(hi,Vj) = B(hj,Vi), i j = l,...,n.

Puisque ces équations sont indépendantes, on a
.. / - . n(n+l) 2
dimg^Pï) = ——^—- + n.

Pour la suite du calcul il faut distinguer le cas où le spray est
homogène et le cas où il ne l'est pas. Notons que 5 est homogène si, et
seulement si, il est horizontal. En effet Y S = [J,S}S = [C,S] - J [ S , S ] =
[G,5], donc

(27) yS=^S-[C^S}).

• Cas où le spray est homogène.

Soit B = {^z,^}î=i,...,n une base de Tr où les vecteurs /i i , . . . ,/in-i
sont horizontaux, hn = S et Jhi = Vi pour tout i = 1,... ,n. Notons que
Vn = C. Soit
^ (^ b,,\^(B(h^h,) B(h^v,)\
{ ) {b,, c ^ } \B(v^h,) B ( v ^ v , ) } '
Compte tenu des équations (26) et de la symétrie de B, on a a^ = a^,
Cij = Cji, bij = bji, bni = 0, pour î , j = l , . . . , n .

Considérons maintenant la base B = {e^î^}^^...^ où e^ = hi +Wi,
n

pour i = 1,... ,n — 1, et en = hn -h ^ V k ' Dans cette nouvelle base la
k=l
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matrice de B est _
(^ lh,\
\ ̂ i Cij )

où Cij = Cij, pour î,j=l,...,n,et

/^ +îc^, î,j = l,...,n- 1 ;
î» - j ^n, J = n ;
bij -\ n

^Ckj, î=n.
- fc=i

Ainsi les composantes du bloc (c^) s'expriment à l'aide des bij par les
relations suivantes :

1~
Cm = -Oin, Z <n

1
_ \ ^ ^
^ij = -——:(bij - bji), 1 < i < j < n

v j
_ ^ 1 _ _
eu = bni - ̂  -,——:(bik - bkz), i < n

i / • "̂  — ^k^z

~ _ , -̂̂  I',
^n == ^nn ~ / ^ ~i°kn-

k^

Ceci montre qu'un élément de ^2(^2) est déterminé par le bloc S, qui est
symétrique, et par le bloc b. On a donc

,. , y (n-k)(n-k-}-l) . .
dim(p2)ei...efe == -————^————- + n(n - fc),

dim(^2)ei...en,^i-^ =0,
pour k = 1,..., n. Ainsi

n n

dim52(?2) + E^^^^^.^+^dim^^)),,.,,^...^

^^n(n^D^^(n-.)(n-fc+l)^^^_^

k=l k=l

_ 2 n(n+l) n(n- l ) (n+l) n^n -1)_n + ——^—— 4- ————^———— 4- ——^——

n(n+l)(2n+l)
= ————o———— = dimp3(P2),

ce qui montre que la base 6= {ej,^}^==i,...,n est quasi-régulière.
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• Cas où le spray est non homogène

Soit {^,^}i=i,...,n-i une base où hn = hS et les vecteurs hi ç T^-
sont choisis de telle manière que

n

(29) vS=Y^Vk, où Vi=Jhi (î=l,...,n).
fc=i

En utilisant à nouveau la notation (28) pour la matrice de B e ^2(^2) on
a toujours a^ = a^, c^ = c^, bij = bji pour î,j = 1,...,n. D'autre part

n
compte tenu de (26.a) et (29), on obtient bni = - ̂  Cfcz.

fc=i
Considérons maintenant la base B = {e^}^!^.^, où ei = /i^ 4-Wi,

pour î == 1,..., n. Notons a^-, &^ et ?^ ( î , j = = l , . . . , n), les coefficients de
la matrice de B dans cette base. On voit facilement que c^ = Cij et

bij = b^ -h îc^, î , j = l , . . . , n - l ;
^ n
bin = - S ̂ n + îCm, î = 1, . . . , ?Z - 1 ;

fc=l
^ »î
^m = - S c^ + rïCin, Z = 1, . . . , n - 1.

fc=l

Aussi le bloc (c^) s'exprime à l'aide des coefficients du bloc (bij) par les
relations suivantes :

^ 1 ^ ^
Sj = -——-.(bij — bji), pour 1 <, j < i <^ n11 ~ 3

n-1 - - - n~l 1 - -
f30) ^ii^——^—^ni-bin)-bni-^- ^ ,——:(frfcz -îik), l < i < n
\ / Tt 1 i i » / . ' ^ — ^

A;=l,A;^î

1 n—1 -,

^n=^^(bnn+Y^^^(bnk-hn).n-l\ " " • ^n-Â;

En effet, si 1 < z < n on a, avec (29)
n n—1

&m = bni -\- nCin = - ̂  C^ + UC^ = - ^ Cfci - C^ - Cn^ + nCin

k=l k=l,k^i

n-1

= - ^ Cki - Cu + (n - l)Cin
k=l,k^i

et donc, d'après (30)
n-1

Cu = (n - l)Cin -îin- ^ Cki

k=l,k^i

n ~ l ( h h \ î V1 ^i-bjk)
=^———^i-bin)-bm- ^ -^r^--

fc=l,fcyÉi
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D'autre part,

^ n""1

bnn = ̂ nn + ̂ C^n = - ̂  Cfcn + (ri - l)Cnn

k=l

et

1 /- rl-l \ 1 /- n~l 1
07171 = ..-rf̂  + E^)= .̂ "îP7171 + E n^^ -îfcn)'

Par conséquent dans la base B, un élément de ^2(^2) est déterminé
par les blocs a^ et 6^, où le bloc a^ est symétrique. Donc, comme dans le
cas où le spray est homogène, on trouve

,. , ^ (n-k){n-k-}-1)
dim(^)ei...e, = -———-^————L + n{n - k),

dim(^2)er..e.,^...^ =0
pour A; = 1,... ,n, d'où

n n

dim^(P2)+Edim^2(P2))^..,,+Edim(^(P2))^..,,^,^
A;=l fc=l

=dim^(P2),
ce qui montre que la base B est quasi-régulière. Ceci achève la démonstra-
tion du théorème. Q

4.2. Cas isotrope non plat.

4.2.1. Généralités.

Nous allons étudier maintenant le cas où le tenseur de Douglas est de
la forme A = AJ+Q!(g)(7, avec a -^ 0. Commençons par quelques définitions.

Soit L un tenseur de type (1-1), semi-basique sur TM. On pose

Z == LF + FL,

où F est la structure presque-complexe associée à la connexion [ J , S ]
(cf. (4)). Dans un système de coordonnées locales, si

L^L^x^dx^-^^
on a

L-( ^ °\"-^-r^ L^y
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On en déduit que les valeurs propres de L sont les valeurs propres de la
matrice (L^) (comptées deux fois).

Remarques.

1. Si X est un vecteur propre de L, alors FX est aussi vecteur propre
de L pour la même valeur propre. En particulier, si X est un vecteur propre
horizontal pour la valeur propre A, alors J X est aussi vecteur propre pour
la valeur propre A .

2. Soit x C TM et L(x) : T^ —^ TJ Pendomorphisme défini par
L(x)JX = LX. Alors L(x)JX ne dépend pas du choix de X, car si
X' est tel que J X ' = JX, on a X' = X + U, avec U vertical, donc
LX = LX'. On voit facilement que Lx diagonalisable équivaut à L(x)
diagonalisable : si {v\,...^Vn} est une base qui diagonalise L(x), alors
{ z ? i , . . . , V n , F y ^ , . . . ,Fy^} diagonalise Lx et réciproquement, si une base
diagonalise La; son image par J diagonalise L(x). En d'autres termes,

r\

puisque (L^){x) est la matrice de L{x) dans la base {—— \ , L est
l ôy^ J x

diagonalisable si, et seulement si, la matrice (L^) est diagonalisable.

DÉFINITION 4.2.1. — On dit que le tenseur (1—1) semi-basique L
est de type algébrique constant sur un ouvert U, si les degrés des diviseurs
élémentaires dans la décomposition de Jordan de L sont constants sur U.

DÉFINITION 4.2.2. — Soit E un lagrangien; un vecteur v e TM
est dit de longueur nulle si Q(C, 5% = 0, où S est un spray quelconque.

Cette condition ne dépend pas du choix de S. En effet, en coordonnées
locales, le vecteur v = (xa^ z^) e TM est de longueur nulle si, et seulement

^2 17'
si, g^(x,z)zazf3 = 0, où g^ = ̂ ^.

LEMME 4.2.3. — Si E est un lagrangien régulier, V ensemble des
vecteurs de longueur nulle est d ̂ intérieur vide. En particulier, soit f ç.
C°° (TM, M) telle que /^(C, 6') = 0 sur un ouvert U, alors f = 0 sur U.

En effet, puisque ÎC^E = dj(CcE-E), on a f^(C, S) = Cc{CcE-
E). Si !ÎE(C^ S) s'annulait sur un ouvert £7, CcE — E serait homogène de
degré 0 sur U et par conséquent, étant C° sur la section nulle, elle serait
constante sur les fibres de TM. On aurait donc dj{CcE — E) = 0, c'est-à-
dire ZC^E = 0, ce qui est exclu car Q.E est non dégénérée. D
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Dans la suite nous nous intéressons à l'existence de lagrangiens locaux
qui vérifient cette propriété.

LEMME 4.2.4. — Soie S un spray isotrope non plat, c'est-à-dire
a ̂  0, et XQ ç. TM. Alors :

1. a(S)xo 7^ 0 ^==^ AXQ es^ diagonalisable.

2. Si A est de type algébrique constant sur U et si S est variationnel
sur U, alors a{S)x 7^ 0 pour tout x ç:U et, en particulier, 0 ^ U.

Démonstration.

1. Supposons AXQ diagonalisable. Les valeurs propres de A^o sont
\(xo) et \{xo) + a(S)xQ- Si a(S)xo s'annulait, \{xo) serait valeur propre
de multiplicité 2n et donc on aurait Ayco == \(xo)I^ c'est-à-dire A = \J en
XQ, ce qui est exclu car a^o ^ 0. Réciproquement, si a(S)xo ¥- 0 l'espace

(31) U = a^ H T^

et l'espace Vect(/LS%o engendré par hS^o sont des espaces propres supplé-
mentaires dans T^ (correspondant aux valeurs propres A(:ro) et \{xo) +
a(S)xo)î on a donc

(32) T^=^eVect(/i5),,,

et on en déduit la décomposition de T^TM en sous-espaces propres
correspondant aux valeurs propres \(xo) et \(xo) 4- a(S)xo :

(33) T^ = (^ C J^) C (Vect(hS)^ 0 VectC^)-

Par conséquent A^o est diagonalisable.

2. Si A est de type algébrique constant sur U, alors : A est diago-
nalisable en tout point de U, ou bien il ne l'est en aucun point de U.
En d'autres termes : soit a{S)x = 0 pour tout x ç £7, soit a(S% 7^ 0
en tout point de U. Supposons que S est variationnel, et E est un
lagrangien non dégénéré associé. La condition d'intégrabilité ZA^E == 0
(cf. Proposition 3.2.2) donne ixj-^a^c^E == O? c'est-à-dire a A ZC^E = 0.
Puisque a ̂  0, il existe ̂  ç C°°(U, R) tel que îc^£J = P^ ̂ r Î7, et donc
n(<7,5') == pEOi(S). Si Q'(«S') = 0 sur U', tout x ç U serait de longueur nulle,
ce qui est exclu d'après le lemme 4.2.3. On a donc a{S)(x) ̂  0 pour tout
x ç U. Enfin, comme on le voit immédiatement en coordonnées locales,
a(S)o = 0, donc 0 ^ U. D
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4.2.2. Le théorème principal dans le cas non plat.

Dans ce paragraphe nous allons montrer le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Soit S un spray isotrope analytique non plat. On
suppose que le tenseur de Douglas A = XJ + a 0 C est de type algébrique
constant au voisinage de x et que la distribution engendrée par le spray
S et le champ canonique C est întégrable. Alors S est variationnel sur un
voisinage de x si, et seulement si,

1.a/\a'=Q (où a' = i^Csoi)

2. a A dja = 0

3. a A Dhx^ = 0 pour tout X ç. Kera

où D est la connexion de Berwald sur TM associée à S.

Rappelons que D est caractérisée par les propriétés suivantes (cf.
[9], II):

DJ =0, DF = 0, DhxJY == [h, JY}X, DjxJY = [J, JY]X.

Remarques.

1. Puisque le champ canonique C s'annule en 0, si S est de type
algébrique constant et non plat sur U alors nécessairement x ^ 0 sur U.
Ceci va assurer la régularité de l'opérateur différentiel. Par ailleurs, comme
nous l'avons vu, (cf. Lemme 4.2.4), si S est variationnel au voisinage de
x, alors nécessairement x -^ 0. Il est donc naturel d'étudier l'intégrabilité
formelle au voisinage de x 7^ 0.

2. La 2-distribution T> définie par le spray S et le champ canonique C
est intégrable si, et seulement si, il existe une fonction ^ telle que vS = fiC.

En effet, (cf. (27)), vS == .{S - [C, S}). Par conséquent si vS = fjiC,
alors [(7, S] = S — 2u,C, donc V est intégrable. Réciproquement, si V est
intégrable, alors il existe des fonctions a et b telles que [(7, S} = aS + bC.
D'autre part J[G, S] = JFS = J S = G, donc a = 1. Puisque S - 2vS =
aS + bC, on a vS = --C.

Zi
En particulier, si S est homogène, alors V est intégrable. Ainsi le

théorème contient comme cas particuliers les systèmes d'équations ho-
mogènes et, plus particulièrement, quadratiques.
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Démonstration du théorème. — Comme nous l'avons vu (cf. Pro-
position 3.2.2), la condition (ÎA^X = 0, c'est-à-dire (o^ A (ic^x = 0,
est une condition nécessaire pour qu'une solution formelle p = j^(E){x)
d'ordre 2 de l'opérateur différentiel PS se relève en une solution d'ordre 3.
On est ainsi amené à étudier l'opérateur

PS = (Pi, Pr, PA) : G°°(rM,R) -^ G°°(r; e A2^* e A^)
avec

PA = ÎA^J : ̂ (rM.M) —— C°°(A^),

où A^ = {6 e A2^* | 3(9 e r̂ * : 6 = a A 0}.

Le symbole 02 (PA) : S^T* —> A2, de PA est donné par

(a2(?A)G)(X, Y) = G(AX, JT) - G(AX, JV),
avec X, Y e T, G e ̂ T* et donc

(a3(PA)B)(X, Y, Z) = B(X, AV, JZ) - B(X, AZ, JY).
Aussi PS est régulier, car on a supposé x -^ 0.

D'autre part, il est facile de voir que PS admet des solutions régulières
d'ordre 2 en tout point x ^ 0. Notons en effet que si p = J2(E)^ est une
solution d'ordre 2 en x, la condition PA(E)^ = 0 s'écrit

Pïj^k = Pk-j^î
02E

ou ^J ~~ Q^QyJ ' soit ^1 5•>•5 ' ^ ; n} une base q111 diagonalise A(a:) et
gx le produit scalaire sur T^ qui rend orthonormée cette base. On a
^(A(.r)X,r) = g^(X,A(x)Y). Si (p,j) est la matrice qui exprime ̂  dans

la base {'Qy1} a=i n) ' on aura donc ̂ A^ = ̂ l^i ' on construit ensuite
les autres composantes de p en résolvant le système (17).

LEMME 4.2.5. — Soit 5' un spray isotrope non plat. On suppose que
le tenseur de Douglas A est de type algébrique constant sur un voisinage
U et que la 2-distribution engendrée par S et C est intégrable sur U. Alors
toute solution formelle d'ordre 2 de PS en x e U se relève en une solution
d'ordre 3 si, et seulement si, au point x :

1. a A dja = 0

2. a A a' = 0 (où a' = ihCsa)

3. a A D^xOL = 0 pour tout X e Kera

où D est la connexion de Berwald sur TM associée à S.
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Démonstration. — Calculons la dimension de ^(Ps). Puisque
^3(^3) = g^W^g^PA) = ̂ 3(Pi)n^(Pr)np3(PA), un tenseur B ç ^T*
est un élément de ^(Ps) si, et seulement si, pour tous X,Y,Z ç. T, les
équations (14), (20) et l'équation
(34) B(X, AV, J Z ) - B(X, AZ, JY) = 0
sont satisfaites. Soit B = { / i i , . . . , hn, î ^ i , . . . , v-n} une base qui diagonalise
A, avec h\,..., /in-i vecteurs propres horizontaux correspondant à la valeur
propre A, hn = hS et ^ = J7^, pour i = 1,..., n. En utilisant cette base,
B ç. g^P^) si, et seulement si, les équations (15), (21) et

a)B(^,C,^)=0
(35) î = l , . . . , n , j = l , . . . , n - l

b)B(^,C,^)=0

sont vérifiées. Notons tout d'abord que, puisque P est intégrable, on a
vS = [iC. Par ailleurs, les équations (35) s'expriment en fonction des autres
équations. En effet :

B(hi,C,Vj)=B(hi,Vn,v,)=B(v^hi,Vn)=B{v^hS^i)

= B(vj,S,Vi) - B(vj,fiC,Vi) = 0 pour i < n,j = 1, . . . ,n,

B(hn, C, Vj) = B{hS, G, ̂ ) = B(C', hS, Vj)

= B(C, S, Vj) - B(C, p.C, Vj) == 0.
D'autre part, une application simple de la méthode du pivot permet de

\Tt — 1)??'
voir que les ——,—— + (n — 1) équations de (35.b) sont indépendantes

Zi
des équations de (15) et (21), car elles sont calculées sur trois vecteurs
verticaux et leurs variables n'apparaissent pas dans les autres équations.
On en déduit que

/ . 4n(n+l)(2n+l) /(n_L)n \
dimp3(P3) = —————.————— - [——^—— + (n - 1)J

_ 4n3 + 3n2 - n + 6
= 6

et par conséquent,

(36) rang^(P3) = dim^T* - dimpi(P3) = 4n3 + 9n2^ 5n - 6

Pour construire le conoyau du premier prolongement de ?3 on consi-
dère les applications :

T^] : (r* (g) r:) e (T* 0 A2^*) © (r* 0 A^) -^ A2^*
r^ : (r* 0 r:) © (r* ̂  A2^*) © (r* 0 A2,) — A3^*
r^ : (r* ̂ r;) © (r* (g)A2r;) © (r* ^A^) — r; 0T;
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définies par

T[J,A](BS, 5r, BA)(X, Y, Z) = BA(JX, Y, Z) + BA(JY, Z, X)
+BA(JZ,X,Y),

TA'(BS, Br, BA)(X, Y) = BA(S, X, Y)
-(Bs(AX,Y)-Bs(AY,X)),

où X, Y, Z e F, et

TH(BS, Br, BA)(X, Y) = ̂ Br(JY, X, S) + BsÇJY, X)

-o^^'^-^^'^'

pour tous X, Y ç H, où U = a1- H Th.

On voit facilement que si TS = (ï2, T[J,A] » '^A7 ? ^p^) et ^3 = Im TS alors
la suite

(37) s3^ ^^(T* 0 T;) e (r* 0 A^) e (r* 0 A^) ^^ ^3 — o
est exacte. En effet, on vérifie tout d'abord que TS o ̂ (Ps) = 0. D'autre

part Kerr[j^] ̂  défini par ————.———— équations, KerïA7 par {n — 1)
^

équations et Kerr^ par {n — 1)- équations. Or toutes ces équations
sont indépendantes entre elles et indépendantes des équations définissant
Kerï2(P2), comme on le voit facilement. On en déduit que

dimKerr3(P3) = dimKerï2(P2)

+ [dimCT 0 A2,) - (n"l)(n"2) - (n - 1) - (n - l)2]
L Z J

4n3 + 9n2 + 5n - 6 , _ ,
= —————^————— = rang 0-3 (Ps) ;

b
ce qui montre que la suite est exacte.

Terminons maintenant la preuve du lemme. Soit V une connexion
linéaire sur TM. Une solution formelle p = j^(E)(x) d'ordre 2 de l'opéra-
teur ?3 se relève en une solution d'ordre 3 en x, si, et seulement si,
[ï3V(P3^)]a; = 0. On a au point x :

UJE = isddjE -\- dCcE - dE = 0, ir^E = 0 et ÎA^E = 0.

Ainsi
T2[V(P3^)]. = T2[V(P2^)]. = 0,

et
TA'[V(P3^)]. = (CsiA^E - dA(PlE))^ = (ÎA^E)x
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OÙ

(38) Af=v[A,S}h

est la dérivée semi-basique le long de S du tenseur A. Or
A' == v[S, A}h = v{Cs\)J + A[5', J] - Csa 0 C + a 0 [5, C])/i

= A'J + a' 0 C 4- a (g) ̂  = À'J + (a' -+- ^a) 0 C
où À' = ^5-À, et a' == h*(Cs^)- On a donc

ÎA'^Ê = (û/ + /^a) A ZC^E'
Puisque (iA^E)x = 0 et a^ ^ 0, il existe p£; e R tel que

(39) (ic^E)x = P£;a^.
On en déduit que

(40) TA'[V(^3^)]^ = (ÎA^E)x = (PE^ A O)^.

d'où, en utilisant (8),

T[^A][V(P3^)]^ = {djÎA^E)x = (î[J,A]^£;)^ - (dAd^E)^ = 3(ÎR^E)x-

D'autre part,

R = -[J, A] = djX A J + dja (g) C - a A J,
0

et donc

(41) T[j,A][V(P3^)]o: = (dja A îc^L = (p£;dja A a)^.
Enfin, si X, Y ç H, on a :

r^[VCP3^)UX, Y) =JV(îrWV, X, S) + V^(JV, X)

-———V(^A^)(^^^)a(ù)

-—.v(zA^)(^,5,y)a^;

=jjy(^-z^(x, 5) + JY^(X)

- ——JY(iA!î)(S^X) - ——hX(iA^)^Y)

=JY(i^E - ̂ )(X, S) + dw(JY, X)
- ^JY(Çl(C, X)) - hX(Sî(C, Y)).

Soit X e Kera. On a

Û£?(C,X)^ = ZC^E(X)^ = pEa{X)^ = 0
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et

^jyo(c,x) = jy^(/zc,x) = jy^(^,x),
d'où

(42) T^[V(P3^)].(^,y) = JY^E{X,S)^dwE(JY,X)^hX^E{S,JY).

D'autre part,

(i^EWX) = CS^E(JY,X)

= Jy^(6, X) - Xfl(S, JY) - f^(6, [JV, X})
ce qui donne enfin

(43) T^VC^UX, Y) = z^([X, JV]),.

Cette condition de compatibilité peut être exprimée d'une façon plus
claire à l'aide de la connexion de Berwald. Considérons une base adaptée
à la décomposition (33), donnée par {h,, JMz=i,...,n où hj e H, pour
i = 1,..., n - 1, et hn = hS. En x ç TM on a, pour i == 1,..., n - 1 :

^E(S,hi) = ̂ E(vS,hi) = ̂ E(C,hi)

= ̂ s)^^^ ~ ̂ )^JQ^/l^) = ̂
^E(S,Vi) = ̂ E(hS^i) = ̂ E(C,hi)

= ̂ (S)^^8'^ ~ 'atS}''7^^'^ = 0'

ce qui montre que ^(5,[X,JV]) = ^(S, [X, JY]c), où [X,JY]c est la
composante du vecteur [X.JV] sur C dans la décomposition (33). Par
conséquent, compte tenu de (43) et du lemme 4.2.4, on a

^[VC^3^)]a; = 0, si, et seulement si, [X, JY\c == 0 au point x.

En utilisant la décomposition spectrale de A, on voit immédiatement que
le projecteur sur l'espace propre correspondant à la valeur propre À+0(6'),
c'est-à-dire sur l'espace engendré par hS et (7, est

^À+^-A^-^^o^^^^^^^0^

La projection sur l'espace engendré par C dans la décomposition (33) est
donc pc = ——rîFQ. (g) C, d'oùa(S)

[X^Y]c=——a(F[X^JY])^C.
Oi(^)
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D'autre part, si D est la connexion de Berwald, compte tenu du fait que
X, Y e U = a1- H T^ et que a(F[X, JY})^ ne dépend que des valeurs de
X et Y en x, on a

a(F[X, JV]), = a(F[/i, JV]X), = a(F^x^).

= a(FJ^x^). = D^xa(Y)^
pour tout Y ç ̂ , ce qui montre que rn^ÇPsE)}^ = 0 si, et seulement si,

(44) (D^xa A a\ =0, VX G Kerc^.

Les équations (40), (41) et (44) nous disent donc que ^[^(P^E)}^ = 0 si,
et seulement si, les conditions de la proposition (4.2.5) sont satisfaites. Ces
équations sont donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que toute
solution d'ordre 2 de P^ se relève en une solution d'ordre 3. D

LEMME 4.2.6. — L'opérateur P^ est involutif.

Démonstration. — Comme la distribution P engendrée par C et S
est intégrable, il existe p, G C°°(TM) telle que vS = jiC. D'autre part on
a ^2(^3) = 92(Pi) ̂  92(Pr) ̂  92(PA) ; un élément B e ^T* est donc dans
^2(^3) si, et seulement si, il vérifie (25) et l'équation

(45) B(AX, JY) - B(AY, JX) = 0 pour tous X, Y e T.

Considérons la base B = {^,^}î=i...n, où : hi G Ji = Kera H T71, pour
i = 1,. . . , n — 1, hn = S et Jhz = ̂ , pour i == 1,. . . , n.

En utilisant la notation (28) on trouve

a) Cni = B(vn, Vi) = 0, i = 1 , . . . , n - 1,

b) bni = B[hn, Vi) = 0, i = 1 , . . . , n - 1,
(46)

C) bnn = B(hn,Vn) = /X • C^n,

d) bij - bj, = B(hi,Vj) - B(hj,Vi) = 0, ij = 1,... ,n.

En effet

— de l'équation (45) calculée en X = S et Y = /^, on obtient :

0 = B(AS,Vi) - B(Ahi,C) = a(S) ' B(^,î;,),

pour i = 1,.. . , n — 1, d'où (46.a), compte tenu du fait que isOi -^ 0;

— si i < n, en utilisant (25.a), on a

bm = B(h^Vz) = B(S,Vi) - B(vS,Vi)

= B(S, Vi) - ^B(v^ Vi) = B(S, Vi) = 0 ;
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— enfin pour bnn on a

&nn = B(/^, ̂ ) = B(5, C) - B(VS^ C) = B(S^ Vn) - ̂ B(v^ Vn) = /^W.

On en déduit

dim 52(^3) = dim^T* - n - (n - 1) - n(n ~ 1) = 3n2-n+2.
z z

Considérons maintenant la base B = {ei,Vj}ij=-^...n, où

ei = /ii +^n,
Ci == hi-^- (i- l)vi pour % = 2 , . . . , n - 1,

n

e-n = ̂ n+y^,

et montrons qu'elle est quasi-régulière. Soit ( ^J 23 } la matrice de
\ °ji ^j )

B e ^2(^3) dans cette base. On a

/

^•) =

\

bi

bu
bl2 + Ci2

,n-l+(n-l)ci,n-i
n-1

E^i
z=l

612
^22 + C22

62,n-l+(n-l)c2,n-l
n-l

S ^2
î=l

6l, n-l
62,n-l +C2,7i-l

• • • bn-1, n - l + ( n - l ) C n i , n i
71-1

S ̂ n-l
i=l

C7in\
0

0

Cnn i
/

Les c^ = c^ s'expriment à l'aide des bij par les relations suivantes :

1 < i < n',( Cin = 0,

^nn =' În î

Cij=-—-.{bij-bji),
v ~ j_ 1 ~ ~

?lî = ———{-(^l -^lz)^

1 < î < j < n;

î=2,...,(n-l);
i- 1

n-1 1 ~ -
^u = - S -7——-.(^ki - bik), i = j <n.

k=l,k^i K'~'l

Les éléments de g^Ps) sont donc déterminés par les paramètres a^- et 6^.
Par conséquent, pour la base K, on a :

T / \ (n ~ ̂ )n / X 9

dim(p2)e, = v ^ / + (n - l)2,

,. / ^ (n—k)(n—k-^-l)
dim(^)ei...e, = -——-^———^ + (n-l)(n-k) pour A; = 2,... ,n,

dim(^2)ei...en,vi...i;fc = 0 pour A; = 1,..., n,
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d'où :

dimg^Ps) + E^^ .̂̂ +E '̂̂ ))̂ .,̂ ,̂

.^^^^(n-^ ^1)^^_^_^

fc=l Â;=l

_ 3n2 - n + 2 n(n-l)(n+l) n(n - l)2

~ 2 + 6 + 2
4n3+3n2-n+6 - - ,

= —————g————— = dim^Ps),

ce qui montre le lemme et donc le théorème. D

Remarque. — Le calcul des caractères de Cartan montre que la
solution générale dépend de n fonctions arbitraires de n variables.

Enfin, compte tenu d'un résultat de Szenthe (cf. [14]) et du fait que
les sprays homogènes sont caractérisés par vS == 0, on a en particulier :

COROLLAIRE 4.2.7. — Soit F une connexion homogène [resp.
linéaire] analytique sur un voisinage U de M. Alors F est localement
la connexion canonique d^une structure finsiérienne à courbure isotrope
[resp. la connexion de Levi-Civita d'une structure rîemannienne à cour-
bure constante] si, et seulement si, le spray de F est isotrope et le tenseur
de Douglas vérifie les conditions du théorème 2.

Remarque. — Comme on vient de le voir, les obstructions au carac-
tère variationnel du spray dépendent de la distribution T> engendrée par
C et S. Dans cet article nous avons étudié le cas où V est intégrable,
ce qui revient au fait que la distribution A engendrée par C et vS est
de dimension 1 (cas qui comprend, entre autres, les sprays homogènes et
quadratiques). Nous nous limitons à donner ici quelques indications sur le
cas où dimA > 2, qui fera l'objet d'un autre article. Essentiellement, les
obstructions dépendent du degré de non holonomie de A, c'est-à-dire de
la dimension de l'algèbre de Lie engendrée par C et vS. Ceci s'explique
de la manière suivante. Il est facile de voir que si S est variationnel et de
lagrangien associé £', alors on a : ZA^E = 0, ZA'^E = 0 , . . . ̂ iAT^E =
0 ..., où A', A",.. . , A7 ' , . . . sont les dérivées semi-basiques successives du
tenseur de Douglas (cf. (38)). Ceci implique des restrictions sur l'existence
des solutions d'ordre 2, ce qui est essentiellement le théorème VIII de
Douglas. Il est facile de voir d'autre part que pour toutes formes à valeurs
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vectorielles semi-basiques L et M telles que ÎL^£; = 0 et ÎM^-E = 0, on
a ^[L^M^E = 0- Ainsi, lorsque la dimension de la variété est plus grande
que 2, les obstructions au caractère variationnel du spray ne proviennent
pas uniquement des tenseurs A, A', A",..., comme dans le Théorème VIII
de Douglas, mais aussi de l'algèbre de Lie graduée qu'ils engendrent par
le crochet de Frôlicher-Nijenhuis. Dans le cas d'un spray isotrope, on
voit facilement que cette algèbre de Lie est déterminée par l'algèbre de
Lie engendrée par C et vS^ ce qui explique pourquoi le degré de non-
holonomie de A intervient. Dans le cas général des sprays non isotropes
cette algèbre de Lie graduée est beaucoup plus large et c'est elle qui donne
des informations sur la solution du problème.
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