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Bevezetés

Disszertaciénkban az alapvetd geometriai transzformdciok — egybevago-
sag, hasonlésag, affinitds, kollinedcid, inverzidé — tanarképzésbeli oktatasa-
nak egy modjardl foglaltuk 6ssze gondolatainkat. Az érintett témakat, fel-
dolgozésukat a tanarképzé foiskolai geometriaoktatds keretei hatdroztdk meg,
mert oktatdsi tapasztalatainkat a Szegedi Tudomédnyegyetem Juhdsz Gyula
Pedagégusképzd Kardn, ill. elédjén, a Juhdsz Gyula Tanarképzd Fdiskoldn
szereztiik.

A geometriai transzforméciék hagyomdnyos targyaldsiaban az egybe-
vagosagot tavolsagtartd, a hasonlésagot pedig aranytartd transzformacidként
definidljuk (pl. [3], [6], [16]). Pelle Béla a tanarképzd fdiskoldk szdmadra irt
»Geometria” tankonyveiben ([14], [15]) a hagyomdnyostdl eltér6 mddon
vezeti be ezeket a fogalmakat. A sikratiikr6zés alapfogalmara, a Tiikr6zési
axiémakra alapozva a tér, ill. a sik egybevagésagat mint sikra, ill. egyenesre
vonatkozé tiikrozések szorzatit definidlja. A hasonldésdgot pedig centralis
nyujtds és egybevdgdsdg szorzataként értelmezi. A kétféle definidldsi mod
kozotti kiilonbséget roviden ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a hagyomanyos
definicié egy tulajdonsdgdval hatdrozza meg a fogalmat, az utébbi pedig
.konstruktivan”, vagyis médszert ad a leképezés megaddsara. Ez a mdédszer
azonban nem folytatédik [14]-ben a tovdbbi alapvetd leképezéstipusok, az
affinitdsok, kollineaciok vizsgdlatdnal. ([15]-ben nem szerepelnek ezek a
témak.)

Disszertacionkban ezt a konstruktiv, szorzatokra épiild mddszert tanul-
manyoztuk. Megvizsgaltuk axiomatikus alapjait, tovabba azt, hogy hogyan
lehet ezt a médszert az affinitdsok és a kollineacidk témakorére alkalmazni.

Els6 célunk a konstruktiv definidldsi modszer kiterjesztése volt. El0szor, a
[14]-ben és [15]-ben megkezdett mddszert folytatva, a centrdlis nydjtas fogal-
mahoz szorosan kapcsolédva, metrikus alapon definidltuk a sikbeli tengelyes
affinitdst és a sikbeli centralis-tengelyes kollinedciét. Majd az ily mdédon
bevezetett specidlis leképezések szorzataként definidltuk az uj, 4ltaldnosabb
leképezéstipusokat.

Tovabbi célunk volt, hogy a hasonldsagra, az affinitisra és a kollinea-
ciéra vonatkoz6 alapvetd tételeket a Tiikrozési axiomdkkal, ill. az egybe-
vagésagra vonatkozé tételekkel analég formdban, és analég moddszerekkel
targyaljuk. Egységes, kovetkezetes fogalom-, tétel- és mddszerrendszer ki-
alakitdsara torekedtiink.

Harmadik célunk a targyalds alapjit képezd Tiikrozési axiomdk és mads
axiomdk kapcsolatanak vizsgdlata, a Tiikrozési axidmak minél gyengébb alak-
ban torténd kimondasa volt. De nem volt célunk teljes, szigord axiomatikus
felépitést adni.



A disszertacidban, a ,,Bevezetés” utdn, a 2. fejezetben 4ttekintettiik az
egybevagosaggal kapcsolatos axidmacsoport tipusait, valamint a [14]-ben,
[15]-ben szerepld Tiikrozési axiomdkat. A 3. fejezetben felsoroltuk a késdbbi-
ekben haszndlt fogalmakat, tovdbba attekintettiik a sikbeli egybevagdsag
fogalmdra vonatkozé alapvetd tételeket. A 4. fejezetben a centrélis nyujtds, a
tengelyes affinitds és a centrélis-tengelyes kollinedcid, valamint a hasonldsag,
az affinitds és a kollineaci6 sikbeli definicioi szerepeltek. Az 5., 6. fejezetek-
ben az el6z6ekben bevezetett leképezések alapvetd tulajdonsagait targyaltuk. A
7. fejezetben roviden vazoltuk a konstruktiv targyaldsméd alkalmazaséat az
emlitett leképezések térbeli megfeleldire, tovabba az inverzidra és a hiper-
bolikus sik kérmodelljeire. A 8. fejezetben Osszefoglaltuk a téma oktatdsdval
kapcsolatos megjegyzéseinket. A 9. fejezetben a hasonlésag és a kollinedcié
fixpontjara vonatkozé konstrukcidinkat ismertettiik. Végiil a 10. fejezetben
visszatértiink az alapokhoz; részletesen foglalkoztunk a Tiikr6zési axiomak
gyengitési lehetdségeivel, kiilonos tekintettel a Dedekind-féle folytonossagi
axioma alkalmazdsara.

A transzformaciok

[14]-ben, [15]-ben a sikratiikrozés alapfogalmdra a Tiikrozési és Mérési
axiémdk vonatkoznak (1d. az ,,Axiomatikus hattér” fejezetet). Ezekre épiil a

sikbeli tengelyes tiikrozés és az egybevigdsig fogalma:

Definici6. Ha egy o sikot t egyenesben metszd y sikra torténd tiikrozés az a
sikot onmagdra képezi le, akkor az a sik e leképezését a t-re vonatkozo sik-
beli tengelyes tiikrozésnek nevezziik. ([15] 22. 0.)

Definicio. A sikon egybevdgdsdgnak nevezziik tengelyes tiikrozések véges
szorzatdt. ([14] 58. o.; [15] 57. 0.)

E leképezések alapvetd tulajdonsdgait Osszefoglald tételek a Tiikrozési
axiomak sikbeli analogonjai. Itt csak az egybevagdsigok un. ,alaptételét”
tekintjiik. Sikbeli zdszlonak nevezziik egy nyilt félsik és egy, a hatdran levo
félegyenes unidjat.

Tétel. Legyen adott a sikon két zdszlo. Pontosan egy olyan egybevdgdsdg
létezik, amelynél az elsé zdszlo képe a mdsodik. ([15] 42.-43. 0.)

A centrdlis nydjtds fogalma a hagyomanyos médon szerepel [14]-ben,
[15]-ben ([14] 110. o.; [15] 105. o0.). Megjegyezziik, hogy az aldbbi definicid
kicsit eltér az ott levotdl. A tovabbiakban irdnyitott szakaszokat hasznalunk.

Definicié. Legyen adott az euklideszi sikon egy C pont és egy A(#0) valds

szam. Centrdlis nyujtdsnak nevezziik a kovetkezd leképezést. C legyen fix;
mds P pont képe legyen az a P' pont, melyre CP' = ACP .
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A tengelyes affinitds és a centrdlis-tengelyes kollinedcié fogalmanak
bevezetésénél a centrdlis nyudjtaséhoz kapcsolédtunk; a hasonlésdgénal, az
affinitdséndl és a kollinedciééndl pedig az egybevdgdsidgéhoz Végig nagy
hangstlyt fektettiink az 1j fogalmak bevezetésének motivacidjara.

Definicio. Legyen adott az euklideszi sikon két, egymdssal nem pdrhuzamos
egyenes, t és e, és egy A(#0) valds szam. Altaldnos tengelyes affinitdsnak

nevezziik a kovetkezo leképezést. t pontjai legyenek fixek; mds P pont képe
legyen az a P' pont, melyre TP'=ATP, ahol T a t egyenes azon pontja,
melyre (PT) egydlldsi e-vel.

Definicié. Legyen adott az euklideszi sikon két pdrhuzamos egyenes, t és e, e
egyik irdnyitdsa, és egy A >0 valds szdm. Specidlis tengelyes affinitdsnak
nevezziik a kovetkezo leképezést. t pontjai legyenek fixek; mds P pont képe
legyen az a P' pont, melyre PP' hossza Ad(t,P), és egyirdnyi, ill. ellen-

tétes irdnyi e-vel, attdl fiiggden, hogy t nem vdlasztja el, ill. elvdlasztia P-t és
e-1.

Definicié. Legyen adott a kibdvitett euklideszi sikon egy t egyenes, rajta kiviil
egy C pont, és egy A(=0) valos szam. Altaldnos centrdlis-tengelyes

kollinedcionak nevezziik a kovetkezd leképezést. C és t pontjai legyenek fixek;
mds P pont képe legyen az a P' pont (CP)-n, melyre (P'PCT)=A, ahol
T =(CP)nt.

Definicio. Legyen adott a kibévitett euklideszi sikon egy t egyenes és rajta
egy C pont.

Ha C és t is idedlis, akkor a hozzdjuk tartozo specidlis centrdlis-tengelyes
kollinedciokon a C irdnyii eltoldsokat értjiik.

Ha t kozonséges és C idedlis, akkor a hozzdjuk tartozo specidlis centrdlis-
tengelyes kollinedcickon a t tengelyti specidlis tengelyes affinitdsokat ért-
Jiik.

Ha t és C is kozonséges, akkor legyen adva még egy t-vel pdrhuzamos f
kozonséges egyenes. Ekkor specidlis centrdlis-tengelyes kollinedcionak
nevezziik a kovetkezo leképezést. t pontjai legyenek fixek; mds P pont
esetén legyen F = (CP)N f . Ha P kozonséges, akkor képe legyen az a P’

pont (CP)-n, melyre (CPP') = % ; ha P idedlis, akkor pedig P'=F .

Definicié. Az euklideszi sikon hasonldsdgnak nevezziik tengelyes tiikrozések
és centrdlis nyijtdsok véges szorzatdt.



Definicio. Az euklideszi sikon affinitdsnak nevezziik centrdlis nyijtdsok és
tengelyes affinitdsok véges szorzatdt.

Definicié. A kibovitett euklideszi sikon kollinedcidnak nevezziik centrdlis-
tengelyes kollinedciok véges szorzatdt.

A disszertacioban megvizsgaltuk, hogyan lehet az igy definidlt leképezé-
sek alapvetd tulajdonsdgait ugy Osszefoglalni, bizonyitani, hogy a targyalds
egységes legyen, minél jobban kiemelje az egymds kozti, ill. a Tikrozési
axiomakkal fenndll6 analdgidkat. Példaként a centrdlis-tengelyes leképezések
egyenestartdsdnak igazoldsat emlitjiik, a szorzatleképezésekkel kapcsolatban
pedig az un. alaptételeket és a kollinedcidk szorzatalakjira vonatkozd egyik
tételt emeljiik ki:

Tétel. Legyen adott az euklideszi sikon két zdszIo, tovdbbd a félegyenesiikon
egy-egy pont. Pontosan egy olyan hasonlésdg létezik, amelynél az elsé zdsz-
16 képe a mdsodik zdszlo, az elson kijelolt ponté pedig a mdsodikon kijelolt
pont.

Tétel. Legyen adott az euklideszi sikon két zdszIo, tovdbbd a félegyenesiikon
és a belsejiikben egy-egy pont. Pontosan egy olyan affinitds létezik, amelynél
az elso zdszlo képe a mdsodik zdszlo, az elsén kijelolt pontoké pedig a
mdsodikon kijelolt megfeleld pont.

Tétel. Legyen adott a kibdvitett euklideszi sikon két zdszlo, tovdbbd a fél-
egyenesiikon és a belsejiikben egy-egy pont. Pontosan egy olyan kollinedcio
létezik, amelynél az elsé zdszIo képe a mdsodik zdszlo, az elson kijelolt
pontoké pedig a mdsodikon kijelolt megfeleld pont.

Tétel. A kibovitett euklideszi sikon minden kollinedcio elddll két centrdlis-
tengelyes kollinedcio szorzataként.

A kollinedcidk alaptételéhez a zaszlé fogalmdt ki kellett terjeszteni a
kibdvitett euklideszi sikra. Az utols6 tétel igazoldsdhoz felhaszndltuk a kol-
line4cidk fixpont-tételét is. A sikbeli hasonlésdgok, ill. kollineacidk fixpont-
janak 1étezésére tobbféle bizonyitds ismert (pl. [1], [12], [13], [16], ill. [2],
[8], [10], [17]). Mi mindkét esetben szorzatokra épiilé, egymadssal anal6g
bizonyitast konstrudltunk. Az adott hasonlésagot, ill. kollinedciét harom
alkalmas leképezés szorzatara bontottuk, majd belattuk, hogy a masodik és
harmadik szorzatdnak van fixpontja, végiil elértiik, hogy ez a pont az elsénél
is fix legyen. Az utols6 1€pés alapja az a tétel, hogy a sik minden egybe-
vagosaga eléall két tiikrozés szorzataként Ugy, hogy az egyik tiikrozés
tengelye, ill. centruma bizonyos feltételek mellett tetszélegesen valaszthato.



A téma oktatasaval kapcsolatos megjegyzések

Véleménylink szerint az egységes felépitésre vald torekvés egy nagyon
fontos didaktikai elv. A fogalmak anal6ég médon torténd definidldsa segiti az
Uj fogalom megértését, a fogalmak Osszekapcsoldsit. Tovabbd, az analdg
tulajdonsdgok kiemelése, ezek hasonlé médon torténd bizonyitdsa is nagyban
hozzdjarul az Osszefiiggések megértéshez. Ellenben a menetkézben torténd
radikdlis szemlélet- és mddszervaltas zavart okozhat. Mdsrészt, egy modszer
kizardlagos, ,,mindendron” val6 alkalmazasa is karos lehet.

Az egységre vald torekvésen tidl vannak mds szempontok is, ami alapjan
eldontjiik, hogy egy témakort hogyan tanitunk, hogyan dolgozunk fel, egy-
egy részproblémadt milyen — a ,,févonalt6]” esetleg eltéré — mddszerrel oldunk
meg. Ilyen szempont lehet pl.: a tanuldk eléismerete, tuddsszintje; a témakor
feldolgozasahoz rendelkezésre all6 idOkeret; a vizsgalt témakor mds témakkal
valé kapcsolata; a moddszerek hatékonysdga, egyszerlisége vagy
bonyolultsdga; a tandr véleménye, tapasztalata az egyes modszerekrol.

Kiilonosen fontosnak tartjuk a moddszerek kozotti egyenstlyra vald
torekvést. A képzésnek az is célja, hogy a hallgatdk lehetdség szerint tobb-
féle eszkozt, megoldasi médot ismerjenek meg — azok eldnyeivel és hatra-
nyaival egylitt —, amit majd alkalmazhatnak, ill. tovdbbadhatnak. A kovet-
kez6kben megprébéljuk sorravenni, hogy a konstruktiv médszer didaktikai és
matematikai elveinek milyen kovetkezményei vannak, tovabba hogy hol és
hogyan kapcsolhaté 6ssze mas mddszerekkel.

1. A geometriai transzformaciok konstruktiv definicidi teljes 0sszhangban
vannak a fiiggvények megszokott, elemi megaddsi médjaval: a definicidk az
értelmezési tartomdnyt és a hozzarendelési szabdlyt rogzitik. Azonnal meg
tudjuk adni, meg tudjuk ,,mutatni” barmely pont képét. Ezért konkrétabbak,
,-kézzelfoghatébbak”, de hosszabbak, bonyolultabbak is, mint a hagyomanyos
definiciék. Utébbiakban bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkezd fiiggvény-
osztalyt definidlunk. (PL.: ,,a sik olyan egyenestarté transzformicidja, ami-
nek van tengelye”.) Pont képének megaddsa csak egyéb, a definicidban nem
szerepld tulajdonsag levezetése utan lehetséges.

2. A konstruktiv médszer nem a legéltalanosabb, nem a legkevesebbet
kivan6 formdban vezeti be a fogalmakat. Minden leképezéstipus vizsgilata
egy specidlis esettel kezdddik; ennek jellemzése utdn kovetkezik a szorzat-
leképezés. A specidlis feldl haladni az dltalanos felé szintén fontos didaktikai
elv. Ha azonban a sok tulajdonsdg koziil meg akarjuk hatdrozni a legfonto-
sabbakat — amik meghatdrozzdk a leképezést — akkor ez kiilon vizsgédlatot
igényel. Ezzel a targyalds — a hagyomanyos felépitéssel 0sszehasonlitva —
hosszadalmasabba, kevésbé ,,gazdasdgossa” valik. A hagyomdnyos felépités
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az altaldnos esettel kezd, a leképezés {6 invaridnsai kozvetleniil a definicié-
ban jelennek meg. Ez a méd az altalanositds, az analitikus jellemzés, a mas
geometridkban valé megjelentetés szempontjadbol elénydsebb. A szorzat-
alakban val6 eldédllitdst nem kell kiilon vizsgdlni, a megadassal kapcsolatos
alaptételek igazoldsdban megjelenik.

3. A disszertaciéban foglalkoztunk a transzformicidk hagyomdnyos és
konstruktiv definiciéinak egyenértékiiségével. Véleményiink szerint az ekvi-
valencia emlitése, vizsgdlata nemcsak elméletileg, hanem az oktatds szem-
pontjabdl is fontos. Egybevagésag és hasonldsdg esetén azért, mert a hallga-
ték kozoktatasbeli tanulmédnyaik sordn mas definiciét ismertek meg ezekre a
fogalmakra, ill. tandrként mds definiciét fognak majd tanitani. Affinitds és
kollinedcié esetén pedig azért, mert a hallgatok esetleges késébbi tanulma-
nyai sordn mds geometridkban mds definicié vonatkozik rdjuk. A kiilonbdz6
definiciétipusok zavart okozhatnak, ha nem targyaljuk kapcsolatukat.

A kozépiskolai tankdnyvek az egybevigdsdagot a hagyomdnyos médon, a
tavolsagtartas tulajdonsagdval vezetik be. A hasonl6sag kétféleképpen jelenik
meg: vagy az ardnytartds tulajdonsdgdval vezetik be, vagy centrélis nyujtas és
egybevagdsag szorzataként definidljak. (pl. [4], [5], [11])

Az egységes rendszer kialakitasa érdekében az affinitds és a kollineacid
fogalmait is metrikus alapon vezettiik be, tigy, hogy szorosan kapcsol6dtunk
a kordbban tanult leképezések definicidihoz. A hallgatéknak ez természetes,
hiszen erds benniik a leképezésekkel kapcsolatos metrikus gondolkodas. Ez
azonban azt a téves képzetet is okozhatja, hogy ezeket a fogalmakat — sét, az
,egész” geometridt — kizdr6lag metrikus alapon lehet tirgyalni. Ezen segithet,
ha a megfeleld tételek utdn szélunk a hagyomanyos felépitéssel valé kapcso-
latrél, a f6 invaridnsok kiemelésével. Ez lazitja a metrikus fogalmakhoz val6
kotodést, elokésziti az dltalanositdst, a mds geometridk felé val nyitést.

A kiilonboz6 definidldsi médokat esetleg rogton a fogalom bevezetésé-
nél is lehet érinteni. A megfeleld specidlis leképezések targyaldsa utdn az
altalanos leképezés fogalmat egy-egy olyan tételre alapozhatjuk, ami bizo-
nyos tulajdonsagok ekvivalencidjat rogziti:

Tétel. Az abszoliit sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai ekvivalensek
egymdssal:
- Elodll véges sok tengelyes tiikrozés szorzataként.
- Tavolsdgtarto transzformdcio.
Az ilyen leképezést egybevdgosdgnak nevezziik.

Tétel. Az euklideszi sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai ekvivalensek
egymdssal:
- Elodll egy egybevdgosdg és egy centrdlis nyiijtds szorzataként.
- Elodll véges sok tengelyes tiikrozés és centrdlis nyujtds szorzataként.
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- Ardnytarto transzformdcio.
Az ilyen leképezést hasonldsdgnak nevezziik.

Tétel. Az euklideszi sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai ekvivalensek
egymdssal:
- Elédll egy hasonlosdg és egy tengelyes affinitds szorzataként.
- Elédll véges sok tengelyes affinitds és centrdlis nytjtds szorzataként.
- Egyenestarto transzformdcio.
Az ilyen leképezést affinitdsnak nevezziik.

Tétel. A kibovitett euklideszi sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai
ekvivalensek egymdssal:
- Elodll egy affinitds és egy centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként.
- Elédll véges sok centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként.
- Egyenestarto transzformdcio.
Az ilyen leképezést kollinedcionak nevezziik.

4. Felépitésiinkben nemcsak az egybevigdsag definicigja tér el a koz-
oktatdsban szerepl6t6l, hanem annak axiomatikus alapja is. Az iskolai alap
vagy a (térbeli) ,,mozgds”, vagy szakaszok, szogek ,.egybeviagdsidga” (esetleg
mindkettd), ill. ezek alapvetd tulajdonsdgai. A tankonyvek ezek alapjan
vezetik be az egybevagdsig, és a tiikrozések fogalmait is. A Tiikrozési axid-
mékra épiilo felépitésben pontosan az ,ellenkez6 irdnyd” felépitéssel taldl-
koznak a hallgaték: itt a sikratiikrozés az alap. Tehat pl. a tengelyes tiikr6zés
fogalmanak bevezetésénél a megszokott, felezomerdlegest vagy térmozgast
alkalmazé definicié helyett itt egy teljesen Uj formdjui és szemléletii defini-
ciét ismernek meg. Ez a ,,szemléletvaltds” problémat jelent a hallgatéknak,
kiilondsen azért, mert rogton a geometriai tanulmanyok elején jelentkezik.
Ezt a problémat taldn csak kés6bb lehet feloldani, pl. amikor a Parhuzamos-
sdgi axiomdval ekvivalens dllitdsokat targyaljuk. Ekkor bdvebben lehet szot
ejteni arrdl, hogy mdas axiémadk is ,létrehozhatjdk” ugyanazt a geometriat.
Természetesen itt azzal a problémaval is szembe kell nézni, hogy a hallgaték
mennyire vannak tisztdban az axidémarendszer un. ,klasszikus” (,,szemléle-
tes”, fizikai tapasztalatokon alapuld) és ,,modern” (logikai, definicids) jelen-
tésével.

5. A kollinedcidk targyaldsdndl is felmeriil egy axiomatikus jellegii
probléma. Ezt a leképezést az ,.idedlis elemekkel kibdvitett euklideszi sik”-on
vezettik be, amit ,,projektiv sik”-nak is nevezhetnénk, mert illeszkedési,
rendezési és folytonossdgi struktirdja modellezi az un. ,,valés (klasszikus)
projektiv sik” axidmarendszerét. Mi mégsem haszndltuk ezt a fogalmat, a
kovetkezOk miatt. Vizsgalataink sordn végig kiilonbséget tettiink az idedlis és
kozonséges elemek kozott, tovdbba a Tiikrozési és Parhuzamossagi axid-
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mdkon alapulé metrikus fogalmakat haszndltunk. A valdés projektiv sikon
azonban (eredendden) nincsenek sem Kkitiintetett elemek, sem euklideszi ala-
pu metrika. Ha a hallgaté késébbi tanulmdnyai sordn taldlkozik a projektiv
geometria axiomatikus targyaldsaval, zavart okozhat a projektiv sik fogalma-
nak kétféle haszndlata. Ha a centrdlis-tengelyes kolline4cidt csak az eltlinési
egyenestdl megfosztott euklideszi sikon definidlndnk, akkor megmaradnank
az euklideszi geometria keretei kozott. De ez koriilményesebbé is tenné a
targyaldast, hiszen tobb ilyen leképezés szorzatdndl tobb egyenest kellene ki-
zarni. Természetesen a hagyomanyos axiomatikus projektiv utat is valaszthat-
juk, és csak a valds projektiv sik geometridjanak kiépitése utdn kapcsoljuk
0ssze a kollinedcid és a tobbi leképezés fogalmait.

6. A sikbeli és térbeli leképezések kozotti kapcsolat is figyelmet érde-
mel. Kiilon a sikban és a térben ugyan egységes felépitést valdsitottunk meg,
de nincs ,.teljes” egység a sik és a tér kozott. Egyrészt nem ,,egyforma” pl. a
sik- és térbeli egybevigdsdg definicidja: az egyikben tengelyes, a masikban
sikratiikrozés szerepel. Természetesen csak formailag nem egyeznek meg,
tartalmilag igen, hiszen a sikbeli tengelyes tiikr6zést sikratiikrozéssel defini-
altuk. (Ilyen fogalmi ,.kettdsség” mas felépitésben is el6fordul. Pl. a hagyoma-
nyos felépitésben szakaszok, szogek egybevagdsaga alapfogalom, mds alak-
zatoké pedig az erre az alapfogalomra visszavezetett tavolsagtart6 leképezé-
sekkel van definidlva.) A madsik probléma az, hogy a sikbeli leképezéseket
egy sikon beliil definidltuk, a térben két kiillonbozd sik kozott nem 1étesite-
nek kapcsolatot. Ezért a két sik kozotti parhuzamos, ill. centralis vetités kiilon,
4j tipust specidlis leképezésként jelenik meg. Viszont felhaszndldsukkal 6ssze
lehet kapcsolni a sik- és térgeometridt tigy, hogy beillesztjiik ezeket is a szor-
zatos felépitésbe: sikbeli tengelyes affinitdst elddllithatunk sikok kozotti
térbeli tengely koriili elforgatds és parhuzamos vetités szorzataként; sikbeli,
kozonséges centrumu és tengelyl centralis-tengelyes kollineaciét pedig eld-
allithatunk sikok kozotti térbeli tengely koriili elforgatds és centrdlis vetités
szorzataként. Igy ezeket az eldallitasokat is felhasznalhatjuk a leképezések
vizsgélatdban.

7. A leképezések targyaldsakor fontos kérdés, hogy mi lesz kor (kdpsze-
let) képe. Kor (kupszelet) affin, ill. kollinedciés képének vizsgélata a hagyo-
mdnyos felépitésben részben vagy egészében analitikus geometriai médon
torténik. A konstruktiv felépitésben is sziikségiink van erre az eszkozre. Kor
tengelyes affinitdsndl, ill. centrélis-tengelyes kollinedciéndl kapott képének
vizsgélatat csak koriilményes médon tudjuk beilleszteni a szorzatos felépi-
tésbe. Az el6z6 pont végén emlitett, térbeli elddllitasok alapjan kapjuk, hogy
kor képe tengelyes affinitdsnal, ill. centrélis-tengelyes kollinedciéndl egy kor-
henger-, ill. korkupfeliilet és egy sik metszésvonala. Egyenes korhenger, ill.
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korkip esetén a Dandelin-tételek megadjak vélaszt, hogy mi ez a metszet, a
ferde esetre azonban nem. Affinitds esetén, kitérovel ugyan, de még valaszt
kaphatunk ezen a médon. Ugyanis minden affinitds eldall egy hasonldsdg és
egy merdleges tengelyes affinitds szorzataként (pl. [9], [13]); meréleges ten-
gelyes affinitdsndl pedig elérhetd, hogy egyenes korhenger sikmetszete legyen
a vizsgélt kor képe. De kollineécio esetén dltaldban mar nem tudjuk biztositani az
egyenes korkdpot. Ferde korkip sikmetszetének vizsgilata pedig minden-
képpen igényel koordindtageometriai eszkozoket is. A tobbi kipszelet képé-
nek vizsgdlatara pedig csak annyiban alkalmas a fenti médszer, hogy levezet-
heté: minden kiipszelethez van olyan centrilis-tengelyes kollinedcid, ami 6t
korbe viszi. (Felhaszndlva, hogy minden kiipszelet elddllithaté egyenes korkip
sikmetszeteként.) Természetesen, ez az eredmény elég tobb fontos témadval
kapcsolatban is: igazolhatd, hogy barmely két kipszelethez van olyan kolli-
nedcid, aminél az egyik képe a mdsik; megoldhatok kipszelet és egyenes
metszésével, érintésével kapcsolatos feladatok; bizonyithaték a Pascal és
Brianchon tételek. (Hiszen ezek allitasait korre , . konnyen” megkaphatjuk.)

Ha a kupszeletek affin, ill. kollinedciés képének vizsgdlatét teljes altald-
nossdgdban részletezni akarjuk, akkor ezt a kezdetektdl fogva analitikusan
targyaljuk. De véleményiink szerint, tobb szempontbdl ekkor is megéri egy
specidlis esetben — egyenes korhengert, ill. -kiipot feltételezve — a fenti,
szorzatos médon vélaszt keresni. Egyrészt motivicids céllal; masrészt szEép
példija a sik- és térgeometria Osszekapcsoldsdnak; harmadrészt, sejtést
fogalmazhatunk meg az 4ltaldnos esetre. Utdna pedig — utalva arra, hogy nem
minden esetben alkalmazhat6 ez a médszer — természetes modon mertll fel az
analitikus méd, hiszen a sejtett képek egyenleteit ismerjik.

8. Részben ugyanez a helyzet a leképezések fixpontjaval kapcsolatban is.
A disszertaciéban ismertettiink a hasonlésagok és kollineaciok fixpontjanak
létezésére egy-egy szorzatokra épiil6 konstrukcidt; a minden részletre
kiterjedd bizonyitds — féleg kollinedciondl — hosszadalmas. Ha nem akarunk
mindent kirészletezni, akkor hasonldsdg esetén viszonylag roviden meg-
mutathaté a fixpont 1éte. Természetesen tobb mds szintetikus modszer is
rendelkezésre all hasonldsdg fixpontjaval kapcsolatban. De a kollinedcidk
fixpontjat mir mindenképpen analitikus tton érdemes keresni.

9. Itt emlitjiik meg, hogy éppen az el6zéekben emlitett, szintetikusan
nehezen targyalhaté részek eredményeinek szemléltetésében nagyban segithet
egy dinamikus geometriai szoftver haszndlata, pl. ,,Euklides” ([20]), ,,Cabri”
([18]), ,,Cinderella” ([19]). Mér pl. az eltolas és az elforgatas targyaldsa kap-
csdn haszonnal alkalmazhatd, amikor azt vizsgéljuk, hogy az Oket eldallité
tiikrozések tengelyei koziil az egyik (bizonyos feltételekkel) tetszdlegesen
vehetd fel. Egyenes, kor, kiipszelet képének vizsgdlatakor is nagy segitséget
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nyujt a mozgathatsag, mozgd pont nyomvonaldnak meghatdrozasa, kiilléno-
sen affinitas, kolline4cid és inverzid esetén. A hasonldsdg (és a kollinedcid)
fixpontjara adott konstrukcidnk papiron, tabldn nehezen elképzelhetd részle-
tei is hatdsosan, az alapotletet megvildgité médon jelenithetok meg ezzel az
eszkozzel.

Axiomatikus hattér

[14]-ben, [15]-ben a ,,sikratiikr6zés” alapfogalmdra a X.-XIV. Tiikrozési
axiomak ([14] 21-22. o., [15] 17-18. 0.) és a XV., XV.* Mérési axiomak
([14] 40.,42. 0., [15] 34., 37. 0.) egyes részei vonatkoznak:

»X« Bdrmely y sik meghatdroz a térben egy kolcsondsen egyértelmii leképe-
zést, amelyet a y sikra vonatkoz0 tiikrozésnek neveziink.

XI. A y sikra vonatkozo tiikrozés a y sik pontjaihoz onmagdt rendeli, a y sik
dltal meghatdrozott egyik féltér pontjaihoz a mdsik féltér pontjait, a
képpontokhoz az eredeti pontokat, egy egyenes pontjaihoz egy egyenes
pontjait rendeli.

XII. Ha a y sikra vonatkozd tiikrozés az o sikot a B sikba viszi dt, akkor az o-
hoz szimmetrikus pontokat 3-hoz szimmetrikus pontokba viszi dt.

XIII. A tér bdarmely két kiilonbdzo pontjdhoz egy és csak egy szimmetriasik
tartozik.

XIV. A tér tetszoleges pontjabol kiindulo két félegyeneshez egy és csak egy
szimmetriasik tartozik.

XV. Minden szakaszhoz hozzdrendelheté egy pozitiv valos szdam, amelyet a
szakasz hosszdnak neveziink. Ha a hosszegység adott, akkor bdrmely A
kezddpontii félegyenesen egy és csak egy olyan B pont taldlhato, melyre
nézve az AB szakasz hossza egy adott pozitiv szdm. Egybevdgo szaka-
szok hossza egyenld. Egy szakaszt bdrmely belsé pontja két olyan sza-
kaszra bont fel, amelyek hosszdnak Osszege az eredeti szakasz hossza.”

(A szogekre vonatkozé XV.* dllitds XV. analogonja.)

Mi a fenti Tiikrozési axiomakat kissé megvaltoztattuk. Elsonek vessziik
T1. néven a kovetkezd, XI.-nek megfeleld axidomat. Ebben adjuk meg az alap-
fogalom legfontosabb tulajdonsagait. (Fixsikon pontonként fix sikot értiink.)

T1. Bdrmely sikratiikrozés a térnek olyan egyenestarto, involutorikus
transzformdcioja, melynek van fixsikja, ami bdrmely rd nem illeszkedd
pontot elvdlaszt a képétol.
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Kovetkeznek a T2., T3. és T4. nevl, rendre a X.-nek, a XIII.-nak és a
XIV.-nek megfeleld axiomdak, amelyek az alapfogalom létezését, egyértelmi-
ségét és megadasdnak maodjait rogzitik.

T2. A tér bdrmely sikjahoz pontosan egy olyan sikratiikrozés létezik, mely-
nek fixsikja az adott sik.

T3. A tér bdrmely két pontjdhoz pontosan egy olyan sikratiikrozés létezik,
amelynél az adott pontok egymds képei.

T4. A tér bdrmely két kozos kezddopontii félegyeneséhez pontosan egy olyan
sikratiikrozés létezik, amelynél az adott félegyenesek egymds képei.

A XII. Tiikrozési axiéma helyett masik allitast hasznaltunk axiémaként:

TS. Ha egy térzdszlo sikratiikrozések két véges szorzatdndl kapott képei
megegyeznek, akkor a két szorzat egyenlo.

A disszertdcidban targyaltuk a T5. és az eredeti XII. axiéma kapcsolatat,
tovdbbd megvizsgaltuk, hogy ha az Illeszkedési, Rendezési axiémak mellé
feltesszilk a Dedekind-féle folytonossagi axiémat is (pl. [7]), akkor a
Tiikrozési axidmak allitdsaibdl mi igazolhaté. Belattuk, hogy ekkor elég a
kovetkezo, mddositott Tiikrozési axidmakat kimondani:

T1.* Bdrmely sikratiikrozés a térnek egyenestarto, involutorikus, nem iden-
y 8y
tikus transzformdcioja, melynek van fixsikja.

T2.*% A tér bdarmely sikjdhoz létezik olyan sikratiikrozés, melynek fixsikja az
adott sik.

TS. Ha egy térzdszlo sikratiikrozések két véges szorzatdndl kapott képei
megegyeznek, akkor a két szorzat egyenlo.

Tehat T1. és T2. éllitdsai gyengithetdk, T3. és T4. éllitdsai pedig le-
vezethetok. (A Mérési axiomak allitdsai is bizonyithatdk.)
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Introduction

In the dissertation we summarized our thoughts about a method of the
teaching of basic geometric transformations — isometry, similarity, affine
transformation, collineation, inversion — in teacher-training. The topics
involved in the dissertation and the way of the treatment were determined by
the frames of the teaching in teacher’s training colleges, because we gained
our teaching experience at the University of Szeged, Juhdsz Gyula Faculty of
Education, formerly Juhdsz Gyula Teacher’s Training College.

In the classical treatment of geometric transformations isometry is
defined as a distance-preserving transformation and similarity is defined as a
ratio-preserving transformation (e.g. [3], [6], [16]). Béla Pelle in his
“Geometry” textbooks for teachers’ training colleges ([14], [15]) introduced
these concepts in a different way. Founding on the primitive concept of
“reflection in plane” and the axioms of Reflection space (plane) isometry is
defined as a product of reflections in plane (in line); similarity is defined as a
product of central dilatation and isometry. If we want to describe the
difference between the two ways of definition, we can say that the classical
one is based on a property, and the other one is a “constructive” way, it
provides technique to give the transformation. This way does not proceed in
[14] for studying the other basic types of mappings: affine transformations
and collineations. (These subjects are not involved in [15].)

In our dissertation we examined this constructive, product-based method.
We studied its axiomatic basis, and the possibility of applying this method
for the affine transformations and collineations.

Our first aim was to extend the constructive way of definition. At first —
continuing the way of [14] and [15] — we defined the concepts of the axial
affine transformation and central-axial collineation in the plane, in a metric
way that is strongly connected with the concept of the central dilatation. Then
we defined the new, general type of mappings as products of the mentioned
special mappings.

Our further aim was to study the fundamental theorems related to the
similarity, affine transformation and collineation analogously to the axioms
of Reflection and the theorems related to the isometry. We aspired to form a
unified, consistent system of concepts, theorems and methods.

Our third aim was to examine the connection between the Axioms of
Reflection and other axioms, and to weaken the axioms of Reflection as
much as possible. But we did not want to make a complete, rigorous axiom-
atic treatment.

In Chapter 2. of the dissertation — after the “Introduction” — we summa-
rized the types of the axioms related to congruency, and the axioms of
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Reflection involved in [14], [15]. In Chapter 3. we listed the concepts used
later, and summarized the fundamental theorems related to the (plane) iso-
metry. In Chapter 4. there were the definitions of the central dilatation, axial
affine transformation, central-axial collineation and similarity, affine trans-
formation, collineation in the plane. In Chapters 5. and 6. we studied the
basic properties of these mappings. In Chapter 7. we briefly sketched the
application of the constructive method referring to the transformations in the
space, to the inversion and to the disc-models of the hyperbolic plane. In
Chapter 8. we summarized our remarks on the teaching of the topic. In
Chapter 9. we introduced our constructions for the fixed point of similarity
and collineation. Finally, in Chapter 10., we returned to the axiomatic basis,
we dealt in detail with the possibility of the weakening of the axioms of
Reflection, particularly the usage of Dedekind’s axiom of Continuity.

The transformations

In [14], [15] there are the axioms of Reflection and Metric referring to
the primitive concept of “reflection in plane”. (See “Axiomatic background”.)
These are the basis of the concepts of reflection in line and isometry:

Definition. If the plane y intersects the plane o in the line t, and the reflec-
tion in plane y transforms the plane o into itself, then we call this trans-
formation the reflection in line t on the plane a. ([15] p. 22.)

Definition. By (plane) isometry we mean a product of reflections in line.
([14] p. 58.; [15] p. 57.)

The theorems containing the basic properties of these mappings are the
analogues of the axioms of Reflection. Here we mention only the so-called
“fundamental theorem” of isometry. (By plane-flag we mean the union of a
halfplane and a ray on its boundary.)

Theorem. Let us consider on the plane two flags. There exists a unique
isometry, which transforms the first flag to the other one. ([15] pp. 42.-43.)

In [14], [15] the concept of central dilatation is defined in the usual way
([14] p. 110.; [15] p. 105.). We note that the following definition is a little bit
different from that. In the sequel we used oriented segments.

Definition. Suppose that there is a point C and a A(#0) constant on the

Euclidean plane. By central dilatation we mean the following mapping. C is
fixed; the image of an other point P is that P', for which CP' = ACP .

To introduce the concepts of the axial affine transformation and the
central-axial collineation we connected to the concept of the central dilata-
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tion; and to construct the concepts of the similarity, the affine transformation
and the collineation we connected to the concept of the isometry. During the
whole treatment we emphasized the motivation of introducing the new
concepts.

Definition. Suppose that there are two intersecting lines t and e, and a
A(#0) constant on the Euclidean plane. By general axial affine trans-

Sformation we mean the following mapping. The points on t are fixed; the
image of an other point P is that P’ for which TP’ = ATP, where T denotes
the point on t for which (PT) is parallel (or equal) to e.

Definition. Suppose that there are two parallel lines t and e, e is directed, a
A>0 constant on the Euclidean plane. By special axial affine trans-
Sformation we mean the following mapping. The points on t are fixed; the
image of an other point P is that P' for which the length of PP’ is Ad(t,P),

and either oppositely or similarly directed as e, depending on P whether P
and e are separated by t or not.

Definition. Suppose that there is a line t, a point C, C¢t, and a A(#0)

constant on the extended Euclidean plane. By general central-axial
collineation we mean the following mapping. C and the points on t are fixed;
the image of an other point P is that P' on (CP) for which (P'PCT)= A4,

where T :=(CP)Nt.

Definition. Suppose that there is a line t and a point C on the extended

Euclidean plane, Ce t.

If C and t are both ideal elements, then by the special central-axial
collineations with center C and axis t we mean the translations with
direction C.

If C is an ideal point and t is an ordinary line, then by the special central-
axial collineations with center C and axis t we mean the special axial
affine transformations with axis t.

If C and t are both ordinary elements suppose that there is an other ordinary
line f parallel to t. In this case by special central-axial collineation we
mean the following mapping. The points on t are fixed; for an other point
P, F=(CP)N f . The image of the ordinary point P is that P' on (CP) for

which (CPP') = % ; for the ideal point P, P'=F .

Definition. By similarity we mean a finite product of reflections in line and
central dilatations on the Euclidean plane.
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Definition. By affine transformation we mean a finite product of central
dilatations and axial affine transformations on the Euclidean plane.

Definition. By collineation we mean a finite product of central-axial
collineations on the extended Euclidean plane.

In the dissertation we observed how to sum up and prove the properties
of the transformations defined by the above way, so that the treatment
becomes unified, and stresses the analogies between each other and the
analogies referring to the axioms of Reflection. For example, we mention the
proof of the line-preserving property of the central-axial mappings, and we
list here the so-called “fundamental theorems” of the product-mappings and a
theorem referring to the product-form of the collineations.

Theorem. Let us consider on the Euclidean plane two flags and a point on
each ray. There exists a unique similarity, which transforms the first flag to
the other one, the point on the first flag to the point on the other one.

Theorem. Let us consider on the Euclidean plane two flags, a point on each
ray and halfplane. There exists a unique affine transformation, which
transforms the first flag to the other one, the points on the first flag to the
correspondent points on the other one.

Theorem. Let us consider on the extended Euclidean plane two flags, a point
on each ray and halfplane. There exists a unique collineation, which
transforms the first flag to the other one, the points on the first flag to the
correspondent points on the other one.

Theorem. Any collineation can be obtained as a product of two central-axial
collineations.

In connection with the fundamental theorem of the collineation we
generalized the concept of flag. In the proof of the theorem last mentioned,
we used the theorem on the fixed point of a collineation, too. To prove the
existence of the fixed point of a similarity and a collineation in the plane
several proofs are known (e.g. [1], [12], [13], [16], ill. [2], [8], [10], [17]).
We constructed for both cases an analogous, product-based proof. We
obtained the given similarity, collineation as a product of three ‘“suitable”
mappings, and then we showed that there exists a fixed point under the
product of the second and the third transformations, finally we made this
point to be fixed under the first one, too. The basis of the last step was the
theorem, which states that any isometry can be obtained as a product of two
reflections, whose axis or center can be chosen arbitrarily (beside certain
conditions).
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Remarks on the teaching of the topic

In our opinion, aspiring to a uniform treatment is a very important
didactical principle. Defining the concepts in an analogous way helps to
understand the new concept and to connect the concepts. Moreover, the
emphasizing of the analogous properties, the proving of the corresponding
properties in a similar way also significantly contributes to the understanding
of the connections. Otherwise, a radical viewpoint- and method-changing
may cause confusion. On the other hand, applying a method exclusively, “at
any price”, can also be harmful.

Beside aspiring to unity, there are other points of view, on the basis of
which we decide how to teach a topic, how to treat it, which method we use
to solve a problem of detail (which might be different from the “main-
stream”). Such a point of view can be for example: the preliminaries, the
level of knowledge of the students; the amount of time we have for the
treatment of the topic; the connections between the studied topic and other
topics; the “effectiveness” of the methods, their simplicity or difficulty; the
teacher’s opinion, experience about the methods.

We think it is especially important, to aspire to a certain “balance”
between the different methods. One of the aims of the training is to show the
students several means and solving methods — together with their advantages
and disadvantages —, which they can apply or teach later. In the sequel we try
to list the consequences of the didactical and mathematical principles of the
“constructive” method and to point out where and how can it be connected to
other methods.

1. The constructive definitions of the geometric transformations are in
complete accordance with the usual elementary way of giving of the func-
tions: they give the domain and the rule of the correspondence. We can im-
mediately give, “show” the image of any point. Therefore, these definitions
are more concrete, more “palpable”, but also lengthier, more complicated
than the classical definitions. In the latter ones we define classes of functions
having certain properties (e.g.: “a line-preserving transformation of the plane
with an axis”). Giving the image of a point is possible only after the proof of
other property that is not involved in the definition.

2. The constructive way of definition does not introduce the concepts in
the most general form. It starts to study every type of mapping with a special
case; after its characterizing follows the product-mapping. To progress from
the special case towards the general one is also an important didactical prin-
ciple. However, if we want to choose from the many properties the most im-
portant ones — those are determine the mapping —, it needs further examina-
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tion. Hence the treatment becomes lengthier, less “economical” in compari-
son with the classical treatment. The classical treatment starts with the gene-
ral case, and the main invariants of the mappings appear immediately in the
definitions. This way is more advantageous in the point of view of the gener-
alizing, the analytic characterizing and the appearance in other geometries.
And there is no need to examine the obtaining in a product-form separately,
because it appears in the proofs of the “fundamental theorems” connected to
the giving of the mapping.

3. In the dissertation we wrote about the equivalence of the classical and
constructive ways of definition. In our opinion, it is important to mention the
equivalence not only from the point of view of the mathematics, but also
from that of the education, as in the case of the isometry and similarity the
students learnt other definitions (not the constructive ones) during their school-
studies, and as a teacher they will teach other definitions. In the case of the
affine transformation and collineation, the students may learn other defini-
tions to these mappings in other geometries during their further studies. The
different definitions may cause confusion, if we do not study their connection.

In the textbooks for secondary schools isometry is classically defined, by
the distance-preserving property. The concept of the similarity appears in two
ways: it is defined either by the ratio-preserving property or as a product of
an isometry and a central dilatation (e.g. [4], [5], [11]).

In order to form a uniform system, we defined the affine transforma-
tions and collineations on metrical basis so as to connect strongly with the
way of definition of the previous mappings. This is a natural way for the
students, because the metrical thinking about the geometric mappings is very
strong. However, this way may lead to the false idea, that these concepts —
and even the whole geometry — can be studied only on metrical basis. It could
help if we mention the connection with the classical way after the appropriate
theorems, emphasizing the role of the main invariants. This loosens the
connection to metrical concepts, prepares the generalization, the approach
towards other geometries.

The different ways of definitions might be mentioned during the intro-
duction of the concept. After studying the corresponding special mapping, the
concept of the general mapping can be founded to a theorem that states the
equivalence of certain properties:

Theorem. The properties of a mapping of the absolute plane mentioned
below are equivalent to each other:
- It can be obtained as a finite product of reflections in line.
- It is a distance-preserving transformation.
This mapping is called an isometry.
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Theorem. The properties of a mapping of the Euclidean plane mentioned
below are equivalent to each other:
- It can be obtained as a product of an isometry and a central dilatation.
- It can be obtained as a finite product of reflections in line and central
dilatations.
- It is a ratio-preserving transformation.
This mapping is called a similarity.

Theorem. The properties of a mapping of the Euclidean plane mentioned
below are equivalent to each other:
- It can be obtained as a product of a similarity and an axial affine trans-
formation.
- It can be obtained as a finite product of axial affine transformations and
central dilatations.
- It is a line-preserving transformation.
This mapping is called an affine transformation.

Theorem. The properties of a mapping of the extended Euclidean plane
mentioned below are equivalent to each other:
- It can be obtained as a product of an affine transformation and a central-
axial collineation.
- It can be obtained as a finite product of central-axial collineations.
- It is a line-preserving transformation.
This mapping is called a collineation.

4. Not only the definition of isometry differs from the way of definition
in secondary schools but its axiomatic basis, too. The basis in the schools is
either the (space)motion or the congruence of segments and that of angles (or
both of them), and the basic properties of these concepts. In the textbooks the
concept of the isometry and also those of the reflections are introduced via
this basis. In the treatment founded on the axioms of Reflection the students
meet the way “directed oppositely”: here the basis is the reflection in plane.
Hence, for example, at the introduction of the concept of reflection in line the
students learn a definition having a completely new form and point of view
instead of the usual one applying perpendicular bisector or space-motion.
This changing of point of view is a problem for the students, especially
because it appears right at the beginning of the geometry-studies. This
problem might be solved only later, for example when the statements being
equivalent to the Euclidean axiom of Parallelism are studied. Then we can
talk more about the fact that different axioms can ‘“create” the same geo-
metry. Naturally, we have to face the problem that how aware the students
are of the two meanings of axioms: the “classical” one (“imaginative”, based
on physical experience) and the “modern” one (logical, definitive).
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5. An axiomatic kind of problem arises in connection with the collinea-
tions, too. We defined this mapping on the Euclidean plane extended by ideal
elements, which could be called as “projective plane”, because from the point
of view of incidence, order and continuity it is a model of the “real (classi-
cal) projective plane”. However, during our considerations we always made
distinction between the “ideal” and “ordinary” elements, moreover we used
metrical concepts based on the Euclidean axioms of Reflection. On the real
projective plane there are not either indicated elements or Euclidean based
metric. That is why we did not use the term “projective plane”. If the students
learn about the axiomatic projective plane during their further studies, the
usage of the term “projective plane” in different ways may cause confusion.
If we defined the central-axial collineation only on the Euclidean plane
except the vanishing line, we could stay within the frames of the Euclidean
geometry. But this change would also make the treatment more complicated,
because in case of a product we have to cancel more lines. Of course, we can
also choose the axiomatic projective way, and we connect the concepts of the
collineation and the other mappings only after building the geometry of the
real projective plane.

6. The connection between the plane- and space-mappings is remark-
able, too. We made a uniform treatment in the plane and also in the space, but
there is no “complete” unity between plane and space. At first, for example
the definitions of plane- and space-isometry are not the “same”: in the first
one we mention reflection in line, and in the second one reflection in the
plane. Naturally, it is only a formal difference, because reflection in line is
defined by reflection in plane. (This kind of “conceptual duality” occurs in
other treatments, too. For example, in the classical treatment the congruence of
segments and that of angles are primitive concepts, while that of other objects
is defined by using distance-preserving transformations.) The other problem
is that the plane-mappings are defined within one plane, so they do not make
connection between two planes in the space. Thus the parallel and central
projections of a plane onto another one appear separately, as special
mappings of a new type. But the plane- and space-geometry can be connec-
ted by using these new mappings, by fitting them into the product-based
treatment: an axial affine transformation can be obtained as a product of a
rotation about an axis and a parallel projection; a central-axial collineation
with ordinary center and axis can be obtained as a product of a rotation about
an axis and a central projection. Thus these mappings can also be used in
studying the transformations.

7. It is an important question in the study of the mappings what the
image of a circle (conic) is. In the classical treatment the image of a circle
(conic) under an affine transformation or collineation is studied — entirely or
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partly — by using the analytic geometric method. We need this means in the
constructive treatment, too. The study of the image of a circle under an axial
affine transformation or a central-axial collineation can be fitted into the
product-based treatment only in a complicated way. By using the obtaining
mentioned at the end of the previous paragraph, we have that the image of a
circle under an axial affine transformation or a central-axial collineation is
the plane section of a circular cylinder or cone, respectively. In case of a
cylinder (cone) of revolution the Dandelin-theorems give the answer what the
plane section is, but in other cases they do not. In case of affine transforma-
tion we can get an answer by this method, only with difficulty, though.
Namely, any affine transformation can be obtained as a product of a similar-
ity and an axial affine transformation whose direction is perpendicular to its
axis (“strain”) (e.g. [9], [13]). And in this case it is possible to get the image
of the circle as a plane section of a cylinder of revolution. But in case of
collineation generally we cannot guarantee the cone of revolution. This case
needs analytic geometric means, too. For the studying of the image of other
conics this method is suitable only to deduce: for any conic there is a central-
axial collineation, which transforms it into a circle. (By using the theorem
which states that any conic can be obtained as a plane section of a cone of
revolution.) Of course, this result is sufficient to verify the fact that any two
conics are related by a collineation; to construct the intersection and tangency
of a conic and a line; to prove Pascal’s and Brianchon’s theorems. (Because
in case of a circle the statements of these theorems can be got “easily”.) If we
want to study the image of a conic under an affine transformation or a
collineation completely in detail, we do it analytically from the beginning.
But in our opinion, from some points of view it is worth to look for the image
in a special case — assuming a cylinder (or cone) of revolution — by using the
product-method described above. Firstly, because of motivational purpose;
secondly, it is a very good example to connecting the plane- and space-
geometry; thirdly, we can formulate conjectures for the general case. Then —
referring to the fact that this method cannot be applied generally — the
analytic way emerges naturally, because the equations of the conjectured
images are known.

8. The situation is partly the same in connection with the fixed point of
the mappings. In the dissertation we made a product-based construction to
prove the existence of the fixed point of a similarity and that of a collineation.
The completely detailed proof — especially for collineation — is far lengthy. If
we do not want to do everything in detail, then in case of similarity we get
the fixed point comparatively shortly. Of course there are many other syn-
thetic methods in connection with the fixed point of a similarity. But the
fixed point of a collineation is worth to be sought by using analytic method.
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9. Here we mention that the applying of dynamic geometry software (e.g.
“Euklides” ([20]), “Cabri” ([18]) and “Cinderella” ([19])) can help a lot to
visualize the results of the above mentioned topics that are difficult to study
by synthetic methods. For example, it is useful to apply already in case of
translation and rotation, when we study that one of the axes of the reflections
obtaining them can be arbitrarily chosen (beside certain conditions). The
dragging of the base-points and the visualization of the trace of a running
point provide a great help to study also the image of a line, a circle and a
conic, especially in case of affine transformation, collineation and inversion.
Also the details of our construction on the fixed point of a similarity (col-
lineation) those are hard to imagine in paper or in blackboard, can be visual-
ized by this means effectively, enlightening the basic idea.

Axiomatic background

In [14] and [15] the axioms of Reflection (X.-XIV., [14] pp. 21.-22.; [15]
pp- 17.-18.) and partly the axioms of Metric (XV., XV.*, ([14] p. 40., 42,;
[15] p. 34., 37.)) refer to the primitive concept of “reflection in plane”:

“X. Any plane y defines a one-to-one mapping on the space, which is called
the reflection in plane 7.

XI. The reflection in plane y transforms the points of the plane y to them-
selves, the points of one of the halfspaces determined by the plane y to the
points of the other halfspace, the image points to their origin, collinear points
to collinear points.

XII. If P and P’ are corresponding points related to the reflection in plane a,
and the reflection in plane y transforms plane a to plane B, then the reflected
images of P and P’ obtained by the reflection in plane y are corresponding
points related to the reflection in plane f.

XIII. For any two distinct points in the space there is a unique plane of
symmetry.

XIV. For any two rays starting from any point in the space there is a unique
plane of symmetry.

XV. Corresponding to any segment there is a positive real number, which is
called the length of the segment. If the unit-segment is given, then on any ray
starting from any point A there is a unique point B so that the length of
segment AB is a given positive number. The lengths of congruent segments
are equal. Any inner point of a segment dissects this segment into two such
segments, the sum of whose lengths is equal to the length of the original
segment.”
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(The axiom XV.* referring to the angles is the analogue of axiom XV.)

We made some changes on the axioms of Reflection. We take the fol-
lowing axiom T1. as first, which is the pair of axiom X. above. T1. states the
most important properties of the primitive concept. (By fixed plane we mean
a plane that is fixed pointwise.)

T1. Any reflection in plane is a line-preserving, involutory transformation of
the space that has a fixed plane; and this plane separates every other point
and its image.

There follow the axioms T2., T3., T4., which are the pairs of axioms X.,
XIII., XIV., respectively, which state the existence and uniqueness of the
primitive concept and the methods to give it.

T2. For any plane there is a unique reflection in plane, whose fixed plane is
the given one.

T3. For any two points there is a unique reflection in plane, in which they
are corresponding points.

T4. For any two rays, starting from the same point, there is a unique reflec-
tion in plane, which transforms the given rays into each other.

We used another statement as an axiom instead of axiom XII.

TS. If two products of reflections in plane transform a space-flag into the
same one, then the products are equal.

In the dissertation we studied the connection between the axiom T5. and
original axiom XII., moreover we examined that if the Dedekind’s axiom of
Continuity ([7]) is assumed beside the axioms of Incidence and Order, which
parts of the statements involved in the axioms of Reflection can be proved.
We showed that it is sufficient to postulate the following, modified axioms of
Reflection:

T1.* Any reflection in plane is a line-preserving, involutory, non-identical
transformation of the space that has a fixed plane.

T2.* For any plane there is a reflection in plane, whose fixed plane is the
given one.

TS. If two products of reflections in plane transform a space-flag into the
same one, then the products are equal.

Thus the statements of axioms T1., T2. can be weakened, and those of
axioms T3., T4. can be deduced. (The statements of axioms of Metric can
also be proved.)
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