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A dolgozat matematikabdl tehetséges kozépiskolai tanulok bizonyitasi
képességének vizsgalatarol, illetve fejlesztésérdl szol. A témavalasztas-
ban nagy szerepet jatszott, hogy a geometriatanulds soran a didkok sza-
mos nehézségbe litkdznek, aminek korabbi kutatasok szerint f6 oka az
iskolai tanitasban keresendd. Tobb mint egy évtizede dolgozom kdzépis-
kolai matematika-fizika szakos tanarként Magyarorszagon, és a sajat ta-
pasztalataim teljes 6sszhangban vannak ezekkel az eredményekkel. El-
sddlegesen specialis matematika tagozatos diakokkal végeztiik el a mé-
réseinket, akiknek én voltam a geometriatanara. Megallapitasainkat a
matematika irant fogékony tanulok tanulmanyozasa révén tettilk meg,
mégis ugy véljiik, hogy a kapott eredmények mas matematikai oktatasi
forma esetén is hasznosak lehetnek.

Kutatasunk mozgatérugoja az alabbi f6 kutatasi kérdés megvalaszolasa
volt:

K: Hogyan fejlesztheto a specialis matematika tagozatos diakok geo-
metriai bizonyitasi képessége?

Ezt a kérdést a kutatas egyes fazisaiban tovabbi alkérdésekkel finomitot-
tuk, amit a fejezetek bemutatasa soran ismertetiink.

A dolgozat szerkezeti felépitése a kovetkezo:

Az elsé fejezetben megalapoztuk kutatasunk elméleti hatterét a szakiro-
dalom tanulméanyozésa révén.

A dolgozat — és igy ez az elméleti fejezet is — két nagy részre tagolhato.
Az egyik a didkok geometriai gondolkoddsmodjanak a fejléddésére foku-
szal, amelynek a leirdsara a van Hiele-elméletet vettiik alapul, melyrdl
igyekeztiink kimeritd képet adni. Tematikailag a mésik nagy témakor a
bizonyitasok vizsgélata. Arrdl, hogy mit is értlink bizonyitason, milyen
tipusait kiilonbozteti meg a szakirodalom, részletes elemzést adtunk. A
bizonyitasi képesség kozépiskoldban torténd fejlesztésérdl Stylianides
keretrendszere segitségével nyujtottunk betekintést.



Kutatdsunknak a fejlesztd tanitasi kisérletet felolel6 fazisaban akciokuta-
tast hajtottunk végre. Ennek alapelveirdl, tulajdonsagairdl szintén részle-
tesen szoltunk.

A masodik fejezetben a 2015-ben elkezdett és masfél évig tartd, kozép-
iskolas didkok geometriai gondolkoddsmddjanak a vizsgéalataval foglal-
koztunk. Tettiik ezt azért, mert a geometriai bizonyitasi képesség vizsga-
lata, illetve annak a fejlesztése feltételezi a didkok megfelelé geometriai
gondolkodasi szintjét. Kutatasunknak ebben az elsd fazisaban foként a
kovetkezo kérdést kivantuk megvalaszolni:

K1: A kozépiskolai tanulok geometriai gondolkodasanak szintje
megfelelo-e néhany 1épéses bizonyitasok megértéséhez és kivitelezé-
séhez?

A 16 kérdésiinkhoz az alabbi alkérdéseket fogalmaztuk meg:

K1-1: Tetten érhetd-e a van Hiele-szintek emelkedése a didkok életkora-
nak elGrehaladtaval?

K1-2: Mutatkozik-e eltérés az ugyanolyan korosztalyt, de matematika-
bol eltérd képzésben (specialis matematika tagozaton, normal gimnazi-
umi, illetve nem matematikai irdnyultsdgi szakgimnéziumi tanulma-
nyokban) részt vevé tanulok van Hiele-szintje kozott?

K1-3: A specialis matematika tagozaton tanul6 didkok van Hiele-szintje
eléri-e a négyet?

Az egyes kérdésekre a hipotéziseink rendre az alabbiak voltak:

1. A didkok atlagos van Hiele-szintje az évfolyamok emelkedésével
nem csokken.

2. Az egyes évfolyamokon a specialis matematika tagozaton tanulo6 di-
akok atlagos van Hiele-szintje a legmagasabb, ezt koveti a normal
gimnazistak atlagos van Hiele-szintje, majd a sort a szakkozépisko-
lasok atlagos van Hiele-szintje zarja.



3. A specialis matematika tagozaton tanulok atlagos van Hiele-szintje
legkésobb a tizedik évfolyamon a harmas szint folé keriil, kozeliti a
négyes szintet.

A harmadik fejezetben a kutatids masodik fazisat irtuk le, amiben érett-
ségi eldtt allo, specialis matematika tagozatos didkok geometriai bizonyi-
tasi képességét vizsgaltuk egy uigynevezett bizonyitas-teszt segitségével.
A kutatas elsd fazisanak eredményei és az elmélet alapjan feltételeztiik,
hogy a tanulok birtokaban vannak a bizonyitasokhoz alkalmas geometriai
gondolkodadsmodnak.

A mérést 2018-ban hajtottuk végre, és amely sordn a {6 kérdésiink az
alabbi volt:

K2: Mi jellemzi a végzés eldtt allo specialis matematika tagozatos di-
akok geometriai bizonyitasi képességét?

A 16 kutatasi kérdésiinket az alabbi alkérdésekkel finomitottuk:

K2-1: A diakok ki tudjak-e olvasni egy allitas szovegébdl a feltételt és a
kovetkezményt?

K2-2: A tanuldk helyesen értelmezik-e a feladathoz mellékelt geomet-
riadbrat, illetve az alapjan elfogadnak-e igazolas nélkiil olyan tényt, ami
bizonyitast igényel?

K2-3: Képesek-e a tanulok egy néhany 1épésbdl allo bizonyitast megfe-
leld matematikai nyelvet hasznalva végrehajtani?

Két tanuldcsoportot véalasztottunk ki mélyebb vizsgalatra. Mindkét cso-
port tagjai specialis matematika tagozatos képzésben vettek részt. A vizs-
galt tanulok 1étszama 27 volt. A bizonyitéasi képesség felméréséhez Zal-
man Usiskin harom bizonyitas-tesztjének egyikét tekintettiik kiindulo-
pontnak.

Az itt kapott eredményeket egy egész tanévet feldleld fejlesztd tanitasi
kisérlet megtervezéséhez hasznaltuk fel, mely a kutatis harmadik és egy-
ben legfontosabb fazisat jelenti. Errdl szol a kdvetkezo fejezet.



A negyedik fejezetben a 2018/2019-es tanévben végrehajtott fejlesztd
tanitasi kisérlet folyamatat és eredményeit mutattuk be. A kutatas ezen

fazisanak alanyai kilencedikes, specialis matematika tagozatos didkok
voltak. Ebben a fazisban harom kutatasi kérdést tettiink fel (K3, K4, K5).

K3: Mi jellemzi a specialis matematika tagozatot kezdo 9. évfolya-
mos didakok bizonyitasi képességét?

Ezt a kutatasi kérdést a kovetkezd alkérdésekre bontottuk:

K3-1: A diakok ki tudjak-e olvasni az allitas szovegébdl a feltételt és a
kovetkezményt?

K3-2: A tanulok helyesen értelmezik-e a feladathoz mellékelt geomet-
riadbrat, illetve az alapjan elfogadnak-e igazolas nélkiil olyan tényt, ami
bizonyitast igényel?

K3-3: Képesek-e a tanulok egy néhany 1€pésbol allo bizonyitast megfe-
leld matematikai nyelvet hasznalva végrehajtani?

K3-4: A didkok felismernek-e egy ,,nyilvanvaléan” hamis allitast? Ennek
kapcsan ismerik-e a tanulok az ellenpélda fogalmat, és tudjak-e, hogy egy
allitast egyetlen ellenpélda is megcafol, amit szintén igazolni kell?

K3-5: A tanuloknak megfelel6-e az irasbeli kommunikécidja, azaz mi-
lyen részletességgel kozlik gondolatmenetiiket?

K4: Milyen szempontok szerint épitheto fel a 9. évfolyamon a bizo-
nyitasi képességet fejleszto tanitasi program?

K5: Eredményes volt-e a 9. évfolyamra kidolgozott fejleszto tanitasi
program?

Ez a kutatési egység két kisebb részre tagolodik. Az elsd részben egy
eldteszt €s harom videdval rogzitett tandra segitségével feltérképeztiik a
tanuloknak az allitasok szerkezetének a vizsgalata és a geometriai bizo-
nyitasok terén szerzett ismereteit. A masodik fazisban az elsd részben
szerzett tapasztalatokra is alapozva egy fejlesztd tanitasi kisérletet hajtot-
tunk végre, ami célzottan a tanulok geometriai bizonyitasi képességét
volt hivatott magasabb szintre emelni.
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A KS5 kutatasi kérdést a fejlesztd tanodrak tiikrében az alabbiak szerint
finomitottuk:

K5-1: Mennyire volt eredményes a fejlesztés az allitasok szerkezetének
elemzése tekintetében?

K5-2: Mennyire volt eredményes a fejlesztés a megtévesztd abrakkal
kapcsolatban?

K5-3: Mennyire volt eredményes a fejlesztés a bizonyitasok konstruala-
sdra vonatkozoan?

K5-4: Mennyire volt eredményes a fejlesztés az irasbeli kommunikacio
terén?

Az alabbiakban 6sszefoglaljuk a kutatas egyes fazisaiban kapott eredmé-
nyeinket.

1. Kl1: A kozépiskolai tanulok geometriai gondolkodasanak szintje
megfelelo-e néhany lépéses bizonyitasok megértéséhez és kivite-
lezéséhez?

A vizsgélataink azt mutattak, hogy a specialis matematika tagozat tanuloi
esetében az atlagos van Hiele-szint az évfolyammal egyiitt emelkedik,
mig a matematika irdnt kevésbé érdeklddo, a tantargyat kisebb 6raszam-
ban tanuld csoportoknal szisztematikus fejlodést nem mutattunk ki. A
specialis matematika tagozaton tanuld didkok atlagos van Hiele-szintje
mindegyik évfolyamon jelentésen magasabb Vvolt, mint a tobbi képzési
formaban részt vevd didkoké. Tovabba a specialis matematika tagozatos
tanulok atlagos van Hiele-szintje a tizedik évfolyamon mar meghaladta a
harmat, kozelitette a négyet.

Eredményként azt kaptuk tehat, hogy az egyes oktatasi formaban tanuld
diakok geometriai gondolkodasanak szintje nem feltétleniil elegendo egy
néhany Iépéses bizonyitas kivitelezéséhez. A K1 kutatasi kérdésre azt a
valaszt adhattuk, hogy a méréseinkben részt vevd specialis matematika
tagozatos didkok az elmélet szerint alkalmasak lehetnek egy néhany 1é-
pésbdl allo érvelés megkonstrualasara.



2. K2: Mi jellemzi a végzés elétt allo specialis matematika tagozatos
diakok geometriai bizonyitasi képességét?

A K2-1 kutatasi kérdés kapcsan megallapitottuk, hogy a didkok egy je-
lentds része szamara magyarazatra szorul a feltétel €s a bizonyitando rész
egymastol és magatol az allitastol vald szétvalasztasa. A bizonyitasi ké-
pesség fejlesztése soran nagy hangsulyt kell tehat fektetni arra, hogy a
didkok az allitasbol pontosan ki tudjak olvasni a feltételt és a bizonyi-
tando tényt.

A K2-2 kutatasi kérdéssel kapcsolatban a kovetkezéket mondhattuk el.
Azt tapasztaltuk, hogy a tanuldk egy része az abra altal sugallt tényeket
indoklas nélkiil fogadja el. Emiatt az abrakra nagy figyelmet kell fordi-
tani a tanarnak a bizonyitasi képesség fejlesztése kapcsan (is). Vilagossa
kell tenni a tanulok szamara, hogy jol attekinthetd, megfeleld jelolések-
kel ellatott abrat kell készitenilik. Hangsulyt kell fektetnie a tanarnak
arra, hogy a tanulok ne fogadjanak el az abra alapjan tényeket, csakis
akkor, ha azok igazsagtartalmat ténylegesen belattak.

A K2-3 kutatési kérdés esetén arra jutottunk, hogy a specialis matematika
tagozatos diakok egy nagyon egyszerii, két, legfeljebb harom 1épésbdl
allo bizonyitast 6nalldan is végre tudnak hajtani, 6sszhangban a van Hi-
ele-elmélettel. Viszont ennél Gsszetettebb bizonyitas esetén mar tobben
koziiliik akadalyokba tlitkoztek, igy ezeknek a didkoknak még tobb gya-
korlasra van sziikségiik. A tanulokra jellemzo volt altalaban, hogy nem
indokoltak kelloképpen, egyes bizonyitasi 1épéseket tényként kezeltek,
igy meg sem emlitették dket.

A matematikai nyelvhasznalattal kapcsolatban megallapitottuk, hogy a
didkok hajlamosak arra, hogy csak az dbraba beleirva hajtjak végre a bi-
zonyitast, nem pedig megfelelo jeloléseket felhasznalva kelld részletes-
séggel fogalmazva irjak le az érvelésiiket.

3. K3: Mi jellemzi a specialis matematika tagozatos képzést kezdo
9. évfolyamos diakok bizonyitasi képességét?

K4: Milyen szempontok szerint épitheto fel a 9. évfolyamon a bi-
zonyitasi képességet fejleszto tanitasi program?
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A K3 kérdésre az egyes részkérdésekre adott valaszokkal feleltiink:

K3-1: A tanuldk szdmara az eldteszt soran a matematikai allitasok szer-
kezete még nem volt vilagos. Amennyiben az allitas ,,Ha... akkor...” for-
maban volt megadva, a didkoknak némileg jobban sikeriilt kiolvasniuk
az allitas szovegébdl a feltételt, tehat érdemesebb eleinte a tandrakon az
allitasokat ,,Ha... akkor...” megfogalmazasban targyalni, de a feltétel
meghatarozasanak a sikeressége szempontjabol nem ez az egyetlen té-
nyezd. Ugyanez volt a tapasztalatunk az allitds kovetkezmény részével
kapcsolatban is. A harom fejlesztd tanitasi ora alatt a didkok szamara ért-
hetové valt az allitasok szerkezete, de ezt a teriiletet folyamatosan fej-
leszteni, erdsiteni kell.

K3-2: A diakok az el6teszt folyaman olyan tényeket is elfogadtak a fel-
adathoz mellékelt abra alapjan, amik nem szerepeltek a példa feltételei
kozott, vagy nem kovetkeztek beldle. A fejlesztd tanitasi 6rdk hatdsara a
tanulok vilagosabban lattak a geometriai abraknak a bizonyitasokban jat-
szott szerepét.

K3-3: A tanulok jelentés hanyada nem volt képes egy néhany 1épésbol
allo bizonyitast megfelel6 matematikai nyelvet hasznalva végrehajtani.
A didkok egy része nem latta a kiillonbséget a bizonyitas és a szemléleten
alapul¢ intuitiv meggydzés kozott. Sokkal nagyobb bizonyitési rutint kell
szerezniiik ahhoz, hogy megfelel6 modon érezzék az érvelés soran fel-
bukkano egy-egy matematikai tény esetén az azzal kapcsolatos indoklasi
igényt.

K3-4: A didkok képesek voltak felismerni egy ,,nyilvanvaléan” hamis
allitast. A tanulok egy jelentds része viszont az eldteszt tapasztalatai alap-
Jén nem tudta, hogy a céafolatként megadott ellenpélda helyességének a
megmutatasa a feladatra adott bizonyitds szerves részét képezi. Tobben
azt is vizsgaltak, hogy az altaluk adott ellenpélda mely eset(ek)ben nem
ad cafolatot, azaz az allitds milyen specialis koriilmények kozott igaz. A
fejlesztd tanorak soran ezek a problémak megbeszélésre kertiltek, és a
tanulok jobban megértették az ellenpélda szerepét. Ez a problémakdor
ugyanakkor felvetette az indirekt gondolkodas fejlesztésének az igényét.



K3-5: A tanulok szdbeli és irasbeli kommunikacidja nem volt megfeleld,
jelentds fejlesztésre szorul. Nem indokoltak kelld részletességgel, nem
érezték, mely tények igényelnek hivatkozast, esetleg igazolast, é¢s melyek
nem. TObben pusztan az dbraban jelolve fejtették ki a gondolatmenetii-
ket.

A tapasztalatok alapjan megadtuk a bizonyitasi képességet fejleszto tani-
tas program f6 szempontjait, valaszolva ezzel a K4 kutatasi kérdésre:

- allitasok szerkezetének vizsgalata;

- indirekt Gton torténd bizonyitas képességének fejlesztése;

- mas érvelésének megértése és feldolgozésa, valamint sajat gondolat-
menet atadasa;

- megtéveszto abra alkalmazésa;

- folyamatabra hasznalata.

4. K5: Eredményes Vvolt-e a 9. évfolyamra kidolgozott fejleszto tani-
tasi program?

A fejlesztd tanitasi kisérlet eredményességére vonatkozo K5 kutatasi kér-
dést tovabbi alkérdésekre bontva tobb teszt kiértékelése alapjan vélaszol-
tuk meg. A tapasztalatok az alabbiakat tamasztottak ala:

K5-1: A tanuldk helyesen értelmezték az allitdsok szerkezetét.

K5-2: A didkoknak a geometriai abrakkal kapcsolatban nehézségeik vol-
tak, tovabbi fejlesztés indokolt.

K5-3: A tanuldk tobbsége képes volt végrehajtani két-harom 1épésbol
allo bizonyitast, de az ennél Osszetetteb bizonyitasok esetén komoly
problémakba {itkoztek, igy ilyen iranyu fejlesztés sziikséges a tovabbiak-
ban.

K5-4: A diakok irasbeli kommunikacioja megfeleld volt.

Ugy itéljiik meg, hogy a specialis matematika tagozatot kezdd kilence-
dikes csoport alkalmas vélasztas volt a kutatasunk szempontjabol, hiszen



egyrészt a geometriai gondolkodasuk lehetévé tette a bizonyitasi képes-
ségek fejlesztését, ugyanakkor a tovabbi hidnyossagok kikiiszobolésére
még megfeleld iddtartam all a rendelkezésre.
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The dissertation is about the examination and development of the proving
abilities of secondary school students specialized in mathematics. A big
role in the choice of topic was that students encounter a number of dif-
ficulties in learning geometry, for which the main reason, according to
previous research, is to be found in school teaching. | have been working
as a secondary school teacher of mathematics and physics in Hungary for
more than ten years and my own experiences are fully in accordance with
these results. We primarily performed our measurements with students
specialized in mathematics, for whom | was the geometry teacher. We
have made our conclusions by studying students who are receptive to
mathematics, yet we believe that the results obtained may be useful for
other forms of mathematical education as well.

The driving force of our research was the answer to the following main
research question:

Q: How can the geometric proving abilities of students specialized in
mathematics be developed?

In each phase of the research, we refined this question with additional
sub-questions, which are described during the presentation of the chap-
ters.

The structure of the dissertation is as follows:

In the first chapter, we established the theoretical background of our
research by studying the literature.

The dissertation - and thus this theoretical chapter - can be divided into
two major parts. One focuses on the development of students’ geometric
thinking, the description of which is based on the van Hiele theory, which
we have tried to exhaustively detail. Thematically, the other big topic is
the examination of proofs. We have given a detailed analysis of what we
mean by proof, what types are distinguished in the literature. We provided
insight into the development of proving abilities in secondary school
using Stylianides’s analytic framework.
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In the phase of our research on the developmental teaching experiment,
we conducted action research. We also talked in detail about the prin-
ciples and properties of this.

In the second chapter, we examined the geometric thinking of secon-
dary school students, which began in 2015 and lasted for a year and a
half. We did this because the study of geometric proving abilities and
their development presuppose the appropriate level of students’ geomet-
ric thinking. In this first phase of our research, we mainly wanted to
answer the following question:

Q1: Is the level of geometric thinking of secondary school students
adequate to understand and accomplish a few-step proof?

For our main question we have formulated the following sub-questions:
Q1-1: Is there an increase in van Hiele levels as students get older?

Q1-2: Is there a difference between the Hiele level of students of the
same age but participating in different mathematical education (in special
mathematics, in normal secondary school or in vocational secondary
school non-oriented in mathematics)?

Q1-3: Does the van Hiele level of students studying in the special mathe-
matics education reach four?

For each question, our hypotheses were as follows:

1. The mean van Hiele level of students does not decrease with their
increasing grades.

2. The mean van Hiele level of students studying in the special mathe-
matics education in each grade is the highest, followed by the mean
van Hiele level of general secondary school students, and then the
line is closed by the mean van Hele level of vocational secondary
school students.

3. The mean van Hiele level of students specialized in mathematics will
be above level 3 in the tenth grade at the latest, approaching level 4.
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The third chapter describes the second phase of the research, in which
we examined the geometric proving abilities of pre-graduation students
specialized in mathematics using a so-called proof test. Based on the
results of the first phase of the research and the theory, we assumed that
some of the students were in possession of a geometric way of thinking
suitable for carrying out proofs.

The measurement was performed in 2018, during which our main
question was:

Q2: What characterizes the geometric proving abilities of students
specialized in mathematics who are about to graduate?

We refined our main research question with the following sub-questions:

Q2-1: Can students read the antecedent and the consequent from the text
of a statement?

Q2-2: Do students correctly interpret the geometry diagram attached to
the task, or do they accept a fact that requires proof without proving?

Q2-3: Are students able to perform a few-step proof using appropriate
mathematical language?

Two student groups were selected for in-depth study. Members of both
student groups took part in special mathematics education. The number
of students examined was 27. To examine the proving abilities, we consi-
dered one of Zalman Usiskin’s three proof tests as a starting point.

The results obtained here were used to design a developmental teaching
experiment covering the whole school year, which is the third and most
important phase of the research. This is what the next chapter is about.

In the fourth chapter we presented the process and results of the deve-
lopmental teaching experiment carried out in the 2018/2019 school year.
The subjects of this phase of the research were ninth-grade students spe-
cialized in mathematics. In this phase, we asked three research questions

(Q3, Q4, Q5):
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Q3: What characterizes the proving abilities of ninth grade students
starting special mathematics education?

This research question was broken down into the following sub-questi-
ons.

Q3-1: Can students read the antecedent and the consequent from the text
of a statement?

Q3-2: Do students correctly interpret the geometry diagram attached to
the task, or do they accept a fact that requires proof without proving?

Q3-3: Are students able to perform a few-step proof using appropriate
mathematical language?

Q3-4: Do students recognize an ,,0bviously” false statement? In this
regard, do students know the concept of counterexample and do they
know that a statement is refuted by a single counterexample, which also
needs to be proved?

Q3-5: Do students have adequate written communication, i.e., in what
detail do they communicate their train of thought?

Q4: In what ways can a teaching program that develop the proving
abilities be built in the ninth grade?

Q5: Was the developmental teaching program developed for the
ninth grade effective?

This research unit was divided into two smaller parts. In the first part we
mapped students’ knowledge of examining the structure of statements
and geometric proofs using a pre-test and three videotaped lessons. In the
second phase, based on also the experience gained in the first part and we
conducted a developmental teaching experiment specifically designed to
raise students’ proving abilities in geometry to a higher level.

Research question Q5 was refined in light of the development lessons as
follows:
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Q5-1: How effective was the development in analyzing the structure of
statements?

Q5-2: How effective was the development on the misleading diagrams?
Q5-3: How effective was the development in constructing proofs?

Q5-4: How effective was the development in the field of written com-
munication?

Below there is a summary of the results obtained in each phase of the
research.

1. Q1: Is the level of geometric thinking of secondary school stu-
dents adequate to understand and implement a few-step proof?

Our researches showed that the mean van Hiele level of students specia-
lized in mathematics increases with the grade, while we did not show a
systematic development of the groups with less interest in mathematics,
which studied mathematics in fewer lessons. The mean van Hiele level
of students specialized in mathematics in each grade was significantly
higher than that of students in other forms of education. Furthermore, the
mean van Hiele level of students specialized in mathematics in the tenth
grade had already exceeded three, approaching four.

As a result, we found that the level of students’ geometric thinking in
each form of education is not necessarily sufficient to perform a few-step
proof. The answer to Q1 research question was that students specialized
in mathematics participating in our measurements could, according to the
van Hiele theory, be suitable for creating a few-step proof.

2. Q2: What characterizes the geometric proving abilities of stu-
dents specialized in mathematics who are about to graduate?

In connection with the research question Q2-1, we found that for a sig-
nificant part of students, the separation of the antecedent and the
consequent from each other and from the statement itself needs to be exp-
lained. Thus, in developing the proving abilities, great emphasis must be
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placed on the fact that students can read exactly the antecedent and the
consequent from the statement.

Regarding the research question Q2-2, we could say the following. We
found that some students accept facts suggested by the diagram with-out
proving. For this reason, the teachers need to pay close attention to the
diagrams when developing the proving abilities (also). It should be made
clear to students that they need to make a well-perspicuous diagram with
appropriate markings. The teacher should place an emphasis on students’
not accepting facts based on the diagram only if their justice has actually
been proven.

In the case of Q2-3 research question, we came to the conclusion that
students specialized in mathematics can perform a very simple proof of
up to three steps on their own, in line with the van Hiele theory. However,
in the case of a slightly more complex proof, several of them encountered
already difficulties, so these students need even more practice. Students
were generally characterized by insufficient reasoning, some steps of
proof were treated as facts, so they were not even mentioned.

Regarding the use of mathematical language, we found that students tend
to perform the proof only by writing it in the diagram, rather than
describing their reasoning in sufficient details using appropriate notati-
ons.

3. Q3: What characterizes the proving abilities of ninth grade stu-
dents starting special mathematics education?

Q4: In what ways can a teaching program that develop the pro-
ving abilities be built in the ninth grade?

To Q3 question we responded with the answers to each sub-question:

Q3-1: The structure of mathematical statements was not yet clear to stu-
dents during the pre-test. If a statement was given in the form ,If...
then...”, students were able to read the antecedent somewhat better from
the text of the statement, so it is better to discuss the statements in the
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form ,If... then...” first. However, this is not the only factor in the suc-
cess of reading the antecedent. We had the same experience with the
consequent. During the three development lessons, the structure of sta-
tements became clear to students, but this area needs to be continuously
developed and strengthened.

Q3-2: During the pre-test students also accepted facts based on the diag-
ram attached to the task that were not included in the assumptions of the
task or did not follow from it. As a result of the developmental teaching
lessons students saw more clearly the role of geometric diagrams in
proofs.

Q3-3: Assignificant proportion of students were unable to perform a few-
step proof using appropriate mathematical language. Some students did
not see the difference between proving and intuitive convincing based on
approach. They need to acquire a much greater routine of proving in order
to feel properly the need for justification in the case of a mathematical
fact that arises during the proving.

Q3-4: Students were able to recognize an ,,obviously” false statement.
However, a significant proportion of students did not know from the ex-
perience of the pre-test that showing the correctness of the counter-
example given as a rebuttal is an integral part of the proof given for the
task. Several of them also examined in which case(s) their counter-
example does not refute, ie under what special circumstances the state-
ment is true. During development lessons, these issues were discussed
and students better understood the role of the counterexample. At the
same time, this issue has raised the need to develop indirect thinking.

Q3-5: Students’ oral and written communication was inadequate, it is in
need of significant improvement. They did not prove in sufficient details,
they did not feel which facts required reference, possibly proving, and
which did not. Many of them explained their way of thinking simply by
writing in the diagram.

Based on the experience, we built the further phases of the developmental
teaching experiment, thus providing the answer to the Q4 research
question:
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- examination of the structure of statements;
- developing the proving abilities by contrapositive;

- understanding and processing the proving of others and passing on
one’s own line of thought;

- use of a misleading diagram;
- use of a flow diagram.

4. Q5: Was the developmental teaching program developed for the
ninth grade effective?

Q5 research question on the effectiveness of the developmental teaching
experiment was answered by further sub-questions based on the eva-
luation of several tests. Experience showed that:

Q5-1: Students correctly interpreted the structure of statements.

Q5-2: Students had problems with geometric diagrams, further develop-
ment is justified.

Q5-3: Most students were able to perform a two- or three-step proof, but
in the case of more complex proofs they encountered serious problems,
so further development in this direction is needed.

Q5-4: The written communication of students was adequate.
We believe that the ninth grade group starting the special mathematics
education was a suitable choice for our research, as their geometric think-

ing allowed the development of their proving abilities, but there is still
enough time to eliminate further shortcomings.
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