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1.

A témavalasztas indoklasa

A matematika oktatdsa sordn az ismeretek dtaddsa mellett fontos
szerep jut a gondolkoddasmdd, illetve a targyhoz kapcsol6dé képessé-
gek, készségek fejlesztésének.

A National Research Council (Washington) kiadvanyaban pl. eze-
ket a kovetkezdképpen csoportositjak [9]:

Fogalmi megértés

A matematikai elgondoldsok integralt és funkciondlis megér-
tése, ami lehetévé teszi, hogy a tanuldk dj fogalmakat tanuljanak
meg azdltal, hogy azokat a mar ismert fogalmakhoz kapcsoljak.
A fogalmi megértés elGsegiti az ismeretek hosszi tavi megjegy-
z€sét és segit elkeriilni szokvanyos hibdkat.

Eljarasok rutinos végrehajtasa

Olyan képesség, amely lehet6vé teszi az eljarasok rugalmas, ha-
tékony, pontos és helyes végrehajtasat.

Stratégiai készség

A formalizalas, a reprezentdlds és a problémdk megolddsanak
képessége

Adaptiv indoklasi készség

A logikai gondolkodas, elemzés, magyarazat és dontés képes-
sége

A targyhoz val6 pozitiv viszony

A tanulé a matematikat ésszertinek, hasznosnak, értékesnek
gondolja és hisz a szorgalomban, illetve a sajat képességeiben

Az Obudai Egyetemen és annak jogeldd intézményeiben végzett
oktat6i munkdm sordn azt tapasztaltam, hogy a mérnok informatika
szakos hallgatdk tobbsége sem az ismeretek, sem a fenti készségek
tekintetében nem felkésziiltek a fels6fokd matematika tanulmanyok
folytatasdra [2]. Bar az egyetemen egy résziik pétolja a hidnyossago-
kat, tobbségiik a rendelkezésre all6 rovid id6 és feszitett tananyag mel-
lett erre nem képes.



Az ehhez hasonl6 problémdk nem egyediek, az okok elemzésével
sok szerz$ foglalkozik [10] [8]. Az oktatds hatékonysdganak javitdsa
érdekében sokan probdlkoznak a szdmitégéppel tdmogatott matema-
tika oktatassal és kiilondsen népszertiek a szamit6gép-algebrai rend-
szerek (CAS) [11] [12] [3]. Munkdm egyik része egy ilyen rendszer-
nek az alkalmazdsdhoz kapcsolddik a Diszkrét matematika és linedris
algebra targy (DMLA) témakorében. Vélasztdsom azért erre a targyra
esett, mert ennek szdmitégéppel tdmogatott oktatdsa még nem olyan
elterjedt, mint pl. az analizis, vagy a matematikai statisztika esetében.

Munkdm madsik része az eMax vizsgaztat rendszer matematikai
moduljdnak fejlesztéséhez kapcsolddik. Ezt a rendszert 2005-ben kezd-
tiik el fejleszteni egy IBM 4ltal tdmogatott projekt keretében. Célunk
egy olyan tuddsértékeld rendszer 1étrehozdsa volt, ami dj lehetdsége-
ket nytjt az ismert, meglévé rendszerekhez képest.

Munkam részét képezte az oktatott anyagban felhasznalt feladatok
kivalasztdsa és megfeleld szempontok szerinti osztidlyozdsa, ami 1é-
nyeges szerepet jatszott a szamitégéppel timogatott oktatds és a vizs-
gaztatd rendszer fejlesztésében egyarant.

2. A Sage szamitogép-algebrai rendszer al-
kalmazasa a diszkrét matematika és line-
aris algebra targy oktatasaban

2.1. A Kkisérleti munka ismertetése

Kisérleteimet a 2009/10. tanévben kezdtem, szemeszterenként két
tankorben, amelynek keretében két tankornek szamitogépes laborban
oktatok matematikat. Ezekben a kurzusokban a hallgatéknak a Sage
szamitogép-algebrai rendszer segitségével kell matematika feladato-
kat megoldaniuk.

A Sage rendszer 2005-ben sziiletett és kifejezetten oktatasi célokra
hoztak 1étre. Mivel tobb kordbbi CAS rendszert magaban foglal, igy
sok témakor tanulmanyozdsdhoz nyujt segitséget. Ez a sokoldalisag az



egyik oka, hogy valasztisom erre a rendszerre esett. Fontos szerepet
jatszott az ingyenesség is, ami konnyen elérhetvé teszi a hallgatok
szdmdra az otthoni felhaszndldst a tanulds és a hazi feladatok készitése
soran.

A kisérlet a 10-15 tankorbdl 4116 évfolyamnak viszonylag kis ré-
szét érinti. Az elsd év sordn a DMLA targy gyakorlatain hasznédltam a
rendszert két-két tankorben, a késSbbiekben kiilon vélaszthaté targy!
keretében. Ez ugyancsak két tankort érintett szemeszterenként és az
orakon feldolgozott anyag tovéabbra is els6sorban a DMLA targyhoz
kapcsolddott.

A témak feldolgozdsa sordn sziikségesnek bizonyult az 6ra elején
egy rovid tandri magyardzat, amelyben részben az aktudlis tananyag
fontosabb fogalmainak, tételeinek ismétlése keriilt sorra, részben pe-
dig a Sage rendszer olyan fontosabb fiiggvényeit ismertettem, ame-
lyek az aktudlis témakorben felhasznalhaték. A magyarazat dltalaban
mintafeladatok bemutatdsat is magaban foglalta. Az 6ra tovabbi ré-
sze 6ndll6 hallgat6i munkdaval telt, amelynek sordn megengedett volt a
parokban vagy kisebb csoportokban torténé munka is.

A hallgaték minden 6ran kaptak hazi feladatot, amit a kovetkezd
ora elejéig kellett benydjtaniuk, illetve elkiildeniiik elektronikus for-
maban. A félév sordn két gépes zarthelyi dolgozatot is kellett irniuk,
ezeknek eredménye, a hazi feladatra és az 6rai munkdra adott pont-
szam egyiittesen hatdroztdk meg a hallgaté évkozi jegyét.

A DMLA targy hagyomdnyos gyakorlatain feldolgozott felada-
tok jelentds része a Sage rendszerben egyetlen fiiggvényhivassal meg-
oldhaté. A kisérleti kurzusokon ezek koziil néhanyat felhasznaltam a
program szintaktikdjdnak bemutatdsdra, a hallgaték szdmdra kitlzott
feladatsorokban viszont keriiltem Gket, mert nem fejlesztik a mate-
matikai gondolkoddst. Azokat a feladatokat sem tudtam felhaszndlni,
amelyek megolddsihoz a rendszer nem nyiijt segitséget.” A fentiek
kovetkeztében a feladatsorok sszedllitdsa sordn sok 1j feladatot ké-
szitettem, illetve kerestem.

'Matematikai problémak megoldasa szamitégéppel (MP).
2lyen volt a bizonyitasi feladatok egy része.



A kitlizott feladatokat didaktikai szempontok szerint osztidlyozva
a kovetkezd tipusokat kiilonboztettem meg:3

1. Direkt feladat
A feladatban megadott (ismert) mddszerrel megoldand¢ feladat.
2. Realizécios feladat
Tanult fogalomra konkrét példa vagy ellenpélda megaddsa, adott
tulajdonsagu objektum eldallitasa.
3. Kombindlt feladat
Adott problémahoz megfelel6 mddszer kivalasztdsa, a médszer
alkalmazasaval a megoldas eldallitasa.
4. Osszefiiggés keresése
A feladat része az 4llitds megfogalmazdsa, majd annak megol-
désa.
5. Problémamegoldés
A megolddshoz a tanult ismeretek szokatlan kombinécidjara van

sziikség [1].

A feladatok megolddsainak ellendrzése sordn vizsgdltam, hogy a
kisérleti kurzusokban részt vevd hallgatok milyen eredményeket érnek
el a hagyomanyos kurzusokban részt vevé hallgatékhoz viszonyitva,
illetve milyen eltérések mutathatdk ki a kiilonbozd tipusi feladatok
megolddsanak eredményességében.

A kisérleti kurzusokon részt vevd hallgatok szdmdra Osszedllitot-
tam egy kérddivet, amit dnkéntes alapon tolthettek ki. Ennek feldolgo-
zésa informacidval szolgalt a szamitégépes és hagyomdanyos tanuldsi
mddszerekkel, eszkozokkel valé hallgatdi véleményekrdl.

3 Az oktat6i munka sordn gyakran alkalmazunk tovabbi feladattipusokat is, pl. me-
mdria feladat, azonositdsi feladat [17], ezek megolddsdhoz azonban az esetek tobbsé-
gében nincs sziikség a CAS alkalmazdsdra, illetve megolddsuk érdektelenné valik, igy
nem szolgdlja a hallgatok matematikai készségeinek fejlesztését.



2.2. Tézisek a DMLA targy szamit6gép algebrai rend-
szerrel tamogatott oktatasaval kapcsolatban

1. A CAS haszndlata mellett a hallgatok jobb eredményeket érnek
el a DMLA targyhoz kapcsol6dé feladatok megolddsdban, mint
a hagyomdnyos irdsbeli vizsgdk sordn.

2. A rendszer haszndlata b&viti a feldolgozhat6 feladatok és témak
korét.

3. A szamitégép haszndlata el6segiti a hallgaték 6ndllobb munka-
végzését az 6rakon és a hazi feladatok elkészitése sordn.

4. A rendszer haszndlata mellett a hallgaték szivesebben foglal-
koznak matematikai feladatokkal, mint a hagyoményos oktatasi
forma esetén.

5. Akitlizott feladatok nehézsége Osszefiiggésben van a feladat di-
daktikai céljaival.

6. A CAS hasznélatanak engedélyezése a feladatok nehézségi sor-
rendjét jelentdsen megvaltoztatja.

7. A targyi eszkozok koziil a CAS kiemelkedd segitséget nyujt a
hallgaték szamdra a matematika tanuldsdban, de a személyes
segitség és ezen beliil az oktatdk szerepe tovédbbra is a legfonto-
sabb.

2.3. Az elvégzett vizsgalatok és a kapcsolodo eredmé-
nyek

1. tézis:
Ennek igazoldsdhoz kétféle vizsgalatot végeztem. Az egyik sordn a ki-
sérletben részvevd és a kontrollcsoportok hagyomanyos irasbeli vizs-
gan nyujtott teljesitményét hasonlitottam Ossze. Ezt a 2009/10. tanév
els6 félévétdl kezdve minden félévben megismételtem, minden eset-
ben hasonlé eredménnyel. A kisérleti csoportok atlaga minden alka-
lommal magasabb volt, de szignifikdns eltérést nem lehetett kimutatni.
Példaként a 2010/11. tanév masodik félévében elért eredményeket
mutatom be. Ekkor dsszesen 42 hallgato vett részt kisérleti kurzusain-
kon. Ezen hallgaték koziil 30 vette fel pirhuzamosan a Diszkrét Mate-



matika és Linedris Algebra II. tirgyat.* Az 6 vizsgaeredményeiket az
ugyancsak 30 {6t tartalmazé kontrollcsoport ugyanezen targybol elért
eredményével hasonlitottam Ossze.

Az elért osztalyzatok gyakorisdgét a 1. tablazat elsé két sora mu-
tatja. A kisérleti csoportok atlaga 2,47, mig a kontrollcsoporté 2,37.
Az eltérés 0,1, az aktudlis hallgatéi 1étszamokkal 5%-os szignifikan-
ciaszinten a kétmintds ¢-préba eredménye ¢t = 0, 442.

1. tablazat. Vizsga- és gépes zarthelyi eredmények

szémongi.érés csoport osztalyzatok szama stlag
formaja 1 2 3 4 5
frasbeli kontroll | 2 19 6 2 1 | 237
frasbeli kisérleti = 2 17 7 3 1 | 247
gépes kisérleti | 0 10 8 9 3 323

A masik vizsgdlat sordn a kisérleti csoport gépes zarthelyi dolgo-
zatokon elért eredményeit hasonlitottam 6ssze a DMLA targy irasbeli
vizsgdjan elért eredményekkel. Az eredmények itt is minden félévben
hasonl6an alakultak, példaként ugyanazon félévben elért eredménye-
ket mutatom be. A kisérleti tirgy ugyanazon 30 hallgatéjinak a gépes
zérthelyi dolgozatokon elért dtlaga 3,23, az osztilyzatok eloszldsat a
1. tdblazat 3. sordban lathatjuk. Az eredmények 6sszehasonlitdsara itt
is t-prébat alkalmaztam, amelynek eredménye ¢ = 3, 3, tehat itt az
eltérés szignifikdns a szamitogépen irt dolgozatok javdra.

2. tézis:

A CAS hasznélata lehetévé teszi olyan problémak vizsgélatat, ame-
lyek id6- és szamoldsigényes részfeladatokat tartalmaznak, igy a ha-
gyomanyos keretek kozott nincs lehetdség a feldolgozasukra. A kisér-
leti csoportokban el6fordultak ilyen feladatok, példa taldlhaté rajuk az
értekezésben és [15]-ben is.

4A tobbiek ezt a tirgyat mér korabban elvégezték.



3. tézis:

Az 6rdkon a hallgaték igényelték a tandri segitséget, de az id6 nagy
részében onalldan, illetve egymadst segitve kisebb csoportokban vagy
parokban dolgoztak. Sziikség esetén a beépitett sigot és az interneten
taldlhat6 ismereteket is felhaszndlva folyamatosan dolgoztak, kitdltve
a rendelkezésre all6 idot.

4. tézis:

P

A kérdbivet kitoltd 94 hallgaté koziil mindossze harom részesitette a
hagyomanyos oktatdsi formdt elényben, a tobbiek szivesebben foglal-
koztak a matematika feladatokkal a CAS tdmogatdsa mellett.

5. tézis:

Ennek a tézisnek az igazoldsdhoz a hallgatdk altal beadott feladatok
megolddsait tipusonként értékeltem. Ehhez az értekezés fiiggelékében
megtaldlhaté 53 feladat megolddsait haszndltam fel, mivel azonban
ezek egy része kiilonboz4 tipusu részfeladatokbdl 4ll, azokat kiilon ér-
tékelve Osszesen 98 feladattal dolgoztam. A 25 hallgat6tdl elvart 2450
megoldas helyett csak 1881 érkezett. Az eltérd pontszdmok miatt az
Osszehasonlitds sordn a megolddssal elért szdzalékos eredményekkel
szamoltam. Az egyes feladattipusok esetén kapott megolddsok szdmat
és eredményét a 2. tdblazatban l4thatjuk.

Lathat6, hogy direkt feladatokban és a realizaciés feladatokban
elért eredmények a legjobbak és ezek nagyon kozel dllnak egymas-
hoz. Valamivel gyengébbek az eredmények a kombindlt feladatok és
az Osszefiiggéskeresések esetén és Iényegesen gyengébb eredmények
sziilettek a problémamegolddsok megolddsa sordn.

Bar a tablazat alapjan jol elkiilonithetd a harom kiilonb6z6 nehéz-
ségli feladatokat tartalmazé csoport kétmintds ¢-préba segitségével is
igazoltam, hogy az eltérés szignifikdns.> A szamitds soran a nem meg-
oldott feladatok eredményeit O-nak tekintettem. A direkt és a realiza-
ciés feladatok esetén ¢ = 0,126, a kombinalt feladatok és az Ossze-
fiiggéskeresések esetén ¢t = 0, 566, tehat egyik esetben sem mutathaté

SElStte F-prébaval mutattam meg, hogy az egyes csoportok eredményeinek szérdsa
nem tér el 1ényegesen egymastol.



2. tablazat. A feladatmegolddsok eredménye tipusonként

feladattipus
hibatlan
hibas,
nem teljes
hianyzik
eredmény

direkt feladat 536 | 158 | 156 | 83,6%
realizdciés feladat | 127 | 34 | 39  84,8%
kombinilt feladat = 363 | 149 188 | 78%

Osszefliggés keresése | 104 | 97 49 | 77.8%
problémamegoldds = 140 = 173 | 137 48,4%
Osszesen 1270 | 511 569 | 75%

ki szignifikdns eltérés p = 0, 05 szignifikanciaszinten.

A direkt- és realizacids feladatokat 6sszehasonlitva a kombinalt
feladatokkal és osszefiiggéskeresésekkel ¢ = 2,3 adddik, tehat itt
madr szignifikdns az eltérés és ugyanez a helyzet a problémamegolda-
sok, illetve kombinalt feladatok és 6sszefiiggéskeresések esetén, ahol
a préba eredménye ¢t = 3, 45.

Bér a kombinalt feladatok és az osszefiiggéskeresések nehézségi
foka az elért eredmények étlaga és a ¢ préba alapjan megegyezik, ha
alaposabban megvizsgaljuk az Osszefliggéskeresés kategéridba sorolt
feladatokat, akkor megfigyelhetjiik, hogy ezek mindegyike két vagy
tobb részbdl all. Ezek koziil csak az utolsé rész a tiszta Gsszefiiggés-
keresés, azt mindig konkrét szamitasi feladatok el6zik meg, amelyek
eredményét megfigyelve kellene sejtést megfogalmazni és a felada-
tok egy részében igazolni is. Mivel a feladatok szamitasi része egy-
szer(, a hallgatok tobbségének sikeriilt ezekbdl részpontszdmot sze-
rezni, 1gy érthetd a 0 pontos megolddsok viszonylag alacsony szdma.
Azt, hogy az Osszefiiggés felismerése sok hallgat6 szdmara nehézséget
jelent, aldtdmasztja, hogy az ilyen feladatokra beadott 97 hibas vagy
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nem teljes megoldasbol 69 esetben a hallgaté ugyan helyesen végezte
a szamitdsokat, de ezek alapjan nem jutott el a sejtésig.

188 29

M hidnyzik

kombinalt feladat Osszefiiggés keresése

1. dbra. Kombindlt feladatok és osszefiiggéskeresések megolddsai

6. tézis:

A hosszadalmas szdmitdsokat, illetve sok adat rendszerezését igényld
feladatok a CAS lehetdségeit felhaszndlva gyorsabban és egyszer(ib-
ben megoldhatok [15][14].

7. tézis:

ps

Itt a hallgatéi kérd6iv olyan kérdéseire adott valaszokat vizsgéltam,
amelyekbdl kideriil, hogy az oktatds sordn hasznalt eszkdzok és szol-
galtatdsok milyen mértékben segitik a hallgatok tanulményait. Ezek
kozé tartoztak a kovetkezbk:

e Mennyire segitette a tananyag megértésében az drdkon haszndlt
Sage rendszer?%

e Mekkora segitséget jelentettek a diszkrét matematika tanuldsa
sordn a kovetkez6k?

a tankonyv;

a példatr;

az elGadas;

a személyes tandri segitség a gyakorlatokon;

az interneten taldlt anyagok;

a kozépiskoldban megszerzett alapoz6 ismeretek.

60sztilyozza 1-5-6s skalan, ahol az 1 azt jelenti, hogy nem segitette, az 5 pedig azt,
hogy hatékony segitségnek bizonyult.

11



3. tablazat. A tandri és targyi segitség hatdsa

osztalyzatok szaima  Nem dtlag

1 2 3 4 5 valaszolt
tankonyv = 37 13 19 13 6 6 2,30
példatar | 30 16 21 14 8 5 2,48
alapozéi. | 15 21 29 12 14 3 2,88
internet 7 18 34 17 15 3 3,16
Sage 2 10 32 32 15 3 3,53
el6adas 4 5 27 35 20 3 3,68
személyes 0 0 5 12 74 3 4,76

pe

A 3. tablazat alapjan l4thatjuk, hogy a kérd6ivet 94 hallgaté toltotte
ki, ezek koziil az els6é kérdésre harman nem valaszoltak, a valaszolok
tobbsége a Sage segitd hatdsat kozepesnek vagy jonak értékelte. Az
atlag 3,53. Lényegesen gyengébb eredmény sziiletett a tankonyvvel és
a példatérral kapcsolatosan és az internet dltal nydjtott segitséget is va-
lamivel kevesebbre értékelték. Az el6adasra mar valamivel magasabb
atlag adédott és kimagasléan fontosnak taldltdk a gyakorlatokon nyuj-
tott személyes tandri segitséget. Mivel azonban a hagyoményos gya-
korlatokon a személyes tandri segitségre kevesebb lehetdség adddik,
az utébbi eredmény is a szdmitégéppel timogatott gyakorlatok pozitiv
hatdsat emeli ki.

3. Az eMax vizsgaztato rendszer

3.1. Bevezetés

A szamitégépes tuddsellendrz6 rendszerek két fontos ismérve, hogy
milyen a kiértékelés intelligencidja és milyen feladattipusokat tdmo-
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gat. A értékelés intelligencidja alapjan a rendszerek harom csoportba
sorolhatdk [4]:

e manudlis értékelésii:
A feladatokat a hallgaték a szadmitogépen keresztiil kapjik és
a gépen oldjdk meg Sket, a megoldasok értékelése mar emberi
erdforras alkalmazasaval torténik.

e kvazi automatikus értékelésti:
A rendszer képes a dolgozatok dontd részét onalldan értékelni,
mig egy kisebb részét az oktatéra bizza.

e automatikus értékelést:

A rendszer képes valamennyi valaszt teljes mértékben értékelni.

A tdmogatott feladatokat gyakran osztdlyozzdk a védlaszok bevi-
telének mddja szerint. Ennek alapjan megkiilonboztetiink passziv és
aktiv feladattipusokat [6].

e passziv feladat:
A vilaszt egy elére megadott valaszhalmazbdl kell kivéalasztani,
vagy egy képpontot kell megjeldlni.

o aktiv feladat:
A vdlaszt a hallgaténak kell megalkotnia.

A tudésellen6rz6 rendszerek nagy része csak passziv feladatokkal
dolgozik, mert ezeknél a megoldasok értékelése konnyebben megva-
16sithat6 [16].

Az Obudai Egyetem Neumann Janos Informatikai Karan 1étreho-
zott eMax rendszer két aktiv feladattipus esetén biztosit kvaziautoma-
tikus kiértékelést:

e rovid szoveges vilasz
e matematika feladatok specidlis fajtai

A kovetkez6kben csak a rendszer matematikai moduljardl lesz szo,
mivel ennek létrehozdsdban vettem részt. A matematikai modul egy
haromf&s csapat munkéja, ezért kiemelem azon elemeit, amelyek alap-
otlete télem szarmazik:
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e a feladatmegolddsok bevitele sordn alkalmazott forma,
e a miiveleti fak Osszeépitése,
e a tesztalgoritmus

3.2. A tudasértékelé program matematikai modulja-
val kapcsolatos célkitiizések

3.2.1. A tervezéskor megfogalmazott hipotézis

Alkalmas matematikai feladattipusok korében megval6sithaté olyan
tudéasértékeld rendszer, amely kvaziautomatikus értékelést biztosit ak-
tiv feladatok esetén, és megfelel a kovetkezd feltételeknek:

e A vizsgdzd nemcsak a végeredményt adja meg, hanem a meg-
oldas menetét is, hogy ne csak a végeredmény, hanem az ahhoz
vezetd 1t is ellendrizhetd legyen.

e A rendszer tobbféle megoldasi mddszert is elfogad.

e Adott megoldasi médszer mellett a vizsgdzd tobbféleképpen is
lefrhatja a megoldasat.

e Ertékelhetd részmegoldds esetén a rendszer ardnyos részpont-

szamot ad a megolddsra.

3.2.2. A rendszerrel kapcsolatos egyéb elvarasok

1. Attekinthets felhaszndléi feliilet, ami egyszerti és kényelmes ke-
zelési lehetGséget biztosit.

2. Gyors értékelési folyamat

3. A kézi értékelésre utalt megolddsok ardnya legyen alacsony, le-
het6leg ne haladja meg a megolddsok 5%-at!

4. A rendszer 4ltal értékelt feladatok esetén a program 4ltal adott
pontszam ne térjen el jelentSsen (10%-ndl nagyobb mértékben)
a tandr altal kézi javitas soran adott pontszamtdl!

5. Adjon pontos, részletes, informaciot az egyes hallgaték eredmé-
nyeirdl, tegye lehet6vé az elkovetett hibak megtekintését!

6. Adjon attekinthetd, 6sszefoglald jellegli informaciot a vizsga
eredményeirdl osszességében, illetve feladatonként!
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3.3. Az eMax altal tamogatott matematikai feladatok

Pélya Gyorgy a matematikai feladatok két nagy csoportjat kiilon-
bozteti meg: a bizonyitdsi feladatokat és a meghatiroz6 feladatokat
[13]. A bizonyitasi feladatokndl egy allitas helyességét kell megmu-
tatni — esetleg cafolni —, mig a meghatdroz6 feladatok esetén valami-
lyen adatok alapjan meg kell hatdrozni valamilyen matematikai objek-
tumot. Ez az objektum lehet egy szdm, valamilyen mennyiség, vektor,
matrix, geometriai dbra stb. Az eMax matematikai modulja csak meg-
hatdroz6 feladatokat értékel, azok koziil is olyanokat, amelyeknél a
kiindulé adatok és a végeredmény is szdm, vektor vagy madtrix, illetve
az eredmény lehet még sik egyenlete és egyenes egyenletrendszere is.

A felhaszndlhat6 feladatok a fentiek alapjan a lehetséges matema-
tikai feladatokhoz képest jelentss sztikitésnek tlinnek, ezért 6sszegyj-
tottiik és kategorizaltuk a 2000/2008. kozotti linedris algebra targyko-
rébe esé mérnok informatikus hallgaték szdmara kitlizott zarthelyi és
vizsgafeladatainkat. A feladatok egy része a tételek, definiciék isme-
retét kivanta szdmon kérni. Ezeket négy csoportba tudtuk sorolni, de
egylittvéve is csak az Osszes feladat 21%-at tették ki. A fennmaradd
feladatok mindegyike a meghatdrozé feladat kategoéridjdba kertilt, ezek
Osszesen tehdt az Osszes feladatok nagy tobbségét 79%-at alkottak.
Részletesebb informdcidt lathatunk a 2. dbran.

3.4. Felhasznaloi feliiletek

Az eMax matematikai modulja egy hallgatéi feliiletet biztosit, a
feladatsorban kitlizott feladatok megolddsdnak beirdsdra a beépitett
képletszerkeszt6 segitségével. A program tobbfajta megoldas értéke-
1ésére képes és egy adott megoldas lefrdsaban is lehetnek eltérések. Az
adatbevitel soronként torténik. A sorok tobbnyire a kovetkezd format
kovetik:

<részeredmény> = <szimbolikus megadds> = <numerikus érték>

Fontos, hogy a vizsgdz6 a szimbolikus megadds sordn csak olyan
adatokra hivatkozzon, amelyeket kordbban definidlt vagy a feladat be-
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fogalom tétel meghatarozé feladat
21% 79%

fogalom- és
tételrealizalas
fogalmak és tételek

. tobb kiilonboz4 elja-
fogal ,
meglogaimazasa % ras 6nall6 valasztisa

zarthelyi
vizsga
szigorlat

bizonyitdsa
ekvivalens éllitasok alkalmazéi modell
megfogalmazdsa ondll6 valasztasa
fogalom- és megadott eljards
tételazonositds % végrehajtisa

2. 4bra. Feladattipusok a linedris algebra zarthelyi dolgozatokon és
vizsgdkon

mend adatai.

Az oktatéi feliilet segitségével dj feladatok vihetSk be a rendszerbe,
tobbfajta mintamegolddssal, pontozéassal, tesztesetekkel. A mar rogzi-
tett feladatokat hasznalhatja fel az oktaté a vizsgafeladatsorok 6sszeal-
litdsdhoz. Ugyancsak az oktat6i feliileten keresztiil tekintheté meg az
értékelés eredménye, hallgatonként vagy feladatonként, illetéleg sta-
tisztikai adatok, mint atlag és szords formdjdban. A vizsga eredményét
diagramok formdjaban is megjelenithetjiik.

3.5. Az értékelést végzo algoritmusok
3.5.1. A megoldasi fak

A hallgatéi, illetve oktatéi megoldasok egyes soraibdl a rendszer
egy-egy miiveleti fat hoz 1étre, majd ezek Osszeépitésével [7] eljut a
megoldasi fahoz. Az Osszeépités célja az azonos alapelvi, de kiilonbo-
z6képpen leirt megoldasok egységesitése. Az értékeld algoritmusok a
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hallgatéi megolddsi fat hasonlitjdk 0ssze a megfelel6 mintamegoldas-
sal.

A megoldésok értékelését végzd algoritmusok meghatarozott sor-
rendben kovetik egymast. Ha valamelyik segitségével a megoldas ér-
tékelhetd, akkor a rendszer pontozza a feladatot, kiilonben a kovet-
kez6 algoritmussal probalkozik. Ha a rendelkezésre 4116 algoritmusok
egyike sem képes a megoldast értékelni, akkor a rendszer a feladatot
kézi értékelésre utalja.

3.5.2. A tesztalgoritmus

A tesztalgoritmus célja a megoldds elvi helyességének ellendr-
zése, illetve szamoldsi hibak felderitése. Az elvi helyességen azt ért-
jiik, hogy a feladat 4ltal megadott adatokbdl kiindulva, helyes mate-
matikai 0sszefiiggéseket felhasznalva eljutunk a keresett értékhez (ob-
jektumhoz) Ggy, hogy nem hasznalunk fel olyan segédadatokat, ame-
lyeket a rendszer szdmdra nem definidltunk. Az esetleges szdmoldasi
hibak az elvi helyességet nem befolydsoljak [5]. Miikodését a 3. dbra
szemlélteti.

Bemenet: hallgaté megoldds, oktatéi megoldas

A megoldas
igen elve helyes nem
A szdmitdsok
igen hibétlanok nem
Sziir6algoritmusok

Szamitasi hi- futtatdsa (részmeg-
pontszam = bak keresése oldédsok keresése)
maximdlis Részpontszdm

kiszamitdsa

Kimenet: a megolddsra adott pontszdm

3. abra. A tesztalgoritmus
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3.5.3. A sziiroalgoritmusok

Ha a hallgaté megolddsa nem elégiti ki az elvi helyesség fentebb
megfogalmazott kovetelményét, még lehetnek benne értékelhetd rész-
eredmények. Ezen részeredmények megkeresését és értékelését szol-
gdljak a szirGalgoritmusok.” Ezekbdl sokféle képzelhetd el, amelyek
koziil az eMax rendszerben négyet sikeriilt megvaldsitani. Az egyes
algoritmusoknak megfelel6 részmegoldasok a kovetkezdk:

e RHMOAS

Ez valgjdban egy elvileg helyes megoldads, eltekintve attdl, hogy
a vizsgaz6 nem az el6irt médon hasznélja a feladat végeredmé-
nyének jelolését. Ez legtobbszor gy fordul eld, hogy a hallgatd
nem figyel a nagybet és a kisbeti kozotti kiillonbségre. Ez ilyen
megolddsok viszonylag konnyen értékelhetéek — a miiveleti fa
felépitése utdn annak gyokerében a jelolést megvaltoztatjuk az
eredmény jelére és a modositott fara alkalmazzuk a tesztalgorit-
must.
¢ RHMOB

Ennél a megolddsndl a hallgaté szintén j6l dolgozik, eltekintve
attél, hogy nem vezeti vissza a feladatot az adatokig, hanem az
adatokbdl — fejben vagy papiron — szdmolt helyes értékekbdl
indul ki. Ilyen volt a mintafeladatra adott harmadik megoldés.

¢ RHMOC

Olyan részmegoldast keres, amely alulrdl felfelé¢ épitkezik, a
feladatban megadott adatokbdl helyesen vezeti le a feladat vala-
mely részeredményét, amelynek felhasznélasaval a feladat meg-
oldésa folytathat6.

e RHMOD

Olyan részmegoldds értékelésére szolgdl, amely fentrdl lefelé
épitkezik, és nem jut el az alapadatokig.

7Kiszirik a feladatra adott megoldasok koziil azokat, amelyek bizonyos kritériu-
moknak megfelelS részmegoldast tartalmaznak.
8RészHallgat6iMegOldas A-tipus
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Lathat6, hogy az RHMOA specidlis esete az RHMOC tipust meg-
oldasnak és hasonléan az RHMOB specidlis esete az RHMOD-nek.

3.6. Eredmények

Az eMax rendszer miikodését 2008. janudrjiaban egy hat feladat-
bdl all6 vizsgadolgozat segitségével probaltuk ki. A vizsgéan 25 hall-
gaté vett részt, a feladatokat a vektor- és matrixalgebra témakorébdl
valasztottuk. A hallgaték 6sszesen 133 feladatmegoldast adtak be. El-
soként azt vizsgaltuk, hogy rendszeriink milyen mértékben ismerte fel
az egyes megoldastipusokat, ezért az oktatok minden egyes hallgatoi
megolddst végignéztek és besoroltdk Sket az eMax 4ltal vizsgalt tipu-
sok egyikébe, ha ez lehetséges volt. A 4. tdbla mutatja, hogy az egyes
tipusokat hany esetben ismerte fel a rendszer.

Az oktatok 118 megoldast azonositottak az ismertetett tipusok va-
lamelyikeként. Az eMax rendszer ebbdl 104 esetben helyesen adta
meg a megoldds tipusat. Lathaté, hogy az RHMOB tipus felismeré-
sével van a legtobb gond, hiszen ez csak az esetek kétharmad részében
sikeriilt.

4. tablazat. A felismert megoldastipusok gyakorisdga

Tipus ok’tat(’)i, eM:.lX altal
osztalyozas felismert

Helyes megoldas 77 68
RHMOA 13 13
RHMOB 12 8
RHMOC 8 7
RHMOD 8 8
egyéb 15 -

A legfontosabb kérdés a rendszer miikodésével kapcsolatosan, hogy
a rendszer mennyire képes helyesen értékelni. Ennek eldontéséhez
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a hallgat6i megolddsokat kézileg is értékeltiik, és ennek eredményét
osszehasonlitottuk az automatikus értékelés eredményével. Az utob-
bit abban az esetben tekintettiik helyesnek, ha az oktaté és a rendszer
altal adott pontszam legfeljebb a feladatra adhaté 6sszpontszam 10%-
val tért el egymastdl. (Ezzel pl. egy 10 pontos feladat esetén legfeljebb
egy pont eltérést tartottunk elfogadhaténak.) Az eredményt a 5. tabla-
zat mutatja. Az oktaté és az eMax értékelésének Osszevetése szerint a
megolddsok 87%-4ban a rendszer helyesen értékelt. Az értékelés jo-
saga a feladattdl fiiggben eltért, az 5. és 6. feladat esetében csupan
80%-ban adott a rendszer megfeleld pontszamot. A rendszer a felada-
tok 5%-at utalta kézi javitasra, 7%-at pedig hibdsan értékelte. A hibas
értékelés részben algoritmikus hibdkbdl szarmazott, amit a sziiralgo-
ritmusok fejlesztésével lehetne javitani, részben pedig abbdl, hogy a
hallgaté nem megfeleléen hasznélta az eMax vélaszszerkesztdjét. A
helytelen hasznélatbdl ad6dé hibdk csokkennek a gyakorlattal, illetve
tovabb csokkenthetSek lennének a szintaktikai ellendrzés javitasaval.

5. tablazat. Az oktatd és az eMax értékelésének Osszevetése

feladat helye§ kézi algoritllﬁkus helytelen
pontszam  értékelés probléma | hasznalat

1. 96% 0% 0% 4%

2. 84% 4% 8% 4%

3. 88% 8% 0% 4%

4, 96% 0% 4% 0%

5. 80% 8% 12% 0%

6. 80% 12% 8% 0%

osszesen 88 % 5% 5% 2%

Az eredményekbdl lathatd, hogy a vektorgeometriai és matrixal-
gebrai feladatok egy csoportjan sikeriilt igazolni a feltett hipotézist,
és a tobbi kovetelményt is sikeriilt teljesiteni. Természetesen nem 4l-
lithatjuk, hogy a rendszer mindig és minden koriilmények kozott ha-

20



sonl6 eredménnyel dolgozik, hiszen ez fiigg a kitlizott feladatoktol,
valamint a hallgatdk és oktatdk éltal adott megolddsoktdl. Az eMax
rendszer jelen dllapotdban, csak a matematika feladatok egy megha-
tarozott csoportjara miikodik, ami felhaszndlhatésagat erésen korla-
tozza, de kiindulasi alapot jelenthet egy altaldnosabban hasznalhaté
rendszer 1étrehozdsahoz. A legfontosabb fejlesztési lehetdségek a ko-
vetkez6k:

A felhaszndlhat6 feladatok korének bovitése

Uj beépitett fiiggvények implementéldsa

A felhaszndldi feliileteken haszndlt képletszerkesztd felkészi-
tése az Uj feladatokhoz és fiiggvényekhez

Az értékeld algoritmusok fejlesztése

Osszekapcsolds egy alkalmas szdmitégép-algebrai rendszerrel
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4 Justification of choice of subject

In the course of teaching Mathematics, besides transmission of
knowledge, there is an important role of developing the way of think-
ing, the abilities and skills related to the subject.

In the issue of National Research Council (Washington) these skills
are grouped as follows: [9]:

e Conceptual understanding
The integrated and functional comprehension of mathematical
ideas, which enable for students to learn new ideas by connect-
ing them to known concepts. The conceptual understanding con-
duces to the long-term remembrance of knowledge and helps to
avoid the usual mistakes.

e Procedural fluency
Ability which makes it possible to accomplish procedures flex-
ibly, efficiently, accurately and correctly.

e Strategic competence
Abiliy of formalizing, representation and solving problems.

e Adaptive reasoning
Ability of logical thinking, analysing, explanation and decision.

e Productive disposition
The student thinks of Mathematics as a reasonable, useful and
valuable subject, believes in diligence and in his own abilities.

I experienced during my tutorial work at Obuda University and
its predecessor institutes that the majority of computer science and
engineering students are not prepared to study higher Mathematics as
regards either knowledge or the skills above [2]. Although some of
them make up for their deficiencies, most of the students are unable
to keep up with the pace of the curriculum because of the short time
available.

Such problems are not unique, several authors deal with analysing
the reasons [10] [8]. In order to improve the efficiency of teaching,
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many of them make an attempt at computer aided teaching of Math-
ematics, and computer-algebra systems (CAS) are especially popular
[11] [12] [3]. One part of my research is the application of such a
system in the subject of Discrete Mathematics and Linear Algebra
(DMLA). My choice came upon this subject because its computer-
aided teaching is not as popular as in case of e.g. Calculus or Mathe-
matical Statistics.

The other part of my research is related to the development of the
mathematical module of eMax exam system. We started to develop
this system in 2005 in the framework of a project sponsored by IBM.
We aimed at creating such a knowledge evaluation system which offers
new prospects compared to the known, already existing systems.

A part of my work was the selection of problems used in the mate-
rial taught and their classification according to suitable aspects, which
played an essential role both in computer-aided teaching and the de-
velopment of the exam system.

5 Application of Sage computer-algebra sys-
tem in teaching Discrete Mathematics and
Linear Algebra

5.1 Review of the experiment

I started my experiments in school-year 2009/10, with two study
groups each semester, in the course of which I have been teaching
Mathematics for the two groups in a computer laboratory. At these
courses students have to solve mathematical problems with the help of
the Sage computer algebra system.

Sage system was created in 2005 and it was made especially for tu-
torial purposes. As it consists of several earlier CAS systems, it gives
assistance to the study of many subjects. This versatility is one of the
reasons why my choice came upon this system. Another important rea-
son is that the system is free of charge, which makes it available for
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students to use it at home while learning and preparing their home-
work.

The experiment affects a relatively small part of the students out
of the 10-15 study groups. During the first year I used the system at
DMLA seminars for two-two groups, later it was an optional course. °
This also affected two groups each semester and the elaborated mate-
rial was still related to the subject DMLA.

During the elaboration of the material, there was a need of a teacher’s
explanation at the beginning of the lessons, which contained partly the
revision of the main concepts, theorems of the subject, and partly a
review of the important functions of the Sage system which could be
used in the actual topic. The explanation usually consisted of the pre-
sentation of sample problems. The further part of the lesson was spent
by the students’ own work, and they were also allowed to work in pairs
or in small groups.

Students were given homework at each lesson, which was to be
submitted at the beginning of the next seminar or to be sent in elec-
tronic form. During the term they had to write two tests at the com-
puter, the results of these, the points given for the homework and for
their seminar work were totalized to determine their final mark.

A major part of the problems of DMLA seminars can be solved by
one function call. I used some of these at the experimental courses to
present the syntax of the program, but I avoided the use of them in the
assigned tasks, because they do not develop mathematical thinking.
I could not use those problems either, which are not supported by the
system. !0 As a result of the above, while setting up the list of questions
I made and searched several new problems.

I differentiated the following types of the set problems, classified
from the point of view of didactics: !!

9Solution of Mathematical Problems by Computer (MP)

10Such types of questions were proofs.

n the course of tutorial work we often use further types of problems, such as mem-
ory tasks, identification [17], however the solution of these does not require CAS, or
their solution becomes uninteresting, thus they do not further the development of stu-
dents’ mathematical skills.
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. Direct problem

A problem to be solved by a given (known) method.

. Realisation problem

Giving examples and counter-examples for a known concept,
producing an object with a given property.

. Combined problem

Choosing the suitable method for a given problem, producing
the solution by the application of the method.

. Searching for connection

A part of the task is formulating a statement, then solving it.

. Problem solving

An unusual combination of the learnt knowledge is needed for
the solution [1].

In the course of checking the solutions of the problems I examined

the results reached by the students in the experimental courses com-
pared to the students of the traditional courses, and the differences of
the efficiency of problems of different types.

I set up a questionnaire for the students of the experimental course,
which they could fill in voluntarily. Processing of this gave informa-
tion about students’ view on computerized and traditional study meth-
ods and tools.

5.2

Theses on computer algebra system aided teach-
ing of subject DMLA

. Using CAS, students reach better results in solving problems of

DMLA than in traditional written exams.

. Using the system widens the range of problems and themes to

be elaborated.

. Using computers promotes students’ own work at seminars and

while doing their homework.

. Using the system, students are more willing to deal with mathe-

matical problems than in case of traditional form of lessons.
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5. The difficulty of the set problems is in connection with the di-
dactic aims of the problems.

6. Allowing the use of CAS significantly changes the order of dif-
ficulty of problems.

7. Among objective tools CAS renders a superior help to students
in learning Mathematics, but personal help, especially the role
of the teacher is still the most important.

5.3 Research executed, and relating results

1. thesis:

For the proof of this I made two kinds of research. In the course of
the first I compared the traditional written exam achievement of the
experimental and the control groups. I repeated this comparison from
the first semester of school year 2009/10 in each term, with similar
results in every case. The average result of the experimental groups
was higher in each case, but the difference was not significant.

As an example I show the results of the second semester of school
year 2010/11. In this term there was a total of 42 students in the ex-
perimental courses. Out of these students there were 30 who studied
the subject Discrete Mathematics and Linear Algebra II in parallel. 2
Their results were compared with the results of the same subject of a
control group of 30 students.

The frequency of the reached marks is shown in the first two rows
of Table 1. The average of the experimental group was 2.47, while that
of the control group was 2.37. The difference is 0.1, the result of the
two-sample t-test at 5% significance level is t = 0.442.

In the course of the other research I compared the results of the
experimental group at the computerised test with their results at the
written DMLA exam. The results in this case were also similar in each
term, as an example I show the results of the same semester. The same
30 students reached an average of 3.23 at the computerised test, the
frequency of the marks is shown in the third row of Table 1. I used

12The others had already completed this course.
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Table 1: Written and computerised test results

form of test group Illumzb er ; f n:‘arkss average
written control 2 19 6 2 1 2.37
written experimental | 2 17 7 3 1 | 247

computerised | experimental 0 10 8 9 3 | 3.23

t-test again to compare the results, the value of which is ¢ = 3.3, thus
the difference is significant in favour of the computerised test.

2. thesis:

Using CAS makes it possible to analyse such problems which need a
lot of time and calculation, thus these cannot be dealt with at the tra-
ditional lessons. In the experimental group I presented such problems,
examples can be found in the dissertation and in [15] as well.

3. thesis:

Students needed teacher’s assistance at the seminars, but in the major
part of the time they worked on their own, and also in smaller groups
or pairs, helping each other. They worked continuously, filling their
time available, and when it was necessary they used the program’s
“help’ function or information found on the internet.

4. thesis:
Among the 94 students who filled in the questionnaire there were only

three who preferred the traditional form of teaching, the others were
more inclined to solve mathematical problems with CAS support.

5. thesis:

For the verification of this thesis I assessed the submitted solutions
by types. I used the solutions of the 53 problems that can be found in
the appendix of the dissertation, however, as these problems consist
of partial tasks of different types, assessing them separately I worked
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with a total of 98 problems. Instead of the expected 2450 solutions the
25 students submitted only 1881. Because of the different scores, dur-
ing the comparison I expressed the results in percentage. The numbers
and results of the different types of problems can be seen in Table 2.

Table 2: Results of solutions by type

&
)
g =28 2 =
type of problem 5= g 2 2
S &3 = £
51 - £
S
£
direct problem 536 | 158 | 156 83.6%
realisation problem 127 = 34 39 | 84.8%
combined task 363 149 | 188 78%
searching for connection 104 | 97 49 | 77.8%
problem solving 140 | 173 | 137 | 48.4%
total 1270 | 511 569 | 75%

It can be seen that results are the best in case of direct problems and
realisation problems, these are almost the same. Results are slightly
weaker in case of combined tasks and connection searching, and con-
siderably weaker in case of problem solving.

Although the three groups, in which the difficulties of the problems
are different, are noticeably separable, I verified that the difference
is significant with a two-sample ¢-test.'> While calculating, I consid-
ered the scores of the non-solved problems as 0. In case of direct and
realisation problems ¢ = 0.126, in case of combined problems and
searching for connection t = 0.566, thus here there is no significant
difference at significance-level p = 0.05.

3Previously I showed with an F-test that the groups have the same standard devia-
tion.
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Comparing direct- and realisation problems with combined- and
connection searching problems ¢ = 2.3, thus the difference is signifi-
cant here, and the situation is the same in case of problem solving and
searching for connection, where ¢ = 3.45.

Although the degree of difficulty of combined- and connection
searching problems is the same according to the average results and the
t-test, if problems of connection searching are investigated thoroughly,
it can be noticed that each of these consists of two or more parts. Out
of these only the last part is pure connection searching, they are al-
ways preceded by factual calculation problems, the results of which
should be observed to formulate a conjecture, and also to prove it in
some of the cases. As the calculation part of the problems is simple,
the majority of the students succeeded to get partial scores, thus the
relatively low rate of O scores is understandable. The fact, that finding
a connection presents difficulties to many of the students, is confirmed
by the data, that in 69 out of the 97 faulty or not complete solutions,
the calculation part was correct, but students could not formulate the
conjecture.

188 L
M missing

combined problem connection search

Figure 1: Solutions of combined- and connection searching problems

6. thesis:

Problems needing circumstantial calculation and systematization of
many data can be solved more quickly and more simply by using the
possibilities of CAS [15][14].

7. thesis:

I investigated those answers given to the questions of the question-
naire, which reveal how much the applied tools and services help stu-
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dents’ studies. Among these were the following:

e How did Sage system help understanding the material?'#
e How much help were the followings during learning Discrete
Mathematics?

manual;

collection of exercises;

lecture;

teacher’s personal help at seminars;

material found on the internet;

base knowledge acquired in secondary school.

Table 3: Effects of teacher’s and objective help

number of marks | Did not average

1 2 3 4 5  answer
manual 37 13 19 13 6 6 2.30
collection of exercises = 30 16 21 14 8 5 2.48
base knowledge 15 21 29 12 14 3 2.88
internet 7 18 34 17 15 3 3.16
Sage 2 10 32 32 15 3 3.53
lecture 4 5 27 35 20 3 3.68
personal 0 0 5 12 74 3 4.76

According to Table 3. it can be seen, that the questionnaire was
filled in by 94 students, out of these three did not answer the first ques-
tion, the majority of the students considered the helping effect of Sage
as mediocre or good. The average is 3.53. The result was considerably
weaker in connection with the manual or the collection of exercises,
and the help offered by the internet was slightly lower. Higher average

4Mark in a 1-5 scale, where 1 means ’it did not help at all’, 5 means it proved to be
an efficient help’.
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was given to the lecture and students considered teacher’s personal
help as superiorly important. However, as there is less possibility of
teacher’s help at traditional seminars, the latter result emphasises the
positive effect of computer aided seminars.

6 eMax exam system

6.1 Introduction

The two important criteria of computer assessment systems are
the intelligence of evaluation and the types of problems they support.
According to the intelligence of evaluation, systems can be classified
in three groups. [4]:

e manual evaluation:
Students get and solve the problems on computers, the evalua-
tion of the solutions is done manually, by human resources.

e quasi-automatic evaluation:
The system is able to evaluate the major part of the solutions
automatically, still a smaller part of them are evaluated by the
teacher.

e automatic evaluation:
The system is able to evaluate all answers automatically.

The supported problems are often classified by the way users enter
the answers. According to this, passive and active types of problems
are distinguished [6].

e passive problems:
The answer has to be chosen from a set of answers or a pixel
has to be marked.

e active problems:
The answer has to be formulated by the student.
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The major part of the assessment systems assess only passive ques-
tions, because in their case evaluation is easily realizable.

The eMax system, which was set up at John von Neumann Fac-
ulty of Informatics of Obuda University, is able to evaluate quasi-
automatically in case of two types of problems:

e short textual answer
e special kinds of mathematical problems

In the followings only the mathematical module of eMax system
will be discussed, as I took part in its accomplishment. The mathe-
matical module is the work of a group of three persons, therefore I
highlight those elements, which were my base ideas:

o the form applied during entering the solutions,
e building the operation trees together,
e test algorithm.

6.2 Aims connected to the mathematical module of
the assessment program

6.2.1 Hypothesis formulated in the phase of planning

In the scope of suitable types of mathematical problems, such an
assessment system has to be realised, which ensures a quasi-automatic
evaluation in case of active questions, and meets the following require-
ments:

e The examinee does not give only the final result but the course
of the solution as well, so that not only the final result, but also
the way to it can be checked.

e The system accepts various ways of solutions.

e In case of a given solution method, the examinee can write down
his solution in several ways.

e In case of a valuable partial solution, the system gives a propor-
tional partial score.

32



6.2.2 Other requirements related to the system

1. Well-arranged user interface which ensures a simple and com-
fortable handling.

2. Quick evaluation progress.

3. The proportion of solutions evaluated manually should be low,
it should not possibly exceed 5% of all the solutions.

4. Scores given to problems evaluated by the system should not
differ more than 10% from scores given by manual evaluation
of the teacher.

5. The system should give exact, detailed information about the
results of students, and it should let students have a look at the
mistakes they made.

6. The system should give well-arranged, comprehensive informa-
tion about global results of the examination as well as about
results of the individual questions.

6.3 Mathematical problems supported by eMax

Gyorgy Pélya distinguishes two main groups of mathematical prob-
lems: problems of proof and problems of determination. [13]. In case
of proofs the task is to verify — or contravene — a statement, while
in case of determination problems some mathematical object has to be
determined from some data. This object can be a number, some kind of
value, vector, matrix, geometrical figure etc. The mathematical mod-
ule of eMax evaluates only determination problems, in so far as both
the initial data and the final result are numbers, vectors, matrices, or
the result can also be the equation of a plane or the equations of a
straight line.

According to the above requirements the range of usable prob-
lems seems to be quite narrow, that is why we collected and classified
the Linear Algebra test exercises which were set for computer sci-
ence and engineering students between 2000-2008. A part of the exer-
cises aimed at checking the knowledge of theorems, definitions. These
could be classified into four groups, but still they were only 21% of all
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the questions. Each of the remaining questions were categorized in the
group of determination problems, these were the great majority — 79%
— of the questions. A detailed information is shown in Figure 2.

concept theorem determination problem
21% 79%
=
= S
lisation of con & §
rea - 5] .g
cepts and theorems g E
8 >
formulation, own choice of ©
proof of concepts || 5% several differ-
and theorems ent methods
formulation own choice of
ofte?uwalfnt applied model
statements

identification

execution of
of concepts 5% given method

and theorems

Figure 2: Types of problems in Linear Algebra tests and exams

6.4 User interfaces

The mathematical module of eMax provides a student interface to
enter the solutions of the problems with the help of an equation editor.
The program is able to assess different kinds of solutions and there can
be variance in the description of a given solution. Entering the data is
done by rows. Rows are mainly in the following form:

<partial result> = <symbolic description> = <numerical value>

It is important that during the symbolic description, the examinee
can refer only to data that were previously defined or given as the input
data of the problem.

With the help of the tutorial interface new problems can be taken
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into the system, with different kinds of sample solutions, scoring and
test cases. The teacher can use the problems already fixed to set the test
exercises. It is also the tutorial interface where the results of students or
exercises, as well as statistical data such as mean or standard deviation
can be viewed. The results of the test can be illustrated graphically in
diagrams too.

6.5 Algorithms of evaluation
6.5.1 Solution trees

The system creates operation trees from the rows of students’ and
teacher’s solutions, then by building these together[7] it gets to the so-
lution tree. The goal of building together is the unification of solutions
which are differently described, but based on the same principle. The
evaluation algorithms compare student’s solution tree with the suitable
sample solution.

The evaluation algorithms follow each other in a determined order.
If the solution is appreciable by one of them, the system scores the
solution, otherwise it makes a trial of the next algorithm. If none of
the algorithms available is able to evaluate the solution, the system
sends it to manual evaluation.

6.5.2 Test algorithm

The aim of the test algorithm is to check the theoretical correctness
of the solution and to reveal calculation mistakes. Theoretical correct-
ness means that the searched value (object) is reached by starting off
from the initial data given by the problem, using mathematical equal-
ities, in such a way that data which were not defined earlier are not
used. The possible calculation mistakes do not affect theoretical cor-
rectness [5]. Its operation is illustrated in Figure 3.
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Input: student’s solution, teacher’s solution

Theoretical correct solution

yes no
Calculations
yes are correct no
Running filter
Search for calcu- algorithms (search
scores = lation mistakes for partial solutions)
maximal Computing
partial scores

Output: scores given to the solution

Figure 3: Test algorithm

6.5.3 Filter algorithms

Even if the student’s solution does not satisfy the requirements
concerning theoretical correctness specified above, there still can be
appreciable partial solutions. Filter algorithms find and evaluate these
partial solutions. '3 There can be many kinds of these algorithms, four
of them succeeded to be realised in eMax system. Partial solutions
corresponding to the certain algorithms are the following:

e RHMOA!®

This is in fact a theoretically correct solution, apart from the fact
that the examinee does not use the notation of the final solution
in the required way. This most often happens beacause the stu-
dent does not pay attention to the difference between small- and
capital letters. Such solutions can be assessed relatively easily —
after building the operation tree, the notation is altered to the no-

5They filter those answers which contain partial solutions meeting certain criteria.
16Partial Student’s Solution type A
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tation of the result in the root of the tree, and the test algorithm
is applied to the modified tree.
¢ RHMOB

In the case of this solution the student also works right, apart
from the fact that he does not trace the question back to the
data, but starts from some correct value calculated in his head
or in paper. An example for this case is the third solution given
to the sample problem.

¢ RHMOC

The algorithm looks for such a partial solution which builds
from bottom to top, a certain partial solution is deduced cor-
rectly from the data, the solution of the problem can be contin-
ued using this partial solution.

e RHMOD

This is used to evaluate such a partial solution, which builds
from top to bottom, and does not reach the initial data.

It can be noticed that RHMOA is a special case of solution type
RHMOC and similarly RHMOB is a special case of RHMOD.

6.6 Results

The operation of eMax system was tested by an examination con-
taining six questions in January 2008. 25 students took part at the
exam, the problems were chosen from the theme of vector- and matrix
algebra. Students submitted 133 solutions altogether. At first we inves-
tigated how the system recognised certain types of solutions, therefore
teachers examined all solutions and classified them into one of the
types examined by eMax, if it was possible. Table 4. shows how many
times the system recognised the certain solutions.

Teachers could identify 118 solutions as one of the above types.
eMax system recognised the type of the solution in 104 cases. It can
be seen that recognising type RHMOB is the most problematic, as this
succeeded only in two-third of the cases.
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Table 4: Frequency of recognised solution types

teacher’s | recognised b

Type classification egMax ’
Correct solution 77 68
RHMOA 13 13
RHMOB 12 8
RHMOC 8 7
RHMOD 8 8
other 15 -

The most important question about the operation of the system is
how correct its evaluation is. To decide this question, students’ solu-
tions were evaluated manually too, and the result of this was compared
to that of automatic assessment. The latter was considered correct if
the difference between the two scores was at most 10%. (Eg. in case
of a 10-point question at most one point difference could be accepted.)
The result is shown in Table 5. According to the comparison, in 87%
of the solutions the system’s assessment was correct. The adequacy of
evaluation differed depending on the problem, in cases of questions
5. and 6. only 80% of the solutions were given correct scores by the
system. The system sent 5% to manual evaluation, and assessed 7%
incorrectly. The incorrect evaluation resulted partly from algorithmic
faults, which could be improved by developing filter algorithms, partly
from the student’s misuse of the answer editor of eMax. Mistakes ris-
ing from misuse can be reduced by practice, and could be further re-
duced by the improvement of syntactical check.

It can be seen from the results, that the assumed hypothesis could
be verified in a group of problems of vector geometry and matrix al-
gebra, and the other requirements could also be satisfied. Naturally
it cannot be stated that the system works with similar results in ev-
ery case and under all circumstances, as this depends on the problems
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Table 5: Comparison of teacher’s and eMax assessment

question correct | manual | algorithmic misuse
scores assessment | problem
1. 96% 0% 0% 4%
2. 84% 4% 8% 4%
3. 88% 8% 0% 4%
4. 96% 0% 4% 0%
5. 80% 8% 12% 0%
6. 80% 12% 8% 0%
total 88 % 5% 5% 2%

chosen and the solutions given by students and teachers. In its present
state, system eMax works only for a specific group of mathematical
problems, which notably restricts its applicability, but it can be a start-
ing point for creating a system that can be used more generally. The
most important development possibilities are the following:

widening the range of usable problems;

implementing new built-in functions;

preparing the user interface equation editor for the new tasks
and functions;

developing the evaluation algorithms;

connecting eMax to a suitable computer-algebra system.
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