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Bevezetés

Jelen dolgozatban régi, és tjabb keletii, kombinatorikiban eléfordu-
16 leszamlalasi problémakbol szarmaz6 tn. kombinatorikus szamok
altalanositésaival foglalkozom.

Roviden arrél van szo, hogy halmazokat particidkra, illetve permu-
taciokat ciklusokra bontva egyes elemeket (r darabot) ,megkiilonboz-
tetlink”, és azt koveteljiik meg, hogy ezek kiilonb6z6 blokkokban, ille-
t6leg ciklusokban szerepeljenek. Ezzel a plusz feltétellel egy 4j szam-
csalad bontakozik ki, az r-Stirling szamoké. Ezeknek a vizsgalata a
disszertacio legfébb célja.

Ha ezt a kikotést nem tessziik, a ,hagyomanyos” Stirling szamo-
kat kapjuk. Erdekes tény, hogy az utébbiak tobb szaz éve ismerete-
sek ugyan, szamos neves matematikus foglalkozott veliik, ezek altala-
nositasainak, az r-Stirling szdmoknak a tulajdonsagait csak djabban
tartak fel. Ezekre vonatkozoan Broder [10] és Carlitz [13, 14| cikkei
alapvetéek, de valoszintiségelméleti aspektusukat is targyalja Chara-
lambides kivalo konyve [16], valamint Koutras [39] cikke. Torténeti
érdekesség, hogy ezen szamok el6szor 1906-ban tiintek fel Nielsen [52]
kényvében. Dolgozatomban az itt elkezdett munkat szandékoztam
folytatni.

Az értekezés a kovetkezSképpen épiil fel. Az els fejezet az elen-
gedhetetleniil sziikséges alapvets fogalmakat vezeti be. A rakoévetkezo
fejezet a Bell polinomok r-Stirling szamok ismeretében szinte auto-
matikusan ad6do altalanositasat targyalja. A Bell polinomok szamos
kombinatorikai és valoszintségelméleti kérdésben felmeriilnek (elegen-
dg csak Comtet vagy Riordan klasszikus konyveit |20, 56|, vagy Chara-
lambides mar idézett miivét megemliteniink). Am az 7-Stirlingekbsl
képezhets polinomokrél maig nincs 6sszefoglalo, alapvetének nyilva-
nithato kozlemény, elszort eredmények vannak csak (1. pl. Carlitz
fent idézett cikkeit). Célom éppen ez a hianypotlas — szamos 1j ered-
ménnyel kiegészitve.

A kovetkez6 szakaszban az Euler- és Fubini szamok neves szer-
z6k altal régen feltart kapcsolatat veszem alapul (1. tobbek kozott
[20, 54, 60, 61]), és ezen fogalomkor segitségével — mind analitikus,



mind kombinatorikai iton — bemutatom, hogyan kell ,attérni” arra az
esetre, amikor a particidkra és ciklusokra a fentebb emlitett 4j feltételt
kirojuk. Nevezetesen, egy kombinécios zar-jaték segitségével olyan 1j
altalanositasat vezetem be az Euler szamoknak, melyek egy sor kom-
binatorikai azonossagot irnak djabb forméaba. Ezzel a bekezdés elején
idézett eredmények tovabbfejlesztését nydjtom.

Ezt kovetSen bebizonyitom az r-Stirling szamok sorozatainak uni-
modalitasi tulajdonsigét, vagyis beldtom, hogy ezek a sorozatok egy
bizonyos indexig szigorian novekednek, majd ugyanigy csokkennek.
Becslést adok arra az indexre is, melyre ez a maximum felvétetik.
Ezen eredmények a [33, 34, 62| munkak egyenes folytatasainak tekint-
hetsk. A Stirling szamok ,hagyomanyos” esetével tobbek kozott Erdés
Pal foglalkozott.

A késobbi fejezetekben (az 6todikben és a hatodikban) az emli-
tett szamokbol képzett végtelen sorok OsszegezhetGségét vizsgalom, és
konvergencia esetén explicit vagy rekurziv képletet adok ezen sorok
Osszegére. Ehhez sziikség volt tin. hiperharmonikus szdmokat tar-
talmazd bizonyos sorosszegek meghatarozasara. Tekintve, hogy har-
monikus szamokat tartalmazé ilyen formétumu sorok Osszegét Euler
irta le, elmondhato6, hogy ebben az értelemben Euler formulait sikeriilt
megjavitani.

Végiil, egy tovabbi altalanosité 1épést téve olyan 4j szédmcesaladot
konstrualok, melynek segitségével a Bernoulli polinomok igen régi fo-
galma keriil 0j megvilagitasba. Nevezetesen, racionalis helyeken fel-
vett értékeit az itt definialt szamokkal ki lehet szamolni. Ezen szédmok
egyébként az r-Stirlingeket és a geometriai halok elméletében szerepls
Whitney szamokat 6tvozik, kozos altalanositast képezve.



1. fejezet

A Stirling- és r-Stirling szamok

1.1. Az els6- és masodfaji Stirling szamok

Mivel dolgozatunk f§ targyat a Stirling! szamok altalanositasa képezi,
minden vonatkozé eredményt ebben az éaltalanosabb forméban bizo-
nyitunk. Ezért a hagyomanyos” Stirling szamok definiciojat és alapve-
t6 azonossagait csak leirjuk, de — a rekurziok kivételével — nem vezetjiik
le.

1.1.1. Definicié. n elemen adott permutdcio k darab ciklusra valo
felbontasainak szdmdt az n, k paramétertd els6faja Stirling szam adja
meg, melyet m mdodon jelolink?.

Az els6fajia Stirling szamokat — emlékeztetve a jelentésiikre — ne-
vezik Stirling-féle ciklikus szdmoknak® is [30].
A rajuk érvényes legalapvet6bb Osszefiiggés a kovetkezs rekurzio:

(1.1)
L R

1 James Stirling (1692-1770) skot matematikus.

2Ezt a jelolést Jovan Karamata (1902-1967) szerb matematikus vezette be.

3A British Museum 6rzi egy bizonyos Thomas Herriot kéziratat az 1600-as
évekbdl, melyben ezek a szamok mar feltiinnek.
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Ez a kovetkez6 modon bizonyithatd. Az utolso elem vagy 6nmagaban
alkot egy ciklust (egyféleképpen) és a tobbi n — 1 elem k —1 ciklusban
van, ami [Z:ﬂ eset; vagy az m nem 6nmagaban all. Utobbi esetben
n — 1 elem van k ciklusban, ami [";1] modon lehet. Az n-et kell
valamelyik ciklusba ,beszirnunk”, és ez n — 1 modon lehetséges.

Lépten nyomon elkeriil a generatorfiiggvény fogalma, ezért ezt
most definidljuk. Legyen a,, egy valos szamsorozat. Ennek generdtor-
fligguénye alatt a

o
E anpx”
n=0

hatvanysort értjik, mig exponencidlis generdtorfiiggvény alatt a

hatvanysort.
Az els6faju Stirling szamok exponencialis generatorfiiggvénye?

(1.2) ) ) k
S ()

A Jvizszintes” generdtorfiigguényt ugy képezziik, hogy az also para-
méterre Osszegziink. Megmutathato, hogy az els6faju Stirling szamok
vizszintes generatorfiiggvénye a novekvd faktoridlis:

(1.3)

Xn:mx’“zw(x+1>(:c+2)..-(:c+n—1>.

k=0

Erre bevezetiink egy — a szakirodalomban egyre elfogadottabb — jelo-
lést és elnevezést:
(1.4)

rx+1)(z+2)-(x+n—1) = 2"

4Most és a tovabbiakban tartjuk magunkat ahhoz a megallapodashoz, hogy
polinomok (,véges hatvanysorok”) valtozojat z-szel, hatvanysorokét z-vel vagy t-
vel jeloljiik.
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Ezt a mennyiséget novd faktoridlisnak nevezziik.
A legfontosabb paraméterpar, melyre sziikségiink lesz a kovetkezs:
n + 1, 2. Ekkor ugyanis
1{n+1 1 1 1
=14+-+-+4+---+—-—="H,.
{ ) } to gt

n!

A H, szémot harmonikus szamnak nevezziik [30].
Attériink a masodfaju Stirling szamok bevezetésére.

1.1.2. Definicidé. Legyen A egy n elemid halmaz. A olyan particioit,
melyekben pontosan k halmaz (blokk) van, az A k-particidinak nevez-
ziik. A k-particiok szamdt (n elem esetén) {Z}—val jeloljiik, és n,k
paraméterd masodfaja Stirling szamnak nevezziik.

Roéviden itt is felsoroljuk az alapvets tulajdonsagokat.

U gy

Ha adott egy n elemi halmaz, k blokkra val6 felbontésa sordn két
eset fordulhat els. ElGszor, az utolsé elem (az n) énmagéban kiilon
blokkot alkot. A tobbi n — 1 elem ebbdl kévetkezGen k — 1 blokkra
bomlik szét, és ez {Zj} modon torténhet. Masodszor, az n nem
onall6 blokkban van. Ez k blokk esetén k-féleképpen lehet. Tovabba, a
fennmarad6 n—1 elem k blokkra {”;1}—képpen bomlik fel. Egyiittesen
tehat k{";l} eset van. A két — egymast kizard — lehetGséget 6sszeadva
megkapjuk, hogy n elem hanyféleképpen rendezhets k blokkba. Ez
pontosan a fenti rekurzio.
Az exponencialis generatorfiiggvény

i n) 2"  (ef—1)F
Efnl kK
n=0

mig a ,hagyomanyos™

k

i{Z}Zn: (1—z)(1—2zz)---(1—k:z)'

n=0
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A vizszintes generatorfiiggvénybdl két nevezetes is van. Ehhez,
a tovabbi rovid frasmod céljabol, vezessiikk be a csokkend faktoridlis
fogalmat és jelolését:

rr—1)(x—2)---(x —n+1) = 2™

Az elsé vizszintes generatorfiiggvény az elséfaji eset parja:

(1.6) )
3 {Z}xk: -

A masodik pedig
(1.7)
Wk,
%)
Utobbiakat BelP-polinomoknak nevezziik, és B, (x)-szel jeloljiik. Uj
eredményeink els§ csoportja éppen ezen polinomok altaldnositésaira
vonatkozik, amint az a kovetkezd fejezetbdl kidertil.

Végezetiil a Bell polinomok x = 1 helyen felvett értékeirsl vegyiik
észre, hogy azok egy n elemi halmaz Osszes particidjat szamlaljak
Ossze. (Hiszen az Osszes k-particiok szamat képezziik, igy minden par-
ticio szerepel és pontosan egyszer (k= 1,...,n).)

1.2. Az els6- és masodfaja r-Stirling szamok

A Stirling szamok elmélete — mint azt megjegyeztiik az el6z6 szakasz-
ban — tobb szaz éves. Ezért is érdekes, hogy a kovetkezSkben tér-
gyaland6 altalanositas csak 1906-ban jelent meg Nielsen® cikkében.
Kombinatorikai interpretaciojuk pedig csak meglepGen késén, 1984-
ben sziiletett [10]. Ez, az un. r-Stirling szamok fogalma képezi annak
a kombinatorikus szamokbol allo csaladnak az alapjat, melyet a dol-
gozatban bevezetiink.
A szakasz eredményeit Broder cikkébdl vettiik at [10].

°Eric Temple Bell (1883-1960) skot matematikus.
6Niels Nielsen (1865-1931) dan matematikus.
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1.2.1. Az els6faja r-Stirling szamok

1.2.1. Definici6é. Han elemen adott permutdcio k darab ciklusra valo
felbontdasai kézil csak azokat tekintjik, melyek ciklusaiban az1,2,...,r
elemek kiilon ciklusban vannak, akkor ezek szamdt az n, k paraméteri
elséfajia r-Stirling szam adja meg. Ezt [Z]T mdodon jeléljik’.

Természetesen annak feltételezése, hogy az elsd r elem szerepel
kiilon ciklusban, dtfogalmazhat6 gy is, hogy r tetszdleges elem legyen
kiilon ciklusban.

A rekurzié nem valtozik, csak a kezdGértékek:

— (n_1)[”;1}r+ [Z:ﬂ (n>r).

Ez azért igaz, mert az (1.1) rekurzi6 levezetése szorol szora megismé-
telhetd (hiszen az utolso elem n > r esetén barmely ciklusba betehetd).
Ha n < r, akkor a fenti kezd&értékeket kapjuk.

Az exponencialis generatorfiiggvény a kovetkezs:

(1.9)
> n+r] 2" 1 1\ 1 \*
) S In .
k+r], n! Kl'\1—z2 1—2

n=~k

L Jdr

Ennek a bizonyitéasa szép kombinatorikai megfontolast tartalmaz, ezért
leirjuk. Mindenek el6tt a kovetkezé azonossagot bizonyitjuk:

(1.10) N
m > (nw_lr) {n ;]i;m]rppm (r>p>0).

m=0

"Szokésos még a nemcentralt Stirling szam és a ,lesztikitett” (restricted) Stirling
szam elnevezés is. Utobbi implikalja az ,,r” betd hasznélatat.
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Egy permutaciot k ciklussal (melyben az els6 r elem kiilonb6zs cik-
lusokban szerepel) ugy is létrehozhatunk, hogy kivalasztunk m darab
r-nél nagyobb elemet azokbdl a ciklusokbdl, melyekben 1,....,p < r
van kiilon ciklusokban. Ez ("n_f) [p;m} modon torténhet. A kimarado
n—p—m elem k— p ciklust alkot ugy, hogy a p+1,...,r elemek kiilon

ciklusban vannak. Utobbiak szdma éppen [”;’i ;m} . Rogzitett m-re
r—p

tehat a lehet&ségek szama

COS

Mivel - az (1.8) rekurziobol adodoan —

{nlrz(”_l)(n—z)...,,,:rw’

,
(n—r){n—p—m] —
D
m k—=p 1,
alakra. Végiil m-re 6sszegezve adodik az (1.10) formula.

Ha specidlisan p = r és atparamétereziink, a kovetkezs egyszerti
formula adodik:

e (s )]

az elébbi atirhato a

(A 0-Stirlingek a hagyomanyos Stirling szamok. A késébbiekben a 0
indexet elhagyjuk.) Azt tudjuk, hogy

1Y) = 2"
(1—2) :mzjor ml

A Cauchy-szorzat segitségével (1.2) felhasznalasaval kapjuk, hogy

() () S (E O 2

n=0 \m=0
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Ez az el6bb levezetett azonossagunk alapjan adja a exponencialis ge-
neratorfliiggvényt.

A rekurzioval indukcié utjan azonnal lathatd, hogy a vizszintes
generatorfiiggvény

; [Zka:I’"(x+7’)(x—|—r+1)...($+n_1) ()

modon alakul. Ez (1.3) megfelelGje.

1.2.2. A masodfajua r-Stirling szadmok

1.2.2. Definicio. Az {1,...,n} halmaz azon k-particidinak szdmdt,
melyekben az 1,2, ..., 1 elemek kiilon blokkokban vannak, az n, k para-
méterd masodfaja r-Stirling szam adja meg. Ezt az {Z}r szimbolum
jeloli.

Az (1.5) rekurzié megmarad a kezdértékek modositasa utan:

{Z} =0 (n<r)

(1.11) {Z} = 6, (n=r1)
n n—1 n—1
= k :
U, =, e
Az exponenciélis generatorfiiggvény:

(1.12)
Z (n+r) z" 1 .. . &
Z{mr}ﬁzw (e~ 1)

n=k

Ez ugyanugy bizonyithato, mint (1.9). Csak azt kell megfontolni, hogy
érvényes az (1.10) megfelel§je masodfaja r-Stirling szamokra:

(1.13) .
DI GRS I
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Az (1.6) vizszintes generatorfiiggvény igy modosul:

(1.14) )
3 {Z I :}:ck = (z+7)".

k=r

Végiil (1.7) altalanositasa:

{Z}
k=r r

Mivel ezen polinomok n < r esetén mind nullak és x” kiemelhetd,
sokkal célszertibb a kovetkezé modositassal élniink:

(1.15) )
Buy(@) =Y {Z i :}wk

k=0

Ezeket a polinomokat r-Bell polinomoknak nevezziik.
Ezzel elérkeztiink dolgozatunk elsé f6bb pontjahoz és elsé 6nalld
eredményeinkhez.



2. fejezet

Az r-Bell szamok és
-polinomok

2.1. Alaptulajdonsagok

Amennyire tudjuk, az el6z6 fejezetben definialt B, , (1) szamok Car-
litz munkajaban bukkannak fel elGszor, de nem lettek elnevezve. Ott
a B(n,r) = B,,(1) jelolést hasznalta a szerz6. Ismereteink szerint
elsttiink nem publikaltak még kifejezetten az r-Bell szamokkal (és po-
linomokkal) foglalkozo6 kozleményt!. Ezen szakasz eredményei egyeldre
nincsenek referalt folydirathoz benyijtva, az ArXiv oldalarél azonban
letolthetd egy valtozat (http://arxiv.org/abs/0909.4417).

Az r-Stirling szamok ismeretében kénnyt kombinatorikai jelentést
tulajdonitani az B,,, := B, (1) szamoknak (1. (1.15)). B, , megadja,
hogy hanyféleképpen lehet tgy részhalmazokra bontani egy n elemt
halmazt, hogy az elsé (illetéleg tetszolegesen kivalasztott) r darab elem
kiilon halmazokban legyenek. Viladgos, hogy B, = B, ;.

LAz &tlet — miszerint az r-Bell polinomokat definialni kellene — az r-Stirling
szamok unimodalitasa kapcsan jott el§, mely a 4. fejezetben Kkeriil targyalasra.
Azonban ugy véljiik, a dolgozat eredményeinek sorrendje ebben a formaban a
legtermészetesebb.

11
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Az els6 r-Bell szamok

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n==~6
r=20 1 1 2 5 15 52 203
r=1 1 2 5 15 52 203 877
r=2 1 3 10 37 151 674 3263
r=3 1 4 17 77 372 1915 10481
r=4 1 5 26 141 799 4736 29371
r=2>5 1 6 37 235 1540 10427 73013
r==6 1 7 50 365 2727 20878 163967

2.2. Generatorfiiggvények

Levezetjiik az r-Bell polinomok generatorfiiggvényeit.

2.2.1. Tétel. Az r-Bell polinomok exponencidlis generdtorfiigguénye
0 n
Z B, 7"(1')2_ = ex(ez—l)—i-rz.
mrd n!

Bizonyitds. Megszorozva (1.12) mindkét oldalat x*-val és 6sszegez-
ve k-ra kapjuk az allitést. o
Megjegyezziik, hogy [13, (3.19)] is tartalmazza az eredményt.

2.2.2. Kovetkezmény. Az r-Bell polinomok kifejezhetdk a hagyomd-
nyos Bell polinomokkal a kovetkezdképpen:

k=0

Bizonyitds. A Bell polinomokra vonatkozo6 addiciés formula ismert
(illetve levezethetd a fenti tételbsl r = 0 esetén):

B+ =3 (1) BBt

k=0
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Ezért a tételbeli exponencialis generatorfiiggvény atirhato:

> r x\ Z" AT
Bnr <_ —> —_— = (§+§)(e —D+rz
nz% \gt3)u=¢

- 2" - T\ 2" - T\ 2"
- (Z5) (=05 (22 05)
n=0
2" = A A
- (ZT m) (an (5+3) E)
=0 n=0

- 3 (S (p)me) 5
n=0 \k=0
a Cauchy-szorzat segitségével. Az egylitthatokat Osszehasonlitva az
eredmény kiadodik. o

Erdemes megjegyezni, hogy Carlitz [13, (3.18)] ezt bizonyitotta, de
csak nempolinomiélis verzidban.

A hagyomanyos generatorfiiggvény levezetéséhez sziikségiink van a

hipergeometrikus fligguény fogalméra. Ezt a névekvs faktoridlisokkal
igy definialjuk:

aq a9 a
F ) ’ ) P
ptgq

bi, by, ..., b,

e (@) (ag)F - (ap)F 2t
x) =2 (b1)F(ba) - - (bg)F K

2.2.3. Tétel. Az r-Bell polinomok generdtorfiigguénye

Bizonyitds. Ismert [10], hogy az r-Stirling szamokra
(2.1)

k=0

0 -1 1 rz—1
Z Bnﬂ’(‘r)zn = — 1k ( rade—1
n=0

— T
rz—1le .

k

Z{k}fn: A=)t (A-k) *zrz0

n=0

érvényes. Ez atparaméterezhetd:

n+r\ , 2"
Z{mr}f T A1tz (- (ktr)z)

n=~k
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A csokkend faktorialis segitségével kifejezziik a nevezét:
(I—=rz)1—=(r+1)z)---(1—=(k+1r)z)

(I—2)(1—2z)--(1—(k+7)2) Skt (Lyktrel

z

(1—2)(1—-22)---(1—(r—1)2) (H)*

i ntrl . _ L\ _ 1
k+r Tz_z z (l>k+r7+1

n==k

Igy

Mivel
= (-1 (-2

érvényes, a névekvis- és csokkend faktorialisokkal az alabbi atalakitast

végezzik:
1 k+r+1 1 k+r+1
- — (_1)k+r+1 -
z z

— 1 r+1 1 m
=(-1) —= ——+r+1) .
z z

Kovetkezésképpen

S frr) L) o
E+r TZ _Z(_;)TH (rz+z—1)?

Mivel

kapjuk, hogy

2" = =
_ 1\ K
—t k+r), rz 1(rz+zz 1)
Beszorozva z*-nal és Gsszegezve k-ra,
[e.e] [e.e]

N -1 (—z)* -1 1
nEZOBn’T(x)Z :TZ_]_ E :TZ—11F1< radz—1 '—x)

5 (),
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611F1<Z l’):lFl(b;a —LU)

Kummer formulét [1, p. 505.] alkalmazva b = ==L ¢5 g = 2=

paraméterekkel, nyerjiik az allitast. o

Végiil az

2.2.4. Megjegyzés. A specialis 1,1 paraméterd | F; hipergeometri-
kus fliggvénynek sajat neve van, konfluens hipergeometrikus fiigguény-
nek (vagy elsdfaju Kummer fiigguénynek) nevezik. A matematikaban
és azon kiviil is szamtalan helyen (fizika, mtszaki tudomanyok) els-

fordul [1].

2.3. Rekurzidk

Az r-Bell polinomok gyokszerkezetérdl is nyerhetiink informaciokat.

Ezen szakasz eredményei konkrétan azok, melyek eredeti kutatasi té-

mank — jelesiil az r-Stirling szamok unimodalitasa, 4. fejezet — megva-

laszolasahoz Jlemmakként” sziikségesek voltak (1. 4.3 szakasz).
Belatjuk a kovetkezd rekurziokat.

2.3.1. Tétel. Az r-Bell polinomok eldallithatok alacsonyabb indexid-
ekbdl az aldbbi modokon:

(22)  Bu,(z) = =z (%Bn—u(ﬂﬁ) + Bn_lvr(x)) +7rBy_1,(x),

d
(2.3¢"2" B, (z) = T (e°2"Bp_1,(7)).

Bizonyitds. Az r-Stirling szamok (1.11) rekurzi6janak felhasznala-
saval

" n—1+r = n—1+r
Bn.(z) = Z(k+r){ htr }Q;k+Z(k+r){k_1+r} *
r k=0 "

k=0
n—1
1 n—1+r
= ) b+ r){ b } T 4 2B, (x)
k=0 r
1 d




16 2. FEJEZET. AZ R-BELL SZAMOK ES -POLINOMOK

Ebbdl a tétel masodik azonossaga azonnal kovetkezik, ha abban a jobb
oldalon a derivalast elvégezziik. o

2.3.2. Kovetkezmény. A B, ,(x) polinomok minden gyike valds és
negativ.

Bizonyitds. Indukcioval bizonyitunk. By, (z) = x + r, igy erre az
allitas érvényes. Tegyiik fel, hogy az allitas B,,_; ,(x)-re is igaz. Ekkor
(2.3) jobb oldalan a derivélas jele mogott olyan fliggvény &ll, melynek
—oo-ben van egy gyodke, n — 1 negativ gyoke van és a 0 r-szeres gyok.
Ekkor — Rolle tétele értelmében — a derivaltnak lesz —oo-t6l jobbra, de
az 0sszes negativ gyoktdl balra egy gyoke, az n — 1 negativ gyok kozott
lesz n — 2 gyok, tovabba a negativ gyokoktsl jobbra, a nullatol balra is
lesz egy. Ez Osszesen n negativ gyok. A derivalas utédn a 0 r — 1-szeres
multiplicitast lesz, de az x szorz6 miatt végil a 0 multiplicitdsa r. Ez
bizonyitja allitasunkat. o

A teljesség kedvéért megadunk még néhany elgallitast az r-Bell
polinomokra vonatkozoan. Az

n+r n+r (r—1) n—1+r
pum— —_— 7"' —
k+T r k"’r r—1 k‘i‘?ﬂ r—1
azonossagot Broder bizonyitotta [10]. Ez implikilja a

B (x) = Bhy—1(x) — (r — 1) By—1,-1(2).

rekurzids azonossagot.
Carlitz [13, (3.22-3.23)] eredményei:

- m-+r
2.4 Bn m,r . Bnr j 9
2.4) e = XA B
Jj=0 T
T lm-+r
Bnr m —1)"m . Bn R
" jZO( ) [HTL o
Mivel

> " :
t v jz(et=1)+(r+1)t
e ;er(a:)n! =e ,
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a Cauchy-szorzat azonnal maga utédn vonja a

25 Bual) = X (1) B,

k=0
n

(26) Burle) = 3 ()0 B o).

k=0

azonossagokat.

2.4. A Dobinski-formula és Cesaro integ-

ral-reprezentacidja

17

Régota ismert [18, 24, 30, 53], hogy a Bell szamok elsallithatok a

kovetkezd végtelen sorral:

1
Bn: - y
=0

Ezt az azonossagot Dobinski-formuldnak nevezik. Természetesnek ti-
nik megtalalni ennek az r-Bell szamokra (illetve polinomokra) vonat-

kozo altalanositasat. Ezt tessziik a kovetkezékben.

2.4.1. Tétel (Dobinski-formula). Az r-Bell polinomok elddllitha-

tok végtelen dsszeggel az alabbi modon:

fgy természetesen

Bizonyitds. (1.14) alapjan, barmely egész m-re

e I A

k=0
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Szorozzuk be mindkét oldalt £™-mel és Osszegezziink m = 0-t6l végte-
lenig. Ekkor

K (At x™ =+
= — =€ X )
Z:g{k+r}T(m—k)! (kzzo{k—l—r}r )
a Cauchy-szorzat alapjéan. o
A fenti eredmény egyszertien kiszamolhatova tesz egyes specié-
lis alaku végtelen Osszegeket. Példaul, mint tablazatunkbol latszik,
By =10, igy

o0

1

e

(k+2)° _

1885-ben Cesaro [15] egy nagyon szép integréal-reprezentéciot talalt
a Bell szamokra (1. még [3, 11]):

|
2n Im / sin(n#)de.

Nem nehéz levezetni az ,,r-Bell-verziot” a polinomialis esetben sem.

2.4.2. Tétel. Azr-Bell polinomok az alabbi integrdllal reprezentdlha-
tok:

_ 2n! i
By, i Im/ ”eesin(nH)dQ.

e
Bizonyitds. Carlitz cikkében [13] azt talaljuk, hogy
(2.7)
k
n-+r (kK
k! = g —1)k ' "
{k‘ +7’}r j:0< ) (J) G+r)

Egy, a Fourier-analizisb6l ismeretes azonosségot [11] hasznalunk:
(2.8)

Im/ e’ sin(nf)df = ==
0
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Egyesitve a (2.7)-(2.8) formulakat,

k

Tl fn+r| , " e T iane
2nl {k: + T} = jzo(_l) ! j Im/o eV sin(n#)do
- ijkI s k 1 k—j ]{,‘ et J rei® . 9 d@
Tl m/o jZO(_ ) i (6 ) e"" sin(nd)

k

™ (a:(eew = 1)) .
= Im e sin(nd)do,
0 k!

ahonnan

00 00 (I(eew 1))k
n+r| ,  2n! T - el .
kgo {k: N T}Tx = 71111 g X e sin(nd)db,

0 k=0

és ez adja a kérdéses formulat. o

2.4.3. Megjegyzés. A fenti két formulankat egységbe is zarhatjuk:

0o | ,
Z (k Z'T) 2n! Im/ <’ sin(nf)ds.

k=0

2.5. Hankel-transzformalt és log-konkavitas

A (2.5) és (2.6) képletek egy érdekes eredményt szolgaltatnak az r-Bell
szamok un. Hankel-transzforméltjara nézve, melyet a kovetkezGkben
ismertetiink. Egy (a,,) sorozat H Hankel matrixa [40] a

Gyp a3 as ag
ap az az G4 ---

H = ,
ay Az a4 a5 ---
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matrix, mig az n-edrendi Hankel matrix, melyet h,,-nel jeldliink, H bal
fels6, n x n-es minormétrixa. Az (a,) sorozat Hankel-transzformaltja
a h,, matrixok determinansaibol képzett sorozat.

Aigner és Lenard [2, 41] egy szép eredménye, hogy a Bell szamok
Hankel-transzformaltja (1!, 112!, 112131 ...), vagyis, minden rogzitett
n-re

By By By -+ B,
Bl BQ B3 e Bn+1 -
. . . =11
: . . . i—0
Bn Bn+1 Bn+2 T BQn

Az r-Bell szamok Hankel-transzforméltja konnyen kiszamithato a
kovetkezs fogalom segitségével. Legyen (a,) ismét egy sorozat. Az
(a,,) binomialis transzforméaltja a (b,) sorozat, ha

=3 (1) e

k=0
mig az inverz transzformécio

£

k=0

(1. pl. [55]). Layman [40] egy hasznos é&llitésa szerint minden egész
sorozat Hankel-transzforméltja megegyezik binomialis transzformalt-
janak Hankel-transzformaltjaval és forditva. A (2.5) és (2.6) formulak
miatt igaz a

2.5.1. Kovetkezmény. Az r-Bell szamok Hankel-transzformadltja

BO,’I’ Bl,r BQ,T o Bn,r
Bl,r BZ,T BB,r e Bn+1,r

n
it
: i=0

Bn,r Bn+1,r Bn+2,r B2n,r
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Egy masik kévetkezménye is nyerhets a (2.5) és (2.6) formulaknak.
Ismert [44], hogy a Bell szamok log-konvexek?, vagyis

B, 1B,y > B2 (n>1).

Egy Liu és Wang cikkében [44] idézett allitas (melyet Davenport-Polya
tételként is ismernek) azt éllitja, hogy a binomialis transzformalt meg-
6rzi a log-konvexitast. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy

anl,anJrl,r Z B72177= (Tl 2 1)

érvényes minden r > 0 szamra is.

2.6. Az r-Bell szamok egy el6fordulasa

Mar emlitettiik, hogy az r-Bell szdmok az r-Stirlingek maximumanak
meghatarozasanal sziikségszeriien ,bukkantak fel”. Azonban egy ma-
sik momentum is idekivankozik még. Amikor — egészen mas probléma
kapcsan — egy Journal of Combinatorial Theory c. foly6iratban kozolt
cikket® [64] lapozgattam, észerevettem, hogy a tanulmény végén egy
szamtablazat van, melynek néhany oszloparol* a szerzé azt irta, hogy
érdekes lenne rajuk kombinatorikai értelmezést adni. A tablazat na-
gyon ismerdsnek tiint. Hazaérve azonnal ellendriztem, és azok éppen
az r-Bell szamok voltak.
Egészen pontosan, az ott hasznélt jelolésekkel:
(2.9)
By =botrn (n>1).

)

Mivel E. G. Whitehead a tablazatdban szerepld szamokra bebizo-
nyitotta, hogy
(n—)bpi + bpy1i = boutiir1,

2Errél a fogalomkorrsl még részletesen sz6 lesz.

3A dolgozat grafelméleti megfontolasok titjan bizonyit Stirling szamokra vonat-
koz6 azonossagokat.

1A tablazat (n,i)-edik eleme az x%(z),_; polinom egyiitthatoinak dsszege az
an. teljes graf bazisra vonatkozoan.
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rogton nyerjiik a
B’n+1,7‘ = an,r + Bn,r+1'
azonossagot. Ez nem 1j, (2.4) specialis esete. Am érdekes ezt egy

mésik szemszogbdl is bizonyitva latni.
Ezzel sikeriilt Whitehead kérdését megvalaszolni.



3. fejezet

Az r-Fubini- és r-Euler szamok

3.1. A Fubini- és Euler szamok

Particiok 6sszeszamlaldsénal az egyes particiok sorrendjére is tekintet-
tel lehetiink. Ha ezt tessziik, egy egészen mas fogalomkor tarul elénk.

Habar a Bell szamok jol ismertek és széles korben alkalmazottak
(pl. valoszintségszamitasban, s6t ijabban ezen szamoknak kvantum-
térelméleti hattertd altalanositasa (8] is létezik!), a rendezett particio-
kat megadoé Fubini szamokra nagysagrendekkel kevesebb hivatkozast
lehet talalni.

Jelen fejezetben az r-Stirling szamok segitségével épitjiik fel a Fubi-
ni szamok altalanositasat. Utobbiak az Euler szamokkal &llnak szoros
kapcsolatban. Ez azt sugallja, hogy taldlhaté az Euler szamoknal al-
talanosabb kombinatorikus fogalom, melyre ez a kapcsolat atvihetd.
A sziikséges fogalmak bevezetése utéan a fejezet késgbbi részeiben ezt
a konstrukciot mutatjuk be. A szakasz eredményei kézirat forméjaban
vannak.

3.1.1. Definici6é. Ha egy n elemd A halmaz dsszes particidinak szd-
mdat gy képezziik, hogy az eqyes particiokban levd blokkok sorrendjét
1s figyelembe vessziik, akkor a kapott szdmot az A rendezett particioi

23
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szaméanak', mdsképpen n-edik Fubini® szamnak nevezzik, és F,-nel
geloljiik. A Fubini szdmokat rendezett Bell szamoknak is nevezik.

Viladgos a kovetkez§ elgallitas:

(3.1)
F, = k; k'{Z}

Megallapodunk még abban, hogy Fj = 1.
Bizonyithato [61], hogy

(3.2) )
ng (e

k=1

Természetesen a Fubini szamok mellett a Fubini polinomok is be-

vezethetdk:
Fu(z) =Y k'{Z}xk
k=1
Ezek generatorfiiggvénye [60]
- " 1
) = —
nZ:; <)n' 1—y(er —1)

A Fubini polinomok szép kapcsolatban allnak az in. Euler polino-
mokkal, ezért most ezeket definidljuk. Ehhez sziikséges az emelkedés

fogalma. Egy
1 2 .. n o |
(h ig - in> = (i1, 92, - ., ip)

permutacioban k emelkedés van, ha k-szor fordul elg, hogy egy helyen
kisebb szam all, mint a téle eggyel jobbra levé helyen.

tangolul preferential arrangement.
2Guido Fubini (1879-1943) olasz matematikus.
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3.1.2. Definici6. Azon n elemi permutdciok szamdt, melyek ponto-
san k emelkedést tartalmaznak, n, k paraméterd Euler szamnak nevez-
Zik?, és rdjuk az () jeldlést' haszndljuk.

Az Euler szamokra érvényes a

(3.3)
<Z> = (k+ 1)<n ; 1> +(n— k:)<Z: i>

rekurzio [30].
Definialhatjuk az Fuler polinomokat:

Ez azért hasznos, mert a

g k!{’;}@ )k = ]:0 <Z>xk

Frobenius-formulan [20] keresztiil a Fubini- és Euler polinomok 6ssze-
kothetdk:
1

xr —

(x —1)"F, ( 1) = E,(x).

A kovetkezSkben ezen fogalmak mindegyikét — és még masokat is
— atvissziik az r-Stirling szamok esetére, ezért a tovabbi eredménye-
ket nem itt részletezziik, hanem &ltalanosan mondjuk ki a kévetkezs
szakaszokban.

3Az angolban ez ,Eulerian number” néven ismeretes, és nem tévesztends dssze
az ,Fuler number’-rel, ami egészen mast jelent.

4Ez a jeldlés nem annyira terjedt még el, mint pl. a Stirling szamok hasonld
jelolése, de kényelmes. 1973-ban vezette be Donald E. Knuth angol matematikus;
a < és > jel a relacios jelekre utalnak.
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3.2. Az r-Fubini szamok

Az r-Bell szamok mintajara bevezethetjiik az olyan rendezett particiok
Osszeszamlalasat is, melyekben az elsé r elem kiilonb6z6 halmazokban
van. (Ahhoz, hogy a formulakban kell§ egyezést kapjunk, és hogy
az altalanositasbol azonnal latsszon a specialis r = 0 eset, n elemi
halmaz helyett n + r elemtit érdemes tekinteni.)

3.2.1. Definici6. Legyenek az r-Fubini szamok vagy rendezett r-Bell
szamok a kéovetkezdképpen definidlva:

- n-+r
E,, = k !
we =D (k+7) {kw}r’

k=0

mig az r-Fubini polinomok

Py (x) = Zn:(kz 4 r)!{z 1 :}xk

k=0

F, . tehat azt mondja meg, hogy egy n +r elemd halmaz hanyféle-
képpen bonthato diszjunkt halmazok unidjara agy, hogy minden parti-
cibban az els6 r elem (vagy ami ugyanaz, r kiilonboz6 elem) kiilonbozs
halmazokban van, és a particiobeli halmazok sorrendje szamit. Ezek-
bél kovetkezGen

FO,r = 7”!, Fn,l = Fn—l—l,(]; Fn,O = Fna

utobbiban az F, a ,hagyoméanyos” Fubini szamokat jeloli.

Az F), szamok Gross [31] munkajaban bukkannak fel el@szor, James
[36] négyzetmentes egészek rendezett faktorizécidinak szdmlalasara ve-
zette be Gket. Egy masik interpretacio talalhaté Comtet [20, p. 228.]
konyvében, illetve Wilf konyvében [65]. Velleman és Call [61] a ,,bizton-
sagi zar” problémat targyalta a segitségiikkel, amire még mi is vissza-
tértink.
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Az els6 rendezett r-Bell szamok

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=3>5
r=20 1 1 3 13 75 541
=1 1 3 13 75 541 4683
r=2 2 10 62 466 4142 42610
r=23 6 42 342 3210 34326 413322

r=4 24 216 2184 24696 310344 4304376
r=5| 120 1320 15960 211560 3063000 48226920
=61 720 9360 131760 2005200 32911920 580919760

3.2.1. Az r-Fubini szadmok tulajdonsagai
A generatorfiiggvény meghatarozasaval kezdjik.

3.2.2. Tétel. Az r-Fubini polinomok exponencidlis generdtorfiiggué-

nye
oo " |7t oo " r+l
" rle” "
E Fo (x)— = =rle" < E Fn(a;)—> .
) | _ t __ r+1 |
— nl (1—x(et — 1))+ — n!

Itt F,(z) = F,o(x), a hagyomdnyos Fubini polinomok [54, 60].

Bizonyitds. Mivel 2% k-adfoki polinom z-ben, ezért az (z%)3°, ba-
zist alkot a valos egyiitthatos polinomok V' vektorterében. Legyen L
egy lineéaris operator V-n, és irjuk el a hatasat a bazison a kovetke-
zGképpen:

L(x%) = L(z(x —1)---(x — k + 1)) := (k +r)la".

Mivel ismert [10], hogy

(x4 r)"

I

o
Il 3
o
—N

> 3
+ o+

= s
——
5
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i {Z i :}(k +7)la* = F, ().

k=0
Tehat
ZFn,r<£If);—T; = ZL((SL‘—FT)”);—T =L <Z ((JI—;_:‘)I?)”) — ertL<€a:t).

[rjuk fel e'-t €' = 1 + v alakban. Ekkor e™ = (1 + v)*. Hasznaljuk fel
a kovetkezd Osszefliggést:

(1+v) :Z(n)v :va.
n=0 n=0 ’
Ekkor — L definicioja miatt —
: N LEY) L )
L(e™) =L(1+0)") =) . => — ()"
n=0 ’ n=0 )

Az utolso Osszeg pedig megadhat6 zart alakban:

= (n+r)! - 7!
Z n! (o) = (1 — o)+l

n=0

Behelyettesitve v = e’ — 1 értéket, az allitast bebizonyitottuk. Mivel a

Fubini polinomok exponencialis generatorfiiggvénye ismert [60], a jobb
oldal is érvényes. o

3.2.3. Kovetkezmény.

> tn rlert
A4 F,— = —.
(3.4) nZ:O "nl (2 —et)rtl
(3.5) Fo,.(-1) = ri(=1)"

Megjegyezziik, hogy (3.4) az r = 0 esetben mar korabbrol ismert [59].
A masodik egyenlGség

rt

o0

tn rle .
Z Fm<_1)m T oti+) e
n=0

miatt igaz.



3.2. AZ R-FUBINI SZAMOK 29

3.2.4. Tétel.

k

Fun@) =+ 03 (1) 3 (7)Ao

=0

Bizonyitas. Felhasznédlva az exponenciélis generdtorfiiggvényre ka-

pott eredményt, és a Cauchy-szorzat definiciojat,
- " r+1)e rle’
Z Eyra(w) 5 = : t) t 1
— n! (I—x(et—1)) (1 —x(et —1))+

)
(r+1) (Z g) < Fn_z,r(x)> ;—T: =
n=0 n= = ’
= (1) (Z ()it >Fk_l,r<x>) =

Az egylitthatok Osszehasonlitaséval kapjuk az azonossagot. o

<>
+
=
Mg

3.2.5. Kovetkezmény. Az F,, sorozat log-konvex, mert ilyenek (ket-

tds) konvolicidja [44]. Ez azt jelenti, hogy érvényes a kivetkezd egyen-
l6tlenség:

anl,an+1,r 2 Fir
Az alabbi rekurziét bizonyitjuk.

3.2.6. Tétel. Az r-Fubini polinomokra
For(z) =2[(r+ )Py, (2) + (1 +2)F r( )]+ rE ().

Bizonyitds. A rendezett r-Bell polinomok definicidjat és az r-
Stirling szdmokra vonatkozo6 rekurziot felhasznalva

Fo ()=
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eenfr ) ey

Az els6 Osszegre:

n

k=0

S (k4 ) (kw){” ;ijT}xk -

n—1 !
n—1+r k+r 1 r
(ZW{ ) ) i (P (@) =

TFn,LT(LE) + IFn,LT(JJ).

(A vessz$ x szerinti derivalast jelol.) A mésodikra pedig

= n—1+r
[ k_
E (k+r).{k_1+r}rx

k=0

n—1 !
n—14+r 1
E k _ 1 k+r _ T+1Fn— . I

= (r+ 1Dzl 1, (r)+ 2F7IL 1r( )-

Az alabbi fontos kovetkezményt még hasznalni fogjuk.

3.2.7. Kovetkezmény. A fenti rekurzio alapjan kénnyen ldthato az
aldbbi rekurzio:

27 (@ 2" (2)] = F(a).

Specidlisan
Fo(x) =2((1+2)F,—1(x))"

Ebbél megkaphatjuk az F,, polinomok gydkstruktirajdt: F, .(x)-nek
minden gydke valos, és a | — 1,0] intervallumban van.
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Bizonyitds. F, .(x)-nek nem lehet pozitiv zérushelye. Mivel z'~"

véges helyen nem lehet zérus (kivéve r = 0 esetén az x = 0 helyet),
ezért az F,, .(x) csak akkor lehet 0, ha

[z"(x + 1)Fn_1,r(x)]/ = 0.

Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy F,, ,.(x)-nek minden zérushelye
valos, s6t | — 1,0[-beli. Ez igaz az F .(x) = (r+1)lx 4+ rr! polinomra.
Tegyiik fel, hogy F,,_1,(z)-nek is csak ilyen zérushelyei vannak.

Ekkor az 2" (x+1)F,,_1 »(z) polinomnak a 0 r-szeres, a —1 egyszeres
gyoke, és van n—1 darab |—1, 0[-beli gytke. Rolle tételébdl kovetkezik,
hogy a derivaltnak n darab | — 1,0[-beli gydke van: F,_;,(x) gyokei
kozott n — 2 darab, az x + 1 faktor miatt F,,_ () gyokeitdl balra, de
—1-t6l jobbra is van egy gyok. Tovabba az 2" faktor miatt F,,_; ()
gyokeitdl jobbra, de a 0-tol balra is van egy. o

Végezetiil egy érdekes 6sszegzési formulat adunk az r-Fubini szé-
mokra, amely a korabban Bell szamokra (és polinomokra) bizonyitott
Dobiriski-formula ,rendezett” altalanositasaként foghato fel.

3.2.8. Tétel.

(k)" (k+r)
Py = Z okt t1 B
=0

Ezr =0 esetben dtmegy az ismert
(o) k‘n
Fn = Z 9k+1

k=0

formuldba [31, 36, 60, 65].

Bizonyitds. Kiindulunk az r-Bell szamokra érvényes Dobinski-
formulabol.

=+ k= (k+r)nat
B””“(x)_z{mr}f =) e

k=0 k=0
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Szorozzunk be g—;—szel, és integraljunk 0-t6l végtelenig:

n n4r 00 pktr 0 00 .kt
Z{k+r}r/o Z / e2r ’

k=0 k=0

A szerepl§ integralok ismertek,

oo k+r oo k+r
/ T k), / )
0 0

ev 621‘

3.3. Az r-Euler szamok és -polinomok

A Fubini szamok szoros kapcsolatban vannak az Euler szamokkal,
amint azt a fejezet elején is emlitettiik.

A kovetkezd azonossagok kotik 6ssze a Fubini- és Euler szamokat:
(3.6)

illetve ennek altaldnos, polinomos verzidja:
(3.7)
F.(z) = Z <Z>(l‘ + 1)k ",
k=0
De a Stirling- és Euler szamok kozott is talalhato kapcsolat:

(3.8) ’“{Z} - Z{)<:z> <nn—lk)

m=

illetve — a mar emlitett — Frobenius-tétel |20]:

(3.9) )
Zk'{ byt =30 (1),
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Ezek azt sugalljak, hogy az r-Fubini szamokon keresztiil az Euler
szamok is altalanosithatok. Az eredeti gondolatmenetiinket kdvetjiik,
hogy bemutassuk, hogyan jutottunk el az in. r-Euler szamokhoz.

A (3.7) képletet ismerve, a bal oldalra irjuk az r-Fubini polinomo-
kat, a jobb oldalon az ismeretlen egyiitthatok legyenek — a késébbiekre
gondolva, — <Z>r modon jelolve:

(3.10) )
For(z) =Y <Z>(x + 1)k,

k=0

Felhasznalva az F), ,.(z) definiciojat:
Strnt{]TTh =30 e
—~ k+r), —\m/,

Osszunk be z"-nel és irjunk z helyére 1/z-et:

1y )
Sk + r)!{Z I :}W = <:l>(x 1),

k=0 m=0

A jobb oldal atirasdhoz hasznaljuk a binomialis tételt:

2 (o2 () 200

m=0 m=0 T k=0

Ezt beirva az el6zGekbe,

- n—+r - n - m
k’ ' n—k n—k'
Suenfi = () 2 ()

Az egylitthatokat 6sszehasonlitva

el ) =X (o ()

adodik, ami éppen (3.8) altalanositasa. FEz igazolja, hogy jo tton
jarunk.
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S6t, ,mellékesen” Frobenius (3.9) tétele is kiadodott. Csak irjunk
(3.11) kozbensd egyenletben z helyére z — 1-et:

n

Stes {17} - 3 (1) am

k=0 m=0

A fentiek alapjan jogos az <Z>r szamokat az Euler szamok altalano-
sitasdnak nevezni. Ezekre a szdmokra a tovabbiakban az r-FEuler szd-
mok elnevezést hasznaljuk, és késébb kombinatorikai értelmezést is
adunk rajuk.

Az utolsé formuldbol az r-Euler szamokra képlet adhato, csak al-
kalmazzuk a binomialis tételt és hasonlitsuk 6ssze az egytitthatokat:

3.3.1. Tétel.
"N S e P (MR apem
m/, = E+r) \ m

Ebbol kovetkezden pedig

n n—+r
< > = r!{ } =rir",
n/, roJ,
" = rl
0 T

Bizonyitds. Az <”> = rlr"™ azonossig nem szorul magyarazatra, a
] . \n/r
méasodik esetén pedig

() =S 7 ot ey =

a (3.5) szerint. o

3.3.2. Definici6é. Az r-Euler polinomokat a szokdsos modon vezetyiik

" Eor(z) = i <Z>xm
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A (3.10) egyenlet kapcsolatot létesit az r-Euler polinomok és a
rendezett r-Bell polinomok kézott az alabbi moédon. (Az r = 0 esetet
Prodinger [54] bizonyitotta.)

3.3.3. Tétel.

1
Fn,r(x) - ann,fr (x+ )7

Xz

(3.12) Eoo(z) = (z—1)"F,, (ﬁ)

Bizonyitds. Egyszert transzformécio. o

3.3.4. Kovetkezmény. Az E,, .(z) polinom minden gydke valds, €s a
| — 00, 0] intervallumban van.

Bizonyitds. Az

Eoe(@) = (2 — 1) Fo, ( ! ) o

rz—1

esetbdl kovetkezik, hogy (mivel az 1 nem lehet zérushelye E,, ,.(z)-nek)

1
Fn'r =Y,
()

vagyls - €] —1,0[, a 3.2.7. kovetkezmény alapjén. (Még nem tud-
juk, hogy az r-Euler szamok nem lehetnek negativak, de ez igaz és
megelGlegeztiik.) o

3.3.5. Kovetkezmény. Az (<:1>T)ZL:O sorozat szigoruan log-konkdv,

azaz érvényes a kovetkezd egyenldtlenség:

(2 () ).
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3.3.6. Tétel. Az r-FEuler polinomok generdatorfigguénye a (3.12) for-
mula alapjdn egqyszeriden meghatdrozhato:

_ 1 r+1
IO N _
ZE"’" |~ ¢ (x_e(a:—l)t>
r—+1
= rle’@ (Z E.( ) )

Itt E,(z) = E,o(z) a hagyomdnyos Euler-polinom. Adhatd egy ekvi-
valens formula is:

e r+1
S E, fﬂékm -z
— ’ 1 — ze(l-2)t '

Bizonyitas.

B iF ( 1 ) [(x = D)t]* rler(@—1)t
n,r T — 1 n' |:1 . %(e(z—l)t _ 1)]T+1 .

T—

r+1
_ T|er(:p71)t r—1
’ T — elz—1)z ’

A masodik formula igazolasahoz Comtet konyvére hivatkozunk [20, p.
244., formula 5i]. Ott a szerz6 az

(3.14)
Amxg:<kﬁ1>

jelolés hasznalataval belatta, hogy

1—

n=0
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(3.14) miatt
S t"  Tadn e T (1—a)t
ZE’L(I)ﬁ = ——+F1=e¢
n=0 ’

Vagyis a (3.13) sorban

oo 2\ T 1 +1
S E@D) = (L) s (e e Y
") 7 — ele=1)= 1 — ze(l-2)t :

n=0

Megint (3.13) egyenlségsorban az exponencialis taggal egyszertsitve
kapjuk az eredményt. o

Az exponencialis generatorfiiggvény birtokdban talalhatoé rekurzio
az r-Euler szamokra, ami igazolja majd, hogy a kombinatorikai értel-
mezésiink valéban helyes. Legyen ugyanis

fa =Y En,r(x)%.
n=0 ’

Ekkor belathato, hogy f(z,t) kielégiti a kovetkez6 parcialis differenci-
alegyenletet:

af of
) —1)—=+(1 =0.
(z x)ax—l—(tx )at+(+rx)f 0
Ez csak annyiban kiilonbozik az Euler-polinomokra ismert
of af
— )L 4 (tr — 1) = =0.
(o= a5+ e — )T 4 f =0

differencialegyenlettsl [20], hogy van benne egy rzf additiv tag, ami
a kovetkez6 alaktura modositja a szokésos, Euler szamokra érvényes
rekurziot:

3.3.7. Tétel.
(3.15)
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Ezen rekurzi6 alapjan:

3.3.8. Kovetkezmény. Az r-Fuler polinomokra érvényes az aldbbi
rekurziv 0sszefiliggés:

Eny(z) =1+ (n+r—1x)E,1.(x) + (v — a:Q)E;hLT(x).

Bizonyitds. A rekurzié miatt

E, . () = i(m + 1)<n; 1>r:cm+

m=0

. 1 - 1
Z(n — m)<:;__ 1> ™+ Z <:;__ 1> ™.
m=0 r m=0 r

Az els6 két tag ugyanaz, mint a hagyoményos Euler-szamok rekurzioja
esetén, a harmadik tag pedig pontosan rzE,_1,(z). Felhasznalva az

Euler-polinomokra érvényes
Ey(2) = (1+ (n = )2)Eni(2) + (v — 2) By (2)

rekurziot, készen vagyunk. o

3.4. Az r-Euler szamok kombinatorikai ér-
telmezése

Ahhoz, hogy az r-Euler szamok kombinatorikus jelentéstartalmat fel-
fedjiik, a kovetkez6 érdekes jatékot mutatjuk be Velleman és Call nyo-
man [61].

Tekintsiink egy olyan kombinacios zarat, melyen n szdmozott gomb
van. A zar nyitasidhoz adott sorrendben kell megnyomnunk az 0sszes
gombot. Ha feltessziik, hogy mindegyiket csak egyszer nyomhatjuk
meg, akkor természetesen az Osszes lehetséges esetek szama n!. Szé-
munkra az lesz az érdekes, ha feltételezziik, hogy megengedett a gom-
bok egyszerre torténé megnyomasa is. Ekkor egy probalkozas ugy néz
ki, hogy lenyomunk egyszerre g; gombot, majd g, gombot, végiil az
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utolso, k. lépésben g gombot (nyilvan g3 + - -+ 4+ gx = n). A sorrend
fontos. Tehat példaul 6t gomb esetén az

1,2;3,4;5 és  3,4;1,2;5

gombnyoméasok kiilonbozdek. (Mivel az egyszerre torténd gombnyo-
méasoknal nyilvan széba sem jon a sorrend kérdése, ezért ezeket mindig
novekvs sorrendben fogjuk felsorolni.) Jeldlje F,, a szimultan gomb-
nyomést is megengedd probalkozasok szémat n gomb esetén. Ha 0
gombunk van, azt csak egyféleképpen  yalaszthatjuk” igy Fy, = 0.
A zarnyitas valamilyen k& > 1 hosszisagi szimultan gombnyomassal
kezdddik. Ezt n gombbol (Z) modon valaszthatjuk ki, a fennmara-
d6 n — k gombot pedig ugy kezelhetjiik, mintha ezek egy masik zar
gombjai lennének, amit igy F,_; modon nyithatunk ki. Osszegezve

k-ra: .
F=Y (Z) F,_.

k=1
Ez megegyezik a Fubini szamok definialé rekurzidjaval.

Egy zarnyitasi probalkozas listaba foglalhato tgy is, hogy leirjuk
a szimultan gombnyomésok gombjainak sorszamat egymaéas utan no-
vekvs sorrendben. Ha ezt egy permutacionak tekintjiik, akkor egy
ilyen permutacio legfeljebb annyi futast tartalmaz, ahdny nem egyide-
ji gombnyomas volt. Ez azért van igy, mert egy szimultan gombnyo-
méas gombjainak sorszamai egy futasban vannak, tovabba két egymast
kévetd gombnyomaskor lehet, hogy az el6z6 gombnyomaés legnagyobb
sorszamu gombja (ami leghatul van) kisebb mint a kovetkezd gomb-
nyomés legkisebb sorszamu gombja (ami legelél van), de nem biztos
hogy igy van. Példaul

5:3,4;1,2

harom lépésbdl all és harom futéist tartalmaz,
1,2;5;3,4
harom lépésbdl all de csak két futast tartalmaz, mig

1,2:3,4:5
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szintén harom lépésbdl all és csak egy futéast tartalmaz.

A futésok és 1épések szamat forditva is kapcsolatba allithatjuk. Ha
van egy k futast tartalmazo permutacio, akkor az egy olyan zérnyi-
tashoz tartozik, amiben legalabb k 1épés van. Ha pedig legalabb k
lépés van, akkor a k futést esetleg tovabb kell bontanunk. Ezt tgy
tessziik meg, hogy a futasok elemei kozé jelzést tesziink, ami a szimul-
tan gombnyoméas hatarat jelzi. Van tehat legalabb k& — 1 jelzés, ami k
lépést jelent. Az n elem kozé Osszesen n — 1 jelzés tehetd le, amibdl
mi mar k — 1-et letettiink. Marad n —1— (k—1) = n — k hely. Ebbgl
legfeljebb n — k, legalabb 0 valasztando, ez 2% lehetéség. Végiil —
emlékezve arra, hogy k futas n — k emelkedést jelent —

ami nem mas, mint (3.6) atindexelve.

Egy k 1épésii zarnyités agy is felfoghato, hogy az egyszerre torténd
gombnyomaéasok egy halmaz elemeit alkotjak. Ezen halmazok diszjunk-
tak és unigjuk a gombok indexhalmaza. Vagyis a k lépéses zarnyitas
n elem k blokkokra torténg felbontasainak szama: {Z} Mivel az-
zal kezdtiik, hogy kikotottiik: a sorrend fontos, a k lépés k! sorrend-
jével szoroznunk kell. Mivel az Osszes zarnyitési proba lépésszama
1,2,...,n ezért erre Gsszegezniink kell:

F = i k'{Z}
k=1

Ez pedig pontosan a Fubini szamok (3.1) definicioja.

Az eddigiek segitenek megsejteni, hogy mi az r-Euler szamok adek-
vat definicidja. Mivel a szimultan gombnyomésok és futasok kozott
megfeleltetés all fenn, érdemes ezt tovabbvinni. Vilagos, hogy az r-
Fubini esetben a szimultan gombnyomasok — mivel egy blokkba kertl-
nek — nem tartalmazhatnak egynél tobb {1,...,r}-beli elemet. (Eze-
ket a tovabbiakban kitiintetett elemeknek is nevezziik.) Igy célszert-
nek latszik a futas fogalmat a kovetkezSképpen modositani:
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3.4.1. Definici6. Egy futdst r-futasnak neveziink, ha a futdsban sze-
repld elemek kozitt legfeljebb eqy kitiintetett van.

Konnyt utanagondolni, hogy ez ugyanaz, mintha azt kovetelnénk meg,
hogy két szomszédos, a futasban részt vevs elem koziil nem mindketts
kitiintetett.
Példaul az
(3.16)
(12364578)

permutacioban 4-futas az 1;2;3,6;4,5,7, 8.

Ahhoz, hogy a futasok, emelkedések, siillyedések szokasos ,aritme-
tikajat” megtartsuk, az utobbi két fogalom modositéasara is sziikség
van.

3.4.2. Definicié. Eqgy emelkedést r-emelkedésnek neveziink, ha az e-
melkedésnek nem mindkét tagja kitintetett. Tovdbbd minden sillyedés
r-siillyedés, €s i,, 1,11 18 r-stllyedés, ha mindkettd kitintetett.

Ha egy n elemen haté permutéciéban k darab r-futés van, akkor
k — 1 darab r-siillyedés van, hiszen egy r-futas akkor sziinik meg, ha
az elem nagyobb, mint a rakévetkezd, vagy mindkét elem kitilintetett.
Mivel n—1 &sszehasonlitas lehetséges n elemen, n—1—(k—1) =n—k
r-emelkedés van. Tehat

r-emelkedések + r-siillyedések = n — 1,
r-futdsok = r-siillyedések + 1,

r-futdésok = n — r-emelkedések.

Eppen ezek motivaltak a fenti definiciokat, hiszen a hagyoméanyos
futas- emelkedés- és siillyedésfogalom kozotti kapcesolatokat kapjuk
vissza, ha r-et toroljiik. Illetve még az, hogy ha olyan permutaci-
onak szeretnénk zarkombinaciot megfeleltetni, amiben k& darab ,ha-
gyomanyos’ emelkedés van, akkor az olyan helyekre, ahol kitiintetett
elemek szerepelnek egymas mellett, gombnyomésokat hatérold jelzést
kellene tenni. Ilyen példaul a kévetkez6 gombnyoméas-sorozat:

1;2;3,4,5.
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Az ennek megfelel6 permutacioban 1 és 2, illetve 2 és 3 k6zé minden-
képpen jelzést kell tenni. Ezt automatizaltuk az r-futés bevezetésével.
A fenti (3.16) példaban a 4-emelkedések a kovetkezok:

3,6;4,5;5,7,7,8

mig a 4-siillyedések:
1,2;2,3;6;4.

(Szokatlan, hogy példaul 1,2 siillyedésnek szamit.)
Bevezethetjiik a kovetkezs definiciot (a fenti formulakkal valo egye-
zéshez dtparamétereziink, hiszen F,, n + r elemre vonatkozik):

3.4.3. Definici6. Azon permutdcick szamdt, melyek n+r elemen hat-
nak, és pontosan k darab r-emelkedést tartalmaznak, n, k paraméterid
r-Euler szamnak nevezzik és <Z>r mddon jeloljik 0 <k <n+4r).

......

engedjiik meg azt, hogy kitlintetett indexi gombokat egyszerre nyom-
junk le, és a gombnyomasokbol kapott permutaciok hasznélatakor a
futast r-futasra cseréljiik, kapjuk a vart (3.6) formulat:

F,,= i <Z>r2k.

k=0

Ezek alapjan automatikusan kiadodik a (3.15) rekurzio:

(2, o).

A hagyomanyos” Euler szamokra vonatkozo rekurzié bizonyitésa
szorol szora megismételhetd, hiszen abban az utolso elemet tessziik be
ugy, hogy kapjunk és tigy, hogy ne kapjunk tijabb emelkedést. Mivel
az utolsé elem nem kitiintetett (ha n > 0), ezért itt a hagyoméanyos
emelkedésfogalom is hasznalhaté. Az n —m +r = n +r — m szor-
z6tényezd kiilonbozik, de csak azért, mert n helyett n + r paramétert
hasznaltunk. Ez hasonl6é ahhoz, ahogyan a Stirling szamok rekurzioja
véaltozatlanul érvényes marad az r-Stirling esetben.
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A rekurzié kezddértékei: <8>T =1 és <g> =r!, han > 1. Ezek
szinkronban vannak a 3.3.1. tétellel, masrészt 0 r-emelkedést gy tu-
dunk kapni, hogy csokkeng sorrendben soroljuk fel az elemeket. Ekkor
az utolso r elem — melyek tehat kitiintetettek — sorrendje lényegtelen,
ami ! permutéciot eredményez.

Az els6 r-Euler szamok

r=0m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m==6
n=>0 1

n=1 1 0

n=2 1 1 0

n=23 1 4 1 0

n=4 1 11 11 1 0

n=>5 1 26 66 26 1 0

n==~6 1 57 302 302 57 1 0

Az r =1 eset egy eltolasban kiilonbozik: <:1>0 = <"7;1>1.

r=2m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m==6
n=20 2

n=1 2 4

n=2 2 14 8

n=3 2 36 66 16

n=4 2 82 342 262 32

n=>5 2 176 1436 2416 946 64
r=3|m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
n=>0 6

n=1 6 18

n=2 6 60 54

n=3 6 150 402 162

n=4 6 336 1956 2256 486

n=>5 6 714 7884 18804 11454 1458
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4. fejezet

Az r-Stirling szamok
unimodalitasa

4.1. Unimodalitas és log-konkavitas

Kombinatorikus sorozatoknél gyakran fontos tudni, hogy hogyan ,néz
ki” a sorozatunk ,globalisan”. Vagyis — akarcsak fiiggvények esetében
—, novekszik-e a sorozat, illetve csokken? Vagy hol van(nak) a maximu-
ma(i), minimuma(i)? Ez a Stirling szamok esetén is izgalmas kérdés.
Ahhoz, hogy szabatosan meg tudjuk fogalmazni az elbbi kérdéseket,
bevezetjiik a kdvetkezs fogalmakat.

4.1.1. Definicié. Egy ag,aq,... (nem feltétlenil véges) sorozatot u-
nimodalisnak neveziink, ha névekszik, elér eqy maximumot, majd csok-
ken. Még pontosabban, ha létezik olyan n index és olyan k nemnegativ
szam, hogy

ap < ap < <Ay =App1 = 0 = Qpak = Qpgkgl = 0

Ha t6bb maximaélis sorozatelem is van (k > 1), akkor ezeket tetdnek
nevezziik. Ha csak egy maximalis elem van (kK = 0), azt csdcsnak
mondjuk.

Az unimodalitéasénal létezik erdsebb tulajdonsag is:

45
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4.1.2. Definicioé. Az ag,aq,... sorozatot log-konkéavnak nevezziik, ha
minden k > 1-re teljesiti az
(4.1)

2
Ay, 2 Q1K1

eqyenldtlenséget. Ha
(4.2)
ajy > p_1Qp41

1s érvényes, akkor a sorozat szigoruan log-konkév.

A fejezetben a fenti tulajdonsagok teljesiilését vizsgéaljuk r-Stirling
szamok esetén. Eredményeinket az Advances in Applied Mathematics
c. folyoiratban kozoltik [45].

Van egy gyakran hasznéalhatd tétel annak eldontésére, hogy egy
sorozat mikor log-konkav (és igy unimodalis). Mivel ez szamunkra
kombinatorikus sorozatokra jelentds, feltehets, hogy minden a; pozi-
tiv.

Ha a
(4.3)

p(x) = ag + a1z + axx® + - + a,a"

polinomnak csak valos és (az egyiitthatok pozitivitdsa miatt) negativ
gyokei vannak, akkor

(4.4)
k n—k+1

k—1 n—k

a2 > Qp_10ps, (1<k<n-1).
Ez Newton tétele [43].

Mivel 225t > 1 ebbdl rogton kovetkezik, hogy az a, ..., a,
sorozat szigoruian log-konkav.

HNlusztralasképpen legyen ay = m (1.3) miatt

pe) =3 |1 ot = st a2 1),

k=0

aminek szintén minden gyoke valos és (a 0 kivételével) mindegyik ne-
gativ. Ez azt a fontos eredményt vonja maga utan, hogy az [Z] ::O
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sorozat szigortuan log-konkav. Tehat novekszik, legfeljebb ketts elemi
teteje van, majd csokken. Valojaban ennél tobb igaz, az els6faju Stir-
ling szamok sorozatainak (fix n mellett) mindig csticsa van. Ez a szép
allitas Erdds Pal nevéhez fiizédik [28, 33]. A cstics indexére, melyet
adott n-hez jeloljiink K,-nel a kdvetkezs becslést lehet bebizonyitani:

(4.5)
{logn - %} < K,, < [logn].

ahol a szogletes zardjel a benne levé kifejezés egész részét jelenti. Tehat
azt latjuk, hogy a maximum nagyjabol Inn nagysagrendd.

A mésodfaju Stirling szamok esete egészen mas. A kérdés itt annyi-
ra bonyolultnak tiinik, hogy sok részlet maig tisztazatlan. T6bbek ko-
z0tt az, hogy csticsa van-e ezeknek a sorozatoknak vagy teteje? n = 2-
re {?} = {g} = 1, vagyis itt tet6 van. A sejtés azonban az, hogy n = 2
az egyetlen ilyen eset. Szamitogéppel 3 < n < 10%-ig ellendrizték [12],
és ezen tartoméanyban a sejtés igaz'.

A maximalis indexre vonatkoz6 becslés itt is adhato, de ez is joval
gyengébb, mint az els6faji esetben. Sok cikk sziiletett — és sziiletik
a mai napig — a becslésekkel kapcsolatban, mi most egy egyszertibbet
kozliink H. Wegnertdl [62]:

(4.6)
n

n
— < K, <

- > 13).
Inn " T Inn—Inlnn (n 3)

A fenti tételt alkalmazva azt nem nehéz bemutatnunk, hogy a méa-
sodfaja Stirling szamok rogzitett n mellett log-konkéav sorozatot alkot-
nak. Ehhez tehéat azt kell megmutatnunk, hogy a

> i}

polinomnak csak valos gyokei vannak. Ez azonban nem més, mint az
n-edik Bell polinom, amire viszont érvényes az allitas [34].

'Noszaly Csaba kollégam egy elsadasom utan tovabbi ellenérzésbe fogott, 6 107
hatart ért el.
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4.2. Az els6faji r-Stirling szamok log-kon-
kavitasa

Ebben és a kovetkezd szakaszban az r-Stirling szamok esetében vizs-
galjuk meg a log-konkavitas kérdését. Kideriil, hogy ezek a szamok
az els6- és méasodfaju esetben is log-konkav sorozatot formalnak. Sét,
a maximumra is fogunk becsléseket adni. Mindezen eredmények az
Advances in Applied Mathematics cimt lapban lattak napvilagot [45].
El6szor az els6faju esetre vonatkozod eredményeket targyaljuk.

4.2.1. Tétel (Mezd, [45]). A ([Zi:]):zo sorozat szigorian log-kon-
kdv (és igy unimoddlis).

Bizonyitds. Definialjuk a kovetkez6 polinomot:

(4.7) )
Pus(a) =Y {Z i ﬂ o

k=0

A P, ,(z) polinomok exponenciélis generatorfiiggvénye (1.9) alapjan
azonnal kiszamithato, csak Osszegezniink kell k-ra. Eredménytl kap-
juk, hogy

1 (r+rx—1+n\, ~=P..(z),
e 3l (AR B o= S

Az egyiitthatok Osszehasonlitésaval
(4.8)
P,.(z) = nl (7’

+z—1+n

o ):(a:+r)(w+r+1)--~(:v+7’—|—n—1).

Igy P, () minden gydke valés és negativ. Newton tétele alkalmazha-
to. o

A tovéabbiakban jelolje K,im a (mr)zzo sorozat maximumhoz tar-
tozo indexét (az 1, mint felss index az ,els6faja’ra utal). Ahhoz, hogy
K}M—re becslést talaljunk, meg kell jegyezniink, hogy fix n-re [Z] az

1,...,n szamok elemi szimmetrikus polinomja, mig [ZL az r,...,n



4.2. LOG-KONKAVITAS — ELSOFAJU ESET 49

elemi szimmetrikus polinomja (1. [10, 28]). Ez azt jelenti, hogy fix n-
re a (0-)Stirling szamok az els6 n természetes szambol kivalasztott k

darab szam szorzatosszegei. r-Stirling esetben az r, ..., n szamok ko-
ziil kell k& darabot kivalasztani az Osszes lehetséges modon. Képletben
[10]7
(4.9)

{n—k] = Z it ik (nyk > 0).

r<i;<ig<---<ip<n
Most Erdés és Stone szamunkra igen hasznos tételét [28] idézziik:

4.2.2. Tétel (Erdss P. és A. H. Stone). Legyen uy < ug < ---
pozitiv valds szamok végtelen sorozata gy, hogy

iizoo and i%<oo
’ i=1 ¢

=1

Jelolje ¥y, 1, az elsd n sorozatelembdl az oszes modon kivdlasztott k elem
szorzatosszeget, K, pedig azt a legnagyobb k indexet, melyre X, . elér:
a mazximumdt. Ekkor

n

Kn:n—[

=1

(4.9) alapjan vilagos, hogy

(4.10)
n
= Yn—rn—
], =5

hau; = r,us = r+1,... valasztassal éliink. Kovetkezményként kapjuk
(4.5) eredményének altalanositasat:

4.2.3. Tétel (Mezd, [45]). A legnagyobb index, melyre ([ZL)Z:O el-
éri a mazimumdt, becsiilhetd a kiovetkezdképpen:

-1 1
Ky, =7+ {log (Z—l) —;—1—0(1)}.
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Bizonyitds. Ha a u; = r,us = r+1,... valasztést tovibbra is tart-
juk, akkor (4.10) alapjan a maximumhoz tartozo K%,T index egyenld a
kévetkezovel:

o0

1 1 1
T +o(1)

1
r+1 n—l_;(r—i-i—l)(r—i-i)

Jol ismert [19], hogy

I +7+0(1)
113 ~ =logn+7+o(l).

Az r additiv tag abbol a ténybdl szarmazik, hogy az els6 nemnulla

szimmetrikus fiiggvény a k = r indexhez tartozik az ([Z] )Z:O sorozat-

ban. o

4.2.4. Példa. Adunk egy alkalmazast. A maximalis index — a fenti

307 \30 .
} S)k:(] sorozat esetén a

tétel alapjan — a ([k

30 —1 1
K3 =34+ |log| —r ) — = )| =5
30,3 +[0g<3_1) 3+0()]

indexhez tartozik. Es valoban,
{30} = 1.259 - 10*
o513

tényleg maximalis, amint az barmely matematikai programcsomaggal
lathato.

4.3. A masodfaju r-Stirling szamok log-kon-
kavitasa

Elérkeztiink ahhoz a ponthoz, ami a kordbban targyalt fogalmak (r-
Bell szamok és a kapcsolodo kérdések) gyokere. A kutatéasi eredmé-
nyek elétorténete az, hogy korabbi témam — a Walsh analizis — kapcsan
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felbukkantak a hiperharmonikus szamok, melyekrdl béven lesz szo ké-
s6bb. Ezek viszont kapcsolatban vannak az elséfaja r-Stirlingekkel.
Mikor rabukkantam a maximumhellyel kapcsolatos kérdéskorre, 1at-
tam, hogy ezt érdemes megvizsgalni az r > 0 esetben is. Ehhez azon-
ban sziikség volt a korabban csak érintSlegesen megemlitett (és még
csak el sem nevezett) r-Bell polinomokra. Ebben gyokerezik tehat a
dolgozat eredményeinek tobbsége.

Most tehat a fentiekhez hasonlo tételeket bizonyitunk a méasodfaja
esetben. Latszani fog, hogy ez sokkal bonyolultabb kérdés.

4.3.1. Tétel (Mezd, [45]). Az ( Wit ) sorozat szigorian log-
"/ k=0

konkdwv.

Bizonyitds. Mint az els6faji esetben, definialjuk a

(4.11) )
B, (z) = Z {Z j: :}ka

k=0

polinomokat. A 2.3.1. tétel és annak kévetkezménye alapjan ezen poli-
nomok minden gyoke valos és negativ, igy Newton tétele alkalmazhato.
o

Folytatjuk a kovetkez6 lemmaval, amely az tn. Bonferroni-e-
gyenldtlenség egy specialis esetének altalanositasa (1. [62, 63]).

4.3.2. Lemma. A mdsodfaji r-Stirling szamokra érvényes a kovetke-
20 becslés:

(m+r)" (m—1+r)" <{n—|—r} <M

m! (m—1) m+r

m!

minden n > m > 0 esetén.

Bizonyitds. Az (1.14) kovetkeztében

e =2 {0

k=0
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Igy

(m—i—r)”_m_l n+r 1 n+r
m! _g k+r T(m—k)!—i_ m+rj’

ezért a jobb oldali egyenl6tlenség érvényes. Megint alkalmazva (1.14)
azonossagot,

n+r (m+r)" = [n+r 1
{m+r}T - m! Z{k%—r}r(m—l—k‘)!

_ (m+r)" (;L—l—i-r)”
m! (m—1)!

o
Mivel az ({Z}r)::r sorozat szigoruan log-konkav, 1étezik olyan wa
index, melyre

< " < " > " >
KEL,T -1 r N KTQL,T r KTQL,T +1 r

Most erre az indexre adunk becsléseket.

4.3.3. Tétel (Mez6, [45]). Legyen K7, a legnagyobb mazimalizdlo
index. Fkkor

n—r

K2, < (n>r+3),

log(n —r) —loglog(n — r)

. < K, (n > r+ max{18,log2/log (1 +1/r)}).

log(n — 1)
Bizonyitds. A fels6 becsléshez alkalmazzuk Broder cikkének [10]

(32)-es egyenletét:
O
—= i T s
{k+r r S\ k),
ezért

A SO

1=
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A {i}l — {k£1}1 tagok bizonyosan negativak, ha k& > Kil a mésodfaja
Stirling szamok log-konkavitasa miatt és amiatt, hogy K2, > K2 |
minden n-re (1. [25, 50]). Igy {ZIZ}T < {kT{L}T minden k > K7,
esetén, ahonnan K7, = < K2, kovetkezik. Wegner (4.6) becslését
alkalmazzuk a fels6 becslés végsd alakjahoz.

Az als6 becsléshez Bonferroni egyenlGtlenségének altaldnositésat
alkalmazzuk (4.3.2. lemma). A révidség kedvéért legyen M = K2

n-+r,r*
Ekkor
0 > n+r n—+r
M+1]), M ),
(M +1)" _ Mm _ M™
- MA4+1=-r) (M-=r) (M-r)
1 (M +1)"
4.12 = —2M" ).
(4.12) (M—r)!(M—i—l—r )
Bevezetjiik az
xn—l
for(z) = T 2(z —1)",

fiiggvényt és ennek logaritmusat:
Gnr(z) :=log fr () = (n—1)logz—nlog(zx—1)—log2—log (1 — %) .

Ekkor vilagos, hogy (4.12) utolso része az

4.13
1) 1 (M+1)" o) — 1 Ml
(M —r)! (M—i—l—r_ >_(M—r)!fn’r( +1)

forméban frhato.
Elgszor meghatarozzuk f, ,(z) gyokeinek szamat. Ha f, .(z) = 0,

akkor
1 n
(1+x—1) =2(x—r).
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A bal oldal szigorian csokkend, a jobb oldal szigortian névekvd fiigg-
vénye x-nek, tehat legfeljebb egy megoldés létezik. De
(4.14)
log 2
log (1 + %) ’

((4.12) miatt x csak akkor érdekes, ha nem kisebb, mint r + 1) és

far(r+1)>0 ha n>

lim f,.(z) = —oo,
T—>00

emiatt f,,(z)-nek van legalabb egy gyoke. Kovetkezésképpen, f, .
pontosan egy gyokkel rendelkezik, legyen ez mondjuk Z,,. Azt is
tudjuk, hogy f..(z) > 0, ha x < Z,, és fn,.(z) <0, hax > Z,,.
(4.13) egyenletet tekintve kapjuk, hogy M +1 > Z,, ..

Koénnyen lathato, hogy g, (z) elgjele ugyanaz, mint f, . (z)-¢ min-
den z-re és igy ¢,,(Z,,) = 0 is igaz. A kovetkezs formulaba stritjiik
az eddig elmondottakat:

>0 r<z<Zy,,

fn,T(x)7gn,T(x) =0 z= Zn,ra
<0 z>2Z,,,

ha a (4.14) alatti feltételek teljesiilnek n-re.
A g,,(z) fiiggvény szétbonthato a kévetkezd tagokra:

Gnr(x) = hyp(x) —log (1 — g) ,

A h,(z) figgvényt Wegner [62| vizsgalta g, o(x) jelolés mellett, és be-
bizonyitotta, hogy

(4.15)
B (logn +1> >0 (n>18)

ami miatt h, zérushelye nagyobb, mint @ + 1.

Mivel h,, és g,, monotonitasa ugyanaz (1. [62]), g,,(x) gytke na-
gyobb, mint h,(z) gybke. Ez azért igaz, mert —log(1l — r/x) pozitiv,
ha z > r. Igy Tog 1< Z,, < M+1. Osszegytijtve az n-re vonatkozo
szitkséges feltételeket ((4.14),(4.15)) az M = K72 . jelolés mellet a
bizonyitas teljes. o
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4.3.4. Példa. Ebben az esetben is adunk egy példat. A tétel szerint
50 50
< KZs <
log 50 88 ™ 1og 50 — log log 50

Ténylegesen pedig a maximalis tag

o8 = 9.687 - 10™.
19/,

4.3.5. Megjegyzés. A 4.3.3. tétel bizonyitasaban azt is felhasznal-
tuk, hogy K2, ,, = K, vagy K, + 1. Két bizonyitas is van erre
a [25] és [50] cikkekben. ElI6bbi bizonyitas minden megkotés nélkiil
atvihet6 az r > 0 esetre, igy nyerjiik a kovetkezét:

KZJrl,r = K?l,r vagy KZ,T‘ + 1 (7“ Z 1)

12.78 =

= 19.62.

4.4. Néhany megjegyzés Darroch tételérol

Ebben a szakaszban olyan eredmények lesznek atiiltetve az r-Stirling
szamok esetére, melyekre Bona Miklos, a Floridai Egyetemen dolgozo
magyar matematikus hivta fel a figyelmemet. Ezért kiilon kdszonettel
tartozom neki.

A kovetkezd hasznos tételt Darroch [6, 22] bizonyitotta:

4.4.1. Tétel (J. N. Darroch). Legyen A(x) = >, arz® egy olyan
polinom, melynek csak valds gyidkei vannak és A(1) > 0. Mas szavak-
kal,

n

A(z) = an [ [ +17)

j=1
alaki, aholr; > 0. Legyen K,, a legkisebb mazimumhoz tartozo indexe
az ag, ay, . . ., a4, sorozatnak, €s leqgyen
A1) &K1
=740 :Zr~+1‘
j=1 7
Ekkor

|Kn_:u| <1l
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Latjuk tehat, hogy a polinommal és derivaltjaval — illetSleg a gyo-
kokkel — kozelits értéket adhatunk K,-re. A 4.2.1. tétel bizonyitasaban
azt talaljuk, hogy

P, (z) ::Z {ZI:ka:(x+r)(:c+r+1)---(m+r—l—n—1),

ezért azonnal adddik a kovetkezd

4.4.2. Kovetkezmény. Darroch tétele alapjdan

1 1
— <17
‘ i (r—i—1+r+2Jr +r—|—n>‘

ami gyakorlatilag visszaadja Erdds tételének dltaldnositdsdt (1. 4.2.3.).

A masodfaja eset valamivel bonyolultabb. Korabban belattuk (1.
(2.2)), hogy

By (2) o 7By (7) o
x x

B, ,(z) =

lgy B
n,r Bn—l—lr
— L DL (),
M= B Ba, Y

4.4.3. Kovetkezmény. Ervényes a kovetkezd eqyenlétlenséy:
' n+ror < L _(T—i_l))‘ < 17

amely Harper [34] eredményének dltalanositdsa.

4.5. Az r-Stirling szaAmok normalitasa

A (4.7) és (4.11) polinomok gydkeinek valos volta lehet&séget ad arra,
hogy az egyiitthatoikbol — az r-Stirling szamokbol — képzett elosz-
lastiiggvények aszimptotikus normalitdsat bizonyitsuk. Hogy ez mit
jelent, azt most részletesebben kifejtjiik.
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Legyen a, (k) nemnegativ valos szamok egy haromszoge, az alabbi
indexhatéarokkal: n =1,2,...;k=0,1,...,m (m figg n-t6l). Legyen
X, egy valoszintiségi valtozo:

an(k)

P(X, = k) =pa(k) = m,

és definialjuk a kévetkez6 mennyiséget:

gn(QJ) = an(k)xk

X—E(X)

v/ Var(x)

N (0, 1) azt jelenti, hogy X,, eloszlasban konvergél a standard normalis
eloszlashoz. Errdl tobb is olvashaté Rucinski [57] kényvében.
A kovetkezd tételt fogjuk alkalmazni.

A normalasra hasznélni fogjuk az X = jelolést. Végiil, X,, —

4.5.1. Tétel (E. A. Bender [4]). A fenti jeloléseket haszndlva, ha
gn(z) polinomnak csak valds gyikei vannak, és

m (n)
on =/ Var(X,) = Z 7“2—2 — 00,

i=1 <r§") + 1)
akkor X, — N(0,1). Itt (—r;)-k a gn(x) gyokeit jelolik.

Az els6- és masodfaju Stirling szdmok a fenti értelemben normali-
sak. Ezt Goncharov és Harper bizonyitottak [57]. Mi igazoljuk, hogy
az eredményeik érvényesek az r-Stirling szamokra is.

Elgszor is, legyen a, (k) = [ZI:L Ekkor (4.8) miatt

n—1

k+r R
(k+r+1)2

Ezért Bender tételének feltételei teljestilnek.
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Rucinski és Voigt [57, 223. o.] egy eredménye szerint, ha
" = Z an(k)(x —co) -+ (x — cp_1)
k=0

valamilyen nemnegativ ¢, ¢1, . . . szamtani sorozatra all, akkor az a,, (k)
tomb normaélis. Az (1.14) képlet az x ~» x — r helyettesitéssel impli-
kalja, hogy a,(k) = ZI;}T normalis.

Hogy mit jelentenek a fentiek, az egyszertien megvilagithatd. Ha
vesziink egy n elemt halmazt és véletlenszertien kivalasztunk egy tet-
sz6leges particiot, akkor annak a valdszintisége, hogy a kivélasztott

partici6 pontosan k blokkot tartalmaz,
Pn(k) B,

Ezzel egy eloszlast (pontosabban eloszlasok sorozatét) definialtunk. Es
ez — a fentiek értelmében — eloszlasban konvergél a standard normalis
eloszlashoz, amint n tart végtelenhez.

Hasonlé gondolatmenettel az elséfaji eset is szemléletessé tehetd.



5. fejezet

Az r-Stirling szamok
Dirichlet-generatorfiiggvényei

A Stirling szamokbol képzett sorok vizsgalata nem 1j, mér a szazade-
16n N. Nielsen munkassaga nyomén sikeriilt az elséfaju Stirling szamo-
kat — egyébként igen bonyolult formulakkal — reprezentalni. A méasod-
faju eset egyszertibb, koszonhetGen annak, hogy jol hasznalhato for-
mulak léteznek. Ezeket az eredményeket altalanositjuk a fejezetben.
A kozolt tételek a Journal of Number Theory és Acta Mathematica
Hungarica folybiratokban lettek publikalva [48, 49].

Ha adott egy (a, ) sorozat, akkor (a,,) Dirichlet generdtorfiiggvényei
alatt a ¢ = 1,2,... paraméter melletti

(o9}
> o
a —

n=0

alakt sorokat értiink. Természetesen felmeriil6 kérdés, hogy milyen
alakt 6sszegeket kapunk, ha az eddig vizsgalt szamok Dirichlet-genera-
torfiiggvényeit tekintjiik. Mi a kdvetkezs sorokat fogjuk részletesebben
targyalni:

59
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1Lr B “n+k+r] 2"
Cema?) _Z{ m+r } nin!’
n=1 7"
o B (n+k+r] 2"
k,m,q(z) _Zl{ m+r } nQn"
. o (n+k] 2"
Gk,m,q(z) T Z{ m } E
n=1 r

barmely pozitiv egész k, m, g paraméterre és valos |z| < 1 esetén. Eset-
leg hidnyolhatnank a

i {n +k+ 7’] 2"

— m-+r | . nd
Osszeget, de nem nehéz latni, hogy ez semmilyen ¢-ra nem létezik,
ha z > 0. Az r-et azért adjuk hozzi a paraméterekhez, hogy a k, m
paraméterek nullatol futhassanak. (Az utolso esetben pedig ezt azért
nem tessziik, mert a kapott formuldk igy egyszertibbek.)

Mivel az Osszegeket a rekurziok segitségével kisebb paraméterekre
lehet visszavezetni, ezért el6szor a specialis eseteket targyaljuk.

5.1. Az els6faja eset

5.1.1. Nielsen Altalanositott polilogaritmusai

N. Nielsen monografiajaban [51| bevezette az

(— 1)t /1 . dt
— log" ™" (t) log?(1 — 2t)—.
T, o8 0o’ — =)

integralokat. Az & eredményeit a nyolcvanas években Kolbig [37] tette
szélesebb korben ismertté. A minket érint6 tény az, hogy az elstfa-
ju Stirling szamokbol képzett Dirichlet sorok kifejezheték ezekkel a
fiiggvényekkel, mégpedig a kivetkezé modon:

Gon (2) = Sym(2),

0,m,q

Snp(2) =
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vagyis

“[n] 2
3 o = 0
Nem koénnyt zart alakot adni a Nielsen-féle polilogaritmusokra [38].
Mindenesetre

Sim=C¢(m+1)+ Z Lip+1_k(1 — 2)log"(1 — 2),
k=0
amibdl
(5.1)
o0 n m —
1) Lipin o1 — 2)log"(1 —
S |y = €m0+ 3 L1 g1 )
kovetkezik.

5.1.2. Euler formulaja

Euler a kévetkezo 6sszeget talalta meg [9] (persze nem ezekkel a jelolé-

sekkel):
“[n4+1] 1
IZ[ i
(5.2)
:%(m+2)g(m+1)—ZC(m—k‘)C(k‘H)-

Pontosabban, Euler a harmonikus szamok Dirichlet-generatorfiiggvé-
nyeit kereste (nyilvan ezeket a fogalmakat abban az id6ben még nem
ugy nevezték...).

Latjuk tehat, hogy az r = k = 0,m,q € N paraméterosztalyra a
Gy m.q(#) sorok kifejtését Nielsen munkaja tartalmazza, Euler pedig az
r=0,k=1,m=2,q € N esetet dolgozta ki. A rekurzidk segitségével
a tobbi eset ezekre visszavezethetd.

Ha r» > 0, akkor elég a £k = 0,m = 1,q,r € N paraméterekre
eredményeket taldlni. Ehhez a hiperharmonikus szamokon keresztiil

vezet az ut.
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5.2. A hiperharmonikus szamok fogalma

Ismeretes, hogy az n, 2 paraméterparhoz tartozo elséfaju Stirling sza-
mok az un. harmonikus szimokat adjak [30]:

(5.3)
1 n+1 1 1 1
- — 14+ 4= H.
al's gy
Ezzel (5.2) igy is irhato:
(5.4)
00 H 1 m—2
> =5 (m+2)¢(m+1) - > Clm—k)C(k+1).
n=1 k=1

Ennek altalanositasaként (az r > 0 esetben) a hiperharmonikus
szamok szerepelnek. Ezeket rekurziv moédon definialjuk. Legyen eld-
SZOT Hfll) = H,, és r > 1 esetén legyen
(5.5)

Y =>"HY.
k=1

H{"-et r-edrendi hiperharmonikus szamnak nevezziik. Tehat példaul
H? = H, + Hy+ -+ H,.

Amennyire tudhato, a hiperharmonikus szamok fogalma nem régi,
Conway és Guy konyvében [19] bukkannak fel elGszor.

A kovetkezs azonossag (5.3) altalanositasa, mely Osszekoti a hiper-
harmonikus szamokat és az elséfaju r-Stirling szamokat [7]:

1]
e ()
n! "
Sziikségiink lesz még a
, n+r—1
56) e (i [ )

azonossagra is [19].
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5.3. Euler formulajanak altalanositasa
hiperharmonikus szamokra

A fentiek miatt minket elsGsorban a hiperharmonikus szamokbol kép-
zett

00 HT(lr)

alaku sorok érdekelnek. (Ezeknek teljes leirasat a [48] cikk tartalmaz-
za.) Megmutatjuk, hogy ezek végesek, ha m > r.

Ehhez sziikségiink van a harmonikus szamok aszimptotikus visel-
kedésére [19].
(5.7)

1
— 41 H, — +1
2(n+1)+n(n)+’y< n< gt n(n)+v (neN),

ahol v = 0.5772... az Euler-Mascheroni konstans.

5.3.1. Lemma. Minden n € N és rogzitett r > 2 esetén

1

Hff“’m(

n""'In(n)),

vagyis a két oldal hanyadosa 1-hez tart, amint n — oo.

Bizonyitds. Az (5.6) képletben szereplé binomialis egytitthatora

nyilvan
n+r—1 1 el
~—n .
r—1 (r—1)!

Egy rovid idére bevezetjik a ¢t := r — 1 jelolést a H,,, — H; faktor
becsléséhez. Alkalmazva az (5.7) kozelitést,

In(n +t) —In(tve) < Hpyy — Hy < In(n + ),

ahonnan
1n(t\/é) < Hn+t — Ht

1.
In(n+t)  In(n+1) =
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A bal oldal hatérértéke 1 amint n tart végtelenhez. Emiatt (emlékezve
hogy t =r —1)

HnJrT,l — Hr,1 ~ hl(n +7r— 1) ~ ln(n)
A lemmat bebizonyitottuk. o

5.3.2. Kovetkezmény. A hiperharmonikus szamokbol képzett sorok-

ra ")
00 Hnr
D

n=1

amint m > r.

5.3.1. Egy képlet a Hurwitz zeta fliiggvényre

Erdekes, hogy a hiperharmonikus szamok kapcsolatba hozhatok a Hur-
witz zeta fiigguénnyel, amelyet igy definidlunk:

1
Clmm) =2 Gy

p=0
Ebbdl a kovetkezd allitas nyerhetd:
5.3.3. Tétel (Ayhan Dil, [48]). Har > 1 ésm > r+ 1, akkor

Specidlisan,

Euler (5.4) formuléjéb(’)l az alabbi sordsszegek nyerhetdk:

(B8 _ 5
% 1w

?T‘

8

w

e
Il

1
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Bizonyitas. A bal oldal a kovetkezSképpen transzformélhato:
H{'r) HQ(T) HgET)
R T T

Hl(rfl) Hl(rfl) 4 H2(r71) . Hfrfl) + Hérfl) + H:grfl) .

N 2m 3m
o0 [e.e] 1
_HT‘l +H7‘1 (T 1) _+...
St Y G
=2 H) o
n=1 p=1 p+n—1
és az eredményt ezzel belattuk. o

Megjegyezziik, hogy ezt az elGallitast egy debreceni téli iskolan
otlotte ki a tétel cimében is szereplé Ayhan Dil torékorszagi PhD-
hallgato (University of Akdeniz).

5.4. Az osszegzési formula

A fenti rovid, Hurwitz zetara vonatkozo6 kitérs utan bebizonyitjuk Eu-
ler (5.4) tételének altalanositasat a hiperharmonikus szamokra vonat-
kozoan. Ehhez a kovetkezs lemmaéra lesz sziikségilink:

5.4.1. Lemma. A kévetkezd integrdlra

Mz: ih(l—z 1an
/(l—z)zd Liz(1 )+21 (2),

és minden 2 < r € N esetén
(5.8)

() o f W(x) o (x) 1
/ (1 — Z)Zrd / (1 — z)zrfld (7" — 1)2’7“71 (7“ _ 1)227«,17

vagy, ekvivalens modon,

/%dz =Lip(1—2) + %mz(z) ) (hkl;(zi) " ka’“)

1

—_

e
Il
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(additiv konstans erejéig).

Itt Li; a k = 2 paraméterd polilogaritmus fliggvényt jeloli:

(5.9)
le Zm 7)

n=1

l\z

Bizonyitds. A Lis(z) definicidja azonnal adja, hogy

Li(1 — 2) = 18

1—=2
Tovabba ,
E 1n2(z)} = lniz)7
ahonnan .
Lij(1— )+ B 1n2(2)} - (11“_(?)2.

A lemma elsd részét ezzel bizonyitottuk. A masodik rész belatasahoz
derivaljuk (5.8) jobb oldalat:

In(z) B (r—1)2""2—(r—1)%In(z)2"2 B —(r—1)
(1 —2z)zr—1 (r—1)2(zr—1)2 (r —1)22r
In(z)
27(1—2)’
ami éppen az, amit keresiink. o

A formulak egyszertisitése érdekében bevezetjiik az

n=1 n
és
1, 1, ..., 1, k+1
B(/fym)izmHFm( 2, 2, ..., 2 ’1>
jeloléseket. Ezekkel Euler (5.2) tételének altalanositasa r > 0 esetére

igy hangzik:
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5.4.2. Tétel (Mezd, [48]). Har > 2 ésm >r+ 1, akkor

S(r.m) = S(Lm) + % (S(eym — 1) — Bk, m)].

k=1

Bizonyitds. Kezdjiik a hiperharmonikusok generatorfiiggvényével
[30]:
(5.10)

S Hn _In{l-2)
! (1—2)’

n=0

amibdl

> g In(1 —
B b2,
n=1

n z2(1—2z)r
Az el6z6 lemma alapjan
1 — [/ In(1 —2) 1
= Lix(2) + 5111 Zl( k(1 — z)k kQ(l—z)k)'
(5.10) és (1.2) felhasznalasaval

(5.11)
> H = [n] 2"
Z _— is(2) —l—; [2} o

n=1

Z( ZH . +_n§%(”+s‘1)zn>.

Foglalkozzunk a mésodik taggal. Az els6faju Stirlingek rekurziojabol

{n;—l} Z"[Z] n m :nm + (=1 (n>0).
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Most atirjuk az (5.3) formulat:
1in+1 1 n 1
H, = — = )
n!{ 2 ] (n—l)!{Q}jLn

Lin| Hp, 1
nl 2]

ahonnan

Ezért (5.11) masodik tagja a kovetkezovel egyenls:

= n} = H, z
| {EE Sy
n=1 |:2 n n=1 n n=1 n
Ebben a masodik tag éppen Liy(z), amely igy kiejti (5.11) elss tagjat.
Ami marad:

00 Hﬁbr)

2" =

n
n=1

X H, , =1 . & n+k—1\,

Egyszert indukcioval belathato (z-vel valo osztés, integralas, ezek (m—
1)-szeres alkalmazasa, majd z = 1 helyettesitas utan), hogy

) Hy(lr)
D =

(5.12)

—~ (1 Il = /n+k—1\ 1
S(l,m)+k—1 (ES(T’m_l)_ﬁ ( , )nm—1> :

n=1

Utolso 1épésként a legutolso tagot transzforméljuk. A névé faktorialis
(1.4) definicidja alapjan

“/n+k-—1\ 1 1 Xk
Z( n )nm—l_(k‘—l)!;n_m’

n=1
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Masfelsl B(k,m) értelmezése szerint

_i (nh)™ i 1 (k+1)"
_nzo(n+1)! —~ (n+1)m b

n

A kovetkezd atalakitast alkalmazzuk:

Bl(k+1)7 _ (k+n)

n! n!

=+ 1)n+2)--(n+k) = (n+1)F

Ez azt jelenti, hogy
(5.13)

B(k,m) :%Z((:i—

érvényes. Tehat

> -1\ 1
3 (” Tk ) = kB(k,m).
= n nm

Ezt és (5.12) eredményt tekintve készen vagyunk o

5.4.1. Osszegek alacsony paraméterekre

A kovetkezs tablazatokban Osszegytijtjiik az Osszegzési tétel alacsony
paraméterekre vonatkozd eredményeit. Az alabbi egyenlGségeket hasz-
néljuk:

B(1Lm) = ((m 1),

B(2,m) = 3 (C(m D +em-2),

B(3,m) = oClm = 3) + 5¢(m — 2) + 50(m — 1)
Ezek levezethetok B(k, m) definiciojabol.

S(2,m)
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n hatvanya | Zart alak Kozelits érték

m=3 = — T +2((3) 2.112083781

m=4 T4+ 3¢(5) — ¢(3) (1 + 1.284326055

m=>5 e — T —L1¢(3)2+3¢(5) — =((3) | 1.109035642

m=6 o5+ 4C(T) — 55¢(3) — 1¢(3)? — | 1.047657410
(@) (1+2)

m=7 o — & — C(5)¢(3) + 4¢(7) — | 1.022090029
) — 5¢B) 4

m=8 I+ 5C(9) — £2C(3) — I¢(5) — | 1.010557246
((5)¢(3) - ¢(7) (1+ %)

m=9 s — aas — C(T)C(3) — 3¢(5)? + | 1.005133570
5¢(9) = FU(7) = F5C(3) — 5¢0)

m =10 T H6C(11)—=sC(3)— 22¢(5)— | 1.002522063
3(5)? = 5¢(T) = CNCB)
() (1+%)

S(3,m)

n hatvanya | Zart alak Kozelits érték

m =4 =T — T((3) — 1¢(3) +3¢(5) | 1.628620203

m=>5 I — I —T((3)—-3¢(3) - 1¢(3)%+ | 1.180103635
260) z i

m=6 I — () = 2¢(5)— 55¢(3)— | 1.072362484
1B+ 1¢0) — T¢B)

m="7 o — s — 5C(3) — 1¢(3)? — | 1.032351029
((5)C(3) = ¢6) (% +3) +6¢(7)
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m=8 5 — B — ) (85 + 35) — | 1015179175
(6) (3 +3%) - KEKE)  +
(0 (3-%) +50)
S(4,m)
n hatvanya | Zart alak Kozelits érték
m=5 s — s — U ¢(3) - U ((3) — | 1.310990854
26(3)° + 9¢(5)
m =6 L — 2 —C(3) (3 + 1 + 1) + | 1103348021
+HCE)+C0) (B - %) +4(7)
m="T oo — U - — 1((3)? — | 1.043816710
B (¥ -5%) - <B)K6) -
((5) (3 - 12) + Ze(n)
m=8 s — 2 — () (5 + 5) — | 1020093103
15C(3)* = FCB3)¢(5) -
¢(5) <”—3 += 4+ 4 +
() (£-3) +5¢09)

5.5. Az els6faja r-Stirling szamok Dirichlet-
generatorfiiggvényei

Miutan a kisebb paraméterekre vissza nem vezethets eseteket letér-
gyaltuk, johet a tetszéleges paraméterek esete. A szakasz minden
eredménye egy cikkbdl szarmazik (Mezd, [49]), ezért ezt nem tiintetjiik
fel kiilon az egyes tételeknél.
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A kovetkezd rekurzids eredményt bizonyitjuk.

5.5.1. Tétel. Ha |z| <1 ésm,q,r € N;r > 1, akkor

1,
GO,:n,q(Z) =

1
r—1
Tovdbba, k =1,2,... esetén

1r—1 1r-1 1r-1 1,
(GO,:n,qfl + (7’ - 1)GO,:n,q + GO,;Lfl,q - Go,:nq,q) (2)

Gl,r

k,m,q

(2) = Gilimgmr (2) + (k- r = DG o (2) + Gyl o(2).

Bizonyitds. Broder [10] cikkében van egy hasznos rekurzio, melyet
felhasznalunk:

= (] -] e

Masképpen,

n+r| 1 n+r n+r
m+rr_r—1 m—1+r| , |m—1+r| )’

ebbdl, hasznalva az (1.8) rekurziot, adodik, hogy

{ n+r L_lz(n_1+r>{n—1+r}r_l+ [n—1+rk_l.

m—1+r m—1+r m—2+r

Ezért
n—+r nadr— n—+r—
IR Gl R v M
Lot - L)

Beszorozva z™-nel, osztva ni-nal és 6sszegezve kapjuk az els részt.
Most legyen k pozitiv egész szam. Az (1.8) miatt

n+k+r
m-+r

} :(n+k_1+r){n+k:—1+r} +[n—+—k’—1—l—r] '

m+r m—1+r
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Ez azt jelenti (lehagyva a z valtozot), hogy

1,r A~ 1,r 1,r
G - kal,m,qfl + (k +r— 1)Gk71,m,q + kal,mfl,q'

k,m,q

o

5.5.2. Példa. Alkalmazzuk a tételt a kovetkezs problémahoz: talél-

juk meg a Gé:;l (1) Gsszeg zart alakjat!

1 1 1 1 1
6ia (3) =6t (5) + 6t (5) +evia (5) —ait (5).

a fenti tétel alapjan. Az utolso el6tti tagra |9, 26]:

1 Z n+1] 1 — H, *
Gt 2) = — L
0,1,1 (2) Z { 2 } 2npn! - A= 2nn 12

n=1
mig
G1’2 ]. . > n+2 1 - > HT(L2) _7T2 21 2 1
0.L1 1\ 9 _; 3 22”nn!_;2"n_ﬁ+ n()— ’

Ezt az 5.4.1. lemma alapjan latjuk be. A hiperharmonikus szémok
(5.10) generatorfiiggvénye alapjan

Integralassal adodik, hogy

= H” T In(l—t
3 xn:/ _n=10)
n 0o t(1—=1)

n=1

Az 1 —t = x helyettesités adja a

“ In(l—1t) e In(z)
/0 _t(1—t>rdt:/1 T
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integralt, &m ez éppen az 5.4.1. lemma (5.8) képletének bal oldala.
1

Most r = 2 és legyen x = 3
1 1 17=2
= {Lig(t) +3 In?(t) — In®) _ ;] =

00
2 t
n=1

1 1 1 1 1
=Liy [ = —n?(=)-2In(=)-1=— 21n(2) — 1

mivel Lis (1) = £7% — 1 In*(2) (ehhez 1. [42]).

12
A fennmaradoak konnyen kezelhetdk.

1’11_°On+11_°°nnoonl_2
Cozg <§)_Zl 3 }2%!_2[3} 2”n!+z_:1 H Zt — (2)

n=1 n=1

HY
2n

hiszen itt a rekurzio és a generatorfiiggvény hasznalhat6. Vagyis,

(o] o n /
n| n nlz
2 M onpl (Z MF) ' -
n=1 n=1 z:%

1 /

2 =1In® L

3! 1—=2 1

Most foglalkozzunk a GO 21 (2) Osszeggel.

1\ = [n+1] 1 —[n] 1 <[] 1
e e — .
0,2,1 (2> Z [ 3 LQ”nn! Z [3}02”77,! + z:l {2]02’%71!

n=1 n=1 n=

A generatorfiiggvény szerint ez %1n3(2), mig az (5.1) formula szerint

= [n 1
2 {2]02%71! -

n=1

¢(3) — Lis (%) + Li, (%) In (é) — %Lil (%) In G) :
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A polilogaritmusok elmélete alapjan a fentiek zart alakra hozhatok
[42]:

Végiil 6sszevonas utan kapjuk a végeredményt:

< mn+2] 1 1 )
=—((3)+1In“(2) — 2In(2 1 ~ 0.244416.
Z[ 4 L?”nn! 86()+n() n(2)+

n=1

5.6. A masodfaju r-Stirling szadmok Dirich-
let-generatorfiiggvényei

Most a mésodfaju r-Stirling szamokkal foglalkozunk és elGszor az expo-
nencialis esetet targyaljuk (vagyis amikor n! van a nevezében). Ehhez
az (1.12) exponencialis generatorfiiggvényt alkalmazzuk.

5.6.1. Exponencialis eset

5.6.1. Tétel. Minden m,q,r € N paraméterre igaz a kovetkezd:

T S m 1, ]., ey
G(2):m,q = ZAk (7’ + k)zq+qu+1 ( 2 2

k=0

(r + k)z) 7

ahol
1 /m
Al = — —1)ym—k =0,... .
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k=0
1 & (rh)z
_ r A r+k
> ()¢ -
Mivel .
= = oFo( | 2)
0
(5.14)
€(r+k)z o [(T—i—k)z]" 17
/ . al,z:nz:;T:(f/»Jrlc),ZQFQ(27 5 (r+k)z>,

amint az konnyen levezethets. Ezt a sort Puiseuz!-sornak nevezik, ha
r + k = 1. A hipergeometrikus fliggvény értelmezése szerint

z) dz =

1, 1, -, 1
2+1Fq+1( z)

2, 2, e, 2
A tovabblépéshez osszuk z-vel és integraljuk a bizonyitas elsé soraban
szerepl6 formulat. Ezutan tekintsiik az (5.14) képletet hogy megkap-
juk a kovetkezét:

(n+r) 2" m( 1
Z{m—i—r} ol ZA 7““f)Z?F?(Q 2

n=1 ’

(5.15)

(r+ /{:)z) .
Az altalanos tétel az (5.15) formulabol adodik. o

Ezt konnyd kiegésziteni a £ > 0 esetre:

5.6.2. Tétel. Legyen k pozitiv egész. Ekkor

2,r . 2,r 2,r
Gk,m q mGk 1,m,q + Gk—l,m—l,q'

Wictor Alexandre Puiseux (1820-1883) francia matematikus.
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Bizonyitds. Csak az (1.11) rekurziot kell alkalmazni. ©
Alkalmazasképpen lassuk a kovetkezst.

5.6.3. Példa. Tekintsiik a G(Q)ﬁz(l) osszeget. Vildgos, hogy A} =

—L A3 =1 A3=-1 A3=1 Ezert
s = fn+21 11 1, 1, 1
Gosa(l) = ;{ 5 }nQn! - _§3F3 2, 2, 2 2
T B P NPl R A
2373\ 2, 2, 2 T2, 2, 2

) 1
63F3 ( 2. 2. 2 ‘5) ~ (0.181477092.
5.6.2. Nemexponencialis eset

Most a nemexponencialis esetet targyaljuk. FErdekes, hogy az tn.
Lerch? transzcendens fiiggvény fellép az dsszegekben.

5.6.4. Tétel. Minden m,q,r € N esetén és

ifq=1,
ifqg>1.

<
z
<

3= 3=

valtozora igaz a

Goma(2) =D A}

k=1

r—1
Z ClZl(I)(kza q, l)] )
=0

eldllitds, ahol

B ()
Ayt = [(1—2)(1—22)--(1— mz)]’\Z:%

(5.16) - 1(?)(—9”* (k=1,...,m),

m!

2Mathias Lerch (1860-1922) cseh matematikus.
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mig ¢ a 2 egyiitthatdja az (1—2)(1—2z2) - (1— (r—1)z) polinomban
és ® az un. Lerch transzcendens fiigguény:
(5.17)

n

d(z,q,0) = Z (ni ik

n=1

Az r =1 specidlis esetben
A2,1 my
Gomg = Y AR Lig(kz),
k=1

ahol Li,(2) a kordbban mdr tdrgyalt polilogaritmus (5.9). Emiatt tehdt
P(z,q,0) = Liy(2).

Bizonyitas. A kovetkezs elgéllitast hasznaljuk [30]:

(5.18) N
=2 ()

ahonnan

(5.19) _ i % (Z‘) (—1)m* g Li, (k).

Tanulsagos egy masik bizonyitast is adni. Hasznalva a (2.1) generéa-
torfliggvényt,

m—1

i:l {Z}Zﬂ T —Z2z) (1 —ma)
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Ezt atalakitjuk a kovetkezé modon:
Zzm~1 AT n AR o Am
z = Z o
(1—-2)(1—2z)---(1 —mz) z—1 z—1 z— =
ahol
(5.20)
(l)m_l
AT = k - ,
(=21 =2:) (- mal]_;

hasznalva a parcialis tortekre bontas modszerét.

z-vel osztva és integralva

ni:{n}z_n:/(1—2)(1—2z)---(1—m2)

— (m) n
Am Am m
—/ L dz+/ 21dz—|—~-—|—/ -
z—1 z2—3 z— =

Az A
k m

— kAT

F1— k2

atalakitas és az

1 1
/ . k;zdz = —Eln(l —kz)

(k=1,...,m)

integral egyliittesen adjak, hogy
Am
/ F—dz = A" In(1 — k2).

L
m

Jol ismert (1. [30]), hogy

1n< ! ):Z%:Lil(z),

1—
< n=1

79
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ezért In(1 — kz) = — Liy(k2), igy

~ ik

Gomr = {Z}F = —A"Liy(2) — AP Liy (22) — - - - — A™ Liy (mz).
n=1

Ha az elGjelet modositjuk: A} ~» —A}", akkor ezen egytitthatok egy-
beesnek a korabbival. Osszehasonlitva (5.19) és (5.20) képleteket, az
onmagaban is érdekes (5.16) azonossagot kapjuk.

A G’gﬁn’l osszegre kapott formulat minden tovabbi nélkiil atvihetjiik

G21

0m.q Osszegre tetszlleges g esetére, ha figyelembe vessziik, hogy

./EEAQ@—LM@,

z

Most legyen r nagyobb, mint 1. Ekkor (2.1) alapjan

g {;}rz” — (- 2)(1—22) (1 (r — 1)2) g {:;}zn

Legyen ¢; az az egyiitthato, melyet mar korabban megadtunk. Innen
) { ; } ’
2 \mf P
m
n=1 T

e}

cpq12" 7t i {;}z” + -+ clzi {:l}z" + Z {:;}z"
n=1 n=1

n=1

z-vel osztva, integralva és ezt g-szor megismételve:
n

0¥ K WS o) £
S e e

n=1
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Hasznélva az (5.16) képletet,

r—1 [e'¢) r—1 m oo
m\~_(k2)
CZIZ{ }n+l ClZlZAk;Oijlq_

l= =0 k=1

r—1

f:A chzq) kz, q,l),

k=1 1=0
ami az allitast bizonyitja.

Végiil megemlitjik, hogy Li;(kz) = In (ﬁ), (k=1,...,m) kife-
jezésnek nincs értelme, ha kz > 1, vagyis ha z > . Masfels] Lig(kz)
esetén (ha ¢ > 1), az argumentum legfeljebb egy lehet, ami maga utan
vonja a tétel elején adott megszoritasokat z-re. o

5.6.5. Példa. Fejezziik ki GO 13 (1) sszeget a Lerch transzcendens
fiiggvény segitségével! Mivel (1 —2)(1=22) = 1—32+222, az egyiitt-
hatokra co = 1, ¢; = =3, ¢o = 2. Tovabba Af = —¢, A = 1, A} =

n 1 1 3 (1 1. /1
O °o(=,3,1) +-®(=>,3,2
St (0 (300) o (301) + 50 (502))
1 1 3 (1 1. /1
Z—l(cp(?z;,o) . (5,3,1)+§q>(§,3,2))
1 3 35 (3 1_(3
6<®<1’3’0) T (1,3,1)+§c1> 1,3,2))

»ul’_‘

(@(1 3,0) — —<1>( 3,1) + %@(1,3,2))

OI\D

.00031.

Sajnos a ®(z,q,l) Lerch transzcendens értékeirsl nagyon keveset
tudunk. A matematika kiilon aga foglalkozik ezen fliggvényre adhato
zart alakok megtalalasaval illetve ra vonatkozo formulak, kozelitések
bizonyitasaval (1. pl. [32]).
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5.6.6. Tétel. Az 5.6.4. tétel feltételei mellet legyen k pozitiv egész.
Ekkor

2,7 . ~N2,r 2,7
Gk,m,q - mGk—l,m,q + Gk—l,m—l,q'
Bizonyitds. Lasd 5.6.2. o

5.6.7. Példa. Meghatarozzuk a G’fig (3) Osszeget.

22,3 22,3 22,3

G1,4,3 = 4Go,4,3 + G0,3,3-
Az els6 tagot az el6z6 példaban szamoltuk ki. Mivel {2}3 = 2—; ha
n > (1. [10]), kapjuk az Gsszeget:

~ (n+1] 1 — (n) 1 1 3\ 105
—4 —Lis(2) -2
Z{ 4 }34”n3 2{4}34nn3+27 13(4) 128

n=1

~ 0.00213.



6. fejezet

Tovabbi eredmények a
hiperharmonikus szamokra
vonatkozoban

6.1. Az Euler-Seidel matrixok

Miutan feltartuk az r-Stirling szamok Dirichlet-generatorfiiggvényei
esetén jatszott fontos szerepét, a hiperharmonikus szamok djabb tu-
lajdonsagait targyaljuk. A két legfontosabb az, hogy ezek kiterjeszt-
hetSk negativ rendekre is, ezzel szép altalanositéast nydjtva az tn. bi-
nomialis harmonikus formuléra, masrészt Gosper 1996-os eredménye
is kiterjeszthets. A fejezet eredményei az Central European Journal
of Mathematics illetve az Applied Mathematics and Computation c.
folyoiratokban jelentek meg [46, 47].

Mindezekhez az tun. Fuler-Seidel konstrukcio lesz segitségiinkre.
Ezt a kovetkez6kben épitjiik fel [23, 27].

Mindenek el6tt, legyen adott egy (a,) valos szamsorozat. A ra
vonatkozo Fuler-Seidel mdtrizot az elemei kozotti rekurzidval defini-
aljuk:

83
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(6.1) a

a

= a, (n>0),
= a ' +alll n>0k>1).

S>3 O

Itt az als6 index az oszlopot, a fels6 a sort indexeli. Fzzel kiolvas-
hat6 a rekurzid elsé sorabol, hogy az Euler-Seidel matrix elsé sora az
a, sorozat, a tovabbi sorokat tigy nyerjiik, hogy a sor kérdéses eleme
folotti és attol eggyel jobbra levs elemeket 6sszeadjuk:

k—1 k—1
an an+1
VNS

ay,

A 6.1 alapjan indukcioval belathato [27], hogy az els6 sor és -oszlop
egymasba transzformalhato:

(62 i = 3 (5)a

Ezeket Dumont-azonossdgoknak nevezik. Két tetszéleges sorozat
esetén ezen transzforméciokat binomidlis transzformdcicként ismerjiik.
Az els6 sort bemeneti sorozatnak, az elsé oszlopot kimeneti sorozatnak
nevezziik.

Mér Euler felismerte, hogy az elss sor ((a,,) = (a2)) és -oszlop (al))
generatorfiiggvényei kozott a kovetkezd kapesolat &ll fenn [29):

6.1.1. Allitas (Euler). Legyen

o
a(t) = Z adt”
n=0
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a kezdd sorozatunk (az elsd, 0 indexd sor) generdtorfiiggvénye. Ekkor
az elsd oszlop generdtorfigguvénye

o0

at) =y apt" = %_ta (%_t) .

n=0

A Cauchy szorzat segitségével azonnal lathatd, hogy az exponen-
cialis generatorfiiggvények kozott a kovetkezs kapcsolat van [58]:

6.1.2. Allitas (Seidel). Legyen

_ o "
At) = nE:O an
0

az (a;) exponencidlis generdtorfiggvénye. FEkkor (aj) exponencidlis
generdatorfligguénye
(e.¢]
At) = Z a

n=0

n
nt_t

Oa =€ A(t)

6.2. A hiperharmonikus szadmok kezd& soro-
zata

Most nem a szokasos menetet kovetjiik, miszerint a bemeneti soro-
zatbol hatérozzuk meg az Euler-Seidel matrix elss oszlopéat (mint ki-
meneti sorozatot), hanem az els oszlop ismeretében (ezek lesznek a
hiperharmonikusok) szamitjuk ki az elsé sort. Ennek ismeretében ér-
dekes tételeket tudunk bizonyitani.

Ehhez az r rendet végig bal-felsé indexben jeldljiik.

6.2.1. Tétel (Mezd, [46]). Legyen r fir. Ha "al = H\" a kimeneti
sorozat, akkor a bemeneti sorozat

(r=1)Y(=1)n+or .
n(n—1)---(n—(r—1)) lfn =

0 { Hir™) if 0 <n<r,
ay =
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Itt
5 0  har pdros,
"1 1 har pdratlan.

Tovabba, az r rendid hiperharmonikusok bemeneti sorozata megegyezik
az v — 1 rendd hiperharmonikusok FEuler-Seidel mdtrixdnak mdsodik
sordval.

Bizonyitds. A bemend sorozat meghatarozasahoz kiszamitjuk "a(t)
egyiitthatoit.

= In(1 —t) 1 t
at)y=>y Ht"=— = Ta | ——
) Z " (1—t)r 1-—t a(l—t)’

n=0

Euler allitasa alapjan. igy

. t In(1 —t)
a|l — | =——7—7—"7-—".
1—t (I —¢)r—1
Helyettesitve az inverz —— fliggvényt,

(6.3) e
"a(t) = (1+1)" ' In(1 + ).

Ez azt jelenti, hogy r > 2 esetén
Ta(t) = (1+8)(1+)"2In(1+¢t) = (1 +t)-"a(t).
Vagyis

Ta(t):T_la(t)+t'r_1a(t) Zr 1 Otn+Zr 1 0 N

n=0

A két oldal egyiitthatoit 6sszehasonlitva kapjuk, hogy
(6.4)

"ad =""ad +771)  (n=1,2,...),
(és "ad = ""'ay = 0) vagy ekvivalens modon
(6.5)

r 0 7"10 rlO

Upy1 = n+1+ an (n:O,l,)
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Masfelsl a (6.1) alapjan altalanosan

1_ 0 0 _
Qp = Gpoq +a, (n=0,1,...),

tehat az r — 1 rendre

r—1 1_7"10 7"10 o
a, =", +""a, (n=0,1,...).

Ezt (6.5) egyenlettel dsszehasonlitva

=,
Ezzel mésodik allitasunkat nyerjiik.

Az Euler-Seidel matrix ,bal felsé sarka” az 5.5 rekurzi6 alapjan
kénnyen kiszamithato. Nevezetesen,

H(()r) Hl(r—l) HQ(T_Q) Hg(r—?)) ]_qul_)1
Hfr) HQ(rfl) H?Eer) Hir73) Hgl)
e e g ()
Ezért "a® = HY ™™ (0 < n < r) valoban érvényes, amint a tétel

szovegében allitottuk.

A helyzet megvaltozik, ha a tovabbi elemeket tekintjiik. A meg-
el6z6 szamitasokat szem el6tt tartva a fennmaradd részt indukcidval
bizonyitjuk. Elgszor is legyen r = 1. Ekkor 'a) = H,, és a fenti
szamitasok alapjan

La(t) = In(1 +t) zi

n=1

n+1

amely egybevag az allitasunkkal. Most legyen r > 1. Az indukcids
feltevés az, hogy

r—1_0 (r = 2)l(=1)r+or
"an—1)---(n—(r—2))
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(6.4) egyenletet felhasznalva,

r 0 _ r—=1_.0 r—1_0
an - an+ an—l

(n—(r—1)(r—2)(=1)"+r=1 4 n(r — 2)!(—1)7+or-1-1
nn—1)---(n—(r—1))
(—=(r=1)r == (=D
nn—1)---(n=(r=1)  nn-1)--(n=(r—1))
Az utolso 1épésben azt a nyilvanvald felismerést hasznaltuk, hogy
(_1)(_1)n+5r71 — (_1)n+6r.

Ezzel az allitast belattuk minden n és r esetére. o

6.2.2. Megjegyzés. A tétel mésodik allitédsa azt az érdekes tényt fe-
jezi ki, hogy az r — 1 rendii hiperharmonikusok Euler-Seidel métrixé-
nak méasodik (1 indexti) sora egybeesik az r rendi hiperharmonikusok
bemeneti sorozataval, eltolastol eltekintve. Nézziik meg, hogyan mii-
kodik ez a gyakorlatban.

6.2.3. Példa. Hogy lassuk, hogyan miikodik a tétel, felirjuk a kis
(r < 3) rendd hiperharmonikusok Euler-Seidel méatrixait. Legyen r =
1. Ekkor 'a) =1 és! 22# (n>r=1). Igy

(6.6)
o I A
Hy g =% om0
H, ¥ L ...
3 1 20

Ha r-ret 2-nek valasztjuk, kapjuk a kovetkezét: 2a) = 0, 2a) = 1

és 2a2:% (n>2).

(6.7)
o 14t b -
N
[
H? H, Lo
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Legyen végiil r = 3. Ekkor megint 2a) = 0, %2a =1, %a3 = H? =
n+1
3 tovibbd 2a0 = 2L () > 3),

(n—1)(n—2)

3 1 1 1
03 12 2 3 "1 30
H® HP gy 1 1
3 2
Y vy v Lo

7 H? H;

Azt mutatjuk még meg, hogy a hiperharmonikusok bemend soro-
zata nem is olyan ,misztikus”, hiszen ez nem mas csak negativ rendd
hiperharmonikusok sorozata. .. Miel6tt azonban ezt belatnénk, el6bbi
tétellink még egy kovetkezményét targyaljuk.

6.2.4. Kovetkezmény. A Dumont-azonossagok miatt

Ha specidlisan r = 1, akkor

(6.8) ) .
m=3 (1) S

Ez a formula binomiélis harmonikus azonossagként ismert. Ha r = 2,
akkor a mdsodrendd hiperharmonikusokra egy j formuldt nyerink. A
fentebbi példakbol is lathatjuk a bemend sorozatot, amibdl

- () £ 0

k=2

Hasonloan,

= (1) + (5) Z ()=
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- ()= (e (e £ Q)i s

és igy tovdbb. Ezeket az azonossagokat binomiélis hiperharmonikus
azonossagoknak nevezhetnénk.

6.3. Negativ rendd hiperharmonikusok

log(l —t) Ha,

Azt tudjuk, hogy a (Hff))neN sorozat generatorfiiggvénye — G

ebbe r = 0 értéket helyettesitiink, akkor

;H,g%n = —log(l—1t) = ; %t”.

Vagyis
1

HY = - (n>0).
n

n

Ez egybevag a hiperharmonikusok rekurziojaval:

A negativ rendek is érdekesek. Legyen r > 0. Ekkor

o0

S HT = (1—1)(— In(1 - t)).

n=0
Tekintve a (6.3) egyenletet, a t ~» —t helyettesités és —1-gyel valo
szorzas utan

i(—m"“Hg’“)tn = (1+t)"(In(1 + 1)) = ""a(t).

n=0

Ezzel azt kaptuk, hogy az r rendii hiperharmonikus szamok az "ta(t)
fliggvény hatvanysoranak egyiitthatoi, (—1)"! faktortol eltekintve.
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A 6.2.1. tétel emiatt ,zart” alakot ad a negativ rendd hiperharmo-
nikusokra. Forditva, a hiperharmonikus szamok kezd§ sorozatai a ne-
gativ rendd hiperharmonikus szamok. Még pontosabban fogalmazza
ezt meg a kovetkezs

6.3.1. Allitas (Mez6, [46]). Azr+1 rendd hiperharmonikusok kez-

dd sorozata a —r rendd hiperharmonikusok sorozata, képletben:
(_1>n+1H(fr) — r+1a0
n

n*

Igy a binomidlis hiperharmonikus azonossdg a kompakt

w3 () e

formadt 6lti.

6.4. A hiperharmonikus szamok exponenci-
alis generatorfiiggvénye

Abbol, hogy ismerjiik a hiperharmonikusok kezdé sorozatat, még nem

arattunk le minden eredményt. Ugyanis ezen ismeret alapjan szama-

ink exponenciélis generdtorfiiggvénye is leszdrmaztathatd. FEzzel R.
W. Gosper 1996-0s, publikilatlan eredményét altalanositjuk.

6.4.1. Tétel (Mezd, [46]). Minden r = 1,2,... esetén

S HOL
n=0
ot (r— 1) 1 1
(r—n)”_ r _
D HIT “F2<T+1 7’+1‘ t)]

n=1

Bizonyitds. Seidel éllitasa szerint
(6.9)

TL

> HY TA(t) = et TA(1),
n=0
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emiatt elegends "A(t) fiiggvényt megadnunk.

o r—1 o

tr " (r—DI(=1) "+ qgn
TA(t) = r 0% __ H(T‘ n)” v
(®) Zann! Z " n!+;n(n—1)'--(n—(r—1))n!’

n=0 n=1

korébbi tételiink miatt. Most olyan alakra hozzuk ezt, hogy a hi-

pergeometrikus fliiggvény kozvetleniil alkalmazhaté legyen. A neve-
0 1 2

26k 6_: _ r!(r$1)77 (rJlrll)! _ r!(r1+!1)f’ (7"42r!2)! _ r!(r;!l)f’ o amint rendre

n=rr+1,r+2 ... Emiatt (felhasznalva a tényt, hogy (n + r)! =

rli(r+1),)

. (r ==+
Zn(n—l)---(n—(1“—1))n! N

n=r

(r!)? e (r —|—'1)ﬁ (r+1)»
(=D () (=)= (="
a (r!)? ; (r+1)2(r+1) nl
(= D=1)(—t)" 1 1
- b (o r+1"t)

Vilagos, hogy (—1)°(—1)" = 1 minden r-re, igy (6.9) adja az ered-
meényt. o

6.4.2. Koévetkezmény. Amint mdr sz volt réla, 1996-ban Gosper
megadta az r = 1 specidlis esetet, a harmonikus szamok exponencidlis
generdtorfiggvényét. Ha r = 1 helyettesitéssel élink a tételink két
oldaldn, visszakapjuk az 0 képletét:

Erdemes megjegyezni, hogy a Gosper-azonossdg felhaszndlhatd, hogy
a (6.8) binomidlis harmonikus azonossdigot megkapjuk.
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6.4.3. Kovetkezmény. Néhdany érdekes osszeg szamithato ki a fenti-
ek alapjan.

> g® 1
Z - :e{1+12FQ< ;) ;) ‘-1)} ~ 3.33076.

n=1

At=

N

, 7 =4 helyettesitéssel pedig

H®  g®» W 3! 11 1
LI Bt B ) L
2111 " 2221 ' 2331 " 24(41)2 5 5

00 (4)
S e

21| -

n=1

~ 1.40361.

A 2,2 paraméterd hipergeometrikus fiiggvényekre — tudomasunk
szerint — nincs til sok ismeret illetve alkalmazas. Ez a mi szempon-
tunkbol egyszerre lehet sajnalatos és orvendetes. ElSbbi azért, mert
igy ezen az Uton nem tudjuk Gsszekotni a hiperharmonikusokat mas
mennyiségekkel. Utobbi pedig azért, mert eredménytlink éppen egy
ritka paramétercsalada hipergeometrikus fliggvényre ad alkalmazést.

6.5. Egy 1ij formula az r-Stirling szamokra

A fejezet zarasa képpen még egy alkalmazéast adunk az Euler-Seidel
matrixokra. Nevezetesen, 0j azonossagot bizonyitunk a mésodfaju -
Stirling szdmokra.

6.5.1. Tétel (Mezd, [46]). Minden m és r esetén érvényes a kivet-
kezd azonossdg:

A o DT A LY

Specidlisan, a hagyomdnyos mdsodfaji Stirling szamokra (r = 1):

RS D
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Bizonyitds. Legyen | af := {::Z}T Ekkor

ro— _ . o ngmn "
ralt) —nzzomaot T A-r)I -+ 1) (1—mt)

1, ¢
1o m\1¢ )

*
1+t

Beszorozva ﬁ—vel és hasznalva ennek a inverzét,

o (1t ()"
malt) = (1 1+t> (I—r) (-0 +1)s) - (1-my)

1+t
tm
1 @™
T Lt l=(=Dti—rt 1-(m-1)t
1+t 1+t 1+t
t et

1+t (1—=(r—-Dt)1—rt)---(1—(m—1)t)

s T

n=1

A tovabblépéshez megjegyezziik, hogy

e :i(n+;_l>t”’

n=0
igy
t > n+r—1 > n+r—2
— —1)" il — —1) ! .
e (= ()
Ezért
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S (e ()

a Cauchy-szorzat definicioja miatt. Ebbdl

r 0 _r 0 __
mao_mal_ov

n—1
Z l+r—2\(n—1I
T 0: _ll—l >2

Az Euler-Seidel méatrixok elsd sora és oszlopa kozoétti Dumont-azonos-

sag segitségével
n
n roon n\r o
=ray = E a

R Ob I Gy [P

amint allitottuk. Az r = 1 eset az utébbi azonossagbodl természetesen
azonnal kovetkezik. o



96

6. FEJEZET. HIPERHARMONIKUS SZAMOK



7. fejezet

Egy 1) azonossag a Bernoulli
polinomokra

Dolgozatunk zarasaul — és annak ciméhez hiien — a Stirling szamok (r-
Stirlingeken tuli) altalanositasat fogalmazzuk meg. Ez azért hasznos,
mert segitségiikkel a Bernoulli szamokra és -polinomokra egy 1j, eddig
ismeretlen reprezentacié adhato. Figyelembe véve, hogy a Bernoulli
polinomok milyen régiek, az altalunk feltart (kozlésre benyujtott) azo-
nossag taldan még érdekesebbnek ttinik.

Raadésul ,melléktermékként” az tin. harmonikus polinomok 1j
elgallitasa is kiadodik.

7.1. Stirling-tipusa parok

Az L. C. Hsu és J-S. Shiue [35] altal felvetett modszer alapjan a Stir-
ling szamok gy is altalanosithatok, hogy az altalanositott faktoria-
lisok kozotti linearis transzformaciok egyiitthatoit vessziik. Mi is ezt
tessziik, és két 1j szamosztalyt vezetiink be, amelyek kozos altalano-
sitésai lesznek a Stirling-, 7-Stirling- és Whitney! szamoknak?.

Hassler Whitney (1907-1989) amerikai matematikus.

2A Whitney szamokrol eddig még nem esett sz6. Ezek a Stirling szamok héa-
l6elméleti aton torténd altalanositasai. Bévebben errdl 1. [5] és a benne foglalt
hivatkozasokat.

97
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Kovetve [35] jeloléseit, (z | @), =2(z —a) -+ (z — (n—1)a) (n =
1,2,...) az un. dltaldnositott faktoridlisok ((z | a)o = 1). Ezekkel
definialtak az {S*(n, k), S?(n, k)} = {S(n, k;, B,7), S(n, k; 8,0, —1)}
Stirling-tipusu pdrokat, ahol

(tla)a = Y S'(n.k)(t—7r]B)

(1B = Y S*(n,k)(t—7] B

Az «, 3,r paraméterek valos (vagy éppen komplex) szamok azzal a
kikotéssel, hogy (a, 8,7) # (0,0,0).

Hsu és Shiue cikkében tizenegy példa szerepel, amelyeknek ezek a
szamok kozos altalanositéasai. Mi most bovitjiik ezt a listat a kévetkezé
modon.

Legyen mx + r egy szamtani sorozat (z fut6 valtozoval). Ennek
n-edik hatvanya nyilvan kifejezhets a csokkend faktorialis segitségével
(hiszen ezek bazist alkotnak a valos egyiitthatos polinomok vektorte-
rében, és (mx 4 r)"™ polinomja z-nek):

(7.1)

Az egyiitthatok pontosan azok, melyekre nekiink sziikségiink lesz. A-
zonnal mondunk réluk tobbet. A fenti relaciok inverzének is léteznie
kell:
(7.2)

mtzt = Z W (0, k) (M + 1)F.
k=0

A Wy r(n, k) és wy,,(n, k) szamok visszaadjak a Stirling-, r-Stirling-
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és Whitney szamokat, rendre a kdvetkezs paraméterekkel:
nl _ o2
Wioln k) = {7t =S, h),
Win(n, k) = {n + 7“}

k+rf’
Wino(n, k) = Wy(n, k).

Az els6 faju eset ugyanez. Természetesnek tiinik ezeket a szamokat
mdasodfaji r-Whitney szdmoknak nevezni, mig wy, .(n, k) elséfaji r-
Whitney szamnak nevezhetd.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy ezek valéban Stirling-tipusi part
alkotnak, meghatarozzuk az exponencialis generatorfiiggvényeket:

rz

> 2" e em — 1\"
(7.3) ;Wmm(n,k)ﬁ = ﬁ( — )

N 2" _ (14 m2)
(74) Z wmm(n, k‘)m - (1 + mz) m W

(A folytonos targyalas kedvéért a fejezet bizonyitasait a végére hagy-
tuk.)

Mivel az altalanos mésodfaju Stirling-tipusa szam S(n, k, «, 5, 1)
exponencialis generatorfiiggvénye [35]

e (“*“;0“1) anm,ﬁ,> —

lathatjuk, hogy

Winr(n, k) = S(n, k;04+,m,r), wn,r(nk)=Sn,k;m,0+,—r).

Alkalmazva Hsu és Shiue eredményeit [35], és Benoumhani Whitney
szamokra vonatkozé bizonyitasainak menetét [5|, az r-Whitney szé-
mokra egy sor azonossag — koztiik talan a leglényegesebb a rekurzio —
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nyerhetd:

Wop(n, k) = i() mi=krn=iS2 (4, k),

1=0

k
1
Wo (k) = mkk,z( ) 1 g+ )
=0

Wi (N, k) = wpr(n—1,k—1)+ (m—nm —r)w,,(n — 1, k),
Wir(n, k) = Wh,(n—1k—1)+ (km+1r)W,,,.(n —1,k),

6m7P - Z mr(k p)

k=

Végiil definialjuk a Bernoulli polinomokat az exponencialis gene-
ratorfiiggvényeiken keresztiil:

Z[L‘

=25

n=0
Ezek rendkiviil fontosak a matematikaban, de azon kiviil is. A B,, =
B,,(0) szamokat Bernoulli szaimoknak nevezik. (A Bell szamokat is igy
jeloltiik. Azonban a kett6t nem lehet Gsszekeverni, mert utdbbiakat
méar nem hasznaljuk.)

7.2. Az r-Whitney szamok alkalmazasai

Az Gjonnan definiélt r-Whitney szdmok a Bernoulli polnomokkal szo-
ros kapcsolatba hozhatok.
7.2.1. Tétel. A Bernoulli szamokra és -polinomokra

n

n+1 n+1 wmr(k+1l)
(7.5) ( z )Bn_l+1 = l+1ZWank: P —

n+1 ry  n+l K 1 [k+1
( ! )B"m(E) Y ;me”’(n’k)kJrl{ l }
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Figyeljiikk meg, hogy r és m az els6 egyenlGségben csak a jobb
oldalon szerepel.
Megjegyezziik, hogy ezek a képletek visszaadjak a klasszikus

n+1 u 1 [k+1
( z )B““:(”“)ZSZ(”’@TH{ z 1
k=0

formulat (1. [30]) ha m =1 és r = 0. A bizonyitast a tobbivel egyiitt
— mint mar sz6 volt réla — a fejezet végére tettiik.
Egy masik alkalmazas is adhaté az r-Whitney szdmokra. Ehhez

bevezetjik a H,(z) harmonikus polinomokat, melyeket G-S. Cheon és
M. E. A. El-Mikkawy [17] targyalt elgszor 2008-ban3. A

H(n,r) = Z _ (n>1,7r>0)

n n P n
1<no+ng+otnp<n 01 r

szamokat dltaldnositott harmonikus szdmoknak nevezzik és ezekkel
definialjuk a harmonikus polinomokat:

n

() = (1) ngb + LK)
k=0 ’

Generatorfliggvényiik:

Az els6faji r-Whitney szamok lehetséget adnak arra, hogy egy 1]
elsallitasat adjuk ezeknek a polinomoknak:

7.2.2. Allitas. A harmonikus polinomokra

T 1

Hooa (1= 1) = gl (0 1)

3A fejezetben hivatkozott cikkek 2008-as ill. 2001-es keltezésiiek, amibél az
latszik, hogy a targyalt eredmények kapcsolodnak a legiijabb kutatasokhoz.
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Mivel
11 1 1[n+1
Hy ((0) = H, =~ 44 o= — ,
1(0) 1Ty n!{2]
+r—1 I (n+r
Hy (1—r) = HO =" Hyr oy — Hy 1) = —
= = = (" e - =

a mi formulank altalanosabb (csak helyettesitsink r = m = 1 ér-

tékeket, am ebben az esetben az n és k indexek el vannak tolva:
1

|w1,1(n7 k)| - [Zil])

Megéri bevezetni a

(7.6)
1

mn—1n)

HT —

n,m

[ Wi (12, 1)].

jelolést. (Az els6faju r-Whitney szamok el6jeles szamok.) Ezzel is
mutatjuk, hogy a hiperharmonikus szamok egy altaldnositasarél van
sz0.

Bebizonyitjuk, hogy

(7.7)
"/t 14 n—k\1

qin = m =

o < n—k ) k

k=1

Mivel harmonikus polinomokra hasonlé lett bizonyitva [17]:

" (m—1+4+n-k\1
Hn— 11— = )
iL=m) E:( n—k )k
k=1
és hiperharmonikus szamokra |7, 47|
" r—1+n—-k\1
HT — Z
P (S e
k=1
vildgos, hogy tjonnan bevezetett Hy(fzn szdmaink a harmonikus po-
linomok racionalis argumentumokra, valamint a hiperharmonikusok

altaldnositasa racionalis r rendre:

(7.8)
mﬁm1—i>=HW ) g

m n,m? n,m
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7.3. Bizonyitasok
Legel6szor az r-Whitney szamok exponencialis generatorfiiggvényét

adjuk meg.

Szorozzuk be (7.1) mindkét oldalét Z;-sal és Osszegezziink n-re:

n o0 Zn
plma+r)z _ Z mkxkz Wi (n, k)ﬁ
k=0 n==k )

Masfelsl,

OO mz k

(ma+r)z _ _rz(,mz _ T __ T2 E(e _ 1)
e =e"(e 1+1)*=e E T
k=0

Az 2% csokkend faktoridlisok egyiitthatoit osszehasonlitva készen va-
gyunk.
(7.2) alapjan

(7.9) )
m" (‘7”7; T)n - ; Wi (1, K.

’ n ’, .. ..
Ismét szorozzunk be 2:-sal és Osszegezziink:

> xr—rT Bon T—r - x
ngom ( - ) oy (1+mz) (I+mz2) exp(m n(l+mz))
= 2P In"(1
= (14+mz)m v In (14 m2)

mbk! ’
(7.9) jobb oldalara
Z (Z Wy (10, k:)$k> Z—'
— n!

x¥ egyiitthatoi szolgaltatjak a (7.4) képletet.
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(7.5) bizonyitasahoz

& Wy (k 4+ 1,1)
2 Wonsln, ) =257

Osszegnek mint n sorozatanak generatorfiiggvényét szamitjuk ki. (7.4)
miatt konnyt latni, hogy

W (k41,0 251 o In'(1 4+ m2)
Zmr\ vt 2 i Sl A
Z kE+1 k! z( +m2) m!
k=0
Ennélfogva

N W (b +1,0)\
Wiy (K +1,1)
_Z P (ZWankn‘>

_Zwmrk+1l) e —1\"  m N mz
k+1 k! m Cemr— 11l emr—1

l1OO n

_ B n—I+1 z
o n;1 T N — 1+ 1)
= /n+1 mnEL o
= B, _ —.
Z ( l ) 1 nl

n=[—1
Ez bizonyitja a Bernoulli szamok elGallitasara vonatkozo tételiink elsd
azonossagat. A masodik, polinomokra vonatkoz6 azonossag bizonyi-
tasa lényegében ugyanigy torténik.
Végiil foglalkozzunk a (7.7) formulankkal. H,(f,ll generatorfiigg-
vénye — amint (7.4) és (7.6) alapjan latszik —

") —In(1 — 2)
2% nm? (1—2)m
8)

Ez rogton mutatja (7.8) alatti egyenlségeinket és ezzel implikalja

a (7.7) elsallitast is.
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Summary /Osszefoglalo

Summary

A generalization of Stirling and Bell numbers

The main subject of this dissertation belongs to the theory of enumer-
ative combinatorics. More exactly, we deal with the ways of general-
izations of some known combinatorial numbers.

The Stirling number of the first kind with parameters n and k gives
the number of permutations on n letters with exactly k cycles. These
numbers are denoted by m

Similarly, the Stirling number of the second kind with parameters
n and k enumerates the number of partitions of n elements with &
groups or blocks. The notation for these numbers is {Z}

These notions are very well known and their theory is fully de-
veloped. But there exists a modification of them, which seems to be
relatively new. Namely, one can introduce a new parameter r. The 7-
Stirling number of the first kind with parameters n, k gives the number
of permutations on n letters with k cycles such that the first r elements
are in distinct cycles. The definition of the second kind case is similar.
Sometimes we call these r elements as marked elements.

If we sum over the parameter k (while n is fixed), we get a new
sequence. It’s elements are called Bell numbers and denoted by B,,.
A more general notion is the Bell polynomial:

B(z) = zn: {Z}x’f

k=0

The combinatorial meaning of the Bell numbers B, = B,(1) is
obvious. Of course, one may consider the case when r > 1. In this
case we get the so-called B,,, r-Bell numbers. Hence B, , gives the
number of partitions on n elements when the marked ones are in distint
blocks. (Since n > r, we consider n+r elements instead of n elements.)

The first chapter of the thesis contains the systematic description
of the r-Bell numbers and polynomials. For example, a power series
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with general term B, (z)/n! (also known as exponential generating
function) is

o0 Z,n

§ :Bn,r(x)_' — ex(ez,1)+rz.
n.

n=0

The r-Bell polynomials can be expressed with the ordinal ones as

B, (z) = i rk (Z) Bp_n(z).

k=0

Two additional recursion are also given:

d
er(J?) = T (%Bn—l,r(‘r) + Bn—l,r(m)) + TBn—l,r(I)a

d
e"r" By, (r) = x% (e*a"By_1,(7)).

Moreover, the next identities are verified:

1= (k+7r)"
Bn,r = EZTa
k=0
2 ' T et? @
B,, = " Im/ e’ emesin(né’)dg.
0

’ e
A generalization of the Fubini and Euler numbers

When a partition is constructed, one may consider the order of the
blocks. If the restriction on the marked elements is eliminated, we get
the classical notion of Fubini numbers, denoted as F),:

F, = i k'{Z}
k=0

In the case when the parameter r is involved, an unrevealed notion

appears. We gave the name r-Fubini numbers to these sequences.
Our goal was to phrase and derive the well known identities and

other results on Fubini numbers with respect to r-Fubini numbers.
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One of the most interesting result is the connection of Fubini numbers
and the Eulerian numbers:

In short, the Eulerian number <Z> with parameters n and k counts the
permutations on n letters in which exactly k elements are greater than
the previous element (“ascent”). We used a combination lock game to
conjecture the proper definition of the r-Eulerian numbers. This is
the following.

Definition: The r-Eulerian number with parameters n, k, denoted
by <Z>T, counts the permutations on n letters in which there are k
ascents such that in the ascents there is at most one marked element.

We proved the next identity:

F, = i <Z> ok,
k=0 r

There is a number of identities with respect to these numbers in Chap-
ter 3.

Unimodality

A sequence is called unimodal, if it increases and the decreases. Often
hard to prove this simple property. We deduced that even a stronger
property also holds for r-Stirling numbers. Our theorem is as follows.

Theorem: There is an index K%J, depending on n and r, for
which

<" <"l s " >
Krlz,r_lr_ KrlL,rT K%,r—i_l,,‘

Moreover, this index can be estimated as

Kl =r+ [log (”_ 1) —%—1—0(1)] .

r—1
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Theorem: The r-Stirling numbers are also unimodal with at most
two maxima, and the least maximum can be approximated by

2 n—r

n,r

> 3
log(n —r) — loglog(n — r) (nzr+3),

< K, (n > r+ max{18,log2/log (1 +1/r)}).

n—r

log(n —r)

In the fifth chapter we ran on the next series formed by r-Stirling
numbers.

i n+k+rl 2"
| m+r ann"
OO n+k+r

m+r nqn"

n=1

S

n=1

The recursions and explicit expressions are relatively complicated,
so we cite only the results with some special parameters.

n

i n—+r Z
ot r+1| ninl

It is known that for this special case, the r-Stirling numbers of the first
kind give back the so-called hyperharmonic numbers. Now we define
them.

1 1
H, = 14+=-+ -4 —,

2 n
H? = Hi+Hy+---+ H,,

H) = H+H}+---+H
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In the first line there is the nth harmonic number, while in the other
lines there are the hyperharmonic numbers of order one, two, three...
To go back to the former considerations, we cite a known result

1 {n+r}

H = —
n!{r+1],

Thanks to this identity, our series has a more readable form

nm
n=1

We need also the hypergeometric function:
@y, Qz, ..., Qp
qu( by, by, ..., by

(a + k) is the Pochhammer-symbol.

We

where (a)f = a(a +1)---
introduce the abbreviation

H“
(m >r),
n=1
and
1, 1, ..., 1, k+1
B(k‘,m) ::m+1Fm( 27 2, L 9 ‘1)

With these we win the next
Theorem: Suppose that r > 2 and m > r + 1, then

r—1

ﬂmm:ﬂLm+§:$ﬂhm—U—Bmmﬂ

k=1

As a corollary of the results in the cited chapter, we have calculated

that

= n+2 1 1 )
S In?(2) — 21n(2) + 1 ~ 0.244416.
Z[ Lann! 8C<3)+ n°(2) n(2) + 0 6

n=1
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Here ¢ is the Riemann function.
Without the sake of completeness, we cite some results with respect
to the hyperharmonic numbers. For example, we pointed out that

- () e

Similarly,

- () (o £ ()

= () (o (£ Qi e

and so on. Introducing the hyperharmonic numbers of negative order
(that is, when r < 0 in H,(f)), the identities above can be compressed
in the compact form

w0 =3 ()

k=0

As a further result, we generalized Gosper’s theorem

to the case when in the nominator there are hyperharmonic numbers.
Theorem: For allr=1,2,...
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In the last chapter we give a new formula for the very old Bernoulli
polynomials. To do this, we find a common generalization of the -
Stirling and Whitney numbers (latter appears in the theory of geo-
metric lattices). We enforce the next two polynomials to be equal.

(mx+r)" = Zm Wonr(n, k)

m'"z(x—1)---(z —n+1) Zwmﬂ«(n, k)(mx+7")k.

k=0

(These formulae really define the numbers W, .(n, k) and wy, ,(n, k)
uniquely as the coefficients of the polynomials above.) The Bernoulli
polynomials are determined by their generating function

2T n
(&

= Bu(0)5

n=0

and we can express them with our numbers as

n+1 r n+1«— 1 [k+1
B, _ — ) = k — )
( ) ) i <m> mP Zm Wm’r(n’mk—i—l[ ) ]

Osszefoglalo

A Stirling- és Bell szamok altalanositasai

A disszertaci6 targyat a matematika enumerativ kombinatorika” ne-
vl dganak Stirling szamok néven ismert fogalma — pontosabban ezek
altalanositasa — képezi.

Az els6faju, n és k paraméterd Stirling szam megadja, hogy hény
olyan permutécioja van n elemnek, mely & ciklusbol all. Ciklus alatt
olyan sorrendcserét értiink, amikor valamely elemhez egy masik, ahhoz
egy harmadik, s.i.t., végiil az utols6hoz a kiindulé elem rendel6dik.
Ezen szamokat [Z] modon jelolik.
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A mésodfaju, n és k paraméterd Stirling szam azt adja meg, hogy
n elemet hanyféleképpen lehet k csoportba (blokkba) foglalni. Ezekre
a szamokra az {Z} jelolés eléggé elterjedt.

Ezen fogalmak régrél ismertek és elméletiik jol kidolgozott. Azon-
ban létezik egy olyan modositdsuk, melyrsl ugyanez egyaltalan nem
mondhat6 el. Nevezetesen, egy 1j, tipikusan r-rel jelolt paramétert
is bevezetiink és ezzel az el6bbi meghatarozasokat a kdvetkezdképpen
modositjuk.

Az n és k paraméterii elséfaju r-Stirling szam n elem azon permu-
tacioit szamlalja, melyekben r darab, meghatarozott és rogzitett elem
kilénbozo ciklusokban van. Hasonl6an modosul a mésodfaju Stirling
szamok definicioja. Most is és a permutacioknél is az altaldnossag
csorbitasa nélkiil feltehets, hogy ez az r elem az elsG r elemet jelenti.

A kifejezésmod szinesitése kedvéért az elséfaju Stirling szamokat
ciklikus szamoknak, mig a mésodfajiakat particids szdmoknak is fog-
juk nevezni.

Uj, a kombinatorikaban igen sok helyen eléfordulé szamsorozatot
kapunk, ha a particios szamokat rogzitett n mellett £ = 0,1,2,...,n
értékekre Osszegezziik. Az igy kapott sorozat elemeit Bell szamoknak
nevezik és B,,-nel jelolik. Ezek kombinatorikai jelentése a fentiek fé-
nyében vilagos. Természetesen megtehets, hogy az r paramétert is
figyelembe vessziik egy ilyen sorozat képzésénél. Ekkor az tn. B, ,
r-Bell szamokat kapjuk. Az n-edik r-Bell szam tehat megadja, hogy
hanyféleképpen lehet n elemet tgy csoportokra bontani, hogy az el-
s6 r elem kiilonb6z6 csoportokba keriiljon. (Ilyenkor természetesen
n > r, ami miatt inkdbb n + r elemet tekintiink, emlékeztetve arra,
hogy van elkiilontilve r kitiintetett” elem.) Az értekezés elss fejezetét
az r-Bell szdmok tulajdonsagainak leirasa teszi ki. T6bbek kozott az
alabbi elsallitasok adhatok:

1= (k+7r)"
Bnr = - - 0
’ ez k!
k=0
2 ' g eie 1
B, = " Im/ e e sin(nb)do.
0

e
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A Fubini- és Euler szamok altalanositasai

Ezt kovetGen n elem csoportokra bontasanal azt is tekintetbe vesz-
sziik, hogy az egyes csoportok milyen sorrendben jelennek meg. Ha
az r paramétert — és az ezzel jar6é plusz megkotést — nem figyeljiik,
klasszikus fogalomhoz jutunk, az tn. Fubini szamokhoz:

F, = ;k'{z}

Ha azonban feltessziik, hogy a csoportba sorolasnél az r megadott
elem koziil semelyik kett6 nem keriilhet kozos csoportba, akkor eleddig
még feltaratlan fogalomhoz, az éltalunk r-Fubini szamoknak nevezett
sorozathoz jutunk.

Az r-Fubini szamok kapcsan az volt a {6 cél, hogy a hagyomanyos
Fubini szamokra ismert eredményeket megfogalmazzuk r > 0 esetben
is. Az egyik legfontosabb ilyen ezen szamok és az un. Euler szamok

kozotti kapesolat:
" /n
E, = 2",
k=0

Roviden, az n és k paramétert <Z> Fuler szamok azon permutacitkat
szamlaljak Ossze n elem esetén, melyekben k-szor fordul el, hogy két
szomszédos szam koziil a kisebbhez kisebbet rendel, mint a nagyob-
bikhoz. Egy kombinécidés-zar konstrukeciot hivtunk segitségiil az r > 0
esetben érvényes definicio ,megsejtéséhez”. Ez a kovetkezo:

Definicié: Az n, k paraméterid r-Euler szam n elem azon permu-
tacioit szamolja, melyekben k-szor fordul els, hogy két szomszédos
szam koziil a kisebbhez kisebbet rendel, mint a nagyobbikhoz, és a
hozzdrendelt szamok kozott legfeljebb eqy kitiintetett van az r-bol. Az
r-Euler szamokat <Z>T modon jeloljik.

Ezzel a kovetkez6 azonossagot lattuk be, ismét csak a kombinacios-

zar jatékkal:
" /n
F,, = 2",
7 Z <k>7’

k=0
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Tovabbi azonossagok sorozata szerepel ezekre a szamokra vonatkozoéan
a disszertaci6 3. fejezetében.

Unimodalitas

Egy sorozatot unimodalisnak neveziink, ha novekszik, majd csckken.
Ez az egyszeri tulajdonsag gyakran csak igen nehézkesen bizonyithato.
Ezt a tulajdonsagot — s6t erGsebbet, az in. szigoru log-konkavitast —
bizonyitottuk az r-Stirling szamokra. Egyik tételiink a kovetkezd:

Tétel: Az els6faju r-Stirling szamokra létezik olyan n-tél és r-tél
fiiggs K, index, melyre

Krlz,r_l r_ Krlz,r r Kr%,,r—'—l r

Tovabba ez az index nagysagrendileg:

n—1 1
K! = 1 — = 1) .
o=t e (B51) = o]

Tétel: A maésodfaju r-Stirlingek is unimodalisak legfeljebb két
maximumbhellyel, melyek koziil a kisebbikre

n—r
K? < >r+3),
e log(n —r) —loglog(n — r) (nz7+3)
L N K?, (n > r+max{18,log2/log (1 +1/r)}).
log(n —7) :

Végtelen 0sszegek

A dolgozat 6t6dik fejezetében az r-Stirling szamokbol képzett, kovet-
kez6 alaku végtelen Osszegeket vizsgaltuk:
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A taléalt rekurzios vagy explicit képletek relative komplikaltak és
hosszadalmasak, ezért csak egy egészen specidlis paraméterre vonatko-
z6t mutatunk be, nevezetesen az elsé sorban talalhato 6sszeget, mely-
ben £ = 0,m = 1. Mint az lathato, ekkor a kovetkezd adodik:

i n—+r| 22"
r+1| ninl

n=1

Ismeretes, hogy erre a specialis paraméterezésre az elséfaju r-Stirling
szamok az un. hiperharmonikus szamokat adjak. Most ezeket defini-
aljuk.
H, = 1—1—14—---—1-1,
2 n
H® = H +Hy+---+ H,,

H7(7,3) = H{2)+H2(2)+---+H7(12),

Az els6 sor a ,klasszikus” harmonikus szamok esete, a tovabbi sorok-
ban levd szamokat adott rendti hiperharmonikus szamoknak nevezziik.
Visszatérve a fentiekre, megmutathaté, hogy

g - |
"ol r+1 .

Ennek az eredménynek koszonhetGen Osszegiink a sokkal attekinthe-

t6bb -
00 Hnr
>

n=1
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forméara hozhato. Ahhoz hogy legalabb ennek az Gsszegzését megmu-
tathassuk, be kell még vezetniink a hipergeometrikus fiiggvényt:

) = S (al)E(az)E“'(ap)Ex_k
) 2 (D) (ba)F - - - (by)F K

k=0

ay as a
qu b 9 b ) Y bp
1 2 ooy q

ahol (a)* = a(a+1)--- (a+k) a Pochhammer-szimbolumnak nevezett

mennyiség. Ha még bevezetjiik az

00 Hnr)
S(r,m) ::Z (m>r),
nm
n=1
és
1, 1, .1, k41

roviditéseket, akkor nyerjiik a kovetkezét:
Tétel: Har > 2 ésm > r + 1, akkor

S(r,m) = S(1,m) +i% [S(k,m — 1) — B(k,m)].

A fejezet eredményei koziil bemutatunk még egy kovetkezményként

kapott Osszeget:
> 2 1 1
[n + } §§(3) +1n%(2) — 21n(2) + 1 ~ 0.244416.

Z 4 -

ot 5 2"nn! B
Itt ¢ az tn. Riemann-féle fliggvény.

A késébbiekben specialisan a hiperharmonikus szamokra vonatko-
z6 eredményeket idéziink, a teljesség igénye nélkiil. Bebizonyitottuk

w0 = ()2 (s

példaul, hogy

Hasonl6an,
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Y = @ " @ B @ r Z @ (k= j’é,i‘_l );)(’f -9

s.i.t. A negativ rendd hiperharmonikusok bevezetésével (mikor HY-

ben r < 0) a
Hy =Y (1) e

k=0

képlet a fenti egyenlGségeket egyszert formajira transzformalja.
Egy tovabbi eredményként a régebbrdl ismert
o~ 1" 11
ZHn—:GttQFQ —t].
= n! 2 2

tételt altalanositottuk arra az esetre, amikor a szamlaloban a hiper-
harmonikus szamok szerepelnek.
Tétel: Minden r = 1,2,... esetén

n=0
r—1
o (r—1) 11
t (r—m)" N AT .
¢ ZIH" n!+ (r1)? t2F2< r+1 r+1 ’ t)]

Az utolso fejezetben a tobb széz éve felfedezett Bernoulli polino-
mokra adunk 1j formulat azzal, hogy az r-Stirling és in. Whitney
szamok kozos altalanositédsat adjuk. Ezt a kévetkezdképpen tessziik:
két polinomrol |, kikényszeritjiik”, hogy egyenlGek legyenek, amivel az
egyiitthatoikat egyértelmisitjiik. Ezek a polinomok

(mz+1r)" = Z MW (n, k)"
k=0

m'z(w— 1) (e =n+1) = > wu,(nk)(mz+r)*

(A képletek tényleg egyértelmtien definialjak a W, ,(n, k) és wy, . (n, k)
szamokat, mint polinomok egyiitthatoit. A dolgozatban ezen szamokat
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r-Whitney szamoknak nevezziik, hogy a két eredeti szdm — r-Stirling
és Whitney — nevét 6tvozzik, innen a W és w jelolés.) Ezekkel tehat

a
27T 0 o
= E B, (x)
er —1 n!
n=0

modon definialt B, (z) polinomokat eléallithatjuk a

n+1 ry_ nt+lg 1 [k+1
( z )Bn—lﬂ () =" ZmWw(””%—H[ z }

k=0

modon.
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