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A geometriai modszerek dsszehasonlitdsa a geomekrigzintjén

Amikor az értekezéshez kapcsolédban a tovabbiakbaaszerekil fogok beszélni, ez alatt tAgabb
értelemben mindig tanitasi és kutatasiikebb értelemben pedig szintetikus (elemi), vek#&s-analitikus
geometriai mddszereket fogok érteni. Hosszu idgjbh( mint 10 éve) foglalkoztat az a kérdés, hoggyhan
lehetne a geometriai moédszereket osztalyozni, ctogitani, rangsorolni a megoldand6é problémak
szempontjabél. Masképpen kifejezve: az érdekelgyhadott feladathoz kivalaszthaté-e az optimalig —
legrévidebb, a legszebb és a legelegansabb - mégjattbdszer? Ez a kérdés nagyon nehézimek €s abban
se vagyok biztos, hogy egyéltalan megvalaszolh&tdsl figgetlendl viszont ifinként gondolkodom a
kérdésen. Méar az is nagy eredmény lenne, ha ldgadkilonb6d geometridk szintjén el tudnank donteni a
kérdést, azaz ha meg tudnank mondani, hogy eggldaeka szintetikus vagy az analitikus vagy valanmfs
geometria keretén belll targyalhaté a legoptimhbsa. Mivel még ez sem teljesen egyértelmzért a
kérdések maradnak és a legjobb médszerek kerdadatgsa is.

Ha E aT test felettin-dimenzios affin tér é¥ az E eltolasi tere, akkor eg® pont és egyK bazis
rogzitésével aE barmely pontjahoz hozzarendelhetgy V-beli vektor, a pont helyvektora, ehhez pedif a
bazisra vonatkozé koordinatai. Mindkét hozzarersldd§ekcid, emiatt barmelg-beli pont jellemezhét
azonosithat6 a helyvektoraval vagy a koordinataial a helyvektort valasztom, akkor vektorgeomgtha a
koordinatakat, akkor analitikus geometriat valagato. A két lehdiség teljesen egyenérték de
maédszertanilag egészen mast jelent, mas-mas isnesrdszert feltételez. Azadb emlitett két geometria kozdl
az egyik vagy masik geometria kitintetéséngben részesitése lehet, hogy indokolhatd, pélHealhkult
hagyomanyokkal vagy mas médon. A romaniai egyetk@pzésben mindkét geometria nagyjabol egyenl
sullyal szerepel, de a kdzépiskoldban hosszu @eiktorokat csak a fizikdn beliil oktattdk, néhéwg pedig a
vektorgeometria elemeinek tanitadsa Gjbodl bekeriitbtematika tantervekbe is.

Egy probléma-helyzetben, az &lszakaszban legalabbis, az a legfontosabb, hogyoblémat
kielégiben megoldjuk. Az egyszéségre, elegancidra vald torekvés természetes Wietg ugyan, de nem
mindig valdsithatd meg mar az &lgrobalkozaskor. (Persze most nem rutin feladatoldégéara gondolok.) A
feladat nehézségi foka, komplexitdsa, természetanokajatossagok, amelyek meghatarozzak a lehstsége
megoldasi moédszert vagy modszereket. A megoldamddléma vonzhatja az elemi, a vektor- vagy az
analitikus geometria valamelyik mdédszerét, de m@msztiméleti sikon maradva, a geometriai modszereket
elstsorban hatékonysaguk alapjan lehet megkilénbdztetyy rangsorolni. Persze itt még mas szempontok is
felhozhaték: példaul melyik mddszer 6sztdnzi jobbangondolkodast, melyik eredményezi a legszebb
megoldast, sth. Széles korben elfogadott allasgody a szintetikus geometriaiinelése jobban fejleszti a
gondolkodast, mint példaul az inkdbb szamitasrpoalett analitikus geometria. Viszont az is igazgyh@az
analitikus médszerek sokszor hatékonyabbak az aleddiszereknél. Mindezeket figyelembe véve alapeiiké
azt lehetne mondani, hogy egy (geometriai) problénmegoldasakor mindig a leghatékonyabb geometriai
maodszereket részesitjlilkéayben.

A kutatas célja, indoklasa

Az 1990-es évek masodik felében haromszdg-geonaalyiezen belll pedig a haromszdghoz
kapcsolodd nevezetes korok tanulmanyozasaval faglem. Valamilyen atfogd, altalanos képet szemette
volna kialakitani magamban a haromszog korulirixtpkilencpontos, tovabba Apolléniosz-, Taylor+oBard-
féle korésl, valamint a haromszég Tucker-, Lemoine-, Soddg-#breiil, stb. De nemcsak maguk a koérok,
hanem a haromszdgnek e korokhoz kdthetvezetes pontjai és egyenesei is nagyon érdikélealtalam
akkor elérhat szakkdnyvekre dleg az volt a jellemz hogy a haromszdg-geometrigslah emlitett témait
jobbara az elemi geometria modszereinek és eszigkzsegitségével targyaltdk. Ezen a terileten mtszpek
az elemi modszerek nehézkesnek, korilményesnelynitak, azaz nem voltak elég hatékonyak, ezért az
analitikus geometria felé fordultam. Mivel a haraighoz a ferdeszéigkoordinatarendszer jobban illeszifhiet
mint a derékszdg (tengelyekként vélaszthatjuk példaul a haromszég thrtbegyenesét), ezért a paralel-
koordinatdk hasznéalatatdél az egész témakor edyslzeés hatékonyabb targyalasat reméltem. Ugyanakkor
helyenként a vektorgeometria eszkdzeit is igénydtéen, azt a mar emlitett alapelvet tartva szejtt, dlogy
egy (geometriai) probléma megoldasara-targyalasghnatieg a legelnydsebb modszert alkalmazzam. A
témaval valé tobb éves foglalkozasomnak egy kongtt b hozadéka, amely 1999-ben az Erdélyi
Tankodnyvtanacsnal jelent mely haromszég nevezetes koérei. Haromszogmértan fErgiekoordinatakkal
cimen.

A kényvem megjelenése utan a koordinatageometriaiiszerek tovabbra is érdekeltekt €z az
érdekbdés fokozddott, mivel nemzetkdzi szakfolydiratokldiob olyan cikkel taladlkoztam, amelyekben &ltalam
akkor még ismeretlen koordinata-fajtédkat (trilineaArbaricentrikus) alkalmaztaksleg sikmértani tételek,
tulajdonsagok bizonyitasara.



Késibb arra is felfigyeltem, hogy a romaniai vagy a yaxgrszagi matematikai szakfolyéiratokban
példaul a trilinearis és a baricentrikus koordik&Zinte alig fordulnak é| mig a helyzet egészen més a nyugat-
europai vagy az amerikai matematikai szaklapokébset A 2000-es évek elején eldéntdttem, hogy agienn
koérilményeim lehéivé teszik, elmélyilok ezekben a kérdésekben ésahelyzeten megprobélok valtoztatni.

Amint azt mar emlitettem a nemzetkdzi szakfoly@kdian szamos olyan geometriai cikk, dolgozat,
tanulmény jelent és jelenik meg, amelyekben azkérésben targyalt koordinata-fajtak valamelyikét
alkalmazzak, egyre gyakrabban a trilineéris és ricdmatrikus koordinatakat. Haromsz6g-geometriainés
jellegii kutatasok szinte elképzelhetetlenek ma mar e lkoétdk ismerete és alkalmazasa nélkil. Ezek a
meggondolasok is indokoljak e téma valasztasat.

Jelen értekezés a matematikanak az analitikus geanm&ven ismert agahoz kapcsolodik. A doktori
iskolaba val6 felvételem utan az alabbi célokatem ki magamnak:

- megismerni minél tébb vonatkoztatasi rendszertkésrdinata-fajtat, elmélyiini az analitikus
geometriaban

- kiprébélni-alkalmazni a kulénbdzoordinata-fajtakat minél valtozatosabb geometiilyzetekben-
problémakra

- megmutatni, hogy az analitikus geometria modszemgyan alkalmazhatok a kutatdsban, (j
eredmények felfedezésében

- népszeisiteni a koordinatageometriai modszereket, kiemeligyeiket és hatranyaikat egyarant

A kovetked; évek a kutatas és tapasztalatszerzés jegyébek etks gy 2006 korlilre ezen a teriileten
egy nagy mennyisdigismeretanyag birtokaba jutottam. Tobb cikk pubfika mellett egy kényvnyi anyagot is
Osszedllitottam és 2008-ban a bukaresti Tankdngidkidl megjelentAnalitikus geometriai médszerek
komparativ vizsgalatacimi kdnyvem. Koézben hazai és kilféldi doktorandusz msmériumokon, nyari
akadémiakon, konferencidkon, a Magyar Tudomany &l&pjélyben rendezvényein, sthbalasokat tartottam
kutatasi eredményeirdir

Az értekezés szerkezete

Az értekezés a bevezetékbnégy fejezetbl és egy flggeléldl all. A 4. fejezet tartalmazza az
alkalmazasokat. Az értekezést szerkezetilegamalogida épitettem fel, melyet hol az egyes fejezetek
alfejezetei kozott, hol bizonyos alfejezeteken bélrényesitek. Ennek kdvetkeztében az értekezésmehak
vagy teljesen azonos, vagy nagyon hasonlé szekkegéetei. Ezek kdzott a kulénbségeket csupan arselté
fogalmi meghatarozasok jelentik. Ez a felépité®myps szovegrészek szilkségézemétiésével jar ugyan, de
mindenekeitt azt tartottam szemdt, hogy a kulénbdk koordinatarendszerekhez &b analitikus geometriai
targyalasi lehétségek, eljarasok, médszerek dsszehasonlitasa kdngyebb legyen.

Az 1. fejezetben bevezetem a descartes-i kooatimadtiszereket és koordinatadkat valamint egy adott
haromszégh6z kapcsolva a valédi és altalanos déliis illetve a baricentrikus és normalt baricémisi
koordinatékat. Egyuttal megadom a haromszog bizempantjainak utdbbi négy tipusu koordinatait. Minde
esetben ugyanazokat a pontokat szerepeltetem, holillénbdsd koordinata-tipusok dsszehasonlitasa és
véltozasainak kdvetése lehetséges legyen.

A 2. fejezetben egyméashoz viszonyitva sajatoszediykoordinatarendszerek leirasaval foglalkozom,
megadva ugyanazon pont kilénBdwoordinata-tipusai k6zotti 6sszefiiggéseket, ankelgleetvé teszik, hogy
az alakzatok koordinatageometriai jelldgitzat tudjuk irni egyik koordinata-fajtabél egy nidsa. Ez
problémamegoldasi lehetégeinket kiszélesiti, valtozatosabba teszi, miwddbé nem vagyunk koétve a
legrégebbi és talan a leggyakrabban hasznalt dergk&oordinatarendszerhez.

A 3. fejezetben a geometriai tulajdonsagokat Kilim fajtdju koordinatakban targyalom. A
geometriai alakzatok algebrai jelle6itzelészor derékszdgkoordinatdkban adom meg, majd attérek mas, az 1.
fejezetben felsorolt koordinata-fajtakra. Itt adtmibb és legismertebb geometriai fogalmakra tamriam,
mintegy izelitt nydjtva csupan a komparativ targyalas mibeni#téb

A 4. fejezet tartalmazza az alkalmazasokat, arkekgegéppontjaba most nem a feladatmegoldasokat
helyeztem. Az els harom fejezet ismereteit felhasznalva 16kég nyilik a geometriai feladatok valtozatos,
tobb modszerrel tortén analitikus megoldasara. A 4.1., 4.2. és 4.3. alkahsokban a kupszeletekkel
foglalkozom. E részek az ismert eredményeket néhdijgl egészitik ki, amelyekéfeg a ferdeszdg
koordinatarendszerek hasznalatdhozo#idek. Példaul kiderul, hogy az ellipszis és a tupk kanonikus
egyenletei formailag valtozatlanok maradnak a kgafuiranyok koordinatarendszerében. Parabola meseté
tengelyirany és egy érifitany koordinataendszerében lesz a parabola edggefdemailag ugyanaz, mint a
kanonikus egyenlete.

A 4.3. alfejezetben az egyénszaru hiperbola kilonbdzegyenleteivel foglalkozom. Itt bizonyitom,
hogy egy eléfokl racionalis kifejezéssel megadott egyvaltozégglény grafikus képe egyéniszari
hiperbola. A 4.4. rész targya a Fermat-pontok éftasitasa és ezek metrikus jellemzése. Végil azouté.5.
részben kerll sor a Kimberling-sejtés igazolasara.



Az értekezés eredményei

Ertekezésemben analitikus geometriai modszerekebaspnlité vizsgalataval foglalkozom, sikbeli
koordinatarendszerekre és koordinatakra korlatoKédfajta vonatkoztatasi rendszert hasznalok. Ayikeg
sikbeli affin koordinatarendszer, a masik egy adatbmszog. Az 1. fejezetben egy affin koordinatdszerhez
kdtve harom koordinata-fajtat értelmezek, éspeditpigkszdt, a kontravaridns és a kovaridns koordinatékat.
Egy sikbeli hAromsz6ghtz kapcsolva pedig négy koatd-tipust vezetek be: a valddi trilineéris, ibréris, a
baricentrikus és a normalt baricentrikus koordikataA 2. fejezetben levezetem az O6sszes transafom
képletet, amelyeknek segitségével at lehet térmgyik vonatkoztatasi rendszétta masikba illetve barmely
koordinata-tipushdl barmely masikra. Az értekezésbit részében Iényegében az itt levezetett eredekény
alkalmazom.

A 3. fejezetben a sikmértani alakzatok és a kakdtnnalld kapcsolatok algebrai jellemzését adom
meg mindkét vonatkoztatasi rendszerben és @abelelsorolt koordinata-tipusokban. Ennek a fejezketkét
sajatossagat emelném ki: az egyik az, hogy a gewminetlajdonsagok és feltételek analitikus leiréggséges
targyaldsban taldlhatd6 meg benne. A masik pedigy lemnek kdvetkezményeként lebmtg nyilik az algebrai
Osszefuiggések Osszehasonlitasara, aminek az amafizekinye, hogy mérlegelhételddnthed egyik vagy
masik feltétel relativ bonyolultsdga, ami a szasukaszempontjabd6l nem jelentéktelen. Ugyancsateittil ki
az is, hogy mely feltételek koordinata-fiiggetlenakaz mely feltételek maradnak formalisan valtezatk a
felsorolt koordinata-fajtakra. A 3. fejezet csuplnsztracioként szolgal arra, hogy a 2. fejezetdenényeit
felhasznalva hogyan lehet a kilonbédgebrai feltételeket mas-mas koordinata-fajtdéhiani.

A 4. fejezetben kilénb&z alkalmazasokat mutatok be. A kipszeletek egyenlktddnboz
koordinatarendszerekben és koordinatdkban jol imkeA 4.1. alfejezetben bemutatok kdziluik néhangat
4.2.-ben pedig részletesen kifejtem és bizonyitoogy az ellipszis és a hiperbola egyenlete a kaiifuiginyok
koordinatarendszerében formalisan megegyezik arkan® egyenletiikkel. A parabolanal a tengelyirasggy
érintdirany koordinatarendszerében lesz a parabola egigefdrmélisan ugyanaz, mint a kanonikus egyenlete.
A hiperbolanak megadom az egyenletét aszimptdtdinardinatarendszerében is.

Ezek az eredmények atvibiktaz érinék egyenleteire is. lgazolom, hogy az éflategyenleteit a
konjugalt iranyok koordinatarendszerében szinténuUaz duplazasi eljarassal kapjuk, mint a kanonikus
egyenletek esetében. A 4.2. alfejezet utolsé pbatjayolc, kipszeletre vonatkozd, tulajdonséagolitdasan
bizonyitok, ferdeszdgkoordinatarendszereket hasznalva. Az ismert elgronyitasokat 6sszehasonlitva az itt
taladlhaté analitikus geometriai bizonyitasokkalagibsan kidertl, hogy ez utébbiak alkalmazasa biasny
helyzetekben éhydsebb.

A 4.3. alkalmazasban az egyé&nszarli (derékszdigy hiperbola kilonbdz formaju egyenletével
foglalkozom és részletesen bizonyitom, hogyfelsi polinomokkal megadott racionalis fiiggvény goas
képe egyerdl szaru hiperbola. Egyuttal levezetem egy ilyen tipka konjugaltjanak egyenletét is.

A 4.4. alkalmazasban az altalanositott Fermat-pombetrikus jellemzése baricentrikus koordinatak
alkalmazasaval torténik. Ebben az alfejezetbendatiaitom a Fermat-pontokat, abban az értelemtmy agy
adott haromszdg oldalaira egy&mldali haromszdgek helyett egymassal hasonlo rsntgeket épitek. Ez az
altalanositas és a Fermat-pontok metrikus jelleenbéagsulyozottan a trigonometriara épil. Enneletié@ztében
az analitikus bizonyitdson belll sok trigonometfieliételes azonossag alkalmazaséara is sor kerikapott
eredmények elemi geometriai Gton is levezéthete hosszadalmasabb, bonyolultabb szamitasokkal.

Az 4.5. alkalmazasban egy sejtés bizonyitasavélfazom, amely Clark Kimberlingt szarmazik:

Ha az ABC haromszég hegyesszéakkor talpponti haromszdgének édirds ériné haromszégének
talpponti haromszége homotétikusak.

Az értekezés eredményeinek alkalmazhatésaga

A matematikéat alapvéen két formaban lehetiimelni: az ebdok altal felfedezett, felhalmozott tudast,
ismereteket tovabbadni az Ujabb és Ujabb genemaiglazaz tanitani, oktatni, illetve kisebb vaggyubb Uj
eredményekkel (téglakkal) gyarapitani a matemaiiiési épitményét. Mindkét szellemi tevékenysédoekos
velejaréja a ,hogyan” kérdése, azazhogy a tanitassi a kutatds is a megfélainatematikai modszerek
alkalmazasa altal valhat vagy vélik eredményeseBbtrgyi tudason til az eredményességetslegpen,
donten az hatarozza meg, hogy a matematikat tanitdéogeedagogusok didaktikailag mennyire felkésziltek,
illetve hogy a kutatok mennyire uraljak a matemakkilonbs terileteinek médszereit.

A matematikanak e kétféle (ivelése j6tékonyan, termékertlég hat(hat) egymasra, ha egyazon
személy (matematikus) egyiben oktat is és kutatdssal is foglalkozik. E kétékenységi format egyditt
tekintem, mar csak azért is, mert az értekezésjéiaia kutatasa azzal a céllal tortént, hogy azreéeyeket az
oktatasban is és a kutatasban is lehessen alkalntstamen az értelemben hasznalom a matematikadkdakt
megnevezést is, egy olyan kialakuléfélben 6idfisben le tudomanyt értve alatta, amely az oktatas elméletén
és modszertanan kivil a kutatds modszertanat ialmsgglalja.

Az értekezés témajanak altalam tudatosan, kénjeszessikitett és az intézményes kdvetelmények
altal ebirt keretein belll két alapuketszempontot tartottam szemé®l Az egyik, hogy a matematikai
eredményeknek bemutassam a didaktikai vonatkoz&saitasik pedig, hogy megfelehangsilyt fektessek a
kapott eredményeknek a gyakorlati alkalmazhatésagdtivel sem a romaniai, sem a magyarorszagi



matematikai gyakorlatban maga a téma sem, az edshken leirt egyes koordinata-tipusok semskegyfezek
alkalmazasai nem eléggé ismertek és elterjedteért ez tudomanyos leirdsukat és az alkalmazhatosagi
lehetiségeik bemutatasat egylien kellett elvégeznem. Ezért az értekezésben @antaiyos és a didaktikai
targyalas egyszerre és egif@n van jelen, anélkil, hogy mereven el lennénddrkive.

Kik és hol alkalmazhatjdk a koordinatageometriabdszereket, az értekezés eredményeit? Az
értekezésben foglalt ismeretanyag egy része mazéplskola felébb osztalyaiban vagy szakkorokon tanithato.
Mas része diskoldkon, egyetemeken, tovabbképzéseken, szemmdkion, nyari akadémidkon, stb. Példaul a
2. fejezet attérési képleteit, ahol lehetett, letean kétféleképpen is, éppen azért, hogy azt éggpiskolas
didk is megérthesse. Az alkalmazasokat Ggy valagatbssze, hogy kulénbdzszinti, nehézséfy és
Osszetettség témakat Oleljenek fel és ezek targyalasan keresztiitattam be az analitikus mddszer
leheBségeit.

Végs kovetkeztetések

Az értekezésben a vektor- és koordinatageomedigyalas nincs mereven szétvalasztva, ezek egyutt
léteznek, de a hangsuly a masodikon vafibéth az értekezés tobb, mint egy évtizedes kisédstkutatas
eredménye, térben pedig orszaghatarokon atnyuléretmés tapasztalatszerzés dsszefoglalésta.aStéma
elmélyitése soran jutottam el, képletesen szélzaaraerikai kontinensre és kertltem kapcsolatb@oaum
Geometricorumcimii folydirattal, amelynek cikkeild meggyzédhettem, hogy bar sokan a klasszikus
geometria hanyatlasat josoltdk vagy jésoljak, e mapnkatarsai komolyan foglalkoznak elemi geometriai
kérdésekkel, de analitikus geometriai targyalaskdimearis vagy baricentrikus koordinatakat atkalzva. Es
ami még meglefbb, Uj és szép elemi geometriai eredményeket palbdik az elektronikus folydirat, pedig azt
is tdbben allitjak, hogy a klasszikus geometriabem nem lehet Gjat hozni. (Lasd példaul Philip dvid: The
Rise, Fall, and Possible Transfiguration of Trim@eometry: A Mini-HistoryThe American Mathematical
Monthly, Vol. 102, No. 3. (Mar., 1995), pp. 204-214. hifymx1.shsu.edu/~mth_jaj/math467/ryan_article.pdf)

Véleményem szerint, az analitikus mddszerek naggds és hatékony eszkd6zok a matematikai
problémék megoldasara, de ezeket semmiképpen senetrszm idealizalni. & inkdbb arra a kdvetkeztetésre
jutottam, hogy alkalmazasuk dnmérsékletet, koriitélst €s megfontolast feltételez.



Comparison of Geometric Methods at the Level of Genetries

Henceforth, when | talk about methods in connectigth my dissertation, in a wider sense | always
mean educational and research methods, while @rwer sense | mean synthetic (elementary), veatuad
analytic geometric methods. I've been interestethenquestion of how we could classify, group askrthe
geometric methods with regard to the unsolved @mbl for a long time (more than 10 years). To put it
otherwise: I've been interested in the questiathéf optimal solution — the shortest, the most bkduand the
most elegant solution - could be chosen from thetism methods. This question seems very hard ard hot
even sure if it could be answered at all. Irrespeatf this fact, from time to time | contemplatest question. It
would be a very significant result if we could ah$t answer this question at the level of diffegametries;
namely if we could decide whether a problem mightdiscussed the most optimally at the level of lsgtit,
analytic or some other geometry. But this is notiols, that is why the question and the searchterbest
method still remain open to research.

If E is a n-dimensional affine space over T fiall V is E’s translation vector space, then if ixeah
O point and a K basis then every point of E carassgned to a vector from V, which is the pointsigion
vector which can be assigned coordinates over ksbBsth mappings are bijections, thus every poinE is
identified and characterized with the position wealr the position vector’'s coordinates. If | chedlse position
vector, then I'll use vector geometry, but if | dse the coordinates, then I'll use analytic geométhese two
possibilities are equal, but methodologically tlaeg completely different and they presuppose dntitiéferent
background knowledge. Favouring one or the ott@nfthe above mentioned two geometries can be exqulai
with conventional traditions or in other ways. letRomanian higher education both geometries haea b
dealt with the same emphasis, but in the high dcledacation the vectors had been taught only withim
confines of physics classes for a long time untfew years ago when teaching of the elements ofovec
geometry were reintroduced into the mathematicdauam.

In a problem solving situation, at least in thstfiphase, the most important thing is to adequataiye
the problem. The intention of simplicity and elegais a natural requirement, but it cannot be atwaghieved
at the first attempt. (Of course | don't think abaoutine problems.) The problem’s difficulty leyats
complexity and its kind determine the possible peobsolving method or methods. The problem to beesb
could attract any of the elementary, vector or gimlgeometrical methods, but - to remain on theotbtical
level - the geometric methods can be primarilyatéhtiated and ranked based on their efficiencyutddy
other considerations can also be mentioned, fompl@awhich method stimulates our way of thinkingtée
which results in the most beautiful solution, dtds a widely accepted fact that synthetic geognétiproves
thinking better than calculation based analyticrgewy. But it is true that analytic methods areenfimore
efficient than basic methods. Considering all tthe, principle of (geometric) problem solving isvays to find
the most efficient geometric methods.

The Purpose of the Research, Justification

In the second part of the 1990s | studied triamgemetry, more precisely the remarkable circles
connected to triangles. | wanted to form a compneive, general idea about the circumcircle or aieiof the
triangle, the nine point circle, the circle of Afmlius, the Taylor circle, the Brocard circle, themoine circles,
the Tucker circles and the Soddy circles, etc. $nitaonly interested in these circles, but alsehi@ points of
the triangles connected to these circles. The awailbooks at that time treated the above mentidri@ogle
geometry topics with the help of elementary geommatmethods and tools. But these elementary methods
seemed laborious, circuitous and hard, so they netrefficient enough; thus | turned to analytiogetry. The
triangles are better treated in oblique coordinttias in Cartesian coordinates (we can choosewbestipport
lines of the triangle as the two axes), so becafiske usage of parallel coordinates | hoped femapler and
more efficient handling. At the same time | sometinused the tools of vector geometry to obey thneipte of
(geometric) problem solving; thus | tried to firttetmost efficient geometric methods. The accompiestit of
this research was the book entitledhdromszog nevezetes kérei. Haromszogmértan frgiekoordinatakkayl
which appeared at Erdélyi Tankényvtanacs (TransyarmCoursebook Council) in 1999.

After the appearance of my book | have still begrrested in coordinate geometric methods and my
interest intensified in this topic because | enteted some articles in international journals whibey used
new types of coordinates (trilinear, barycentrigjhich had been unknown for me until that time —ptove
plane geometric theorems and properties.

Later | noticed the fact that the Romanian and Huiagn mathematical journals barely include trilinea
and barycentric coordinates, while the situatiorcasnpletely different in Western European and Awgeari
mathematical journals. At the beginning of thistoey | decided that | would dive into this questiand |
would change this situation as far as my circuntstarallowed.



As | mentioned, a great number of articles, studisisg any of the above mentioned coordinates -
mostly trilinear and barycentric coordinates - haeen appearing in international journals. Triarggemetry
and other research nowadays are almost impossittew knowledge and application of coordinatesedéh
facts also underline the choice of this topic.

This dissertation is connected to analytic geomeAffer my successful application to the doctoral
school, | set the following aims:

- studying as many types of coordinates, coordisggtems and reference systems as | could, diving
into analytic geometry;

- trying-applying these different types of coordewin various geometric problem situations;

- showing the way these analytic geometric mett@ats be used in research and in discovering new
issues;

- popularizing the coordinate geometric methodgyleamising their advantages and disadvantages.

| did research and assembled some experience ipast few years and, by about 2006, | acquired a
lot of background knowledge. Besides publishingogdf articles, | complied the book entitlgghalitikus
geometriai modszerek komparativ vizsgalathich appeared at a coursebook publisher in Beshan 2008.
Meanwhile | participated in national and internatibdoctoral seminars, summer academies, confeseanue
the programs of The Hungarian Science Day in Tilaasya (Magyar Tudomany Napja Erdélyben), etc and |
gave talks on my findings.

The Structure of the Dissertation

The dissertation includes an introduction, fourpthes and an appendix. Chapter 4 includes the
practical applications. The structure of the disg@mn is based oanalogy,which is used either between the
subchapters of the four main chapters or withingthiechapters. This is why the dissertation inclugter the
same or very similar structural parts. The diffeeebetween these structural parts is only the tifimitions.
Although this structure means the repetition of sguarts of the text, | wanted to put emphasis erlightness
of comparison of coordinate system related anafi@lyses, procedures and methods.

In the first chapter | introduce Descartes’ CooatinSystems and coordinates, the true and general
trilinear coordinates related to a given trianglad also the barycentric and normed barycentricdioates. |
also provide the coordinates of some points ofttiamgle in the above mentioned four coordinateesys. |
always use the same points, so that we could camtrer different types of coordinates and followirthe
changes.

In the second chapter | describe the correlatiawéoen specially positioned coordinate systemsngivi
the relation between the different types of coaatés of the same point, which makes it possibleatascribe
the different coordinate geometric properties shape from one coordinate type to another. Thisviédens
our problem solving possibilities, makes it moreetise, because we are no longer tied to the otohebtmaybe
the most often used Cartesian coordinate system.

In the third chapter | discuss the geometric priige in different types of coordinate systemsst-ir
provide the algebraic properties of geometric shape&artesian coordinates, and then | switch hermtypes of
coordinates mentioned in the first chapter. Hegpeovide the most basic and most well-known geome¢tims
to show how comparative discussion works.

The fourth chapter includes the practical appiicet where the emphasis is not on problem solving.
Applying the knowledge from the first three chaptethere are possibilities for analytical solutiarfsthe
geometric problems with the help of various, difer methods. In the subchapters 4.1., 4.2. antlgh8w the
application on conic sections. These sections cemght the so far known results with some new omestly
with those connected to oblique coordinate systdfns.example, the canonical equations of the édlipsd
hyperbola remain formally unchanged in the conjeghtections coordinate system. In the case ofqudea its
canonical equation is formallthe same in the coordinate system formed by the disectionand a tangent
direction.

In subchapter 4.3. | deal with the different etpreg of the rectangular hyperbola. Here | prové tha
graph of a function of one variable given with estfigrade rational polynoins a rectangular hyperbola. The
topic of the subchapter 4.4. is the generalizagibthe Fermat points and their metric characteiomat~inally,
in the subchapter 4.5. I'll prove Kimberling'srgecture.

The Results of the Dissertation

In my dissertation | deal with the comparative stofl analytic geometric methods restricted to plane
coordinate systems and coordinates. | use two tgpesference systems. This first one is the plafime
coordinate system, while the second one is a divengle. In the first chapter, related to the radficoordinate
system | define three types of coordinates, nan@tesian, contravariant and covariant coordinatdsle
related to a given triangle | define four typescobrdinates, namely real trilinear, trilinear, b@egtric and
normed barycentric coordinates. In the second ehdpirove all the transformational formulas, whiptovide
the possibility to switch between the referenceesys, respectively from any type of coordinateariy other
type of coordinates. In essence the rest of theedigtion is about the application of the resulthis proof.



In the third chapter | provide the algebraic prdigsrof the relationships of plane figures in both
reference systems in the above mentioned type®afdmates. The peculiarities of this chapter &at the
analytic description of the geometric propertiesl @onditions appears in a unified discussion arad ithis
possible to compare the algebraic connections wolgetiee immediate advantage is that you can decide h
complicated each condition is, which is importanat the point of calculations. Likewise, this i®tbhapter
where those conditions emerge that are indeperaferdordinates, namely which conditions remain faltyn
the same in the above mentioned types of coordiffdtes the third chapter is just an illustrationhoiw the
results of the second chapter can be used in notiegdifferent algebraic conditions for differenpés of
coordinates.

The fourth chapter includes the practical appla@i The equations of conic sections in different
coordinate systems and coordinates are well-kndwshow some in subchapter 4.1., while in 4.2. Iyful
explicate and prove that the canonical equationthef ellipsis and hyperbola is formally the samethasr
equation in the conjugate directions coordinatdesys Connected to the parabola | found that iteonial
equation is formallyhe same equation as in the axis directions argketdrdirections coordinate systems. In the
case of the hyperbola | also provide its equatmitsiasymptotes’ coordinates.

These results can be transferred to the equatibtiee tangents. | prove that the equations of ¢atsy
in the conjugate directions coordinate systemss drawn with the help of so called doubling pracedas in
the case of the canonical equations. In the ladioseof subchapter 4.2. | analytically prove sopneperties of
eight conic sections using oblique coordinate sgsteComparing the well-known elementary proofs litse
analytic geometric proofs, it clearly comes outtttiee application of the latter is more preferalslesome
situations.

In the application in subchapter 4.3. | deal vitie different forms of the equation of the rectdagu
hyperbole and | prove in detail that the graph dbiaction of one variable given with a first-gradstional
polynom is a rectangular hyperbola. | also dedbheecbnjugate equation of such a hyperbole.

In the application in subchapter 4.4. the propertf the generalized Fermat points and their metri
properties are presented with the help of bary@emwordinates. In this subchapter the Fermat poare
generalized to the effect that | construct simtl@ngles instead of equilateral triangles on tlies of the
triangle. This generalization and the metric préiperof Fermat points are based on trigonometnys #nlot of
conditional trigonometric identities are used ie Hnalytic proof. The results can be deduced usiementary
geometry but the calculations are longer and monepticated.

In the application in subchapter 4.5. | deal it proof of Clark Kimberling’s conjecture:

If triangle ABC is acute angled, then its intoudheathic and orthic-of-intouch triangles are homettc.

The Applicability of the Results of the Dissertatio

Mathematics can be done in two different ways: khewledge that our predecessors discovered and
accumulated can be handed down from generatioret@rgtion, namely it can be taught, or the enormous
mathematic equipment can be augmented with smadléigger new findings. Both intellectual actiesi are
accompanied by the question "how”, so both teachind research can become more effective if we afhely
appropriate mathematical methods. Beyond theotekioawledge the effectiveness is mostly, decisively
determined by the fact how prepared the mathemadiashers and lecturers are to use different method
respectively how the researchers command the meitfatie different fields of mathematics.

These two ways of cultivation of mathematics camehbeneficial and productive effect on each other
if the same person teaches and does research sdrtietime. | take these two activities togetheabse my
research has been done with the aim of being us#u ibh education and research. | use the didadtcs
mathematics term for an evolving and developingersm which besides the theory and method of
education also includes the method of research.

The topic of this dissertation was deliberatelyroed due to the institutional requirements; thus
have considered two fundamental principles. Tha fine is to show the didactic references of mathiead
results, while the second is to put enough empluasthe practical applicability of the findings.

Because neither the topic of the dissertation hedifferent types of coordinates and their apfitice
are well-known and widespread neither in the Roaranior in the Hungarian mathematical practice, ihathy
| had to deal with their scientific description atigkir applicability at the same time; thus theestfic and
didactic discussion is done simultaneously at #mestime without being rigidly separated.

Who can use the coordinate geometric methods anfiritlings of the dissertation? Where can they be
used? Some part of the dissertation can even lghttah higher level in high schools or differenesialized
mathematical groups, while other parts can be taagtcollege, at university, in postgraduate cosjrsd
seminars, at summer academies, etc. For exampliahsforming formulas from chapter 2 were deduiced
two different ways, so that it could be understdnydhigh school students as well. The applicatiorsew
grouped according to the level, difficulty and cdexity of the topic, and with the help of the dission of
these topics | showed the possibilities of analgt&thods.



Final Conclusions

The discussions of vector and coordinate geometrynat rigidly separated, they exist together, but
emphasis is on the second in the dissertation.di$sertation is the result of experimenting aneé:aesh done
for more than ten years, where this knowledge aqukréence gaining stretched across boarders. Mereov
during digging into the topic, allegorically sayjrignanaged to reach the American continent arat Irgtouch
with the journalForum Geometricorurmwhere the articles show that - although clasgiemmetry was and is
said to show decadence - the staff of the joushakriously interested in elementary geometric tipres using
trilinear and barycentric coordinates in analytieometric discussions. And it is more striking thhts
electronic journal publishes new and beautiful getrim findings despite the fact that a lot of stigs say that
it is impossible to find anything new in classigelometry. (See also for example Philip J. Davie Rise, Fall,
and Possible Transfiguration of Triangle Geome&rylini-History, The American Mathematical Monthlyol.
102, No. 3. (Mar., 1995), pp. 204-214. http://uskbu.edu/~mth_jaj/math467/ryan_article.pdf)

In my opinion the analytic methods are very stramyl efficient tools for solving mathematical
problems, but | would not like to idealize them. fdover, | would rather come to the conclusion tiheir
application assumes moderation, prudence and crasion.
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