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1. Bevezetés

Ezen disszertaci6 egy kiterjedt szamelméleti probléma kiilénféle aspektu-
saival foglalkozik. Az els6ként SYLVESTER [30] altal 1884-ben felvetett prob-
léma altalanos megfogalmazésa a kovetkezs: adott A = {a1 < ... < an}
relativ prim pozitiv egészek esetén, melyek azok a K porzitiv egészek, ame-
lyek felithatok K = Y. | x;a; alakban, ahol az z;-k nemnegativ egészek. A
misodik fejezetben egy feladatsor segitségével bemutatjuk a fogalmakat és
ravildgitunk az iskolai alkalmazasok lehetGségeire. A harmadik fejezetben a
legnagyobb nem felirhat6 szamra és ennek extremélis véltozatéira vonatkozo
eredmények bemutatéisa utén f§ eredménylink ERDOS és GRAHAM egy 1972-
ben bizonyitott tételének altalanositasa. A negyedik fejezetben sorra vessziik
a nem felirhat6 szamok szaméra vonatkozé eddigi eredményeket és megadjuk
az erre vonatkozo extremaélis probléma teljes megoldasat. Az utolso fejezet
a nem felirhaté szdmok hatvanyainak Gsszegzéseir6l szol.

2. A pénzvaltasi probléma az iskolai
tehetséggondozasban

A r6vid bevezetést kovets 2. fejezetnek kettGs szerepe van. Egyrészt a
feladatok targyalasa kozben ismertetjiik mindazokat a fogalmakat, amelyek
a késébbi részek megértéséhez sziikségesek: a legnagyobb nem felirhaté szam
G(A), anem felirhat6 szamok szama N (A), tovabba ezek extremalis valtoza-
tai: g(n,t) = max G(ay,as,...,a,) és v(n,t) = max N(ay,as,...,ay), ahol
an < t. Mésrészt 15 jellemz6 feladat bemutatasaval az oktatas céljait szeret-
nénk szolgédlni. A feladatok kozott szerepel didkolimpiai és fGiskolai verseny-
feladat; korabbi publikaciokbol kiemelt, révidebben bizonyithato, a témakor
jellegzetes modszereit bemutato tétel és néhany sajat javaslat is [18]. Ezek a
feladatok feltételezésiink és eddigi tapasztalataink szerint felhasznalhatok az
iskolai tehetséggondozéasban. Az el6bb emlitett feladatok megoldasan kiviil
kitériink a torténeti vonatkozasokra, az 0j eredmények kozlésére és nyitott
kérdések ismertetésére is.

3. Az extremalis Frobenius-probléma

A 3. fejezetet G(A) és g(n,t) vizsgalatanak szenteljiik. A legnagyobb
nem felithat6 szém, G(A) meghatarozasa mar n = 3 esetén is nagyon ne-
héz feladat. A pontos értékek csak specialis feltételek mellett adhaték meg,
ezek-re t6bb példat is mutatunk a 2. fejezetben. Taldn éppen a nehézségek



miatt a témakor fejlédése soran elGtérbe keriiltek a kiilonféle becslések. Tu-
lajdonképpen ezen becslések kapcsan vezette be és kezdte vizsgalni 1971-ben
ERDOS az extremalis g(n, t)-t. Mivel f6 eredményiink is ehhez a fiiggvény-
hez kot6dik, egy szakaszban teljes attekintést adnuk ag(n, t)-vel kapcsolatos
eddigi kutatéasokrol.

Kiilon is kiemeljiitk DIXMIER 1990-es becslését [4]:

3.1.3. TETEL

N L [y

DIXMIER a felsS becslést még élesebb formaban is megadta, ennek szamtalan
kovetkezménye van, s szinte az Gsszes kordbban ismert eredményt is maga
utdn vonja.

3.2.5. TETEL

gn,t) <(v—=1)t—r—-1)—1, aholt—1=v(n—1)—rés0<r<n-—1.

A g(n,t) figgvényre vonatkozo pontos eredmények két nagyobb csoportra
oszthatok. A kisebb szdmok koziil a régdta ismertn = 2 eset utan n = 3-ra
LEwIN adott pontos értéket az 1970-es évek elején. Azn = 4 ésn =5
eseteket DIXMIER [4] tételeibdl kaphatjuk meg, kivéve at = 4k + 3 alaka
szamokat n = 5-nél. A nagyobb n-ek esetében csak akkor voltak hasznalhato
eredmények, ha a t értéke nem sokkal nagyobb, mint n. A legaltalanosabb
ezek kozil ERDOS és GRAHAM 1972-es tétele [6]:

3.2.3. TETEL Ha n és k pozitiv egészek, n > 9k? + 15k + 2, akkor

{2n+4k+1, han—k#1 (mod 3);

g(n,2n+ k) =

2n+4k—1, han—k=1 (mod 3).

Erre a tételre LEV is adott egy eltéré bizonyitast, amelyben elegendé a

k < n—2 megkotés. F6 eredményiink ennek a tételnek az Altalanositéasa,
g(n,dn+k) pontos értékének meghatarozasa két maradékosztalyra mod(d+
1) [16]:

3.3.1. TETEL Legyenek a d,n, k olyan természetes szamok, hogy
2<d<n 0<k<n—-d Han—-k=0 (modd+ 1) vagyn—k = -1
(mod d + 1), akkor

g(n,dn +k) =d(d—1)n+2dk +d*> —d— 1.



A tétel segiségével néhany tovabbi speciélis esetben is kiszamithaté a
g(n,t). PL

3.4.2. KOVETKEZMENY Legyenek n és k olyan pozitiv egészek, hogy
n>30<k<n-3 Hin—k=0 (mod4) vagyn —k = —1 (mod 4),
akkor

g(n,3n + k) = 6n + 6k + 5.

4. A nem felirhato szamok szama

A legnagyobb nem felirhaté szamig felirhatok és nem felirhatok egyarant
el6fordulhatnak, természetesen ad6do kérdés, hogy mennyi ezeknek a pontos
szama. MAar SYLVESTER vizsgalta és két érme esetén meg is oldotta ezt a
kérdést [30]. Selmer norvég matematikus munkassiga révén minden olyan
esetben kiszamithaté N(ay,as,...,a,), amikor mod a; az egyes maradék-
osztalyokban a legnagyobb nem felirhaté szamokat ismerjiik [28]. Legyen H
egy teljes maradékrendszer mod a;. Minden h € H-hoz van olyan rp, = h
(mod a1), amely felirthato rj, = asye+asys+. . .+a,y, alakban és a legkisebb.
Ezekkel a jeltlésekkel:

4.1.2. TETEL

1 a1—1
N(al,ag,...,an):—Zrh— .
a1 heH -

A mébdszer gyakorlati alkalmazaséara a 2. fejezetben tSbb példat is mutatunk,
illetve ugyanezt az alapgondolatot hasznaljuk fel a nem felirhaté szamok
elemi Osszegzéseinél is az 5. fejezetben.

Rovid attekintést adunk az N (A)-val kapcsolatos eddigi specialis eredmé-
nyekrdl és becslésekrdl. A két fliggvény egymashoz vald viszonyarol kideriilt,

hogy:

G(ay,ag,...,a,) +1
2

< N(ay,asz,...,a,) < G(ay,az,...,ay),

és ez az egyenlGtlenség egyik oldalrol sem javithato.

A fejezet {6 eredményeként bebizonyitjuk, hogy az extremaélisv(n,t) sza-
mot akkor kapjuk, ha azt az n darab legnagyobb egész szamot valasztjuk,
amely nem nagyobb mint ¢ [17]. Ez ERDOS és GRAHAM egy 1980-bol szar-
mazd sejtése volt [7, 86.0ld.].



4.2.1. TETEL Legyenck n és t egész szamok, 1 < n < t. Ekkor

vin,t) =Nt —n+1,t—n+2,...,t).

Azt is bebizonyitjuk, hogy végtelen sokn és t esetében az extremalis v(n,t)
elérhetd mas olyan A halmazzal is, amely kiilonbozik a legnagyobbn darab
egésztol t-ig.

4.2.4. TETEL Legyenek d,n,k egészek, 2 < d <n,0 <k <n—d. Ha
n—k=0 (modd+1) vagy n —k = —1 (mod d + 1), ekkor t = dn + k-ra
létezik legalabb két optimalis A halmaz, azaz amelyre

N(A) =v(n,dn+ k).

Erdekes kettésség, hogy az ilyen n és t értékek mellett G(a1,aq,...,a,)
altalaban kisebb lesz g(n,t)-nél, amikor az a;-ket, az eredeti sejtés szerint,
szomszédosaknak valasztjuk, s mégis ekkor kapjuk a legtébb nem felirhaté
szamot. Ugyanakkor a maximalis G(A)-t ad6 halmaz esetében is pontosan
ugyanennyi lesz a fel nem irhatéak szama.

Tovébbra sem ismerjiik a valaszt arra a kérdésre, hogy mindent-re meg-
adhaté-e a szomszédos elemek konstrukcidjan kiviil még legalabb egy op-
timélis halmaz, illetve vannak-e tovabbi, az emlitettekts] eltérd optimalis
halmazok is.

5. A nem felirhaté szamok Gsszegzése

Az utolso fejezetben a nem felirhat6 szamok Sy (A)-val jelolt k-adik hat-
vanyGsszegeivel foglalkozunk. ElGszor részleteiben bemutatjuk, hogyan hasz-
nalhatok fel az analizis eszkozei S1(A) = S(A) meghatérozasiran = 2 esetén
[2]. A vizsgélat alapja a generatorfiiggvény, amely probléméank esetében a
kévetkez6 alaki:

. 1
J@) = (1—z2m)(1—z%2)--- (1 —z0)
G(ayi,as,...,a,) alegnagyobb olyan k lesz, amelyre a fenti fiiggvényben x*

egyutthatdja nulla.

Ezt kévetGen diszkutaljuk RODSETH [27] magasabb hatvanyokra vonat-
kozo altaldnos tételének néhany specidlis esetét, azaz a tétel segitségével
kiszamitjuk Sa(a,b) és Ss(a,b) pontos értékét.



Végiil megmutatjuk, hogy egy teljesen elemi modszerrel is kiszamithatok
ezek a hatvinyOsszegek, pontosabban tetszéleges A halmazra kiszamithato
az Osszeg, amennyiben a mod a; maradékosztalyokbol ismerjiik a legkisebb
felirhaté elemeket.

5.4.1. TETEL Legyenek a1 < as < ... < a, relativ prim pozitiv egészek.
Vegyiik mod a; mindegyik nemnulla maradékosztalybol az

a2,as, . ..,a, segitségével felirhato legkisebb elemet, legyenck ezek
T1,T2y...,Tgq—1- Ekkor
[ a2 x; a? —1
S ceeylp) = 2 .
(a1,az2,...,ay) ; %, 2 + 2

Igy n = 2 esetén a nem felirhaté szamok Osszegét haromféleképpen is meg-
hataroztuk.

5.4.2. KOVETKEZMENY Legyenek a és b relativ prim pozitiv egészek.
Ekkor

S(a,b) = 1—12(a— (b= 1)(2ab—a—b—1).

Hasonl6 szerkezetii, kezelhets eredmény adodik a masodik és harmadik hat-
vanyok Osszegére is (5.5.3. és 5.5.6. Kovetkezmények). Annak illusztralaséra,
hogy n > 2 esetén is alkalmazhat6 az elemi médszer, kiszamitjuk a 2. fejezet
1. feladataban szerepld szamokra Sy (ab, be, ca) értékét (5.4.3. Tétel).

Ez az utols6 rész tekinthetd bizonyos értelemben a 2. fejezet folytatasa-
nak is, mivel felhasznalhat6 azoknak a tanaroknak a tovabbképzéséhez, akik
mar ismerik a témakor alapvetd tényeit és modszereit.
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1. Introduction

The thesis investigates various aspects of an extensive number-theoreti-
cal problem first raised by SYLVESTER [30] in 1884: Given a set A = {a;1 <
as < ... < ap} of relatively prime positive integers, which positive integers K
can be represented as K = Y | x;a;, where z; are non-negative integers. In
Chapter 2 we introduce the notions and show the possibility of applications
at school through a sequence of exercices. In Chapter 3, after presenting
results on the greatest non-representable number and on the corresponding
extremal version, our main result is a generalization of a theorem by ERDOS
and GRAHAM from 1972. In Chapter 4 we summarize the results on the
number of the non-representable integers and we give a complete solution of
the corresponding extremal problem. The last chapter deals with the sum
of powers of the non-representable integers.

2. The coin exchange problem in a class
of talented students

The short introduction is followed by Chapter 2, which plays a double
role. On the one hand, we present here all notions necessary for the under-
standing of the later parts: the greatest non-representable numberG(A), the
number of non-representable numbers N(A), and the extremal versions of
these: g(n,t) = max G(ay,as,...,a,) and v(n,t) = max N(ai,as,...,a,),
where a,, < t. On the other hand, our presentation of 15 characteristic prob-
lems is planned to serve also educational purposes. These include problems
of competitions for college students and international mathematical olym-
pics, shorter proofs of some theorems from earlier publications, representing
typical methods of the topic, and also some new propositions of the author
[18]. According to our assumption and experience these problems can be
used for theaching talented students. Besides the solutions of the above-
mentioned problems we include historical remarks, comment on new results
and mention also open questions.

3. The extremal Frobenius problem

Chapter 3 is devoted to be investigation of G(A) and g(n,t). The deter-
mination of the geatest non-representable number, G(A), seems to be a very
difficult task already in the case n = 3. The exact values can be given only
under special conditions, for which we show several examples in Chapter 2.



Maybe, just these difficulties induced that the evolution of the topic brought

the various estimations into the center of interest. In fact, in connection

with these estimations ERDOS introduced and began to study the extremal

function g(n,t) in 1971. Since our main result is related to this function, we

give a complete survey of the previous investigations about g(n,t).
Particularly we stress DIXMIER’s estimate from 1990 [4]:

THEOREM 3.1.3.

VﬁJ(thrl)lgg(n,t)é qtﬂ 1)’51'

n— n—

DIXMIER gave an even sharper upper bound, which has many consequences
and implies nearly all previously known results.

THEOREM 3.2.5.

gn,t) <(v—1)(t—r—1)—1, wheret—1=v(n—1)—r and 0 <r <n-—1.

The exact results on g(n,t) can be divided into two larger groups. For
the smaller values of n, the case n = 2 has been known long since, and later
LEWIN gave the exact value forn = 3 in the early 70-es. The casesn = 4 and
n = 5 follow from Dixmier’s theorems [4], except for the numberst = 4k + 3
and n = 5. For larger values of n one could obtain exact values only if ¢
was not much greater than n. The most general result of this type was the
theorem of ERDOS and GRAHAM from 1972 [6]:

THEOREM 3.2.3. Let n and k be positive integers, n > 9k? + 15k + 2,
then
2n+4k+1, ifn—k#1 (mod 3);
g(n,2n+k) = ) 71 )
2n+4k—1, ifn—k=1 (mod 3).
LEV gave a different proof for this theorem, with the weaker assumption
k <n —2. Our main result is a generalization of this theorem, determining
the exact value of g(n,dn + k) for two residue classes mod (d 4 1) [16]:

THEOREM 3.3.1. Let d,n,k be integers such that2 < d <n, 0 <k <
n—d. Ifn—k=0 (modd+1) orn—k =—1 (mod d+ 1) then

g(n,dn +k) =d(d—1)n+2dk +d*> —d — 1.



Using our theorem we can compute g(n,t) also in some further special
cases, for instance

COROLLARY 3.4.2. Letn and k be integers such thatn > 3,0 < k <n—3.
Ifn—k=0 (mod 4) orn—k = —1 (mod 4) then

g(n,3n + k) = 6n + 6k + 5.

4. The number of the non-representable numbers

Both representable and non-representable numbers occur up to the
greatest non-representable number, so it is a natural question, what is the
exact number of these. Already SYLVESTER studied and solved this prob-
lem for two coins [30]. The Norwegian mathematician, SELMER showed that
N(ay,as,...,a,) can be computed in all cases, when we know the greatest
non-representable number in the every residue class moda, [28]. Let H be
a complete residue system mod a;. To every h € H there exists an r, = h
(mod ay), which is representable as r, = asys + asys + . . . + any, and is the
minimal with this property. Then by this notation:

4.1.2. THEOREM

1 a; —1
N(al,ag,...,an):a—Zrh— 12 .
1

We present several examples in Chapter 2 for the practical application of
this method, and we use the same idea also at the summation of the non-
representable numbers in Chapter 5.

We give a short survey about the special results and estimates related to
N(A). About the relation of the two functions we have:

G(ay,az,...,a,) + 1
2

< N(ay,asz,...,a,) < G(ay,as,...,an),

and these inequalities cannot be improved.

As the main result of this chapter we prove that the extremal number
v(n,t) is obtained when we choose then largest integers not exceeding? [17].
This was a conjecture by ERDOS and GRAHAM from 1980 [7, p.86].



THEOREM 4.2.1. Let n and t be positive integers, 1 <n <t. Then

vin,t) =Nt —-n+1,t—n+2,...,1).

We also prove that for infinitely many values of n and ¢, the extremal value
v(n,t) is achieved also for another set A differing from the set of the greatest
n numbers up to t.

THEOREM 4.2.4. Let d,n,k be integers such that 2 <d <n, 0 <k <
n—d. Ifn—k =0 (mod d+1) orn—k = —1 (mod d+1) then fort = dn+k
there exist at least two optimal sets A, i.e. for which

N(A) =v(n,dn+ k).

It is an interesting duality, that for these values of n and ¢, the value
G(ay,a9,...,a,) will be smaller in general than g(n,t), when we choose
the a; as adjacent numbers according to the original conjecture, yet we get
the most non-representable numbers. The number of the non-representable
numbers, however, will be just the same also for the set giving the maximal
G(A).

We do not know, whether there exists at least another optimal set for
every t besides the construction of the adjacent elements, and whether there
exist other types of optimal sets differing from the above-mentioned ones.

5. Summation of the non-representable numbers

In the last chapter we deal with the sum Sj(A) of k™ powers of the
non-representable munbers. First we illustrate, how analysis can be used for
determining S;(A4) = S(A) when n = 2 [2]. The investigation is based on
the generating function, which is the following in the case of our problem:

1
(1 —x9)(1 —go2)... (1 —aon)’

fz) =

G(a1, a9, ...,a,) is the greatest integer k, for which the coefficient of 2k is
zero in f(z).

Then we discuss some special cases of a general result by RODSETH [27]
for higher powers, namely we compute the exact value ofSs(a, b) and S3(a, b)
with the aid of this theorem.

Finally, we show, that these power suns can be computed also with a
completely elementary method, moreover the sum can be calculated for any

10



set A, if we know the smallest representable elements of the residue classes
mod a;.

THEOREM 5.4.1. Let a1 < ay < ... < a, be relatively prime positive
integers. Consider from each non-zero residue class mod a; the smallest
integer representable by as, a3, . .., ay,, and denote these by x1,T2,...,%q, 1.

Then )
Ly s a? -1
i 1
S(ay,ag,...,an) = E (2@1 3 + TR

Jj=1

Thus we determined the sum of non-representable numbers by three different
methods in the case n = 2.

COROLLARY 5.4.2. Let a and b be relatively prime positive integers. Then

S(a,b) = 1172(@ ) (b—1)2ab—a—b—1).

We obtain similar results also for the sum of second and third powers (Co-
rollaries 5.5.3. and 5.5.6.). For illustrating that our elementary method is
applicable also for n > 2, we compute the exact value of S1(ab,be, ca) for
the numbers in Problem 1 of Chapter 2 (Theorem 5.4.3.).

This final part can also be considered as a continuation of Chapter 2 in
a certain sense, since it can be used as a material for continued training of
teachers who know already the basic facts and methods of the topic.
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