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1. Bevezetés

A dolgozatunkban az egyenes, illetve a visszacsapo ij miikodésével foglalkoztunk. Az {jak viselkedésének
leirdasa kapcsan foglalkoztunk a végeselem moédszerrel és a végeselem programozéssal. A végeselem prog-
ramozast a Java programozasi nyelven keresztiil valdsitottuk meg, egy egyszerti modellen keresztiil bemu-
tattuk a program miikodését, illetve modelleztiink egy kezdetleges, fabol késziilt rudat. Tovabba terveink
kozott szerepel egy bonyolultabb egyenes, illetve visszacsapé {jmodell végeselem moédszerrel torténé mo-
dellezése, illetve a statikus viselkedés mellett a dinamikus viselkedés vizsgalata is. A felhasznaltuk benne
a Newtoni mechanikat, az altalanos koordinatakbeli egyenleteket, a Lagrange fiiggvényeket és a rugal-
massagtant is. Alkalmaztuk a Java 3D-t az eredmények szemléltetésére.



2. Az ij miikodése

2.1. Egy egyszerii ijmodell

A bonyolultabb szerkezetii visszacsapd {j targyalasa el6tt célszeru tisztaban lenniink az egyszeri egyenes
{j mitkodésének f6bb torvényszeriiségeivel. [2]

S (b)

Hiizo eré (F)

L

S
Kihajlas (s)

1. dbra. Egyszer(i modell [2]

Ennek érdekében tekintsiink egy igen egyszerti modellt. Vegytink egy fél {jkart, azaz egy [ hosszusagu,
mindeniitt egyenld keresztmetszeti homogén anyageloszlasi rudat, amelyet az egyik végénél befogva
fligglleges helyzetben rogzitiink, a masik végét pedig vizszintes irdnyban F' erével huzzuk. Ekkor, - ha a
stlyerdktél eltekintiink és csak a kisméretii kihajldsok (s) eseteivel foglalkozunk - az {jkar erétorvényére
az adddik, hogy:

F =ks,
ahol 5

E ah
k=——

4 3
ahol F: huzé er6, k: az er0gorbe meredeksége, vagy masképpen a rugémerevség, E : nyujtdsi modulus
(anyagi min8ségtdl fiigg), a : a rad szélessége, h : a rud vastagsaga, [ : a rid hossza, valamint s : a rud
kihajldsa. Lathato, hogy az {jkar hajldsa (s) egyenesen ardnyos a feszité erével (F).



Az {j erejét a k rugémerevség hatdrozza meg, amit a linearitds miatt az egy adott kihajldsandl (s)
mérhetd feszitd erével (F) is megadhatunk. A k viszont, amint mar lathattuk, fiigg az {j anyagétdl (E),
valamint annak alakjatdl (a, h,l), mégpedig gy, hogy a harmadik hatvdnyra emelés miatt kiilondsen
érzékeny az {jkar vastagsdgdnak (h) és hosszisdgdnak (1) a megvéltozasira.

Az alkalmazas szempontjabol nézve az ijakat az energiaviszonyaikkal is jellemezni kell. Egyik ezek
koziil a kifeszités sordn az fjba fektetett munka (Wiyes.ités), vagyis az ij energiatdrol6 képessége, a vizsgalt
fél {jkar esetén a kovetkezd alaki:

2

S s k
Weszités = / F(s)ds = / ksds = >
0 0 2

Azonban a 16vés sordn a nyilvesszének dtadott energia (W,,ess26) a fellépd energiaveszteségek (erszteség)
miatt kevesebb lesz a befektetettnél (Wyesziies):

erszités = vesszé T erszteség

[gy az {j hatésfoka (n):

ersszé’
—222 100%

’r} =
erszftés

A veszteséget (Whyessteséq) S2amos tényezd okozhatja, melyek kozil a két legjelentSsebb; az fjkarok gyor-
sitasara forditott munka, valamint magaban az {j anyagdban pl. az {jkarban és az idegben- torténd
energiaelnyel6dés. FEzek csokkenthetOk, ha a megfelel¢ alapanyag kivalasztdsa mellett csokkentjiik az
ijkarok tomegét, illetve a tehetetlenségi nyomatékat. Azaz, az {jkaroknak konnytinek kell lenni és a végek
felé a megfelel6 médon vékonyodniuk kell.

Ezek utdn a kireptld vesszd energidjanak (Wyess»), vagy mdsképpen az atiitéerejének és tomegének
(m) ismeretében kiszdmolhaté a vessz kezdGsebessége (v), amitél viszont a 16tavolsdg fiige:

ersszé' = erszités - erszteség

azaz,
2 _ 2
imv = ks* — erszteség

ebbdl a vessz6 kezdbsebessége (v) az idedlis, veszteség nélkiili esetben (Wyeszieseg = 0):

Ik
v =8y —
m
-nek adodik.

Mindezidaig egy erésen leegyszeriisitett, ”elméleti” egyenes {jrol beszéltiink, ami azonban alkalmas volt
arra, hogy a miikodésének az alapelveit megértsiik.

2.2. Az egyenes ij

Nézziik most meg, hogy hogyan viselkedik egy valédi egyenes {j. Mivel az egyenes {j paraméterei (E, a, h, 1),
szemben az el6bb targyalt esettel, az {jkarok mentén helyrol helyre véltozhatnak és az {jkar végeire hatd
er6 irdnya sem allando, ezért az egyenes ij er6térvénye nem irhaté fel az 1. egyenlethez hasonlé egyszerii
alakban. Ezért, vagyis a feladat bonyolultsdga miatt, kellett késobb hasznalnunk a végeselem maédszert.

Ennek ellenére a viselkedése kezdetben hasonlé az el6zé esetben mar latottakhoz. Vagyis, er6gorbéje
a feszités kezdetén jé kozelitéssel egyenesnek mondhatd, kés6bb a meredekség (k) rohamosan novekedni
kezd, majd az ij bekeményedik, és az egyre nagyobb feszitoer6 kovetkeztében el is térhet. Ezt a tartomanyt
tehat érdemes elkeriilni a haszndlat soran, amit tovabb erGsiti az a tény, hogy egy a bekeményedési
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Hiizdshossz (1) Hiizdshossz (1)

2. dbra. A visszacsapé {j er6gorbéje és energiatdrold képessége, Gsszehasonlitva az egyenes {jjal.[2]

pontjan tilhtzott {jban kevesebb energia (Wyemeny) halmozédik fel, mint egy mésik, azonos hizédshosszon
ugyanakkora feszitéerével megtartott, de csak az er6gorbe kozel linearis szakaszan miikodtetett {jban.
Nevezziik ez utébbit ekvivalens egyenes {jnak (W.).

A megkivant erdsségii (Fy;) {jat tehdt tgy célszerdi elkésziteni, hogy azon tartomany hizédshossza (I;),
amelyen az er6gorbe még kozel linedris futasi, az éppen az {jasz hizashosszahoz igazodjon. Ezzel egyben
mar lathaték az egyenes ij korldtai is. Vagyis, az atiitéerd (Wyess»s) novelése a veszteségek (Wiessteséq)
csOkkentése mellett a hiizdshossz (1), illetve az adott hizdshosszhoz tartozé feszit§ erd (vagyis az F, azaz
a k) novelésével érhet6 csak el. Ennek viszont hatart szab az ember fizikai felépitése; karhosszisiga és
ereje.

2.3. A visszacsapo ij

Az azonos feszitéerd (F}) és hiizdshossz (1) melletti atiit6erd (Wiyesszs) novelésére megoldds lehet egy
olyan {j készitése, amelynek er6gérbéje (Fyisszacsaps =
Fyisszacsaps(l)) a megkivant hizashosszon végig a fentebb mér definidlt ekvivalens egyenes ij erégorbéje
(Fe = F.(1)) felett halad.

Ennek érdekében el6szor is készitsiink egy olyan révid egyenes {jat, amely-nek az erégoérbéje mere-
dekebben indul, mint az 6sszehasonlitasképpen haszndlt ekvivalens egyenes ijé. Ha egy ilyen kemény
ij karjainak a végére elérehajlé merev szarvakat szereliink, akkor létezik egy [; hiizashossz, ameddig az



(b)

3. bra. Ij miikodés[2]

fjat megfeszitve az ideg még rasimul az ijkarok végére szerelt merev szarvakra, és ezért a viselkedése
az er6gorbe szempontjabdl az f fordulépontig gyakorlatilag megegyezik a révid kemény egyenes {jéval.
Az ¢ hitzashossz utdn azonban az ideg eltdvolodik a szarvaktoél, aminek kovetkeztében megné az erékar
és az er6gorbe meredeksége csokken, majd végiil az [, hiazashosszndl eléri az ekvivalens egyenes {jnak
megfelel6 végso Fj. feszitberot. Hogy az er6gorbe e kozel vizszintes szakasza minél laposabb legyen, azt
az ijszarvak hosszisaganak, illetve az ijkarok altal erds hajlitdsnak kitett {jkar végek ”keménységének” a
megfelel6 csokkentésével érhetjik el. Az ijkar végének "keménységét” példaul az altal is csokkenthetjiik,
ha az a vége felé megfelel6en vékonyodik. Egy bizonyos hizashossz utan, természetesen a visszacsapd ij
is felkeményedik, amely tartomanyt, az egyenes ijnal mar targyalt két ok miatt itt is célszeri elkeriilni.



3. Végeselem modszer

A végeselem mdédszer (Finite Element Method) egy olyan numerikus mdédszer, mely segitségével az ere-
detihez nagyon hasonlé modellt tudunk létrehozni. A modellt felosztjuk tetszéleges szamu csomépontra,
illetve a csomdpontokat Gsszekotd vonalak dltal hatdrolt elemekre. Az egyes elemek mentén a keresett
attributum értékét elore felvett paramétereket tartalmazo fiiggvényekkel kozelitjiik, majd a szomszédos
elemek hatarai mentén adott elvek alapjan Osszeillesztjiik.

A végeselem mdédszer onnan szarmazik, hogy sziikség volt megoldést talalni a komplex rugalmassigi
és szerkezeti elemzés problémdkra mind polgari mind repiiléstechnikai tervezés szempontjabo6l. A kife-
jlesztése visszavezethetd Alexander Hrennikoff (1941) és Richard Courant (1942) munkéssdgdra.

3.1. Végeselem moébdszer fizikaja

Elsonek is osszefoglaljuk a végeselem moédszer mitkodéséhez sziikséges fizikai fogalmakat, illetve Gssze-
fiiggéseket.[1] A klasszikus mechanikdbdl indulunk ki. Ezen Osszefiiggéseken keresztiil juthatunk el az
{j m{ikodését szemlélteté megolddsokhoz (statikus, dinamikus), mivel ezeket az egyenleteket analitikus
formaban nem lehet megoldani, ezért numerikus megoldasra lesz sziikségiink.

3.1.1. Newtoni mechanika

Klasszikus mechanikaként is ismert. A testek mozgdsdnak lefrasdval és az azokat okozé torvényekkel
foglalkozik. A mozgédsok leirdsdra Euklideszi geometriat haszndl. A testek leirdsdra tomegpontokat
hasznalunk. Egy tomegpont jellemezhet6: helyvektor, tomeg, sebesség, gyorsulds.

A tovabbiakban nézziik a szamunkra fontos képleteket és Osszefliggéseket!

Sebesség: A sebesség az elmozdulas id6 szerinti derivaltja.

dr
dt

U= =7
Gyorsulds: A gyorsulds a sebesség id6 szerinti derivédltja. Amiegyenld az elmozdulas id6 szerinti masodik
derivaltjaval.
L 4y dr -
Q== =7
Lendiilet: A lendiilet a tomeg és a sebesség szorzata.

=mU=mr

Sy

Newton 2. torvénye: Egy pontszeri test gyorsuldsa egyenesen ardnyos a testre hatd, a gyorsulassal
azonos irdnyu erdvel, és forditottan ardnyos a test tomegével. Ami egyenld a lendiilet id6 szerinti de-
rivaltjaval.

- o dv dm¥ _ dp
at — ar dt "
Impulzusmomentum: Egy tomegpont impulzusmomentuma egyenld a forgaskézéppontbdl a témeg-
kozéppontra mutatd vektor és az impulzus vektorialis szorzataval.

L=Fxp

Forgatényomaték: A forgatényomaték az impulzusmomentum idé szerinti derivaltja.

=

= dL
N=—=rx

i —Fx F

2§



Munka (Valtozé nagysdgu és irdnyd er6 munkaja): Kezdd pontbdl (1) a végpontba (2) vezetd 1t
munkaja F er6 hatasa alatt:

2
Wiy = / Fds
1

Mozgési energia (kinetikus energia): A mozgdsi energia egy test mechanikai mozgdsabdl eredd
munkavégzd képessége. Egy test mozgasi energidja egyenlo azzal a munkaval, amit nyugalmi allapotbdl
kell kifejtsen hogy elérje a kivant sebességet és forgast.

mv2

T=_""
2

Potencidlis energia (helyzeti energia): Az az energia, amellyel egy test rendelkezik potencidlos
er6térben.
F=-VV(7)

ahol V a potencidlis energia.

A munka és a mozgasi energia fogalmabdl kovetkezik, hogy

2 2 2 di 2 2
W12:/ Fd§':/ m&'d.?z/ mﬁ—_,d:s:/ mﬁdﬁ:m/ vdv =
1 1 1 ds 1 1

1 1
imvg — imvf =T -T

A potencialus energia fogalmabdl kovetkezik, hogy
2 —
Wio= [ Fds=vi- Vs
1
Az el6z6 két osszefiiggésbil kovetkezik a kovetkezd:

W +Vi=T+V;

3.1.2. Részecskék rendszere

Mivel a modelleket is csomopontokbdl és elemekbdl épitjiik be, ezért az eddigi Osszefliggéseket definidlnunk

kell a részecskék rendszerében is.

Részecskére haté er6: Egy részecskére hatd erénél megkiilonboztethetjik a részecskére hatd belso,
illetve a kiilsé erdket.
F; = p;

J



A rendszerre hatd er6: Osszegezziik a rendszerre hatd belsd, illetve kiils6 eréket.

S E = Y B S E < S B+ Y RO
i i3 i ‘

i<j
A kolesénhatés torvénye (akcié-reakeié torvénye) miatt az (Fj; + Fj;) kifejezés elhagyhatd. Ha egy testre

egy masik test F erovel hat, akkor a masik test ugyanakkora, de ellenkez6 iranyi er6vel hat az el6bbire.

Fij = —Fj;

Ezért:

ZFi = ZF@‘(G) = Zpi = C%;Zmiri

A rendszer tomegkozéppontja: A tomegkozéppont az a pont, mely ugy viselkedik, mintha a rendszer
tomege ebbe a pontba lenne koncentralva.

Egy részekbol all6 rendszer tomegkozéppontjanak helye:

R= DMy o > Mt
B Zmi o M

A tomegkozéppont fogalméabdl kovetkezik, hogy
MR=Y F =F©
A teljes rendszer lendiilete:
P = Zpi = Zmﬁ'i = MR
Megfigyelhetjiik, hogy ha a rendszer lendiiletét idé szerint derivéaljuk, akkor pontosan F(€)-t kapjuk
P=MR=F®©

A teljes rendszer impulzus momentuma:

LZZLiZZTz’XZJi

Mivel

pi=Fi=Y Fj+F
j

Ezért, ha a rendszer impulzusat ido6 szerint derivéljuk, a kovetkez6t kapjuk:

L = Z’f‘i X F]1+ZT'Z X Fi(e)
i.j i



A kolesonhatds torvénye (akcié-reakeid torvénye) miatt a kovetkezd kifejezés elhagyhato:

E T X Fji
4,J

gy megkapjuk a rendszer forgatényomatékat:

L= "rixFY =3 N =N

?

A teljes rendszer impulzus momentuma leegyszeriisitve a tomegko6zéppont segitségével:

Egy részecske helyzete a tomegkozéppontban:
ri=71,+R

Egy a tomegkozépponttdl r tavolsdgra 1évo részecske sebessége:

Tomegkozéppont sebessége:

Tomegkozéppontban 1éve részecske sebessége:

Vi =V + v;

P

Es igazak a kovetkezo éllitasok:

]\4223777,Z Zmz’l”z:() Zmzm:O

Ezekbdl az Osszefliggésekbol kovetkezik, hogy

L:Zn—xpi:Z(r;—i—R)Xmi(vg—i—v):Rva—}—ngxmiv;

Munka: )
W12 = Z/ FidSi
1
Wi =T -1

Kinetikus energia: A tomegkozéppont segitségével itt is két darabra tudjuk bontani az egyenletet, egy

a tomegkdzéppontba koncentralt, illetve a tomegkozéppont koré koncentralt mozgasra.
1 2
T = Z 5Miv;
i

10



1 1 1
T = Z imi(v + ) — §Mv2 + Z imivf

Potencidlis energia: A rendszer potencidlis energidjanak kiszamoldsdnal figyelembe kell venniink a

rendszerre haté belsé, illetve kiilsé erdket!

Kiils6 erék:
F9 = -V
2
Z/ F9ds; = — Z/ ViVidsi ==Y (Vi)a + > (Vi
Bels6 erdk:
Fji = —Vz‘Vij

2 2 2
1 1

A kolesonhatéds torvénye miatt igazak a kovetkezd allitasok:

Vig = Vij(lri = rjl) - ViVig = =V;Vij = ViiVij  dsi —ds; = dry;

Ezért:

2 2
S [ Eds =5 X [ aidry = —5 YW+ 5 S0
i,j 2,7

i7j Z’j
Vagy: ,
Z/ Fjids; = (VD)1 — (VD)
i 71

Ahol belsé erékkel meghatarozott potencialis energia:
(n 1
V=g
i,

fgy a rendszer potencidlis energidja:

VEV(G)—&-V(I):ZV;-F%ZVM
i i

11



3.1.3. Mozgas egyenletek leirasa altalanos koordinatakkal

Szamtalan mechanikai probléma megoldasa lényegesen egyszertisodik, ha derék-szogii koordinata-rendszer
koordinatai helyett méas koordinatakat valasztunk. Ha az n szamu anyagi pontbdl 4116 mechanikai rendszer
r szamu kényszerfeltétele holonom, vagyis fi(z1, ..., Z3n,t) = 0 (ahol k = 1,2,...,;r) alakban adhaté meg,
a 3n derékszogl koordinata kozul csupan 3n — r fuggetlen, azaz a rendszer szabadségi foka: f = 3n —r.

Az ilyen rendszer helyzetét f szamu, egymastdl fiiggetlen g1, ga, ...., g5 adat egyértelmiien meghatdrozza.

Ty = ri(quqQa g3, 7t)

A derékszogi koordinatdak helyett olyan, a rendszer f szabadsagi fokdval megegyezd szamu un. altalanos

koordinédtét (g, ..., ¢r) vezetlink be, amelyek hasznédlatakor a kényszerfeltételek mar eleve teljesiilnek.

pl.:

Az (x,y,z) koordindtdk helyett vdlaszthatd dltaldnos koordindték a 6 és ¢ polar-koordindtak:
T = csinf cos¢

y = csinf sing

z = ccost

Ismerjiik tehdt a mozgds egyenletét:

miii = F; = 7 + 3 Fy;
J
ahol a Fi(e> a rendszer haté kiils6 erSket, -, Fjj; a rendszerre haté belsd erdket jelenti.
Hogyan tudnank atalakitani a mozgas egyenletét az altalanositott koordinatédk segitségével?

Megoldéas: Lagrange fiiggvény!

3.1.4. D’Alambert elv

A Lagrange fliggvény értelmezéséhez a D’Alambert elvbél kell kiindulnunk.
A részecskék mindegyik mozgast végez.
Virtualis elmozdulés:

’I“i—>’l“i+(57"i qj—>qj+6qj

12



A newtoni egyenletet egyensulyi egyenlet alakjaban irjuk fel:
Fi=p,—F—p;.=0
F=F"+f,

F i(a) . alkalmazott erd

Fi(a) = Fi(a) (7”‘1,7’2, ey T,y ...,T’N,t)

fi: kényszererd
A kényszererd altaldban nem végez munkat:
- mozgés merdleges az erére: f;or; =0

- kivétel: surldédas

fgy tehat:
F 4 fi =i =0
Megszorozzuk az egyenletet dr;-vel, illetve Osszegezziik az egészet i szerint.
S~ pi)ori =0
i

A kényszererd kiesik, mivel:

fi(STZ‘ =0
Mivel a virtudlis elmozdulas:
or;
57‘1‘ = ! 5(]]'
5 9%
Ezért:
or; or;
F L5q; — i Y odg; | =0
(0 s
Igaz, hogy:

6‘, 5z‘
ZF : ZQjaq] ~ Q= 67"

Q;: altalanositott erd

or;
ZQj(Sq] sz _6% =0
J
Mivel p; = m;7;, ezért:

. Or;
ZQj5Qj - me'ffs% =0
j i 94

2Ori Ao (viN] 9 (v}
‘dq; © dt |0g; \ 2 dgq; \ 2
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d| o 02 0 U7
ZQ35Q7 Z{dt [aZmQU ‘| _fzm;} }5613‘:0

d (0T oT
2 (2L Sa: =0
[ (G5) 5] -
D’Alembert elve értelmében a mozgé testre haté erék a tehetetlenségi erével egyiitt egyensilyban vannak.
Ezt az egyensiilyi allapotot statikai egyensulytél megkiilonboztetve kinetikai egyensilynak nevezziik.
3.1.5. Lagrange fliggvény

A Lagrange-fiiggvény a fizikai rendszerek allapotdt jellemz6 mennyiség. A mechanikdban a kinetikus

(mozgdsi) és a potencidlis energia kiilonbsége adja a Lagrange-fiiggvényt.
d (0L oL
dt aqj aCIj N
L(g,4,t) =T -V

ahol T a rendszer kinetikus, V pedig a potencialis energidja.
gj: altaldnos koordindta

g;: altalanos koordinata idGszerinti derivaltja

> () -] -y =0

a(ory_or _
dt 8q] 8qj_ I

Ha g;-k fiiggetlenek:

Konzervativ erdtérben:

F,=-V,V
Altalanositott erd:
87‘1 oV or, OV
Qj: dq; —ZVV N Z@riaqj_ dq;
. () 6£ v
an qu qu
( 8T> T -V)
el Sl S A
aq; 0q;
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Tegyiik fel, hogy V = V(g;,q;,t) nem tartalmazza a ¢; -t, azaz g—;; = 0 ekkor irhatjuk, hogy

afony on_
dt 3(]] 6(]_7'_

ahol

3.1.6. Példa a Lagrange fliggvény alkalmazhatésagara

Nézziink egy egyszertu példat a Lagrange fiiggvény alkalmazhatdsagara.

4. dbra. Példa rezgémozgasra

A fent megadott adatok segitségével az x,y-t a kévetkezOképpen tudjuk dtalakitani:
x = (14 r)cosat
y = (I +r)sinat

Ki tudjuk szamitani a rendszer potencidlis és kinetikus energiajat:

Moo oy M [ 2 2
T_2{x +y}—2{r2+(l+r)a}
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Ezekbol kovetkezik a kovetkezd:

m
L=2
2

2+ (14 7)) — 57“2
{ -3

A rendszer Lagrange egyenlete:

d (0L oL . 5
dt(@f)_ar_mr_ma (l+7r)+Kr=0

2
i (1 = ma) (7= ) <o

Ha K > ma?, akkor harmonikus mozgast kapunk, ahol w = A/ KmeOP

2
P s oo _ma®l
Az ingas kozpontjat elmozditja: Koo

Ha K < ma?, akkor a mozgas exponencislis lesz.

Ha K = ma?, akkor a sebesség allandé lesz.

3.1.7. Rugalmassagtan

A rugalmassigtan a testek terhelésekre adott valaszat vizsgdlja. A testet homogénnek, izotépnak és
linearisan rugalmasnak tekintjiik, tovabba terhelés hatasara deformaciot szenved, igy rugalmassagi tényezok
kothetok a terhelés elotti geometridhoz.

Fesziiltségvektor: P, fesziiltségvektor a testben terhelés hatasara fellép6, feliilet mentén megoszlé belsé
erérendszer siirliségvektora (intenzitdsvektora).

Vizsgaljuk a test dllapotdt a P pontban, amin 4t egy n normélisu sikkal a testet két részre vagjuk.
A metszet egyik oldaldn 1évé részre a masik oldalan 1év6 rész altal kifejtett hatast dltaldnos megoszld
er6rendszerként modelleziink, e megoszl6 erérendszer irdnya és intenzitasa a P pontban: a P-hez és az n
normalisahoz tartozo fesziiltségvektor iranya és nagysaga.

Fesziiltségtenzor: o fesziiltségtenzor segitségével barmely n irdnyhoz szamithatjuk ki a megfelel

fesziilségvektort:

16



5. dbra. Ketté vagott test [4]

Valamely (x,y,z) koordindta rendszerben a fesziiltésg tenzor métrixa:

Oxr Taxy Taz
0= |Tyz Oy Tyz

Tze Tzy Oz

Ahol az egyes sorok rendre az x, az y, és a z normalis metszetekhez tartozé fesziiltségvektorok kompo-

nenseit tartalmazzak:

Oy Tyx Tzx
Pa:: Tyz | » Py: Oy | » Pz Tzy
Tzx Tyz (2™

Alakvaltozas: A vizsgilt test P pontja (melynek helyvektora r) elmozdul, eltoléddsvektora u; a P

ponthoz kozeli, r 4+ dr helyvektort pont szintén elmozdul, eltorlédasa u + du:

u u—+ du
u=|v utdu= | v+dv

w w + dw
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K+ dr

6. abra. Alakvéltozds [4]

Az u eltoléddasmezd gradienstenzoraval barmely dr esetén meghatarozhatd, hogy mekkora lesz az r és a

r+dx pontok eltolédasa kozotti du kiilonbség:

ou ou du
_ — | Ov v v —_ gT
du= |dv| = 35 oy - dy| = B dr
dw AT o1 dz

o oy Dz
Az 1 és az r+dr helyvektori pontok eltolédasa két ok miatt tér el egymastol:
e a P pont kérnyezte deformalédik (du?e’)
Tot)

e a P kornyezete merevtest szerkezeti elforduldst végez (du

dudel és dumt kiilon-kiilon is kifejezhetSk, ha a B gradiestenzort szétvalasztjuk szimmetrikus és aszim-

metrikus Gsszetevéjére (B = B/ + Brot):
du = (Bdef + Brot)de — (Bdef)TdT‘ + (BTOt)Td:L‘ _ dudef + durot

Alakvaltozastenzor: € az eltolédasgradiens-tenzor szimmetrikus része, P kornyezetének deforméciéjat

fejezi ki:
Bod@y) se+y] Je ouow
e=B =13+ & sy =% o %
sy sy % Sl

Statikai egyenletek: A Cauchy-egyenletek a test belsejében 1év elemi hasabok egyensulyat fejezeik ki,
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Osszefiiggést teremtenek a test belsejében ébredé fesziiltségek és a testre hatd tomegerék kozott:

0oy . OTay . 0T,
Jr Jy 0z

Z+gac:0

OTyz % n 0Ty
ox y 0z
02y 0Ty 00,

Ox Jdy + 0z

+g,=0

+gz:O

Virtualis elmozduléas: Virtudlis elmozdulas rendszernek nevezziik azt, amikor a szerkezet egy tetszoleges
geometriailag lehetséges elmozdulasrendszerének valtozatlan geometriai peremfeltételek mellett képezett
differencidlisan kicsiny megvaltoztatasa. Egy er6rendszer akkor és csak akkor statikailag lehetséges, ha

barmely virtualis elmozdulasrendszeren végzett munkaja zérus:
IWhiitss + 6Wherss = 0

ahol a tényleges kiilsé er6knek a virtudlis elmozdulasokon végzett munkdja:

Wiinss = f1de + /qT5udS+ /gTéudV
(S) V)

és a tényleges fesziiltségeknek a virtudlis alakvaltozasokon valé belsé munkaja:

5Wbelsb’ = — / O'T(SGdV

V)

Hook torvény: Azt fejezi ki, hogy valamely testre haté erd és az altala el6idézett deforméacié egyenes

aranyban vannak egymassal.

045 = E Cijkl€kl
Kl

3.2. Végeselem programozas

A végeselem mddszer sikerének a titka, hogy a teljes numerikus folyamat implementélhaté a szédmitégépre.
Ezt az tette lehet6vé, hogy mara mar olyan hardver eszkozok allnak rendelkezésiinkre, melyek a nagy
modellek feldolgozasat is lehetévé teszik. Emellett olyan professzionalis termékek jelentek meg, amelyek
a szamitégéppel segitett miiszaki tervezés és elemzés fazisait komplex médon tartalmazzak. E szoftverek

segitségével a mérnok parbeszédes formaban képes kezelni a geometriat, 1étre tudja hozni a végeselem
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modellt, meg tudja oldani az elGallitott algebrai feladatot és végiil hatékonyan, szemléletes formédban
ki tudja értékelni az eredményeket. Mindez a szamitégép virtudlis vilagaban torténik anélkiil, hogy
egyaltalan késziilt volna valamiféle fizikailag megfoghaté, mérheté darab vagy prototipus. Raadésul az
eredmények birtokaban a folyamat ujrakezdheté azokkal a médositdsokkal, melyektdl javuldst reméliink.

Tovabbiakban nézzitk meg a végeselem maodszer feldolgozasi folyamat fobb 1épéseit.

3.2.1. Elé6feldolgozas

Ebben a fazisban torténik a véges elem halé elééallitasa. Maga az elemhélé felépitése lehet négyzetekbél
vagy haromszogekbél. Ez a folyamat a legmunkaigényesebb, bar szamos algoritmus segitheti a mérnok
munkajat. A feladat szempontjabdl 1ényeges részeket siiriibb, mig a nem annyira lényegesebbeket ritkdbb

felosztédssal valésitjdk meg. A kész végeselem halé mérete és mindsége nagyban befolyasolja az eredményen

7. abra. Volkswagen karosszéria végeselem modelle[5]

pontossagat, valdsdghiiségét. Mig a 80-as években néhany ezer elem, csomépont alkotott egy modellt,

mara tobb milli6é elemet is hasznalnak, amikhez nincs sziikség szuper szamitégépekre.
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3.2.2. Peremfeltételek definidlasa

A kiinduldsi paramétereket és adatokat kell megadni ebben a részben. Ilyen paramétereke példdul a
szerkezeti terheltség, koncentrdlt erék, feliileti terhelés, térfogati terhelés, id6fiiggd terhelés, gerjesztés

vagy akar folyadékaramlés.

3.2.3. Algebrai egyenlet megoldasa

Ez a fazis a legjelentbsebb, segitséget ad a mérnoknek, hiszen tobb millié miiveletet hajt végre a szamitogép,
melyre az ember nem lenne képes. A szoftver el6éllitja az algebrai egyenlet métrixait, és azt az algebrai
egyenletet, amely approximacié eredménye, amit megoldva kozelité eredményt kapunk az adott fizikai
folyamatra. A futési idé erdsen fligg a feladat tipusdtdl és a modell méretétdl. Példdul a ”crash” alkal-
mazasok, ahogy gépjarmiivek viselkedését vizsgdljdk a toréstesztek alatt. Ezeknél a teszteknél 500 ezer

feletti elem szam az altalanos, mivel ez egy idofiiggd folyamat ezért a szamitds Osszetettebb folyamat.

Fontos a precizitas, mivel életek milhatnak a szamitdsok pontossagan.

3.2.4. Eredmények kiértékelése

Ez a 1épés az utols6é a végeselem feldolgozdsban. Ennél a fazisndl is nélkiillozhetetlen a szamitogép, a
sok szamitds miatt. A vizudlis megjelenités fontos az értékelés és lehetséges mddositasok szempontjabol.
A kapott paraméterek érték tartoményéat felosztva és hozzd szint rendelve egyszerlien lehet szemléltetni
a modellben fellépé fesziiltségeket. A felhasznalé igy konnyen eldéntheti, hogy a fesziiltség eloszlds

megfelel6-e vagy sziikséges modositas a modellen. Ebben a fazisban 1ényeges a gyors és hatékony kiértékelés.
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4. Végeselem mdédszer megvaldsitasa Javaban [3]

Elsének is ismertetjiik, hogy mik is pontosan a végeselem analizis f6bb lépései. Majd bemutatunk két

végeselem egyenletet megoldé moédszert, a Galerkin modszert és az igynevezett varidciés megkozelitést.

4.1. Végeselem analizis fobb lépései

1. Tartomany diszkretizalas.
A véges elemek a csomoépontokndl csatlakoznak, ezek felosztdsra keriilnek kiilonb6z6 megoldas-
tartomanyokra. A nagy mennyiségli adat miatt, a végeselem h&lét egy preprocesszorprogram

generalja. A hal6 csoméponti koordinatdkbol és elemkapcesoldsokbdl 4ll.

2. Interpoléaciés funkciok hasznélata.
Az elemen keresztiil interpolaldsra keriilnek a mezévaltozdk. Az interpoléris funkcidk polinomokat

valasztanak ki. Egy polinom értéke fiigg az elemet felépité csomopontoktdl.

3. Elemmatrixok és vektorok kiszamitasa.
A matrix egyenletek kiszamitasa utdna tudjuk meg, hogy az ismeretlen funkciéju csoméponti értékek
milyen ismert paraméterekkel kapcsolhatéak Gssze. Erre kiilonb6z6 szamitasi modok hasznélatosak,

ilyen példaul a varidciés megkozelités és a Galerkin mddszer is.

4. Elemegyenletek G6sszegyiijtése.
Az Gsszegylijtott elemegyenletek egyesitésével létre jon a globdlis egyenletrendszer. Az egyenlet-

rendszer megoldasa el6tt megadasra keriilnek a rendszer keriileti feltételei.

5. Globalis egyenletrendszer megoldasa.
A globalis egyenletrendszer jellemzden szorvanyos, szimmetrikus és pozitiv-definit. Kozvetlen és
ismétl6do mddszerek alkalmazhatéak a megolddsara. A keresett fliggvény csomédponti értékei adjak

a rendszer megoldasat.

6. Tovabbi eredmények kiszamitasa.

Sok esetben tovabbi paramétereket kell kiszamitani.

4.2. A végeselem egyenlet

A végeselem egyenlet megfogalmazdsara tobb dtalakitasi maéd is lehetséges. Mi a Galerkin mddszert és a
variacids megkozelitést mutatjuk be. Ha a probléma fizikai megvaldsitasa differencial egyenletként ismert,

akkor a Galerkin médszer hasznalatos. Ha a fizikai probléma funkciondlisan minimalizalt, akkor dltaldban
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a variacios formula alkalmazandé.
Mindkét moédszert bemutatjuk a kovetkezd egyszerii egydimenzids példan keresztiil:

i,

Qo
o
p =

ia) ib)

8. abra. Két egydimenzids linedris elem (a) és egy elmen beliili fiiggvény interpoléci6(b)

4.2.1. Galerkin médszer
A példaban szerepl6 két linedris végeselem figyelembe vételével a kovetkezd differencidlegyenletet kell

megoldanunk:
d?u
(IW—Fb:O, OS$S2L,
a kovetkezd keriileti feltételek figyelembe vételével:
(% |rc:0 = 07

du
— |le=2L = R,
adm =21

ahol u=u(x) egy ismeretlen fiiggvény.
Nézziink meg egy darab végeselemet (6. dbra (b)). Az elem két darab csomépontbdl 4ll, az u(x) fliggvény

kozelitése a kovetkezoképpen fog kinézni:

u = Nyuj + Nous = [N]{u},
[N] = [N1 Ny,

{u} = {u1ua},

ahol N; az tGgynevezett alak funkcié
Nl -1 r — I

)
Xro — I
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xr — I
Ny =

Ty — 1’
amelyek u(x) fliggvény interpoldciéjdra hasznalatosak. Az uq és ug csoméponti értékek olyan ismeretlenek,

amelyeket a diszkrét globalis egyenletrendszer fog meghatdrozni. Ha a csomoéponti értékekkel és alaki

fiiggvényekkel kifejezett u-t behelyettesitjiik a differencidlegyenletbe, akkor a kovetkez6 alakot kapjuk
2

4 [N] {u} + b=,
ahol ¢ egy nem nulla maradék. A Galerkin mddszer maradékminimalizalast tesz lehet6vé, a fenti egyenlet
az adott elem szerint integralva, az alak fiiggvények és a feltételek figyelembe vételével a kovetkezdképpen
fog kinézni:

x2

/xz [N}Ta% [N] {u}dm+/ (N7 bdz = 0,

1 Z1

az egyenlet részenkénti integralasa a differencidlegyenlet diszkrét formajahoz vezet

w2 [gN1" [aN . 0| du 1| du
—_— — | d — [N bdx — — |lx=zx - |lz=xz, — Y,
[715] o5 @t - 7 e TR B

1

]} = £}
=[][R]

vz 0 du 1 du
= N|" bd — o=z = |z=a15
e R B U S L Pl

Szildrdtest mechanikdban [k]-t merevségmatrixnak, az {f}-t pedig tehervektornak nevezik. A széban

forgd két véges elem esetén a merevség a matrixok és a tehervektorok kénnyen kiszamolhatdak:

—1
Bl = [kl = &
(k1] = [ko] Il 4
bL 1 bL 1 0
{Hi} = - ;o A= -5 +
1 R

A fenti kapcsolatok adjék a végeselem egyenleteit a két kiilonallo végeselemnek. A két elemmel és
hiarom csoméponttal rendelkez6 tartoméanynak a globdlis egyenletrendszere a végeselem egyenletekbél
szarmaztathat6. A mi esetiinkben az elemek a csomépontokndl globalisan hatnak egymésra. Az 6sszekap-

csolt globalis egyenletrendszer:

1 -1 0 u 1 0

i 1 _ o +

|-t 2 - up =5 2 0 ¢
0 -1 1 us 1 R



A peremfeltételek alkalmazdsa utén u(z = 0) = 0, a globélis egyenletrendszer végsé megjelenési formdja:

1 0 0 U1 0 0

a _ b n

T 0 2 -1 Ug =5 0 )
0 -1 1 U3 1 R

Amikor érvényes az u; = 0 peremfeltétel, akkor az egyenletrendszer métrixdnak elsé soraba nulldk
keriilnek, ugyanugy ezt torténik az egyenlet jobb oldalaval is, nullak keriilnek a matrix els6 oszlopaba is,
illetve a féatléba egy egységérték keriil. Az wu; csomodponti értékek lesznek a linedris algebrai egyenlet-
rendszer megoldasanak eredményei. Az u értéke a végeselemen beliil barmely pontnal kiszamolhaté az
alaki fiiggvények segitségével.

A differencidlegyenlet végeselem megolddsa (a =1, b=1,L =1 R =1):

9. dbra. A végeselem megoldds és az egzakt megoldds Gsszehasonlitdsa

A megoldéas egy mésodfoku fiiggvény. Egy pontosabb megoldast igy tudunk kapni, hogy noveljiik az

egyszert elemek szamat vagy bonyolultabb felépitésti elemeket haszndlunk.

4.2.2. Variaciés megkozelités

Y Y 8, R
“
(a)
1 2 3
(e} O Q
| | i X
0 L 2L
(b)

10. dbra. Egydimenzids rid, ami egy eloszott terhelésnek, illetve egy koncentralt tehernek van kitéve
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Itt is az el6zéekben felvazolt differencidlegyenletbdl indulunk ki, a keriileti feltételek, illetve egy a=EA
paraméter figyelembe vételével. Az a=EA paraméter az egydimenziés rid fesziiltségét irja le, A: tar-
toméany keresztmetszete , E: valamilyen anyagnak a Young-modulusa. Az egydimenziés modellt egy
elosztott terhelésnek (b) és egy koncentrdl tehernek (R) vetjiik ald. Ilyen és ehhez hasonlé problémak
oldhatdak meg a varidciés megkozelités segitségével.

A differencidlegyenletiink igy fog kinézni a valtoztatdsok utan:

1 [du)?
I = —a | — dr — budx — R’U/|:1::2La

’U,‘x:o = O

Az u alakfiiggvény figyelembe vételével irhatjuk:

X2 T T O
I, = / 1auT v v udx — / u? [N bda — u”
o 2 dx dx 1 R

z1

A II minimum feltétele:

oIl oIl
Ol = —§6 ve. ¥ —0u, =0
Buy Uy + ... + o, U,
ami ekvivalens
o 0 4
on, — O i=1.n

A TT u;-k szerinti differencidlisa végiil a kdvetkezd egyenysiilyi végeselem egyenletre vezet :
w2 [aN1" AN o2 0
/ {] EA [} dx {u} — / [N bda —
o LdT dx 1 R

Ez a kifejezés egybeesik azzal az egyenlettel, amit a Galerkin médszernél kaptunk.

4.2.3. Példa alakfiiggvény meghatarozasara

Nézziik a harom csomdponttal rendelkezd egydimenzids, masodfoki elemre fennall6 alak fliggvényeket, a
lokalis koordinatarendszer segitségével.

Megoldas:

11. dbra. Harom csoméponttal rendelkezé egydimenzidés masodfoki elem
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Az alak fiiggvényekkel barmely teriilet kifejezhet6 az elemen beliil:
u(@) =Y N, i=123.
A kozelité fiiggvények minden csomépontnal egyenlSk kell, hogy legyenek a csomoéponti értékekkel
u(=1) =uy, w0)=wuz, u(l)=us,

Mivel az elem harom csomépontbdl all, ezért az alak fliggvények masodfokd polinomok lehetnek. Az Ny
a kovetkezSképpen irhaté le:

N1 = aq + aé + asé?
«; ismeretlen egyiitthatok a kovetkezo egyenletrendszerbol nyerhetéek ki:
Ni(-1)=a1 —as+a3 =1,
N1(0) = a1 =0,
N1 =a1+as+a3=0

A megoldas: a; = 0,0 = —1/2, a3 =1/2. Igy, az alak fiiggvény Ni:

Ny =-360-8)
hasonléan hatarozzuk meg az No, N3 alak fliggvényeket:

Np=1-¢%,

Ny = S€(1+6).

Elkertiilhetjiik az egyenletrendszer megoldasat, ha leirjuk az alak fiiggvény keresett forméjat a kovetkez6-
képpen:
N; = aq(as + f)(ag +¢)

a1, as és az egyitthatok abbdl a feltételbdl hatarozhatéak meg, hogy az alak fliggvények a sajat csomé-
pontjuknal azzal egyenld értéket, minden ma&as csomoépontnal nulla értéket kapnak. Példaul konnyi

megkapnunk N; alak fliggvény as és az egyitthatojat, ha 0-val egyenlévé tessziik a kifejezéseket:
E=0:a2+0=0,

€=1:a3+1=0.

Az ay = 0,a3 = —1, igy az N; alak fiiggvény megjelenési formaja:
Ny = ar§(-1+¢)
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Az ay egyiitthaté a feltétel alapjan meghatérozva:

E=-1:a1(-1)(-1-1)=1.

igy a1 = 1/2 és az N; alak fliggvényt meg is talaltuk.

4.3. A program miikodése

A program, illetve a programban felépitett modell teljes egészében Gennadiy Nikishkov: Programming

Finite Elements in Java ciml konyvén alapul.

Nézziik a program miikodését egy egyszerli kétdimenzids modellen keresztiil. Adott egy 2 elembdl, ele-

menként 8 csomoépontbdl 4llé modell, amelyet az x irdnyba szeretnénk megnytjtani, p=1.0 intenzitassal.

v 5 5 8 10
2F0 @, C O @)
) é?
O D O
1 4 6 9
1L O O C O O
0 1 2

13 p=10

e
e

—

12

12. abra. Két 8 csomodponti véges elembdl allé modell
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4.3.1. A modell felépitéséhez sziikséges adatok

Els6nek is tisztaznunk kell, hogy milyen adatok is sziikségesek a modelliink felépitéséhez.

Meg kell tudnunk adni a modellhez sziikséges csomépontok szaméat, azok koordinatajat, a modellben
1év6 véges elemek szamat és azok felépitését. Egy végese elem felépitéséhez tudnunk kell, hogy az adott
elem milyen anyagbol all, hdny csomoépontbdl épiil fel - a mi esetiinkben ez 8 db csomdpontot jelent
- illetve, hogy a csomoépontok hogyan, milyen sorrendben kapcsolédnak egymashoz. Ezeket mind egy
bemeneti fdjlban adjuk meg, amely a végeselem halét generdlja, ennek a fajlnak a neve .mesh. A .mesh
fajl kovetkezOképpen fog kinézni:

nNod = 13 nEl = 2 # Csomopontok es elemek szama
# csoméponti koordinatak
nodCoord = 0 0 0 0,5 O
1010,51
2020,521
# Elem adatok: elem tipus, anyag, kapcsolatok
elCon = QUAD8 11 467 85 3 2
QUAD8 1 6 9 11 12 13 10 8 7

10, 1
11 1

500,
,6 01

5
,5

end

13 csomépontunk és 2 elemiink van, egy elem 8 csompdéntbdl all (tipusuk: QUADS), az anyagi tulaj-
donsagnal az adott anyag neve van meg adva, ezt még a véges elem h&lé elott definidljuk. Az anyagi

tulajdonsagot a Young-modulus, Poisson tényez6 és a hétdglasi egyiithato segitségével definialjuk.

4.3.2. A modellen végbemens er6hatasok definidldsdhoz sziikséges adatok

A modelliinkén végbemen6 erdhatas definidldsara két tovabbi fajlra lesz sziikséglink.

A load fdjlban adjuk meg, hogy melyik elemnél, elemeknél, és az adott elem, elemek mely csomépontjaindl,
ott milyen erével torténik az elmozduléds, kétdimenziés modell esetén ez az elmozdulas csak az x vagy
y irdnyba torténhet (nydjtds, osszenyomds, hizds, tolds). Illetve itt adjuk meg az egyes csomdpontok

homérsékletét is. A fajl tehat a kovetkezOképpen néz ki:

loadStep =1

# Feliileti terhelés: irany, elemszam, elek szama

# csomopontok szdma, el csomopontok szama, intenzitas
surForce = x 2 3 11 12 1311 1

# csoméponti homerseklet

nodTemp = 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

end

A fem fajlban definidljuk, hogy pontosan milyen tipusd probléma&val is allunk szemben. Itt adjuk

meg, hogy milyen anyagokbdl épiiljonn fel a modelliink. Itt definidlhatjuk a kényszerfeltételeket, a mi
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esetiinkben a modell végpontjait rogzitentink kell, hogy az ne mozduljon el.

elmozdulasnal figyelmbe vegye e a kiilonb6z6 csomdpontok homérsékletét.

stressState = PLSTRESS # Sik feszultsegi allapot
thermalloading = Y # Hoterheles engedelyezes

# Vegeselem halo

includeFile f.mesh

# Anyagi tulajdonsagok:

material =11 0,3 0,1

# Kényszerek
constrDispl = x 0,0
constrDispl =y 0,0
end

21-3
51460911

# Load case
includeFile f.load
end

A probléma tipusa lehet, hiromdimenziés (THREED), illetve kétdimenziés

fentebb emlitettiik, az anyagi tulajdonsagot a Young-modulus, Poisson eloszlas

Engedézhetjik, hogy az

(PLSTRESS). Mint mér

és a hétaglasi egytithato

segitségével definidlhatjuk. Kényszerfeltételeket megadasa gy torténik, hogy elsének megadjuk az iranyt

(x), majd egy értéket (0.0), meg adjuk, hogy az adott irdnyban hdny darab

csomopontot szeretnénk

rogziteni, végiil felsoroljuk a rogziteni kivant csomoépontok szamat. A .fem fdjlban hivatkoznunk kell a

.mesh fajlra, a véges elem hal6 miatt, illetve a .load féjlra az elmozdulds miatt.

4.3.3. Eredmények és a modell kirajzolasa

Ha mindegyik bemeneti fijlal meg vagyunk és minden adat a helyén van, akkor lefuttathatjuk a .fem fajlt.

A f3j] lefutatdsa utdn kapunk egy .fem.lst f4jlt, amely az eredményeket tartalmazza, a mi esetiinkben ez

igy fog kinézni:

Elmozdulasok

Node ux uy

1 1.666667e-65 2.951815e-80
2 6.666667e-65  3.500000e-01
3 1.666667e-65 7.000000e-01
4 1.000000e+00  3.373503e-80
5 1.000000e+00  7.000000e-01
6 2.000000e+00 2.951815e-80
7  2.000000e+00  3.500000e-01
8 2.000000e+00  7.000000e-01
9 3.000000e+00  0.000000e+00
10  3.000000e+00  7.000000e-01
11 4.000000e+00 -6.325319e-80
12 4.000000e+00  3.500000e-01
13 4.000000e+00  7.000000e-01
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Stresses

El 1 sxx syy sxy szz epi
1,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
El 2 sXX Syy sxy szz epi
1,00000000 0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 -0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000

A listdban felsoroldsra keriilnek az elmozdult koordinatdk, illetve, hogy az egyes elemeknél milyen
fesziiltségek tapasztalhatdak.
A programban lehetéségiink van kirajzoltatni a modelleket, a Java 3D segitségével. Igaz, hogy a mo-
delliink csak kétdimenzids, de a programban lehetdségiink van haromdimenzidés modellek épitésére is,
illetve a kirajzolas teljes mértékben a Java 3D-re épiil.
A modell kirajzoltatdsa miatt szlikségiink van még tovabbi 2 bemeneti fijlra.
Késziteniink kell egy .res fajlt, amely az elmozduldsokat és az elemeknél fellépo fesziiltségeket tartalmazza,
ez a f4jl ugyanigy néz ki mint az el6bb targyalt lista fajl, amely az eredményeket tartalmazza. Illetve
kell még nekiink egy .vis fajl, amely a kirajzoldsért lesz felel6s.

Nézziik, hogy az eredeti modelliinknél ezek, hogy fognak kinézni.

# f.res fajl
Elmozdulasok

Node ux uy

(9]
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Stresses

El 1 sxx syy sxy szz epi
1,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
El 2 sxx syy sXy szz epi
1,00000000 0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 -0,00000000 -0,00000000 0,00000000 0,00000000
1,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000 0,00000000
# f.vis fajl

meshFile = f.mesh
resultFile = f.res
parm = ux
showEdges = Y
showNodes Y
nContours 8
fmin = 0,85

fmax = 3.0

end

A .vis fajl a .res és .mesh fajlok megaddsa utdn az ux paraméter segitségével rajzolja ki a modellt. Nyolc
féle szint haszndlunk a kiilonbozé fesziiltségek jelolésére.

Az eredeti modelliink tehat a kovetkezdképpen fog kinézni a beavatkozas elott és utan:

13. 4bra. Az eredeti modell

14. abra. Modell a nydjtas utan
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4.3.4. Egyenes ij modell

A programban egy egyszerli ridat hajlitunk meg és figyeljiik annak viselkedését. A rud anyaga teljes
egészében fabdl (tolgy) és az ennek megfelelé rugalmassigi adatbdl épiil fel , 65 cm hosszi, a modell
vastagsaga fokozatosan csokken.

Ezen a modellen keresztil egy egyszert ij viselkedését is megvizsgalhatjuk, elég csak az {jjnak az egyik
felét elkészitentiink, mivel markolattdl lefelé, illetve felfelé is hasonléan viselkedik huizaskor az ij, illetve
modellezés szempontjabdl is sokkal konnyebb ennek megvaldsitasa. Tehat ezt nézhetjiik, igy mintha lenne
egy tolgyfabdl késziilt 130 cm hosszisdgu egyenes {jjunk, amelynek markolattdl (3 ¢cm) a hirtartdig (1,5
cm) fokozatosan csokken a vastagsiga. A modell 2041 darab koordindtdbdl és 596 darab véges elembél

all. A programban ez igy néz ki:

15. 4bra. A modell

A végeselemek szaménak ndvelésével jobb eredmény kaphat6. A modellt y irdnyban elhajlitjuk p=0,1
intenzitassal, igy mintha egy fjat feszitenénk. A modellen fellépé fesziiltség szintek kiilonbozé szinkéddal

vannak jelolve. A modell a hajlitds utan a kovetkezoképpen fog kinézni:

16. dbra. A modell hajlitas utan
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Lathatd, hogy egy ilyen egyszerii modellnek sem egyszeri a felépitése, rengeteg koordinatdbdl és

osszekapcsolasokbdl all.

5. ésszefoglalés

A dolgozatunkban az egyenes, illetve a visszacsap6 {j miikodésével foglalkoztunk. Az {jjak viselkedésének
leirdsa kapcsan foglalkoztunk a végeselem moédszerrel és a végeselem programozassal. A végeselem
modszert annak fizikdjan keresztiill mutattuk be, a Newtoni mechanikdabdl kiindulva, az altalanos ko-
ordinatak segitségé-vel eljutottunk a D’Alambert elvig, majd megismerkedtiink a Lagrange fiiggvény-
nyel, illetve foglalkoztunk a rugalmassagtannal is. A végeselem programozast a Java programozési nyel-
ven keresztiil valdsitottuk meg, bemutattuk, hogy milyen moédszereket is alkalmaz a program ennek
megvalGsitdsa érdekében (Galerkin mddszer, Varidcids megkozelités). Egy egyszerti modellen keresztiil
bemutattuk a program miikodését, illetve épitettiink egy kezdetleges, fabol késziilt rudat, amelyet sikeriilt
elhajlitanunk.

Tovabba terveink kozott szerepelt egy bonyolultabb egyenes, illetve visszacsap6 ijmodell végeselem mdodszer-

rel torténd modellezése is. Szerkezetiik bonyolultsdga miatt, ezen modellek nem késziiltek el.

6. Sajat munkak leirasa

A munkamegosztas a kovetkezoképpen zajlott

Tar Gergo:
e Végeselem modszer fizikdja
e Végeselem maédszer megvaldsitasa Javaban
e FEgyszerti modell felépitése
Fehérvari Zoltan
e fjak miikodésének vizsgalata
e Végeselem programozas

e Egyszert modell felépitése

7. Koszonet nyilvanitas

Koszonetiinket fejezziik ki a témavezetéknek, Dr. Téth Laszlénak a dolgozatunk elkészitésében nytujtott

segitségéért és utmutatéd tandcsaiért.
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