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1. BEVEZETÉSA disszertáióban a klasszikus els®rend¶ logika tételbizonyítással kapsolatoskérdéseivel foglalkozunk. Az automatikus tételbizonyító algoritmusok alapjátképezik a tételbizonyító szoftvereknek, melyek fontos alkotóelemei a széleskörben használt szakért®i rendszereknek és az azokon alapuló komplex alkal-mazásoknak [24, 26, 27, 28℄. Hasonlóképp a hátterét jelentik a logikai prog-ramozási nyelveknek. A disszertáióban a hipertabló [3℄ (és közvetve a hiper-rezolúió [21℄) teljes automatizálhatóságának kérdésével foglalkozunk. Ennekmegfelel®en ismertetjük saját kalkulusunkat, a multi-hipertabló kalkulust [25℄a élul kit¶zött problémák megoldására. A disszertáió négy fejezetb®l, egyangol nyelv¶ összefoglalásból és függelékb®l áll.Az els® fejezetben röviden áttekintjük az els®rend¶ logika azon fogalmait,melyekre szükségünk van a továbbiakban.A második fejezetben azon kalkulusokat vesszük sorra, melyek valamilyenértelemben az általunk kidolgozott kalkulus el®zményeinek tekinthet®k. Azanalitikus tabló [23, 11, 13℄ és a rezolúió [20, 2, 21℄ különböz® változataitírjuk le, majd eljutunk a hipertablóhoz [3℄, melyre leginkább támaszkodunkaz értekezésünkben. A hipertabló komoly automatizálási gondokkal küzd. Azilyen problémák lehetséges orvoslására a rigid hipertabló [14℄ kalkulust hozzukfel példaként. Err®l a kalkulusról ugyanakkor bebizonyítjuk, hogy nem helyes,illetve rámutatunk, hogy a kalkulus teljessége nins bizonyítva.A harmadik fejezet tartalmazza elért eredményeinket. A fejezet els® részé-ben részletes leírását adjuk a multi-hipertabló kalkulusnak [25℄, bebizonyítjuka helyességét, majd egy külön részben a teljességét is. A következ® szakasza klózgenerálás témakörével foglalkozik; itt ismertetjük az általunk kidolgo-zott eljárást is, a klózgeneráló tablót [25℄. Ezen módszer � az irodalombanismert más klózgeneráló módszerekhez hasonlóan � exponeniális bonyolult-ságú, ezért DAG-ok felhasználásával linearizáljuk. A fejezet negyedik részébena redundania témakörével foglalkozunk. Három � logikailag hasonló � élrahasználunk fel redundaniával kapsolatos vizsgálatokat. El®ször a hipertablóBaumgartner által megadott redundania kritériumát [3℄ vezetjük le. Majd



2 1. Bevezetésklózok egyszer¶sítését végezzük el redundaniavizsgálat segítségével. Utoljáraazt vizsgáljuk meg, hogy tetsz®leges rigid literálos tablóhoz (és így a multi-hipertablóhoz is) hogyan adható meg redundaniafogalom. A fejezet utolsórészében a heurisztikus tételbizonyítás lehet®ségeivel foglalkozunk a multi-hipertabló kapsán, majd ehhez kapsolódva megvizsgáljuk, hogy a klózokzártságára vonatkozó kikötésnek az eltörlése vajon milyen következményekkeljár a multi-hipertablóra nézve.A disszertáió utolsó fejezete az elért eredmények összefoglalása mellett rö-viden értékeli is azokat, valamint rávilágít azon elemekre és kérdésekre, melyektovábbfejlesztése és megválaszolása a jöv®beli kutatásoknak irányt mutat.A függelékben algoritmikus megvalósítását írjuk le néhány, a disszertái-óban részletezett eljárásnak. El®bb egy saját uni�káiós algoritmust ismerte-tünk, majd klózok redundanián alapuló egyszer¶sítését valósítjuk meg. Végülmagának a multi-hipertabló kalkulusnak adjuk algoritmikus megvalósítását.



2. ALAPFOGALMAKA disszertáióban kizárólag az els®rend¶ klasszikus logika keretei között dol-gozunk. A kapsolódó fogalmakat az irodalomban megszokott módon értel-mezzük és használjuk, ha attól el kívánunk térni, akkor azt mindig jeleznifogjuk.Egy F formula vagy formulahalmaz esetén FV(F )-fel jelöljük az F szabadváltozóinak halmazát. Az F -et zártnak nevezzük, ha FV(F ) = ∅; egyébként Fnyitott. Az F formula (univerzális) lezártját ∀F -fel jelöljük.2.1. Definíió. (Változóidegenség)Az A és B formulákat akkor nevezzük változóidegennek, ha FV(A)∩FV(B) =
∅. Egy formulahalmaz változóidegen, ha annak formulái páronként változóide-genek. �A disszertáióban az irodalomban megszokott módon de�niáljuk a (term)-helyettesítések fogalmát. Az üres helyettesítést ǫ-nal jelöljük. Ugyansak azirodalomban megszokott módon értelmezzük egy F formulán vagy formula-halmazon megengedett helyettesítéseket, illetve ezek elvégzését F -en.2.2. Definíió. (Példány)Egy A formula akkor példánya egy B formulának, ha létezik olyan σ helyet-tesítés, hogy A = Bσ. �A következ® két de�níió a helyettesítések egy speiális osztályára, az ún.átnevezésekre vonatkozik.2.3. Definíió. (Átnevezés)Az átnevezés egy olyan σ helyettesítést, ahol(1) minden x ∈ Dom(σ) esetén σ(x) változó, és(2) bármely x, y ∈ Dom(σ) esetén ha x 6= y, akkor σ(x) 6= σ(y). �



4 2. Alapfogalmak2.4. Definíió. (Átnevezett)Az A formula akkor átnevezettje a B formulának, ha létezik olyan σ átnevezés,hogy A = Bσ. �A disszertáióban túlnyomórészt klózokon m¶köd® kalkulusokkal dolgozunk,ezért különös fontossággal bír a literálok és a klózok pontos de�niálása.2.5. Definíió. (Literál)Literálnak nevezünk egy A vagy ¬A formulát, ahol A atomi formula. Megkü-lönböztetünk pozitív és negatív literálokat a következ® de�níió szerint:(1) A akkor és sak akkor pozitív, ha A 6= ⊥;(2) ¬A akkor és sak akkor pozitív, ha A negatív.Egy L literál esetén az L alapját L-lel jelöljük, és a következ®képpen de�niál-juk:
A = ¬A =

{
⊤ , ha A = ⊥
A , egyébként �2.6. Definíió. (Klóz)Klóznak nevezünk egy C = ∀x1 . . . ∀xk(L1∨L2 ∨ . . .∨Ln) zárt formulát, aholminden Li literál, k ≥ 0, n ≥ 0. A C magja alatt az L1∨L2∨ . . .∨Ln formulátértjük, melyet 〈C〉-vel jelölük. �Felhívjuk a �gyelmet arra, hogy az el®z® de�níióban kikötöttük, hogy min-den klóz zárt. Ezért nem fog félreértéshez vezetni, ha kvantoros el®tagjaitnem írjuk le; azaz a fenti C klóz helyett magját, L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln-t is hasz-nálhatjuk. Ugyanezen klózt szokás supán literáljai multihalmazaként, azaz

{L1, L2, . . . , Ln}-ként is jelölni és használni.Az üres klózt (azaz mikor n = 0) ⊥-val jelöljük.Egy C klóz akkor pozitív (negatív), ha minden L ∈ C literál pozitív (ne-gatív).A klózokon m¶köd® kalkulusok gyakran használt m¶velete a klózok újpéldányainak el®állítása, erre vonatkozik a következ® de�níió:2.7. Definíió. (Klóz új példánya)Egy C klóz új példánya � adott V változóhalmaz mellett � C-nek egy olyan
〈C〉σ példánya, ahol



5(1) σ átnevezés,(2) Dom(σ) = FV
(
〈C〉

), és(3) Range(σ) ∩ V = ∅. �Annak jelölésére, hogy egy F formula egy M modellben igaz, az M |= Fjelölést fogjuk alkalmazni. Nyitott F esetén M |= F akkor és sak akkor, ha
M |= ∀F .Két A és B formulát ekvivalensnek nevezünk, ha bármelyM modell esetén
M |= A akkor és sak akkor, ha M |= B; ennek jelölése: A ∼ B.A P1, . . . , Pn (n ≥ 0) formuláknak akkor és sak akkor logikai következ-ménye a K formula, ha minden olyan M modellben, ahol minden Pi esetén
M |= Pi, az M |= K is teljesül. Jelölése: P1, . . . , Pn |= K.



3. TÉTELBIZONYíTÓ MÓDSZEREKA disszertáió 2. fejezetében azon kalkulusokat vesszük sorra, melyekre mun-kánk során támaszkodtunk.3.1. TablókalkulusokA disszertáió 2.1. fejezetében Smullyan analitikus tablójával [23℄ foglalko-zunk. Tabló alatt � az irodalomban megszokott módon � formulákkal ímké-zett fát értünk. A tabló ágait sok esetben � ahol ez tömörebb megfogalmazásttesz lehet®vé � mint súsai formuláinak multihalmazát ragadjuk meg. Hason-lóképpen, a tablót sokszor mint ágainak multihalmazát értelmezzük.A 2.1.1. fejezetben Fitting szabadváltozós tablóját [11℄ írjuk le. Az utóbbikalkulusban hivatkozunk el®ször a Robinson által megadott uni�káiós algo-ritmusra [20℄. A legáltalánosabb uni�kátor (MGU) el®állítására az A.1. füg-gelékben leírt, saját rekurzív uni�káiós algoritmust használjuk. Ez az U
()függvényt valósítja meg, mely az (E1, F1), . . . , (En, Fn) n ≥ 0 db. kifejezés-párhoz rendeli azok MGU-ját, amennyiben az létezik.A 2.1.2. fejezetben a klóztabló kalkulussal [13℄ foglalkozunk. Ez egy olyanspeiális tablókalkulus, mely egy-egy levezetési lépésben egy-egy klózt satola tabló ágaihoz. Erre a m¶veletre bevezetjük a következ® jelölést:3.1. Definíió. (Klóz satolása a tabló egy ágához)Egy C = {L1, L2, . . . , Ln} klóznak a T tabló egy B ∈ T ágához való satolásaalatt értjük a

T +BC = T B

L1 L2
. . . Ln ⊥tablót. �



3.2. Rezolúiós kalkulusok 73.2. Rezolúiós kalkulusokA disszertáió 2.2. fejezetében Robinson (bináris) rezolúiós kalkulusával fog-lalkozunk [20, 2℄, a 2.2.1. fejezetben pedig a lineáris inputrezolúiós stratégi-ával, mely nem teljes az els®rend¶ logikában (sak Horn-klózok esetén).A 2.2.2. fejezetben leírjuk Robinson hiperrezolúiós kalkulusát [21℄, melyviszont teljes az els®rend¶ logikában. Elvben a hiperrezolúió e�ektív, ámnehezen automatizálható.3.3. Hipertabló kalkulusokA hipertabló kalkulusok a hiperrezolúió automatizálhatóságával kapsolatoskérdésekre keresik a választ, arra a felismerésre támaszkodva, hogy a tablóeljárás fa adatszerkezete jól felhasználható a hiperrezolvens leírásában. Ígylehet®vé válik, hogy a rezolúiós kalkulusokban használt sor adatszerkezet-hez képest sokkal strukturáltabb formában tároljuk a levezetés �history�-ját.Vagyis a hipertabló felfogható a hiperrezolúió és a klóztabló egyfajta egyesí-tésének.A hipertabló kalkulusok napjaink tételbizonyítással kapsolatos kutatása-inak friss eredményei [6, 3, 4℄. Bár a kalkulus lehet®sége már a 70-es évekvégén felvet®dött [5℄, sak 1996-ban jelent meg kell® kidolgozottsággal a szak-irodalomban (Baumgartner [3℄). A disszertáió 2.3. fejezetében Baumgartnerhipertablóját írjuk le, mellyel kapsolatosan a következ® összegzést tesszük:
• A hipertabló helyes és teljes [3℄.
• A faktorizáió nem szükséges a kalkulus teljességéhez (szemben a hiper-rezolúióval).
• A hipertablónak az ún. tisztító helyettesítések használatában rejlik agyengéje, mivel azok el®állítása nins automatizálva.A tisztító helyettesítések hipertablóból való eliminálásával több szerz® is pró-bálkozott [4, 14, 10℄. A disszertáió 2.3.1. fejezetében Kühn rigid hipertablóját[14℄ írjuk le példaként. Kühn felismerte, hogy a hipertabló tisztító helyettesí-tések nélkül sak Horn-klózokon teljes. Kühn a tisztító helyettesítések haszná-latának kiküszöbölése érdekében a tablóban rigid változókat használ, illetvetablóból kinyert klózok (ún. ágklózok) igény szerinti ismétlésének lehet®sé-gét építi be a kalkulusába. A rigid hipertablóval kapsolatosan a következ®összegzést tesszük:



8 3. Tételbizonyító módszerek
• Az ágklózok példányosítása nem szükséges eleme a kalkulusnak.
• A rigid hipertabló nem helyes. Ezt a disszertáió 2.3.15. tételében bizo-nyítjuk.
• Nem bizonyított, hogy a rigid hipertabló teljes-e.



4. MULTI-HIPERTABLÓSaját f® eredményeinket a disszertáióban a 3. fejezet tartalmazza. A disszer-táió 3.1. fejezetében leírjuk a multi-hipertabló kalkulust, mely a [25℄ ikkbenkerült publikálásra. A multi-hipertabló Baumgartner hipertablójának és Kühnrigid hipertablójának a továbbfejlesztése, mely(1) kiküszöböli a hipertabló által használt tisztító helyettesítéseket,(2) eliminálja a rigid hipertablóban használt ágklóz másolatok problémáját,(3) a hipertabló és a rigid hipertabló e�ektivitási problémáira is megpróbálválaszt találni,(4) bizonyítottan helyes és teljes kalkulus.4.1. A multi-hipertabló kalkulusA továbbiakban megadjuk a multi-hipertabló kalkulus pontos leírását. El®szörkét de�níiót adunk meg, melyek leírják, mit értünk egy T tabló valamely Bágának kiterjesztése alatt.4.1. Definíió. (Kiterjesztés)Kiterjesztésnek egy [E, σ] párt nevezünk, ahol E egy klóz és σ egy helyettesí-tés. �4.2. Definíió. (Kiterjesztés alkalmazása)Az [E, σ] kiterjesztést oly módon alkalmazzuk a T tabló egy B ∈ T ágán, hogyel®állítjuk a következ® tablót:
(T +BE)σ . �Egy kiterjesztést egyszerre három dologhoz rendelhetünk hozzá: egy klózhoz,egy klóz-multihalmazhoz és egy literál-multihalmazhoz. Ezt a hozzárendeléstírja le a következ® de�níió:



10 4. Multi-hipertabló4.3. Definíió. (Kiterjesztés meghatározása)(1) Legyen C⊖ egy klóz és legyen {L⊖
1
, . . . , L⊖

k
} a C⊖ összes negatív literál-jának a halmaza, ahol k ≥ 1.(2) Legyen {C⊕

1
, . . . , C⊕

k
} pozitív klózoknak egy multihalmaza.(3) Legyen {L⊕

1
, . . . , L⊕

k
| L⊕

i
∈ C⊕

i
} (pozitív) literáloknak olyan multihal-maza, hogy σ = U

(
(L⊖

1
, L⊕

1
), . . . , (L⊖

k
, L⊕

k
)
) létezik.Jelöljük E-vel a következ® klózt:

C⊖\{L⊖
1
, . . . , L⊖

k
} ∪

k⋃

i=1

C⊕
i
\{L⊕

i
} . (4)Ekkor a C⊖-hoz, {C⊕

1
, . . . , C⊕

k
}-hoz és {L⊕

1
, . . . , L⊕

k
}-hoz tartozó,

e
(
C⊖,

{
C⊕

1
, . . . , C⊕

k

}
,
{
L⊕

1
, . . . , L⊕

k

}) -valhivatkozott kiterjesztés legyen [E, σ]. �A következ® de�níió leírja, hogy egy ág és egy input klózhalmaz esetén melyklózokhoz, klóz-multihalmazokhoz és literál-multihalmazokhoz állíthatunk el®kiterjesztéseket.4.4. Definíió. (Ág és klózhalmaz kiterjesztései)Egy B ághoz és egy C klózhalmazhoz tartozó kiterjesztések a következ® halmazelemei:
E(B, C) =




e
(
Ĉ⊖,

{
Ĉ⊕

1
, . . . , Ĉ⊕

k

}
,
{
L⊕

1
, . . . , L⊕

k

})
∣∣∣∣∣∣

C⊖ ∈ C, (1)
C⊕

i
∈ B ∪ C, (2)

L⊕
i
∈ Ĉ⊕

i
(3)




 .A fentiekben bármely C klóz esetén
Ĉ =

{
C új példánya1 , ha C ∈ C;
C , egyébként.

�1 Ezen példányok a V = FV(T ) változóhalmaz mellett újak (lásd: 2.7. de�níió), ahol Taz aktuális tabló.



4.1. A multi-hipertabló kalkulus 11Az el®z®ekben leírt de�níiókat használjuk fel most a multi-hipertabló kalku-lus de�niálásához:4.5. Definíió. (Multi-hipertabló)Adott egy C klózhalmaz. C-hez a következ® induktív de�níióval adjuk meg apozitív multi-hipertabló fogalmát:(1) Iniializáiós szabály:{
{⊤}

} a C-nek pozitív multi-hipertablója.(2) Kiterjesztési szabály:(a) Legyen T a C-nek pozitív multi-hipertablója, és legyen B ∈ T .(b) Legyen e ∈ E(B, C) kiterjesztés.Ekkor az e-nek a T tabló B ágán való alkalmazásával kapott tabló is
C-nek pozitív multi-hipertablója. �4.6. Megjegyzés.A negatív multi-hipertabló de�níiója megkapható a 4.3., a 4.4. és a 4.5. de�-níiókból a �pozitív� és �negatív� jelz®k felserélésével. �A multi-hipertabló helyessége a hiperrezolúió helyességéb®l meglehet®senegyszer¶en bizonyítható.4.7. Tétel. (Multi-hipertabló � Helyesség)A multi-hipertabló kalkulus helyes.A kalkulus teljességének bizonyítása viszont messze nem olyan egyszer¶. Kühnrigid hipertablója egy-egy levezetési lépésben egyszerre akár több klózt is sa-tolhat a tablóhoz, úgy irányítva ezen m¶veletet, hogy az egymással rezolvál-ható klózok kerüljenek a tablóban egymás alá a megfelel® ágakra, ily módonlezárva egy-egy ágat. Ezzel szemben a multi-hipertabló hiperrezolvenst számol(egy [E, σ] kiterjesztés megfelel az 〈E〉σ hiperrezolvensnek), és azt satolja atablóhoz. Ez a megközelítési mód áttekinthet®bb kalkulust eredményez, hiszena tabló b®vítése egyidej¶leg mindig sak egy klózzal történik. De a legnagyobbel®ny mégis a teljesség bizonyításában nyilvánul meg: a multi-hipertabló tel-jességének bizonyításához fel tudjuk használni a hiperrezolúió bizonyítottteljességét, azaz azt a tényt, hogy egy kielégíthetetlen klózhalmaznak létezikhiperrezolúiós áfolata.



12 4. Multi-hipertablóA teljesség bizonyítása két léps®ben történik:(1) A disszertáió 3.2.1. fejezetében egy megadott hiperrezolúiós áfolathozegy ún. hiperrezolúiós gráfot generálunk. A hiperrezolúiós gráf fogalmaúj a szakirodalomban, de�niálásához számos saját fogalmat használunkfel, mint például a soportosított gráf, a levezet® sússoport és az N -él.(2) A disszertáió 3.2.2. fejezetében a hiperrezolúiós gráfból zárt multi-hipertablót generálunk.4.8. Tétel. (Multi-hipertabló � Teljesség)A multi-hipertabló kalkulus teljes.4.2. Klózgenerálás tablóvalA legtöbb klózgeneráló algoritmus közvetlenül a klózgenerálásra vonatkozóekvivalens átalakításokat alkalmazza a formulán [16℄. Elenyész® számban, deléteznek más, alternatív módszerek is. Ilyenek például a BDD-ken (Binary De-ision Diagram) vagy más néven Shannon-gráfokon alapuló módszerek [16, 19℄.A BDD-k alapvet®en propozíionális logikában alkalmazhatóak. Sokszor pár-huzamot vonnak a BDD-k és a tablók között [19℄. Hasonlóan a tablókkal pár-huzamosíthatóak a pp-kifejezéseken, a formulák duál formáján és egymásbaágyazott listákon alapuló algoritmusok [11, 17℄, ám ezek is sak nulladrend¶logikában alkalmazhatóak.A tablók és a normálformák kapsolata régóta ismert a szakirodalomban,természetesen itt is sak propozíionális esetr®l beszélünk. Egy nulladren-d¶ formulához generált befejezett analitikus duál tablóból a következ®képpennyerhet® a formula klóz normálformája: minden ág esetén az adott ágon sze-repl® literáloknak vegyük a diszjunkióját, és az így kapott formuláknak akonjunkióját.A disszertáió 3.3. fejezetében rávilágítunk, hogy egy els®rend¶ logikábanalkalmazott klózgeneráló tablómódszer szabályainak ki kell váltaniuk a for-mula prenexizálását és skolemizálását. Erre a élra a szabadváltozós tabló [11℄
γ- és δ-szabályait használjuk.4.9. Definíió. (Klózgeneráló tabló)Adott egy F = {F1, . . . , Fn} formulahalmaz. F-hez a következ® induktív de-�níióval adjuk meg a klózgeneráló tabló [25℄ fogalmát:(1) {

{F1}, . . . , {Fn}
} az F klózgeneráló tablója.



4.2. Klózgenerálás tablóval 13(2) Ha T az F klózgeneráló tablója, akkor T ′ is az, amennyiben T ′-t a 4.1.ábrán látható szabályok valamelyikének alkalmazásával nyertük T -b®l.�
γ-szabály:

γ(x)

γ

x új változó δ-szabály:
δ
�
f(x1, . . . , xk)

�δ

f új Skolem-szimbólum és
FV(δ) = {x1 . . . , xk}

α-szabály:
α2 α1

α

β-szabály:
β1

β2

β

4.1. ábra. Klózgeneráló tabló � levezetési szabályokFontos momentum, hogy minden formulát, amire már alkalmaztunk szabályt,törlünk az ágról mint ímkét. Egy klózgeneráló tablót befejezettnek tekintünk,ha már sak literálokat tartalmaz. Azt kell bebizonyítanunk, hogy egy F for-mulahalmazhoz generált befejezett klózgeneráló tabló olyan klózhalmazt állítel®, mely pontosan akkor kielégíthet®, ha F is az. Ehhez el®bb de�niálunk egyolyan függvényt, mely a tablóhoz egy formulát rendel, majd pedig bebizonyí-tunk egy lemmát.4.10. Definíió.Az ágakon és tablókon értelmezett cnf() függvényt a következ®képpen de�ni-áljuk:(1) Egy B = {A1, . . . , Ak} ág esetén cnf(B) = (A1 ∨ . . . ∨ Ak).(2) Egy T = {B1, . . . ,Bk} tabló esetén cnf(T ) = cnf(B1)∧ . . .∧cnf(Bk).�4.11. Lemma.Egy T klózgeneráló tabló esetén cnf(T ) akkor és sak akkor kielégíthet®, havalamely szabály alkalmazásával bel®le nyert T ′ tabló esetén is kielégíthet®
cnf(T ′).A lemma alapján könnyen bizonyítható a következ® tétel:



14 4. Multi-hipertabló4.12. Tétel.Egy F formulahalmaz akkor és sak akkor kielégíthetetlen, ha a
C = {cnf(B) | B ∈ T }kielégíthetetlen, ahol T az F klózgeneráló tablója.Vegyük észre, hogy a fenti tételben ha T befejezett, akkor C klózhalmaz. A Cklózhalmaz tehát pontosan akkor kielégíthetetlen, ha F kielégíthetetlen.4.2.1. Lineáris klózgenerálásMint a klózgeneráló algoritmusok szinte mindegyike, a klózgeneráló tabló isexponeniális bonyolultságú. A probléma az, hogy egyes formulák a tabló többágán is el®fordulhatnak. A problémát nem más, mint maga a tabló � mint faadatszerkezet � okozza. Ezért a fának olyan módosítása lenne el®nyös, amelytartalmazhat hurkokat � ez pedig az irodalomban a DAG-ként2 ismert adat-szerkezet.A DAG-ok nem ismeretlenek a logikai alkalmazások számára. Robinsonexponeniális uni�káiós algoritmusát a 70-es években Paterson és Wegman[18℄ próbálta linearizálni, DAG-ok alkalmazásával. A DAG-okat a logika egyébterületekein is sikerrel alkalmazták, pl. modális tablómódszerekben [7℄.A disszertáió 3.3.1. fejezetében DAG-ok bevezetésével linearizáljuk a klóz-generáló tablót, annak α-szabályát a 4.2. ábrán látható módon módosítva.

α-szabály: α1 α2

α

4.2. ábra. Klózgeneráló DAG � módosult α-szabályFontos momentum a szabályok alkalmazásának módja: az új súso(ka)tmindig közvetlenül a feldolgozandó sús alá szúrjuk be.Vitathatatlan, hogy a vázolt algoritmus lineáris bonyolultságú, hiszen abefejezett klózgeneráló DAG megkonstruálásához szükséges szabályalkalma-zások száma lineáris függvénye a kiindulási formulahalmazban szerepl® logikaiösszeköt®jelek számának.2 irányított körmentes gráf



4.3. Redundania 154.2.2. Ágak zártságán alapuló klózhalmaz-egyszer¶sítésA disszertáió 3.3.2. fejezetében megmutatjuk, hogy egy befejezett klózge-neráló tablóban az érvényes klózok detektálása az ágak lezárásával milyenegyszer¶en tehet® meg. Egy B ág esetén:Ha van két olyan L1, L2 ∈ B különböz® el®jel¶ literál, hogy U
(
L1, L2

)létezik, akkor B-t (mint klózt) nem vesszük fel a klózhalmazba.4.3. RedundaniaA disszertáió 3.4. fejezetében de�niáljuk a (formulákon értelmezett) redun-dania fogalmát:4.13. Definíió. (Redundania)Egy A formula redundáns egy B formulára és a ◦ szimmetrikus, bináris logikaiösszeköt®jelre nézve, ha A ◦ B ∼ B. �Ezt a redundaniafogalmat három, logikailag hasonló élra fogjuk felhasználni.4.3.1. Redundania hipertablóbanA disszertáió 3.4.1. fejezetében leírjuk és a fenti redundaniafogalomból le-vezetjük a Baumgartner-féle hipertabló redundaniafogalmát [3℄. Ehhez bebi-zonyítjuk a következ® tételt:4.14. Tétel.Adottak az A és a B1∧ . . .∧Bk formulák. Ha valamely Bi esetén létezik olyan
σ helyettesítés, hogy A = Biσ, akkor A redundáns B1 ∧ . . . ∧ Bk-ra és a ∧-ranézve.Ezen a tételen alapul a hipertabló redundaniafogalma:4.15. Definíió. (Redundania hipertabló ágára nézve)Egy D klózt redundánsnak mondunk egy hipertabló B ágára nézve, ha vala-mely L1 ∈ D és L2 ∈ B esetén van olyan σ helyettesítés, hogy L1 = L̂2σ

3.�3 A bL jelölés az L literál egy új példányát jelenti (jobban mondva: bL a ∀L klóz új példá-nyának egyetlen literálja).



16 4. Multi-hipertabló4.3.2. Redundanián alapuló klózegyszer¶sítésA disszertáió 3.4.2. fejezetében klózoknak redundanián alapuló egyszer¶síté-sét írjuk le [25℄. Ehhez nyújt alapot a következ® tétel és az arra épül® következ®de�níió:4.16. Tétel.Adottak az A és a B1 ∨ . . . ∨ Bk formulák. Ha
FV(A) ∩ FV(B1 ∨ . . . ∨ Bk) = ∅és valamely Bi esetén létezik olyan σ helyettesítés, hogy Aσ = Bi, akkor Aredundáns B1 ∨ . . . ∨ Bk-ra és a ∨-ra nézve.4.17. Definíió. (Redundania klózra nézve)Egy D klóz redundáns a C klózra nézve, ha FV

(
〈C〉

)
∩FV

(
〈D〉

)
= ∅ és létezikolyan σ helyettesítés, hogy 〈D〉σ ⊆ C. �Ezen alapul a redundáns klóz fogalma:4.18. Definíió. (Redundáns klóz)Redundáns klóznak egy olyan C klózt nevezünk, melyre létezik olyan D ⊂ C,hogy D redundáns a C\D klózra nézve. �A tárgyalandó egyszer¶sítés lényege az, hogy egy adott klóz redundaniájátmegszüntetjük, azaz el®állítjuk a klóz irredundáns variánsát, melynek a követ-kez® a de�níiója:4.19. Definíió. (Klóz irredundáns variánsa)Egy C klóz irredundáns variánsa egy olyan C′ ⊆ C klóz, ahol C′ nem redun-dáns és C′ ∼ C. �Erre vonatkozóan a következ® tételt bizonyítjuk:4.20. Tétel.(1) Bármely C klóznak létezik irredundáns variánsa.(2) Ha C-hez több ilyen variáns létezik, akkor azok egymás átnevezettjei.A fejezet végén bevezetjük még a multi-hipertablóban használt kiterjesztések-re vonatkozóan is az irredundáns variáns fogalmát:



4.3. Redundania 174.21. Definíió. (Kiterjesztés irredundáns variánsa)Egy T multi-hipertabló [E, σ] kiterjesztésének irredundáns variánsa alatt egyolyan [E′, σ′] kiterjesztést értünk, hogy(1) E′ ⊆ E,(2) σ′ =
{
x/t ∈ σ

∣∣ x ∈ FV
(
〈E′〉

)
∪ FV(T )

} és(3) 〈E′〉σ′ az 〈E〉σ-nak irredundáns variánsa. �Az A.2. függelékben algoritmikus megvalósítását adjuk egy klóz, illetve egykiterjesztés irredundáns variánsa el®állításának.4.3.3. Redundania multi-hipertablóbanA disszertáió 3.4.3. fejezetében azzal foglalkozunk, hogy rigid literálos tab-lóhoz 4 (és így multi-hipertablóhoz is) hogyan adható meg olyan redundan-iafogalom, mely pusztán az aktuális tablón és a tablóhoz satolandó klózonalapul. A disszertáióban rámutatunk, hogy általánosságban ilyen redundan-iafogalom nem létezik. Viszont bebizonyítjuk a következ® tételt:4.22. Tétel.Legyen T a 4.3. ábrán látható alakú rigid literálos tabló, ahol
• jelölje B a b1 ∪ {L1} ∪ b ágat,
• jelölje C az L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lk klózt, és legyen FV

(
〈C〉

)
∩ FV(t) = ∅.Ekkor:(1) Ha Ĉ a C új példánya, akkor

F (T ) ∼ F
(
T +B Ĉ

)
.(2) Ha D olyan klóz, hogy 〈Ĉ〉σ ⊆ D valamely σ helyettesítésre, akkor

F (T ) ∼ F
(
T +BD

)
.A fenti tétel C-vel jelölt klózának karakterizálására bevezetjük a következ®fogalmat:4 Rigid változókat tartalmazó és sak literálokkal ímkézett tabló.5 Az L1, . . . , Lk literálok, a b1, . . . , bk, b részágak, a t1, . . . , tk , t pedig résztablók.



18 4. Multi-hipertabló
L1

t1

L2

t2

Lk

tk

. . .
b

⊤

b1 b2 bk

t4.3. ábra. Rigid literálos tabló54.23. Definíió. (Független ágklóz)Legyen T egy tabló. Legyenek L1, . . . , Lk (k ≥ 1) olyan literálok a T -ben,hogy(1) T minden ága legfeljebb egy Li-t tartalmaz, és(2) T minden olyan B ága esetén, mely semelyik Li-t sem tartalmazza:
FV

(
{L1, . . . , Lk}

)
∩ FV(B) = ∅ .Ekkor az {L1, . . . , Lk} független ágklóza bármely valamely Li-t tartalmazóágnak. �A fenti tétel alapján bármely olyan rigid literálos tablót épít® tablókalkulusesetén, melynek valamely levezetési szabálya biztosítja a független ágklózokúj példányainak igény szerinti el®állítását, a következ® redundaniafogalmatlehet kimondani:Redundania rigid literálos tabló ágára nézve:A D klóz redundáns a rigid literálos T tabló B ágára nézve, ha van olyan

L ∈ B és van olyan L-et tartalmazó C független ágklóza a B-nek, hogy a Dvalamely részklóza példánya a C új példányának. �A disszertáióban megmutatjuk, hogy a hipertablóhoz tartozó (a disszertáió3.4.1. fejezetében bemutatott) redundaniafogalom tulajdonképpen a fenti re-dundaniafogalomnak egy speiális változata. Azt is elmondjuk, hogy mivel amulti-hipertablónak nins független ágklózok új példányait el®állító levezetési



4.4. Heurisztika 19szabálya, multi-hipertabló esetén a fenti redundaniafogalom nem alkalmazha-tó. A multi-hipertabló kalkulusnak olyan továbbfejlesztése lenne a kívánatos,mely független ágklózok új példányait tudja generálni anélkül, hogy a kalkuluselvesztené a teljességét. 4.4. HeurisztikaA disszertáió 3.5. fejezetében a heurisztikus tételbizonyítás lehet®ségeivel fog-lalkozunk a multi-hipertabló kapsán. Ennek érdekében egy B ághoz és egy
C klózhalmazhoz tartozó kiterjesztések E(B, C) halmazán egy teljes rendezéstde�niálunk [25℄.4.24. Definíió. (Heurisztika)Adott egy T multi-hipertabló. Ennek egy ágának valamely [E1, σ1] és [E2, σ2]kiterjesztései esetén [E1, σ1] ≤ [E2, σ2], ha(1) |E1| < |E2], vagy(2) |E1| = |E2| és |R1| ≤ |R2|, ahol Ri =

{
x

∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ FV(T )
} . �4.4.1. Paraméteres tételekA disszertáió 3.5.1. fejezetében azt vizsgáljuk meg, hogy a klózok zártsá-gára vonatkozó kikötésnek az eltörlése vajon milyen következményekkel jára multi-hipertablóra nézve. Bevezetjük a paraméterváltozók fogalmát, és a

Par(C) jelölést egy C klózban el®forduló paraméterváltozók halmazának je-lölésére. Erre a klózok új példányainak el®állítása során lesz szükségünk: azúj klózpéldányokat leíró 2.7. de�níió módosítandó oly módon, hogy a benneszerepl®
Dom(σ) = FV

(
〈C〉

)feltételt átírjuk a
Dom(σ) = FV

(
〈C〉

)
\Par(C)feltételre. Megfelel® módosítását adjuk a 4.24. de�níióban leírt teljes rende-zésnek:4.25. Definíió. (Heurisztika - Paraméterváltozók használata)Adott egy C klózhalmaz T multi-hipertablója. Ennek egy ágának valamely

[E1, σ1] és [E2, σ2] kiterjesztései esetén [E1, σ1] ≤ [E2, σ2], ha



20 4. Multi-hipertabló(1) |P1| < |P2|, ahol Pi =
{
x

∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ Par(C)
}6, vagy(2) |P1| = |P2| és |E1| < |E2], vagy(3) |P1| = |P2| és |E1| = |E2| és |R1| ≤ |R2|, ahol

Ri =
{
x

∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ FV(T )
}

. �Ezen kívül a disszertáióban részletesen kifejtjük az implementáiós követel-ményeit egy olyan multi-hipertablón alapuló tételbizonyítónak, mely kezelnitudja a paraméterváltozókat. Ezen követelmények közé tartozik az ún. vissza-állítási pontok és a baktraking használata. Az A.3. függelékben leírjuk amulti-hipertabló algoritmikus megvalósítását.

6 Egy C klózhalmaz esetén Par(C) =
[

C∈C

Par(C).



1. INTRODUCTIONIn the dissertation, we deal with some problem of theorem proving in lassial�rst-order logi. Automated theorem proving methods onstitute the basis oftheorem proving softwares, experts systems, the omplex appliations basedon expert systems [24, 26, 27, 28℄, and logial programming languages. In thedissertation, we deal with automating hyper tableaux [3℄ (and onsequently,hyper-resolution [21℄). In order to solve the problems being foused, we de�nethe multi-hyper tableau alulus [25℄. The dissertation onsists of four setionsand one appendix.In the �rst setion, we give a short overview on those onepts of lassial�rst-order logi whih are needed in the subsequent setions.In the seond setion, the aluli that have given inspiration to our workare introdued. A few variants of tableau aluli [23, 11, 13℄ and resolutionaluli [20, 2, 21℄ are presented, so is the hyper tableau alulus [3℄. Thereare serious problems with automating hyper tableaux. As a solution for theseproblems, the rigid hyper tableau alulus is ited [14℄. Nevertheless, we provethis alulus not to be sound, and point out the fat that the alulus has notbeen proved to be omplete yet.Our main results an be found in the third setion. In the �st part of thissetion, we de�ne the multi-hyper tableau alulus [25℄, and we prove this al-ulus to be sound and omplete. After this, lause generation is foused; wealso propose an own method alled the lause generating tableau [25℄. As allthe lause generating methods in literature, this method is exponential. Thisis why we make it linear by using DAGs. In the fourth part of this setion, theonept of redundany is foused. We propose examinations based on redun-dany for three similar purposes. First, Baumgartner's redundany riterionfor hyper tableaux [3℄ is obtained. Then, we redue lauses by a redundanyhek. Finally, it is detailed how to de�ne an appropriate redundany rite-rion for rigid lausal tableaux (and onsequently, for multi-hyper tableaux aswell). In the last part of this setion, we deal with heuristi theorem provingby multi-hyper tableaux, and then we examine into the onsequenes of letting



22 1. Introdutionlauses be open.In the last setion, we summarize the results of the dissertation, and wethrow light upon whih omponents ould be improved and whih questionsould be answered in the future.In the appendix, the algorithmi implementation of a few method is propo-sed. First, an own unifying algorithm is proposed. Then, a redundany-basedredution of lauses is implemented. Finally, we implement the multi-hypertableau alulus.



2. PRELIMINARIESIn the dissertation, we deal solely with lassial �rst-order logi. Joint oneptsare mostly interpreted as is usual in literature; the other ones are de�nedexpliitly.Given a formula or a formula set F , let FV(F ) denote the set of the freevariables in F . F is losed i� FV(F ) = ∅; otherwise, F is open. The (universal)losure of a formula F is denoted by ∀F .Definition 2.1 (Variable Disjunt Formulas).Two formulasA and B are variable disjunt i� FV(A)∩FV(B) = ∅. A formulaset is variable disjunt i� its formulas are pair-wise variable disjunt. �In the dissertation, (term) substitutions are de�ned as is usual in literature.The empty substitution is denoted by ǫ. It is also de�ned in the usual waywhen and how to apply a substitution to a formula or a formula set.Definition 2.2 (Instane).A formula A is an instane of a formula B i� there is a substitution σ suhthat A = Bσ. �The following two de�nitions onern a speial lass of substitutions, namelythe (variable) renamings.Definition 2.3 (Renaming).A renaming is a substitution σ where(1) for any x ∈ Dom(σ), σ(x) is a variable;(2) for any x, y ∈ Dom(σ), if x 6= y then σ(x) 6= σ(y). �Definition 2.4 (Renamed Variant).A formula A is a renamed variant of a formula B i� there is a renaming σsuh that A = Bσ. �



24 2. PreliminariesSine we deal mostly with aluli handling lauses in the dissertation, it isexpedient to de�ne literals and lauses expliitly.Definition 2.5 (Literal).A literal is a formula A or ¬A where A is an atom. Positive and negativeliterals are distinguished:(1) A is positive i� A 6= ⊥;(2) ¬A is positive i� A is negative.The base of a literal L is denoted by L, and is de�ned as follows:
A = ¬A =

{
⊤ , if A = ⊥;
A , otherwise. �Definition 2.6 (Clause).A lause is a losed formula C = ∀x1 . . . ∀xk(L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln) where eah

Li is a literal, k ≥ 0, n ≥ 0. The ore of C is the formula L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln,and is denoted by 〈C〉. �Sine all lauses are losed formulas, it does not give rise to a misinterpretationto eliminate the quanti�ers; i.e., L1 ∨L2 ∨ . . .∨Ln (whih is atually the oreof C) an be used instead of C. The same lause an be denoted and used asa multiset of its literals, i.e., as {L1, L2, . . . , Ln}.The empty lause (i.e., when n = 0) is denoted by ⊥.A lause C is positive (negative) if eah literal L ∈ C is positive (negative).The aluli handling lauses usually generate new instanes of lauses,whih are de�ned as follows:Definition 2.7 (New Instane of a Clause).A new instane of a lause C � w.r.t. a variable set V � is an instane 〈C〉σof C suh that(1) σ is a renaming;(2) Dom(σ) = FV
(
〈C〉

);(3) Range(σ) ∩ V = ∅. �



25It is denoted by M |= F that a formula F is true in a model M. If F is anopen formula, M |= F i� M |= ∀F .Two formula A and B are equivalent : for any model M, M |= A i� M |=
B. Notation: A ∼ B.A formula K is a logial onsequene of some formulas P1, . . . , Pn (n ≥ 0):for any modelM suh thatM |= Pi for all Pi, it holds thatM |= K. Notation:
P1, . . . , Pn |= K.



3. THEOREM PROVING METHODSIn Setion 2 in the dissertation, a survey of the aluli to whih our researhrefers an be found. 3.1. TableauxIn Setion 2.1 in the dissertation, Smullyan's analyti tableaux [23℄ are intro-dued. A tableau � as is usual in literature � is a tree labeled with formulas.In some ases (when the following notation is more advantageous), a branhof a tableau is regarded as a multiset of the formulas labeling the nodes inthe given branh. Similarly, a tableau is often regarded as a multiset of itsbranhes.In Setion 2.1.1, Fitting's free-variable tableaux [11℄ are detailed. In thisalulus, we refer to the unifying algorithm invented by Robinson [20℄. Themost general uni�er (MGU) is generated by an own reursive unifying algo-rithm proposed in Appendix A.1. This algorithm realizes the funtion U
(),whih assigns to pairs of expressions (E1, F1), . . . , (En, Fn) (where n ≥ 0)their MGU, if it exists.In Setion 2.1.2, lause tableaux [13℄ are introdued. This alulus is speialin the sense that it attahes lauses to the branhes of tableaux during thederivation. Let us introdued the following notation for this speial operation:Definition 3.1 (Attahing a Clause to a Branh of a Tableau).Attahing a lause C = {L1, L2, . . . , Ln} to a branh B ∈ T of a tableau Tresults in the following tableau:

T +BC = T B

L1 L2
. . . Ln ⊥

�



3.2. Resolution 273.2. ResolutionIn Setion 2.2 in the dissertation, Robinson's (binary) resolution [20, 2℄ isintrodued. In Setion 2.2.1, the strategy of linear input resolution is detailed,whih is not omplete in �rst-order logi (and it is only in the ase of Hornlauses).In Setion 2.2.2, Robinson's hyper-resolution [21℄ is introdued, whih isyet omplete in �rst-order logi. Although hyper-resolution is e�etive in the-ory, it is di�ult to automate.3.3. Hyper TableauxHyper tableau aluli intend to automate hyper-resolution upon realizing thatthe tree data struture used by tableau aluli an be applied with suessto desribing hyper-resolvents. In omparison with the queue data strutureused by resolution aluli, it is now possible to store the �history� of thederivation in a more strutured form. That is, hyper tableaux an be regardedas ombinations of hyper-resolution and lause tableaux.Hyper tableau aluli are new results of state-of-the-art researh on theo-rem proving [6, 3, 4℄. Although the feasibility of suh a alulus had alreadybeen raised at the end of the 70's [5℄, a hyper tableau alulus in ompleteform was published only in 1996 (Baumgartner [3℄). In Setion 2.3 in the dis-sertation, Baumgartner's hyper tableaux are introdued, and we summarizethem as follows:
• The hyper tableau alulus is sound and omplete [3℄.
• Fatoring is not needed for the ompleteness of the alulus (ontrarywith hyper-resolution).
• The use of so-alled purifying substitutions is the weak point of hypertableaux, sine their generation is not automated.Several authors have tried to eliminate purifying substitutions in hyper table-aux [4, 14, 10℄. In Setion 2.3.1 in the dissertation, Kühn's rigid hyper tableaux[14℄ are introdued by way of example. Kühn realized that hyper tableaux wi-thout purifying substitutions are omplete only in the ases of Horn lauses.In order to eliminate purifying substitutions, Kühn uses rigid variables intableaux, and inorporates in his alulus the possibility of repeating lausesextrated from the tableau (the so-alled branh lauses). Let us summarizethe rigid hyper tableau alulus in the following way:



28 3. Theorem Proving Methods
• The instantiation of branh lauses is not a neessary omponent of thealulus.
• Rigid hyper tableaux are not sound. We prove this fat in Theorem2.3.15 in the dissertation.
• It has not been proved yet that rigid hyper tableaux are omplete.



4. MULTI-HYPER TABLEAUXOur main results an be found in Setion 3 in the dissertation. In Setion 3.1,multi-hyper tableaux are introdued, whih have been published in the paper[25℄. The multi-hyper tableau alulus is an improvement of Baumgartner'shyper tableaux and Kühn's rigid hyper tableaux. It(1) eliminates purifying substitutions, whih are used in hyper tableaux;(2) eliminates the problem of branh lauses opies, whih are used in rigidhyper tableaux;(3) intends to solve the e�ieny problems of hyper tableaux and rigid hypertableaux;(4) and is proved to be sound and omplete.4.1. The Multi-Hyper Tableau CalulusIn the followings, we de�ne the multi-hyper tableau alulus. First of all, wegive two de�nitions, whih desribe what is meant by an extension of a branh
B of a tableau T .Definition 4.1 (Extension).An extension is a tuple [E, σ] where E is a lause and σ is a substitution. �Definition 4.2 (Applying an Extension).An extension [E, σ] is applied to a branh B ∈ T of a tableau T by generatingthe following tableau:

(T +BE)σ . �An extension is assigned to three objets at the same time: to a lause, alause multiset, and a literal multiset. The assignment is desribed by thefollowing de�nition:



30 4. Multi-Hyper TableauxDefinition 4.3 (Determining an Extension).(1) Let C⊖ be a lause, and let {L⊖
1
, . . . , L⊖

k
} be the set of all the negativeliterals in C⊖, where k ≥ 1.(2) Let {C⊕

1
, . . . , C⊕

k
} be a multiset of positive lauses.(3) Let {L⊕

1
, . . . , L⊕

k
| L⊕

i
∈ C⊕

i
} be a multiset of (positive) literals, where

σ = U
(
(L⊖

1
, L⊕

1
), . . . , (L⊖

k
, L⊕

k
)
) exists.Let E denote the following lause:

C⊖\{L⊖
1
, . . . , L⊖

k
} ∪

k⋃

i=1

C⊕
i
\{L⊕

i
} . (4)Then, the extension assigned to C⊖, {C⊕

1
, . . . , C⊕

k
}, and {L⊕

1
, . . . , L⊕

k
} is re-ferred as

e
(
C⊖,

{
C⊕

1
, . . . , C⊕

k

}
,
{
L⊕

1
, . . . , L⊕

k

})
,and is [E, σ]. �The following de�nition desribes to whih lauses, lause multisets, and literalmultisets extensions an be generated, in the ase of a given branh and a giveninput lause set.Definition 4.4 (Extensions for a Branh and a Clause Set).For a branh B and a lause set C, the extensions are the elements of thefollowing set:

E(B, C) =




e
(
Ĉ⊖,

{
Ĉ⊕

1
, . . . , Ĉ⊕

k

}
,
{
L⊕

1
, . . . , L⊕

k

})
∣∣∣∣∣∣

C⊖ ∈ C, (1)
C⊕

i
∈ B ∪ C, (2)

L⊕
i
∈ Ĉ⊕

i
(3)




 .Hereinbefore, for any lause C

Ĉ =

{ a new instane1of C , if C ∈ C;
C , otherwise.

�1 These instanes are new w.r.t. the variable set V = FV(T ) (.f. De�nition 2.7), where
T is the urrent tableau.



4.1. The Multi-Hyper Tableau Calulus 31Now, we use the previous de�nitions for de�ning the multi-hyper tableaualulus:Definition 4.5 (Multi-Hyper Tableau).Let C be a lause set. For C, a positive multi-hyper tableau is de�ned as follows:(1) Initialization Rule:{
{⊤}

} is a positive multi-hyper tableau for C.(2) Extension Rule:(a) Let T be a positive multi-hyper tableau for C, and let B ∈ T .(b) Let e ∈ E(B, C) be an extension.Then, the tableau resulted by applying e to B in T is a positive multi-hyper tableau for C. �Remark 4.6.The de�nition of a negative multi-hyper tableau an be obtained by exhang-ing the words �positive� and �negative� in De�nition 4.3, De�nition 4.4, andDe�nition 4.5. �The soundness of multi-hyper tableaux an be easily proved on the basis ofthe soundness of hyper-resolution.Theorem 4.7 (Multi-Hyper Tableaux � Soundness).The multi-hyper tableau alulus is sound. �It is muh more di�ult to prove multi-hyper tableaux to be omplete. InKühn's rigid hyper tableaux, even more than one lause an be attahed tothe tableau in a single derivation step, and the lauses that an be resolvedwith eah other are tried to be attahed to the same branhes in order tolose these branhes. Contrarily, the multi-hyper tableau alulus omputesa hyper-resolvent in a derivation step (an extension [E, σ] orresponds to thehyper-resolvent 〈E〉σ), and attahes it to the tableau. This latter approahyields a simple and transparent alulus, sine the tableau gets extended withonly one lause at one. The more important advantage of this approahmanifests itself in the proof of ompleteness: the ompleteness of multi-hypertableaux an be proved on the basis of the ompleteness of hyper-resolution.



32 4. Multi-Hyper TableauxCompleteness is proved in two steps:(1) In Setion 3.2.1. in the dissertation, we show how to onstrut a so-alled hyper-resolution graph from a given hyper-resolution refutation.The onept of hyper-resolution graph is new in literature, we de�ne itby means of several own onepts, like grouped graphs, inferene node-groups, and N -edges.(2) In Setion 3.2.2 in the dissertation, a losed multi-hyper tableau is gene-rated from a given hyper-resolution graph.Theorem 4.8 (Multi-Hyper Tableaux � Completeness).The multi-hyper tableau alulus is omplete. �4.2. Clause Generation by TableauxMost of the lause generating algorithms rewrites diretly the formulas a-ording to well-known logial equivalenes [16℄. As rare exeptions, there areother alternative methods. Some of them are based on BDDs (Binary Dei-sion Diagrams), also known as Shannon-graphs [16, 19℄. BDDs an basiallyused in propositional logi. Often, logiians draw a parallel between BDDsand tableaux [19℄. Similarly, a parallel an be drawn between tableaux andthe lause generating algorithms based on pp-expressions, the dual forms offormulas, and embedded lists [11, 17℄. However, these methods an only beused in propositional logi, either.The orrespondene between tableaux and normal forms is well-knownin literature, but only in propositional logi. Given the �nished analyti du-al tableau generated for a propositional formula, one an obtain the lausenormal form of the formula in the following way: for eah branh, generatethe disjuntion of the literals ourring in the branh; and then, generate theonjuntion of the resulting disjuntive formulas.As pointed out in Setion 3.3 in the dissertation, the derivation rules ofa lause generating tableau method in �rst-order logi have to take out theprenexing and the skolemizing of formulas. For this purpose, we use the γ-rulesand the δ-rules of free-variable tableaux [11℄.Definition 4.9 (Clause Generating Tableaux).Let F = {F1, . . . , Fn} be a formula set. For F , a lause generating tableau[25℄ is indutively de�ned as follows:



4.2. Clause Generation by Tableaux 33(1) {
{F1}, . . . , {Fn}

} is a lause generating tableau for F .(2) If T is a lause generating tableau for F then so is T ′, if T ′ is obtainedby applying any rule that an be seen in Figure 4.1 to T . �

γ-szabály:
γ(x)

γ

x új változó δ-szabály:
δ
�
f(x1, . . . , xk)

�δ

f új Skolem-szimbólum és
FV(δ) = {x1 . . . , xk}

α-szabály:
α2 α1

α

β-szabály:
β1

β2

β

4.1. ábra. Klózgeneráló tabló � levezetési szabályokIt is important that eah formula to that a rule has been applied gets erased(as a label) from the branh. A lause generating tableau is said �nished ifit onsists of solely literals. It is to prove that a �nished lause generatingtableau for a formula set F generates a lause set whih is satis�able i� sois F . Thereto, we de�ne a funtion that assigns a formula to a tableau, andthen we prove a lemma.Definition 4.10.The funtion cnf() on the set of all branhes and tableaux is de�ned as follows:(1) Given a branh B = {A1, . . . , Ak}, cnf(B) = (A1 ∨ . . . ∨ Ak).(2) Given a tableau T = {B1, . . . ,Bk}, cnf(T ) = cnf(B1)∧ . . .∧cnf(Bk).�Lemma 4.11.Given a lause generating tableau T , cnf(T ) is satis�able i� so is cnf(T ′)where the tableau T ′ has been obtained by applying a tableau rule to T . �On the basis of the previous lemma, it is easy to prove the following theorem:



34 4. Multi-Hyper TableauxTheorem 4.12.A formula set F is unsatis�able i� so is
C = {cnf(B) | B ∈ T } ,where T is a lause generating tableau for F . �Notie that if T is �nished in the above theorem then C is a lause set. Thatis, the lause set C is unsatis�able i� so is F .4.2.1. Linear Clause GenerationAs all the lause generating algorithms in literature, the method of lausegenerating tableaux is exponential. The problem is that some formulas mayour in several branhes of the tableau. This problem is aused by the tableau� as a tree data struture � itself. Hene, it would be advantageous to modifytrees not to ontain any loop; in literature, this kind of data struture is knownas DAG2.DAGs are well-known by logial appliations. Robinson's exponential uni-fying algorithm was linearized in the 70's by Paterson and Wegman [18℄ bythe use of DAGs. DAGs are also applied suessfully in other �elds of logi,e.g., in modal tableau methods [7℄.In Setion 3.3.1 in the dissertation, we linearize the lause generation tab-leau method by applying DAGs, by modifying its α-rule as an be seen inFigure 4.2.

α-szabály: α1 α2

α

4.2. ábra. Klózgeneráló DAG � módosult α-szabályIt is important how to apply a rule of lause generation tableaux: the newnode(s) get(s) inserted just below the node to whih the rule is being applied.It is obvious that this method has linear omplexity sine the number ofthe rule appliations needed for onstruting the �nished lause generatingDAG is linear with the number of the logial onnetives in the input formulaset.2 direted ayli graph



4.3. Redundany 354.2.2. Reduing Clauses by Closing BranhesIn Setion 3.3.2 in the dissertation, we show how easy to detet valid lausesin a �nished lause generation tableau simply by losing branhes. In the aseof a branh B:If there are two oppositely signed literals L1, L2 ∈ B suh that U(
L1, L2

)exists then B (as a lause) does not get to the lause set.4.3. RedundanyIn Setion 3.4 in the dissertation, we de�ne the onept of redundany (onformulas):Definition 4.13 (Redundany).A formula A is redundant w.r.t. a formula B and a symmetrial binary logialonnetive ◦ i� A ◦ B ∼ B. �We use this redundany onept for three similar purposes.4.3.1. Redundany in Hyper TableauxIn Setion 3.4.1 in the dissertation, Baumgartner's redundany onept forhyper tableaux [3℄ is introdued and obtained from the above-mentioned re-dundany onept. For this reason, we prove the following theorem:Theorem 4.14.Let A and B1 ∧ . . . ∧ Bk be formulas. If there is a substitution σ for any Bisuh that A = Biσ then A is redundant w.r.t. B1 ∧ . . . ∧ Bk and ∧. �On the previous theorem, the redundany onept of hyper tableaux is based:Definition 4.15 (Redundany w.r.t. a Hyper Tableau Branh).A lause D is redundant w.r.t. a branh B of a hyper tableau i� there is asubstitution σ for any L1 ∈ D and L2 ∈ B suh that L1 = L̂2σ
3. �3 The notation bL refers a new instane of the literal L (or to be more preise, bL is thesingle literal of a new instane of the lause ∀L).



36 4. Multi-Hyper Tableaux4.3.2. Clause Redution Based on RedundanyIn Setion 3.4.2 in the dissertation, we propose a kind of lause redution basedon redundany [25℄. For this purpose, let us introdue the following theoremand de�nition:Theorem 4.16.Let A and B1 ∨ . . . ∨ Bk be formulas. If
FV(A) ∩ FV(B1 ∨ . . . ∨ Bk) = ∅and there is a substitution σ for anyBi suh that Aσ = Bi then A is redundantw.r.t. B1 ∨ . . . ∨ Bk and ∨. �Definition 4.17 (Redundany w.r.t. a Clause).A lause D is redundant w.r.t. a lause C i� FV

(
〈C〉

)
∩ FV

(
〈D〉

)
= ∅ andthere is a substitution σ suh that 〈D〉σ ⊆ C. �The onept of a redundant lause is based on the previous de�nition:Definition 4.18 (Redundant Clause).A lause C is a redundant lause i� there is a lause D ⊂ C suh that D isredundant w.r.t. the lause C\D. �The point of the redution being disussed is to eliminate the redundanyof the given lause, i.e., to generate the so-alled irredundant variant of thelause.Definition 4.19 (Irredundant Variant of a Clause).An irredundant variant of a lause C is a lause C′ ⊆ C suh that C′ is notredundant and C′ ∼ C. �For suh variants, the following theorem is proved:Theorem 4.20.(1) Of any lause C, there is an irredundant variant.(2) If more than one suh variants exist then they are renamed variants ofeah other. �At the end of the setion, the onept of an irredundant variant is extendedto the extensions used in multi-hyper tableaux:



4.3. Redundany 37Definition 4.21 (Irredundant Variant of an Extension).By an irredundant variant of the extension [E, σ] for a multi-hyper tableau
T , we mean an extension [E′, σ′] suh that(1) E′ ⊆ E;(2) σ′ =

{
x/t ∈ σ

∣∣ x ∈ FV
(
〈E′〉

)
∪ FV(T )

};(3) and 〈E′〉σ′ is an irredundant variant of 〈E〉σ. �In Appendix A.2, it is algorithmially implemented to generate an irredundantvariant of a lause or an extension.4.3.3. Redundany in Multi-Hyper TableauxIn Setion 3.4.3 in the dissertation, it is disussed how to introdue a redun-dany onept for rigid lausal tableaux 4 (and onsequently, for multi-hypertableaux) only by onsidering the urrent tableau and the lause being at-tahed to the tableau. In the dissertation, we point out that suh a redundanyonept does not exist in general. However, we prove the following theorem:Theorem 4.22.Let T be a rigid lausal tableau in the form that an be seen in Figure 4.3,where
• let B denote the branh b1 ∪ {L1} ∪ b;
• let C denote the lause L1∨L2∨ . . .∨Lk, and let FV

(
〈C〉

)
∩FV(t) = ∅.The following fats hold:(1) if Ĉ is a new instane of C then

F (T ) ∼ F
(
T +B Ĉ

)
.(2) If D a lause suh that 〈Ĉ〉σ ⊆ D for a substitution σ then

F (T ) ∼ F
(
T +BD

)
. �In order to haraterize the lause C in the previous theorem, let us introduethe following onept:4 Tableaux that ontain rigid variables and are labeled only with literals.5 L1, . . . , Lk are literals, b1, . . . , bk , b are subbranhes, and t1, . . . , tk, t are subtableaux.
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L1

t1

L2

t2

Lk

tk

. . .
b

⊤

b1 b2 bk

t4.3. ábra. Rigid literálos tabló5Definition 4.23 (Separate Branh Clause).Let T be a tableau. Let L1, . . . , Lk (k ≥ 1) be literals in T suh that(1) any branh of T ontains at most one Li;(2) for all branh B of T suh that B does not ontain any Li, it holds that
FV

(
{L1, . . . , Lk}

)
∩ FV(B) = ∅ .

{L1, . . . , Lk} is a separate branh lause of any branh ontaining any Li. �Aording to the above theorem, the following redundany onept an beformulated for any rigid lausal tableau alulus whih has suh a derivationrule that provides the generation of new instanes of separate branh lauses.Redundany w.r.t. a Rigid Clausal Tableau Branh:A lause D is redundant w.r.t. a branh B of a rigid lausal tableau T i� thereis an L ∈ B and is a separate branh lause C of B suh that C ontains Land the following statement holds: some sublause of D is an instane of anew instane of C. �In the dissertation, we show that the redundany onept for hyper tableaux(.f. Setion 3.4.1 in the dissertation) is atually a speialization of the aboveredundany onept. We also point out that the multi-hyper tableau alulushas no derivation rule providing the generation of new instanes of separatebranh lauses, therefore the above redundany onept annot be applied formulti-hyper tableaux. It would be expedient to improve the multi-hyper tab-leau alulus to be able to generate new instanes of separate branh lauses,without losing ompleteness.



4.4. Heuristis 394.4. HeuristisIn Setion 3.5 in the dissertation, we deal with the potential of heuristitheorem proving in onnetion with multi-hyper tableaux. With this objet,we de�ne a total ordering on the set E(B, C) of extensions for a given branh
B and lause set C [25℄.Definition 4.24 (Heuristis).Let T be a multi-hyper tableau. Given two extension [E1, σ1] és [E2, σ2] forany branh of T , [E1, σ1] ≤ [E2, σ2] holds i�(1) |E1| < |E2] or(2) |E1| = |E2| and |R1| ≤ |R2|, where Ri =

{
x

∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ FV(T )
}. �4.4.1. Parametrized TheoremsIn Setion 3.5.1 in the dissertation, it is disussed what onsequenes theelimination of stipulating lauses to be losed has w.r.t. multi-hyper tableaux.We introdue the onept of parametri variables, and the notation Par(C)for the set of parametri variables in a lause C. We need this onept andnotation when generating new instanes of lauses: the de�nition of new lauseinstanes (De�nition 2.7) must be modi�ed suh that the statement

Dom(σ) = FV
(
〈C〉

)is to be overwritten with the statement
Dom(σ) = FV

(
〈C〉

)
\Par(C) .We also modify the total ordering that has been de�ned in De�nition 4.24:Definition 4.25 (Heuristis - Using Parametri Variables).Let C be a lause set, and T a multi-hyper tableau for C. Given two extension

[E1, σ1] és [E2, σ2] for any branh of T , [E1, σ1] ≤ [E2, σ2] holds i�(1) |P1| < |P2|, where Pi =
{
x

∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ Par(C)
}6, or6 Given a lause set C, Par(C) =

[
C∈C

Par(C).



40 4. Multi-Hyper Tableaux(2) |P1| = |P2| and |E1| < |E2], or(3) |P1| = |P2| and |E1| = |E2| and |R1| ≤ |R2|, where
Ri =

{
x

∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ FV(T )
}

. �In the dissertation, the implementational requirements for a theorem proverbased on multi-hyper tableaux that handles parametri variables are also de-tailed. The use of baktraking and so-alled rollbak points is one of theserequirements. In Appendix A.3, we give the algorithmi implementation ofthe multi-hyper tableau alulus.
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