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Bevezetés

A differencidlgeometriai kutatasok egyik legfontosabb teriilete az olyan geometri-
ai terek vizsgalata, ahol valamilyen energiafiiggvény segitségével egy metrika van
megadva. Ilyen terekre példdk a Riemann-sokasagok, ahol a metrika egy kvadrati-
kus energiafiiggvénybdl szarmaztathato, illetve a Finsler-sokasagok, ahol a metrika
egy 2-homogén (de nem feltétlentil kvadratikus) energiafiiggvénybél szarmaztatha-
t6. Ezekben a geometriai terekben a geodetikusok gorbeseregét az Euler-Lagrange-
differencialegyenlet megoldasai szolgaltatjak, igy a geodetikusok meghatarozasa egy
masodrendii kézonséges differencialegyenlet-rendszer megoldasahoz vezet. A kozon-
séges differencialegyenletek altalanos elmélete garantalja a geodetikus gorbesereg
létezését. Igen érdekes és mar régota kutatott probléma a forditott kérdés, az-
az annak eldontése, hogy egy differencidlgeometriai térben egy masodrendii diffe-
rencidlegyenlet-rendszerrel adott gorbesereg esetén vajon létezik-e olyan Riemann-,
vagy Finsler-metrika, amelynek geodetikusai megegyeznek az adott gorbesereggel
(az adott differencidlegyenlet-rendszer megoldasaival). Az aldbbiakban pontosab-
ban is megfogalmazzuk ezeket a problémakat.

Egy M sokasagon adott masodrendii kozonséges homogén differencidlegyenletrend-
szernek egyértelmiien megfeleltetheto egy, a sokasag érintényalabjan adott S vek-
tormezo gy, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldasai megegyeznek S integ-
ralgorbéinek M-re valé projekcidival. Ezt az S vektormezét spraynek, S integral-
gorbéinek projekcidit pedig a spray geodetikusainak nevezziik.

- Egy M sokasagon adott S sprayt Finsler-, illetve Riemann-metrizdlhatonak ne-
veziink, ha létezik egy olyan Finsler-, illetve Riemann-metrika az M-en, melynek
geodetikusai megegyeznek S geodetikusaival.

A maésodrendi kozonséges homogén differencidlegyenlet-rendszerrel (vagy sprayvel)
megadott gorbesereg metrizalhatosaganal altaldnosabb, és talan geometriai szem-
pontbdl érdekesebb probléma ezek projektiv metrizalhatésdga. Akkor mondjuk,
hogy két spray projektiv ekvivalens, ha geodetikusaik mint geometriai alakzatok
megegyeznek, azaz van olyan iranyitastarté atparaméterezés, mely az egyik geode-
tikusait a masik geodetikusaiba atviszi.

- Egy M sokasagon adott S spray projektiv Finsler-, illetve Riemann-metrizalhato,
ha létezik olyan Finsler-, illetve Riemann-metrika M-en, melynek kanonikus
spraye projektiv ekvivalens S-sel.

Sokasagok metrizdlhatosaganak és projektiv metrizalhatésaganak vizsgalata nem-
csak matematikai, hanem fizikai szempontbdl is érdekes kérdés, hiszen az altalanos
relativitdselméletben a (t6ltéssel nem rendelkezd) szabadon esé részecskék vilagvo-
nalai paramaterezetlen geodetikusok [20, 21, 31, 32, 40]. Asztronémiai megfigyelések
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utjan meghatarozhatoak az objektumok paraméterezetlen geodetikusai, ebbol pedig
esetleg rekonstrudlhaté a metrika [31, 32].

Megjegyezziik, hogy egy Riemann- vagy szemi-Riemann-metrikahoz tartozo ka-
nonikus spray kvadratikus, és minden kvadratikus spray egyértelmiien meghata-
roz egy torzibmentes linedris konnexiot, illetve forditva: minden linearis konnexio
meghataroz egy kvadratikus sprayt. A spray és az altala meghatarozott konnexi6
geodetikusai megegyeznek. Ilyen értelemben beszélhetiink a torzidémentes linearis
konnexiok metrizalhatosagarol is. Linedris konnexiok projektiv metrizalhatosaga-
ra a kétdimenzios esetben R. Liouville talalt sziikséges és elégséges feltételt egy
els6rendli parcidlis differencidlegyenlet-rendszer formajiban [26]. A rendszert M.
Eastwood és V.S. Matveev dltalanositottdk ketténél magasabb dimenziéra [18]. A
linearis konnexiok projektiv Riemann-metrizdlhatésagi problémajat egyenlére csak
kétdimenziora sikeriilt megoldani, melyet R.L. Bryant, M. Dunajski és M. Eastwood
[10]-ben publikaltak.

A projektiv Finsler-metrizalhatosagot elséként Hamel tanulmanyozta [24] abban
a speciélis esetben, amikor S egy lapos (gorbiiletmentes) spray, és amely Hilbert ne-
gyedik problémajénak Finsler-valtozataként ismeretes [1, 13, 48]. Az irodalomban a
projektiv Finsler-metrizalhat6sag vizsgalatanak tobbféle (de ekvivalens) megkozeli-
tésével talalkozhatunk. A [14]-ben a szerzék a varidciés multiplikétor 1étezését vizs-
galjak, [4]-ben egy szemibazikus 1-formara vonatkozé parcidlis differencidlegyenlet-
rendszert tanulmanyoznak, [15]-ben pedig egy 2-formak segitségével valé megfogal-
mazast is megadnak.

A disszertacioban Rapcsak Andras megkozelitését hasznalva vizsgaljuk a pro-
jektiv metrizdlhat6sdg problémajat. Rapcsdk Andras [41]-ben adott szitkséges és
elegendé feltételeket a projektiv Finsler-metrizalhatosdgra egy masodrendi parcia-
lis differencidlegyenlet-rendszer segitségével. Ezeket ma Rapcsdk-egyenleteknek ne-
vezziink [14, 46, 50]. Az egyenletek koordindtamentes megfogalmazdsa J. Klein, A.
Voutier, valamint Szilasi Jozsef és Vattamany Szabolcs nevéhez flizédik [25, 46]. A
dolgozat felépitése a kovetkezo:

A 1. fejezetben roviden emlékeztetiink a Frolicher—Nijenhuis-elméletre, és atte-
kintjiik a sokasag érintonyalabjan adott kanonikus strukturakat. Tovabba bevezet-
jilk a sprayk tanulméanyzasahoz sziikséges olyan alapveto fogalmakat mint a konnex-
i, Jacobi-endomorfizmus és a gorbiilet. A fejezet végén rovid attekintést adunk a
Cartan—Kahler elméletrdl és annak alkalmazéasarél.

A 2. fejezetben pontosan megfogalmazzuk a Finsler- és Riemann-metrizalhatosag
és a projektiv metrizalhatosag problémajat. Ezek utan igazoljuk, hogy a Rapcsak-
rendszer a projektiv metrizalhatdsag sziikséges és elegendd feltételeit nyujtja. Ameny-
nyiben lokalis koordinatarendszert hasznalunk az M sokasagon és az indukalt koor-
dinatakat hasznaljuk a T'M érintéterén, igy az

= fix,2), i=1,...,n, (1)

differencidlegyenlet-rendszerhez tartozé Rapcsdk-egyenlet az ismeretlen F' : TM —
R Finsler-fiiggvényre a
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forméba frhaté. A (2) egyenlet egy tildeterminalt masodrendii linedris parcidlis
differencialegyenlet-rendszer. Megjegyezziik, hogy a keresett F Finsler-fiiggvény
1-homogén is az y-valtozdjaban, ami az Euler-tétel alapjan szintén leirhatd egy
parcidlis differencidlegyenlet segitségével. Ezeket a parcialis differencidlegyenlete-
ket koordinatamentesen is meg lehet fogalmazni, és ennek segitségével adodik, hogy
egy S spray akkor és csak akkor projektiv Finsler-metrizalhato, ha létezik pozitiv
kvéazidefinit F': TM — R megoldasa az

(isQ=0, LoF = F} (3)

Rapcsdk-rendszernek. A 2.2. alfejezetben meghatérozzok az (3) rendszer integralha-
tosagi feltételeit és megmutatjuk, hogy (3) integralhatdsagi szempontb6l ekvivalens
a

{ir =0, LcF =F} (4)

kibovitett Rapcsdak-rendszerrel, ahol I' a sprayhez tarsitott nemlinedris konnexiot
jeloli.

A 3. fejezetben a kibovitett Rapcsak-rendszer integralhatosagat vizsgaljuk. Be-
latjuk, hogy (4) egyenletrendszer integralhatdsagi feltétele a sprayhez tarsitott nem-
linearis konnexié gorbiiletével kifejezhetd. Az integralhatdsagi feltétel az ig€2 = 0
alakba irhaté, ahol R a gorbiileti tenzor. Ezen tilmenden megmutatjuk, hogy a
rendszer szimbdluma involutiv, ennélfogva a masodrendi kompatibilitasi feltéte-
lek teljesiilése esetén (4) formdlisan integralhaté. Amennyiben dim M = 2, vagy
a vizsgalt spray lapos illetve izotrép, tgy a kompatibilitasi feltételek teljesiilnek,
igy a (4) parcidlis differencidlegyenlet-rendszer formalisan integralhat6. Ennek ko-
vetkezményeként adodik, hogy az analitikus esetben S lokalisan projektiv Finsler-
metrizalhato. Ezeket az eredményeket més modszerek alkalmazasaval mar igazol-
tak. A kétdimenziés sokasdgok esetét M. Matsumoto tisztazta [28]-ban. Magasabb
dimenziés sokasdgokra M. Crampin [12]-ben igazolta, hogy minden izotrép spray
projektiv ekvivalens egy R—lapossal, tovabba, [11]-ben megmutatta, hogy minden
R—lapos spray Finsler-metrizalhato. Ezen két eredmény alapjan az adodik, hogy
minden izotrop spray projektiv Finsler-metrizalhato.

Az 4. fejezetben a nem izotrép esetet vizsgaljuk. Errél az esetrol rendkiviil kevés
eredmény talalhaté a szakirodalomban. A gorbiileti tenzort tartalmazé kompati-
bilitasi feltétel ekkor nem teljestil minden kezdeti értékre, ennélfogva a projektiv
metrizalhatosag tanulmanyozasahoz a gorbiiletre vonatkozo integralhatdsagi felté-
tellel is ki kell b6viteni a (4) rendszert. Mivel az gorbiileti feltétel helyettesithet6 a
spray Jacobi-endomorfizmusara vonatkozé ie{) = 0 egyenlettel, igy a nem izotrop
esetben az

{ir=0, LcF =F, i =0} (5)

rendszer integralhatdsagat vizsgaljuk. A 4. fejezetben a (5) rendszert vizsgéljuk a
generikus esetben, vagyis abban az esetben, amikor a Jacobi-endomorfizmus sajat-
értékei paronként kiilonbozoek. A 4.1. alfejezetben meghatarozzuk a masodrendii
integralhatosagi feltételeket, majd megmutatjuk, hogy a rendszer szimboéluma nem
2-aciklikus, igy magasabb rendii integralhatésagi feltételek megjelenése varhato. A
Spencer-elmélettel meghatarozhato, hogy melyik szinten, és hany ilyen feltétel jele-
nik meg. A 4.2. alfejezetben belatjuk, hogy az elsé nem trividlis Spencer-kohomolé-



gia csoport nem tinik el, és igy extra harmadrendii integralhatosagi feltételek lépnek
fel. Az 4.3. fejezetben meghatarozzuk az adodé harmadrendii obstrukcié alakjét is.

A harmadrendii feltétel konkrét alakjatol fliggden a rendszer tovabbi analizi-
se rendkiviil szerteagazéva valik. Ezért az 5. fejezettdl kezdve a haromdimenzios
sokasagokra korlatozzuk a vizsgdlatokat. Célunk nem a teljes analizis, hiszen a
megjelend szamos eset és részeset leirasa még ekkor is szinte reménytelen. Viszont a
dolgozatban minden olyan nehézség leirdsa megjelenik, amelyek a rendszer vizsga-
lata soran felmertlhetnek, igy a leirt modszerek segitségével elvben barmely harom,
vagy akar magasabb dimenziés sokasagon adott konkrét spray megvizsgalhato. Pél-
dat adunk olyan esetekre, ahol a masodrendii kompatibilitasi feltételek teljesiilnek
és a differencidloperator szimboluma involutiv, ezért a rendszer a Cartan—Kéhler-
tétel alapjan formalisan integralhaté (2.2.3. Allités, 3.2.1. Allitds). Vizsgalunk olyan
esetet is, ahol ez a méasodrendl kompatibilitasi feltétel nem teljesiil. Ekkor a vizs-
galt rendszert ezzel kibovitve folytatjuk vizsgalatainkat és kapunk eredményeket.
Leirunk olyan esetet is, amikor a rendszer szimbdéluma nem invololutiv, s6t nem
is 2-aciklikus (4.2.1. Allitds). Ekkor a Cartan Kéahler-tétel feltételei nem teljesiil-
nek, igy a rendszer formdlis integralhatésagat csak a Spencer—Goldschmidt-elmélet
segitségével vizsgalhatjuk. Itt taldlhatunk olyan specidlis eseteket is, ahol a masod-
rendi kompatibilitasi feltételek teljesiilése ellenére a rendszer nem integralhato, mert
magasabb rendli nemtrivialis kompatibilitasi feltételek lépnek fel. Szamitasaink so-
ran megmutatjuk, hogyan lehet a magasabb rendii kompatibilitasi feltétel rendjét
a Spencer-kohomoldgia segitségével megtalalni, majd a kompatibilitasi feltételeket
a megfeleld rendl prolongalt rendszer segitségével kiszamitani (4.3.1. Allités). Vé-
giil olyan esetre is adunk példat, amikor a rendszer prolongaltja mar 2-aciklikus
(5.2.1. Allitas), illetve involutiv (5.3.9. Allitds), igy a taldlt magasabb rendii felté-
telen tul tovabbi magasabb rendii kompatibilitasi feltételek mar nem lépnek fel, és
a Spencer—Goldschmidt-tétel biztositani tudja a formalis integralhatosagot.

A 6. fejezetben Lie-csoportokon és homogén tereken vizsgaljuk a Riemann-; il-
letve a Finlser-metrizalhatosagi és projektiv metrizalhatosagi problémakat. Mivel
a Finsler-sokasdgok a Riemann-sokasidgok altalanositédsai, igy minden Riemann-
metrizalhaté spray egyben Finsler-metrizalhaté is. A megforditas altaldban nem
teljesiil, azaz léteznek Finsler-metrizalhaté sprayk, amik nem Riemann-metrizédlha-
toak. Abban a specialis esetben, amikor a vizsgalt spray kvadtatikus, a két probléma
ekvivalens [44], azaz egy kvadratikus spray pontosan akkor Finsler-metrizélhaté, ha
Riemann-metrizalhat6. Azonban a projektiv Finsler-metrizalhatd sprayk osztalya
még a kvadratikus sprayk esetében is ténylegesen nagyobb a projektiv Riemann-
metrizalhatoakénal. A 6. fejezetben megvizsgaljuk azt a specidlis esetet, amikor a
sokasag egy Lie-csoport, és a spray nem mas, mint a kanonikus konnexiohoz tartozo
kanonikus spray. Igazolunk egy, bizonyos értelemben vett merevségi tételt, mely
szerint a Lie-csoport kanonikus sprayje akkor és csakis akkor balinvarians projektiv
Finsler-metrizalhaté, ha balinvaridans Riemann-metrizalhaté. Megmutatjuk, hogy ez
a merevségi tulajdonsag homogén terek geodetikus orbitstrukturajara is teljesiil.



1. fejezet

El6zmények

A tovabbiakban M egy n-dimenziés, Hausdorff-féle, megszamlalhaté bazisi sima
sokasagot, C°(M) az M-en adott sima fiiggvények gytirijét, X(M) pedig az M
vektormez6inek C*° (M )-moduluséat fogja jelolni. Az M sokasag (T'M,m, M) érint6-
nyalabjat és a (T'M \ {0}, 7, M) hasitott érintényalabjat T'M-mel, illetve TM-mel
jeloljuk. VT'M = Ker (7,) jeloli a TTM vertikalis résznyalabjat.

Lokélis szamoldsaink sordan x = (x1,...,x,) egy koordinatarendszert jelol egy U C

M koordinata kornyezeten, (z,y) = (z1,...,%n, Y1, - - -, Yn) Pedig az asszocidlt koor-
dinatarendszert jeloli #=1(U) C T'M-en.

Skalar és vektorértékii differencidlformak

A ferdeszimmetrikus, illetve szimmetrikus k-formak modulusait A¥(M)-mel, illetve
Sk (M)-mel jeloljiik. Specialisan A*(M) = T*M. Azt mondjuk, hogy a T'M-en adott
w szimmetrikus vagy ferdeszimmetrikus k-forma szemibdzikus, ha w(Xy, ..., X3) = 0,
amennyiben az X; (1 € {1,...,k}) vektormez6k valamelyike vertikdlis. A szimmet-
rikus, illetve ferdeszimmetrikus szemibazikus k-formdk modulusat A*(T'M), illetve
SK(TM) jeloli. Az M sokasidgon adott vektorértékli k-forman (0 < k) egy

K:X(M)x - x X(M) — X(M)

k

ferdeszimmetrikus, C'*°(M)-multilinedris leképezést értiink. Megjegyezziik, hogy
a vektorértékii 0-formak a vektormezék. Az M-en adott vektorértéki k-formék
C(M)-modulusit U*(M) jeloli. Egy K € U*(T M) vektorértékii k-format szemi-
bazikusnak neveziink, ha értéke vertikalis, valamint K (X7, ..., X}) = 0, amennyiben
az X; vektormezOk valamelyike vertikalis (i € {1,...,k}). A szemibézikus vektor-
értékil k-formak modulusat WX(TM)-mel jeloljiik.

Derivacidok

A A(M) = ®renAF (M) gradalt algebra egy D derivacidja i, tipusi (vagy algebrai),
ha a fiiggvényeken trividlis a hatésa, azaz Df = 0 minden f € C®(M)-re és d,
tipust, ha kommutdl a kiils6 derivalttal, azaz ha [d, D] = 0.

Legyen L € W!Y(M). Ekkor létezik az L-hez asszocidlt és iz-lel jeldlt i, tipusi
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6 El6zmények

(I — 1)-edfoku derivdci6, amelyet a kovetkezéképpen definidlunk: ha w € AY(M) és
Xi,...,X; € X(M), akkor legyen

iw(X1,. .., X)) = w(L(Xy, .., X)),
Tekinthet6 tovabba az iy, és a d derivaciok kommutatora, azaz a
dL = [iL, d] == 'L.L o d - (—1)1_1d o Z'L,

ami egy [-ed foku d, tipusu derivacié. Specidlisan, ha X € (M) = X(M), akkor ix
a helyettesitési operator, dx =Lx pedig az X szerinti Lie-derivalt.

Legyen K € WF(M) és L € WY(M) két vektorértékii differencialforma és tekintsiik
ezek [dy,dr) = dxdy — (—1)Fdpdx kommutatordt. Ekkor egyértelmfiien létezik egy
olyan [K, L]-lel jelolt vektorértékii (k + [)-forma W*(M)-ben, amire

[dx,dr] = dik. ). (1.1)

[K, L|-t a K és az L Frohlicher—Nijenhuis-zdrdjelének nevezzilk. Megjegyezziik, hogy
abban a speciélis esetben, amikor X, Y € WO(M), akkor X ésY vektormezdk és (1.1)
az X és'Y szokdsos Lie-zardjelét jelenti. Amennyiben K € W!(M) egy vektorértéki
1-forma, akkor az Nk = %[K , K| vektorértékii 2-format a K Nijenhuis-torzidjanak
nevezzik:

Ng(X,Y) = [KX,KY]+ K*[X,Y] - K[KX,Y] - K[X,KY].

Szamitasaink sordn gyakran alkalmazzuk az alabbi formuldkat: ha K,L € ¥!(M)
és X,Y € X(M), akkor

lK,x] = ikdx —dxig
ik,r) = dpx — igdy +dpig,

illetve
(K, X|(Y) = [KY, X] - K[Y, X].

1.1. Sprayk és asszocialt geometriai mennyiségek

Természetes strukturak 7T M-en

Tekintsiik a
TM Xy TM :={(v,w) | 7(v) = 7(w) },

sokasagot, valamint a

d
i:TM Xy TM —VTM (v, w) — i(v, w) = (v 4+ tw),
t=0

és a

GiTTM = TM xy TM X — j(X) = (v,m.(X)), X €T, TM.
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leképezéseket. Ezek segitségével bevezethetd a
J=ioj,

leképezés, amelyet a TTM wvertikdlis endomorfizmusanak neveziink. Erre teljesiil,
hogy J? = 0, KerJ =ImJ = VTM és [J,C] = J. A vertikdlis endomorfizmus
koordinatakifejezése a TM egy (z°,y") lokdlis koordindtarendszerére vonatkozéan

, 0
J — d v —_.
T & 8y2
Az infinitezimalis dilataciét reprezentalé C' € X(T'M) vektormezét, ahol
d
Cv) =i(v,v) =—| (v+1tv), (1.2)
dt li—o
Liouville-vektormezdnek nevezzik. A T M lokélis bazisaban C a
0
C =y —
Yy By

alakot 6lti. Azt mondjuk, hogy a L € C*°(TM) fiiggvény k-adfokd pozitiv homogén
(az y valtozéban), ha L(\y) = M*L(y) minden A > O-ra és y € TM-re. Euler
homogén fiiggvényekre vonatkozé tétele szerint az L € C°(TM) figgvény akkor és
csakis akkor k-adfokt pozitiv homogén, ha teljesiil, hogy 3! g;—; — kL = 0, azaz, ha
lokélisan fennéll az

Lol = kL (1.3)

egyenloség.

Spray és geodetikusai

Az M sokasdgon adott szemisprayn egy olyan S € X(TM) vektormezét értiink,
melyre teljesiil, hogy JS = C. Azt mondjuk, hogy az S szemipspray spray, ha
[C, S] = 5, azaz ha S egy 2-homogén vektormez6. S spray lokalis alakja

i 0 0

ahol az f'(z,y) fiiggvények mdasodfokt pozitiv homogének az y valtozéban, azaz
iz, Ay) = N2fi(x,y), A > 0. A spray kvadratikus, ha a spray egyiitthatok kvadra-
tikusak y-ban, azaz ha f* = I (x)y’y", ahol I}, (x) sima fiiggvényeket jelolnek.

S

(1.4)

Egy S spray geodetikusan olyan v : I C R — M regularis gorbét értiink, amelyre
teljestil, hogy S o4 = 4 (tehat ha a = sebességvektormezdje integralgorbéje az S
vektormezdnek). Az S spray geodetikusai lokélisan a (1) kozonséges masodrendi
differencidlegyenlet-rendszer megoldésai.

1.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az S és S spray projektiv ekvivalensek, ha
geodetikusaik egy irdnyitastartd atparaméterezéstdl eltekintve megegyeznek.

Belathato, hogy S és S akkor és csak akkor projektiv ekvivalensek, ha teljesiil,

hogy B
S=5-2PC, (1.5)

ahol a P € C°(TM) projektiv faktor 1-homogén fiiggvény.
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Konnexio

Egy M sokasigon adott (nemlineéris) konnexién olyan T' € W!(TM) vektorértékii
1-forméat értiink, amelyre teljesiil, hogy

JI'=J é I'J=—J.

Ekkor I'? = Id, és a —1 sajatértéknek megfeleld sajataltér a vetrikalis résznyaldb,
azaz

VIM ={X e TTM |T(X)=—-X},

a +1 sajatértéknek megfelel6 sajatalteret pedig horizontdlis résznyalabnak nevezziik,
és HT M-mel jeloljiik, azaz

HTM ={X e TTM |T(X) =X }.

Ekkor minden v € T'M estén fennall, hogy T, TM = H,TM & V,TM. A T konnexi-
6hoz tarsitott A horizontalis, illetve v vertikalis projektorokat a

1

1
formulédk definialjak.
Fontos észrevétel, hogy egy S spray esetén a
I':=[J5] (1.7)

formulaval definialt vektorértékii 1-forma egy konnexid, melyet a sprayhez tdrsitott
konnexionak neveziink. Amennyiben S kvadratikus spray, tgy I' egy lineéris kon-
nexié. Az (1.4) sprayhez asszocialt (1.7) konnexié koefficienseit a

e = _Lof :
J 20y
formula adja meg.
Gorbiilet és Jacobi-endomorfizmus
Egy I' konnexi6 gorbiiletén az
1
R = i[h’ h) (1.8)

vektorértékli 2-format értjiik, tehat a gorbiilet a A horizontalis projektor Nijenhuis-
torzidja. Mivel

R(X,Y) = v[hX, hY],

ahol X|Y € X(T'M), igy a gorbiilet a horizontélis disztribtcié integralhatosdagat
jellemzi.
Tetszoleges S spray esetén tekinthetjik a

® = igR. (1.9)
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vektorértékli 1-format. Mivel (1.8) szemibazikus, igy (4.2) nem fiigg az S spray
valasztdsatol.  ®-t Jacobi-endomorfizmusnak ([50]-ben Riemann-gorbiiletnek) ne-
vezzilkk. A @ koordinatakifejezése a & = @;(x, y)dr! @ 821- alaku, ahol

I Qi

—Tjrh — 5(1%). (1.10)

A Jacobi-endomorfizmus és a gorbiilet egymast kolecsonosen meghatarozza, hiszen
teljestl az
1

R
3

[/, @]

egyenlet. Lokalisan az addédik, hogy

4 . . 1 /9t 0Pt
i __ pi o,k i k
Q% = Riy”, jk_3<ayj_8y’i>'

Az S sprayt laposnak nevezziik, ha a Jacobi-endomorfizmusa ® = \J alaku, ahol
A € C®°(TM). Tovabba S izotrép, ha ® = \J —a ® C, ahol A € C°(TM), a pedig
egy szemibazikus 1-forma.

Azt mondjuk, hogy egy nemzérus horizontdlis X € X(TM) vektormez$ a &
sajatvektormezdje, ha teljestil, hogy @ X =AJ X, ahol A € C*°(TM). Ekkor \ az X-
hez tartozé sajatfiggvény. Mivel R ferdeszimmetrikus, ezért ®(S)=R(S, S)=0, azaz
S mindig egy sajatvektormezoje ®-nek, A = 0 pedig az S-hez tartozo sajatfiiggvény.
A ®-t diagonalizdlhatonak nevezzik, ha létezik egy olyan {hy, ..., by, v1, ..., v, } bazisa
T.(TM)-nek, hogy ®h; = \v;, ahol a h;-k horizontalis vektorok, és Jh; = v;, i =
1,...,n.

Euler-Lagrange egyenlet

Ha adott egy L egy regularis Lagrange-fiiggvény az M-en, azaz L : TM — R, ahol
det ( O°L ) # 0, akkor az

Oy Oy

Qp:=dd;L
képlettel definialt 2-forma maximélis rangi. Ekkor az
1580y +dde L — dL =0

egyenlettel definialt S vektormezo egy szemispray gy, hogy S geodetikusai az Euler—
Lagrange-féle egyenlet megoldésai, azaz teljestil a

doL  dL
dt oxt  dxt

1=1,....n (1.11)
masodrendi kézonséges differencidlegyenlet-rendszer. Amennyiben az L 2-homogén
tulajdonsagu is, gy az S vektormez6 2-homogén, azaz egy spray.

Tegyiik fel, hogy most adott egy S spray az M sokasagon. Ekkor tetszoleges L &
C>*(TM) Lagrange-figgvény esetén tekintsik a

Wi, :isQL—i—dch—dL (1.12)
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szemibazikus 1-forméat TM-en. Az adddik, hogy az
wy, =0 (1.13)

pontosan akkor teljesiil, ha (1.11) teljesiil, azaz (1.13) az Euler-Lagrange-egyenletek
koordinatamentes alakja.

1.1.2. Megjegyzés. Adott S spray esetén (1.13) egy n egyenletbdl al16 mésodrendii
parcialis differencialegyenlet-rendszer az L fiiggvényre, amelyet Euler—Lagrange-féle
parcialis differencidlegyenlet-rendszernek neveziink.

1.2. Formalis integralhatésag

Legyen B egy m-dimenziés vektornyaldb az n-dimenziés M sokasag felett m pro-
jekcioval, Sec(B) pedig a B metszéseinek a halmaza. Azt mondjuk, hogy a B két
metszése ugyanazt a k-adrendi jetet hatarozza meg x-ben, ha valamely lokalis koor-
dindtarendszerre vonatkozoan a Taylor-soraik k-ad rendig megegyeznek xz-ben. Ez a
feltétel fliggetlen a lokalis koordinatarendszer megvalasztasatol. Jelolje az s metszés
k-adrendii jetjét x € M-ben jj(s),, az Osszes k-jetek halmazat pedig Ji(B). Ekkor a
Jx(B) fibralt nyalab az M sokasag felett my projekcidval, ahol 7o (jx(s).) = z. Jx(B)-
t a B vektornyaldb k-adrendii jetnyaldbjdnak hivjuk. Ha m > k és p € J,,(B),
akkor m(p) legyen Ji(B) egy eleme ugy, hogy mi(jm(s)z) = Jr(s).. Ekkor a
Tk Jm(B) — Ji(B) projekciéval J,,(B) is fibrélt nyaldbb Ji(B) felett. Specia-
lisan, Ji(Ry/) a valos értéki fiiggvények k-adrendi jetjeit jelolni, azaz a trivialis
vonalnyalab metszéseit.

Belathatd, hogy Ker m,_; izomorf S¥T* M ® B-vel, és az izomorfizmust a kovet-
kezo € leképezés adja:

e(dfy ©dfy © ... O dfy, @ 8)2 = (Jr(f1-+- )z, (1.14)
ahol ® a szimmetrikus szorzatot jeloli, fi,..., f, € C*°(M) az z pontban eltiing
figgvények, s € Sec(B).

Legyenek By és By vektornyaldbok az M sokasag folott és P: Sec(B;) — Sec(Bs)
egy linearis differencidloperator. Ha P egy k-adrendii linearis differencialoperator,
akkor a kovetkez6 morfizmus tarsithaté hozza:

pr(P): Ju(B1) — Bs.

Az l-edrendil derivaltakat véve, természetes mddon vezetheté be a differencialope-
rator

Prt(P): Jeya(Br) = Ji(Ba)

[-edrendi prolongdltja. Azt mondjuk, hogy egy s € Sec(B;) metszés megolddsa P-
nek, ha Ps = 0. Az l-ed rendd fomdlis megolddsok terét x € M-ben Solyy,(P) ==
Ker py11.(P) fogja jelolni. Ekkor

Ps =0 = J1.2(8) € Soly .(P),

minden [ > k és x € M esetén. Vezessiikk be a 7, = 7Tl7x|soll+lyz(7)) jelolést.
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1.2.1. Definicié. Egy k-ad rendii P linearis differencidloperator formdlisan integ-
ralhato, ha Sol;(P) vektornyaldb minden | > k-ra, és a 7, : Solj1.(P) — Sol (P)
leképezés minden [ > k esetén sziirjektiv.

Amennyiben P egy formalisan integralhaté k-ad rendii lineéris differencidlope-
rator, akkor minden k-adrendii z-beli megoldds (vagy mdas néven kezdeti érték)
felemelhetd végtelen rendii formélis megoldassa, hiszen 7, sziirjektivitdsa miatt
minden [-ed rendt s;, € Sol;,(P) megoldas esetén (I > k) van olyan [ + 1-ed rendi
Si+1,2 € Solit1,.(P) megoldds, amelynek projekcidja s .

Az analitikus esetben a formalis integralhatosagbol kovetkezik a megoldasok 1é-
tezése tetszoleges kezdeti értékek esetén (lasd [9], 397. oldal):

1.2.2. Tétel. Legyen P eqy analitikus, k-ad rendd parcialis differencidloperdator,
amely formdlisan integrdlhato x € M -ben, tovdabbd tegyiik fel, hogy P requldris, azaz
Soly+1(P) vektornyaldb Sol(P) felett. FEkkor tetszbleges sg. € Solg.(P) kezdeti
érték esetén létezik eqy s lokdlis analitikus metszés az x pont eqy U kdrnyezetében,
amelyre Ps =0 és ji(5)z = Sk

Legyen P egy k-adrendii linearis differencidloperator. A P operdtor szimbolumd-
nak nevezzik a oy(P): S*T*M @ By, — By leképezést, ahol az (1.14)-6t hasznélva

o,(P) = pi(P) ce. (1.15)
Lényegében a o1 (P)-t tgy kapjuk, hogy a P hatédsét csak a legmagasabb, k-adrendi
tagokon vizsgaljuk:
StTM @ B, 22, B,

A P szimbdluménak [-edik prolongéltjit a kovetkez6 diagrammal értelmezett oy (P)
leképezés adja:

ST @ B, 2P, sirar o B,

Jk+lBl pk+—l(P)) J1 B3

Ha £={e;...e,} a T, M egy bézisa, akkor legyen

Grz(P) = Ker 0y.,(P),
Gha(Plerc, = {A € geu(P) i A= =i, A=0}, j=1,...n.
Azt mondjuk, hogy az & bézis kvdzi-reguldris, ha teljestl a kdvetkezo feltétel:
dim gk+1,x(P) = dim gk,x(P) + Z dim gk,m(P)el...e]-- (1~16)
j=1

Ha minden z € M-re létezik kvazi-regularis bazisa T, M-nek, akkor a P szimbdlu-
mat involutivnak hivjuk. A fenti fogalmak segitségével megfogalmazhté a formalis
integralhatosagra vonatkozo
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1.2.3. Tétel. [Cartan—Kdhler]

Legyen P egy k-adrendi reqularis linedris parcialis differencidloperdtor. Ha a Ty, :
Soli11(P) — Soly(P) leképezés szirjektiv és a P szimboluma involutiv, akkor P
formalisan integralhato.

A kvézi-regularis bazis létezésének feltétele helyettesitheto egy gyengébb felté-
tellel is. Ehhez tekintsiik a kovetkezo Spencer-komplexust:

- oy %,
0= gmik(P) == T"M ® g 144(P) ——= N*T"M & g2 1(P) —
sm o o *
oy AT M ® ggai(P) — -+ = A"T* M @ Gy (P) = 0,

(1.17)
ahol 4 '
6 N'T*M ® g (P) — AT M @ g1 (P)
az elsé i + 1 valtozéban antiszimmetrizalé d-operator. Ekkor a H™* Spencer-féle
kohomoldgia csoportot a kovetkezdképpen definialjuk:

H™" = Ker 5;"/1111 0" . (1.18)

Egy k-adrendii differencidloperator szimbéluma r-aciklikus, ha H™' =0, 0 < i < r,
Vm > k. Belathatd, hogy a szimbélum mindig 1-aciklikus, azaz H™ = 0, Vm > k,
i = 1,2. Tehat a 2-aciklikussag igazolasahoz azt kell megmutatni, hogy H™? = 0 is
teljesiil.

1.2.4. Tétel. [Spencer—Goldschmidt] Legyen P egy k-adrendi requldris parcidlis dif-
ferencidloperdtor. Ha a7y : Solg11(P) — Sol,(P) leképezés sziirjektiv és az operdtor
szimbdluma 2-aciklikus, akkor P formdlisan integrdlhato. (lasd [9], 410. oldal)

Tehat egy olyan regularis k-adrend differencialoperator formalis integralhato-
saganak vizsgalatahoz, amelynek szimboluma involutiv vagy 2-aciklikus, elegendé a
i1 leképezés sziirjektivitasat ellendrizni. Ezt a kovetkezo allitas alapjan tehetjiik
meg:

1.2.5. Allitas. Megadhaté egy olyan ¢: Soly(P) — Coker (o441 (P)) morfizmus,
amivel a B

Soly11(P) 2 Solx(P) = Coker (441(P))
egzakt. Igqy T, pontosan szirjektiv, ha ¢ = 0.

1.2.6. Megjegyzés. A p leképezést obstrukcids leképezésnek, a Coker (oy11(P)) te-
ret pedig obstrukcios térnek hivjuk, mivel egy k-adrendii s € Sol,(P) megoldés akkor
és csakis akkor prolongalhaté (k+1)-ed rendii megolddssd, ha ¢(s)=0. A ¢ =0
parcialis differencidlegyenletet a P elsd kompatibilitasi (vagy integralhatosagi) felté-
telének hivjuk. Specidlisan, ha Coker (o;41(P)) = {0}, akkor nincs kompatibilitasi
feltétel, igy nincs obstrukciéja a megoldas prolongalasanak.

1.2.7. Megjegyzés. Legyen 7: T"M ® B, — K egy olyan leképezés, melyre Ker 7=
Imoy41(P). Ekkor K izomorf a Coker (ox11(P)) obstrukciés térrel. Tovdbbd, ha
Sk =Jk(8)s egy k-adrendll megoldas, azaz (Ps), = 0, akkor

O(skz) = T(V(PS))s (1.19)

ahol V tetszéleges linearis konnexié a By vektornyalabon.
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A fenti megjegyzés egy, a gyakorlatban igen hasznos médjat adja a ¢ leképezés,
és 1gy az integralhatosagi feltétel kiszamitasanak. A szaggatott tutvonal az alabbi
diagramban a ¢ : Solp(P) — K leképezést abrazolja:

G (P) —— ST M @ B, 2B pyre B, — 24 K 0

J1B:

o

pr(P)

1.2.8. Jelolés. Legyen (x') lokalis koordindtarendszer M-en, (z°,y') pedig az ehhez
tarsitott koordinatarendszer TM-en v € TM egy kornyezetében. Ha ji(F), €
Je(Rrar) a valds értéki F' fiiggvények k-adrendii jetje T'M-en, akkor a kovetkezo
jelolést hasznaljuk:

L OF
prlalet U T Grin | Qe Qylat ..yl (v);

Fi 1<I<k. (1.20)






2. fejezet

Metrizalhatosag és projektiv
metrizalhatésag

2.1. Finsler és Riemann metrizalhatésag és projek-
tiv metrizalhatésag

Egy M sokasagon adott Finsler-fiiggvényen olyan F : T'M — R, folytonos fiigg-
vényt értunk, amely sima a 7M hasitott érintényalabon, fibrumonként elséfokiu
pozitiv homogén, azaz F(x,\y) = A\F(x,y), minden A > O-ra, és a

B 0*FE
N Oytoyd

9i5(x, y) (2.1)

matrix minden (z,y) € TM esetén pozitiv definit, ahol az E := $F? az F-hez tér-
sitott energiafiggvény. Belathatd, hogy ekkor az F' fliggvény Hesse-matrixa pozitiv
kvazi-definit, azaz agf 5;/ —vivd >0, és az egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha v
az y skaldrszorosa [14]. Finsler-sokasdgon egy (M, F') part értiink. A

9= gij dr' @ da’? (2.2)

tenzort az F-hez tartozé Finsler-metrikanak nevezziik. Abban a specidlis esetben,
amikor az energiafiiggvény kvadratikus, akkor (2.1) nem fiigg az y = (y*) valtozotol
és (2.2) egy Riemann-metrika.

Jol ismert tény, hogy egy (M, F') Finsler-sokasaghoz egyetlen olyan S spray létezik,
melyre

igdd;E = —dE.

Ezt az S sprayt a Finsler-sokasag kanonikus sprayének nevezziik. Ennek geodetiku-
sai a Finsler-sokasag geodetikusai és a

d9E OE
ace _9E =1, 2.
TR (23)

Euler—Lagrange-egyenletek megoldasai.

15
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2.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M sokasdgon adott S spray Finsler- (illetve
Riemann-) metrizalhatd, ha létezik egy olyan Finsler- (illetve Riemann-) metrika M-
en, amelynek kanonikus spraye S.

2.1.2. Megjegyzés. Egy M sokasiagon adott S spray pontosan akkor Finsler- (illeve
Riemann-) metrizalhato, ha létezik egy 2-homogén (illetve kvadratikus) E : TM —
R fliggvény, melyre teljesiil az

wg =0, (2.4)

Euler-Lagrange-egyenlet (ahol az E 2-homogenitasa miatt (1.12) wg = igdd;E+dE
alaki) és teljesiil, hogy (2.1) pozitiv definit 7 M-en. A 1.1.2 Megjegyzés alapjan a
Riemann- és a Finsler- metrizalhatosag problémaja egy parcialis differencialegyenlet-
rendszer megoldasara vezet.

Az 1.1.1 Definiciét hasznélva a metrizalhatosdg mintdajara vezetjiik be az alabbi
definiciot:

2.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M sokasagon adott S spray projektiv
Finsler- (illetve Riemann-) metrizdlhato, ha 1étezik egy olyan Finsler- (illetve Rie-
mann-) metrika M-en, amelynek kanonikus spraye projektiv ekvivalens S-sel.

A kovetkezo tétel lokélis alakjat Rapcsdk Andras bizonyitotta 1961-ben [41]. A
koordinatamentes valtozat megtalalhaté az aldbbi munkdkban: [25, 49, 46]. Itt egy
masik bizonyitast kozliink.

2.1.4. Tétel ([8]). Legyen S egy spray az M sokasigon. Ekkor M akkor és csakis
akkor projektiv Finsler- (illetve Riemann-) metrizdlhatd, ha létezik eqy F : TM — R
Lagrange-fiigguény, melyhez asszocidlt E = %FQ energiafigguény 2-homogén (illetve
kvadratikus), (2.1) pozitiv definit TM-en és teljesil az wp = 0 egyenlet.

Bizonyitas. Egy S spray akkor és csak akkor projektiv Finsler- (Riemann-) metri-
zélhatd, ha 1étezik olyan Finsler- (Riemann-) metrizalhato S spray, amely projektiv
ekvivalens S-sel. Ekkor a sprayk projektiv ekvivalencidja miatt megadhato egy olyan
P fiiggvény, hogy (1.5) teljesiiljon. Jeldlje F az S-hoz tartozé Finsler-fiiggvényt. Jél
ismert, hogy F invaridns a I = [.J, 5] konnexiéhoz tarsitott parhuzamos eltoldssal
szemben, igy dﬁﬁ = 0. Felhasznélva a horizontalis projektorok kozti

h=h-PJ-d;PaC
reléciét ([5], 4. fejezet) és az F fiiggvény 1-homogenitésat, azt kapjuk, hogy

0=dF =d,F —dpsF — d;PCF = dyF — Pd;F — Fd;P = d,F — d;(PF).
(2.5)

Ebb8l a JS = C azonossdg, valamint az F és P fiiggvények 1-homogenitdsanak
kovetkeztében az adodik, hogy

0 =isd;F = SF — O(PF) = SF — 2PF.
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Tehat a projektiv faktor: P = Q%S F. Behelyettesitve P-t (2.5)-be:
d,F d(l (Fd ﬁ))—dﬁ L1, (dsF) = 0

h I\oF s = dp 5 @ldst) =U.

Az (1.6) relacio, valamint dj g = djds — dgd; segitségével azt nyerjiik, hogy
0= dp F — dydsF = dyy s F + dF — djdsF
= —(igd + dig)ds;F + dF = —igdd;F — dcF + dF = —igddF.
Mivel F' 1-homogén fiiggvény, {gy doF = F és ddoF — dF = 0. Tehat
wi = igdd;F + ddcF — dF = igdd; F. (2.6)

Mivel igdd; F = 0, igy azt kapjuk, hogy wz = 0. Az allitdsban szerepld F' fliggvény
nem mas, mint az S sprayhez tartozé F' := F' Finsler fiiggvény.

Az allitas megforditasanak bizonyitasahoz tegytk fel, hogy az F fliggvény teljesiti a
tétel feltételeit. Ekkor F' egy Finsler-fliggvény. Legyen P = %SF és tekintsiik az

St = S —2PC vektormez6t. Az (M, F')-hez tartoz6 spray éppen a S és vildgos, hogy
S projektiv ekvivalens S-sel. Igy az S projektiv metrizalhato. O]

2.1.5. Definicid. Legyen S egy spray az M sokasagon. Azt a parcialis differenci-
alegyenlet-rendszert, amely az

igdd,;F =0, (2.7)
LcF—F =0 (2.8)

egyenletekbol all Rapcsak-féle parcialis differencidlegyenlet-rendszernek, réviden Rap-
csak-rendszernek nevezziik.

Lokélis koordinatazast hasznélva a Rapcsdk-rendszer (2.7) egyenlete az

. O?F . O0’F  OF
J——— S——— =0 2.9
Y OxI Oy +f Oyidyt  Oxt ’ (29)
a (2.8) egyenlete pedig a
OF _ F=0 (2.10)
y ayl ] .

alakba irhatd.

2.1.6. Kovetkezmény. A 2.1.4. Allitds alapjdn, eqy M sokasdgon adott S spray
pontosan akkor projektiv Finsler-metrizalhato, ha létezik a Rapcsdk-rendszernek eqy
olyan F megolddsa, melyre (2.1) a TM-en pozitiv definit.

Val6ban, az (1.3) és a (2.8) Osszevetésébél adddik, hogy a Rapcsdk-rendszer F
megoldasa sziikségképpen pozitiv 1-homogén fiiggvény, a (2.6) egyenletbdl pedig
lathatd, hogy a (2.7) egyelet nem més, mint az 1—homogén F' fiiggvényre vonatkozd
Euler-Lagrange-egyenlet, azaz (2.6) ugy is irhaté, hogy wr = 0.

A 6. fejezet szamolasai soran igen hasznos lesz az alabbi
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2.1.7. Allitas ([8]). Legyen S egy spray az M sokasdgon, L : TM — R pedig egy
Lagrange-fiigguény. Amennyiben L invarians az S integralgorbéi mentén, ugy

Bizonyitds. Ha L invarians az S integralgérbéi mentén, azaz S(L) = dgL = 0, akkor
a kovetkezot kapjuk

wp, =1sddyL + ddcL — dL = dgd;L — digd; L + ddcL — dL
= d[SyJ]L +dydgL — d(ng —djig + 'i[J,S])L +ddcL — dL
= —drL —dL = —dp, ;L = —2d,L.

]

2.1.8. Kovetkezmény ([8]). Legyen S egy spray, L invaridns az S integrdlgér-
béi mentén, f pedig egy olyan R-en értelmezett sehol sem zérus fiigguény, melynek
derivdltja nem tinik el. Ekkor L akkor és csak akkor megolddsa az S-hez tartozo
FEuler—Lagrange-egyenletnek, ha f(L) is megolddsa.

Bizonyitds. A 2.1.7. Allitds alapjdn az w; = 0 egyenlet ekvivalens a d,L = 0
egyenlettel, az wyry = 0 pedig a d(f(L)) = 0-val. Tovabba, mivel f'(L) # 0 és

dn(f(L)) = f'(L)dnL, (2.12)
az adodik, hogy d;(f(L)) = 0 akkor és csakis akkor teljesiil, ha d, L = 0, ez pedig a
2.1.7. Alltés miatt ekvivalens az Euler-Lagrange egyenlettel. O]

2.2. A Rapcsak-rendszer

Célunk a projektiv metrizalhatosag vizsgalata. Annak eldontése, hogy egy adott S
spray projektiv metrizalhaté-e vagy sem, a 2.1.6 Kévetkezmény alapjan a Rapcsak-
egyenlet megoldhatésagara vezetheto vissza. Ennek a masodrendii tulhatarozott
parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek a megoldhatosagat a 1.2 alfejezetben leirt
integralhatdsagi elméletek (Cartan—Kéhler, illetve Spencer—Goldschmidt) segitségé-
vel vizsgaljuk.

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a T(TM) maésodik érintényaldbra a T,
T*TM-re pedig a T* jelolést haszndljuk. A AFT™* és S*T* az antiszemmetrikus,
illetve a szimmetrikus k-formdk nyaldbjit fogja jelolni TM felett, a T, A*T*, il-
letve S*T* a szemibdzikus 1-, szemibdzikus antiszemmetrikus, illetve szemibazikus
szimmetrikus k—formék nyalabjat jeloli TM felett.

Legyen S egy spray és tekintsiik a Rapcsak-rendszerhez tartozo P, differencidlope-
ratort:

P1 = (Ps, Pc), (2.13)

ahol
Psl COO(TM) —>SecT*, 775<F) :isdeF, (2.14)

Pe: COO<TM) — COO(TM), Pc(F) LcoF — F. (2.15)
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A (2.9) és (2.10) lokélis kifejezésekbdl lathatd, hogy Pg méasodrendli, Pco pedig
elsérendfi differencidloperator. Igy a tarsitott pa(Ps), pi(Pe) morfizmusok az elsd,
illetve a masodik jet tereken értelmezettek. Az (1.20)-ban a jetnyaldbon bevezetett
koordinata-rendszert hasznalva a kévetkezdt irhatjuk:

p(Pe): Ji(Rm) — R, i(F) — y'F, — F,
p2(Ps): Jo(Ryas) — T, o F) — (Y Fyy+ [ Fy— Fy)da' — (Fy+y/ Fy — Fy)dy'

Mivel a Rapcsak-rendszer els6 és masodrendii egyenletekbdl all, igy az integralha-
tosagi feltételek meghatarozasahoz az alacsonyabb rendii egyenletet prolongaljuk,
és a tovabbiakban azt a masodrendii rendszert vizsgaljuk, amely a (2.7) Rapcsak-

egyenletet és a (2.8) homogenitasi feltétel prolongaltjat tartalmazza. Igy a rendszer-
hez tarsitott morfizmus a kdvetkezoképpen irhato:

p2(P1) = p2(Ps) X pa(Po): Ja(Ryar) —> T X J1(Ryar).

Egy mésodrendii differencidloperator integralhatdsdganak vizsgalata a Cartan—Kah-
ler, illetve a Spencer—Goldschmidt-elméletben is két 1épésbol all. Az els6 1épésben
meghatarozzuk a masodrendil integralhatésagi feltételeket. Ezen feltételek teljesii-
lése esetén minden masodrendii megoldas felemelheté harmadrendiivé. A méasodik
lépésben pedig megvizsgaljuk az operator szimboluménak involutivitasat (vagy 2-
aciklikussagat). Amennyiben a szimbo6lum involutiv (vagy 2-aciklikus), tigy minden
harmadrendii megoldas végtelen rendiivé prolongalhaté (1.2.3. Tétel, illeve 1.2.4.
Tétel), tehat az operator formélisan integralhaté. Ha az operdtor szimbéluma nem
2-aciklikus, akkor magasabb rendii integralhatésagi feltételek is felléphetnek, igy az
operator nem integralhato.

Ebben az alfejezetben igazoljuk, hogy a Rapcsdk-rendszer akkor és csakis akkor
formalisan integralhaté, ha az ipdd, F = 0 feltétel teljesiil. Ehhez a 2.2.1. Allitasban
meghatdrozzuk a masodrend{i obstrukcidkat, majd a 2.2.3. Allitdsban bizonyitjuk,
hogy az operator szimbdéluma involutiv.

2.2.1. Allitas ([34]). A Rapcsik-rendszer eqy mdsodrendi s = jo(F), megolddsa
x€TM-ben akkor és csak akkor emelhetd fel harmadrendid megolddssd, ha az

(irdd s F), =0, (2.16)
integralhatosagi feltétel teljesil, ahol T = [J, S] az S-hez tdrsitott nemlinedris kon-
nexio.

Bizonyitas. Az 1.2.7. Megjegyzés alapjan elészor meghatarozzuk a szerepld diffe-
rencidloperatorok szimbolumait, majd megadunk egy olyan 71 leképezést, amelyre
Im o3(P;) =Ker 7. Ennek segitségével az (1.19) egyenlet alapjan meg tudjuk hata-
rozni a ¢ obstukciés leképezést.

A Pe operédtor szimboluma
o1(Pc): T — R, 01(Pc)Ar = A1 (O), (2.17)
és igy P¢ szimbolumanak prolongaltja

02(Pc): ST — 17, (02(Po)A2) (X) = Ay(X, C), (2.18)
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valamint a Pg szimbdéluma
02(Ps): ST —T%,  (02(Ps)A2)(X) = As(S, JX) — Ap(X,C),  (2.19)

minden X € T-re, A; € T*-ra és Ay € S?*T*-ra.

Valéban, szamitsuk ki (1.15) alapjan a szimbélumokat. Legyen f egy olyan sima
figgvény, hogy f(z) =0, x € TM. Ekkor

o1(Po)(df)a = (Po(f))e = (Lo(f) = fe = (icdf —dicf = f)e = df(C).

Tehét Pe szimbdélumat (2.17) adja, amibél kévetkezik, hogy a szimbélum prolongélt-
a (2.18). Tovabba legyenek fi, fo € C*(TM) olyan fiiggvények, amelyek eltiinnek
x € TM-ben. Ekkor

02(Ps)e(df1 © df2)(X) = (isdd;(f1f2))e(X) = isd(dsfifa+ fidsfz)e(X)
=ig(ddyfifa+dfa Ndyfi+dfy Ndyfa — fiddyfz)e(X)
= (dfy Ndjfa —djfi Ndf2).(S, X)
= df1(9)ds fo(X) — df+(X)d; fo(S) — d; [1(S)dfo(X) + dy f1(X)df2(5)
= df1(S)df2(JX) — df1(X)df2(JS) — dfi(JS)df2(X) + dfr(JX)df2(S)
= (dfy © df2).(S, JX) = (dfi © df2).(X, C).
Azaz a Pg operétor szimbéluma valéban (2.19).

A szimbdélumok prolongéltjai a harmadrendii szinten a kovetkezok:
03(Pc) :5°T" = T"@ S*T*, (03(Pc)As) (X,Y) = A3(X, Y, C), (2.20)
03(Ps) :S*T* = T"® T*, (03(Ps)As)(X,Y)=A3(X, S, JY) - A3(X, Y, C), (2.21)
ahol X, Y €T, A3 S3T*. Igy azt kaptuk, hogy
o3(P1) = (03(7)3)703(730))1 ST — (T*® T*) x S*T*.
2.2.2. Lemma. Az aldbbi sorozat egzakt:

g8 _73(Py) (T*® T*)x S*T* 2 K, — 0. (2.22)

ahol K1=Im Ty,
T = (Tlla 7—127 7—137 7—{1)7 (223)

¢s B = (Bs,Bc), Bs€T*® T* BoeS*T*, X, Y €T esetén

7 (B)(X,Y) = Bs(JX,hY)—Bg(hY, JX)—Bs(JY,hX)+Bs(hX,JY), (2.24a)

7 (B)(X) = Bs(X, 9), (2.24b)
T (B)(X,Y) = Bs(X, JY) + Bo(X, JY), (2.24¢)
H(B)(X,Y) = Bs(C,hX) — Be(S, JX) + Bo(hX, C). (2.24d)
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Bizonyitds. Mivel K definiciéjabol adoddan (2.22) egzakt a harmadik tagban, igy
csak a masodik taghan valé egzaktsagot kell ellenorizni. Egyszerti szamolassal ado-
dik, hogy 71 o o5(P1) = 0, és ennélfogva Im o3(P;) C Kerm. A tovabbiakban kisza-
mitjuk Im o3(P;) dimenziéjat, majd megmutatjuk, hogy ez megegyezik dim Ker 7;-
gyel. Tekintsiik a kdvetkezd bézist:

B .= {hl,...,hn,vl,...,vn} CTI, (225)

ahol a h;-k horizontélis vektormezéket jelolnek, h, =S, Jh; =v;, i=1,...,n (és
ennélfogva v, = C). Az alabbi jelélést fogjuk alkalmazni egy szimmetrikus A € S¥T*
tenzor komponenseire a (2.25) bézisra vonatkozoan:

A, = A(hil,...,hij,vijﬂ,...,vik). (226)

21...ijij+1...i7k

Elsé Iépés: Im o3(P;) dimenzidjanak meghatarozasa.
Vildgos, hogy Kero3(Py) = Kero3(Ps) N Ker o3(Pc). Tovabba egy A € S3T*
szimmetrikus tenzorra

A€Keroz(Po) & Aijn=0, Ajjn =0, Aijn =0, (2.27)

és A € S3T* € Ker 03(Ps) akkor és csakis akkor, ha
03(Ps)(A)(hi, hy) = Alhi, hn,v) — A(hs, hj,vn) = Ay — Aijn =0, (2.28a)
03(Ps)(A)(hi, vj) = = A(hi, vj,0n) = —Aijn =0, (2.28Db)
03(Ps)(A)(vi, hj) = A(vi, hn, v5) — A(vi, by, vn) = Ay — Aijn = 0, (2.28c¢)
03(Ps)(A)(vi, vj) = —A(vi, v5,0,) = —Ayjn = 0, (2.28d)

i,7=1,...,n. Meghatdrozzuk a figgetlen egyenletek szamat a (2.27)—(2.28d) egyen-

letrendszerben. Jeldlje
, k—1
ck = <Z> Chi = <"+k ) (2.29)

az n elem k-adosztalyt kombinaciéit, illetve ismétléses kombmacnmt Az A tenzor
szimmetrikussigit figyelembe véve 262 it Clel =2mnr) ”H) + n? fiiggetlen egyenletet
kapunk (2.27)-ben. Lathaté, hogy (2 28b) és (2 28d) tr1v1ahsan teljesiilnek (2.27)
miatt. Tovabba (2.28a)-bdl CnC}l | = n? —n fliggetlen egyenlet adddik, mivel j=n-
re az egyenletek trividlisan teljestilnek, (2.28¢)-bél pedig Cn,1 = n(n 1) a fliggetlen,
mivel j =n esetén az egyenletek ismét trividlisan teljesiilnek. Kovetkezeskeppen a
fiiggetlen egyenletek szdma a (2.27)—(2.28d) rendszerben 2@ +2n? —n+ @ =

WT_". Tehét

™2 —n 8n — 9%+ Tn
2 6

dim(g3(P1)) = dim Ker o3(P;) = dim S*T™* — (2.30)
és igy
% —n

rankos(Py) = 5

(2.31)

Masodik Iépés: Ker 1 dimenzidjanak meghatarozasa.
Legyen B = (Bg, Be) € Ker 7, és hasznéljuk a Bg(v;, hy) := By, stb. jeloléseket.
Ekkor az adédik, hogy
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- A 7} =0 egyenelet pivot elemei BS, 1< j<n. Ezért itt a fliggetlen egyenletek

n—1)(n—2
szdma C2_ 1—7( J(n=2)

- A 72 =0 pivot elemei B}, és B

S i=1,...,n, ami 2C} = 2n fiiggetlen egyenletet
ad.

- A 73 =04és a 1! =0 egyenletek pivot elemei BY, B, i,j =1,...,n és B,

1y iy ni’

i=1,...,n—1. Ezek 2C}C! +C! | = 2n*+n—1 fiiggetlen egyenletet Jelentenek.
gy azt kapjuk, hogy

—1)(n—2 n?—
dim Ker 7, =dim S*T* +dim(T* @ T*) — (n)2m)+2n2+3n—1] = n2 i
(2.32)
Tehéat (2.31) és (2.32) alapjan adédik, hogy Imo3(P;) = Ker 7y, amivel a lemma
bizonyitasat befejeztiik. m

A 2.2.1 Allitds bizonyitdsinak folytatdsa. A Rapesék-rendszerhez tarsitott morfiz-
musok, szimbélumok és az obstrukcios leképezés a kovetkezd kommutativ diagramon
reprezentalhatok:

93(Py) ——— 37 2P (g T x ST Ty K, 0
p3(P1)

SOlg(Pl) *Z> J3<R TM) = J2<R TM)

™2 TO X T

P2 (7’1)

SOlQ(Pl) jﬁ JQ(R TM) T x J1<R )

Szaggatott nyilakkal a ;1 : Soly(P1) — K leképezést abrézoltuk. Az integralhaté-

sagi feltétel az 1.2.7. Megjegyzés alapjan a 7y = (7, 72, 73, 1) leképezés segitségével

szamithato ki: legyen s=jo(F'), € Sols,(P1) egy masodrendii megoldasa Py-nek -
ben, azaz

(isdd;F),=0,  (LoF—F),=0,  (V(LcF—F)) =0. (2.33)

Az s akkor és csakis akkor emelhet6 fel harmadrendi megoldassa, ha ¢i(s) = 0,
ahol ¢1(s) = (1 VP1(F)).. Kiszamitva ¢;(s)-t a kovetkez6 adodik:
1. Az w :=igdd;F jelolést hasznalva (2.33) miatt w, =0, és igy
71 (V(PLF))(X,Y)
=Vw(JX,hY) — Vw(hY, JX) — Vw(JY,hX) + Vw(hX, JY)
=JXwhY)—hYw(JX)— JYw(hX)+ hXw(JY) =i;dw(hX,hY).



2.2. A Rapcsak-rendszer 23

TOVébbé, d’LS = —isd + ds, inS = 7:[0]75'] + dsij és deJ =0. Igy az adédlk, hOgy
iydw(hX,hY ), = (i;dsdd; F —ijigddd; F).(hX, hY)
= (ip9dd; F + dgiydd s F),(hX,hY) = (irdd; F),(hX, hY).
2. TE(V(P1F)), = (Vw).(X,5) = X,w(S) = X,dds(S,S) = 0.
3. Hasznélva a J[JX, S] = JX azonossigot a kovetkezot kapjuk:

THV(PiF)), = X, (isdd; F(JY)) + X, (JY (CF — F))
= X, (—JYd;F(S) —d;F([S,JY])) + X, (JYCF — JYF)
= —X,(J[S,JY|F) — X,(JYF) = X,(JYF) — X,(JYF) = 0.

4. Mivel dd;(CF = F)(S,hX) = S(JX(CF - F)) = hX (C(CF - F)), igy
THV(PLF)), = Clisdd; F(hX)) — S(JX(CF — F)) + hX(C(CF — F))
= deddy;F(S,hX) — dd;dc F(S,hX) + dd;F (S, hX).
Tovdbbd a d;dc — decd; = dijc) = dj azonossdg alapjan azt kapjuk, hogy
deddyF — ddjdcF + dd;F = dedd; F — ddedy F = dedd; F — dedd; F = 0.

A fenti szamitdsokbol kévetkezik, hogy ¢1(s) = (n VP (F)), = (irdd,F,,0,0,0). En-
nélfogva az egyediili feltételt egy masodrendii megoldas harmadrendivé emeléséhez
a (2.16) egyenlet nyujtja. O
2.2.3. Allitas ([34]). A P, = (Ps, Pe) differencidloperdtor szimbéluma involutiv.

Bizonyitds. Haszndlva a (2.25)-ben bevezetett B bazist és a (2.26)-ban bevezetett
jeloléseket azt kapjuk, hogy

2(P1) = Ker op(P1) = {A € S’T"|A(X,C) =0, A(S,JX) = A(X,C)}
- {A € S°T*| Ay=Aji, Ay=Aj, Am:A@:Am:Am:o} :
és ennélfogva

n(n+ 1) n(n —1)

dim(go(Py)) = 5+ (n—1)*+ - = n® + (n— 1) (2.34)
Tekintstk az € = {e;}i=1..2, bazist, ahol
E= { hiyoo o ho 1, hpt+vi+.. . Fv,, v1,..., U, } (2.35)
—~ —— — —
€1 en—1 €n €n+1 €2n

Jeloljiik A € S?T* komponenseit az £ bazisra vonatkozéan ﬁij—vel. Ekkor

92(P)er..c, = {AES T |i, A= 0, i, A= 0}
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tehat
dim{gs(P1) { WOk | — k) (n— 1) 4+ @200 e g <o,
G281 ) Jeren = n—2—k)(n—k-1 .
%, if k> n,
és igy
2n
dimgs(P1) +Z dim g2(P1)e; ...ex
k=1
1 —k)(n—k+1 —2)(n—1
k=1
" (n—2—k)(n—k—1) 8n*—9n’+Tn (. ,
+Z (n )2(n >: n 6n no230 dim g3(P1).
k=1

Tehét (1.16) alapjan a (2.35) bézis kvazi-regularis, és Py szimbéluma involutiv. [

2.2.4. Tétel ([34]). Legyen S eqy spray az M sokasdigon. Az S-hez tarsitott Rapcsdk-
rendszer akkor és csakis akkor formdlisan integralhato, ha birmely s = jo(F'), md-
sodrendi; megolddasra teljesil az (irdd; F), = 0 egyenlet.

Bizonyitds. A 2.2.1. Allitas alapjén, ha a (2.16) integralhatésagi feltétel teljesiil,
akkor minden masodrendii megoldas harmadrendii megoldassa prolongalhaté. To-
vabba mivel a P; differencidloperator szimboéluma involutiv, igy a Cartan—Kahler-
tétel alapjan nincs magasabb rendii kompatibilitasi feltétel, és minden harmadrend
megoldés végtelen rendiit megoldassa prolongalhato. O]

2.2.5. Megjegyzés. Minden ' € C*(TM) fuggvényre irdd;F egy szemi-bazikus
2-forma, és igy azonosan zérus, amennyiben M egy 1-dimenzids sokasag. Ebben az
esetben a Rapcsak-rendszer formalisan integralhaté. Azonban ha dim M > 1, akkor
az irdd;F' = 0 egyenlet nem teljestil minden méasodrendii megoldas esetén, ezért a
Rapcsak-rendszer nem formalisan integralhato.

Loké&lis koordinatarendszert hasznédlva a (2.16) integralgatdsagi feltétel a

— — — 4 [ e .
0x' oyl OxIdyt T Oyk oy L OykoyI

=0 (2.36)

i,7 =1,...,n masodrendi parcialis differencialegyenletek teljestilését jelenti.



3. fejezet

A kibovitett Rapcsak-rendszer

Amint az a 2.2.1. és a 2.2.3. Allitdsok alapjan lathat6, a Cartan—Kéahler-tétel felté-
telei akkor és csakis akkor teljesiilnek, ha P; tetszoleges jo(F), kezdeti értéke esetén
fennall az irdd ; F' = 0 egyenlet. Azonban, dim M > 2 esetén ez a feltétel nem teljestil
minden masodrend megoldasra, azaz nem minden masodrendii megoldas (kezdeti
érték) emelhet6 fel harmadrendi megoldassa. Ez azt jelenti, hogy a kezdeti értékek
halmaza til nagy, ezért a kompatibilitasi feltételt a rendszerhez adva redukaljuk
ennek a méretét. Ennek alapjan tehat az interalhatosagi feltétellel kibovitett

(PS7PC7PF)’ (31)

differencidloperator megoldhatésagat kell tovabb vizsgdlnunk, ahol a Pr a (2.16)
kompatibilitasi feltételnek megfelel6 méasodrendi differencidloperator:

Pr: C®°(TM) — Sec(A’T}),  PrF :=irdd,F. (3.2)

A (2.36) lokalis alakbdl is lathatd, hogy (3.2) egy méasodrendii differencidloperator.
A (3.1) rendszer vizsgalatat egyszerisiti az alabbi

3.0.1. Lemma. A (3.1) és a
Py = (Pr, Pc) (3.3)

differencidloperdtor ekvivalens: a két rendszer megolddshalmaza megegyezik.

Bizonyitdas. Mivel (3.1) egyenletei specidlisan tartalmazzak a (3.3) egyenleteit is, igy
vildgos, hogy a (3.1) megoldasai egyben a (3.3) megoldésai is. A forditott irdnyhoz
tegyiik fel, hogy F' egy megolddsa (3.3)-nak. Ekkor F' egy 1-homogén Lagrange-
figgvény, és

PsF(X) =igdd; F(X) =dd;F(S,hX) = %ipdeF(S, hX)=PrF(S,hX)=0
teljesiil miden X € TM-re. Tehat F egy megoldasa Ps-nek. O

3.0.2. Definicid. A (3.3)-mal definialt P»-hoz tartozé parcialis differencidlegyenlet-
rendszert kibovitett Rapcsdk-rendszernek nevezziik.

3.0.3. Megjegyzés. A 3.0.1. Lemma alapjan egy fiiggvény pontosan akkor megol-
dasa a Rapcsak-rendszernek, ha megoldasa a kibévitett Rapcsak-rendszernek.

25



26 A kibovitett Rapcsak-rendszer

Ahogy azt az el6z6 fejezetben lattuk, a 2 < dim M esetben a Rapcsédk-rendszer
nemtrivialis integralhatésagi feltételei miatt a rendszer nem intgralhato. A projek-
tiv metrizalhatésag kérdése ekkor a kibdvitett Rapcesédk-rendszer vizsgalatara vezet.
Ebben a fejezetben ennek a rendszernek az intgralhatésagat tanulmanyozzuk.

3.1. Kompatibilitasi feltételek

3.1.1. Allitas ([34]). A Py = (Pr,Pc) rendszer egy mdsodrendii s = jy(F), meg-
oldisa x € TM-ben akkor és csakis akkor emelhetd fel harmadrendi megolddssd, ha

az
(ipdd,F), =0, (3.4)

integralhatosdgi feltétel teljesiil, ahol R a sprayhez tarsitott nemlinedris konnexio
gorbiilete.

Bizonyitds. A integralhatosagi feltételek meghatarozasahoz eldszor kiszamitjuk a Pr
operator szimb6lumat, majd megadunk egy olyan 7 leképezést, amelyre Im o3(Ps) =
Ker 75. Ennek segitségével szamoljuk ki az obstrukciés egyenleteket.

A Pr operétor szimboluma oo(Pr): S*T* — A*T, ahol
(02(Pr) A2) (Y, Z) = 2(Ay(hY, T Z)— Ag(hZ, TY)), (3.5)
és igy a Pr szimbdlumanak prolongaltja o3(Pr): S3T* — T*@ AT,
(03(Pr)As) (X, Y, Z) = 2(As(X, kY, JZ)— A3(X, hZ, JY)), (3.6)

minden XY, 7 € T, Ay € S?T*, A3z € S3T* esetén. Valéban, az (1.15) alapjan
legyenek f1, fo € C*°(TM) olyan fuggvények, hogy fi(x) = fo(x) = 0. Ekkor

o2(Pr)(dfi © df2)(X,Y) = (irdd;(f1/2))(X.Y) = ird(d; f1.f2 + fids f2)(X,Y)
=ir(ddyfifo +dfs Ndyfi +dfi Ndyfa+ frddy f2)(X,Y)
= (dfi Ndyfa—dsfi Ndf2)(TX,Y)
+ (dfs Ndyfy —dyfi Ndfy)(X,TY)
= dfi(TX)d; fo(Y) — df1(Y)ds f2(TX) — ds fr(TX)df2(Y)
+d; L(Y)df2(TX) + df1(X)d; fo(TY) — dfi(TY)d s fo(X)
— d; fi(X)df2(TY) + dy f1(TY)df2(X)
= (dfi © df2)(TX, JY) = (df1 ©® df2)(Y, JX)
+ (dfi © df2)(X, JY) — (df1 © df2)(T'Y, JX).

Hasznélva a h horizontalis projekcié és a I' kozotti (1.6) kapcsolatot adodik a (3.5)
formula.

3.1.2. Lemma. Tekintsiik a kovetkezd leképezést:

T (TF @ AT x S*°T* — Im 1y := Ko, T = (19, T4, T3), (3.7)
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ahol

75(Br, Bo)(X,Y, Z) = Br(hX,Y, Z) + Br(hY, Z,X) + Br(hZ,X,Y), (3.8)
72(Br, Bo)(X,Y,Z) = Br(JX,Y,Z) + Br(JY, Z,X)+ Br(JZ, X,Y), (3.9
7(Br, Bc)(X,Y) =1Br(C,X,Y)— Bo(hX,JY) + Be(hY, JX), (3.10)

2
tovdbbd Br e T*Q N*T*, Bo € S*T*, X,Y,Z€T. Ekkor az aldbbi sorozat egzakt:

3(P2)

S3T™ (T* @ A*T7) x S*T* 2 Ky — 0. (3.11)

Bizonyitds. Kozvetlentl adodik, hogy 7 o 03(Ps) = 0, tehat Imoz(Ps) C Ker 7o.
Megmutatjuk, hogy Im (o3(Ps)) és Ker 73 dimenzidja megegyezik.

Els6 Iépés: Im o3(Ps) dimenzidjanak meghatdrozasa.

A (2.25) bézist és a (2.26) jelolést haszndlva adddik, hogy egy A € SPT* szim-
metrikus tenzor akkor és csak akkor eleme Ker o3(Py) =Ker o3(Pr)NKer 03(P¢)-nek,
ha az A szimmetridjat leiré reldcidkon tul (2.27) egyenletei, valamint a

AcKeros(Pr) & Ayp=Auj, Ayp=Agy, i, k=1....n (3.12)

egyenletek is teljesiilnek. Ekkor (3.12) kovetkeztében a tenzorkomponensek minden
blokkja (azaz (Aijr), (Air), (Aik) és (Ayr), 1,7,k =1,...,n) teljesen szimmetrikus
és Ayjn = Aign = Ayjn = 0. Tehat C' = M szabad komponens van a (4;;;)
blokkban és C>", = % szabad komponens az (Ayjx), (Aijr) és (Ayr) blokkok
mindegyikében. Azaz

A A 4n3 4+ 3n2 —
dim(g3(P2)) = C3* + 3¢, = n—|—6nn (3.13)
és 5 )
4
rank o3(Py) = dim S3T* — dim(gy(Py)) — TN (3.14)

6

Masodik Iépés: Ker 1 dimenzidjanak meghatarozasa.

- A7y =0, illetve a 73 =0 egyenletek pivot elemei Br(h;, hj, hy), illetve Br(v;, hj, hy),
i<j<k. Ezért ezek C3 = (g) fiiggetlen egyenletet adnak.

- A 75 = 0 egyenlet pivot elemei Br(v,, hi,hj), i < j, i, = 1...n, ezért itt

C:= (g) = @ fiiggetlen egyenletet kapunk.

Igy
AnP+9n’+5n

dim Ker 7, = dim S*T*+ dim(T* @ A*T) — 2C2 — C? = 5

(3.15)

Végiil (3.14) és (3.15) osszevetésével azt kapjuk, hogy rank o3(Py) = dim Ker .
Ez pedig azt jelenti, hogy (3.11) egzakt. O
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A 3.1.1. Allitds bizonyitdsinak folytatdsa. A P, operdtor diagramja:

o3(P2)
—

g3<P2) EE— SgT*
Soly(P2) —— J3(R rar) ====5 Ju(A*T;) % Jo(R 1)

2

Sols(Ps) —— Jo(R 7ar) 2P0 A2T* 5 J1(R 7a)

A szaggatott utvonal a s : Sols(Py) — K5 obstrukeids leképezést dbrazolja. Legyen
s = jo(F)z € Soly(Py) mésodrendli megoldasa Po-nek z-ben, azaz (PoF), = 0.
Ekkor

(irdd,F),=0,  (LcF—=F),=0,  (V(LoF—F)) =0. (3.16)

Az integralhatosagi feltételt a m leképezés segitségével szamithatjuk ki. Egy s €
Soly . (P2) méasodrendii megoldas akkor és csakis akkor prolongalhaté harmadrendi
megoldéassd, ha ¢s(s) = 0, ahol @a(s) = (RVP2(F)).. A kovetkez6kben hasznélni
fogjuk a Q2 :=dd;F jelolést. A 5 leképezés komponensei segitségével az aldbbiakat
nyerjik:

1. 7H(V(PeF))y = dy(irddy F)y = (dpion_rdds F)y = (2(dpindd, F — dydd F)), =
= (2dp(ind — dip)d,F)y = (2dpdpdyF)y = (drdsF)y = (158,

. .6 . .
2. T2(V(PoF))s = dy(irQ)s "2 (dy(ion_10))e = (2dsindds F — 2d,dds F),
— (—2dyindydF —2i yddd ; F+2di ydd s F), = —(2d,1(dyindF + d;dF)), =0

ahol felhasznaltuk, hogy [d,d;] = 0, [in, dj] = dg, — ip ) és [J,h] = 0.
3. TH(VPy(F))(X,Y) = VirQ(C, X,Y) — VPcF(hX, JY) + VPcF(hY, JX)
_ 1dcin(hX, hY') — %irdcdeF(hX, hY) = %d[c,p]Q(hX, % [C.1]=0

2

0.

A fenti szamolas azt mutatja, hogy pa(s) = mo(VPa(F)). = (ir24,0,0), és ezzel a
3.1.1. Allitast igazoltuk. U

3.2. Involutivitas
3.2.1. Lemma ([34]). A P, operdtor szimboluma involutiv.

Bizonyitds. Hasznaljuk a (2.25) bézist a (2.26) jeloléssel. Az ad6dik, hogy

92(P2) = Ker 05(Py) = {A € S*T"|A(X,C) = 0, A(hX,JY) = A(hY, JX)}
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Ennélfogva dim(gs(Py)) = " 4 20D Tekintsitk az £ = {&;}2, bazist, ahol

é\l:hl—FZU“ izl,...,n—l,
R
€itn = U;, 2217,77,

Az 0j béazisban az (AQ) = (A;;) blokk komponensei kifejezhetéek az /Alii komponen-
sek kombinacidiként a kovetkezéképpen: ha i # j, akkor /Alﬁ = Aiz —flﬁ), és ha

i=7j, akkor az adddik, hogy Agzﬁnl—zk# klfj(flm—flkl) gy

1
5

(OB | k)
@m@mma@:{ SEPD o= Y b, i< n

if k> n,
és ennélfogva
2n
dim(ga(Ps)) + > dim(ga(P2)), .5, =
k=1
1 —Dn & ((n—k+1)(n—
_ n(n2—|- )+2(n 5 )n+z <(n k+2>(n k) +(n—1)(n—k)>
k=1

L) dim (g5(Py)).

Tehat (1.16) alapjan az & bazis kvazi-reguléris, ezért Py szimboluma involutiv. [

Az eddigi szamitasok eredményeként kapjuk az alabbi tételt:

3.2.2. Tétel ([34]). Legyen S egy spray az M sokasdigon. A kibdvitett Rapcsdik-
rendszer pontosan akkor formdlisan integrdlhato, ha az aldbbiak kozil az eqyik telje-
stl:

1. dim M = 2,

2. S lapos spray,

3. S izotrop spray.
Bizonyitas. Mivel a 3.2.1 Lemma alapjan a P; differencidloperator szimbéluma invo-
lutiv, igy a kibévitett Rapcesak-rendszernek nincsenek magasabb rendt kompatibili-
tasi feltételei, azaz amennyiben a mésodrendii megoldasok felemelhet6ek harmadren-
dii megoldéssa, ugy a Cartan—Kéhler-tétel alapjan az adédik, hogy minden méasod-
rendli megoldas végtelen rendivé emelheto fel, tehat a kibévitett rendszer formalisan
integralhatd. Tehét azt kell ellenérizni, hogy igaz-e hogy minden jo(F), € Soly(Ps)
masodrendli megoldas esetén teljestil a (3.4) kompatibilitasi egyenlet.

1. Ha dim M = 2, akkor a szemi-bazikus 3-formék tere a zérustér, azaz A3(TM) =
{0}. Ezért barmely F € C°°(TM) esetén irdd;F = 0 azaz (3.4) teljesiil.

2. Ha S lapos, azaz ® = A\J, akkor R = d;\A A J. A vertikalis disztribicié
integralhatosagat felhasznalva azt kapjuk, hogy

irdd;F = dpd;F = dj d5F + dg,\ NigdsF =0
és (3.4) teljestl.
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3. Izotrop spray gorbiileti tenzora az aldabbi alaki: R=a A J 4+ f ® C, ahol
aeAL(TM), BeA2(TM). Ekkor

iRdeF = ’iaAJ+5®CdeF =aA ’LJdeF + 6 VAN chdJF = 0.
azaz (3.4) teljesiil.

]

3.2.3. Kovetkezmény ([34]). Legyen S egy analitikus spray az M analitikus soka-
sdgon. Ha M 2-dimenzios sokasdg, S lapos spray vagy S izotrop gorbileti spray,
akkor S lokdlisan projektiv Finsler-metrizalhato.

Valéban, analitikus esetben a formalis integralhat6sag maga utan vonja a meg-
oldéasok létezését tetszbleges kezdeti feltétel esetén.



4. fejezet

A gorbiileti feltétellel kiegészitett
Rapcsak-rendszer

Amint az el6z6 fejezet eredménye mutatja, a kibévitett Rapcsak-rendszer integ-
ralhatosagi feltételét a sprayhez téarsitott nemlinearis konnexié gorbiiletével lehet
kifejezni. Amennyiben a spray nem izotrop, ugy ez a feltétel nem sziikségképpen
teljesiil minden kezdeti feltételre, tehat ekkor a kibévitett rendszer nem formalisan
integralhatd. Ezért a nem izotrép sprayk projektiv metrizalhatésaganak tanulma-
nyozasahoz a (3.4) integralhatésagi feltételt, azaz a

ipdd,F =0 (4.1)

egyenletet is hozza kellene venni a kibovitett Rapcsédk rendszerhez, és az igy ka-
pott masodrendii differencidloperdtor integralhatosigat kellene vizsgalni. A [14]
cikk 5. Lemmaja alapjan viszont a (4.1) integralhatoségi feltétel ekvivalens az

igpdds F = 0, (4.2)

egyenlettel, illetve az iy dd;F = 0 egyenlettel, ahol ® az S-hez tarsitott Jacobi-
endomorfizmus, W pedig a Weyl-tenzor. Tehat a (3.4) egyenlet helyettesithets a
(4.2) egyenlettel, igy ezzel a feltétellel egészitjiik ki a kib6vitett Rapcesdk-rendszert.
Vezessiik be a Pgy: C°(TM) — Sec(A?Tr), differencidloperatort, ahol Pg(F) =

1odd j F, és tekintsik az alabbi rendszert:
Ps := (Pr, Pc, Ps). (4.3)

Megjegyezziik, hogy (4.2) alapjan ® énadjungalt a Q(J-,+) szimmetrikus bilinedris
forméara nézve, tehat diagonalizalhato. A tovabbiakban a generikus esetet tekintjiik,
ahol ® sajatfiiggvényei paronként kiillonboznek.

4.1. Masodrendi kompatibilitasi feltételek

A differencialoperator szimbdluma

A Ps operdtor szimboluma oq(Pg): S*T* — A*T*, ahol
(72(Pa) As) (X, Y) = Ap(BX, JY ) — Ay(DY, JX), (4.4)

31
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és igy a szimbdélum prolongaltja o3(Ps) : S3T* — T* @ A>T} :
(03(Pa)As) (X, Y, Z) = As(X, ®Y, JZ)— As(X, 92, JY), (4.5)
ahol X,Y,Z €T, Ay € S?*T*, A3€ S3T*. Tovabba a P; rendszer szimbdluma:
03(Ps) = (03(Pr), 03(Pc), 03(Pa) ) (4.6)
ahol 03(Ps): S3T* — (T* @ A*T7) x S*T* x (T* @ A°TF).

Jelolje a Jacobi-endomorfizmus sajatértékeit Ay, ..., \,, a megfelel6 horizontalis sa-
jatvektorokat pedig hq, ..., h,, ahol legyen A\, = 0, és igy h, = S. Szamitasaink

soran hasznaljuk az
hi 1= 1, o,
V5 t=n+1,...,2n
jelolést, ahol Jh;=wv;, i=1,...,n. Ekkor B egy bazis T, T'M-ben, ahol
B:={e1,....en ni1,... 62,y CT,TM, (4.8)
Megjegyezziik, hogy ekkor v, = Jh, = JS = C a Liouville-vektormezo.

Tekintsiik a

Ty 1= (72,7‘31,73?,7'3?,7'34,735), (4.9)

leképezést, ahol 7 a (3.7)-tel adott morfizmus, a 74, i = 1,...,5 pedig a

73(B)(X,Y,Z) = Bs(®X,Y,Z) + Bs(®Y, Z,X) + Bs(®Z, X,Y), (4.10a)
72(B)(X,Y,Z) = Bs(JX,Y, Z) + Bo(JY, Z, X) + Ba(JZ, X, Y), (4.10b)
(B)(Y,Z) = Bs(C,Y, Z) — Bo(®Y, JZ) + Bo(®Z,JY), (4.10c)
5 (B)(X, ) Bs(X,Y,S) — Bo(X, ®Y) (4.10d)
23(B) = < Br(vi, hy, hy) + Ak; Balhy, i, hy) + AiiAj Ba(hw, hishy),  (410¢)

leképezések, ahol 1 < 1, 7, k < n paronként kiillonbozdek és

B = (Br, Bc, Ba) € (T"® N’T}) x S°T" x (T"® A*T}),
Ekkor igaz az alabbi
4.1.1. Lemma. A (4.9)-ben definidlt leképezéssel a

S3T* a3(Ps) (T*® AQT;) XSQT* X (T*® A2T;) T—3> KS —Im T3 — 0. (411)

sorozat egzakt.
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Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy 73 o 03(P3) = 0, ezért Imo3(P3) C Ker 73.
Megmutatjuk, hogy Im (o3(P3)) és Ker 73 dimenzidja megegyezik.

Szamoljuk ki els6ként az Im o3(P3) dimenzidjat. A definicié alapjan
93(P3) = Ker o3(P3) = Ker o3(Pr) N Ker a3(Pc) N Ker o3(Ps), (4.12)

ahol o3(Pc) a (2.20)-ban, o3(Pr) pedig a (3.6)-ban adott leképezés. Vilagos, hogy
az A € S3T* szimmetrikus tenzor akkor és csak akkor van o3(Pg) magjaban, ha

A(@i, (I)hj, Jhk)A(eZ, @hk, Jh]) = ()\])\k)A(e,, ’Uj, Uk) = O,
i=1...2nj,k=1...nésj+#k, azaz a (2.26) jelolést hasznalva
AEKGI‘O’g(P@) = Azyk 0, Awk—() 5, k=1,....n, j#k. (413)

Tovabba (2.27) és (3.12) alapjan az adédik, hogy egy A € S3T™* tenzor akkor és csak
akkor eleme gs5(Ps)-nak, ha a komponensei eleget tesznek az

A€ Keroz(Pe) & Aijp = Aijn = Aijn =0,  4,j=1,....n, (4.14a)
Ae Kerag( 1“) <~ Aijk = Azkz; AUE = Azkl, i,j, k= 1, ooy, (414b)
A€ Keroz(Ps) < Aijr = Aiji = 0, i, k=1,...,n, j#k. (4.14c)

egyenleteknek. Azt kapjuk, hogy
- az (Ajji) blokk teljesen szimmetrikus, ezért C>* szabad komponenst tartalmaz.
- Az (A;i) blokk (4.14b) miatt szintén teljesen szimmetrikus. Tovabba (4.14a)

alapjan az adodik, hogy Aijp, = Ain; = Apiy = 0. gy Gsszesen C2', szabad
komponenst nyeriink.

- Az (Ayy) és az (Ayz) blokkokra C,; 17 szabad komponenst kapunk. Ezek a kovet-
kez8k: Ay és Ayi, i =1,...,n — 1.

Ebbol az kovetkezik, hogy
dim gs(Ps) = C3* +C2' +2C0 4, (4.15)
és igy

6n% +9n? — 9n + 12

rank o3(P3) = dim S*T* — dim g5(Ps) = 6

(4.16)

Szamoljuk ki most a Ker7; dimenziéjét' Legyen B = (Br, B¢, Bg) € Kerts, és
hasznaljuk a Buk := Br(h;, hj, hy), B Jk := Br(v;, hj, hi), stb. jeloléseket (azaz a
vertikalis komponensekre vonatkozé indexeket aldhizzuk). Ekkor a

- 74 =0 és 77 = 0 egyenletekben a B}, K €8 BL

ik © < J < k pivot elemek, tehat itt
2C3 fiiggetlen egyenletek kapunk.

- 75 = 0 pivotjai BL. i < j, ami C? fiiggetlen egyenletet jelent.

nijo

Z<j<k<n és B

- 74 =0 és 77 = 0 pivot elemei B ik

Jk’
fiiggetlen egyenletek szdma 2C3_

k<i<j<n. Tehat itt a
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- 73 = 0 pivot elemei Bf, i < j, ami C}. fiiggetlen egyenletet szolgéltat.

i,j # nés BE . j # n Azazitt C1_,CL  +CICL |

9n?

- 74 = 0 pivotjai By,

fliggetlen egyenletet kapunk.

- A 72 =0 egyenletek nem mind fiiggetlenek, mivel tetsz6leges i, j, k esetén
fennall a

> (3B i Bl + w2 Bl ) =0

cycl
Osszefiiggés. Ennélfogva ezeknél az egyenleteknél a pivot elemek Bgij, 1<j<k<n

és Bj,, 1<j<k. Ezek pedig C3_, + C3 fiiggetlen egyenletet nytjtanak.

Tehat a 73 magjat leiré egyenletek szama
E3=2C+Cr+2C) 1 +Co+Cp 1 Ch  +CoCh_ +Co 1 +C)
és igy a 73 magjanak dimenzidja

6n® +9n% -9 12
dim Ker 73 = 2 dim(7*® A*T) 4 dim S*T* — &3 = s n6 n . (417)

Végiil (4.16) és (4.17) alapjan az addédik, hogy
Im o3(Ps) =Ker 3,

azaz (4.11) egzakt. O

A lemma segitségével igazolhat6 az alabbi

4.1.2. Allitas ([35)). A Ps differencidloperdtor egy x € TM-beli mdsodrendii s =
Jo(F)z megolddsa akkor és csakis akkor emelhetd fel harmadrendi megolddssd, ha
az

Z.[q)ﬁp]Qx = 07 (418&)
cycl
> (Qu([vi, byl hi))e = 0, (4.18b)
ijk

integralhatosdgi feltételek teljestilnek.

A P5 operator kommutativ diagramja a megfelel6 morfizmusokkal:

g3(Py) —— S37 PP (Prg A2T9) % S2T x (T @ A2T) —Ty Ky 0

|
|
e
|
I

Sol3(Ps) — J3R % JU(A2TF x Jo(R 7ar) x A2TY)

2

Sola(Py) ——y R — 2P N2 5 JI(R 1ag) x A2T
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A szaggatott ttvonal a @3 : Soly(Ps) — K3 obstrukcids leképezést dbrazolja.
Legyen s = ja(F), € Soly(Ps) egy mésodrendii megolddsa Ps-nak az x pontban,
azaz (PsF'), = 0. Tehat

(irdd, F), =0, (LoF—F),=0, (V(LcF—F)) =0, (igddsF), =0. (4.19)

Az 1.2.7. Megjegyzés alapjan az integralhatésagi feltétel a o3(s) = 13(VP3(F)),
obstrukcios leképezés segitségével szamithato ki, és az s masodrendit megoldas akkor
és csak akkor emelhet6 fel harmadrendiivé, ha p5(s) = 0.

1. Mivel a rendszer tartalmazza a (4.2)-t, ami ekvivalens a (4.1) egyenlettel, igy

Tg(VPgF)I = ZRdeFx =0

2. 73 (VP3F), = (do(iaf?)), = (deded s F + dodied F), = 1die.aids Fy = Yige/Q.
3. Az [ip,d;| = djo — ije,s) azonossag felhasznaldsaval a kovetkezd adodik:

75 (VP3F), = (d;(i69)), = (—ipga)Q + ied Q)s = (=3ip), = 0.

4. Legyen F,. := C'F — F. Ekkor azt kapjuk, hogy
iodd Fo.(X,Y), = dd;F.(PX,Y) — dd;F.(PY, X) = ®X(JYF,) — PY(JXF,)
és igy
73 (VPsF), = (dc(ioQ) — iodds F.), = (dededs F — dodydcF),
= (deded s F — dedcd s F — ded s F )y = (dic,a1ds F)z = (1682),
= 0.

5. 13 (VP3EF) (X, Y) = X, (igdd; F (Y, S)) — X, (Y (CF — F))
= X,(BYd,;F(S) — d;F([0Y, S])) — X, (Y (CF — F))
= —X,(J[®Y,S|F) + X, (PY F) = =X, ([J, S|(PY)F) + X, (PY F)
= —X,((2h — )Y F) — X, (®YF)
= 0.

6. Mivel i;Q(hg, b)) = 0, k,1 = 1,...,n, ennélfogva Q(vy, hy) = Qvy, hg), és azt
irhatjuk, hogy

ioQ( i, hy) = QU®hy, hy,) — QUDPhy, hy)
= /\iQ(UZ', hk) — )\kQ(Uk, hz) = (/\z — >\k>Q<Ui7 hk)

Tovabba tudjuk, hogy \; #\; és j2(F), egy méasodrend megoldas z-ben (és igy
19 = 0), azaz Q. (v;, hy) = 0. Kovetkezésképpen,

ViaQ(hy, his hi)o =1y (100, i) = (M = M) By Q(wi, b))
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és
T;(VP;?,F)I(}LZ, hj, hk) =
— %VZ.FQ(UH hj) hk‘)x +

ViaSQU(hy, hiy hi)z + VieQ (i, hiy hj)a

A — A
= UZ‘Q(hj, hk)x + hJQ<hk, Ui)x + th(UL‘, h])x

A=\

Azonban a d©2 = 0 azonossig alapjan Zf]yfl v hj, hi) — Q[vs, byl hi) = 0, és

73 (VPs(F))a = Qu([vi, byl hie) + Qu([Ry, b, v3) + Qo ([P, 03], ).

Osszesitve az 1.-6. pontokban elvégzett szamitdsok eredményeit az adédik, hogy

cycl

@3(8)$ = 7—3(V7)3F):E = (07 %i[{>,¢]97 07 07 07 ZQ([Umhj]7hk)) )

x
ijk

ami azt mutatja, hogy ¢3(s), = 0 pontosan akkor teljesiil, ha a 4.1.2 Allités feltételei
teljestilnek. Igy az allitas igazolasat befejeztiik. 0

4.2. Spencer-kohomolégia és 2-aciklikussag

A 4.1.2. Allitdsban meghataroztuk azokat az integralhatésagi feltételeket, melyek
teljestilése esetén P3 masodrendl megoldasai harmadrendiiekké emelhetck fel. A
rendszer tovabbi vizsgalata azt mutatja, hogy Ps-nak nem létezik kvazi-regularis
bézisa, azaz a szimbéluma nem involutiv. Igy a Cartan Kahler-tétel feltételei nem
teljesiilnek, ami arra utal, hogy magasabb rend kompatibilitasi feltételek megjele-
nésére szamithatunk. Az involutivitas hidnya nem ad arra vonatkozo6 informaciot,
hogy hanyad rendii prolongaltnal 1épnek fel az extra kompatibilitasi feltételek. Errol
pontosabb képet kaphatunk a szimbolum 2-aciklikussaganak vizsgalataval. Tovabba
a Spencer-féle kohomologia csoportok segitségével az is meghatarozhatd, hogy mi-
lyen szinten és hany magasabb rendii feltétel adodik. A kovetkez6 tételt igazoljuk:

4.2.1. Allitas ([34]). A Ps operdtor szimbéluma nem 2-aciklikus: a Spencer-féle
kohomoldgia csoportok kozil a H*?(P3) nemtrividlis és

(n—1)(n—2)

dim H2’2(P3) = 9

4.2.2. Megjegyzés. A 4.2.1. Allitasbdl kovetkezik, hogy a Ps szimbéluma nem in-
volutiv, ugyanis ebben az esetben minden Spencer-féle kohomolédgia csoport trividlis
lenne.

Bizonyitds. A Pg differencidloperator szimboluma

(02(Pa) A) (X1, Xa) = A( X7, Xp) = A(® X3, X1), (4.20)
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minden X, Xy € T-re és A€ S?T*-ra. Tehat a szimbélum (m—2)-ed rendii prolon-
galtja

(om(Pa)A) (- X1, X)) = A OX 1, JX ) A @K, JX 1), (4:21)

X, €T, Ac S™T*, m > 2. A szamolasunk soran a (4.8) bazist fogjuk hasznalni. Azt
kapjuk, hogy

AeKer UQ(PCI)) = A((I)hj, Jhk)A((I)hk, th) = ()\j)\k)A(Uja Uk) =0.

Altalanosabban, egy m-ed rendfi A € S™T* szimmetrikus tenzor esetén (4.21) alap-
jan
AeKero,(Ps) &  Alei,. e, 5,v5,0)=0 & A =0, Jj#k,

(4.22)
ahol 1 <iy, <2n,1<s<m-—2,1<j k <n. Specidlisan

AEKGIO’g(P@) = Alﬁ:A@ZO, 1,7, k=1,...,n, ]7&]{3, (423)
Ae Ker04(73¢) = Azlﬁ:Az@:szoa i,l,j,k‘zl,...,n, ] 7&]{3 (424)

Tekintsiik az m = 2-hoz tartozd Spencer-komplexust:

82 62 52
0 — ga(P3) —= T* @ g3(P3) —— N°T* ® go(P3) —— N°T* ® g1(P3) —> ...
(4.25)

ahol 62 a kanonikus inklizi6. Megmutatjuk, hogy ez a sorozat nem egzakt, azaz
rang 07 # dim Kerd?, {gy a szimb6lum nem 2-aciklikus. Pontosabban, azt fogjuk
igazolni, hogy

(n—1)(n—2)

2

Hatérozzuk meg els6ként a §? rangjat. Mivel 62 injektiv és P3 szimboluma mindig
l-aciklikus, azaz minden m > 2-re fendll, hogy H™! = 0, ezért (4.25) egzakt az els6
két tagjaban. Igy

= dim Keré%.

rang 6; +

rang 67 = dim(T*® gs(Ps)) — dim(gs(Ps)). (4.26)

Tehat a rang meghatdrozasahoz ki kell szdmitanunk g3(P;) valamint g4(P3) dimen-
zidjat. A P operator szimbdéluma és a szimbélumanak prolongéltjai:

n(Ps) = ((Pr), 0 (Pc), o (Pa)). (4.27)
Definicié szerint
gm(P3) = Ker 0,,(P3) = Kero,,,(Pr) NKer g,,(Pc) N Ker o,,(Ps), (4.28)

minden m > 2-re. Kordbban mér kiszdmitottuk gs(Ps) dimenzidjat (4.15). Tejlesen
analog szamolas mutatja, hogy

dim gs(Ps) = o' + €0y +3C,0,
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ezért (4.26)-bol adédik, hogy

™m*  2n®  4Tn?®  43n
NP=——y 4 43 4.29
rang oy B + 3 + D 6 + ( )

Szamitsuk ki most a Ker 5 dimenzidjit. Elséként a D € Ker 62 tisztdn horizontdlis
komponensei kozotti kapesolatokat vizsgaljuk meg: meghatarozzuk azon fliggetlen
tenzorkomponensek szaméat, melyek karakterizdljdk egy D € Kerds tenzor hori-
zontalis részét. Vegyik észre, hogy 2 < m esetén g,,(Ps) N S™I = S™I, azaz
nincs semmi megszoritas g,,(Ps) elemeinek tisztan horizontélis részére vonatkozdan.
Ennélfogva hasznalhatjuk, hogy a

j 5%1} 6%1}
0— S'TF S Tre ST — N°TF @ S*°TF —5 NPTy T — ... (4.30)

(kanonikus) sorozat egzakt, ahol 67 , és 65, jeloli a 67 és 3 leképezések megszoritését
Tr @ S3Tr, illetve A°T* @ S?T* terekre. Azt kapjuk, hogy (4.30) egzaktsiga miatt

dim Keré3 , = dim(T; @ S°T}) — dim(S*T) = nCY' — Cp",
tehat a Keréiv—t karakterizalo fiiggetlen egyenletek szama
No = dim (A’T} @ S°T}) — dim Kerd3, = (C2-C2') — (nC3' = Cy7). (4.31)

A tovabbiakban vizsgaljuk meg a D € Ker 62 olyan komponenseit, melyek legaldbb
egy vertikalis komponenst tartalmaznak. A szamitasaink sordan hasznaljuk a (4.8)
béazist és a (2.26) jeloléseket. Az adddik, hogy

D e A2T*® 92(7)3) = ieaieﬁD = D(ea,eg, ° ) € gz(Pg),

azaz (2.18), (3.5) és (4.4) miatt az adddik, hogy

D(eq, e, €y,v,) =0, ( Dogyn = 0) (4.32)
D(eq,ep,v5,v) =0, (& Dopr =0) k#1 (4.33)
D(eq, s, hn,vi) = 0, (& Dapni =0) (4.34)
D(eq, ep, his, v))—D(eq, ep, i, v) =0, ( Dogri — Dopi, = 0) (4.35)

ahol a gorog betiik indexeket jelolnek 1-t6l 2n-ig, a latin betiik pedig 1-t6l n-ig. Az
egyszerliibb irasmod érdekében vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

cycl cycl cycl
z]kl Z Dz]kh 'L]kl Z Dljk‘l? s gz’jkl = Z Dijkl-
ijk ijk ijk

Igy a 62 magjanak vertikdlis komponenseket is tartalmazé egyenletei a kovetkezOk:
{&]kl 0, Eijrt =0, Eijru =0, Eijru =0, Eijru =0, Eiju = 0, Eijr = 0}- (4.36)

A (4.32), (4.33), (4.34) és a (4.35) osszefiiggések felhasznaldsdval meghatarozzuk a
(4.36) rendszer fuggetlen egyenleteinek szamat. Az egyes egyenletekre a kovetkez6-
ket kapjuk:
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Eiju = 0: Ha 4,4, k, 1 # n pdronként killénbozok, akkor &, = 0 trividlisan teljesiil,
azaz minden tagja azonosan zérus. A tobbi egyenlet fiiggetlen. A pivot elemek az

aldbbiak:
- az (i,j) indexekre, ha i <j<n: Djni, D

nijg
- az (i,j, k) indexekre, ha i <j<k<n: Dijrk, Djii, Drijj»
és ez Ny=2C? | +3C3_| fiiggetlen egyenletet ad.

Eijrt = 0: Az Epij, = 0 trividlisan teljesiil ¢ < j-re, ha 4, j, k pdronként kiilonbozdk.
Tovabba, ha i<l<n, j<k, 1,7, k, | paronként kiilonb6zok, akkor a fennall az alabbi
relacio:

(4.33,4.35)

51M = Dzﬁ + D@Jl + Dﬁi; Dﬁlg‘ + Dljii + Dklﬂ = glm

Az osszefiiggések szama igy C2_,-C2_,. A tobbi egyenlet fiiggetlen. A pivot elemek

a kovetkezok:

- az i-indexre, ha 7 < n: Dyyii, Dyii,

- az (Z,]) indexekre, ha ’l<j<n Dnﬂ, Dnlﬂ’ Djﬂv Dzﬂ, Dle, Dﬂ]&’ le, Dﬂzy
Drijjs Drjiiy Diniis Dijiiis

- az (i, J, k) paronként kiilénb6z6 indexekre, ha ¢, 5,k < n, 1 <j: Dijir, Dijik, Dijkk
Dhiijjs D

- az (1, J, k, ) pdronként kiillénbozé indexekre, ha i <l<n, j<k: Dju,

ennélfogva ebben a blokkban Ny =2C! | +12C? | +5C? ,C} ,+C? | C?_, fiiggetlen
egyenlet tartozik.

Eijw = 0: Ha ¢, 7, k paronként kilonbozdk, i,k # n, ¢ <k, akkor fenndll az alabbi
osszefiggés: Einji, = Ekngi- Tovabbd ha ¢ < j <l <n, 4,7,k # [, akkor azt kapjuk,
hogy Eijrr = Eirg — Ejins- Ennélfogva C;_,C) 5 +Cii_|C) 5 szami Gsszefiiggést kapunk
ezen blokk egyenletei kozott. A tobbi egyenlet fliggetlen. A pivotok a kévetkezdk:

- az i-indexre, ha 7 < n: Dypyii, Dini,

- az (i,7) indexekre , ha i < j <n: Dyj, D D D

Dijniis Diijjs Djijis Dijjjs Dijiiy Danij
- az (i, j, k) paronként kiilonboz6 indexekre, ha 4, j, k < n, i <j: Djgii, Dyijjr Dijkk

njjis nijj; Dnl‘z'g, D i, D@z’jz, ingj

Diijiy Djijks Dnkjis
- az (1, j, k,l) paronként kiilonb6z6 indexekre, ha ¢ < j <k <n: Dy, Dyg;,

ennélfogva ebben a blokkban N3=2C,_,+13C2_,+6C:_, C._4+2C3_, C,_, fuggetlen
egyenletet kapunk.

Eijiw = 0: A kovetkezd Osszefliggések allnak fenn ezen blokk egyenletei kozott: ha
1 <j <k<n, akkor gian:(‘:iknj—i_gkjn@ valamint gijkL:gijl@+gjklg'_giklj, ha k,l#n,
i<j<k<l EzC3+4C! | osszefiiggés. A tovabbi egyenletek fiiggetlenek. A pivot
elemek az alabbiak:

- az (1, j) indexekre, ha i <j<n: Djui;, Dyijj,
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- az (i,j, ]{3) indexekre, ha i<j</<:<n: Djkz'y Dkijlﬁ Dz‘jk@ DnZkl’ anﬁ,

- az (Z, 7.k, l) indexekre, ha i <j<k<l<n: Dijlka Djklg', Dijkl'

Tehat ehhez a blokkhoz Ny=2C2_,+5C3_,+3C3_, fiiggetlen egyenlet tartozik.
Eijw = 0: a kovetkezd relaciokat kapjuk ¢ < j <k esetén: & = Einj — Ejki + Eijrr-
A tovabbi egyenletek fiiggetlenek. A pivotok az aldbbiak:

- az (i,j, k‘) indexekre, ha 1<g: Djkiia D@ijja

- az (1,7, k,1) indexekre, ha i <j<k: Dygj, Dyjr;.

igy ez a blokk N5=2C2C!+2C3C!} fiiggetlen egyenletet tartalmaz.

Eijri = 0: ezek az egyenletek és a fentebb vizsgalt & =0 tipusu egyenletek kozott

a kovetkezd Osszefiiggés adodik: ha j <k és i # [, akkor azt kapjuk, hogy &ju =
&ﬁi—i—&@ —Ei@. A pivot elemek az alabbiak: o

- az (1, j, k) indexekre, ha i <j: Djp,

- az (1, j, k,l) indexekre, ha i <j, k<l: Dy,

ennélfogva ehhez a blokkhoz Ng=C2C}+C2 C? fiiggetlen egyenlet tartozik.

Eijw = 0: Ezek az egyenletek mind kifejezhetéek az & = 0 tipusu egyenletekkel,
mivel 5@12&@—#&@4—&&.

A fenti szamolas azt mutatja, hogy a (4.36) rendszer

6 1 1 11
N:ZNZ-:S—n‘*Jrln?’—EQ ;

g 4
24 12 o T (4.37)

fiiggetlen egyenletet tartalmaz, igy (4.31) és (4.37) alapjan

7 2 ., 53 , 26
dim Kerd; = dim(A*T*® g2(Ps3)) — (Ng+N) = En4+§n3+ﬁn2— §n+4. (4.38)

(4.29) és (4.38) osszevetésével adodik, hogy rang 67 < dim Ker §3. Pontosabban

dim H**(P;) = dim (Ker 5§/Im 5%) = (n = 1)2(n — 2), (4.39)

amivel a 4.2.1. Tétel bizonyitasat befejeztiik.
O

4.3. Harmadrendi kompatibilitasi feltételek

A 4.2.1 Tétel alapjan Ps differencidloperator szimb6luma nem 2-aciklikus, ugyanis a
H?? Spencer-féle kohomolégia csoport nemzérus. Ennek kévetkeztében a Ps prolon-
galtjanak kompatibilitasi feltételei nem egyeznek meg Ps integralhatésagi feltételei-
nek prolongaltjaival, hanem £(n—1)(n —2) tovdbbi harmadrendii obstrukei6 jelenik
meg a harmadrendii megoldasok negyedrendiivé emelésének feltételeként. Ebben az
alfejezetben kiszamitjuk ezeket az extra feltételeket és belatjuk az alabbi allitast:
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4.3.1. Allitas ([35])). A Ps differencidloperdtor valamely js(F), € Sols(Ps) har-
madrendi megolddsa pontosan akkor emelhetd fel negyedrendi, megolddssd, ha a
mdasodrendi (4.18a), (4.18b) kompatibilitdsi feltételek prolongdltjai zérusok, tovdbbd
tetszoleges X, Y € T,-re

[hX, X]Q(JY,Y)—[hY, dY]QX, JX) =

+OX (S Q(IY, hX],hY)) =hX (3 Q(JY, ©X], hY) = Q([JY, BY], X)) (4.40)

cycl cycl

—Y (Y QJX, hX],hY))+hY (3 Q(IX, $X],Y)-Q([J X, $Y], X)).

cycl cycl
Bizonyitds. Legyen o4(P3)=1id @ 03(P3) a P3 operator szimb6luménak prolongéltja,
T = (Zd@ T3, Th), ahol
1
Th(D)(Xv Y) :25 (DF(CDXv JYa X’ Y) - DF(q)K JXa X7 Y))
+ D<I>(hY7 ‘]Xa X’ Y) - D@(hX7 JK X> Y)7

(4.41)

ahol D := (Dr, D¢, Ds) € (S2T*@ N*TF) x S3T* x (S*°T*® A*T?), X,Y € T. Ekkor
Im7=K jeloléssel a

04(Ps3) T
i N

ST (ST @ N2T*) x (S*T*)x (S*T*@ A°T*) —— K — 0 (4.42)

sorozat egzakt, mert a Ker 73, pontosan C? olyan egyenletet ad, melyek fiiggetlenek a
Ker 75 rendszer egyenleteitél. Igy ezek egyiittesen karakterizaljak a o4(Ps) képterét.
Szamoljuk ki a 7, obstrukcios leképezéshol adodo integralhatdsagi feltételt. Legyen
J3(F), egy harmadrendii megoldédsa Ps-nak az x € T M pontban. A kompatibilitasi
feltétel akkor és csakis akkor teljestil, ha a masodrendii integralhatosagi feltételek
prolongaltjai mellet a

Tw(VVPsF), =0 (4.43)

kompatibilitasi feltétel is teljestil. Ekkor (a mésodik prolongalt miatt két derivaldst
alkalmazva)

T (VVPSF)o(X,Y) =5 (V%irQ(®X, JY, X, Y) - V2irQ(®Y, JX, X,Y))
+ V%ieQ(hY, JX, X, Y) — V%ieQ(hX, JY, X,Y)
=X (JYirQ(X,Y)) — ®Y (JXipQ(X,Y))
+hY (JXiQ(X,Y)) — hX (JYieQ(X,Y)).
A fenti formuldban az 2 masodrendii derivaltjai (és ennélfogva az F' fliggvény ne-

gyedrendii derivaltjai) is megjelennek. Azonban mivel Q2 = dd;F a vertikalis altéren
azonosan zérus, tovabba

1
i =dyd,F = JdynF =0, = d(dd,F) = @d,;F =0,

igy 2 masodik derivaltjai kifejezhetéek az €2 els6 derivaltjaival, és azt kapjuk, hogy
T(VVP3F) (X, Y) = [hY,®Y]|Q(X, JX) — [hX, PX]Q(JY,Y)
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+®X (Y QIY, hX],hY)) =hX (3 QJY, @X], hY) = Q([JY, BY], X))

—OY (Y QX hX],hY)) + hY (D Q(JX, 8X],Y)-Q([JX, 2Y], X)).

Tehat a (4.43) kompatibilitasi feltétel akkor és csakis akkor teljestil, ha a masodrend
integralhatdsagi feltételek prolongaltjai mellet a (4.40) is teljestil. O]

4.3.2. Megjegyzés. A (4.8)-ban definidlt adaptalt bazisban

Q=0 <« Qh.hy)=0, 1<ij<n, (4.44a)
Q=0 < Qu,h)=0, 1<ij<n, i#j, (444b)

igy az {2 nemzérus komponensei a kovetkezok lehetnek:
a; = Q(vy, hy), i=1,...,n—1 (4.45)

Tovabba, ha F' egy Finsler-fiiggvény, akkor a Hesse-matrixa pozitiv kvazi-definit,
igy teljesiilnie kell a a; > 0,7 =1,...,n—1 feltételnek.

4.3.3. Kovetkezmény ([35]). Az (4.8)-ban definidlt adaptdlt bazisra vonatkozdan
a (4.40) integrdlhatdsagi feltétel az dsszegzési konvencidt nem alkalmazva az aldbbi
formdba irhato:

fj (ﬁvl aii) +B:L7j (Evj Cij) —|—’}’:j (‘Chl CLii> —i—’yi] (th Cij) + Zafjakk = O, (446)
k=1

ahol 1 <i,j<n, a;; =Q(v;, hj) és az afj, 65- €s ”yfj fligguények a spray ismeretében
meghatdrozhatok.

Bizonyitds. Legyen {&, V' }1<i<, a (4.8) bézis dudlis bazisa. Ekkor X = &4 h; +viv;,
és figyelembe véve, hogy dQ2 = 0, tovdbba hasznalva a (4.44a)—(4.44c) azonossagokat,
azt kapjuk, hogy

Ly, = Q[vi,v5], hy)+Q[vj, byl v0) + Qg vil, v3) =8y w1@ist (Ve FEhn ) 05
Ln,aj; = Qlhi, b)) +Qhg, vy, ha) +Q[vj, hil, by) =iy, it (Eh, g 20 4 )00

ahol 4,7 € {1,...,n}. Ekkor a harmadrendii integralhatésagi feltétel kifejezhetd a
kovetkezoképpen:

mﬁjaii + /-ifjajj + > ijakk + (A=) (ﬁ[hj,vj]aii - E[hi,vi}ajj> =0,
k=1

i J oz ke , , .
ahol a ki; = —kj; és a 0;; fiiggvények az alabbiak

/‘iz] :)\j (ﬁv]’ é-[ihi,hj] - ‘Cvj I/[ihj,vi] _‘Chj I/[ivi,vj} +£hj g[ivj,hi]> + )\Z (vah[hj,vj” (447&)

)

T Elns il hid ™ Vleg bt Sl s T Slhiohs Sl i) T Vgl Vs ) _f[vi,hﬂy[hml) )
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QZ :()\Z — )\]) (6[’7”7,0]_]]/[]7”7%] — fﬁlhvi]y[];ljvvj])’ (4471:))
1 <1i,7,k <n, és a harmadrendii tagok egytitthatéfiiggvényei a kovetkezok:
O

Az ozfj, fj és %kj figgvények explicit kifejezése meglehetosen bonyolult, igy ezek

felirasatdl eltekintink.

4.3.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy a Ps rendszer reducibilis, ha a 3;;, ’yfj egylitt-
hatofiiggvények azonosan zérusok.

4.3.5. Megjegyzés. A reducibilis esetben a harmadrendi feltétel vagy azonosan
zérus, vagy egy masodrendli kompatibilitdsi feltételre egyszertisodik. A (4.48) alap-
jan vilagos, hogy ha a spray Jacobi-endomorfizmusanak sajatértékei kiillonbozoek,
akkor a magasabbrendii kompatibilitasi feltétel akkor és csakis akkor reducibilis, ha
a D; := Span{h;,v;}, 1 < i < n sajatdisztribiciék involutivak.






5. fejezet

A haromdimenzios eset

Az el6z6 fejezetekben megvizsgaltuk a gorbiileti feltétellel kiegészitett Rapcsak-
rendszer integralhatosagi feltételeit. Kiszamitottuk a masodrendii integralhatosagi
feltételeket (4.1.2 Allitds) és a harmadrendii integralhat6sagi feltételt (4.3.1 Alli-
tas). Ebben a fejezetben arra az esetre korlatozzuk a projektiv metrizalhatésagi
vizsgélatainkat, amikor az M egy 3-dimenzids sokasag és S egy nem izotrop spray
generikus gorbiileti tenzorral, azaz a Jacobi-endomorfizmus sajatfiiggvényei paron-
ként kiillonboznek. Ekkor érdekes jelenséggel talalkozunk: ahogy azt a 4.2.1 Tételbdl
mar tudjuk, a Spencer-féle kohomolégia csoportok koziil a H*?(P3) nemtrivialis,
ugyanakkor ahogy azt ebben a fejezetben latni fogjuk (5.2.1 Allités) a magasabb
rendii Spencer-féle kohomolégia csoportok mind eltiinnek, ami azt mutatja, hogy a
rendszernek tovabbi magasabb rend kompatibilitasi feltételei nincsenek.

5.1. Els6 kompatibilitasi feltételek

Legyen S egy nem izotrop spray a haromdimenziés M sokasdgon. Mint ahogy
azt az el6z6 fejezetekben lattuk, az S projektiv metrizalhatésdganak a vizsgélata
a gorbiileti feltételt is tartalmazo (4.3) differencidloperator integralhatésdganak a
vizsgalatara vezethetd vissza. Tekintsiik a (4.8)-nak megfelel

B = {h17h27h370177}27?}3} (51>

adaptalt bazist, ahol hy, hy és hy := S a Jacobi-endomorfizmus sajatvektormezoi,
tovabba vy = Jhy, vo=Jhsy, v3=Jh3=C. Amint azt a 4.3.1 Allitasban lattuk, a Ps
egy masodrendii megoldasa akkor és csakis akkor emelheto fel harmadrendiivé, ha
a (4.18a) és a (4.18b) egyenletek teljesiilnek.

5.1.1. Allitas ([35]). Ha dim M = 3, akkor a (4.18a) kompatibilitdsi feltétel, azaz
a 9,92 = 0 egyenlet azonosan teljesiil.
Bizonyitds. Mivel ® szemibézikus tovabba is® = R(S,S) =0, igy a

ig[®, @] =0
egyenlet azonosan teljesiil. Figyelembe véve, hogy i[¢.4)€) egy szemibazikus 3-forma
a kovetkezo adodik:

cycl

0.0/ Qhy, b, hs) = Y Q([®, @] (hy, ha), hs) = isQ([®, ®](h, b)) = 0.

123

45
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[
Legyen
@' = vo[S, d|oh
a ® tenzormez6 S-menti dinamikus kovaridns derivaltja [43]. Ekkor
5.1.2. Allitas ([35]). A (4.18b) integrdlhatdsdgi feltétel ekvivalens az
ie:Q2 = 0. (5.2)

egyenlettel.
Bizonyitas. Mivel
®'(S) = 0[S, ®]S = v[S, ®S] — ®([S, S]) =0,

igy (5.2) akkor és csakis akkor teljesiil, ha ig/€2(hy, he) = 0. Masrészt, ha jo(F),
egy masodrendii megoldésa (4.3)-nak, akkor teljestilnek a (4.19) egyenletek, és igy
specialisan az

Q([’Ul,hg],S)ac:O, Q(hl,hg)xzo
egyenletek is. A h; = [J, S]h; = [v;, S] — J[h;, S], i = 1,2 és a hy3 =S Osszefuggések
felhaszndlasaval azt kapjuk, hogy a (4.18b) feltétel a kovetkezo:

(418b) = Q([Ul, hg], S) + Q([hg, S],Ul) + Q([S, ’Ul]7 h/2>

(o, S],00) — QI [, ], h) = ([, S, 01) — o, [, ). )

Masrészt az i) = 0 egyenlet alapjan
Q(®[hy, 8], hy) = Q®hy, [h, S]) = \Qvj, [he, S]), d05=1,2, i # ], (5.4)
és gy
iU (B, ha) = QP (hy), h) — QP (hs), 1)
= Q([hy, 5] — D[y, 5], hy) — Q([®h2, S] — B[hs, 5], )
= MQ(JT[h1, S, ha) — NaQ(vs, [1, S]) — AT [ha, S], hn) + M Q(vr, [ha, S])

= /\19(1}2, [hl, SD — )\QQ(UQ, [hl, S]) — )\29(’01, [hg, S]) + /\1Q<U1, [hg, S])
= ()\1 — )\2)(9(1}2, [hl, SD + Q(Ul, [hg, S]))

Az eredményt az (5.3)-ban kapottal dsszevetve addodik az allitas. O

5.2. Magasabb rendii kompatibilitasi feltételek

Az 4.2.1 Tételben kiszdmitottuk a H?? Spencer-féle kohomoldgia csoport dimenzi-
6jat. Mivel H?? nemtrividlis, igy harmadrend{i kompatibilitasi feltételek jelennek
meg P3 prolongaltjanak szintjén. Az adéd6 harmadrendii integralhatéséagi feltételt
a 4.3.1 Allitasban hataroztuk meg. Ebben a fejezetben igazoljuk a magasabb rendi
Spencer-kohomolégia csoportokra a kévetkezot:
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5.2.1. Allitas ([35]). A H™? Spencer-féle kohomoldgia csoport minden m > 3
esetén trividlis, igy Ps prolongdltjanak szimboluma 2-aciklikus.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd Spencer-komplexust:

0= Gmro - T ® gt —s A2T* @ g —2s NPT @ gt — ... (5.5)

ahol ¢ az inkluzi6, 07" és 03" pedig az elsé kettd, illetve az els6 harom valtozoban
antiszimmetrizalé Spencer-operatorok. A lemma igazolasdhoz azt kell belatnunk,
hogy H™? = Ker §5*/Im 67" = 0, azaz hogy

Ker )" = Im oy, m > 3. (5.6)

Trividlis szamitassal adédik, hogy Im 67" C Kerdy', igy elegendé azt megmutatni,
hogy a két tér dimenzibja megegyezik. Mivel az (5.5) sorozat mindig egzakt az els6
két tagban, igy az adodik, hogy

rank 01" = dim (77 ® gm+1) — dim (gmq2)- (5.7)

Vizsgéljuk meg most g,,,(Ps) =Ker 0,,(P3) dimenziéjat. Egy A € S™T™* tenzor akkor
és csakis akkor tartozik Ker o,,(Ps)-hoz, ha a kovetkezé egyenletek teljesiilnek:

A( .. ,’Ug) = 0, (58)
A(...,’Uk,?]l) :0, k‘,l: 1,2,3, k’#l (59)
A(...,hk,vl)—A(...,hl,vk) :0, k),l: 1,2,3, k’;él (510)

Mivel az A tenzor szimmetrikus, az (A(hil, e him))—bél adodo tisztan horizontélis
irdnyokra vonatkoz6 komponenseibol allo blokk teljesen szimmetrikus, igy ez 0ssze-
sen C>' szabad komponenst tartalmaz. Az (5.10) miatt az (A(h,-l, ...,him_l,vm))
blokk is teljesen szimmetrikus, valamint A(h;,,....,h; _,,v,) = 0, ha a kifejezés-
ben valamelyik index egyenlé 3-mal. Tehat a szabad komponensek szama ebben
a blokkban C%'. Végiil azokban a blokkokban, melyek legaldbb két vertikélis vek-
tort tartalmaznak csupan az A(hF,v"%), i = 1,2, k = 0,...,m — 2 komponensek

szabadok, ahol a fels6 index a vektor multiplicitasat jeloli:

A(coof o) = Ao vy v L), (5.11)

A szabad komponensek szamat osszeadva a kovetkezot kapjuk:
dim g,,(Ps3) = C3' + C%' + (m — 1) CH".
Tehat (5.7) alapjan

5m2+53m—+38

. (5.12)

rank 67" = 2n - dim ¢,,41 — dim g2 =

Szamoljuk most ki a Kerd5* dimenzidéjat. A szamitas soran meghatarozzuk hany
fiiggetlen tenzorkomponenes karakterizalja Kerdy® egy B elemét A?T*® S™T*-ban.



48 A hiromdimenzios eset

Mivel a horizontalis g,,(Ps) blokkokra nincs semmiféle megszoritas, igy a kovetkezo
sorozat egzakt:

, s 03
0 — S™RTr 1 Tr@ S™HT — AT @ S™TF — APTr @ S™ ') — ...

ahol d7", és 03", a 07" és a 05" leképezések megszoritdsait jelolik a megfeleld alterekre.
Innen azt kapjuk, hogy

nul 65, = rank 67", = dim(7; ® S"™'T;) — dim(S™*T)) = C3 Col—Cos.

Tehat azon fliggetlen egyenletek szama, melyek B horizontalis komponenseit meg-
hatérozzak A?T*® S™T*-ban:

m?+m

No=dim (A*T;® S™T;) —nul 63, = C3 C& — (C3 Corliy —Cin'ys) = - (313)

A szdmolas tovabbi részében meghatarozzuk, hogy hany fliggetlen paraméter hata-
rozza meg egy B tenzor azon komponenseit, melyek legalabb egy vertikalis argu-
mentumot tartalmaznak. A (4.7) mintdjara hasznaljuk az aldbbi bazist:

{617"‘766} - {hl,hg,h37U1,U2,U3}, (514)

ahol specidlisan S=hz=e3 és C'=v3=¢;.

Egy B € A*’T*®g,, tenzor antiszimmetrikus az elsé két valtozdjaban és szimmetrikus
a héts6 m valtozéban, tovabba (5.8) — (5.9) alapjan tetszdleges 1 < i, j < 6-ra

B(e;, ejy...... ,e6) =0, (5.15a)
B(ei,ej, N ,61,65) — B(ei, Gj, e ,62,64) = 0, (515b)
B(e;, €j,...,e3,e4) = Blej,ej,...,es,e5) = Ble;,ej,...,eq,e5) =0. (5.15¢)

A széamitésok tovabbi egyszertisitése céljabdl az (5.11) konvenciét hasznalva vezessiik
be a kovetkezo jeloléseket:

cycl
&-jk(e}"f . elT:) = E(ey, €j, Chy €] o efj) = ZB(ei,ej,ek,e}"j e efj).
ijk

Ekkor & ferdeszimmetrikus az els6 harom valtozdjaban és szimmetrikus az utolsé
m — 1-ben. A ¢} magjat karakterizalo egyenletek:

Egrler) o e2) =0, ri+--+rg=m. (5.16)

1

A tovabbiakban csak azokat az egyenleteket tekintjiik, amelyek legalabb egy verti-
kalis komponest tartalmaznak. Az (5.16) egyenletei koziil néhdny trividlisan teljesiil,
mivel az (5.15a)—(5.15¢) Osszefiiggések végett minden tagjuk zérus. A nem azonosan
zérus egyenleteket kell megvizsgalnunk, amelyek teljes listaja:

g(eia €j, €L, UT_l) = 07 (517&)
5(6i7 €5, @k’Ugn_l) - 07 (517b)
E(ei ej, er, W1 0l) =0, 1> 2, (5.17¢)
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E(ei,ej, e, h 2 ) =0, (5.17d)
E(e;, ej,ek,hm k) =0, [>2, (5.17e)
E(ei,ej,ex, h 2,02) =0, (5.17f)
(e, ej,ek,hll, R 2 y) = 0, 1>1, (5.17g)
E(es, e, en, B2, v9) = 0, (5.17h)
E(hs, UJ,Uk,hll,h;,hg ~(Hsty — s,1>0, (5.171)
E(hi, hj, v, Bh b3, By~ Uy — 0, (5.17j)

Meghatarozzuk a fliggetlen egyenletek szamét (5.17) egyenletei kozott. A jelolések
tovabbi egyszerisitése érdekében legyen K C {1,...,6} esetén K az K halmaz
{1,...,6 }-ra vonatkozé komplementere:

K ={1,...,6}\ K,

tovabba, ha p megjelenik a lenti formulék felsé indexében, akkor az m — 1-re egésziti
ki a felsé indexek Osszegét. Ekkor

1. az E(ei,ej,ex, )" ') = 0 egyenletek: Trividlisan teljesiilnek, ha 4,5,k € {1,4}".
A tovabbi egyenletek linedrisan fliggetlenek: a pivot tenzorkomponensek a ko-
vetkezSk: Ble;, ej,er, e ), i < j, i,j # 4 és Bles,ej,el), i < j, i,j € {1,4}.
Ennélfogva ebben a blokkban N; = 16 fiiggetlen egyenletet kapunk.

2. Az E(e ey, e, v5 ™) = 0 egyenletek: Az egyenletek trividlisan teljesiilnek, ha
i,j,k € {2,5}. A tébbi egyenlet linedrisan fiiggetlen, a pivot tenzorkomponensek
az aldbbiak: B(e;, e, el’), i < j, 4,7 # 5 és Ble;,ej,eq, el 1), i < j, 4,7 € {2,5}.
Igy a figgetlen egyenletek szdma Ny = 16.

3. Az E(es, e ex, B 0h) = 0, 1 > 2 egyenletek: Minden fix [ > 2 esetén négy
egyenlet trivialisan teljesiil, mégpedig, ha 7,7,k € {1,4}". Tovabba fennall a
kovetkezd hat nemtrivialis relacio:

Eij(€h e)) = Egj(e e, i<j. i,j€{1,4), (5.18)

Végiil azok az egyenletek melyek [, illetve (I — 1) darab e, komponenst tar-
talmaznak Osszegliggenek. Tehat a fiiggetlen egyenletek csupan az aldbbiak:
Evjrle el 1) = 0, ahol i <j, 2 < [. Ennélfogva a fiiggetlen egyenletek szama

itt N3 = C2 cx,

4. Az E(e;, ey, e, Ry ) = 0, 1> 2 egyenletek: Teljesen analdg az el6zé esethez.
Minden fix [ > 2-re négy trividlisan teljesiilé egyenletet kapunk, mégpedig ha
i,j,k € {2,5} . Tovabbd fenndll az aldbbi hat nemtrividlis reldcié az egyenletek
kozott:

821/](62765) 551]( P+1 €l5 1)7 i<j7 Za] € {275}c (519)

Tovabba azok az egyenletek melyek [ darab, illetve (I — 1) darab e5 komponenst
tartalmaznak Osszefiiggnek. A fuggetlen egyenletek az aldbbiak: &£y (€5’ e,
ahol i< j, 2 < [. Tehat itt Ny = C? C -, fiiggetlen egyenletet kapunk.
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5. Az E(ei, ej,ex, W2 01) = 0 és az E(ei, e, ex, 52, v9) = 0 egyenletek koziil az
Ein(e 2 eq) és az En(e' 2, e4) egyenletek fiiggetlenek, ahol 1 < i < 2,i<j<k.
Tehat N5 = 32 fiiggetlen egyenletet kapunk.

6. Az E(ei, ej,er, by, Wy 172 vwy) = 0, | > 1 egyenletek: ha i, j, k € {1,2}, akkor az
egyenletek trividlisan teljestilnek. Tovabba hat nemtrividlis relaciét kapunk:

p—1

gljk(elly 612)7 65) - ngk(ell+17 62_ a65)7 ]<k7 ja ke {]-a 2}6 (520)

A fuggetlen egyenletek: Evji(RT RS, vg), ahol 1< j <k, 1 <. Ennélfogva itt
=C2- 62 ", fiiggetlen egyenletet adddik.

7. Az E(e; ej, e, R 2 v9) = 0 egyenletek: Az eléz esettel analég médon négy
egyenlet trividlisan teljesiil és hat nemtrividlis 6sszefliggés adodik. Ezen feliil
(5.15b) segitségével tovabbi Osszefuiggéseket kapunk:

gljk(e?%g,@z,%) = 52jk(€717%2,€4), J<k, jke {172}6

Igy itt csupan a kovetkezd egyenletek fiiggetlenek: Eion(ef' 2 e5), 3 < k < 6.
Azaz a fliggetlen egyenletek szama N; = 4.

8. Az E(hi,vj,vg, WY, b, by~ (bs)- 1) =0, 5,1 > 0 egyenletek: A kovetkezd Osszefiig-
géseket kapjuk 0< [ < m—1 (illetve 0<I,s<m—1) esetén:

Exju(hl, W) = Eaji(WTT WE™H) + Exan(el, 57 ), J k>4,
Exju(hy, hg, hE) = Esjr(hTT b, W5, gk >4,
Eaju(hl, b, W) = Exj(hy, b5t RETY), gk >4,
Exjo(h, hh, h) = Egje (AT, hb) + Exgs(h], by, v)) j=4,5,

Eaje (ML, BB, hg) = Esje (R, W) 4 Euss (WY W w)), 4 =4,5.

A fiiggetlen egyenletek a kdvetkezék: & (R, ngk(hll,hg,hp) Eajr(hY, BY),
4<j<k<6,1,5>0. Igy itt Ng = C3 + C2C3Z 1+ C2C , figgetlen egyenletet
kapunk.

9. Az E(hi, hj, vk, by, b3, h?_(l+s)_1) = 0 egyenletek: A kovetkezé oOsszefiiggések
adodnak 0 < [l,s,p<m—1,l+s+p=m — 1 esetén:

gl?i(hlla h%: hg) = gl3i<hl1> hg—Hv hz?:_l) - 823i(hl1+17 h;, hg_l)v 1= 4a 57 67

ahol felhasznaltuk, hogy Eias(hl, hs, k5 ' v;) = 0. A fiiggetlen egyenletek itt
512i(hll, hg), Slgi(hé, h;, hg) és gggi(hflq, hé, hg), ahol 0 < l 1 < S, l-|-$+p+1 S m,
4<i<6. Azaz a fiiggetlen egyenletek szdma Ny = Ci 02 "’ 42 C1 ch .

A szamolas eredményeit Osszegezve az adodik, hogy

5m? + 53m + 38

dim Kerdy' = dim(A*T* ® g (Ps)) Z N; = 5

(5.21)
és igy (5.7) és (5.21) kovetkeztében rank(07") = nul(65*). Ennélfogva (5.6) teljesiil,
és H™? = 0, m > 3 adddik a 2-aciklikussdg Spencer-féle kohomolégia csoportjaira.
O
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5.2.2. Tétel ([35]). Legyen S eqy nem izotrép spray eqy 3-dimenzios M sokasd-
gon, és teqyik fel, hogy az S Jacobi-endomorfizmusanak sajatfigguényei paronként
kilonboznek. FEkkor a Ps differencidloperator akkor és csakis akkor formdalisan in-
tegrdalhato, ha

1. " € Span{J, @}, valamint
2. a (4.40) kompatibilitdsi feltétel azonosan zérus.

Bizonyitdas. Az elso feltétel teljesiilése biztositja azt, hogy minden masodrendii meg-
oldas felemelhet6 harmadrendiivé, a masodiké pedig azt, hogy minden harmadrendii
megoldés felemelheté negyedrendiivé. A H™? Spencer-féle kohomoldgia csoportok
eltiinése miatt Ps-nak nincsenek magasabb rendii kompatibilitdsi feltételei, azaz
m > 4-re minden m-edrend{i megoldas (m + 1)-edrendii megoldédssé prolongalhatd.
Ennélfogva az operator formalisan integralhato. O

5.2.3. Kovetkezmény ([35]). Legyen S eqy nem izotrép analitikus spray egy 3-
dimenzidés analitikus sokasdgon, tovdabbd tegyiik fel, hogy az S Jacobi-endomorfiz-
musanak sajdatfiigguényei kilonboznek. Ha a magasabb rendid kompatibilitdsi feltétel
reducibilis és a 5.2.2 Tétel feltételei teljesiilnek, akkor S lokdlisan projektiv metrizal-
hato.

Bizonyitds. Mivel a tétel feltételei esetén P; formalisan integralhato, igy az ana-
litikus esetben tetszoleges masodrendli megoldas lokdalisan analitikus megoldédssa
terjesztheté ki. Igy egy pozitiv kvézi-regularitdsi feltételnek eleget tevé Jo(F)s
(x € TM) méasodrendli megoldast vélasztva, ez egy olyan F' analitikus megoldés-
sa terjeszthetd ki, hogy F? Hesse-métrixa lokdlisan pozitiv definit. Ekkor az F
Finsler-fiiggvényhez tarsitott spray projektiv ekvivalens S-sel. O

5.3. A reducibilis eset vizsgalata

Az elézd alfejezetben megvizsgaltuk a gorbiileti feltétellel kiegészitett Rapcsak-
rendszer integralhatosagi feltételeit. Amennyiben az 5.2.2. Tétel els6 vagy masodik
feltétele nem teljesiil, igy a projektiv metrizalhatosag Ps differencidloperatora nem
integralhato. Ekkor a P; rendszert a szokasos modon ki kell egésziteni a kompatibi-
litasi feltétellel, és megvizsgalni az igy adodoé parcialis differencidloperatort. Ebben
a fejezetben azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor a P3 operatort masodrendii in-
tegralhatosagi feltétellel egészitjiik ki. Ez a masodrendi feltétel szarmazhat abbol,
hogy @' ¢ Span{J, ®}, igy az (5.2) feltétel nem teljesiil, valamint abbdl, hogy az
extra harmadrendii integrahatosagi feltétel reducibilis.

A gorbiileti feltétellel kiegészitett Rapcsak-rendszer az Q = dd;F differencial
2-forma komponenseire vonatkoz6 egyenleteket tartalmaz. Ezek koziil a nem feltét-
leniil zérus komponenseket a (4.45)-ben soroltuk fel. A 3-dimenzids esetben csupan
két ilyen komponens fordul el6: az a3 = (vq, hy) és az age =(vy, he). Amennyiben
o' ¢ Span{J, ®}, Ggy az ie/2 = 0 mésodrendii feltétel az (5.1) bazisra vonatozdan
(5.3) alapjan a

XM vy, hy) + €5IQ vy, hy) = 0 (5.22)
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alakba irhato. Tovabba reducibilis esetben az extra harmadrendii integralhatosagi
feltétel a (4.46) alapjan

a%QQ(vl, hy) + OzfQQ(Ul, hi) =0 (5.23)
alaku.

5.3.1. Megjegyzés. Az (5.22) és az (5.23) kompatibilitasi feltételek egy homogén
linearis egyenletrendszert alkotnak. Az egyenletrendszer egytitthatoi felhasznalasa-

val tekintsuk az Sl
M = <§h1’ ’ 5!]2’””)
1 2 .
5P o5

matrixot. Amennyiben M rangja 2, igy a rendszer egyediili megoldasa a trivialis
Q(v1, k1) =0, Q(ve, hy) = 0 megoldas, és a spray nem projektiv metrizalhat6. Ezért
a tovabbiakban elegendd azt az esetet vizsgalni, amikor M rangja 1. Ekkor a P
rendszert egy masodrendii

m Q(Ul,hl) +772 Q(Ug,hg) =0 (524)

alaku integralhatésagi feltétellel kell kibéviteni, ahol ny és 1y a TM-en értelmezett
S spray altal meghatarozott fiiggvények.

5.3.2. Megjegyzés. Ha (5.24) nemtrividlis, de az itt szerepld n; és 1, kozil az egyik
zérus, akkor ajy = Q(vy, hy) vagy age = Q(v, he) szitkségképpen zérus, igy nem léte-
zik pozitiv kvazi-definit megolddsa Ps-nek, igy a spray nem projektiv metrizalhato.
A kovetkezékben ezért feltessziik, hogy

m#0,  m#F0. (5.25)

Az (5.24) kompatibilitasi fetételnek megfelelé masodrendii parcidlis differencial-
operator a Py : C®°(TM) — C*(TM), ahol

Py (F) = mQ(v1, ha) + 122(va, ha),
és a kompatibilitasi feltétellel kiegészitett parcidlis differencidloperator
P4 = (PF7P07PCD7,P\I/>' (526)

5.3.3. Lemma ([35]). Ha j2(F'), megoldisa Py-nek az x € TM pontban, akkor
tetszoleges k € N-re az ) forma k-adrendi Lie-derivdltja algebrailag kiszamithato

Q-bol.

Bizonyitas. A 4.3.2 Megjegyzés alapjan az ) forma lehetséges nemzérus komponen-
sei aj; = Qv1, hy) és age = Q(vg, he). A dQ) = 0 azonossig, tovabbé a (4.44) és a
(5.24) egyenletek felhasznédldséval a kovetkezéket kapjuk az aq; Lie-derivéltjaira:

Lp,a11 = haQ(vy, h1) =Q([ha, v1], 1) +Q([v1, ha], ha) +Q([h1, ho], v2),

Ly,a11 = v22(v1, ha) =Q([v2, v1], h) +Q([v1, R, v2) +Q([h1, v2], v1),

£h1a11 = h1Q(Ul, h1) h1(%9(02, hz)) =M (%)9(027h2)+%h19(vz, h2)
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= hy (22 )02, o)+ ([, va), ha) +Q[v2, ha], ha) +Q[ha, ha], v3) ),
Ly a1 = v1Qv1, hy) =0 (%Q(UQ, h2)) =0 (%)Q(Uz, h2)+%v19(027 hs)

= v1 (2)Qva, ha)+ 2 (Q[v1, va), h2) +Q([v2, hol, v1) +Q[ha, v1], v2)).

A fenti formulak jobb oldalan csupa olyan kifejezések talalhatéak, melyek nem tar-
talmazzak €2 derivaltjait, igy ezek kifejezhetéek az aqy; és az age linearis kombi-
nacidjaként. Az aso derivaltjaira vonatkozo formuldkat gy kaphatjuk meg, hogy
végrehajtjuk az 1 <> 2 indexcserét. A magasabb rendl Lie-derivaltakat hasonléan
szamithatjuk ki. O

5.3.4. Kovetkezmény ([35]). A Py rendszer teljes abban az értelemben, hogy

1. vagy az dsszes kompatibilitdsi feltétel teljesiil, és ekkor a spray lokdlisan pro-
jektiv metrizalhato,

2. vagy a spray nem projektiv metrizdlhato.

Bizonyitas. Valoban, ha a Ps-nek van nemtrivialis kompatibilitasi feltétele, akkor
ez az 5.3.3. Lemma alapjan algebrailag kifejezheté Q-val, igy egy 1j, (5.24)-t6l
fiiggetlen homogén linedris egyenletet kapunk a;;-re és as-re. Ekkor viszont a rend-
szernek csak a trividlis megoldasa (a3 = 0, age = 0) 1étezik, igy P, nem projektiv
metrizalhato. O]

Kompatibilitasi feltételek

A P, operdtorban szereplé Pr, P, illetve Py tagok szimbdélumai (3.5), (2.18) és
(4.4). A Py operator szimbdluma és a szimb6luméanak prolongaltjai pedig a kovet-
kezok:

0'2(73\11) 3S2T* — R, (UZ(P\I})AZ) = 771A2(U1, U1> + ?72142(?)2, UQ),

03(Py) :S°T" — T%,  (03(Pu)A®)(X) = mA* (X, vy, 01) + 124 (X, va, v3),

04(Py) ST — ST, (04(73\1,)144) (X,Y) = 771A4(X, Y, v1,01) + 772A4(X, Y, v, 1),
Ak € SkT* és X, Y € T. Legyen

74 = (13, T4, TD)

ahol a 73 a (4.9)-ben értelmezett leképezés és

741(3) = By(C)—mBc(vi,v1) =n2Bo(va, v2),

7i(B) = By(S) =% Br(v1, S, h1) =" Br(v, S, ha) = % Ba (ha, by, S) — 2 Be (ha, hy, S),
ahol B=(Br, B¢, Be, By) € T*® (A?T; X T* x A2T7% X T*). Ekkor igaz a kovetkezd
5.3.5. Lemma. Legyen K4 := Im7ty. Ekkor a

03(P4)

ST (T*@ N*°TF)x S?°T* x (T*® N*TH)xT* 25 Ky — 0 (5.27)

sorozat egzakt.
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Bizonyitds. A szokdsos modon jarunk el. Mivel o3(P,) C Ker 7y, {gy elegendd ezek

dimenzidjat oszzehasonlitani. Egy A € S3T* szimmetrikus tenzor akkor és csak
akkor van o3(P,) magjaban, ha a (4.14a), (4.14b), (4.14c), tovabbé az

7}114@ = —77214@ (528)

i =1,...,6 egyenletek teljesiilnek. A (2.26) jelolést hasznalva a tenzorkomponensek-
re az adédik, hogy az (A;;;) blokk teljesen szimmetrikus, igy Cg’ " szabad komponenst
tartalmaz. Tovdbbé a (4.14a) és a (4.14b) alapjén az (Aj;;) blokkhoz C3* szabad
komponens tartozik. Az (A;;x) és (Ai;x) blokkok komponensei az (5.28) miatt mar
determinéltak. Ennélfogva o

dim(g3(Py)) = 14.

Tehat
rank o3(Py) = dim S*T* — dim(g3(P,)) = 42. (5.29)

Masrészt a 4.1.1 Lemma bizonyitasdban meghataroztuk a 73 = 0 pivot elemeit. A
haromdimenziés esetben az adédik, hogy a 73 = 0 rendszer 19 fiiggetlen egyenletet
tartalmaz. Tovabbd a 7} = 0, illetve a 77 = 0 egyenletek pivot elemei By (C) és
By (S). Tehat

dim Ker 7y = 2 dim(T* ® A*T?) + dim S*T* + dim T* — 19 —2 =42.  (5.30)
Osszegasonlitva (5.29)-et és (5.30)-at azt kaptuk, hogy (5.27) egzakt. ]

5.3.6. Allitas. A P, parcidlis differencidloperdtor szimbéluma nem 2-aciklikus. A
H?2(Py) Spencer-kohomoldgia csoportra dim H*?(P,) = 5.

Bizonyitds. A szamolas analdg a 4.2.1 Tétel szamolasahoz, igy itt csak nagy vona-
lakban ismertetjik. Ha tekintjik a

00— g4(774) 6—0> T ® 93(7)4) 5—1> AT X 92(7)4) 6—2> A3T* & gl(P4) e

Spencer-kompexust, akkor felhasznalva, hogy a sorozat az els6 két tagban egzakt,
valamint hogy dim(g3(Py)) = 14 és dim(g4(Ps)) = 20 az adddik, hogy

rank 67 = dim(7*® g3(Ps)) — dim(ga(Ps)) = 64. (5.31)

A szamolas tovabbi része teljesen analdg a 4.2.1. Tétel bizonyitasaval. Az ottani
jelolésekkel N = 3% Ni-t kell meghatdrozni. Valtozds csupan az N, esetén lesz,
ugyanis az & = 0 tipust egyenleteknél a D,,,,;; csak az n = 3, i = 1 esetén pivot,
és igy Ny = 15. Azt kapjuk, hogy

6
N:ZNi:3+2+15+17—|—2+24+18:81.

1=0

Tehat
dim Kerd; = dim(A*T*® go(Pys)) — (No + N) = 69. (5.32)

Az (5.31) és az (5.32) alapjan
dim H**(P,) = dim Ker 65 — dim Im 67 = 5.
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Tehéat a H*?(P,) Spencer-féle kohomoldgia csoport nemtrividlis, ami azt jelenti,
hogy magasabb rendii obstrukciok lépnek fel, mivel a

04(Pa)
B S

ST (SPT*R AT x S3T* x (SPT*R A*TF) x 2T+ 554 K1 4 0 (5.33)

sorozat, ahol id @74 a 74 leképezés prolongaltjat jelsli, nem egazkt. Igy a kompatibili-
tasi feltételek meghatarozasahoz a V1, leképezést tovabbi obstrukcios leképezésekkel
kell kiegésziteni.

Valoban, tekintsiik a

= (s 3 4 5 6
Ty = (Zd@ T4y Thy Ty Ty Ty, T4)7

leképezést, ahol

TE(B> = B\P<U17U2) nl B@(Ul,vl,hl,hQ) )\ )\ (v27f027h17h2)
7{(B) = By(hy, hy)— BF(hlavlthahl) Br(hy, va, hy, ho)
(h/l)h’luh17h2)_)\1712)\2B‘1>(h/2)h27h17h2>7
Tj(§>:§\p(h1,7)2)— 177/\ B <h17/01>h17h2)
_%EF<U2a02ahlah2)_)\
Tf(é) = é\P('Ula hy) + mél‘(”la v1, hi, hy)
(hbvl)h’l?hQ)

177_2)\23‘1)(1}2’ h27 h17h2)7

B <h27 V2, h17 h’2)

és B = (Bc, Br, Be, By) € ST* @ (AT x T* x A°T; xT*). Ekkor a 7, = 0,
7 =0,7f=0,7) =0, illetve a 7 = 0 6t olyan egyenletet ad, amelyek fiiggetlenek
a V1, = 0 egyenleteitsl, és igy, mivel dim H*?*(Py) = 5 az (5.33) sorozatot a 7,
leképezés egzaktta teszi.

5.3.7. Allitas. A Py parcidlis differencidloperdtor kompatibilitdsi feltételei:

Ty (VP4F) = (Lom) Qvi, ) + (Lome) Qva, ha),
i (VP4F) = 2mQ([S, v1], b)) + 202Q([S, va], ho) +(Lsm ) Qv b)) +(Ls112) (v, ha),
7L (VPPAF) = (01(vam)) v, ha) + (v1 (v2112) ) Q(v2, ha) + 1a[01, 2] Q (v, o)
+ (vam1)v1Q(vy, hy) + (U17]1><cycz Q([vg, v1], h1)> + (’UQT]Q)(cyCZ Q([v1, va], hg))
+ (v112) 022 (va, ha) + My (CyCZ Q([vg, v1], hl)) — Moy (cycz Q([vg, v1], hg)),
T3 (VPPuF) = (ha(ham))Q(v1, ha) + (han)haQ(vy, hy) + (ham)heQ(v1, hy)
+ " (hom2)Q(v2, ho) + (hanz) hi€2(va, ha) + (hanz) ha€2(v2, o)
+ ma[h1, ha]Q(va, ha) + M (Cycz Q([ha, v1], hl)) — 12h2 (CYCZ Q([va, ], h2)>,
7L (VPPLF) = (b (vam))Q(v1, ha) 4 (vam) nQ(vr, ha) 4 (am)vaQ(vr, hy)
+ (M1 (v2m2))2(v2, ha) + (v2m2) (2, ha) + muha (evd A[va, v1], )
+ (h1m) (2, ha) + na[h1, v2]Q(v2, ha) — Navs (cycz Q([vg, h], h2)),
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THVAPLE) = (v1(hany))Qvy, hy) + (han)viQ(vr, hy) + (vin1)haQ(v1, hy)
+ (v1(han2))2(v2, ha) + (hanz)viS2(v2, ha) + mus (cch Q([ha; 1], hl))
+ (v172)ha2(va, ha) + malvr, ho]Q(va, ha) — nohs (Cycz Q([v2, v1], hZ))-

Bizonyitds. Legyen j3(F'), harmadrendi megoldasa Py-nek az x € TM pontban.

1. A F. := CF — F jeloléssel azt kapjuk, hogy viv1(CF — F), = dd;jF.(vi,hy),.
Ezért felhaszndlva, hogy d;jdc — ded; = djc) = dy, és igy

de) — ddjdoF + dd; F = dedd; F — ddedy; F = dedd; F — dedd F = 0,
az addodik, hogy

7'41(V7D4F)x = (C?h)Q(Ul, hl) + (CT]Q)Q(UQ, hg) + 7]1ch(’U1, h1> + ’r]gdcg(UQ, hg)
—mddyFe(vi, hi) — medd s Fo(va, ha) = (Cnu)Q(vy, hy) + (Cn2)Q(va, ha),

2. Mivel i;Q = 0, igy i;Q(hq, [h1,S]) = 0-b6l a J[hq,S] = [v1, 5] — hy azonosség
alapjan kovetkezik, hogy

Q(Ul, [hl, S]) == Q(J[hl, S], hl), Q(Ul, [hl, S]) = Q([Ul, S], hl)
Ekkor

TH(VP4F), = (Sm)Q(v1, ha) + mSQ(v1, hy) + (S12) (02, ha) + 125Q(va, ho)
—m VirQ(vy, S, hy) —naVirQ(ve, S, h2>—%v7;q>§2(h1, hi, S)—%Vi(pQ(hg,hz, S)
= (Sm)Qv1, hy) + mSQ(vy, hy) + (S12)Q2(ve, he) + 12SQ(va, ha)

— m(ViI(S; h1)) = ma(v2 (S, h2)) — M (i Q(v1, S)) — Ma(ha(v2, 5))
=1 ) QS vi], ha) +m2 Y QLS va], ho) + (Sm)Q(v1, ha) + (S12)Q(va, o)

cycl cycl

=2mQ([S, v1], h1) 4+ 2m2Q([S, v2], ha) + (SN1)Q(v1, ha) + (S12)Q(vg, ha).

3. Mivel d2(v;, v, h;) = 0, d2(v;, v, hj) =0, dQ(v;, v;, hj) = 0, az kévetkezik, hogy

7 (V*P,F),
= V2Py(v1,v2) = 5725 VZiaQ(v1, v1, ha, he) = 52 V2ieQ(va, v2, ha, o)
= 01 (V2 (M1, ha) + 72Q2(v2, h2))) — v1v1(MQL(V1, h2)) — V2v2(N22(v1, h2))
= (01 (0211))Q(v1, bn) + (v201)01Qv1, hn) + (0171) (v [0, 1], 1))
+ mfvr, v2]Q(vi, hr) + mo2viQ(vr, ha) + (vi(v2n2)) 202, ha)
+ (v2m2)v12(va, ha) + (v112)v2 (v, ko) + M2[v1, V2] Q(va, ha)
+ 7722721119(712, h2) - 771111@19(@1, hz) - 7727122129(1)1, hz)
= (v1(vam))Q2(v1, ha) + (v1(v2n2))2(va, ha) + n2fvr, v2]2(ve, h2)
+ (v v (vr, b))+ (vrm) (v Q[v2, vl 7))+ (vame) (v Q[v1, va], ha))

+ (v172)vaSU(v2, hg) +mvr(eyey_ Q[va, w1, hr)) — mava(erd - Q[va, v1], ha)),
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4. TH(VPPyF), = V?Py(hy, hy) — ’71V2@'pQ(h1,v1, ha, hy) — 2V 2%irQ(ha, v2, hy, ho)
— 25 Ve ha, by by, he) — 252V 2ie (ha, ha, hl,hQ)
= (hl(hﬂh))ﬁ(vh hi) + (hom)ha€2(v1, ha) 4 (hamn) haS2(vr, )
+ hi(hana)Q(ve, ha) + (hamz)hn Q( ha) + (h1n2)haf2(va, ha)
+ ma[h1, ha]Q(v2, ho) + miha(eyy | Q([ha, v1], b)) — moha(evd | Q[va, hul, ha)),
5. T (VPPuF)y = V*Py (I, v2) — VQiéQ(h17U17h17h2)
-z V21FQ(1)2, vg, hy, hy) — (vg, ha, hy, ho)
= (h1(vam))2(v1, ha) + (U2771)th<U1, hi) + (ham)vaQ(vr, b )
+ (h1(vam2))Q2(va, ho) + (vama)h1 (v, ho) + ’I']lhl(cycz Q([va, v1], 7))
+ () (w2, ha) + nalhy, 2] Q(va, ha) — nava(eyd Q[v2, hal, ha)),
6. 74 (VPPuF), = V*Py(v1, ha) + BV2irQ(v1, vy, hy, ho)
ViR, v, b, h) — £V Q ks, v, By, o)
= (v1(ham))Qv1, hy) + (ham)v1Q2(v1, hy) + (v111) ha§2(v1, hy)
+ (v1(ham2))Qv2, ha) + (han2)v1:(v2, he) + Mmvi(eyd Q[hg, v1], hr))
+ (v172) hoQ(v3, ha) + 1 [v1, ho] V2, ha) — Taha (e Q[v2, v1], ha)).

]

5.3.8. Kévetkezmény. Az 5.5.3. Lemma alapjan meghatdrozhatok azok az n¥ fiigg-
vények TM-en, melyekkel

Ti(VPLF) = 01Q(vi, hy) + 05Q(va, ho) i =1,2, (5:34)
T (V2PyF) = ]Q(vi, h1) + b Q(va, he)  j = 3,4,5,6. '

Tekintsiik a kovetkezo métrixot:

o_ (m m - m\)
moMo
Ekkor az alabbi allitast kapjuk:
5.3.9. Allitas ([35]). A Py operdtor akkor és csak akkor formdlisan integrdlhatd, ha

rank © = 1. (5.35)

Bizonyitds. A Py egy ja(F), masodrendii megoldasa akkor és csakis akkor emelhetd
fel harmadrend(ivé, ha 7i(VPF) = 0, i = 1,2, és egy harmadrendi megoldés
akkor és csakis akkor emelhet6 negyedrendivé, ha TZ (V2PyF) =0, j=3,4,5,6. Az
(5.34)-ben szerepld kifejezések jobb oldalat nullaval téve egyenl6vé, a kompatibilitasi
feltételek egy homogén linearis egyenletrendszert alkotnak. Ezek az egyenletek akkor
és csak akkor teljesiilnek identikusan, ha (5.24) t6bbszorosei, azaz amennyiben (5.35)
teljesiil. Tovabba kénnyen belathatd, hogy (4.8) egy kvazi-regularis bazis, tehat
a P, szimb6luma invoutiv. Igy a Cartan Kéahler-tétel feltételei teljesiilnek és Py
formalisan integralhato. O
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Az 5.3.2. Megjegyzés és az 5.3.9. Allitds alapjan adédik az alabbi

5.3.10. Tétel ([35]). Legyen S egy nem izotrdp analitikus spray egy 3-dimenzios
analitikus sokasagon, melynek Jacobi-endomorfizmusa generikus, azaz a sajatértékei
minden x € TM pontban kilénbéoznek.

1. Ha @' € Span{J,®} és a (4.40) kompatibilitdsi feltétel azonosan zérus, akkor
az S spray projektiv metrizdlhato.

2. Ha " ¢ Span{J,®} vagy a (4.40) kompatibilitisi feltétel reducibilis de nem
azonosan zérus, akkor a spray akkor és csak akkor lokdlisan projektiv metri-
zdalhato, ha my -my < 0 és rank © = 1.

Bizonyitds. Az 5. fejezet eredményei alapjan, ha az 1. pont feltételei teljestilnek,
akkor a Ps differencidloperator formalisan integralhato és 1étezik pozitiv kvazi-definit
analitikus megoldassa, ami egyben megoldasa lesz a projektiv metrizalhatosagi prob-
lémanak.

Ha a 2. pont feltételei teljesiilnek, akkor a P, operator formalisan integralhato, igy
tetszoleges © € T M-beli jo(F), méasodrendi megoldas, amely eleget tesz az a;; > 0
és az agy > 0 feltételeknek lokalisan kiterjesztheto egy analitikus, pozitiv kvazi-
definit megoldassa, ami megoldasa lesz a projektiv metrizalhatosagi problémanak,
azaz a spray lokalisan projektiv metrizalhato. O]

Példa

Legyen S spray lokdlisan a kévetkez6 masodrend differencidlegyenlet-rendszerrel
adott:

. 1\ . ) T2\ . . )
Ty = f1 (1'17303, :z;) '37§, Ty = f2 (96275173, x) ‘9037 T3 = f3(x3)-:c§, (536)
3 3

ahol f', f* és f* analitikus fiiggvények. A nemzérus I', = —%gz "~ konnexi6 koeffici-
ensek
Fl__}a fl' FQ__lan.
1= 75 3J Y3, 27 75 3J Y3,
1 1
Iy = 503f1-y1 —flys,  Th= §a3f2'y2 — fPoys, T3 =—fys

A Jacobi-endomorfizmus komponensei a (1.10) formula alapjin szamithatbak ki.
. AL O
Ekkor a (®}) = ( 0 Ao :) fels6 haromszogmatrix sajatfiiggvényei
000

1 ) . 1 . . ) . 1 .
Ai = 5(813f1—f3333f1) Y1ys + 5 <823fl+f1833f1+f383f1—281fz_2(03f1)2> Vs,

i = 1,2 és A3 =0. A Jacobi-endomorfizmus hy, hy, hs sajatvektormezéi, illetve a
v; = Jh;, (i = 1,2,3) vektormezok a kovetkezbek:

0 1 . 0 0
hi = 8751 + §ysa3f 87341’ v = 67%7
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0 1 0 0

h — O3 f? = —
9 = 82+ y33f82 Vg 8y2’

Zyz +Zy3fl 3—2@/8%

=1

ahol hy=.S az (5.36)-nak megfelel$ spray és v3=C.

Ha Ai, Ao nullak, vagy A, Ay nemnulldk és A\; = Ao, akkor a spray lapos vagy
izotrop, ezért a 3.2.3. Kovetkezmény alapjan projektiv metrizalhaté. Ha Aj, Ao
nemnullak és A\; # Ay, akkor a spray nem izotrop. A Jacobi-endomorfizmus szemi-
bézikus kovaridns derivaltja ®'(h;) = vlh;, S| = i, (i = 1,2,3) ahol

pi = (P00 +A0uf" = 2 0saf' = 20°0af") + 2 F0uaf") . i =12

és u3 = 0. Ennélfogva & = A® + BJ, ahol A= (1 —p2)/(A—A2) és B=(Apa—
Aopi1)/ (A1 —A2). Azaz &' € Span{®, J}. Tovabba

[v1,ho] =0, [va,hi] =0, [h1,he) =0, [v1,h1] € Span(vi), [ve, k] € Span(vy),

iy By, i, figgvények (4.47a)-ban, (4.47b)-ben és (4.48)-ban eltiinnek.
Ezért (4.46) fenndll és a 4.3.3. Kovetkezmény alapjan a harmadrendii (4.40) kom-
patibilitasi feltétel teljesil. Az 5.2.2. Tétel alapjan Ps formalisan integralhaté, és
igy az 5.2.3. Kévetkezmény szerint lokalisan projektiv metrizalhato.

¢ i %
18y a Hi]? 0;






6. fejezet

Kanonikus sprayk invarians
projektiv metrizalhatésaga

Mivel minden Riemann-sokasag specidlisan Finsler-sokasag is, igy ha az S spray
Riemann-metrizalhato, akkor Finsler-metrizalhato is, valamint, ha az S projektiv
Riemann-metrizalhato, akkor projektiv Finsler-metrizalhato is.

A megforditasok altalaban nem teljesiilnek. Viszont ha az S spray kvadtrati-
kus, akkor Szabd Zoltan tétele szerint [44, 52] a Finsler metrizalhat6sagbdl kovet-
kezik a Riemann-metrizdlhatosag is, azaz a Riemann- és a Finsler-metrizalhatosag
problémaja egybeesik. Valéban, minden Berwald-metrikdhoz (azaz olyan Finsler-
metrikdhoz, melynek a kanonikus sprayje kvadratikus) létezik egy olyan Riemann-
metrika, melynek a geodetikusai megegyeznek a Finsler metrika geodetikusaival.
Megjegyezziik azonban, hogy a projektiv Finsler-metrizalhaté sprayk osztalya még
a kvadratikus esetben is effektive nagyobb a projektiv Riemann-metrizalhatéakénal.
Ez kévetkezik abbdl, hogy nem linearis projektiv faktort hasznalva egy kvadratikus
spray projektiv ekvivalens lehet egy nem kvadratikussal, ez utébbi pedig nyilvan
nem lehet Riemann-metrizalhato. A két probléma kozotti kiillonbséget érzékelteti az
is, hogy amig minden 2-dimenzios sokasagon adott spray lokédlisan projektiv Finsler-
metrizalhato, addig a kvadratikus sprayk altaldban nem Riemann-metrizalhatoak.
A projektiv Riemann-metrizalhatosag problémaja még a kétdimenzids esetben is
igen bonyolult szdmolashoz vezet [10].

A 6.1. alfejezezetben megvizsgaljuk azt az esetet, amikor a sokasag egy Lie-
csoport. Igazoljuk, hogy amennyiben S a Lie-csoport kanonikus spraye, akkor S
akkor és csakis akkor balinvaridns Riemann-metrizalhaté, ha balinvarians projektiv
Finsler-metrizalhato. A 6.2. alfejezetben pedig bizonyitjuk az allitas megfelel6jét
homogén terek geodetikus orbitstrukturajara.

6.1. Lie-csoporhoz tartoz6 kanonikus spray

Egy G Lie-csoporton harom természetes konnexi6 adhat6 meg, ezeket tradicionalisan
VT, V™ és VO jeloli. Ezeket a konnexiokat a kovetkezéképpen definidlhatjuk: ha
X, Y balinvarians vektormezok, akkor legyen

1

VY =[X,Y], VyY:=0, VY = 5[X,Y].

61
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Ezek a relaciok mar meghatarozzak a konnexiokat, hiszen definiciéjukat tetszdleges
vektormezokre kiterjeszthetjiik annak megkovetelésével, hogy az X valtozéban le-
gyenek additivak és fliggvénylinearisak, az Y valtozéban pedig legyenek additivak
és tegyenek eleget a Leibnitz-szabdalynak.

Megjegyezziik, hogy mindharom konnexi6 linedris, és mindharom konnexié geode-
tikus-serege megegyezik: a Lie-csoport 1-paraméteres részcsoportjai és ezek eltolt-
jai. Ezt a geodetikus strukturat a Lie-csoport kanonikus geodetikus struktirajanak
nevezzik. A kanonikus geodetikus struktirahoz tartozé mésodrendi differencial-
egyenlet-rendszert, illetve sprayt a Lie-csoport kanonikus méasodrendii differencial-
egyenlet-rendszerének, illetve kanonikus sprayének nevezziik. Ebben a fejezetben
a célunk az, hogy megvizsgaljuk ezen kanonikus spray metrizalhatésagat, illetve
projektiv metrizalhatdsagat.

Invarians koordinatarendszer az érintotéren

Legyen G egy véges dimenzios Lie-csoport, g pedig a Lie-algebraja. Jelolje
At G — G, Ag(h) = gh (6.1)

a g € G elemmel valé baleltolast. Mivel balinvarians struktirakat vizsgalunk T'G-
n, igy kézenkefekvo bevezetni egy invarians” koordinatarendszert a TG = G X g
trivializaciét hasznalva. Minden g € G-re a T,G érintétér izomorf g-vel, ahol az
izomorfizmust a baleltolas ()\g’l)* : T,G = g = T.G érintéleképezése szolgaltatja.
Ennélfogva bevezethetd egy balinvaridns, g értéki 6 : TG — g differencidlforma,
amit a kovetkezdképpen definialunk: 6 = ()\g_l)*dg. Ezt a format Maurer—Cartan-
forménak nevezziik. Ekkor a megfeleld invaridns koordindtarendszer (z°, '), ahol
o = (X\;1)5d2?. Ez a (z, ) balinvaridns koordindtarendszer a TTG masodik érin-
tonyaldbon is koordinatdkat szarmaztat. Ezeket a kovetkezéképpen jeloljitk

S -0 -0
Lat, XU AY) = X — A'— . 6.2
(z', 0", X", A") 95 Lo + 90 o (6.2)
Hasznaljuk az egyszertisitett
(2,0, X', A" = (2 aXA)’iXQ +A2 (6.3)
) ) ) — s by ) - O (z0) Oav (2.0) .

jeloléseket. Mivel az x koordinatak nem invariansak, igy az X koordinatak sem.
Viszont a = (a') és ennélfogva A = (A") azok: a g csoportelemmel térténd baleltolds
a kovetkezo hatast indukalja TT'G-n:

(Ag)us(, 0, X, A) = (Ag, 0, Agu X, A) = gXﬁaa:

0

(gz,0) da

(g2.0)

6.1.1. Definicié. Az X € X(G) vektormezé balinvarians, ha ()\,).X = X minden
g € G esetén. Hasonléan egy L : TG — R fuggvény balinvarians, ha Lo (\,), = L
minden g € G esetén.
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Invarians vektormezon, fiiggvényen, metrikan mostantol balinvarians vektorme-
z0t, figgvényt, metrikat értiink.

6.1.2. Megjegyzés. Az (z',a') invaridns koordinata rendszert hasznélva egy L :
TG — R fiiggvény akkor és csakis akkor invarians, ha nem fiigg az x koordinatatol,
azaz

oL
ort 0

i=1,..,n. (6.4)

A kanonikus geodetikus struktara

A kanonikus geodetikus strukturdhoz tarsitott f6 geometriai mennyiségekrél (spray,
horizontalis és vertikdlis endomorfizmus stb.) részletesebben olvashatunk a kovet-
kez$ munkakban: [36, 38]. Itt csupan a dolgozat szempontjabdl legfontosabb ered-
ményeket ismertetjiik.

Hasznédlva a G — GL(n,R), x — M, méatrixreprezentaciot, a kanonikus masodren-
dii differencidlegyenlet-rendszer (z,y) standard koordinatarendszerbeli alakja

Mt - MtMtilMt, (65)
ahol M, := M,,. A (6.5)-nek megfelels S € X(T'G) kanonikus spray

S@a) = (T, 0, Ap0,0) = /\xozg

- (6.6)

(z,q)

A verikalis, illetve horizontalis projektorok pedig a kovetkezd formaba irhatoak:

0 0 1 0
Ayl — h— = (=[a, b) —| | .
! ( aax (z,@) + Oa (z,a)) (2[CL Oé] + ) Oa (z,) (6 7>
0 0 0 1 0
hAa— b— — \a— — la,a]— .
( Y02 .00 "4 (m)) “0r (a0 2[a ! Ol (z,a) (6.8)

vagy a (6.3) jelolésekkel

1
v(x, a, \pa, b) = (z,,0, 5[@, al +b)

1
h(z,a, \ya,b) = (z, a, A\za, —§[a, al).

Metrizalhat6sag és projektiv metrizalhatosag

Ahogy azt a 1. fejezetben részletesen leirtuk, a metrizdlhatosag és projektiv metri-
zalhatosidg szempontjabdl kozponti jelentéségli az Euler-Lagrange-egyenlet megold-
hatosaga. Erre vonatkozik az aldbbi

6.1.3. Allitas ([8]). Egy L : TG — R Lagrange-figgvény akkor és csakis ak-
kor invaridns megoldasa a Lie-csoport kanonikus sprayéhez tartozo FEuler—Lagrange-
egyenletnek, ha teljesilnek a

oL
o 0, (6.9a)
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0L
[a, a] % = 0, (69b)

egyenletek minden i = 1, ..., n-re, illetve minden a € g-re.

Bizonyitds. A (6.9a) egyenlet az L fiiggvény invariancidjat fejezi ki. Tovabba a
kanonikus spray (6.6) kifejezése alapjan vilagos, hogy ha L invarians, akkor

dsL = 0. (6.10)

Mivel a 2.1.7 Allitas alapjan az Euler-Lagrange-egyenlet akkor és csakis akkor tel-
jesil, ha d,L = 0, igy (6.8)-bdl azt kapjuk, hogy
oL 1 oL
d L - 0 )\gj -~ X 9 - — 07 9
h & “ o T 3 la, a] oa ac€g
és a invarianciat felhasznalva latszik, hogy az utébbi egyenlet akkor és csais akkor
azonosan zérus, ha (6.9b) teljestl. O

6.1.4. Allitas ([8]). Egy Lie-csoport kanonikus spray-je

1. pontosan akkor invarians projektiv Riemann-metrizalhato, ha invarians Riemann-
metrizalhato,

2. pontosan akkor invarians projektiv Finsler-metrizalhato, ha invaridns Finsler-
metrizdalhato.

Bizonyitds. 1.) Vilagos, hogy ha S Riemann-metrizalhaté, akkor projektiv Riemann-
metrizalhato is. A forditott irdany bizonyitdsahoz tegytik fel, hogy S projektiv
Riemann-metrizalhat6. Ekkor 1étezik egy invaridns kvadratikus F: TG — R fiigg-
vény ugy, hogy 823 (,fx ~ métrix pozitiv definit TM-en, és az I := V/E fiiggvény megol-
dasa az S-hez tartozo Euler-Lagrange-egyenletnek. Az invariancia miatt azt kapjuk,
hogy dsF = 0, igy a 2.1.8 Kovetkezmény miatt F := F? is egy megolddsa az S-hez
tartozé Euler- Lagrange-egyenletnek. Igy az adott E fiiggvény egy Riemann-metrika
energiafiiggvénye, azaz S Riemann-metrizalhato.

2.) Hasonléan a fenti gondolatmenethez, amennyiben az S spray Finsler-metrizalha-
t6, ugy nyilvan projektiv Finsler-metrizalhaté is. Forditva, tegyiik fel, hogy az S
projektiv Finsler-metrizdlhato. Ekkor létezik egy 2-homogén E : TG — R fiiggvény
ugy, hogy a 823 aEa ~ métrix pozitiv definit 7 M-en és az ' := \/E fiiggvény megoldésa
az S-hez tartozo Euler-Lagrange-egyenletnek. Mivel dgF = 0, igy a 2.1.8. Kovetkez-
mény alapjan E := %F 2 is megoldésa az S-hez tartozé Euler-Lagrange-egyenletnek.

Tehat E egy Finsler-metrika energiafiiggvénye, igy S Finsler-metrizalhato. [

6.1.5. Tétel ([8]). Egy Lie-csoporhoz tartozé kanonikus spray akkor és csakis akkor
imwvarians projektiv Finsler-metrizalhato, ha invaridns Riemann-metrizdalhato.

Bizonyitds. Mivel egy Riemann-metrika nem mas, mint egy kvadratikus Finsler-
metrika, igy ha a kanonikus spray Riemann-metrizalhato, akkor nyilvan Finsler-
metrizalhato, és igy projektiv Finsler-metrizalhato is.

Forditva, tegyiik fel, hogy az S kanonikus spray projektiv Finsler- metrizalhato.
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Ekkor a 6.1.4. Allitds miatt Finsler-metrizalhaté is. Mivel az S sprayhez tartozé
konnexio linearis, igy a Finsler-metrika ténylegesen egy Berwald-metrika. Szabé Zol-
tan eredménye alapjan pedig a Berwald-metrika létezése egy olyan Riemann-metrika
létezését is maga utan vonja, melynek a kanonikus konnexidja (és igy a geodetikus
rendszere) is megegyezik a Berwald-metrikdéval [44]. Tehat igy azt kapjuk, hogy a
kanonikus spray Riemann-metrizalhato. O]

6.1.6. Kovetkezmény ([8]). Egy Lie-csoport kanonikus spraye akkor és csakis
akkor invaridns Riemann-, Finsler-, projektiv Riemann- illetve projektiv Finsler-
metrizalhato, ha létezik eqy ( , ) skaldris szorzat g-n, melyre

(la,a], ) =0, (6.11)
minden a,o € g-re.

Bizonyitas. A 6.1.5 Tétel értelmében a fenti metrizalhatosagi esetek ekvivalensek,
hiszen barmelyik maga utdn vonja a ,legerésebb”, azaz az invarians Riemann-
metrizalhat6sdgi tulajdonsidgot. Egy invaridns Riemann-metrika pedig egy (, )
skalaris szorzatot indukal a g Lie-algebran. Az (z, a) koodindtarendszert hasznalva
TG = G x g-n, a tarsitott energiafiggvény E : G x g — R, ahol E(x,«a) = (o, a).
Ekkor a (6.9b) egyenletbdl kovetkezik (6.11). O

6.1.7. Megjegyzés. Annak ellenére, hogy a kanonikus spray és minden bel6le szar-
mazd geometriai struktira invarians a baleltolassal szemben, tovabba az Euler—
Lagrange-egyenlet orokli a Lagrange-fiiggvény szimmetridit, nem igaz, hogy a met-
rizalhatésag automatikusan invarians metrikaval valé metrizalhatésagot jelent.
Tekinstiik példaként a haromdimenziés Hs Heisenberg-csoportot! A Hs csoport egy
matrix reprezentaciéja megadhato a

) | z,y,2 € R}

1z
B = { (3
formaban. A megfelel§ Lie-algebrat a
L Oz y
bs := { (885> |x,y,z€R}
alaki métrixok adjak. Ennek a Lie-algebranak egy bézisa az { e1, ez, e3 }, ahol
010 000 001
er=(§8), e=(880) =8

Ha (ai,aq,a3), illetve (aq,aq,as) jelolik a, illetve a koordindtdit erre a bazisra
vonatkozoan, akkor [a,a] = (ajag — agsay)es. Ekkor (6.11)-bél azt kapjuk, hogy
(e, e3) = 0 ami skaldris szorzat esetén lehetetlen. Ennélfogva Hs nem metrizélhato,
illetve projektiv metrizalhat6 invarians Riemann- vagy Finsler-metrikaval. Azon-

ban a Heisenberg-algebra gorbiileti tenzora eltiinik, ennélfogva a kanonikus spray
metrizalhat6. A megfelel (nem invaridns) Riemann-metrika a

=N e

g =dx* +dy* + (dz — %dw - gdy)2

formulaval definialhaté (lasd [22]).
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6.2. Homogén terek geodetikus orbitstruktiraja

Legyen M egy Osszefliggd differencialhato sokasag, melyen a GG Lie-csoport tranziti-
ven hat. A G csoport M-en val6 hatésat a kovetkezo leképezés hatarozza meg:

Ai(g,m)—=Am=g-m:Gx M — M. (6.12)
Rogzitsiink egy o € M pontot és jeloljik H-val o € M stabilizatorat a G csoportban
H:={heG|h-o=0}.

Jelolje m: G — G/H a természetes projekciét. Ekkor az M izomorf a G/H faktor-
térrel: a
G/H — M, [g] — Mo (6.13)

leképezés egy izomorfizmus. A H csoportot a G/H homogén tér o ponthoz tartozoé
izotropia csoportjanak nevezziik. A (6.13) egy izomorfizmust indukél az o € M =
G/ H-beli érint6tér és a g/h kozott, ahol g és b a G, illetve a H Lie-csoportok Lie-
algebrai.

Geodetikus strukturakat, sprayket, metrikdkat, és Lagrange-fiiggvényeket invarians-
nak neveziink M-en, ha invaridnsak G-nek (6.12) hatdséval szemben. Vilagos, hogy
invaridans sprayk, metrikak és Lagrange-fiiggvények karakterizalhatéak a T,M-en
felvett értékeikkel.

6.2.1. Definicié. A M = G/H sokasig o € M origbjabél indulo v : I C R — M
geodetikusa homogén, ha létezik olyan X, € g vektor, hogy

Y(t) = Aexpix, 0 = (exptX,) - o, (6.14)
Az X, € g elemet a §(0) € T,M irdnyhoz tarsitott geodetikus vektornak nevezziik.

A definicié alapjan az o-bdl indulé v geodetikus homogén, ha a GG csoport 1-paramé-
teres részcsoportjanak a palyéja.

6.2.2. Definicié. Egy invarians geodetikus struktiurat az M = G /H homogén téren
geodetikus orbit struktirdnak (vagy g.o. strukturdanak) mondunk, ha az o € M
origobdl induld tetszoleges geodetikusa homogén. Egy g.o. strukturdhoz tartozo
sprayt geodetikus orbitspraynek (vagy réviden g.o. spraynek) neveziink.

Invaridns geodetikus struktiurat megadhatunk sima homogén lift segitségével [37]:

6.2.3. Definicié. Legyen M = G/H egy homogén tér, o € M az orig. Azt
mondjuk, hogy a o: T,M — g leképezés egy homogén lift, ha teljesiilnek a kovetkezo
feltételek:
1. Ty OO0 = idToMa
2. a o leképezés pozitiv 1-homogén, azaz o(k - v) = kK o(v) minden v € T, M-re és
k € R-re ahol kK > 0,
3. a o leképezés Ad(H) invaridns, azaz o(Ap.v) = Adpo(v), minden h € H-ra és
v € T,M-re.
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Ao :T,M — g homogén liftet simanak mondjuk, ha folytonos ToM-en és C°-
differencialhat6 T,M \ {0}-n.

Megjegyezziik, hogy minden geodetikus orbit struktira (g.o. spray) meghatéroz
egy sima homogén liftet (a v € Ty M-hez rendeljik a o(v) := X € g geodetikus vek-
tort) és forditva, minden homogén lift meghataroz egy geodetikus orbit struktirat
(g.o0. sprayt) baleltoldsokkal vett kiterjesztés révén.

6.2.4. Lemma ([8]). Ha L : TM — R egy G-invarians Lagrange-figgvény M -en,
akkor L konstans a g.o. spray geodetikusai mentén.

Bizonyitas. Az L fiiggvény invariancidja miatt vizsgalatainkat elegendo6 az o € M
origdbdl kiindulé geodetikusokra korlatoznunk. Legyen S az M = G/H homogén
téren adott g.o. spray. Ekkor az o € M origdbdl indulé tetszéleges () geodetikushoz
létezik egy X, € g geodetikus vektor. Igy (6.14) alapjan

fY(tO + t) = )‘eXp(to—l-t)XWO = )\exptoXA,)\exthA,O, (615)

és azt kapjuk, hogy

: d d .
ko) = dt t:O’Y(tO 1) = dt t:o/\eXptOXWAEXPtXWO = (Aexp(tox,))+7(0). (6.16)
Ha L : TM — R egy G-invarians Lagrange-fiiggvény, akkor tetszéleges p € M-re,
v € T,M-re és g € G-re
L(v) = L(A\g4v).

Ezt alkalmazva v = 4(0)-val és ¢ = exptoX,-val (6.16)-bél azt kapjuk, hogy
L(%(to)) = L(%(0)), azaz L konstans a geodetikusok mentén. O

Az aldbbi allitds a 6.1.4 Allitis dlatldnositdsa:

6.2.5. Allitas ([8]). Egy g.o. spray

1. pontosan akkor invaridns projektiv Riemann-metrizalhato, ha invarians Riemann-
metrizalhato,

2. pontosan akkor invarians projektiv Finsler-metrizdlhato, ha invaridns Finsler-
metrizdalhato.

Bizonyitds. Legyen S egy g.o. spray. A 6.2.4 Lemma alapjan, ha L : TM —
R egy G-invarians Lagrange-fiiggvény, akkor L konstans a geodetikusok, azaz S
integralgorbéi mentén. Ennélfogva dgl = 0. Hasznalva a 2.1.8 Kovetkezményt és
alkalmazva a 6.1.4 Allitasnal megismert gondolatmenetet, kovetkezik az allitds. [

Mivel egy g.o. spray altal meghatarozott konnexié nem sziikségképpen linea-
ris, igy altalaban nem igaz, hogy a Finsler-metrizdlhatésag maga utdn vonja a
Riemannn-metrizalhatosagot. Azonban, ha a g.o. spray kvadratikus, akkor a térsi-
tott konnexio linearis. Ezért Szabd-tétele miatt a kovetkezot kapjuk:

6.2.6. Tétel ([8]). Egy kvadratikus g.o. spray akkor és csakis akkor invarians pro-
jektiv Finsler-metrizalhato, ha invarians Riemann-metrizdlhato.
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Megjegyezziik, hogy A. Deng és Z. Hou a [16] cikkben mér vizsgaltdk a homogén
terek metrizdlhatosdgat: a szerzok akkor neveznek egy G/H struktirat invarians
metrizalhatonak, ha létezik rajta invaridans metrika. A g.o. struktarak invaridns
metrizalhatosdga esetén azonban nemcsak a G/ H homogén tér, hanem a geodetikus
struktira is rogzitett és olyan Riemann, illetve Finsler-metrikat keresiink, melynek
geodetikusai az elére adott és rogzitett gorbesereg. Ez tehat [16]-hoz képest egy meg-
szoritast jelent, igy elképzelhetd, hogy a G/H homogén tér invaridns metrizalhato,
de a rajta adott g.o. struktira nem. Ezt illusztalja a kovetkezo példa.

Példa. Tekintsiik R? sikot tigy, mint R* & G/H homogén teret, ahol G = ASO(2)
az euklideszi-csoport és H = SO(2) a forgatasok részcsoportja. Ekkor H az o =
(0,0) € R? pont stabilizdtora. A matrixreprezentdciok a kovetkezdek:

t —sint t —sint 0
G:{(z?stCz;rzig)\t,zl,xQGR}, H:{(z?stczgﬁo)ytem},

0 0 1 0 0 1

a megfelel6 Lie-algebrék pedig

0—-Ta 0—-70
g—{<70a;>|7,a1,a26R}, h—{(ro())\TeR}.
00 0 000
Azt kapjuk, hogy G/H = R? és a természetes projekcid

cost —sint x1 T 1
m: G — G/H :RQ, (Si(I)lt C%st xf) — (5512) ~ (91:1,3:2). (617)

~

Hasznalva a (6.17)-ben megjelend ,~” azonositast G hatasat mint a \,Z = ¢ -2
matrixszorzast értelmezhetjiik.

Tekintsiink most a R* = G/ H homogén téren egy o: T,R? — g sima homogén liftet.
A definici6 értelmében ennek egy forgasinvarians 1-homogén fiiggvénynek kell lennie,
igy létezik egy olyan xk € R, amivel 0 = o,; ahol

. ( 0 —ﬁ\/v%—&-v% V1 )

op: T,R* = g, (v1,v9) 2 /TR 0 v (6.18)

0 0 0

Hatarozzuk meg a (6.18) sima homogén lift altal szarmaztatott geodetikus orbit
struktira geodetikusait: legyen +(t) geodetikus a v € T,M irdnyban és X = oy (v) a
v-nek megfelels geodetikus vektor. MAétrixreprezentéciot hasznalva y(t) = e'*o,

és igy
3(t) = or(v)or(v)e ™o = oy (v)§ (1)
Mivel v = 4(t), tovabbé az érintévektorok eltolasinvaridnsak, igy

i = ou(9)5. (6.19)

Ennek alapjan a (6.18) dltal szarmaztatott geodetikusok egyenlete a kévetkezd:

iy = —kyJ@2 + i3 i, (6.20a)
i’g = I{\/i‘% + l’% Zth (620b)
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és a (6.20)-nak megfelel§ g.o. spray:

0 0 0 0
— 1 2 1)2 2)2 [ _,/2 1

Vizsgaljuk meg a lehetséges eseteket.

1.) Ha k = 0, akkor a gorbiileti tenzor zérus és a geodetikusok egyenesek. Ekkor a
megfelel6 g.o. struktiura természetesen metrizalhato: a standard euklideszi-metrika
(gi; = 0i;) metrizélja.

2.) Ha k # 0, akkor a geodetikusok nem reverzibilisek (azaz v, _,(t) # Ypu(—t)) és
az R gorbiileti tenzor nemzérus:

o o\ L, 9  , 2
R(aa)‘ g TG,

Hasznalva a szakirodalomban taldlhaté metrizalhatosagi feltételeket megmutathato,
hogy a (6.21) spray nem metrizdlhaté: a [7] 3.1-es tételének 3. feltétele nem teljesiil.

Ez a példa illusztralja a kiilonbséget a G/ H és a g.o. struktirak metrizalhat6siga
kozott. Az R? = ASO(2)/S0O(2) homogén tér invarians metrizalhaté (példaul egy
invaridns metrika rajta a standard euklideszi-metrika), azonban a (6.18) homogén
lift altal meghatarozott g.o. struktra a x # 0 esetben nem metrizalhato.
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El6zmények

Egy n-dimenzios M sokasag érintényalabjat T'M-mel, hasitott érintényalabjat pedig
T M-mel jeloljiikk. A koordindtdkat M-en (%), az indukalt koordinatdkat T'M-en
(2%, %) jeloli.

Sprayn a sokasag hasitott érintényaldbjan adott olyan S vektormezdt értiink,
amelyre fennéllnak a kovetkezék: JS = C' és [C, S] = S, ahol

0

Yy’
a vertikalis endomorfizmus, illetve a Liouville-vektormez6. Az S spray lokalis koor-
dindtarendszerbeli alakja:

sz:ﬂ%}@i, C =y
oy’

+ f'(z,y) 0

. 0
S:yl aiyl

ox?
Egy S spray geodetikusan olyan v : I C R — M regularis gorbét értiink, melyre
teljestil, hogy S o4 = 4. Tetszbleges S spray esetén I' = [J, S| egy vektorértékii
1-forma, amelyet a sprayhez tarsitott konnexiénak neveziink. Ekkor I'? = Id, ezért
I-nak két sajatértéke van: a 1 és a —1. A +1 sajatértékhez tartozd sajataltér a
VT M vertikalis résznyaldb, a —1 sajatértékhez tartozo sajatalteret pedig HT M-mel
jeloljiik, és horizontalis résznyalabnak nevezzilk. Ekkor T, TM = V,TM & H,TM,
v € TM. AT konnexidhoz tarsitott h : TT'M — HT M horizontélis ésav : TTM —
VT M vertikalis projektorokat a kovetkezoképpen definialjuk:

1 1
h:=—-(Id+T) és v:=—-(Id-T).
2 2
A nemlineéris konnexié gorbiilete az alabbi vektorértékii 2-forma:

R = —|h,h] € V*(TM),

1
2
Jacobi-endomorfizmuson pedig a a kovetkezo vektorértékii, szemibazikus 1-format
értjuk:

P :=1i5R

71
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Az S sprayt laposnak nevezziik, ha a Jacobi-endomorfizmusa ® = \J alaktd, ahol
A € C®(TM). Tovabba S izotrép, ha ® = A\J —a® C, ahol A € C*°(TM), a pedig
egy szemibazikus 1-forma.

Formalis integralhatésag

Legyen (B, w, M) egy vektornyaldb az M sokasdg folott = : B — M projekciéval.
Legyen s, so két metszése a Sec(B) nyalabnak. Azt mondjuk, hogy az s; és az sy
ugyanazt a k-jetet hatarozza meg z-ben, ha Taylor-soraik k-adrendig megegyeznek
z-ben. Az s € Sec(B) altal meghatéarozott ekvivalencia osztélyt jelolje ji(s)., az
Osszes k-jetek halmazat pedig Ji(B).

Legyenek B; és B, vektornyaldbok ugyanazon M sokasag folott. Ekkor egy
P Sec(B;) — Sec(By) lineéris, k-adrendi differencidloperédtor azonosithaté a pi(P) :
Jp(B1) — By leképezéssel. Egy s € Sec(Bj) metszés megoldasa P-nek, ha Ps = 0.
Az l-ed rendil fomélis megoldasok terét @ € M-ben Solyy;.(P) := Kerpyii.(P)
fogja jelolni.

A k-adrendii P differencidloperator formélisan integralhat6, ha Sol,(P) vektor-
nyaldb M felett minden [ > k-ra és a T, : Soljy1.(P) — Sol(P). leképezés
sziirjektiv minden [ > k-ra.

Egy k-adrendfi differencidloperator oy (P) : S¥T*M ® By, — B, szimbélumat gy
kapjuk, hogy csak a k-adrendli tagokon vizsgdljuk a hatdsat. Ha €={e;...e,} a
T, M egy bazisa, akkor legyen

Ik(P) = Ker 0y,.,(P),
I (Per.oc, = {A € Gra(P) i A= =iy, A= o}, ji=1,...,n.

Az &€ bazis kvazi-reguléris, ha teljesiil a kovetkezo feltétel:

dim nger(,P) = dim gkw(P) + Z dim 9k, (P)el...ej .

j=1

Ha minden x € M-re létezik kvazi-regularis bazisa T, M-nek, akkor a P szimbolumat
involutivnak hivjuk.

A Rapcsak-rendszer formalis integralhatosaganak tanulmanyozasahoz a Cartan—
Kéhler-tételt és a Goldschmidt-tételt fogjuk hasznélni.

1.2.3. Tétel (Cartan—Kahler). Legyen P egy k-adrendi reguldris linedris parcidlis
differencidloperdtor. Ha a Ty: Soly41(P) — Solp(P) leképezés szirjektiv és a P
szimboluma involutiv, akkor P formadlisan integralhato.

A Spencer—Goldschmidt-tétel megfogalmazasahoz tekintsiik a kévetkez6 Spencer-
komplexust:
sm sm s
0 = gmsk(P) —— T*M ® gm-14:6(P) —— N*T*M ® gpn—2k(P) ——

m m

sm ) o
= AT M @ g 311(P) —— -+ == A"T*M @ gy n1(P) = 0,
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ahol ' ‘
S NT*M @ g (P) — AT M @ g1 (P).

A H™* Spencer-féle kohomolégia csoportot a kévetkezOképpen definidljuk:
H™ = Ker 67" /Tm 67",

Egy k-adrendii differencidloperator szimbéluma r-aciklikus, ha H™* =0, 0 <i < r,
Vm > k.

1.2.4. Tétel (Spencer—Goldschmidt). Legyen P egy k-adrendd reguldris parcidlis
differencidloperdtor. Ha a T : Solg11(P) — Soli(P) leképezés szirjektiv és az
operator szimboluma 2-aciklikus, akkor P formdlisan integralhato.

Metrizalhatésag és projektiv metrizalhatosag

Egy M sokasdgon adott Finsler-fiiggvényen egy nemnegativ, folytonos F' : TM — R
fiiggvényt értiink a sokasdg T'M érintényalabjan, amely sima T M-en, fibrumonként
elséfok pozitiv homogén, tovabba a (g;;(z,y)) = ( 83?;; j> matrix minden (z,y) €
T M esetén pozitiv definit, ahol £ = %F 2 az energiafiiggvény. Finsler sokasdgon egy
(M, F) part értiink.

Ha (M, F) egy Finsler sokasdg, akkor egyértelmiien létezik egy S spray, az tgy-
nevezett kanonikus spray, melyre isdd; F = —dFE, ahol ig az S vektormezovel vald
helyettesités operatora, d a kiils6 derivalas és d; := [iy, d].

Egy M sokasdgon adott S spray Finsler- (illetve Riemann-) metrizdlhaté, ha
létezik olyan Finsler- (illetve Riemann-) metrika M-en, melynek kanonikus spraye
S.

Azt mondjuk, hogy az S és S sprayk projektiv ekvivalensek, ha geodetikusaik egy
iranyitasorzo atparaméterezéstdl eltekintve megegyeznek. Egy M sokasagon adott
S spray projektiv Finsler- (illetve Riemann) metrizélhat6, ha 1étezik egy olyan M-
en adott Finsler- (illetve Riemann-) metrika, melynek kanonikus spraye projektiv
ekvivalens S-sel.

2.1.4. Tétel. Legyen S eqy spray az M sokasagon. Ekkor M akkor és csakis ak-
kor projektiv Finsler- (illetve Riemann-) metrizalhato, ha létezik eqy F: TM — R
Lagrange-fiigguény, melyhez asszocidlt E = %Fz energiafigguény 2-homogén (illetve

kvadratikus), % pozitiv definit TM-en és teljesiil az igdd; F' = 0 egyenlet.

Jelolje PsF :=ig{) = 0 a Rapcsak-egyenletet, ahol Q) = dd; F, és az F' fliggvény
egy 1-homogén fiiggvény, azaz PoF := LoF — F =0. Az {isQ =0,LoF — F =0}
rendszert Rapcsak-rendszernek nevezziik. Tehat a projektiv metrizalhatdsag problé-
méaja a P; = (Pg, Pc) parcilis differencidloperator integralhatsdgénak vizsgélatéra
vezetheto vissza. Bizonyitjuk a kovetkezo allitast:

2.2.1. Allitas. A P, rendszer eqy mdsodrendti s = j5(F), megolddsa = € TM-ben
akkor és csak akkor emelhetd fel harmadrendid megolddssd, ha az

(ipdd; F), =0,

integralhatésagi feltétel teljesil, ahol T = [J, S] az S-hez tdrsitott nemlinedris kon-
nexio.
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Tovabbé a 2.2.3. Allitdsban igazoljuk, hogy a Py = (Pg, P¢) differencidlopera-
tor szimbdluma involutiv. Igy a Cartan Kahler-tétel alapjan kovetkezik, hogy az
irdd;F = 0 egyenlet teljesiilése esetén P; minden méasodrendii megoldasa felemel-
het6 végtelen rendii megoldassa, azaz a differencidloperator forméalisan integralhato.

2.2.4. Tétel. Legyen S egy spray az M sokasdagon. Az S-hez tarsitott Rapcsdk-
rendszer akkor és csakis akkor formdlisan integrdlhatd, ha barmely s = jo(F'), md-
sodrendi megolddsra teljesil az (irdd;F), = 0 egyenlet.

A kibovitett Rapcsak-rendszer

Ha dim M > 2, akkor a P; differencidloperator PrF := irdd; F = 0 kompatibilitasi
feltétele nem teljesiil minden masodrendii megoldasra, igy nem minden masodrendii
megoldas emelhetd fel harmadrendiivé. Ez azt jelenti, hogy a Rapcsak rendeszer
ebben az esetben nem lesz formélisan integralhaté. A kompatibilitasi feltételt a
rendszerhez adva redukélhatjuk a kezdeti értékek halmazat. Tehéat a tovabbiakban
az integralhatosagi feltételtellel bévitett (Ps, Pe, Pr) rendszert vizsgaljuk. Igazol-
juk, hogy

3.0.1. Lemma. A (Ps,Pc, Pr) és a Py = (Pr, Pc) differencidloperdtor ekvivalens:
a két rendszer megolddshalmaza megegyezik.

gy a Pg operator el is hagyhaté a rendszerbdl, és elegends a P, = (Pp, Pe)
kibovitett Rapcsak-rendszert vizsgalni. Bizonyitjuk az aldabbi allitast:

3.1.1. Allitas. A P, = (Pr,Pc) rendszer egy mdsodrendi s = jo(F), megolddsa
x € TM-ben akkor és csakis akkor emelhetd fel harmadrendi megolddssa, ha az

(irddsF), =0,

integralhatosagi feltétel teljesil, ahol R a sprayhez tdrsitott nemlinedris konnexio
gorbiilete.

Tovabba belatjuk, hogy a Py operdtor szimbdluma involutiv. Mivel 2-dimenzids
sokasagok, lapos és izotrop sprayk esetén az irdd;F = 0 feltétel automatikusan
teljestil, igy ezekben az esetekben a P, operator formalisan integralhato:

3.2.2. Tétel. Legyen S egy spray az M sokasdigon. A kibovitett Rapcsdk-rendszer
pontosan akkor formalisan integralhato, ha az aldabbiak kézil az eqyik teljestil:

1. dim M = 2,
2. S lapos spray,
3. S izotrop spray.

3.2.3. Kovetkezmény. Legyen S egy analitikus spray az M analitikus sokasdgon.
Ha M 2-dimenzios sokasdg, S lapos spray vagy S izotrop gorbiileti spray, akkor S
lokdlisan projektiv Finsler-metrizalhato.
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A gorbiileti feltétellel kiegészitett Rapcsak-rend-
szer

Nem izotrop sprayk esetén a kibovitett Rapcsak-rendszer integralhatésagi feltétele-
ként kapott ig{) = 0 egyenlet nem sziikségképpen teljesiil minden kezdeti feltételre,
tehat ekkor a kiterjesztett rendszer nem formalisan integralhato. Ezért a nem izot-
rop sprayk projektiv metrizdlhatosdganak tanulmanyozasahoz az PrF = ig{2 = 0
integralhatosagi feltételt is hozza kell venni a vizsgalt parcialis differencialegyenlet-
rendszerhez, és a gorbiileti feltételeket is tartalmazé (Pr, P, Pr) differencidlope-
rator integralhatosagat kell vizsgalni. Viszont az iz{) = 0 egyenletet helyettesit-
het6 a kovetkez6 ekvivalens feltétellel: PeF = igpdd;F' = 0, ahol ® a Jacobi-
endomorfizmus. Ebben a fejezetben a P3 := (Pr, Pc, Ps) rendszer integralhatdsagi
feltételeit tanulmanyozzuk abban az esetben, amikor a Jacobi-endomorfizmus sajat-
fiiggvényei paronként kilonboznek.
Az aldbbi ,adaptalt” bazist fogjuk szamitasainkban hasznélni:

B = {hl,...,hn,vl,...,vn} CTxTM, (71)

ahol a h; vektormezok a Jacobi-endomorfizmus horizontélis sajatvektorai, h, = S,
valamint Jh;=v;, i=1,...,n (ésigy v, = C).

4.1.2. Allitas. A Ps differencidloperdtor eqy x € TM-beli mdsodrendi s = jo(F),
megoldasa akkor és csakis akkor emelhetd fel harmadrendi megolddssd, ha az

ife,0)$ 2 = 0,
cycl
> (Qu([vi, hy], hie))e = 0,
ijk

integralhatosdgi feltételek teljestilnek.

A nem iztotrép eset tovabbi vizsgalata igen bonyolultta valik, mivel a Pz szim-
boluma nem 2-aciklikus, és egy nehezen kezelheté harmadrendii integralhatosagi
feltétel jelenik meg a rendszer prolongalasa soran. Pontosabban a koévetkezot iga-
zoljuk:

4.2.1. Allitas. A Py operdtor szimbéluma nem 2-aciklikus: a Spencer-féle kohomo-
l6gia csoportok kézil a H**(Ps) nemtrividlis és

(n—1)(n—2)

dim H2’2(733) = 9

Ez azt jelenti, hogy a Pz prolongaltjanak integralhatésagi feltételei nem Ps in-
tegralhatdsagi feltételeinek prolongéltjai, hanem 3 (n —1)(n —2) extra harmadrendf
obstrukci6 jelenik meg a harmadrendii megoldasok negyedrendiivé emelésekor. Azt
kapjuk, hogy

4.3.1. Allitas. A Ps differencidloperdtor valamely js(F), € Sols(Ps) harmadrendi
megoldasa pontosan akkor emelhetd fel negyedrendi megolddssd, ha a mdsodrendi
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kompatibilitasi feltételek elsé prolongaltjai zérusok, tovabba tetszoleges X, Y € T,-re
teljesiil az alabbi egyenlet:

[hX, X]Q(JY,Y)—[hY, dY]Q(X, JX) =

+OX (S Q(IY, hX],hY)) =hX (3 QJY, @X], hY) - Q([JY, ®Y], X)) (7.3)

—0Y (Y Q(IX, hX],hY) ) +hY (D Q(IX, 2X],Y)-Q([JX, D], X)).

4.3.3. Kovetkezmény. A (7.1)-ben definidlt adaptdlt bazisra vonatkozdan a (7.3)
integralhatosdgi feltétel az dsszegzési konvenciot nem alkalmazva az alabbi formdba
irhato:

1 (Lovtia) +B85 (Lo az5) 4755 (Lo i)+ (Lnyagg) + D aban = 0,
k=1

ahol 1 <i,j<m, a;; =Q(v;, h;) és az a,’fj, szj és vfj fiigguények a spray ismeretében
meghatdrozhatok.

A haromdimenzids eset

Legyen S egy nem izotrép spray egy haromdimenziés M sokasagon. Ekkor vizsgaljuk
meg a P3 masodrendil integralhatésagi feltételeit. Az aldbbi eredményeket kapjuk:

5.1.1. Allitas. Az i0,0)82 = 0 egyenlet azonosan teljesil.

5.1.2. Allitas. A Zf;’,fl(ﬂm([vi, h;l, hi))s = 0 integrdlhatdsdgi feltétel ekvivalens az

ie:$2 = 0 egyenlettel, ahol ' a Jacobi-endomorfizmus dinamikus kovarians derivdlt-
ja.

5.2.1. Allitas. A H™? Spencer-féle kohomoldgia csoport minden m > 3 esetén
trivialis, igy Ps prolongadltjinak szimboluma 2-aciklikus.

5.2.2. Tétel. Legyen S egy mem izotrop spray eqy 3-dimenzios M sokasdgon, és
tegyiik fel, hogy az S Jacobi-endomorfizmusdnak sajdtfigguényei kiilonboznek. Ekkor
a ‘Ps differencidloperator akkor és csakis akkor formalisan integralhato, ha

1. ' € Span{J, ®}.

2. A (7.3) kompatibilitasi feltétel azonosan zérus.

5.2.3. Kovetkezmény. Legyen S egy nem izotrop analitikus spray egy 3-dimenzios
analitikus sokasagon, tovabba tegyiik fel, hogy az S Jacobi-endomorfizmusanak sa-
jatfiigguényei kilonboznek. Ha a magasabb rendi kompatibilitdsi feltétel reducibilis
és a 5.2.2. Tétel feltételei a teljesiilnek, akkor S lokdlisan projektiv metrizdlhato.
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Reducibilis eset

Ebben az alfejezetben a P, = (Ps, Py) differencidloperator integralhatdségi feltéte-
leit hatarozzuk meg, ahol

Py F = n Qv1, hy) + 12 Q(va, ha),

ahol 7y és my a TM-en értelmezett S spray altal meghatarozott fiiggvények. A Py
masodrendii feltétel szarmazhat abbdl, hogy ® ¢ Span{J, ®}, igy Ps; masodrendii
komatibilitasi feltétele nem teljesiil (és igy a Ps operéatort a szokasos médon bovi-
teni kell vele), valamint abbdl, hogy az extra harmadrendii integrahatdsagi feltétel
reducibilis. Megmutatjuk, hogy

5.3.4. Kovetkezmény. A P, rendszer teljes abban az értelemben, hogy

1. vagy az dsszes kompatibilitdsi feltétel teljesiil, és ekkor a spray lokdlisan pro-
jektiv metrizdalhato,

2. vagy a spray nem projektiv metrizalhato.

Meghatarozzuk a P, kompatibilitasi feltételeit is. FEzek a kovetkezo alakba irhatoak
(5.3.8. Kovetkezmény):

Ti(VP4F> = 77’1'9(1}1’ hl) + U;Q(Uz, h2) 1=1,2,
1 (V2PyF) = niQ(vy, ha) + 5Q(va, he)  § = 3,4,5,6.

ahol az nF-k fiiggvények TM-en. Legyen
1 6
2 Ty --- T2

5.3.9. Allitas. A Py operdtor akkor és csak akkor formdlisan integrdlhatd, ha

rank © = 1.

5.3.10. Tétel. Legyen S egy nem izotrop analitikus spray eqy 3-dimenzios analitikus
sokasagon, melynek Jacobi-endomorfizmusa generikus, azaz a sajatértéker minden
x € TM pontban kiilonboznek.

1. Ha @' € Span{J, @} és a (7.3) kompatibilitdsi feltétel azonosan zérus, akkor
az S spray projektiv metrizdlhato.

2. Ha @ ¢ Span{J,®} vagy a (7.3) kompatibilitisi feltétel reducibilis de nem
azonosan zérus, akkor a spray akkor és csak akkor lokdlisan projektiv metri-
zdlhato, ha ny - ne < 0 és rank © = 1.
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Kanonikus sprayk invarians projektiv metrizalha-
tosaga

Egy Lie-csoporton haromféle kanonikus konnexié adhaté meg: ha X, Y balinvarians
vektormezok, akkor ezeket a kovetkezoképpen definialhatjuk:

1
VIY =[XY], ViYi=0, VRY = [X,Y]

Mindharom konnexié linedris, és mindharom konnexionak ugyanazok a geodetikusai:
a Lie-csoport 1-paraméteres részcsoportjai és ezek eltoltjai. Ehhez a geodetikus
strukturahoz tartozo sprayt hivjuk a Lie-csoport kanonikus sprayének.

6.1.4. Allitas. Eqy Lie-csoport kanonikus spray-je
1. pontosan akkor invaridans projektiv Riemann-metrizalhato, ha invarians Riemann-
metrizalhato,

2. pontosan akkor invaridns projektiv Finsler-metrizalhato, ha invarians Finsler-
metrizalhato.

6.1.5. Tétel. Eqgy Lie-csoporhoz tartozo kanonikus spray akkor és csakis akkor in-
varidns projektiv Finsler-metrizalhato, ha invarians Riemann-metrizalhato.

6.1.6. Kovetkezmény. Eqy Lie-csoport kanonikus spraye akkor és csakis akkor in-
varians Riemann-, Finsler-, projektiv Riemann- illetve projektiv Finsler-metrizdlhato,
ha létezik eqy ( , ) skaldris szorzat g-n, melyre

([a,a],a) =0,
minden a, o € g-re.

Egy invaridns geodetikus struktirat az M = G/H homogén téren geodetikus
orbit strukturanak (vagy g.o. struktiranak) mondunk, ha az o € M origdébdl induléd
tetszoleges geodetikusa homogén. Egy g.o. struktirahoz tartozé sprayt geodetikus
orbitspraynek (vagy réviden g.o. spraynek) neveziink.

6.2.5. Allitas. Egy g.0. spray
1. pontosan akkor invarians projektiv Riemann-metrizalhato, ha invarians Riemann-
metrizalhato,

2. pontosan akkor invaridns projektiv Finsler-metrizalhato, ha invarians Finsler-
metrizalhato.

6.2.6. Tétel. Eqgy kvadratikus g.o. spray akkor és csakis akkor invaridns projektiv
Finsler-metrizalhato, ha invaridns Riemann-metrizdlhato.



8. fejezet

Summary

Preliminaries

Let M be an n-dimensional smooth manifold. T'M will denote the tangent bundle
of M, and TM = TM \ {0} the slit tangent bundle of M. We denote the local
coordinates on M by (%) and the induced coordinates on TM by (z¢, y*).

A spray is a vector field S on T M satisfying the relations JS = C and [C, S] = 5,
where 5 9

J=di'® —, C=y —
x®ayz7 yayz7

are the vertical endomorphism and the Liouville vector field. The coordinate repre-
sentation of a spray S takes the form

.0 - 0
S=y'— ’ —.
vaat+f (x,y)ayz
The geodesics of a spray S are regular curves v : I C R — M such that So5 = 4.
To every spray S a connection I' := [J,S] can be associated. We have the

property I'? = Id, the identity map of T'M. The eigenspace of I' corresponding to
the eigenvalue —1 is the wvertical space VI'M, and the eigenspace corresponding to
+1 is called the horizontal space. For any v € T M we have T, TM =V, TM&H,TM.
The h : TTM — HTM horizontal and the v : TT'M — VT M vertical projectors
associated to the connection are

1 1
h = §(Id +I') and v:= §<Id -I).

The curvature of the connection I' is the Nijenhuis torsion of the associated hori-
zontal projection h:

1
R = 5[h, h] € V*(TM).
The Jacobi endomorphism is the vector valued semi-basic 1-form:
P = lsR

The spray S is called flat if its Jacobi endomorphism has the form & = A\J and
isotropic if ® = A\J —a ® C, where A € C*°(TM) and « is a semi-basic 1-form.

79



80 Summary

Formal integrability

Let (B,m, M) be a vector bundle over the manifold M with the projection 7 :
B — M. Let sy, s3 be two sections of the bundle Sec(B). We say that s; and s9
determine the same k" order jet at x, if they are coincide at = up to order k. The
class determined by the section s € Sec(B) at x € M is jr(s)., and the set of all
k-jets is denoted by Ji(B).

Let B; and B, be vector bundles over the same base manifold M. Then a
linear k' order partial differential operator P: Sec(B;) — Sec(By) can be identified
with the map px(P): Jp(B1) — Bs. An s € Sec(B;) is a solution to P-if Ps = 0.
Solg11.(P) := Ker pri1..(P) denotes the set of formal solutions of order [ at z € M.

The k'™ order differential operator P is called formally integrable if Sol;(P) is a
vector bundle over M for all [ > k, and the map 7, : Solj11,(P) = Sol; (P) is
onto for every VI > k.

Let ox(P) denote the symbol of P determined by the highest order terms of
the operator. It can be interpreted as a map on(P) : S*T*M @ B; — B,. If
E={ey...e,} abasis of T,M, we set

Grz(P) = Ker o4, (P),
I (Per.c, = {A € Gha(P) |igA=- =i, A= 0}, i=1,....n.

The basis £ is called quasi-regular if one has

dim gg41.(P) = dim gx . (P) + Z dim giz(P)e,..e; -

J=1

The symbol of P is called involutive if there exists at any x € M a quasi-regular
basis of T, M.

1.2.3. Theorem (Cartan-Kihler). Let P be a k™ order reqular linear partial diffe-
rential operator. If the map Ty : Soly41(P) — Soly(P) is surjective and the symbol
of P is involutive, then P is formally integrable.

Let us consider the following Spencer complex

5m 6?’7’1, 5m
0— gm+k(73) 2 s T*M X gm_1+k(73) — AQT*M & gm_2+k(73) —

63" o

63" %
2 N T M ® g4 (P)

AT*M @ Gnsi(P) = 0,

where ’ A
6" NT*M ® g (P) = AT M @ g, 1(P).

The H™' Spencer cohomology group is defined as

H™ = Ker 67" /Tm 67",
The symbol of a k" order linear differential operator is r-acyclic if H™* = 0, 0 <
1 <r,Vm > k.

1.2.4. Theorem (Spencer-Goldschmidt). Let P be k™ order regular linear partial
differential operator. If T : Solpy1(P) — Solx(P) is onto and the symbol of the
operator is 2-acyclic then P is formally integrable.
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Metrizability and projective metrizability

A Finsler function on a manifold M is a continuous function F': TM — R, smooth
and positive away from the zero section, positively homogeneous of degree 1, and
the matrix g;; = % is positive definite for all (z,y) € TM, where E = 1F? is the
energy function. The pair (M, F') is called Finsler manifold.

If (M, F) is a Finsler-manifold, then there exits a unique spray S over T M (the
so called canonical spray) such that igdd;E = —dE, where ig is the substitution
operator, d is the exterior derivative and d; := [i,d] = i;d — di,.

A spray S is called Finsler (resp. Riemann) metrizable if there exist a Finsler
(resp. Riemann) metric F' whose canonical spray is S.

Two sprays S and S are called projective equivalent, if their geodesics coincide
up to an orientation preserving reparametrization. A spray S is called projective
Finsler (resp. Riemann) metrizable if there exist a Finsler (resp. Riemann) metric
whose canonical spray is projectively equivalent to S.

2.1.4. Theorem. A spray S is projective Finsler (resp. Riemann) metrizable if and
only if there exists a Lagrange function F': TM — R, such that the energy function
E = %FQ is 2-homogeneous (resp. quadratic) % is positive definite on TM and

’ 9
the equation igdd;F = 0 holds. !

Let us introduce the notation 2 = dd;F. According to Theorem 2.1.4, in order
to solve the projective metrizability problem, we have to consider and investigate
the integrability of the Rapcsdk system: {igQd =0,LoF — F = 0}. The equation
PsF = i5Q2 = 0 is called Rapcsak equation, PoF := LoF — F = 0 describes the
1-homogeneity condition. Therefore, the projective metrizability problem leads to
the investigation of the partial differential operator P; = (Ps, Pc). We prove the
following proposition:

2.2.1. Proposition. A 2'¢ order solution s = jy(F), at © € TM of the Rapcsdik
system can be lifted into a 3™ order solution if, and only if, one has

(irddsF), =0, (8.1)
where I' = [J, S] is the canonical nonlinear connection associated to S.

Furthermore, in Proposition 2.2.3, we show that the symbol of P; = (Pg, P¢) is
involutive. Thus, by the Cartan—Kahler theorem, we can conclude that if equation
irdd;F = 0 is satisfied, then every second order solution of P; can be prolonged
into an infinite order solution that is the differential operator is formally integrable.

2.2.4. Theorem. Let S be a spray on the manifold M. Then the Rapcsdk system
associated to S is formally integrable if and only if for every second order solution
s = Jo(F), the equation (8.1) is satisfied.



82 Summary

Extended Rapcsak system

If dim M > 2, then the compatibility condition PrF' := irdd;F = 0 of the diffe-
rential operator P; is not satisfied by all second order solutions and therefore the
Rapcsak system is not formally integrable in this case. Indeed, the set of initial data
is too large, therefore we have to reduce it by including its compatibility condition
into the system. This leads us to consider the operator (Pg, Pc, Pr). We show, that

3.0.1. Lemma. The differential operators (Ps, Pc, Pr) and Py = (Pr, Pc) are equ-
walent: the solution sets of the two system coincide.

Therefore, we can drop the operator Pg from the system and consider the ex-
tended Rapcsdk system simply as: Py = (Pr, Pco).

3.1.1. Proposition. A 2™ order solution s = j,(F), of the system Py = (Pr, Pc)
at & € TM can be prolonged into a 3™ order solution, if and only if

(igdd;F), = 0.
Furthermore, we show that the symbol of P is also involutive.

3.2.2. Theorem. Let S be a spray on a manifold M. The extended Rapcsdk system
1s formally integrable if and only if one of the following conditions are fulfilled:

1. dim M = 2;
2. the spray S is flat;
3. the spray S is of isotropic curvature.

3.2.3. Corollary. Let S be an analytic spray on an analytic manifold M. If M
is 2-dimensional manifold, the spray S is flat, or of isotropic curvature, then S is
locally projective Finsler metrizable.

Extended Rapcsak system with curvature conditi-
on

If the curvature of the spray S is not isotropic, then the integrability conditi-
on irdd;F = 0 does not hold for every initial condition, therefore, the extended
Rapcsak system is not formally integrable. Consequently, in order to investigate
the projective metrizability in the non isotropic case we have to add the equation
PrF = irQ = 0 to the system (Pr, Pc) and discuss the integrability of the enlarged
system (Pr,Pc, Pr). Since the curvature condition ig$2 = 0 is equivalent with the
equation Pg := 152 = 0, where ® is the Jacobi endomorphism, we can replace the
operator Pr with Pg and investigate the integrability of the system represented by
the operator Ps := (Pr, Pc, Po).
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In this chapter we investigate the integrability of the system Ps when the Jacobi
endomorphism has distinct eigenvalues. In that case we can consider an adapted
base

B = {hl,...,hn,vl,...,vn} Cc T, T'M, (82)
where h; are the horizontal eigenvectors of the Jacobi endomorphism ® with A, := S,

and Jh;=v;, i=1,...,n (consequently, v, = C).

4.1.2. Proposition. A 2" order solution s = jo(F), of P3 at x € TM can be lifted
into a 3™ order solution, if and only if

i9,3)$2 = 0, (8.3)
cycl

The further analysis of Ps is complex, because the symbol of the operator is
not 2-acyclic and a third order compatibility condition can arise. We proved the
following

4.2.1. Proposition. Let S be a non-isotropic spray on an n-dimensional manifold.
Then the first nontrivial Spencer cohomology group is H**(P3) and

n—1)(n—2)
5 :
It follows that the integrability conditions of the prolonged system of Pj is not
the prolongation of the integrability conditions of P3;. More precisely, there are

s(n—1)(n—2) extra obstructions to lift a third order solution into a fourth order
solution. With further analysis, we obtained the

4.3.1. Proposition. If a 3¢ order solution F of Ps at x € TM can be lifted into
a 4™ order solution, if and only if for any horizontal vector fields X,Y € HTM we
have

WX, dX]QJY,Y)—[hY, dY]Q(X, JX) =

dim H*?(P;) = (

+OX (S Q(IY, hX],hY)) =hX (3 Q(JY, @X], hY) = Q([JY, ®Y], X))  (8.5)

—®Y (Y- QX hX],hY))+hY (3 QJX, 2X],Y)-Q([J X, Y], X)).
at x € TM.

4.3.3. Corollary. In an adapted basis (8.2) the compatibility condition (8.5) can be
expressed as

L (Lo,aii)+ B (Loyazs) 5 (Lny i)+ (Lnyags) + D ofam = 0,
k=1

where 1 <i,j <n, a;; = Qv;, h;) and the summation convention is not applied.

The ozfj, f”j, yfj are functions in a neighborhood of x € T M determined by the Lie

bracket of the elements of the local basis (8.2).
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The three dimensional case

Let S be a non-isotropic spray on a three dimensional manifold M. We obtain the
following;:

5.1.1. Proposition. The compatibility condition (8.3) is identically satisfied.

5.1.2. Proposition. The integrability condition (8.4) can be written as ie/$2 = 0,
where ' is the dynamical covariant derivative of the Jacobi endomorphism.

5.2.1. Proposition. For any m > 3 the Spencer cohomology group H™? is trivial,
therefore the symbol of the prolongation of Ps is 2-acyclic.

5.2.2. Theorem. Let S be a non-isotropic spray on a 3-dimensional manifold with
distinct Jacobi eigenvalues. Then the PDE operator Ps3 is formally integrable if and
only if the following two conditions are satisfied:

1. " € Span{J, ¥},

2. the compatibility condition (8.5) is satisfied.

5.2.3. Corollary. Let S be a non-isotropic analytic spray on a 3-dimensional analy-
tic manifold with distinct Jacobi eigenvalues. If the higher order compatibility con-
dition is reducible and the conditions 1 and 2 of Theorem 5.2.2 are satisfied, then S
is locally projective metrizable.

Reducible case

In this subsection we study the differential operator Py = (Ps, Py), where
Py F =1 Q(v1, h) + n2 Q(va2, ha), (8.6)

and 7, and 7 are given functions on 7M determined by the spray S. The motivation
of such system comes from the fact that in the case when the dynamical covariant
derivative does not satisfies the condition ® € Span{.J, ®} or the condition (8.5) is
reducible but not identically satisfied, then the extra integrability condition of P
has the form (8.6). We have the following

5.2.3. Corollary. The system P, is complete in the sense that either all compati-
bility conditions are satisfied and the spray is projectively metrizable, or the spray is
not projective metrizable.
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As 5.3.8 Corollary shows, the compatibility conditions of the operator P, can be
expressed as:

Ti(VPLF) = mQ(v1, ) +15Q(va, ha) i =1,2,
1 (V2PyF) = niQ(vy, hi) + 13Q(va, he)  § = 3,4,5,6.

where nf are functions on TM. Let us consider the matrix

@:<m mo- 77?>'
N My .. 7S
Then we have

5.3.9. Proposition. The operator P, is formally integrable if and only if

rank © = 1.

5.3.10. Theorem. Let S be a non-isotropic analytic spray on a 3-dimensional
analytic manifold with distinct Jacobi eigenvalues.

1. If & € Span{J,®} and the compatibility condition (8.5) is identically zero,
then S is projectively metrizable

2. If & & Span{J, @} or the compatibility condition (8.5) is reducible but not
identically zero, then the spray is locally projective metrizable if and only if
m -2 <0 and rank© = 1.

Invariant projective metrizability of canonical sprays

There exist three natural connections on a Lie group G: if X,Y are left invariant
vector fields then we can define them in the following way:

1
VY = [X,Y], ViYi=0, VRY =XV,

All three connections are linear and have the same geodesics: the 1-dimensional
subgroups of the Lie group GG and their translated images. The spray associated to
this geodesic structure is called the canonical spray of the Lie group. We have the
following resuts:

6.1.4. Proposition. The canonical spray S of a Lie group is

1. invariant projectively Riemann metrizable if and only if it is invariant Riemann
metrizable,

2. invariant projectively Finsler metrizable if and only if it is invariant Finsler
metrizable.

Moreover, we have the following
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6.1.5. Theorem. The canonical spray of a Lie group is invariant projectively Fins-
ler metrizable if and only if it is invariant Riemann metrizable.

6.1.6. Corollary. The canonical spray of a Lie group G is invariant (Riemann,
Finsler, projectively Riemann or projectively Finsler) metrizable if and only if there
exists a scalar product { , ) on g such that

([a,a],a) =0,
for every a,a € g.

The results on the canonical spray and canonical geodesic structure of Lie groups
can be generalized to the geodesic orbit structure of homogeneous spaces. Indeed, an
invariant geodesic structure on the homogeneous space M = G/ H is called geodesic
orbit structure (g.o. structure), if any geodesic v : I C R — M emanated from the
origin o € M is homogeneous, that is

Y(t) = Aexptx, 0 = (exptX,) - o,
with some X, € g, where g is the Lie algebra of G. A spray is called geodesic orbit
spray (or simply g.o. spray), if it corresponds to a g.o. structure.
Concerning the geodesic orbit sprays we have the following resusts:

6.2.5. Proposition. A g.o. spray is

1. invariant projectively Riemann metrizable if and only if it is invariant Riemann
metrizable.

2. invariant projectively Finsler metrizable if and only if it is invariant Finsler
metrizable.

6.2.6. Theorem. A quadratic g.0. spray is invariant projectively Finsler metrizable
if and only if it is invariant Riemann metrizable.
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