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1. Fejezet

Bevezetés

»Modellen olyan matematikai konstrukciot értink,
amely — bizonyos szobeli értelmezést hozzdadva — leirja
a megfigyelt jelenséget.

Az ilyen matematikai konstrukciot kizdrdlag és
pontosan az igazolja, hogy mikodik.”

NEUMANN JANOS

Vilagszerte tapasztalhato jelenség a természettudomanyok iranti tanuléi érdek-
16dés csokkenése. A legutobbi PISA! felmérés dsszehasonlitasokat tesz lehetévé
a magyar természettudomanyos nevelés eredményességével kapcsolatban [40]. A
felmérés szerint 15 éves tanuloink teljesitménye nem tért el szignifikinsan az at-
lagtol. Ez tovabbi visszaesést jelent a korabbi nemzetkozi 6sszehasonlitéd vizsgala-
tokkal 8sszevetve (példaul az 1995-6s TIMSS? vizsgalat), {gy a fentiek ismeretében
a hazai természettudoméanyos nevelést mar nem tekinthetjiik kiemelkedének. El-
s6sorban a fizika, kémia és a matematika népszertiségének csokkenése figyelhetd
meg az oktatés kiilénbo6z6 szintjein. Ennek kovetkeztében mar az érdeklsdd,
tehetséges didkok koziil is egyre kevesebben valasztanak természettudoményos
vagy muszaki palyat. A legnagyobb meértékben talan a természettudomaényos
tanarszakok iranti érdeklédés hianya ad okot aggodalomra. Vannak felsGoktatasi
intézmények, amelyek kell6 szdmu jelentkez hianyadban esetleg nem, vagy csak

IProgramme for International Student Assessment
2Trends in International Mathematics and Science Study



2 1. Bevezetés

nagyon alacsony létszammal tudtak évfolyamokat inditani az emlitett szakokon.
A mér napjainkban is tapasztalhato szinvonalbeli valtozasok hosszi tavon a koz-
oktatas jovojét fenyegetik. Gondoljuk csak el — figyelembe véve a kozoktatas
tarsadalmi szerepét — milyen jovGt vetit elénk a jelenlegi helyzet? Képzeljiink
el egy olyan vilagot, amelyet minden részletében egyre jobban atszé a technika,
egyre nagyobb szerephez jutnak a kiilonb6z6 technikai eszk6zok a mindennapok-
ban, ugyanakkor a lakéi nem ismerik a legalapvetébb szabélyokat, amelyek szerint
miikddnek.

Mar a 80-as évek végén, kémiatanari konferencidkon tapasztalt kollégak sza-
moltak be arrdl a szélsGségrol, hogy mig hazai és nemzetkozi versenyeken tanuloink
szép sikereket érnek el, ugyanakkor az oktatéds mindennapjaiban milyen tanuldi el-
lenallasba {itkozik a szaktanar. Az oktatés egészére vonatkozoan a helyzet ennél
lényegesen szomoribb, hiszen a kémia sajnos nincs egyediil ezen a téren. Azota
szamtalan felmérés igazolta, hogy a kémian kiviill a matematika és a fizika sem
tartoznak a tanulok kedvencei k6zé. Mi okozhatja a problémat, hiszen a természet
megismerésének igénye az ember velesziiletett tulajdonsaga, és ez a legf6bb moz-
gatoja az emberiség fejldésének?

Nem nehéz latni az oktatas kiilonbozé szintjei és a tarsadalom egésze kozotti
Osszefliggéseket. Ha a kozoktatasbol valamiféle kontraszelekci6 eredményeként mo-
tivalatlan fiatalok keriilnek a felsGoktatési intézményekbe, akikbdl aztéan a jové
mérnokei, pedagogusai lesznek, akkor a miiszaki fejlédés lelassulasa és a tar-
sadalom egyféle kiszolgaltatottsdga varhato. Ennek az esetleges énmagat erdsits
folyamatnak beldthatatlan kovetkezményei lehetnek. Természetesen nem csak a
miszaki elit gyengiilése jelenti az egyediili veszélyt. Az egyén is hatalmas karokat
okozhat onmaganak és a természeti kornyezetnek csupén a téjékozatlansagabol
adodo feleltlen magatartasaval. Hogyan is tudnéanak megfelelni példaul a kornye-
zetvédelem ,,Gondolkodj globdlisan, cselekedj lokdlisan!” elvének a természet torve-
nyeit csak feliiletesen ismerd, ezért tetteik kovetkezményeit hibdsan megitéls em-
berek? Ebbél a tajékozatlansagbol fakad az egyre gyakrabban hallhaté vélekedés
a globalis felmelegedéssel kapcsolatban: ,FEngem nem zavar, ha néhdny fokkal
melegebb lesz...”. Mintha azt gondolhatnénk, hogy a kornyezeti valtozasok el-
lenére mindennapjainkban semmiféle valtozas nem koévetkezik be, csak kisebb lesz
a gazszamlank.

Az alabbi hasonlat talan segit ravilagitani a lehetséges okokra, és esetleg sejtet-
het lehetséges megoldasokat is?.

3A probléma okai természetesen nagyon szovevényesek, hiszen tobb évtizedes folyamat ered-
ményeként jott létre a jelenlegi allapot. Ez a dolgozat — sem terjedelménél, sem pedig téméajanal
fogva — nem vallalkozhat a jelenség esetleges tarsadalmi, gazdasagi hatterének vizsgélatara.



A problémaval kapcsolatban némi analdgiat mutat a sport helyzete hazankban.
Elsportoloink kivalo teljesitményt nyajtanak, ellenben a tomegsport terén volna
még mit tenniink. Erre persze lehet az a mentségiink, hogy nem sziilethet min-
denki olyan adottsagokkal, mint tuszoink, vizilabdézoink és még sorolhatnéank.
Emlithetnénk azonban néhany olyan sportagat is, amelyben nem ,szoktunk” jo
eredményeket elérni. Ezeknek egyszertien nincsen hagyoménya, olyan a szélesebb
kord megitélésiik, hogy az nem teszi lehetGvé a népszertivé valasukat. Hasonlo
modon viszonyulunk a tantargyakhoz is. Koéztudott, hogy példaul Japanban, ahol
nagy az elismertsége a matematikai tudasnak, a gyerekek nagyobb sikereket érnek
el matematikatanulasban és problémamegoldasban. FEzt feltehetGen a nagyobb
tarsadalmi elfogadottsag és az ennek megfelels magasabb iskolai 6raszam magya-
razza. Joggal feltételezhetjiik, hogy a hazai érettségi vizsgak kotelezd targyainak
rendszere a tudoményteriiletek tarsadalmi megitélését tiikrozi, ami sajnos a ter-
mészettudomanyos és a human targyak vonatkozasaban elég aranytalan képet mu-
tat.

Természetesen Japanban sem szeretne mindenki matematikus lenni. Ha ez igy
volna, pontosan olyan szélsGséget jelentene, mint a targy elutasitasa azok részérdl,
akik nem tudnak kimagaslo teljesitményt nytujtani ezen a teriileten. Az a tény,
hogy ez nalunk tomeges jelenség, arra figyelmeztet, hogy foglalkozni kell a prob-
léméaval, de a példa azt is jelzi, hogy nem torvényszeri, hogy igy legyen. Az
el6z6 sporttal vont parhuzam, és az azzal kapcsolatos tapasztalatok alapjén mond-
hatjuk, hogy szinte mindenkit meg lehet tanitani tszni, de csak kevesekbdl valik
élsportolo. Akik mégsem tudjak ilyan szinten mtvelni ezt a sportot (vagy mast),
azok is szeretik és tudjak, hogy az épiilésiiket szolgalja.

Azt kellene tehat elérni a természettudomanyos targyak oktatasaban is, hogy
az egyén elfogadja, hogy személyisége ezekkel az ismeretekkel csak teljesebbé valik.

Az elért eredmények, sikerek a tehetségen tul a motivaltsagtol és a rafordi-
tott ercforrasoktol is fiigg. David C. Geary (1994) kategoriai szerint a matem-
atikai képességek biologiailag elsG- és masodrendiiek lehetnek. Elmélete alapjan
a biologiailag masodrendd matematikai képességeket a sziil6kt6l vagy a hivata-
los iskolai oktatas rendszerében tanult ismeretek, készségek és az ezekhez kot-
hets szamolési tevékenységek hatarozzak meg. Szerinte, a matematikai teljesit-
mények terén tapasztalhatdé nemzetkozi kiillonbségeket elsGsorban a biologiailag
méasodrendt képességek okozzak.

A probléma oka nyilvanvaléan magiban az oktatas gyakorlataban is lehet,
hiszen a kezdetben a természet minden jelensége irant érdekléds, nyitott kisiskolé-
sok jelent@s részébdl az emlitett teriiletekkel szemben k6zombds érettségizék val-
nak.
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1.1. Helyzetelemzés

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat munkabizottsaga 1995-ben vizsgélta a felso-
foku fizikaoktatas helyzetét. Ennek kovetkezményeként a kovetkezd évben végzett
altalanos iskolai felmérés kimutatta, hogy a fizika és a kémia a legkevésbé kedvelt
tantargyak a 7. és a 8. osztalyokban [14].

Egy a palyavalasztast motivalod tényezdket elemzs, a Jozsef Attila Tudomanye-
gyetemen késziilt felmérés [20] alapjan ebben a vonatkozasban szintén kedvezétlen
képet alkothatunk. A szerzdk egy masik felmérés [27] soran a fizikdval kapcso-
latos attitiidot vizsgaltak, hasonlo tapasztalatokkal. Az emlitetteken tul, jonéhany
tovabbi tanulméany jutott hasonlé eredményre. Mintegy ezek Osszefoglalasaként
kimutatték [8], hogy az altalanos iskolaban az atlagosnal jobban romlik a fizika, a
matematika és a kémia targyak megitélése. Ugyanakkor a kozépiskola évei soran
ez a kedvezétlen helyzet a tobbi targyhoz képest mar jelentésen nem valtozik. A
tanulmanyok szerint az attittidot legjelentésebben a tanar személye és az osztalyza-
tok befolyasoljak, és azt els6sorban a tanulok altal végzett kisérletek javithatjak.
A targyak kedvezétlen tanuloi megitélését erdsiti, hogy a jelenlegi tananyag sok
esetben nem kotddik kell6 médon a mindennapi élethez.

A személyes, gyakorlathoz kothetd tapasztalatok aréanyénak névelése mellett
szitkségesnek tiinik a tananyag tartalmanak korszertsitése is. A jelenlegi allapot
— melyre a tanulok tébbségének motivalatlansaga jellemz6 — kialakulasanak talan
az lehet az egyik oka, hogy az utébbi 20-30 év technikai fejl6dését nem kévet-
ték megfelelGen a tananyag tartalmi valtozasai. Lényegében kisebb véltoztatésok-
tol, belsd atcsoportositasoktol eltekintve ezek a targyak tartalmi és modszertani
szempontbol is a két vilaghdbori k6zotti allapotokat titkrozik. Az eltelt csaknem
100 év alatt a mindennapjainkat is jelentGsen megvaltoztatoé technikai fejlédésen
tul jelentGsen megvaltozott az iskolazottsiggal kapcsolatos egyéni és tarsadalmi
igény is. Joggal érheti kritika a tananyagot abbol a szempontbol, hogy nem fordit
kell§ figyelmet az aktuélis problémakra. Ertheté modon motivalatlansaghoz vezet,
hogy szinte kizarolag csak a klasszikus, linearis dsszefiiggésekkel leirhato tertiletek
szerepelnek mindharom targy esetében. Ezt altalaban a magasabb matematikai
ismeretek hianyaval indokoljak, amelyekkel ezek a jelenségek leirhatok volnanak.

A masik jelentés problémat az okozza, hogy id6kozben az érettségi vizsgaval
zaruld képzések tomegessé valasat nem kovette az oktatas ezekhez alkalmazkodo re-
formja, hiszen ma t6bbé-kevésbé azokat az ismereteket koveteljiik meg — a tananyag
szerint — az adott korosztaly 70-80%-atol, amelyeket a XX. szazad elsé felében
a 10%-a szamara irtak els. Ismert statisztikai tapasztalatok alapjan nyilvan-
valo, hogy az adott populacio ,legjobb” 10%-4hoz képest a hasonlo elvek alapjan
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kivalasztott ,legjobb” 80% nagyobb differencialtsagot mutat. Ezt a problémat a
mai magyar oktatasi rendszer sem regionalisan, vagy orszagosan, sem az egyes
iskolak szintjén nem képes hatékonyan kezelni.

A vazolt két jelenség ellentétes megoldasokat sugall. Ha szeretnénk eleget tenni
annak, hogy korszert ismereteket kozvetitsen az iskola, amely lehetévé teszi a
tanuld szamara, hogy jobban el tudjon igazodni akir a hétkoznapok vilagaban,
akkor kétség kiviil 1j elemeket kell bevinniink a tananyagba, esetleg olyanokat,
amelyeknek a matematikai megalapozottsaga nem megoldott az adott szinten. Ha
azonban figyelembe vessziik a kdzépiskolasok korabbinal differencialtabb Gsszetéte-
lét és azt szeretnénk elérni, hogy eredményesebben eleget tudjanak tenni a kovetel-
ményeknek, akkor ésszertinek tiinik a tananyag mennyiségének és szinvonalanak
csOkkentése. Talan ennek a kettGsségnek az eredményeként keriilt sor olyan valtoz-
tatasokra, amelyeknek eredményeként a differencial- és integralszamitas témakdore
a 80-as évekre kikeriilt a kozépiskolas matematika tananyagbol, ugyanakkor az al-
talanos iskolai kémia tananyag talan tulsagosan is elszakadt a gyakorlattol példaul
az anyagszerkezet targyaldsmodjanak koszonheten a vildgszerte elterjedt tartalom-
kozpontu tantervfejlesztési iranyzatnak megfelelGen. Altaldban sokat rontott a
helyzeten (ahogyan ezt az emlitett tanulmanyok is megéllapitottak), hogy draszti-
kusan csokkent a tanul6i, de a demonstracios kisérletek szama is, aminek kévetkez-
tében szintén a kozvetlen tapasztalatszerzés utjan atadott ismeretek arédnya csok-
kent.

A fentiek tartalmi és modszertani valtoztatasok sziikségességét vetik fol elss-
sorban a 7. és 8. osztaly tananyagaval kapcsolatban. A tanulok passziv befogado
szerepét nagyobb mértékben fol kellene valtani a korosztaly szaméra jobban elfo-
gadhato, az 10j ismeretek megszerzésében nagyobb hatékonysagot mutatd konst-
ruktivizmusnak.

A természettudoméanyok oktatésanak atformalésa csak minden részletében ko-
riiltekintd, dsszehangolt valtozasokon keresztiil valosithatéo meg. A tényfeltaras
mellett fontos tényezd az oktatassal szemben megfogalmazott hivatalos tarsadalmi
elvaras vizsgalata is.

A Nemzeti alaptanterv [26] ma az egyik alapdokumentuma a magyar kozok-
tatasnak. ,A Nat az iskolaban elsajatitando miveltség alapjait hatarozza meg,
megteremtve ezzel a kozoktatas egységét.” Nem az a célja, hogy konkrét utmu-
tatast adjon, de fontos iranyado szerepe van modszertani és tartalmi szempontbol
egyarant. Ugyanakkor, ebbdl kifolyolag nem motival kell6képpen a sziikséges val-
toztatasokra, illetve nyitva hagyja ,valtozatlansag” lehetéségét is. Ebbdl a szem-
pontbdl jelent pozitiv irdnyt elmozdulast a 2007-es modosités, amely a kompeten-
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cia alapu oktatas szemléletével elGsegiti a gyakorlati ismeretek aranyanak kedvezd
valtozasat.

Az atfogo reformok hidnya miatt a tanulok idGvel valoban tulterheltté valtak,
mivel bizonyos j elemekkel (példaul a fizika és a kémia esetében az anyagszerkezet
[10]) béviilt a tananyag. A tulterheltség érzetét tovabb erdsitette a kozépfoka ok-
tatas mar emlitett tomegessé valasa. A Nat — jellegénél fogva — nem alkalmas
a tananyag pontos behatarolasara, ugyanakkor a probléma kezelése érdekében
az oOrakereteket jelentGsen megvaltoztattak. A szaktanarok altaldban nincsenek
folkészitve, és talan motivalva sem olyan valtoztatasokra, amelyekkel a tananyagot
a csOkkentett oraszamokhoz igazithatnak tartalmilag és modszertanilag. A felmé-
rések alapjan ugy érzékelik, hogy valtozatlan tematikat kell teljesiteniiik révidebb
id6 alatt [34]. Ezek a problémak folvetik a tanarképzés és a tovabbképzések tar-
talmi atalakitdsanak sziikségességét is.

1.2. Irodalmi el6zmények, a dolgozat célkittizései

Abbdl a feltevésbdl indulunk ki, hogy 1j, hatékonyabb targyalasmod alkal-
mazasa esetén az ismeretanyag csokkentése nem foltétlen sziikséges olyan mérték-
ben, ahogyan azt a tanuloi tulterhelés csokkentése érdekében gondolnénk valtozat-
lan modszerek mellett. A dolgozat célja tehat, annak vizsgalata, hogyan lehetne
a szamitogépek és mas informatikai eszkézok bevonaséaval hatékonyabba, élmény-
szertibbé tenni az oktatast az atadd és a befogadd szaméara egyarant az oktatés
kiilonb6zd szintjein. Ennek szellemében a dolgozat sok esetben részesiti elényben
a hétkdznapi szemléletességet a matematikai precizitassal szemben.

Napjainkra az iskolak szamitogépekkel és més informatikai eszkdzokkel valo el-
latottsaga altalanosséa valt, és ezeknek az eszk6zoknek a teljesitménye is elérte azt
a szintet, hogy az oktatés egyes teriiletein alapozni lehet rajuk. Felmérések bi-
zonyitjak [34], hogy ennek ellenére a szaktanarok korében a szamitogépek haszné-
lata mégsem altalanos a fizika, kémia és matematika targyak orain. A tapasz-
talataink azt mutatjak, hogy bizonyos esetekben, megfelel§ alkalmazasuk a ko-
rabbiaknél hatékonyabb megoldést jelenthetne néhany demonstracios, vagy akar
tanulol mérskisérlet soran. Segitségiikkel olyan méréseket is demonstralhatunk,
amelyek korabban nem, vagy csak idGigényes el6készitd munkaval voltak lehet-
ségesek. Ilyen alternativakat mutat be a 2.1. bekezdés az [50], [53], [54] és a
[64] alapjan. Torekedtiink arra, hogy ezeket az eredményeket a szaktanarok is
megismerjék [62], [63].
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Az emberiség fejldése soran a felhalmozodott ismeretek rendszerezése tjabb és
ajabb tudomanyteriilet 1étrejottét generdlta. A XX. szazad elejére, a tobb évsza-
zados formalodas utan az okori gorog szemlélethez képest a tudoményteriiletek
joval szertedgazobb képet mutattak, és specializaciojuk révén egyre inkabb eltavo-
lodtak, elszigetel6dtek egymastol. Késébb azonban olyan kapcsolatokat fedeztek
6l az egymastol tavoli teriiletek kutatasi eredményei k6zott is, amelyek megsziin-
tették az addigi szigort hatarokat. Ezeknek az egyetemes Osszefiiggéseknek a
folismerése alapozta meg a rendszerelmélet 1étrejottét. Ez a tudomanyteriilet a
problémaéak specialitasaitol elvonatkoztatva a matematika eszkozeivel teszi lehetové
azok altaldnosabb modon vald lefrasat és megoldasat. Ezt egyszerd példakon
keresztiil a 2.2. bekezdés, a 4. fejezet és a 7.1.1. bekezdés mutatja be kiillonb6zé
megkozelitésekben a [44] és a [45] alapjan. Az oktatéas szempontjabol a kiilonféle
jelenségek matematikai eszkozokkel torténd leirasdnak, azaz a matematikai mo-
dellezésnek a szamitogépes szimulacié szempontjabol van jelentGsége. Ez azért
is fontos, mert a mérés mellett napjainkra a megismerés fontos modszerévé valt,
ezért a természettudomanyok oktatasidban is helye van.

A differencialegyenletek a rendszerelmélet nagyon hasznos eszkézének bizonyul-
tak. Bar az utobbi években ez a teriilet helyenként a felsGoktatéasban is kevesebb
hangsulyt kap, a téméval kapcsolatos fogalmi és alkalmazas szinti ismereteket
fontosnak tartjuk. Ezt a meggy6zédést erdsiti meg a [15], amelyben a szerzék a
témat az elmélet oldalarol kozelitik meg, de nagy figyelmet forditanak a szem-
léletességre. A dolgozatban a kapcsolodo elmélet a 3. fejezetben kapott helyet.
Itt csak a késébbiekhez foltétlen sziikséges, legfontosabb fogalmakrol és Gsszefiig-
gésekrdl olvashatunk, hiszen a differencidlegyenletek elméletérsl szamtalan kitting
hazai és kiilfoldi irodalom érhetd el.

Célszertinek tiinik annak vizsgélata, hogy a szamitastechnika eszkozeinek segit-
ségével, milyen lehetGségek kindlkoznak a jelenségek szemléletre épiils, rendszer-
szempontt megkozelitésére. Ennek érdekében a 4. fejezetben megadunk egy ko-
zonséges, nem linearis, konstansegyiitthatos differencialegyenlet-rendszert, amely
az egyiitthatok és a kezdeti feltételek valasztasatol fiiggen alkalmas lehet az egy-
szeri exponencialis névekedési folyamatoktol kezdve a periodikus jelenségeken at,
olyan kiilonféle valtozasok és jelenségek leirasara, amelyek az oktatas szempont-
jabol is jelentGsek lehetnek. Ennek alapjaul elsGsorban [45] szolgalt. A 7.1.1.
bekezdést tekinthetjiik az el6zéek kiegészitéseként is, mivel az itt megfogalmazott
problémék — megfelel paraméterezés esetén — szintén a 4. fejezetben megadott
modellel irhatok le.

A most emlitett modell megadésaval az volt a cél, hogy az alapul szolgéljon
kiilénb6z6 rendszerek szamitogépes szimulaciojahoz. A belsle megfelels paraméte-
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rezések utjan elGallo konkrét modellek egységes modon valo kezelhetGségét a szi-
mulacio soran a differencidlegyenletek kozelité modszereivel oldhatjuk meg. Az 5.
fejezet néhany ilyen egyszert modszer algoritmusét értelmezi a geometria szem-
léeletességével. A fejezet el6zményéiil a [47], az [51] és az [52] szolgalnak.

A 6. fejezet egy 0j kozelité modszert mutat be a [46] és a [47] alapjan. Segit-
ségével méas megkozelitésben értelmezhetjiik a differencidlegyenletek numerikus
modszereit.

Az egyes résztémak targyalasmodja a dolgozat sokszintisége miatt sem lehet
teljes. Igy tovabbi kutatés targyat képezik majd a sztochasztikus szimulaciokkal
kapcsolatos lehetGségek. Ennek kezdetét jelzik a [49] és a [48]. Ezen tulmenden a
dolgozatban targyalt OCM-modszer matematikai vizsgalata sem tekinthetd teljes-
nek, magéban hordozza a tovabbi kutatasok lehet&ségét.



2. Fejezet

Modellezés

»Jasolni nagyon nehéz,
kiiléndsen, ha a jovérdl van szo.”

NiELs BOHR

A tudoméanyos megismerést — melynek mara egyik eszkozévé valt a modellezés
— a minden részletre kiterjeds alapossag és a tervszertiség jellemzi. Ebben — megle-
hetGsen hosszi id§ 6ta — a legkiilonbozébb tudomanyteriileteken a mérésnek je-
lent8s szerepe van. Hamar folismerték, hogy ez az a modszer, amivel biztosi-
tani lehet a tudoméanyos munkiban elengedhetetleniil sziikséges targyilagossigot.
Bar az egyes tudoméanyagak mérési gyakorlata, modszerei egyre specializalodtak,
ugyanakkor az is megfigyelhets, hogy a mérési eredmények feldolgozasdhoz egyre
altalanosabban alkalmazhato elméleti hattér all rendelkezésre.

Ha feltételezziik, hogy a vilag jelenségei mogott matematikai eszkdzokkel leirha-
t6 Osszefliggések, torvények allnak és azok megismerhetdk, akkor megfigyelések és
mérések utjan gytjtott adatokbol a torvények kikovetkeztethetSk. Erre a mate-
matikdban egyre kifinomultabb eszkozok alakultak ki. Az egyik, talan legalapve-
t&bb ilyen fogalom a mérési eredmények kézotti hozzarendelési szabély megadasara
alkalmas fiiggvény. Az elvonatkoztatédsnak ezen a szintjén sziikségtelen a vizs-
galat targyanak pontos ismerete. S6tt — ahogyan ezt latni fogjuk — két, jellegé-
ben mergben kiilonb6zé dolog matematikai leirdsa is lehet teljesen azonos. Ha-
sonlo felismerések és ezeknek az egységbe foglalasa vezetett a XX. szazad elsd

9
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felében a mara a matematikai modellalkotas eszkozéiil szolgalo rendszerelmélet!
kialakulasahoz.

A rendszerelmélet fogalmai nem csak a kiilonb6z6 tudomanyok széhasznalataban
lelhetSk fel, hanem a koznyelvben is. Ilyen maga a rendszer sz6 is. Kiilonféle szo-
kapcsolatokban (iskolarendszer, renszervaltés, kovetelmény rendszer, stb.) napja-
inkra hasznalata megszokotta valt.

A rendszer miikddése valtozoi segitségével irhato le. A bemend és kimend val-
tozok megadésaval tudjuk a rendszert tigy megadni, hogy ne legyen fiiggetlen a
kiilvilagtol. Ha a rendszer megadasakor nem adunk meg sem bemend sem kimend
valtozot, akkor a modell létrehozasakor elhanyagoljuk a rendszer kiilvilaggal valo
kapcsolatat. Ekkor tigyanevezett zart rendszert hozunk létre. Nyilt rendszerrsl
akkor beszéliink, ha bemené és/vagy kimeng valtozoja van. Ha a vizsgélat targya
nem csak kezdd és/vagy végallapottal jellemezhetd, hanem van értelme beszélni a
rendszer jellemzdinek véltozasarol is valamely mennyiség(ek) fliggvényében, akkor
ezt az allapotvaltozok megadasaval vehetjiik figyelembe a modellezés soran.

A rendszerelmélet fogalmai tehat lehetévé teszik a merében kiilonbozé jelen-
ségek egységes modon valo leirasat. Minden rendszer leirasa soran megadjuk annak
elemeit és azok egymassal valo kapcsolatait. Természetesen az adott rendszer min-
den eleme is tekinthets egy (al)rendszernek, ahogy az éppen szoban forgo rendszer
is lehet eleme egy ,nagyobb” rendszernek.

A szeparaci6 és a szelekcid azok a miveletek, amelyek révén a valés rend-
szerbél ,kiemelhetjiik” a modellezés szempontjabol fontosnak tartott elemeket és
kivalasztjuk a kozottiikk miikods kolesonhatasok koziil azokat, amelyek 1ényegesek
a modellezési cél szempontjabol.

A tudoméany torténete soran szamtalanszor megfigyelheté volt, hogy a mérési
modszerek egyre pontosabba valasival — azaz egyre tobb és egyre pontosabb ada-
tok birtokdban — ,csiszolodtak”, valtak pontosabbé a jelenségeket leird elméletek
is. Elegendd, ha csak az anyag szerkezetével kapcsolatos elképzelésekre gondolunk.
A Démokritosz-féle oszthatatlan atomoktol Thomson ,mazsolas kalacsan”, Ruther-
ford bolygérendszer-szert és Bohr atommodeljén keresztiil a kvantummechanika-
hoz vezetett az ut. De hasonlo valtozasok figyelhetSk meg azoknak az elméleteknek
a fejlédésében is, amelyek nem az anyag szerkezetét, hanem az abbol f6lépiils
anyagi halmazok tulajdonsigait igyekeztek magyarazni. A kezdetben laposnak
gondolt Fold, a Fold koriil keringé Nap, a Nap koriil 6ramti pontossaggal mozgd
égitestek mind fontos allomésai voltal az egyre pontosabbé valo tudoményos megis-
merésnek.

LAz elmélet kidolgozasa Ludvig von Bertalanffy magyar szarmazast osztrak biologus
munkéssagaval kezd6dott.
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Az itt felsorolt elméletek bizonyos értelemben egymaésra épiilnek. Az tjabbak
létrejottét a korabbiak hianyossédgai tették sziikségessé. Ezekre a hianyossdgokra
mindig egy-egy olyan jelenség hivta fol a figyelmet, amit a korabbi modellel mar

nem lehetett magyarazniZ.

Az induktiv modellalkotas esetében jellemz6 modon a mar félhalmozott tapasz-
talatokra, adatokra épitve all el§ egy 1j hipotézis.

Az induktiv Ut esetében a tapasztalat szolgéaltat alapot az elmélethez, a deduk-
ci6 esetében pedig a tapasztalat segit igazolni vagy cafolni az elméletet. FEnnek
megfelelen tehat a tudomanyos elméletek indukcios és dedukeios lépések egymas-
utanjaként finomodnak. A modellalkotas tisztan induktiv vagy deduktiv modjai
hataresetnek tekinthetsk. A gyakorlatban megvalosuldé modellezési folyamatokban
altaldban mindkettd jelen van.

A fejezet nagyon egyszert példai megkisérelnek ravilagitani arra, hogy a minket
koriil vevs vilagban zajlo véltozésok — fiiggetlentil attol, hogy azok a természet
vagy a tarsadalom jelenségei — leirhatok a matematika eszkozeivel. Valojéban ez a
matematika feladata. A fejezet azt is sejtetni engedi, hogy ezekkel az eszkozokkel
lehetdségiink van a multbéli torténések alapjan a jovére vonatkozolag bizonyos
kovetkeztetések levonasara. Ez csak tgy lehetséges, ha megfigyeléseken, kisérlete-
ken alapulé mérésekre tamaszkodva elGszér maghatarozzuk a vizsgélt rendszer
fejlédéstorvényét.

Sok esetben a felismert torvények Osszefiiggéseket fogalmaznak meg a rend-
szer allapoténak leirasara alkalmas mennyiségek idébeli és/vagy térbeli valtozasara
vonatkozoan, azaz a rendszer pillanatnyi allapotaban, annak fiiggvényében milyen
irdnyu és nagysagu valtozasok kovetkeznek be. Az ilyen rendszerek absztrakt
matematikai modellje a differencidlegyenlet.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy ezeknek az egyenleteknek — az algebrai egyen-
letekkel szemben — a megoldéasai (ha léteznek) olyan fiiggvények, amelyek egy
adott idéponthoz vagy térbeli helyhez hozzarendelik a rendszer allapotvaltozdinak
megfelels értékeit.

2p¢ldaul a katodsugaresé mikodését, hogy a légiires térben elektronok aramlésa indul meg
a katod feliiletérdl, jol lehetett magyarazni pozitiv toltést, nagy méretti atomokkal, amelyekben
elszortan — mint a kalacsban a mazsolaszemek — negativ elektronok helyezkednek el szabaly-
talanul. Ugyanakkor az ilyen felépitést atomokbol allo6 anyagon még részben sem hatolhatna
at nagy tomegt, pozitiv toltésd részecskéket tartalmazéd a-sugarzas, ahogyan azt Rutherford
tapasztalta ismert kisérlete soran.
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2.1. A mérés masként

A modellalkotas célja az adott rendszer vagy jelenség megismerése. Ehhez azon-
ban kell§ mennyiségii informaciot sziikséges Osszegytijteniink a modellezni kivant
jelenségrdl illetve rendszerrdl, amit annak megfigyelése soran megfelelé pontossagu
méréssel tehetiink meg.

Kézenfekvs a szamitogépek bevonésa a mérési eredmények kiértékelésén tul az
adatok Osszegytijtésébe is, ami a korabbinal joval gyorsabb és pontosabb méréseket
tesz lehet6vé. Kz olyan eszkozoket feltételez, amelyek a mérési eredményeket
digitéalis formaban képesek eljuttatni a szamitogépbe. Az alkalmazott szenzorok
paraméterei is jelentGsen befolyasoljak a mérés pontossagat. ElsGsorban demon-
stracios céllal kinal aranylag konnyen elérhets lehetséget a Lego cég altal for-
galmazott NXT robot. (A gyari csomagnak része egy ultrahangszenzor, amivel 2
meéteren beliil megkozelitleg 1 cm pontossaggal lehet téavolsagot mérni.)

A vizsgalt rendszerek, jelenségek esetében gyakran jellemzsiknek idébeli valto-
zasat szeretnénk tanulmanyozni; erre utal kiillonb6z6 tudomanyok nyelvhasznalata
is, amikor bizonyos mennyiségek megnevezése el6tt a pillanatnyi jelz6t latjuk, mint
példaul a fizika teriiletén a pillanatnyi sebesség, pillanatnyi gyorsulds, pillanatnyi
szdgsebesséy, pillanatnyi fesziltség, kémiaban pillanatnyi reakciosebesség, pillanat-
nyi koncentrdcio, pillanatnyi konformdcid, pillanatnyi polarizdcio esetében. De
szoktunk egyszertien a rendszer pillanatnyi allapotérol is beszélni, ami kifejezi a
kiilonféle, az allapotéanak leirdsara alkalmas jellemzok, allapotvaltozok értékének
idébeli valtozasat. Ilyen vizsgalatok soréan tehat fontos az idé megfelel pontossag-
gal valdo mérése. Ezt altalaban annél nehezebb megvalositani, minél gyorsabb a
valtozas, amit a mérés soran szeretnénk nyomon kovetni. A technika fejlédésével
egyre boviil az ilyen céllal folhasznalhato eszkozrendszer.

Mivel minden szabalyos, periodikus ,,jelenség” alkalmas lehet az id6 mérésére,
ezért talan nem meglepd, hogy bizonyos esetekben a mozgoképek rogzitése is
megfelel ebbdl a célbol. Ez természetesen attol is fiigg, hogy milyen a képrogzités
sebessége a valtozas sebességéhez képest. A képrogzités sebessége a mozgoképek
egy igen fontos jellemzdGje. Azt fejezi ki, hogy a felvétel soran méasodpercenként
hany alloképet rogzitenek. Példaul az altalanosan ismert 25 frame per masodper-
ces® 10gzitési sebesség a mi szempontunkboél azt jelenti, hogy 0,04 masodpercenként
nyeriink 1j informéaciot a vizsgalt rendszer allapotarol. (Méas megkozelitésben pedig
azt mondhatjuk, hogy természetes moédon hozzarendeljiik a mérés idépontjat az
egyes képkockiakhoz a felvétel készitése soran.) Ez a megoldas sok olyan esetben
megfelels lehet, amikor a valtozasokat szemmel nem tudjuk kévetni. (A 25 fps-

3angol réviditése: fps=frames per second
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os rogzitési sebesség, mint szabvany az emberi szem tehetetlenségének figyelem-
bevételével jott létre.) Jegyezziik meg, hogy napjainkban méar nem elérhetetlenek
akar 80 fps-os sebesség kamerdk sem, amelyek természetesen még gyorsabb val-
tozasok megfigyelését és a hozzajuk kapcsolodd méréseket tesznek lehetévé.

A rogzitett alloképek sorozata, amelyek a mozgoképet alkotjak, kiilonb6zé mo-
don dolgozhato ol a mérés szempontjabol. Ha nem kell tilsagosan sok leolvasast
végezni, és a jelenség természetébdl adodoan megoldhatd, hogy a képeken megfelels
markereket helyezziink el (akar utolag, a mozgokép szerkesztése soran), akkor a
leolvasésok a felvétel kockazasaval akar manualisan is elvégezhetSk. Ez a megoldas
elsGsorban olyankor vehetd szamitésba, amikor az elmozdulés mérése a cél, vagy a
meérés erre visszavezethetS. (Sok esetben a kisérlet megfelels tervezésével ez meg-
valosithato, hiszen a digitalis kijelzést mérémiiszerek elterjedése el6tti szerkezetek
pontosan ilyen elven miikodtek.)

Egy mésik szamba vehet6 megoldas, amely lényegesen tobb lehet&séget hordoz
magaban, az egymast kovets képkockik szadmitogépes kiértékelésében rejlik. Ter-
mészetesen itt elGtérbe keriil az optika okozta torzulas korrekcidjanak kérdeése,
hiszen ez a tényezs jelentGsen befolyasolhatja a mérés pontossagéat.

2.1.1. Meérés a felvételekrsl kozvetleniil leolvasott értékek
alapjan

Az els6 példaban egy a fizika teriiletérdl jol ismert mozgasformahoz, a lejtén
legordiils golyd egyenesvonalii egyenletesen gyorsulé mozgasahoz kapcsolodo kisér-
leti mérést vizsgalunk meg. A test egy allithato hajlasszogi palyan mozog, amelyet
megfelel§ beosztasu skalaval lattunk el (2.1. abra). Ez teszi lehet6vé a megtett
ut leolvasasat. Az egyszeriibb leolvasast segiti a képek utolagos, a felvétel szer-
kesztése soran torténd foliratozasa. Ekkor keriiltek a képekre az adott kisérlet
tovabbi jellemzdi is (lejté hajlasszoge, goly6 tomege és sugara), valamint az egyes
képkockakhoz rendelhetd, a golyd mozgasanak kezdete ota eltelt idd is.

A kiilénbozd hajlasszogekkel késziilt felvételek ,kockazasaval" leolvashatok az
azonos nagysagu utak megtételéhez sziikséges részidsk. Ezeket az adatokat a 2.1.
tablazat tartalmazza. A leolvasott értékeket és a meérési pontokhoz illesztett
parabola-iveket a 2.2. dbra mutatja be.

Jelolje «v a lejt6 hajlasszogét G pedig a mozgd test sulyat. A test egyenletesen
gyorsulé mozgast végez egy a lejtd iranyaban hato allando F' erG hatasara, amely
aranyos a test silyaval és sin a-val:

F =Gsina.
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Om 05m Im 1.5m 2m
T E kb
m=40g  r=22mm gg:geci’sz
2.1. abra.

1°-0s lejtén legordiils golyo.

[ s[m] [00[01]02]03[04]05]06]07]08]09 |
tamry[s] | 0,00 | 1,28 [ 1,85 | 2,30 | 2,66 | 2,98 | 3,26 | 3,54 | 3,78 | 4,02
tlaa[s] | 0,00 | 0,88 | 1,24 | 1,56 | 1,80 | 2,02 | 2,22 | 2,40 | 2,56 | 2,72
tazs[s] | 0,00 | 0,72 [ 1,04 [ 1,27 | 1,48 | 1,65 | 1,80 | 1,97 | 2,09 | 2,22
t(aan[s] | 0,00 | 0,58 | 0,86 | 1,07 | 1,24 | 1,39 | 1,52 | 1,66 | 1,78 | 1,89
tazs[s] | 0,00 | 0,52 [ 0,76 [ 0,96 | 1,12 | 1,25 | 1,38 | 1,49 | 1,60 | 1,70

w»

w

[ s [m] 10 1,1 [ 12 [ 1314 [ 15[ 16 1,7 ] 18] 19 |
tlazimyls] | 4,22 444 [ 4,64 | 4,84 [ 5,02 [ 5,20 [ 5,38 [ 5,54 | 5,70 | 5,88
ta—a[s] | 2,86 | 3,01 [ 3,14 | 3,28 | 341 [ 3,53 | 3,65 | 3,77 | 3,88 [ 3,99
taz3") 2,34 | 2,45 | 2,58 | 2,68 | 2,78 | 2,88 | 2,98 | 3,08 | 3,16 | 3,25
tlaan[s] | 1,99 [ 2,09 | 2,19 | 2,28 | 2,37 | 2,46 | 2,54 | 2,62 | 2,70 | 2,78
tazsys] | 1,79 [ 1,88 | 1,96 | 2,04 [ 2,13 [ 2,20 | 2,28 | 2,35 [ 2,42 | 2,50

»

2.1. tablazat.
A lejtén legordiils golyo szaméra azonos utak megtételéhez sziikséges id6
kiiléonb6z6 hajlasszogek esetén.

A varakozasnak megfelelgen a mérési pontok olyan parabolaivekbdl allo gérbesereg
sereggorbéire illeszkednek, amelyekhez a lejté kdlonboz6 hajlasszogei tartoznak.
A szilard anyagok kristalyosodéasa soran azt figyelhetjiik meg, ahogyan a folya-

dék fazis részecskéi a szilard fazisba beépiilve a szilard—folyadék hatarfeliilet elmoz-
dulésat eredményezik. Lényegében tehét ez a valtozés is tekinthetd mozgasnak,
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s [m]

2.2. abra.
Kilonboz6 hajlasszogi (o =1°, 2°, 3°, 4°, 5°) lejt6kon legdrdiils golyo altal
megtett Ut az id6 fliggvényében.

ahogyan azt a 2.3. abra is mutatja. A szamszeri értékek leolvasasat a kémcsd
mellé helyezett térfogat-skala biztositja. (A mozgokép szerkesztése soran, a 2.1.
abrahoz hasonloan, ennél a felvételnél is felkeriiltek az egyes képkockakra a folya-
mat kezdete 6ta eltelt idéértékek is.) A leolvasott értékeket a 2.2. tablazat tartal-
mazza. A 2.4. abra mutatja, hogy ezek az értékek jol illeszkednek egy egyeneshez,
tehat a hatarfeliilet vandorlasa egyenletes sebességgel tortént.

A fentiekhez hasonldé modon, két kiillonboz6 fazis hatarfeliiletének vandorlasa
figyelhet6 meg és a hozza kapcsolodd mérés végezhetd el gazfejlsdéssel jaré kémiai
reakciok esetében, ahol a gazbiirettabol a keletkezs gaz kiszoritja a folyadékot. A
késziiléket megfelels skalaval ellatva nyomonkévethetjiik a reakeio soran keletkezs
gaz térfogatanak novekedését.

2.1.2. Meérés a felvételek szamitogépes kiértékelésével

A szamitogépes képfeldolgozas soran az egyik elsé 1épés a hattér hasznos infor-
méacioktol valo elkiilonitése. Esetiinkben a hattér alatt olyan képpontokat értiink,
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2.3. abra.
Natrium-acetat kristalyosodasa kémcesében. Jol megfigyelhetd a hatarfeliilet
wvandorlasa” az egymast kovets felvételeken.
A felvételek 3 masodperces (azonos) id6kozokkel késziiltek.

t; [sec] 100 [30]60]90] 120150 | 18,0 | 21,0 | 240
Vilem3] |00 [ 1,3 3149 65 | 83 | 101 | 11,9 | 13,5
AVilem3] [ 13 |18 [ 1,8 [ 1,6 | 18 | 18 | 18 | 16 | -

2.2. tablazat.
A novekeds kristaly térfogata az id6 fiiggvényében, AV; = Vi — V; (1 = 0..7).

amelyek nem mozdulnak el a felvétel soran, tehat nem tartoznak a kévetni kivant
objektumhoz. A probléma jellegébdl adodoan a legegyszertibb hattérmodell al-
kalmazhato, amikor feltételezhetjiik, hogy a képpontok fényessége a mozgastol
fiiggetleniil, csak a kameraba épitett CCD*-re jellemz6 modon, a mérési eredmé-
nyekhez hasonloan normalis eloszlasnak megfelelGen valtozik. Ha tehat egy kép-
pont fényessége jelentdsen eltér az egymast kovetd néhany képkocka (frame) megfe-
lels képpontjait jellemzé fényességértékek atlagatol, akkor azt a képpontot nem
tekintjiik hattérpontnak, hanem azt mondjuk, hogy a mozgd objektumhoz tar-
tozik.

4Charge-coupled Device, azaz toltés-csatolt eszkoz, amelybdl kiilsé aramkor segitségével ki-
olvashato a feliiletére optikailag vetitett teljes kép azaltal, hogy minden, az egyes képpontoknak
megfelels kondenzator képes atadni a toltését a szomszédjanak.
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2.4. abra.
Natrium-acetéat kristalyosodésa.
A kristaly térfogatanak valtozasa az id6 fliggvényében.
(A 2.2. tablazat adatai és a mért adatokhoz illesztett egyenes.)

A képpontok fényességének idébeli és térbeli véaltozasat (I(xz,y,t)) az optikai
aramlas (optical flow) elméletével frhatjuk le. Bar ez az eljards a mi esetiinknél
lényegesen Osszetettebb probléma (mozgd objektum és mozgd hattér) megoldasa-
ban is eredményesen alkalmazhato, ugyanakkor ebbdl adodoéan meglehetGsen nagy
lehet a szamitasigénye is.

A képek kiértékeléséhez a felvételeknek azt a speciélis tulajdonsagat hasznaljuk
61, hogy a vizsgalt objektum egy lényegében valtozatlan hattér el6tt mozog, aho-
gyan ez a 2.5. abran is megfigyelhetS. Ezt a koriilményt figyelembe véve a prob-
léma elég konnyen kezelhetévé valik. Mivel ezeknél a képeknék az egyes képpon-
tokat a szinkodjuk alapjan taroljuk a memoriaban, minden képhez egy-egy matrix
rendelhetd.

Ha tehét az egymast kovetd, feldolgozando képek n sorbol és soronként m kép-
pontbdl allnak, minden képnek megfelel egy olyan n - m tipusi matrix, amelyben
i-edik soranak j-edik eleme tarolja a megfelel6 kép i-edik soranak j-edik képpon-
tjarol a sziikséges informéciot. A probléma szempontjabol elegends a képpontok
fényességét, sziirkeségi fokat tarolnunk a matrixokban. Legyenek A = (a)pm és
B = (b)nm a két feldolgozand6 kép sziirkearnyalatos matrixai. Most képezziik a
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om 05m im 15m  2m
a=3° -
m=40g  r=22mm %2‘1&4

2.5. abra.
3%-0s lejtén legordiils golyd a mozgas két kiilonb6zs pillanataban
(a megtett ut 0,2 m és 1,2 m).

két képnek megfelels A és B matrixokbol a

Cii = bij — ai’j ha bij Z ai]’
& 0 ha bij < Qjj

szabaly alapjan a C matrix® elemeit. C-ben a véltozatlan hattér pontjainak meg-
felel6 elemek nulldhoz kozeli értéket kapnak, és csak azok az elemek térnek el
jelentGsen nullatol, ahol a két kép is jelentGsen kiilonbozik, azaz a mozgd objek-
tumnak megfeleld részletekben (2.6. abra).

A probléma szempontjabol tehat a képpontok két csoportba sorolhatok. A
hattér pontjai szdmunkra lényegtelenek, és ezekhez képest szeretnénk kiemelni
a feladat szempontjabol az informéciot hordozo pontokat, a mozgd objektumok
pontjait. A valésdgban nehéz megoldani, hogy a két kép egymasnak megfelel
pontjaihoz azonos intenzitasérték tartozzék, de kiilonbségiik lehet elegendGen kicsi,
ha a szineket alkalmas modon valasztjuk meg (s6tét hattér, vilagos objektum).
Jobban elkiiloniilnek a két csoport pontjai, ha a ¢;; elemek alacsony értékid bitjeit
egyszertien elhagyjuk. Raadasul ez a megoldas a kép késébbi kiértékelését is egy-
szertibbé teheti.

C=(B-A)
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2.6. abra.
A 2.5. abra képeinek ,pozitiv kiilonbsége”, valamint a goly6 egy kornyezetének
kinagyitott részlete az intenzitasértékek alapjan rajzolt hisztogramokkal.

A tovabbi feladat a mozg6 objektum helyének meghatarozasa. Ha a C méatrix
minden oszlopahoz hozzarendelnénk az oszlopbeli elemek Osszegét, azt tapasztal-
nank, hogy azokhoz az oszlopokhoz tartozik nagyobb Gsszeg, amelyekben tobb
vilagos képpont tartozik a képen, amelyek a mozgd objektumot irjak le. A sorok
elemeinek Osszegzésével hasonlo eredményre jutunk (2.6. &bra). Ez a folismerés
alkalmas lehet a golyd helyének meghatarozasara a képen. Legyenek tehat az n
elemd V vektor valamint az m elemtd W vektor elemei

m n
V; = E quj, wj = E Cij
j=1 =1

modon megadva.

Az objektum pozicidjanak kozelitéséhez szamitsuk az oszloppozicidknak az osz-
lop elemeinek Gsszegével stlyozott j atlagat, valamint a sorpozicioknak a sor ele-
meinek Osszegével stlyozott i atlagat:

m n

R Uw) > (i-v)
32%7 g:zzl

n
> wj > Ui
i=1 i=1

Megjegyezziik, hogy adott esetben — a kiértékeléshez sziikséges id6 csokkentése,
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és a kép esetleges zavaré részleteinek® kikiiszobolése érdekében — célszert lehet
kijeldlniink a C méatrixon egy olyan almatrixot, amely megfelel a kép azon részének,
ahol a golyé mozgésa soran elhaladhat. Mindezt figyelembe véve j és i szamitésa
az alabbiak szerint modosul:

h l l h
t(ge)  A(ge)
Jj=g i=k . i=k Jj=g9

J= ho 1 ; t= Ik
> 2 cij DODIREY
j=gi=k i=k j=g

(ahol 1 <k <i<l<nvalamint 1 < g<j<h<m).

A fentebb ismertetett eljarast méas kisérletek képeire alkalmazva esetleg més
modot kell talalnunk a sziikséges informécio C matrixbol torténd kinyeréséhez.
Natrium-acetat-kristaly sikban valé novekedésének két fazisat, és a fenti eljaréas

2.7. abra.
Natrium-acetat kristalyosodaséanak 6. és 7. masodpercében késziilt felvétel,
valamint a két felvétel ,pozitiv kiillonbsége”.

alkalmazasanak eredményét mutatja be a 2.7. abra. Az igy keletkezett korgytirti
jol szemlélteti az 1 mésodperc alatt bekdvetkezett névekedést. Ebben az esetben
megadhato olyan 6 > 0 konstans, amelynél nagyobb C beli elemek szdma hordozza
a megfelels informaciot. A korgytrtt alkotd pixelek szama aranyos az adott idé
alatt kivalt anyag mennyiségével.

Ha azonban képezziik a V és W vektorokat is (a 2.8. abra szemlélteti a vek-
torok elemeinek értékeit), azok feldolgozasaval kovetkeztethetiink a korgytirik at-

SMivel az eljaras az egymaést kovets képek minden véltozasara érzékeny, ilyen zavar6 részlet
a 2.5. abra képein a jobb als6 sarokban kijelzett id6 is, ami természetesen kockarol kockara
valtozik. Ez a valtozéas ,nyomot hagyott” a 2.6. abran is.
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M

>

2.8. abra.
Natrium-acetat kristalyosodasanak 2. és 3., valamint a 6. és 7. masodpercében
késziilt felvételek ,,pozitiv kiillonbségei”.

méréjére”, amibél aztan az anyagmennyiség szamolhato.

Ha most a C matrix elemeinek el6allitasa a
cij = |bij — aij|

Osszefiiggés alapjan torténik, a miivelet szimmetridja miatt a mozgd objektum
helye mindkét fazisban lathatova valik a C maéatrix alapjan késziilt 2.9. &bran.
Ebbdl elgallitva a V és W vektorokat, adott esetben két-két kiugro értékesoportot
talalhatunk a vektorok elemei kozott. A poziciok becslése csak akkor torténhet a
korabban ismertetett moédon, ha el6tte megtorténik azok elszeparélasa.

2.2. Jelenségtsl a modellig

A differencialegyenletek tanulméanyozasaval, felallitasaval és a differencialegyen-
letes modellek vizsgalataval foglalkozo forrasok szerzéi motivacioként a legkiilonbo-
z6bb példakat emlitenek: baktériumok szaporodasa, radioaktiv bomlés (exponen-
cialis novekedés), fert6z6 betegségek okozta jarvanyok lefolyasa, informacio ter-

"Tanulsagos megfigyelni az igy keletkezett korgytriik szélessegét.
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2.9. abra.
A 2.5. abra képeinek ,abszolut kiilonbsége”.

jedése (logisztikus novekedés). Ugyanakkor kevés példat lathatunk, amely alkal-
mas a modellalkotas kezdeti szakaszanak bemutatasédra. Ezekben a példakban
altaldban nem kap kell6 hangsulyt az, hogy a modellezni kivant rendszer megis-
meréséhez méréseket kell végezni, hogy a torvényszertiségek alapjaul, amelyek
segitségével leirhatjuk a valtozasokat, ezek a mérések szolgalnak. Bizonyos esetek-
ben indokolt lehet olyan jelenség valasztasa, ami kisérleti mérésekkel konnyebben
alatamaszthaté és még a felsoroltaknal is egyszertibben modellezhetd.

A szilard anyagok egyik csoportjat a kristalyos anyagok alkotjak. A fentieken
tul ennek gyakorlati jelentGsége is indokolhatja a kristalyosodés folyamatéanak vizs-
galatat.

2.2.1. A jelenség leirasa

Bizonyos tulajdonsagai miatt a natrium-acetat kiilondsen alkalmas a folyamat-
tal kapcsolatos mérések elvégzésére, a modellezés alapjaul szolgald Osszefiiggések
megallapitaséra.
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Egy kémcsébe natrium-acetat tultelitett oldatat toltjiik. Az anyag egy krista-
lyanak behelyezésével elinditjuk a kristalyosodas folyamatéat. Az atalakulas sebes-
sége idealis (nem til gyors vagy kivarhatatlanul lasst) és az atalakulas jol figyelem-
mel kisérhet6 (2.3. abra). Ugyanakkor a kisérletnek olyan csekély az eszkoz- és
anyagigénye, hogy akar ,hazi” koriilmények kozott is elvégezhets. Ezek egyiittesen
teszik lehetévé a sziikséges pontossagi mérések egyszerd eszkozokkel vald végre-
hajtasat.

2.2.2. A matematikai modell

Mivel a kristalyosodas folyamatat kivanjuk modellezni, természetesnek tiinik,
hogy a kristaly (szilard fazis) X(¢) anyagmennyiségét tekintjiik allapotvaltozo-
nak. A kisérleti mérések alapjan feltételezziik, hogy az idGegység alatt a szilard
fazisba keriil§ a anyagmennyiség fiiggetlen a mar kivalt anyag mennyiségétol és a
t id6ponttol:

Xt+1) - Xt =a (t>0). (2.1)

A kovetkezo idGpillanatra tehat a szilard fazis anyagmennyisége a-val ng. Jeloljiik
a két allapot kozott eltelt id6t h-val, hogy a probléméat altalanosabban tudjuk
lefrni. Ha nagyobbnak valasztjuk az idGintervallumot, akkor t6bb anyag valik ki,
ha kisebbnek, akkor kevesebb, tehat « fiigg h-tol: a(h).

Tehat a (2.1) egyenlet

X(t+h) —X(t)=a(h)  (t>0) (2.2)

alakban irhato fel.

A tapasztalat alapjan az is nyilvanvalo, hogy

}ILILI}) a(h) =0. (2.3)
A 2.2. tablazat és a tablazat adatainak felhasznalasaval késziilt 2.4. abra alapjan
feltételezhetjiik, hogy h és a névekedés kozotti Osszefiiggés az egyenes aranyossag.
Ha tehat nagyobbnak valasztjuk h-t, vele aranyosan né az ez id¢ alatt keletkezd
szilard anyag mennyisége is. Igy 3A\; € R (A\; > 0), hogy a(h) = A\jh (ahol \; t-t6l
és h-tol fiiggetlen, csupan a rendszerre jellemzé allando):

X(t+h) — X(t) = alh) = Aih (2.4)
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A (2.4) Osszefiiggést osszuk el h-val és h-val tartsunk 0-hoz:
dX(t X(t+h)—X(t
() Xtk - X0

f— 2.5
dt h—0 h At (25)

Tehat a kisérlettel bemutatott jelenség a kovetkezs differencidlegyenlettel irhato
le:
dX(t)

7dt = )\1 (0 < )\1) (26)

2.2.3. A jelenség kémiai magyarazata

Fontos megjegyezniink, hogy a kristaly névekedésének sebessége (a szilard fazis
anyagmennyiségének novekedése idGegység alatt) valtozatlan koriilmények kozott
a kristaly feliiletének nagységatol és az oldat pillanatnyi koncentraciojatol figg.
A kisérlet soran natrium-acetat (NaAc) taltelitett oldatat allitottuk els. A NaAc,
mint az ionkristalyos anyagok, a kristalyracsukban vizet (igynevezett kristalyvizet)
kotnek meg. A megkotott viz mennyisége jol jellemzi az adott ionkristalyt. A NaAc
trihidrat esetében 1 moél NaAc-ra 3 moél viz jut (NaAc -3H20). A s6 kristalyhidrat
tartalma a melegités soran tavozik a racsbol és a natrium-acetat oldott allapotban
marad az edényben. Mivel a kristalyok lényegében sajat kristélyviziikben oldodtak
fel, a tultelitett oldat is termeészetesen abban a (mol-) aranyban (1:3) tartalmazza
az OsszetevGket, mint a kristalyos allapoti anyag.

A kristalyosodas megindulasat az oldatba helyezett kristaly biztositja. A tel-
jes kristalyosodési folyamat sorén, a racsba beépiil§ anyagmennyiségek aranya is
ugyanez lesz, tehat az oldat koncentracioja mindvégig allandé marad. A folyamat
kezdeti (rovid) szakaszatol eltekintve a novekedd kristalynak az oldattal érintkezd
feliilete szintén valtozatlan. A fenti két koriilménybdl az kévetkezik, hogy a hatar-
feliilet id6ben egyenletesen halad elére.

2.2.4. A modell altalanositasa

Kémiai szempontbdl valojaban ugyanezek a véltozasok mennek végbe a jol
ismert melegit parndcska (2.10. &bra) hasznalata® soran is. Alkalmazasakor 1é-
nyegében a melegitéskor elraktarozott hét nyerjiik vissza.

8Melegités hatasara felbomlik az ionkristaly, létrejon a NaAc tultelitett oldata. A krista-
lyosodas megindulasat pedig az a mechanikai hatas okozza, amit a benne talalhato rozsdamentes
lapocska ,,megpattintasaval” hozhatunk létre.
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2.10. abra.
Natrium-acetat-oldatot tartalmazo melegité parna.

Ebben az esetben, ha a parnacskat elég vékonynak képzeljik, idealizalhatjuk
a jelenséget tgy, hogy a kristalyok névekedése egy pontbdl kiindulva a sik min-
den iranyaban, korkordsen jatszodik le, hiszen ahol a kristaly az ,edény” falaval
érintkezik, nem novekedhet tovabb, mert a névekedés csak a kristaly és az oldat
hatarfeliiletén mehet végbe. Tudjuk, hogy a névekedési folyamat sebessége fligg a
kristaly feliiletének nagysagatol. Modelliinkben ez aranyos a kor

K(t) = 27R(t) (2.7)

kertiletével.

A kisérlet tapasztalatait ugy is értékelhetjiik, hogy a hatarfeliilet egyenletes
sebességgel halad, melynek R(t) elmozdulasa egyenesen aranyos az eltelt idével.
A hatéarfeliilet, a tér egy adott iranyaba valé elmozdulasa:

R(t) = ot. (2.8)

A szilard fazisba beépiils anyagmennyiséget a kor sugara hatarozza meg a h id6-
tartam alatt:

alh) = X(t+h) — X(t) = BK (t)h. (2.9)

(A valosagban a kristaly forméja korhengerrel kozelithets. Palastjanak teriilete a
magassag és a K (t) keriilet szorzata. A magassagot a § € R konstans alkalmas
megvalasztasaval vehetjiik figyelembe.)
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A (2.7) és (2.8) Osszefiiggések alapjan lathato, hogy (rogzitett h esetén) a(h)
aréanyos az eddig eltelt idével minden id&pillanatban:

a(h) = X(t+h) — X(t) = Aath  (\y = 207). (2.10)

A (2.10) Osszefiiggést elosztva h-val és h-val tartva 0-hoz:

dX(t) . X({t+h)—X(t)
Y = lim Y — )\t 2.11
dt neo h Aot 211)
Tehat a NaAc-kristaly 2-dimenziés novekedése a
dX(t
dt( ) =Xt (0<\p) (2.12)

differencidlegyenlettel irhato le.

Ha a kristaly novekedésének semmiféle mechanikai akadalya nincs, és szabadon
novekedhet a tér minden irdnyaban, akkor a névekeds kristalyt gombszimmetrikus-
nak tekinthetjiik és a novekedés sebessége a gémb

F(t) = 4w R*(t) (2.13)

felszinével lesz aranyos. Az el6z6hodz hasonld gondolatmenet alapjan az alabbi dif-
ferencidlegyenlethez jutunk:
dX(t)
dt

=3t (0< A3) (2.14)

2.2.5. Az altalanositott modell kisérleti igazolasa

A kristalyositas koriilményeinek megvaltoztatasaval valoban egészen mas ered-
ményre juthatunk a jelenség megfigyelése soran. A kisérletet egy kristalyositod
talkdban elvégezve a kristaly novekedése kevésbé van korlatozva. Igy a hatar-
feliilet az oldat felszinével parhuzamosan, egy kozos kiindulopontbol a sik minden
iranyaban egyenletesen halad el6re, ahogyan ez a 2.11. dbran is megfigyelhets. En-
nek megfelelgen a kristaly alakja — a névekedés minden pillanataban — jol kozelit-
hetd egy-egy megfelels atmérsji korlappal. A keletkezett szilard anyag mennyisége
tehat jol jellemezhet§ ezen korok atmérdgjével vagy teriiletével a kristalyosodas min-
den pillanataban. A 2.3. tablazat ezeket az értékeket tartalmazza a folyamat elsd
10 masodpercében mésodpercenként.

Az atmérg valtozasa lényegében a hatérfeliilet kézépponttol vald tavolodasat
fejezi ki, igy nem megleps a 2.4. és a 2.12. &brak kozotti hasonlosag, hiszen
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2.11. &bra.

Natrium-acetat kristalyosodéasa a folyamat elsé 8 masodpercében.
(A felvételek masodpercenként késziiltek.)

t [s] 1 2 3 1 5 6 7 8 9 [ 10
dlem] | 0,9 | 1,7 | 25 | 34 | 41 | 49 | 57 | 65 | 72 | 81
Tlem?] | 0,64 | 2,27 | 4,91 | 9,07 | 13,5 | 19,2 | 25,5 | 332 | 41,3 | 51,5

2.3. tablazat.
A novekeds kristaly atmérGje (d) és vetiiletének teriilete (T') az id6 fliggvényében.

mindketts a hatarfeliilet elmozdulasat irja le.

Tudjuk, hogy egy kor teriilete sugaranak négyzetével aranyos. Ha tehéat a sugar
az id6ben linearisan valtozik, akkor a teriilet nagysiga — ami aranyos a kristaly
anyagmennyiségével — az eltelt id6 négyzetével ardnyos. Ezt szemlélteti a 2.13.
abra.

2.2.6. Tovabbi altalanositasok

A matematika torténetében a XVII. szézad talan legnagyobb folfedezéseit a
differencidl- és integralszamitas és a hozza kapcsolodd eredmények jelentették.
Mindezek aztan nagy lendiiletet adtak a tobbi tudomanyteriilet fejlédésének is,
lehet&vé téve ezzel a legkiilonbo6zEbb jelenségek matematikai eszkozokkel valo leiré-
sat. Talan a kor technikai szinvonalanak kdszonhetGen elsk kozott a fizika volt,
ahol eredményesen alkalmaztak ezeket a hatékony matematikai eszkozoket. A dif-
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d [cm]
8
6
4
2
2 4 6 g 10 ° [s]
2.12. abra.
A grafikon a névekedd kristaly atmérdjének valtozasat mutatja az idé
fliggvényében.
T [cm?]
50
40
30
20
10
2 4 6 s 10 © [*]
2.13. abra.

A sikban névekedd kristaly feliiletének valtozasa az id6 fliggvényében.

ferencidlhanyados ismerete tette lehetévé jonéhany alapvetd, napjainkra kozkeletii-
vé valt fogalom definidlasat is.

A mechanika a fizikinak az a teriilete, melynek alapvetd feladata az anyagi
pontok és a merev testek mozgéasara vonatkozo torvények, dsszefiiggések megfogal-
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mazasa. Alkalmas koordinata-rendszerben vektorok segitségével tudjuk magadni
egy anyagi pont helyzetét az id§ fliggvényében:

r =r(t).

Az r(t) tehat matematikai értelemben nem maés, mint egy a valos szamok halmazan
értelmezett, vektor értéki fliggvény, amely altal leirt helyvektor végpontja ,meg-
rajzolja” a mozgo6 pont palyajat. A pont helyét a ¢t id6pontban a

rz(t), ry(t) és r.(t)

koordinatakkal adhatjuk meg.

Onmagaban mér az is jelentds eredmény, hogy igy meg tudunk adni néhany,
a pont elmozdulasat leir6 mennyiséget, de fontos lenne ismerni tovabbi, a palya
szempontjabol pontbeli jellemzdket is. Mivel az adott idépillanat meghatarozza
a pont helyzetét a palyan, ezek a jellemzsk azzal is megadhatok, hogy a mozgas
mely idépillanatat vizsgaljuk. A mozgo6 pont pillanatnyi sebessége a mozgasallapot
megvaltozasat fejezi ki, és a helyvektor id6 szerinti differencidhanydosaként defini-
alhato:

_ dr(t)

2.1
v(t) == (215)
A mennyiség vektorjellege miatt
_da(t) _dy(t) _dz(t)
s (t) = dt vy(t) = at v:(t) = dt

alakban is megadhatjuk azt?, ahol v,(t), v,(t) és v.(t) a v(t) vektor z-, y- és
z-tengelyekkel parhuzamos 0Osszetevéit jeloli. Ha vizsgalatainkat korlatozzuk az
egyenes vonali mozgasok korére, a koordinatarendszer megfelels megvélasztasa
utan az irasmod leegyszertsithetd:

dx(t)

v ==

Egyenes vonalt egyenletes mozgas esetében tehat v(t) értéke allando, ami

dx(t)
dt

= (2.16)

alakban irhato.

9Egy anyagi pont legaltalanosabb térbeli mozgasa elallithaté harom egyenes vonalti mozgés
Osszetételével, és a tovabbiakban v(t) alatt a sebesség z-irdny Osszetevijét, vy (t)-t értjik.
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A mozgas egy masik fontos jellemzGjeként a gyorsulas fogalméanak definiciojat
adjuk meg. Mivel a gyorsulés olyan vektormennyiség, amely a sebesség megvaltoza-
sat fejezi ki, azt egyenes vonali mozgasok esetében

Cdu(t)  dPa(?)
W= =@

alakban irhatjuk le. Egyenes vonalii egyenletesen gyorsulé mozgésrol akkor beszél-
hetiink, ha
Px(t)
dt?

= H2.
(Ahol pg a mozgasra jellemzs valos konstans.) Ebbgl azonban

dx(t)
dt

= pot (2.17)

teljestilése is kovetkezik, ha a mozgd pont kezdetben nyugalomban volt. A (2.17)
Osszefiiggés kifejezi, hogy a sebesség értéke egyenesen ardnyos az eltelt idével.

Folytatva a korabbi gondolatmenetet, amelyben az ut-fliggvény elss, majd méa-
sodik derivaltjainak adtunk fizikai jelentést, jogosan meriilhet f6l a kérdés, hogy
vajon létezik-e olyan mozgéasforma, amelyre a

da(t)  dxz(t)

= = L 2.1

Osszefiigges teljesiil? (Ahol us valos konstans.) Ez ugyanis azt fejezi ki, hogy
a gyorsulas értéke egyenletesen valtozik az id6vel a mozgéas soran. Ugyanakkor,
ha a mozgas nyugalmi helyzetbdl indul, akkor a sebességét az alabbiak szerint
frhatnank le:
dx(t)
dt

Ilyen mozgas valdsulna meg példaul egy fiiggslegesen folfelé inditott rakéta eseté-
ben, ha a hajtéanyag csokkenésébdl és az inditas helyétsl valod tavolodasbol adodo
gravitacios er6 csokkenés figyelembe vételével adagolnank az {izemanyagot tugy,
hogy a gyorsito erd egyenletesen névekedjen.

Masik lehetség az egyenes vonalt, egyenletesen valtozd gyorsulit mozgas meg-
valositasara, ha egy test olyan « hajlasszogi lejtén cstszik le, ahol a surlodasi
egyiitthatd a megtett uttal linearisan csokken. A lejtén valdo mozgas esetében
ugyanis a gyorsitd erd a surludasi er§ és a gravitacios erd lejtével parhuzamos
Osszetevijének eredGjeként all eld.

= ust? (2.19)
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Osszevetve a fenti (2.16), (2.17), (2.19) egyenleteket a korabbi (2.6), (2.12) és
(2.14) egyenletekkel szembeotls az egyezGség annak ellenére, hogy merében méas
jelenségeket irhatunk le veliik.
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3. Fejezet

Matematikal hattér

»A matematika hozzdszoktatja a szemiinket ahhoz,
hogy tisztdn és vildgosan ldssa az igazsdagot”

RENE DESCARTES

Szamtalan kivalo szakirodalom foglalkozik a kiilonféle differencidlegyenletek
csoportositasaval és matematikai megoldasaival. Itt csupédn a téma pontosabb
behatarolasa céljabol érintiink néhany fontos kapcsolodo fogalmat.

Lényegében differencidlegyenleteket adtunk meg az el6z6 fejezetben is (krista-
lyosodas és kiilonbozs egyenes vonali mozgéasok leirasa soran), mikor arra ke-
restiink valaszt, hogyan névekszik a szilard anyag mennyisége az id6 elére ha-
ladtaval, vagy hogyan véltozik egy mozgast végzs test altal megtett Ut az idé fiigg-
vényében. Mar ott félmeriilt annak sziikségessége, hogy az allapotvaltozo értékét
elgallito fiiggvény (a szilard anyag mennyisége, a megtett ut) kiillonb6z6 derivalt-
jaira hivatkozzunk. Emlitettiik mar, hogy a differencidlegyenletek megoldasait
ilyen fliggvények jelentik. Szolgaljon alapjaul most ez néhany alapvetd fogalom
bevezetéséhez.

A jelenségek természeténél fogva gyakran azok idébeli valtozasat vizsgaljuk.
Ezért és torténeti szempontbdl is fontos az idébeli valtozasok leirasa. IdGben lejat-
sz0d6 folyamatok példaul egy baktériumtenyészet novekedése, valamely termék
keletkezése adott kémiai reakcidoban, vagy akar a mobiltelefont hasznalok szamé-
nak valtozasa az orszagban'.

I Természetesen mas Osszefiiggésben lehet értelme ezek térbeli alakulasat is vizsgalni.
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Ha azonban csak az idébeli valtozasokra szoritkozunk, vagy a tér egy kitiin-
tetett iranyaban haladva vizsgaljuk a valtozasokat?, vagy még altalanosabban;
valamely valtozd mennyiség — példaul a hémérséklet — hogyan befolyasolja a rend-
(vagy a nyomaés valtoztatasa a reakciotérben milyen hatéssal van az atalakulas
sebességére), akkor az ilyen differencidlegyenletek megoldasai mindig a valos szé-
mok halmazén értelmezett fiiggvények lesznek. Ilyen esetekben kézonséges diffe-
rencidlegyenletekrsl vagy egyenletrendszerekrdl beszéliink.

Azokat az egyenleteket, amelyeknek tobbvaltozos fiiggvények a megoldasai, és
ezeknek fiiggvényeknek kiilonbozd valtozoik szerinti parciélis derivaltjai is szerepel-
nek az egyenletekben, parcidlis differencialegyenleteknek nevezziik. Nagyon fontos
jelenségek (hévezetés, hullamok terjedése, rezgd hur illetve membran viselkedése)
matematikai leirdasaban fontos szerepet jatszanak.

3.1. Néhany differenciadlegyenletekkel kapcsolatos
fogalom

Jejolje y azt a fliggvényt, amelynek a helyettesitési értéke az - helyen y(x). Ez
azt jelenti, hogy egy P(z,y) pont esetében, csak az y fliggvény pontos ismeretében
tudjuk megmondani, hogy a sikon hol is van val6jaban a P.

Legyen példaul y(z) =22 (V z €R).

Most mar tudjuk, hogy az 6sszes ilyen pontok halmaza egy az origon athalado
parabolat ir le. Az y(x) teljes értelmezési tartomanyan igaz, hogy

y'(z) = 2z. (3.1)

Formalisan val6jaban egy differencidlegyenletet kaptunk. Az ismert derivalasi sza-
bélyok alapjan azonban azt is tudjuk, nem csak a fent bevezetett y(z) = z?
megoldasa ennek az egyenletnek, hanem az 0sszes

g(x) =2 +c

alaka fliggvény is (V ¢ € R). Ezek alapjan azt is mondhatjuk, hogy végtelen
sok megoldast talaltunk, és ezeknek a képei az y—tengely mentén valo alkalmas
eltolasokkal atvihetSk egymasba. Tehat az egyes parabolak a c¢ értékével jelle-
mezhetdk, azaz c rogzitésével kivalaszthatunk egy parabolat. Ugyanakkor azt is

2 Ahogyan a neutralis szal alakjat irja le a (7.5) egyenlet.
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kiinnyt latni, mivel ¢ tetszGleges valos szam lehet, a stk minden P pontjdhoz talal-
hato parabola, amely athalad azon. Az ehhez tartozo fliggvény esetében képezve
a §'(z) = (2% + ¢)" differencialhdnyadost, geometriai értelemben a sik minden
pontjahoz hozzarendeltiik a ponton athalad6 gorbe érint§jének meredekségét.

A differencialegyenleteknek ezt a tulajdonsagat szemléletesebbé tehetjiik, ha az
y(x) értelmezési tartomanyabol elhagyjuk az x = 0 helyet, és (3.1)-et az alabbiak
szerint alakitjuk &t:

y'(z) = 2%2, azaz Yy (x) = 2@. (3.2)

Bar igy egy masik differencidlegyenletet nyertiink, és az eredeti fiiggvény ennek
is csak egy megoldasa lesz, fentiek mégis alapjaul szolgalhatnak a kovetkezs al-
talanositasnak.

Legyen T C R? tartomany ¢s f: 71T — R, ekkor az

y'(x) = f(z,y(2)) (3.3)

egyenlet a (2.6), (2.12), (2.14), (2.16), (2.17), (2.19), (3.1) és a (3.2) egyenletek
altalanositasaként tekinthets®.

A (3.3) egyenlethez hasonlo egyenleteket els6rend kozonséges explicit differencial-
egyenleteknek nevezziik.

Tovabbi altalanositas eredményeként nyert

y " (2) = f(@,y(2),y (@),....y" V(@) (3-4)

egyenletet n-edrendii kozonséges explicit differencidlegyenletnek? nevezziik
(ahol T C R"*! és f : T — R), ugyanis (3.4)-b6]l n = 1 esetén (3.3)-at kapjuk.

Az y: I — R (I CR intervallum) fliggvény akkor megoldasa (3.4)-nek, ha

- y n-szer differencialhato,
- (z,y(2).y/ (@), .y (@) €T,

- y(2) = f(z,y(@), ¥ (@), ...,y (2))

3A kés6bbi fejezetek (4.2), (4.4), (7.1) és (7.2) egyenletei is ilyen alaktak.
4Néhany tovabbi masodrend egyenlet: (4.16), (7.3), (7.5), (7.6), (7.9), (7.10) és (7.11).
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teljestil (V. z € I).

Most legyen y(x) = <y1(:r), Y2(T)y oy Yn (x)) (i = 1,...,n) vektorfiigg-
vény. Ekkor az

vi(@) = fi(z,y1(2),52(2), .. yn(2))  (i=1,...,n) (3.5)

egyenletekbdl allo elsérendii kozonséges explicit differencialegyenlet-rendszerhez®
jutunk (ahol T C R™*! és f; : T — R), ugyanis (3.5)-bSl n = 1 esetén (3.3)-at
kapjuk.

Az y:I—R" (I CR) fiiggvény akkor megoldasa (3.5)-nek, ha
(1) y n-szer differencialhato,
(2) (z,91(2),92(2), ..., yn(2)) €T,
(3) vi(2) = f(2,y1(2), 92(2), ..., yn(2))

teljesiil (V. x €1).

A korabbiakban méar lattuk, hogy egy differencialegyenlet megadasa bizonyos
értelemben ekvivalens egy goérbesereg megadaséaval.
Most jarjunk el forditva: definialjuk a gorbéket, és keressiik meg hozzajuk azt a
differencidlegyenletet, amelynek megoldasait az adott gérbéket leird fiiggvények
jelentik.

Adjuk meg az origd kozéppontu koroket leiro differencialegyenletet. Az ilyen
koncentrikus korok esetében teljesiil, hogy a koézos kozépponton athaladé — az x-
tengellyel ¢ szoget bezard — e egyenesre illeszkedd P(z,y) pontjaik esetében

Y

S =¢ (z #£0).
Tehat ¢ értéke fiiggetlen a sugartol, csupan a ¢ megvalasztasatol fiigg, és rogzitett
¢ esetén e minden pontjaban® teljesiil (Id. a 3.1. 4brat). Ez a hanyados — a ¢
tangense — alkalmas az e egyenes iranyanak jellemzésére. Tudjuk, hogy a P-n
athaladd kor érintGje merdleges az e egyenesre P-ben, hiszen e athalad a kor
kozéppontjan. Az érintdk iranya —c ™! értékével adhaté meg a merdlegesség miatt.

5Néhéany elsérendti egyenletrendszer: (4.1), (4.7), (4.11), (4.12), (4.14), (7.12) és (7.13).
STermészetesen az origot kivéve, de ezt az (x # 0) feltétel is kizarja.
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3.1. abra.
Origo kézéppontu koncentrikus korok.

Ha tehét egy korvonal valamely P pontjanak masodik koordinatajat y(x) fiiggvény
segitségével adhatjuk meg, akkor az y'(z) alkalmas a kor érintgjét jellemz6 irany

megadasara a P-ben. Az
T

/
y(@) =
y(x)
differencidlegyenlet pedig pontosan ezeket a koroket irja le a differencialhanyados

geometriai jelentése alapjan.

Most adjuk meg azoknak a koroknek a differencidlegyenletét, amelyek egymast
és az y = —x egyenest az origdban érintik. Geometriai ismereteink alapjan az ilyen
korok kozéppontjai a koordinata-rendszer 1. és IT1. negyedébe esnek és illeszkednek
az y = x egyenesre, ahogyan ez a 3.2. abran is lathato.

Jelolje O(u,u) tehat egy ilyen kor kozéppontjat. Ekkor a kor egyenlete
(x —u)? + (y — u)? = 2u?
alakban irhat6. A hatvanyozas és egyszeriibb atalakitasok utéan

22 +y? —2u(z+y)=0
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6
3.2. 4bra.
Az y = —x egyenest origdban érints, az z-tengely adott pontjain athaladé korok.

forméban kapjuk meg a kor egyenletét. Ezt = szerint derivalva az egyenlségbdl
kifejezhets az u:
z+yy
=iy
Az u-ra igy kapott kifejezést a kor egyenletébe visszahelyettesitve az a kovetkezd
alakra hozhato:

o tayy +ay+yPy

1+ B
Lathato modon (3.6) csupan azonos atalakitasokkal nem hozhato (3.3) alaktra. Ez
csak azt jelenti, hogy az egyenletnek ebben a forméjaban nem tudunk geometriai
jelentést tulajdonitani, és az egyszertbb irasmod érdekében célszert bevezetni az

F(a,y(@),y' (2),...,y" (@) =0 (3.7)
altalanos alakban irhaté n-edrendd kozdnséges implicit differencidlegyenlet fo-
galmat. Ahol F': D C R"™2 — R adott folytonos fiiggvény.

Az y: I — R (I CR) fiiggvény akkor megoldasa (3.7) differencialegyenletnek,
ha

0 (3.6)

22 +y? -2
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(1) y n-szer differencialhato,
(2) (z,y(x), v/ (2),...,y" " V(x),y™ (2)) € D,
(3) F(z,y(),y' (x),...,y" D(2),y™ (x)) =0

teljesil (V. z€I).
(Az (3.7) alaki egyenletek altalaban tobb explicit egyenlet megadasa mellett old-
hatok meg.)

3.2. Kezdetiérték-probléma

Ahogyan azt mar a korabbiakban lathattuk, gyakran a differencidlegyenletekkel
bizonyos jellemz&k idGbeli valtozasait kivanjuk lefrni. Ilyen esetekben célszertinek
latszik a fliggvények id6 szerinti derivaltjanak ismert jelolését alkalmaznunk. En-
nek megfelelen példaul a sebesség definiciojakor megadott (2.15) Osszefliggést

v(t) = i(t)

alakban is frhatnank.
Az algebrai egyenletekhez hasonloan egy differencidlegyenlettel kapcsolatban is
folmeriilnek a kérdések: Létezik-e megoldasa? Hany megoldasa van?

Differencialegyenletes modellek esetében gyakran adodik olyan koriilmény, ami-
kor keressiik az

X(0) = F(1.X(1) (3.8)
egyenlet olyan megoldéasat, ahol
X(to) = Xo (3.9)

teljestil, azaz a megoldasgorbe athalad a Py(to, Xo) adott ponton. Az ilyen problé-
méakat kezdetiérték (Cauchy-féle) feladatoknak nevezziik.

Ha példaul idébeli valtozasokat vizsgalunk, ez azt jelenti, hogy ismerjiik a
rendszer allapotéat egy adott idépillanatban, és annak fejlédésérsl szeretnénk tob-
bet megtudni. Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy ilyen esetekben nincs sziik-
ségiink a (3.8) egyenlet Osszes megoldasara. Ha tehat egy rendszert vagy jelenséget
differencidlegyenlettel irunk le, és a ,miikodését” szeretnénk vizsgilni annak egy
adott allapotabol kiindulva, akkor lényegében csak az adott feltételeknek megfelels
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megoldas ismerete sziikséges szamunkra. Ilyenkor a modellek alkalmazésa soran
lényegében kezdetiérték feladatot kell megoldanunk. Geometriai értelemben pedig
a sok gorbe koziil csak azt kell meghataroznunk, amely athalad Py(to, Xo) pon-
ton. A helyzet még ennél is kedvez6bb, hiszen a gyakorlat szempontjabol a legtobb
esetben elegendd, ha a megoldasokat ,csak” tetszéleges pontossaggal” tudjuk elal-
litani. Ez a gondolat elvezet minket a konvergencia fogalménak félhasznalasahoz
ezekben a megoldési modszerekben.

A fentiek altalanos formaban valo leirasahoz legyen adott 7' C R™+! tartomany,
/T — R folytonos fiiggvény és a rogzitett (xo,yo1,-.-,Yon) €T

Az
y " (2) = f(z,y(2),y (@), ...,y (),

y(z)(fbo) :in+17 (iIO,...,TL—l)
feladatot egy n-edrendii kbzonséges explicit differencidlegyenletre vonatkozo kezde-
tiérték-probléméanak nevezziik (amin = 1 esetén (3.8)-nak megfelelsen vy’ = f(x,y)
alakban irhato.)
Ahol az

(3.10)

y(Z)(I’.O) = Yoi+1, (Z :()77”_ 1)
kikotéseket kezdeti feltételeknek nevezziik.
Az y: 1 — R (I CR) fliggvény akkor megoldasa (3.10)-nek, ha
(1) y n-szer differencialhato,
(2) (z,y(z),y'(2),...,y" " D(x)) €T,
(3) y"(x) = f(z,y(x), ¢/ (2),...,y" " D(x))
(4) y(z) (.T}()) = Yoi+1 (Z = 07 e, — 1)

teljestil (V. z € I).

Vélhet6 modon az n-ed rendii differencidlegyenletek esetében a kezdeti feltételek
megadéasa sztikiti a lehetséges megoldasok korét. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy
csak olyan megoldast fogadunk el, amely ,athalad” a T' tartomény

($0>y01>'--;y0n)

"Bz azt jelenti, hogy nagyobb id6, munka, energia vagy mas eréforras igénybevételével a pon-
tossag tovabb névelhetd, ha arra van sziikség. Ahhoz hasonléan, ahogyan a miszaki szamitasok
szempontjabol nélkiilézhetetlen m — ami kéztudottan végtelen tizedestort — értékét is csak a
sziikséges pontossaggal vessziik figyelembe.




3.2. Kezdetiérték-probléma 41

pontjan.

Most tekintsiink egy olyan rendszert, amelynek allapotat tobb valtozodjéval
jellemezziik példaul az id6 fiiggvényében. Az ilyen rendszerek modellje egy alkal-
mas differencidlegyenlet-rendszer lehet. Példaul egy kémiai egyensiilyi rendszerben
méas-mas valtozasok torténnek attol fiiggéen, hogy a rendszer allapotat jellemzd,
egymassal reagild anyagok milyen aranyban vannak jelen. Ilyen reakciot ir le a
(7.13) egyenlet is.

FEzek alapjan azt mondhatjuk, hogy differencidlegyenlet-rendszerek esetében is
van értelme a megoldast bizonyos kezdeti feltételek mellett keresni.

Most legyen
y(z) = (yl(m)yyz(x), e ,yn(x)) :ICR—R"
vektorfliggvény és az y'(z) = (x, y(x)) differencidlegyenlet-rendszer, ahol
f=(fi,....fn): T CR"™ S R™

Keressiik a megoldasat a

Y'(2) =f(z,y(z)), yl(wo)=yo (rogzitett) (3.11)

feladatnak.

Ezt a problémét differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé kezdetiérték feladat-
nak® nevezziik.

Azy = (y1,92,---,yn) : I C R — R" fiiggvény megoldésa a (3.11) kezdetiérték
feladatnak, ha

(1) y n-szer differencialhato,

(2) (z,91(2),92(2),. .. ,yn(2x)) €T,
(3) yi(2) = f(z,y1(2), y2(2), ..., yn(2))
(4) y(zo) = yo

teljesiil (V. x €1).

8 Cauchy-feladat
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Az utobbi két fogalom (n—edrend explicit kozonséges differencidlegyenletre és
n egyenletbdl allo differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozo kezdetiérték feladat)
kozott teremt kapcesolatot a kovetkezd allitas, az atviteli-elv?.

Legyen T C R™*! tartomany, f : T — R folytonos fiiggvény,
(0, Y015 - - - > Yon) = (z0,y0) € T (rogzitett).
Az y : I — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa (3.10)-nek I—n, ha az
(y,9/,...,y""1) fiiggvény n—es megoldésa a

Y1 =Y2

: yi(zo) = yoi (i=1,...,n)
y;L—l = Yn
y;’L :f('r7y17"'7yn)

diffrencialegyenlet-rendszerre vonatkoztatott kezdetiérték feladatnak az I interval-
lumon.

9Az atviteli-elv alkalmazasa lehet6vé teszi, hogy az n—edrendii explicit kozonséges dif-
ferencialegyenletre vonatkozo kezdetiérték-problémak vizsgalatat differencidlegyenlet-rendszerre
vonatkozo kezdetiérték feladatok megoldasara vezessiik vissza.



4. Fejezet

Egy modell gyakorlati
alkalmazasi lehet&dségei

»Ez mindig megdobbentd élmény.

Az embert meglepi, hogy elmesziileménye csakugyan
megualdsulhat odakint, a tényleges vildgban.

Nagy megrdazkodtatds és nagy-nagy orém.”

LEO KADANOFF

Az el6zGekben targyalt valamennyi jelenség esetében csupéan egy jellemzsjiiket
figyelembe véve irtuk le az allapotuk valtozasat. Bonyolultabb rendszerek megfelels
leirdsahoz altalaban tobb mindent kell szamitasba venni. Legyenek

X1(t), Xa(t), ..., Xu(?)

azok a valtozo értékek, amelyekkel az adott rendszer allapotat jellemezni tudjuk a ¢
idépontban. Az X;(t)-k tekinthetsk az X(t), a valos szamok halmazéan értelmezett
vektor értéki fiiggvény komponenseiként is. A rendszer valtozéasat kifejezs diffe-
rencidlegyenlet tehat az X(t) fiiggvény valtozasat irja le a kovetkezs altalanos
formaban:

X(t) = £(t,X(t)).

43
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A tovabbi vizsgéalodas céljabol tekintsiik a

Xi(t) = (61 FanXi(t) + a2 Xo (t))X1 (t) + 1 Xa(t) + e1
(4.1)
Xg(t) = (bg + a1 X1 (t) + a22X2(t))X2(t) + X4 (t) + e9

differencidlegyenleteket (ahol a1, aia, b1, c1, €1, as1, 22, ba, ca, €2 valos kons-
tansok, X (t), Xo(t) pedig a valos szamok halmazan értelmezett valos érték fiig-
gvények). Nem titkolt célunk, hogy a (4.1) egyenletekkel valamely rendszer két
jellemzgjének valtozéasat irjuk le. Nyilvanvalo, hogy

a2 =0, c1 =0, az1 =0, c2=0

esetén az X (t) allapotvaltozo értéke nincs hatéassal Xo(t) valtozasara és forditva,
X1(t) sem fligg Xo(t) értékétsl. Ebben az esetben két fiiggetlen rendszerként
is tekinthetjiik azokat. A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy a (4.1) egyenletek
milyen feltételek mellett felelnek meg valamely jol ismert modellnek.

4.1. Exponencialis névekedés (Malthus-modell)

Az angol nemesi csaladbol szarmazoé Thomas Robert Malthus (1766-1834)
az els6k kozott foglalkozott a populaciodinamika kérdéseivel. Modelljét arra az
egyszerd felismerésre alapozta, hogy a tapasztalatok alapjan nagyobb létszamu
kOzOsségekben” tébb utod sziiletik.  An Essay on the Principle of Population
(1798) cimd munkajaban egy az

N(t) = kN(t) (4.2)

egyenlethez hasonlé egyenletet javasolt a populacié véltozasanak leirasara. (Ahol
N(t) jelenti a populécié nagységat a t idSpontban, és a k € R noévekedési rata
hatarozza meg a valtozas iitemét és iranyat.)
Malthus elképzelésének megfelelGen az egyenlet tehat azt fejezi ki, hogy a
populacié nagysaganak megvaltozasa ardnyos annak pillanatnyi nagysagaval.
Modellje segitségével egy akkoriban meglepd, varatlan megallapitast tett. Ab-
bol a tapasztalatbol, hogy mig a létfenntartashoz sziikséges javak, mint példaul az

L Forrds:
BirABEN, N.J., Essai sur l’évolution du nombre des hommes, Population (1979)
Livi Bacct, M., A Concise History of World Population: An Introduction to Population Pro-
cesses, Blackwell Publishing (2001)
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4.1. abra.

A Fold népességének alakulasa ie. 400-tol 2000-ig!.
A XVI. szazadot megel6zd idére vonatkozolag csupan kovetkeztetés és becslés utjan elsallitott
adatok allnak rendelkezésre, ezért Malthus csak az a-val és b-vel jelzett id6pontok kozotti

idGszakhoz tartozo adatokra alapozhatta elméletét.

élelmiszer elGallitasanak novekedése linearis, addig (modellje szerint) a népesség
exponencialisan névekszik?, arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a Fold eltarté
képessége korantsem végtelen. Figyelemre mélto, hogy mar tobb mint két évszazad-
dal korabban, a XVIII. szazad végén felismerte valaki, ezt a napjainkra igencsak
aktualissa valo problémat. Népesedési elmélete a demografia, a politika és a koz-
gazdasagtan fejlédésén tul jelent&s hatassal volt Charles Darwinra is evolicids
elméletének megalkotasaban.
Megfelel§ egyiitthatokat helyettesitve a (4.1) egyenletekbe és alkalmas kezdd
értékeket valasztva )
Xi(t) = b1 Xu(t) (4.3)

alakban, a Malthus-féle egyenlethez hasonl6 forméara hozhatok, ahol

by >0, ai; =0, aiz =0, cp =0, er =0
by € R, a1 € R, asz € R, co =0, es =10

2, Az dllat- és novényvildgban a természet bokeziien szérja az élet magvait, de anndl szikmar-
kubban a tapldlékot és a teret, melyen ez az élet tenyészhet. Ha a foldi élet csirdi adakdlytalanul
fejlédhetnénck, pdr ezer év alatt a vildgok millidit népesithetnék be.”
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4.2. abra.
Az exponencialis valtozas jellegzetes gorbéi.
a: by =+0,3 X1(0) = 10000 X2(0)=0
b: by = —0,3 X1(0) = 10000 X2(0)=0

és X1(0) > 0, X5(0) = 0. A 4.2. abra grafikonjai ezek figyelembe vételével késziil-
tek. A Malthus-féle modell alkalmas a populacié névekve és csokkend valtozasanak
lefraséra egyarant, kiilonosen a novekedés kezdeti szakaszaban, ugyanakkor pon-
tosan az altala folvetett novekedési korlatokat nem képes kezelni.

4.2. Logisztikus névekedés (Verhulst-féle modell)

Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849) belga matematikus 1838-ban tovabb fej-
lesztette Malthus modelljét, amely lehet&vé teszi, hogy figyelembe vegytik a popu-
lacio egyedei kozotti erdforrasokért folytatott belsd versenyt. A ndévekedés zart
kornyezetben, korlatozott eréforrasok mellett folyik, amely visszahat a névekedésre
és akadalyozza azt. Az adott rendszer tehat jol jellemezhets a kornyezet eltartokeé-
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pességével:

N(t) = rN(t)(l - M) (4.4)
K

Ahol r a névekedési rata (Maltus-féle paraméter), K a kornyezet eltartoképessége,

N(t) > 0 pedig jelenti a populacié méretét a t idépontba (r, K € RT).

Az egyiitthatok alkalmas megvalasztasaval a (4.1) egyenlet (4.4)-hez hasonlo for-

méra hozhato:

Xi(t) = (b1 n alle(t))Xl(t)7 (4.5)
ahol
by > 0, a;; < 0, alp = 0, c1 = 0, e =0
bg S R, as € R, a9 € R, Cy = 0, es =0

6 X1(0) >0, Xy(0)=0.

A (4.5)-6s egyenletben elvégezve a

& Xi(t)=N(t)

,
by =7, ai =%

helyettesitéseket ez kdnnyen lathato.

Verhulst elgondolasa szerint, a populaci6 méretének ndvekedésével csokken-
nie kell a novekedési ratanak. Lényegében a Malthus-féle modellt — amelyben a
novekedést a novekedési rata és a populacid méretének szorzata hatarozza meg —
kiegészitette egy olyan szorzotényezével, melynek értéke 0-hoz tart, ha ¢t — oo.

Ha az eltartoképességnél kisebbnek valasztjuk a populéacio kezdeti N (¢g) mére-
tét, akkor
N (to)

K

0< <1

teljesiil, azaz az

N(to)
1>1———=>0
- K e

ami nem valtoztatja meg (4.4) jobboldalanak elGjelét, ugyanakkor
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Ellenkez6 esetben, ha a N(tg) > K, akkor

tehat

és

tim (1= ) =0

szintén teljesiil. Ahogyan N(t) értéke megkozelti az eltartoképességet, az

N(t)
K

tort értéke 1-hez kozeli érték lesz. Ezt a korlatozd szerepet szemlélteti a 4.3. abra:

- a: N(ty) < K,

- b: N(to) > K.

X

4.3. abra.
Logisztikus névekedés.

app =—3-106 X1(0)=2,0-10? X5(0) =0
a;p =—3-106 X1(0) =1,5-10° X5(0)=0
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A (4.5) egyenlet a logisztikus novekedés jellegzetes, a 4.3 /a. abra szigmoid gorbéjét
eredményezi, ha by + a11X1(0) > 0 teljesiil. Kezdeti szakaszaban lasst novekedés
jellemzi, ami kés6bb felgyorsul, de ahogyan X (t) értéke egyre jobban megkozeliti

by
Can
értékét, a novekedés ismét egyre lassubba valik.
Ezzel a modellel jobban kozelithetSk a valodi rendszerek valtozasai fliggetleniil
azok jellegétsl. A tapasztalatok alapjan alkalmas szdmos természeti, tarsadalmi

vagy akar gazdasagi valtozas leirdsara is. Ezt alatdmaszthatjuk valos statisztikai
illetve kisérleti adatokkal is. A 4.4. dbra tantsaga szerint az 1990-es évek méasodik

S5F T " " "

sok At = 138 years ,"_;
45+ ’
40F
350
30F

kit

B
’

1500 1600 1700 1800 1900 2000

4.4. abra.
Anglia népességének valtozasa 1500-t61 2000-ig>.

felére jol lathatova valt a népesség novekedési litemének lassulasa, ami a (4.4)
modell szerint az orszag korlatozott lehet&ségeivel is magyarazhato volna.

Tovabba az abran az is megfigyelhets, hogy a XVII-XVIII. szazad fordulojan
szintén eléfordult egy enyhébb ndvekedést kovets telitési szakasz. Ekkor felte-
hetGen a népesség szintén elérhette a kornyezet eltartoképességét. Ezt kiveten,
valoszintileg az ipari forradalom (1769-1850) biztositotta lehetGségeknek is koszon-
hetGen ismét megindulhatott a népesség novekedése.

A kiilonféle novények mérete fajra jellemzd tulajdonsag. Az ettdl vald lényeges
eltérés altalaban ritkan fordul elg. A 4.5. abra a bab példajan mutatja be, milyen
novekedési folyamat eredményeként éri el egy névény a végleges méretét.

3 Forrds:
MEevER P.S., AusuBerL J.H., Carrying Capacity: A Model with Logistically Varying Limits,
Technological Forecasting and Social Change, (1999)
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4.5. abra.

Babszéar hosszénak valtozasa 8 napon at.
A mért értékek és az azokhoz illesztett logisztikus gorbe.
(No =1,53008 r=0,977361 K = 83,4772)

A kereskedelemben a piac telitédése felel meg a populacios modellekben eléfor-
dulo eltarto képesség fogalmanak. Ezt szemlélteti a 4.6. abra.

10° db

15

10

1955 1960 1965 1970 1975 1980

4.6. abra.
Autok szama Olaszorszagban.
Statisztikai adatok és az azokhoz illeszkedd logisztikus gorbe.
(No =0,194123-10° r =0,239318 K = 18,516-10°)
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4.3. Populaciok kozotti interakceiod

A legtdbb rendszer esetében, példaul egy 6koszisztémaban, nem hanyagolhatjuk
el az ott él6 fajok kolesonds kapcesolatat, ha toreksziink a valtozésok pontosabb
leirasara. Nagyban meghatarozza az exponencialis és a logisztikus névekedési
modell alkalmazhatosagat ez a koriilmény. A Verhulst modellje ugyan szamol
a vizsgalt populacié egyedei kiizotti versengéssel, de alkalmatlan az interspecifikus
kolcsonhatasok figyelembevételére. Tehat az egy faj populacionovekedését leiro
modellekben mas fajok egyedeit csupan a kiilvilag részeként, a tobbi befolyasolo
tényez6tsl megkiilonboztethetetlentil vehetjiik csak figyelembe.

Legyenek n kiilonbozé faj Py, P, ..., P, populacidinak Ni(t), Na(t),..., Nn(t)
egyedszamai? a t idépillanatban. Az &ltalanos formaban megadott

Ni(t) = fi(t, Ni(t), Na(t),..., Na(1))

Na(t) = fo(t, N1(t), Na(t), ..., Nu(t))

Nn(t) = fn(ta Nl(t)aNQ(t)v o ~7Nn(t))

egyenletrendszer kifejezi az egyes populaciok valtozasat, amelyre a tobbi faj is
hatéssal van.

A Lotka—Volterra-egyenletek® jelentik a nem lineéris differencial-egyenletek egyik
torténeti szempontbol is érdekes alkalmazasat.

Vito Volterra koranak ismert rémai professzora volt. Okologiai jelenségek
matematikai leirasaval veje, a biologus Umberto D’Ancona megfigyelései kapcsan
kezdett foglalkozni. A fiatal biologus az Adriai-tenger halaszati adatainak elemzése
soran arra a megallapitasra jutott, hogy az I. vilaghdbort idején, amikor a hadi

4Természetesen az egyedszamot nem tekinthetjiik folytonos mennyiségnek, de ha az egyedszam
elegendden nagy, nem kovetiink el tulsdgosan nagy hibat, ha az adott populéacié altal képviselt
biomassza nagysagat az egyedszammal jellemezziik.

5Bar eredetileg két populaci6 (zsdkmany-ragadozé) kdlcsénhatésait, és a kdlesdnhatasoknak
a populaciok méretére gyakorolt hatasat modellezték vele, késébb sikeresen alkalmaztidk méas
tertileteken is, példaul az oszcilldlé kémiai reakcidk esetében egy lehetséges modellként tartjak
szamon. Bar konkrét autokatalitikus reakciét még nem ismeriink, melynek mechanizmusat le
tudnénk irni vele, ugyanakkor alapjaul szolgalt mas modellek 1étrehozasahoz. Ez a tény arra en-
ged kovetkeztetni, hogy talan a populécio fogalmat értelmezhetjiik a szokasostol altalanosabban
is. Ennek megfelelGen a kés6bbiekben populacié alatt nem foltétlen valamely biologiai sokasagot
fogunk érteni.
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események és koriilmények erdsen korlatoztak a halaszatot, a korabbiakhoz képest
jelentGsen megvaltozott a lehalaszott halfajok ardnya. Bizonyos ragadozé halak
gyakrabban keriiltek a halaszok haléiba, ugyanakkor a taplalékukat képezé fajok
aranya lecsokkent. Folfigyelt arra is, hogy a kifogott ragadozd és a zsdkmény
halak szama és aréanya ciklikusan valtozik. Ebbdl a halpopulaciok nagysaganak
periodikus valtozasara kovetkeztetett. Volterra a megfigyelt valtozéasok leirasara
az

Ni(t) = BiNi(t) — ar Ni(t)Na(t) )
No () = —BaNa(t) + as Ny (£) No (1) '

egyenletrendszerhez hasonlo kétvaltozos kozonséges differencialegyenlet-rendszert
javasolt, ahol Ny (t) a zsakmany, Ny(t) pedig a ragadozd populacié nagysaga a t
idépontban, «; és §; (i = 1, 2) pedig a rendszerre jellemz8 pozitiv valos konstansok.

A (4.7) egyenlet alapjan a zsakmany populacié nagysaganak valtozasat (N (t))
két dolog hatarozza meg. A populéacio szaporulata csak a populacié pillanatnyi
nagysagatol fiigg mig az populacié egyedeinek pusztuldsa a populacié nagysagan
tal fiigg még a ragadozok szaméatol is. Hasonlod Osszefiiggés figyelheté meg a ra-
gadozo populacio véltozasanak (Na(t)) vonatkozasaban is.

Ha tehat tekintiink egy olyan rendszert, amelyben P, populacié egyedeinek
kizarolagos taplalékat a Pp populacio egyedei jelentik, nyilvanvalo, hogy a két faj
egyedszamanak valtozésa azon til, hogy fiigg az egyes populaciok nagysagatol,
nem lehet fliggetlen egymastol sem. Eredményeit 1926-ban publikalta olasz nyel-
ven. Szinte ezzel egyidében, Volterratol fliggetleniil az amerikai Alfred J. Lotka az
Elements of Physical Biology cimi konyvében hasonlé eredményekrdl szamolt be.
Bar egyikiik egy a gyakorlatban folmeriil§ probléma révén jutott el az altalano-
sabb elméleti kérdések matematikai megfogalmazasaig, masikuk alapvetGen azzal
a szandékkal fordult 6kologiai problémak felé, hogy matematikai modellt talaljon
bizonyos jelenségek leirasdhoz, eredményeik tul mutattak az 6kologia tudomanyén,
hiszen a kés6bbiekben mas tudomanyteriiletekhez kothetd problémékkal kapcso-
latban is sikeresen alkalmaztak azokat.

A (4.7) egyenletekben a két faj kolcsonhatasanak az adott i-edik populaciora
gyakorolt hatasat az «; N1 (t)Na(t) szorzatokkal vehetjiik figyelembe. A hatés
nagysaga a szorzotényezdk abszolutértékétsl fiigg, és aszerint kedvezd, kedvezdtlen
illetve kdzombds, hogy

a; >0, a; <0 illetve «; =0.
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A szorzat elgjelét tehat a; elGjele hatarozza meg, ugyanis a probléma szempontja-
bol N;(t) < 0 értékek® értelmetlenek volnanak. Ha most a (4.1) modellben az
X (t)-knek tulajdonitjuk azt a jelentést, mint (4.7)-ben az N;(t)-knek, akkor az
a1-nek ais, as-nek pedig asq felel meg.

A fenti megallapitas alapjan kézenfekvé az a gondolat, hogyha az a;; egyiittha-
tokat (i # j) elGjeliiket tekintve az Osszes lehetséges modon megvalasztjuk, akkor
ezzel a Lotka—Volterra-modell olyan &ltalanositasat kapjuk, amellyel (a modell
adta korlatok mellett) a két populéacio kozott miikods kolesonhatés minden lehet-
séges tipusat le tudjuk irni. Az ilyen modon leirhato eseteket a 4.1. téablazat
foglalja Gssze.

‘ a2 ‘ asi Interrakci6 tipusa
+ ‘ —+ szimbidzis
+ — zsakmanyszerzés 7
+

fajok kozotti versengés

amenzalizmus, antibi6zis

| |
| |
| |
0 ‘ asztalkdzosség ‘
| |
| |
‘ neutralis kolcsonhatés ‘

4.1. tablazat.
Két faj lehetséges kolcsonhatasa aqs, a1 egylitthatok értékeivel kifejezve.

Amint lattuk, a (4.4) logisztikus modell lényegében kifejezi az adott populacio
egyedei kozotti versengést is. Természetesen hasonld tényezével abban az esetben
is szamolni kell, ha két kiillonb6zé populacié egyedei azonos eréforrasokért kiiz-
denek. Ez jelenthet egy maésik lehet&séget a két kiilonb6z6 populacid egyedeinek
interakciojara. Ugyanakkor az is megfigyelhetd, hogy a fajok kolcsonhatasa mind-
két fél szamara kedvezs, vagy kedvezdtlen, esetleg az egyik szamara kozonbos. A

SA populacié mérete nem irhaté le negativ szammal, ugyanakkor N;(t) = 0 pedig a kol-
csonhatés szempontjabol volna értelmetlen.

"Elméletalkotasok céljabol az Skologusok a zsakmanyszerzés fogalmat a lehetd legaltala-
nosabban adtak meg: él§ szervezetek elfogyasztasa fliggetleniil attol, hogy milyen szervezetrsl
van sz6. Tehat ebbe a fogalomkdorbe tartozik a névényevés, a husevés, a parazitizmus és a parazita
életmod is.
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4.1. tablazat tanisaga szerint az emlitett lehetséges kolcsonhatasoknak 6kologiai
rendszerekben léteznek valodi megfelel6i.

Mivel nem lehet cél ezek részletes targyalasa, a lehetséges kolcsonhatasok sora-
bol csak kett6t kiemelve mutatjuk be, hogy a (4.1) rendszer alkalmas az adott
interakci6 modellezésére.

4.3.1. Zsadkmany-ragadoz6 modell

A modell részletesebb vizsgalatat torténeti jelentGségén tul ismertsége is in-
dokolja. Ugyanakkor elengethetetleniil sziikséges olyan fontos 6kologiai fogalmak
szemléltetéséhez, mint példaul a taplaléklanc.

Megfels kezdeti feltétel (X7(0) > 1, X5(0) > 1) és a paraméterek alkalmas

by >0, a1 =0, a2 < 0, cp =0, e1 =0,
by < 0, as) > 07 agy = 07 Co = 07 ey =0

megvalasztasa esetén a (4.1) egyenletek a Volterra altalt javasolt

X (t) = (bl + auXQ(t))X1 ()
Xo(t) = (52 tan X, (t))Xg(t)

alakra hozhatok.
A 4.7. 4bra a (4.8) egyenletek egy konkrét paraméterezésével késziilt. A rendszer
trajektoriaja egy egyensulyi allapot koriil rajzolhatd meg.
A tapasztalat alapjan nem hagyhato figyelmen kiviil a populaciok énszabalyoza-
sa sem, amely annal jobban érvényesiil, minél nagyobb a populici6 mérete, és
annak tovabbi névekedése ellen hat.

Valasszuk meg most (4.1) egyenletek paramétereit tgy, hogy eleget tegyenek
az alabbi feltételeknek:

by >0, ay; <0, a2 <0, c1 =0, er =0,
by <0, az >0, azz <0, co =0, e2 =0
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3 X; 5
50000 7 4000
60000 7 30007
40000 X 2000
20000 9 1000
] X, b
i T _—__ -
0T T T T i
¢ 5 1@ 15 20 25 o 20000 40000 60000 80000
t 1
4.7. &bra.

Zsakméany-ragadozo modell.
(A két populacié mérete az id6 fiiggvényében és a rendszer trajektoriaja.)
X1(0) = 90000 by =+40,6 ajp=-0,3-10"*
X5(0) = 2000 by=-0,6 ag =+1,5-10"°

Az igy nyert

X (1) = (b1 FanXi(t) + a12X2(t))X1 (t)
(4.9)
Xg(t) = (bg —|— a21X1 (t) —l— QQQXQ(t))XQ(t)

egyenletek a;; (i = 1,2) paramétereik révén alkalmasak az egyes populaciokon
beliili versengés leirasara is. Ahogyan ez a 4.8. abran is lathato ennek a rendszer
szempontjabol stabilizalo szerepe van.

4.3.2. Két faj versengése

A versengés fogalma, azaz a kozOs, létfontossdgu eréforrasok megszerzésére
iranyulo tevékenység fogalma méar a (4.9) modell kapcsan is folvetsdott. Az ott
leirt fajon beliili versengés azonban ,mellékes” szerepet jatszott a két populacio
zsdkmany-ragadozo6 kolcsonhatashoz képest. A

Kl — Nl(t) — KQNQ(t)
K,

K2 — NQ(t) — I{lNl(t)
Ky

Nl (t) = T‘1N1 (t)
(4.10)

N2(t) = TQNg(t)
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500001 4000
600007 3000
400007 X 2000
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t 1
4.8. abra.

Zsakméany-ragadozo modell interspecifikus versengés figyelembe vételével.
X1(0)= 90000 by =+40,6 a3 =-0,5-1077 a3 =-0,3-10"*
X5(0) = 2000 by=-0,6 ag =+1,5-10"5

egyenletekkel leirhato modell azonban két kiilonbo6z6 faj egyedei altal alkotott po-
pulacidk hasonld kdlesonhatasanak leirdséra alkalmas, ahol

K;: a kornyezet eltartoképessége az i-edik fajra vonatkozoan,

ri:  az i-edik faj novekedési rataja,

ki: konpeticios koefficiens azt fejezi ki, hogy az i-edik faj, milyen mérték-
ben csokkenti a masik faj lehetéségeit. (i = 1,2)

A (4.10) egyenletek gyakorlati jelentGségét noveli az a sok-sok szomort tapasz-
talat, hogy adott 6koszisztémaba betelepitett, behurcolt fajok sokszor olyan durva
beavatkozast jelenthetnek, hogy az Gshonos fajok teljes elttinését is eredményezhe-
tik. Hasonl6 esetekben, a varhato kovetkezmények megitélése szempontjabol fontos
a rendszer lehetséges egyensilyi allapotainak vizsgalata.

A rendszer akkor van egyensulyban, ha Ny és N» allando, azaz
Ni(t)=0, (i=1,2).
(4.10) alapjan lathato, hogy attol a trivialis esettdl eltekintve, hogy
r;N;(t) =0,
ez csak akkor teljestilhet, ha

K1 — Nl(t) - HgNg(t) =0
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és
Kg - Ng(t) - K}lNl(t) =0.

A fazistérben ezek az egyenletek két egyenest hataroznak meg. Ezek kolcsonos
helyzete és a kezdeti feltétel ezekhez képest torténs megvalasztésa alapjan megad-
hato a varhato egyensilyi allapot jellege.

Valasszuk most (4.1) egyenletek paramétereit gy, hogy eleget tegyenek az
alabbi feltételeknek

by >0, a1 <0, ais <0, c =0, e1 =0,
by >0, a1 < 0, age < 0, co =0, es =0
és abban a
T TR
b1 =71, a1l = =% aiz = — 52,
ToK T
by = ra, a1 = =k, aze = — 3%

helyettesitéseket alkalmazva, a (4.1) egyeletekbél az (4.10) egyenleteket kapjuk.

A 4.9. abra egy olyan kivételes esetet szemléltet, amelyben a joval kisebb kez-
deti nagysaggal rendelkezs P, populacio egyedeinek jobban kedveztek a feltételek,
de ennek ellenére olyan egyensily alakulhatott ki, amely nem eredményezte egyik
populécié eltiinését sem.

A Lotka—Volterra-modell altalanositdsanak masik lehet&sége lehetne, hogy te-
gyiik alkalmassa ketténél tébb faj kolcsonhatasdnak lefrasara. Mivel a rend-
szer allapotvaltozoit az egyes populaciok mérete jelenti, ezért az egyenletrentszer
ijabb egyenletekkel valo bévitése sziikséges, amelyek alkalmasak egy-egy populacio
egyedszamvaltozésainak leirdsara. Ugyanakkor az egyes egyenleteket alkalmassé
kell tenni barmely két faj egyedei kozotti kolesonhatas leirasara is. Az ilyen egyen-
letrendszerek (4.6)-hoz hasonlo alakban irhatok le. Harom faj kolcsonhatasait
figyelembe véve erre ad példat a R.M. May és W.J. Leonard altal vizsgalt

Zi‘l(t) = (1 — Zl‘l(t) — Otll‘Q(t) — 51133('['))1‘1(15)
ig(t) = (]. — ﬁgxl(t) - xg(t) — agxg(t))xg(t) (411)
:tg(t) = (1 — Ckgxl(t) — 531'2(15) — [Eg(t))l‘g(t)

haromdimenzios ragadozo-zsadkmany rendszer, ahol a; és 8; (¢ = 1...3) a rend-
szerre jellemzé valos konstansok. A modell leirja a harom populacié méretével
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4.9. abra.
Két faj versengése.
(A két populacio mérete az id6 fliggvényében és a rendszer trajektoriaja.)
X1(0) = 90000; by =0,2; a; =-1,82-10"% a;=-9,09-10""
X5(0) = 2000; by =0,6; ag =—3,00-107% a9 =—4,62-107°

jellemezhetd rendszer valtozasat. A kordbbiak altalanositasat® jelenti a

Xz(t) =T;- Xl(t) (1 + Zaij . Xj(t))
j=1 (4.12)

(i=1,...,n)

alaku egyenletrendszer. Segitségével leirhatjuk az n faj populaciéibol allo rend-
szereket, ahol 7; az i-edik faj névekedési ratajat jelenti, oy; pedig kifejezi, hogy
j-edik faj milyen hatéssal van az i-edik névekedésére.

Ez azt jelenti, hogy szemléltethetjiik a rendszert egy olyan n csomépontboél allo
graffal, amelyben a csomoépontok az egyes populacioknak felelnek meg, mig az élek

8Konnyen belathato, hogy (4.12)
n = 1 esetén a logisztikus névekedési modellt,
n = 2 esetén a Lotka—Voltarra-modellt, mig
n = 3 esetén a May—Leonard-modellt eredményezi.
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a populaciok kézotti viszonyt jelenitik meg. Az 4.12 egyenlet oy;; egyiitthatoit egy

a1;p Q2 ... Qip

21 9292 e Ogp
A =

Qpl  Qp2 ... Qpp

méatrixba rendezhetjiik. Ha tehat
Oéij = 0,

az azt fejezi ki, hogy i-edik fajjal a j-edik nincs semmiféle interakcioban.

4.4. Harci modellek

A differencidlegyenletek alkalmazasanak lehetGsége folmeriilt a haboruban
szemben 4ll6 felek analizise soran is (jelolje Xi(t) és Xo(t) a két haderd
(I és 1) harcosainak a szaméat a t id6pillanatban). Ezen a teriileten vald alkal-
mazas Frederick W. Lanchester nevéhez fizédik, aki az els6 vilaghabort idején
harci modellt alkalmazott a haboris események kimenetelének elére jelzésében.

A modellben X (t) és X(t) jeldli a felek haderejének valtozasat. A probléma
szempontjabol meg kell kiilonboztetniink az ellenség altal kozvetleniil okozott ugy-
nevezett harci veszteséget, és a betegségek, balesetek (harci cselekményekhez nem
kothets események) miatt bekdvetkezs miikodési veszteségeket. Bar a valosagban
utanpotlas és csapatkivonas is torténhet, amit a (4.1) modellben e;-k értékével
vehetiink figyelembe (e; > 0: utanpotlas; e; < 0: csapatkivonas), a késébbiek
folyaméan a modellnek ezt a lehetségét nem fogjuk kihasznalni. A tovabbiakban
a szemben 4ll6 felek stratégiaitol fliggé harom modellt vizsgalunk meg.

A (4.1) egyenletben a b; paraméterek megvalasztasaval az i-edik haderd miiko-
dési veszteségét, mig az a;; (i # j) és a ¢; értékekkel a harci veszteség meértékét
befolyasolhatjuk. Kezdeti feltételként

X1(0) > 0és X5(0) >0

értékek adhatok meg.
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Hagyomanyos harc

Ez a modell akkor alkalmazhato, ha a szemben &all6 felek hagyoményos modon
kiizdenek egymas ellen, azaz a két haderd harcosai lathatok egymés szaméra.
A (4.1) egyenletrendszer esetében a

by <0, ayp =0, arz =0, c1 <0, e1 =0,
by <0, a1 =0, age = 0, co <0, es =0

paramétereket alkalmazva az

Xl(t) = lel(f,) + Cng(t)
. (4.13)
Xg(t) = bQXQ(t) -+ CgXl (t)

rendszer all els, amely kifejezi, hogy az adott tabor vesztesége csak az ellenfél
kiképzettségétol és letszamatol fiige. A 4.10. abra megfelel§ kezdeti feltételek és
paraméterek megadasa utan késziilt a (4.13) egyenlet alapjan.

Gerilla-harc

Ebben az esetben mindkét haderd harcosai igyekeznek rejtve maradni az ellenfél
harcosai szamara. Az ilyen harc alakuldsanak egy lehetséges leirdsa az

Xl (t) = lel(t) + a12X1 (t)XQ(t)
. (4.14)
Xg(t) = bQXQ(t) + angg(t)Xl(t).

rendszer alkalmas, amely a (4.1) egyenletekbdl az alabbi paraméterezéssel nyer-
hetd:

bl < 0, ajl = 0, a1z < 0, c1 = 0, e = 0,
by <0, a1 < 0, aso = 0, co =0, es =0

Fontos megjegyezniink, hogy a (4.14) egyenletrendszer formailag megegyezik a
Volterra altal javasolt (4.7) és a (4.1)-bdl szarmaztatott (4.8) egyenletekkel, csupan
a paraméterekben van eltérés. A 4.11. 4bran a (4.14) egyenletek egy alkalmazasa
lathato az ott megadott paraméterekkel.
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4.10. abra.

Hagyoményos harc.
X1(0) =70 by =-0,01 cg =—-0,5
XQ(O) =90 b2 = *0,007 Cy = —1

Vegyes (gerilla-hagyomanyos) harc

61

Tegyiik fel, hogy az I-es csapatai gerilla harcot folytatnak. Ez azt jelenti, sza-
mukra II-es harcosai jo célpontot nyujtanak, példaul mert I-es lesbél tamad vagy
mert csapataik elsancoltak magukat. Ugyanakkor a Il-es csapatai hagyoményos

harcot kénytelenek folytatni. Az ilyen kiizdelem modellezését az

X1(t) = b1 X1 () 4 a12 X1 () X (t)

Xg(t) = bQXQ(t) +C2X1(t).
rendszer
b < 0, a1 =0, aiz <0, cp =0,
by <0, a1 =0, aso = 0, co <0,

paraméterek megadasa mellett teszi lehet&vé.

(4.15)
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t X,
a b
4.11. abra.

Gerilla-harc.
X1(0)=90 by =-0,01 a;p=-02
Xz(O) =70 b2 = *0,003 a1 = *O, 1

A 4.12. abréan jol lathato, hogy a megadott feltételek és paraméterek mellett a
gerilla csapatok gy6ztek. Tortént ez olyan extrém paraméterezés ellenére, amellyel
egyaltalan nem kedveztiink az I-es haderének. A miikodési veszteségeket leird
paraméterek

b

ba
hanyadosa igen nagy. Ez azt fejezi ki, hogy a gerillik kozott otszorte gyakrab-
ban valnak harcképtelenné az emberek példaul betegség kiovetkeztében, mint az
ellenség tabordaban. Mindemellett a kiizdelem kezdetekor a hagyoményos haders
létszambeli folénnyel rendelkezik.

A gy6zelem ennél is latvanyosabb lett volna, ha a harci veszteségeket jellemzé
paraméterek értékét realisabban valasztottuk volna meg. Azonos tiizerdt és talalati
pontossagot feltételezve a

C2

a12

hanyados értéke joval meghaladhatna a 10% nagysagrendet is.
Ugy tiinik, hogy ez a stratégia a hagyomanyos harcot folytaté6 haders szempon-
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Vegyes harc.
Xl(O) =170 bl = *0, 1 a192 = *0,002
X2(0) =90 —0,02 co = —0,26

S
Il

2

tjabol igen nagy veszteségekkel, ugyanakkor kevés eredménnyel jar. Ilyen haborut
folytatott az USA Vietnamban, amit el is veszitett 1968-ban®.

4.5. Rezgbmozgas

A mechanikai rezgés jelensége és annak kiilonb6z6 fajtai igen korén ismertté
valtak az alkoté ember szaméra. Miel6tt megismerte volna a jelenség lényegét, nem
beszélve annak matematikai modelljérsl, kiilonféle médokon huizott hasznot tudéasa
alkalmazasaval. Példaul hangszereket Gseink mar joval az el6tt készitettek, hogy a
kiilonféle jelenségeket tudoményos igénnyel kezdték volna vizsgélni. Ugyanakkor
nem egyszer szenvedtiink hatranyt a jelenségek feliiletes ismerete miatt.

9Ebben a habortban a gerillak létszama 2,8 - 10°, mig a szemben all6 amerikai és szovet-
séges hadersk létszama 1,68 - 109 volt. Ez hatszoros tiilerst jelentett, mégsem volt elegends a
gy6zelemhez.
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Példaul 1831-ben az 6ntottvasbol késziilt Broughton-hid pusztuldsat hatvan
menetels katona okozta. Egy masik, gyakran emlitett példa a Washington allam-
beli Takoma hid katasztrofaja, amelyet a hid fizikai paramétereinek és a vidékre
jellemz6 erds széllokések szerencsétlen egyiittese okozott!©.

Az egyik végén fiiggslegesen felfiiggesztett rugd, és a rugd méasik végén rogzitett
m tomegi test alkotjak talan a legegyszeriibb rendszert, amely alkalmas a mechani-
kai rezgések szemléltetésére. Tekintsiik a testet pontszertinek. A rendszer nyu-
galmi helyzetében a tomegpontra haté mg silyers és a rugd Al megnyulasabol
szarmazo visszatérité eré van egyensulyban.

Nyugalmi helyzetébdl (fiiggsleges iranyban) kimozditva a testet, majd magara
hagyva, a tomegpont mozgasa a

X(t)=—SX(t) - w2X(t) (4.16)

m
masodrendd linearis konstans egyiitthatés homogén differencialegyenlettel irhato
le, amelyben X (t) egy m tomegpont egyenstlyi helyzetétdl valo pillanatnyi eltérését
jelenti. Tovabba a (4.16) egyenletben a ¢ > 0 surlodasi egyiitthatoval jelle-

mezhetjiik a rendszer csillapitasét, az wyg = 4/ % pedig a rugd paramétereitdl és a
mozgo test tomegétdl fiiggd allandot, a szogsebességet jelenti.

A rendszer idealizaciojat jelenti a ¢ = 0 valasztas. Ekkor azt feltételezziik, hogy
a mozgo testre semmiféle kiilsii eré nem hat, azaz eltekintiink a valos rendszerekben
mindig fellépd surlodasbol szarmazo csillapitastol. Bizonyos esetekben, a rendszer
kellGen rovid ideig torténd leirasara alkalmas ez a modell.
Az atviteli elvnek megfelelgen (4.16) egyenlet az

X1(t) = Xa(t)
) c ) (4.17)
Xg(t) = — aXQ(t) — onl(t).
differencialegyenlet-rendszerré alakithaté. A (4.17) egyenletrendszerben Xi(t) a
tomegpont egyensulyi helyzettsl valo elGjeles kitérését jelenti, amely fiigg az id6t6l,
Xo(t) pedig a sebességét jelenti (szintén elGjelesen) a t iddpillanatban. A (4.17)
egyenletrendszerbdl tovabba az is nyilvanvald, hogy a tomegpont pillanatnyi gyor-
sulasa (Xg(t)) a kitéréstol és a pillanatnyi sebességtol fiigg.

10Bar a fent emlitett esetek a kiils§ erd hatasara bekovetkezs kényszerrezgés jelenségével ma-
gyarazhatok, és ennek szimulacidja a (4.1) modell segitségével nem lehetséges, altalaban a rezgés
jelenségének fontossadga miatt sziikséges emlitést tenni ezekrdl.
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Harmoénikus rezgémozgas

A (4.1) egyenletrendszer paramétereit

by =0, a;; =0, ayz =0, =1, er =0,
— — — — 2 —
b2 = 0, as1 = 0, ago = 07 Cy = —Wy, €y = 0

modon megvalasztva a harmoénikus rezgémozgas leirasara alkalmas

Xl(t) = Cle(t)
. (4.18)
XQ(t) = 62X1 (t)
egyenletrendszert kapjuk.
A kezdeti feltétel megadasakor figyelembe kell venni, hogy az X;(0) és X2(0)
egyszerre nem lehet 0, mivel az pontosan a rendszer nyugalmi éllapotét jellemzi.
A fenti értelmezésnek megfelelGen a 4.13. abra azt mutatja be, ahogy a nyugalom-

607 X, 60
] X, ]
407 407
:XI E
Q,Oq\ /\ 204
07 07
207 20
407 40
60 60
rTrrrr1rorrrrr 1111 11T rrrrrrrrr i T 1T 1T 1T T1T
o 2 4 & g 40 20 o 20 40
t X
a b
4.13. abra.

Harmonikus rezgémozgast végzd tomegpont.
X1 (0) = 20 c1 = 1
X20)= 0 cy = —m?

ban 1év6 tomegpontot nyugalmi helyzetéhez képest 20 egységgel kimozditottuk és
magara hagytuk. A mozgast tgy is elindithattuk volna, hogy a pontot nyugalmi
helyzetébdl X5(0) # 0 kezdGsebességgel inditjuk.
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Csillapitott rezgés (szabad rezgés)

A gyakorlatban egy test mozgasat a surlodés vagy a kozegellenallas kovetkez-
tében fellépd kiils§ erd mindig gatolja. A

by =0, ajp =0, a2 =0, a =1, er =0,
by = —=, az; =0, azz =0, c2 = —wi, ea =10
paraméterek valasztasaval a (4.1) egyenletrendszert ennek leirasara tettiik alkal-
massé az .
X1 (t) = ClXQ(t)
. (4.19)
Xg(t) :bQXg(t)+CQX1(t)

formaban. Az X;(0) és X2(0) kezdeti feltételek megadasakor a harmonikus rezgds-

Ey o
(=] (=]
=2}
(=]

(=
(=]

(=]
LU

77

20
] A0
7145 o s s e 1% B e e e s I e B
o] 2 4 4] , 8 A0 20 o] 20 X,40
a b
4.14. abra.
Csillapitott rezgés.
Xl(()) = 20 bQ = —O, 5 c1 = 1
X2(0) = 0 cy = —72

mozgéasnal megadott szempontokat itt is figyelembe kell venni.



5. Fejezet

Néhany kozelit6 megoldas
geometrial szemléltetése

5.1. Iranymezd

Lathattuk, hogy az explicit differencidlegyenletek rendelkeznek azzal az érdekes
és kivételes tulajdonsaggal, hogy bar esetenként magarol a megoldéasrol igen keveset
tudunk, de a sik minden pontjaban ismerjiik a megoldasgorbe érintGjének meredek-
ségét. Kalmar Laszlo, volt szegedi professzor, ezt talaloan ugy szemléltette, mintha
a sik minden pontjaban allna egy-egy kozlekedési rendér, akik jeleznék, hogy a
ponton athaladé gérbe milyen iranyban haladhat. Es valoban, bevalt gyakorlat
a differencidlegyenletek tanulményozésa soran, hogy megfelel§ pontokban megraj-
zoljuk az érint6k egy darabkajat, azzal a céllal, hogy a megoldasok viselkedésére
kovetkeztethessiink ezek alapjan. A 5.1. abra az y = x és a y = —x egyene-
sekre tengelyesen, azok metszéspontjara pedig koézéppontosan szimmetrikus. Az
abrat Osszevetve a 3.2. abraval, kdnnyen lathato, hogy abrank ,egyenes-darabkai”
egymast és az y = —x egyenest az origdbban érint6 korok érintsi.

A hasonlat annyira talald, hogy bizonyos rendszerek esetében valéban van
lehetdség ilyen ,kozlekedési rend6rok” elhelyezésére. Természetesen inkabb csak
az indikator szerepét toltik be, hiszen nem &k mutatjak meg, hogy merre ,ha-
ladhatnak” a gorbék, sokkal inkdbb csak jelzik azok érint&inek irdnyat az adott
pontban.
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5.1. abra.

2

y2—x242zy

Y

differencidlegyenlet alapjan rajzolhat6 iranymezo.

/

5.2. abra.

A magnestiik a radmagnes eréterében az er6vonalak iranyat mutatjak.
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5.3. abra.
A vasreszelék rajzolata sokkal részletesebbenen jeleniti meg a mégneses
erGvonalakat.

Gondoljunk csak a méar altalanos iskolésok altal is ismert fizikai kisérletekre,
amelyek bemutatasakor magnestiiket illetve vasreszeléket helyeziink egy radmagnes
erGterébe. Az 5.2. dbran lathato iranyttik allasabol és az 5.3. abra vasszemcséinek
elrendezddésével létrejovs rajzolatbol kovetkeztethetiink a magneses erévonalak
irAnyara.

Az adott rendszer sajatsagaitol fliggéen mas és mas lehetGséget talalhatunk a
rendszer jellemzinek bemutatasara. A természetet jarva megfigyelhetjiik, aho-
gyan egy patak medrében él6 vizinévények széra, levelei legalabbis azt mutatjak,
hogy milyen kolcsonhatés van az aramlo folyadék és a novény részei kozott. A
szélcsatornaban végzett dramlastani vizsgalatok esetében sokszor fiisttel teszik
lathatova az aramlo levegd utjat. (Mintha Kalmar professzor ur kozlekedési rend-
Sreit ravettiik volna, hogy tiljenek motorra és mutassék az utat.) Vajon megadhato-
e ennek a matamatikai megfelelGje?

5.2. Egylépéses modszerek

Folhasznalva a kezdetiérték-probléma geometriai jelentésében rejls lehetGséget,
szemléltethetjiik néhany kozelité megoldas elvét. Bar a (3.8) egyenlet szolgél



70 5. Néhany kozelité megoldas geometriai szemléltetése

a kés6bbiek alapjaul a (3.9) feltétel mellett, az eljarasok &altalanositasa konnyen
elvégezhets (3.11) vonatkozasaban is.

Sziikséges tovabba még azt is megjegyezni, hogy az alabbiakban csupan néhany
tgynevezett diszkrét modszer! targyalasara szoritkozunk, amelyek jellemzé mo-
don a megoldas kozelitésére csak véges sok pontban adnak lehetdséget, tetszbleges
pontossiggal. Geometriai értelemben tehat a kozelité megoldasok megadasa ekvi-
valens egy Py, P,. .., P, pontsorozat megadasaval, ahol P, € T (0 <i <n) és P
megfelel a kezdeti feltételnek. Ennek kapcsan adjunk meg tovabba egy h € R po-
zitiv 1épéskozt, mely kifejezi az egymaést kovets P; és P;_1 pontok elsé koordinainak
kiilonbségét.

Egy diszkrét modszert k-lépéses modszernek neveziink, ha a kévetkezs P; kozeli-
téshez folhasznaljuk az 6t megeléz6 P_j, Pi—k+t1, ..., Pi—1 kozelitéseket is (i > k).
A tovabbiakban nahany egylépéses modszert (k = 1) emlitiink egy lehetséges szem-
léltetési modra koncentrélva.

5.2.1. Explicit Euler-moé6dszer

Az Euler-moédszer a kezdetiérték feladatok numerikus megoldasara alkalmazha-
t6 legegyszertibb eljaras. Az alapgondolat az, hogy a feladat (3.8) egyenletébél
kiszamithato X (fo), ami a keresett X (¢) fiiggvény derivaltjanak értéke a to helyen.
Ez pontosan a keresett fliggvény gorbéjének Py (tO,X (to)) pontjaban rajzolhato
érint6 a egyenes f(to,zo)? meredeksége. Ezen az egyenesen ,keressiik meg” azt
a P; pontot, aminek els§ koordinataja to + h. A pontsorozat kovetkezs, P, ele-
mének meghatarozasaban Pj-nek ugyanaz a szerepe, mint korabban Py-nak volt
Py esetében. Altalanositva az el6zéeket tehat Pi_1(ti—1,x;—1) pont ismeretében a
kovetkezs, P; (i > 0) kozelité pont koordinatait

ti= tioi + h

ahol k= f(ti_1,zi 1)

szerint szamithatjuk.

L Ezekre a tovabbiakban az egyszertiség kedvéért ,numerikus modszer”-ként fogunk hivatkozni,
ott ahol ez nem okoz félreértést.

2A tovabbiakban megkiilonboztetjitk az X (t) fiiggvény t; helyen vett X(t;) helyettesitési
értékét, a t;-hez tartozd kozelités x; értékétsl. Erre azért van sziikség, mert — az ¢ = 0 eset-
t6l eltekintve — altalaban x; # X (¢;), de xg = X (to) biztosan teljesiil.
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A fentieket vektorokkal szemléltetve az 5.4. &dbra mutatja be. Ennek alapjan
P; helyvektorat megkapjuk, ha P;_; helyvektorahoz hozzaadunk egy olyan a-val
parhuzamos vektort, melynek els§ koordinatéja h. Ennek pontosan megfelel a

P;_1P;(h, hk)

vektor.

5.4. abra.
Euler-modszer egy 1épésének szemléltetése vektorokkal.

5.2.2. Javitott Euler-modszer

Az Euler-moédszernek mar egy lépése is — mivel az a egyenes egy pontjat
valasztjuk a kozelités kovetkezG pontjanak — elég jelentGsen letérhet a pontos
megoldas gorbéjérél. A tovabbi lépések sordn az ebbdl szarmazd hiba tovabb
halmozodhat. Az 5.4. abra alapjan kovetkeztethetiink arra, hogy a h értékének
csOkkentésével ez mérsékelhets, ami azonban csokkenti az eljaras hatékonysagéat.
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Hatarozzuk meg most a kovetkezs, P; pontot a

t; = tici + h
;= wi-1 + hk
(5.2)
ahol k)a = f(ti_l,xi_l)
ky = f(tin + 2w + Lka)

Osszefiiggések alapjan. Az eljaras geometriai jelentését az 5.5. abra szemlélteti.

Elészor az Euler-modszernek megfelelGen keressiik meg a ko, = f(ti—1,%i—1)
meredekségii a egyenesnek azt az A pontjat, amelynek elsé koordinataja

byt 2
i—1 2

Az abran b jeloli az A ponton athalado gorbe érintgjét, melynek meredeksége k.
Ezt praktikusan dgy nyerjiik, hogy A koordinatait behelyettesitjiik az f (t7 X (t))
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5.5. abra.

Javitott Euler-moédszer szemléltetése.
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fiiggvénybe. A kovetkezs lépésben hatarozzuk meg P; helyét ugy, hogy
bl Py P

teljesiiljon és P; els6 koordinataja t; legyen. A szimmetria miatt ez a megoldas
altalaban pontosabb eredményt szolgaltat.

5.2.3. Runge-Kutta-médszer

Ez az eljaras szintén egy lépéses modszer. A

ti= ti1 + h
= xio1 +  B(ka+ 2k + 2ke + kq)

ahol ko = f(tic1,2i-1) (5.3)
ky = f(ticn + 2,21 + %ka)
ke = f(tic1+ 5,261 + 5ky)
kq= f(ti—1 + h,zi—1 + hk,.)

szabalyok a negyed rendt Runge-Kutta-modszer egyik lehetséges megadasi modjat
jelentik.

Osszevetve az (5.2) és az (5.3) Osszefiiggéseket lathato, hogy k, és ky értékét
azonos modon szarmaztatjak. A javitott Euler-modszerhez képest azonban ky-t —
ami az A ponthoz tartozd b érint6 egyenes meredeksége — folhasznaljuk a B pont
meghatarozasahoz, amelyre teljesiil, hogy

b| Pi-1B
és B els6 koordinataja
h
ti_1 + 5

Jelolje ¢ a B pontba rajzolhato érintét, amelynek meredeksége (5.3) alapjan k..
Ezt folhasznéaljuk a C' pont meghatarozasahoz, amelyre teljesiil, hogy

C H Pi_lC
és C els6 koordinataja t;. Az itt rajzolhato d érinté egyenes meredeksége pedig k.
A P,_; ponthoz tartozé iranyon kiviil, a fenti médon meghatarozott A, B és

C' pontokban szamithaté meredekségeket a 5.7. abran lathaté modon vehetjiik
figyelembe P; meghatarozasaban.



74 5. Néhany kozelité megoldas geometriai szemléltetése

5.6. abra.
Tovabbi pontok (A, B, C) kijeldlése a negyed rendd Runge-Kutta-modszerben.

Legyen
P_1P,=vi+va+vs+vy
ahol
a || vi; b || ve; c |l vs; d| va

és

h h h h h h h h

7.7]{(1 ) 7a7k 9 777]{0 ) 777]6
teljestil.

5.3. Kozelit6 modszerek hibaja

A fenti numerikus modszerek fontos jellemzéje, hogy az egymaést kovets lépések
sorozatan keresztiil mekkora hibat halmoznak fol. Egy modszer e,, globélis hibaja
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5.7. abra.

A P;_; és a C pontokban szdmitott meredekséget egyszeres, mig a A és a B-ben
szamitottakat pedig kétszeres stllyal vettiik figyelembe.

azt fejezi ki, hogy n 1épés végrehajtasa utan a modszerrel szamitott kozelits érték
milyen mértékben tér el a fiiggvény pontos értékétsl. A tovabbiakban a korabban
targyalt harom modszert hasonlitjuk Gssze ebbdl a szempontbol egy kezdetiérték
feladat kapcsan.

Legyen adott az )
X(t) = AX(¢); X(0)=1 (5.4)

kezdetiérték feladat és a kozelitést a [0;1] intervallumon végezziik. A feladat

megoldasa
X(t) = eM

alakban adhato meg. Ennek ismerete lehetévé teszi azt, hogy a kezdeti feltételnek
megfelelGen a
Py(0,1)

pontbdl kiindulé pontos megoldés gorbéjéhez az intervallum f6ls6 hataran tartozéd
fliggvényértéket Osszehasonlitsuk a numerikus modszerek altal, a fols§ hataron
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szolgaltatott kozelits értékekkel. Ezzek alapjan szamithato az eljarasok e,, globalis
hibaja. Az e, értéke természetesen nem csak a kozelités modjatol, hanem a h
lépéskoz nagysagatol is flige. (A h értékét a [0;1] intervallum n részre torténd
osztéasavan allitjuk els.) Hogy képet alkothassunk a lépéskoz valtoztatasanak sze-
repérdl, mindharom kozelité modszer esetében tobbszor is elvégezziik a kozelitése-
ket gy, hogy a lépésszamot az el6z6 kétszeresére noveljiik, azaz felére csokkentjiik

a lépéskozt.

n h

10 =
20 T
40 =
80 =
160 =
320 3;0
640 =5
1280 1

1280

Az Euler-modszer

n h

10 =
20 21—0
40 =
80 =
160 1%60
320 =5
640 =5
1280 1

1280

X (ta)

0.011109
.011109
.011109
.011109

0

0

0
0.011109
0.011109
0.011109
0

.011109

X(tn)

0.011109
.011109
.011109
.011109

.011109

0

0

0
0.011109
0
0.011109
0

.011109

Xn

0.
0.
0.

o O o o o

00253295
0061099
00844762

.00973996
.0104152
.0107598
.0109338
.0110213

5.8. abra.

Xn

0.

o O O o o o o

5.9

0137239

.0116196
.0112243
.0111365
.0111157
.0111107
.0111094
.0111091

. abra.

(0]
5

H & P OO0 O O O o

o O o o o o o o

.00857604
.0049991
.00266137
.00136904
.000693842
.000349219
.00017518
.0000877321

.0026149
.000510626
.000115339
.0000275334

.73316x10°°

.66524x10°°
.14095%x 1077

.0325x1077

o O O o o o o

.582914
.532371
.51441

.506811
.503312
.501634
.500811

globalis hibajanak valtozasa lépéskoz fiiggvényében.

NE}

.195276
.225878
.238717
.244546
.247318
.24867

.249338

A javitott Euler-modszer globalis hibajanak valtozéasa lépéskoz fliggvényében.
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n h X (tn) Xn en oy

n
10 = 0.011109 0.0111339 0.0000249291
20 - 0.011109 0.0111103 1.28856x10°° 0.0516892
40 = 0.011109 0.0111091 7.32971x10°° 0.0568828
80 - 0.011109 0.011109 4.37087x107° 0.0596322
160 5 0.011109 0.011109 2.66845x10°1° 0.0610507
320 b 0.011109 0.011109 1.64834x10°% 0.0617715
640 =5 0.011109 0.011109 1.02419%x107%2 0.062135
1280 s 0.011109 0.011109 6.38361x107% 0.0623281

5.10. abra.

A Runge-Kutta-médszer globalis hibajanak valtozasa a lépéskoz fiiggvényében.

Az 5.8., 5.9. és az 5.10. tablazatok rendre az Euler-, a javitott Euler- és
a Runge-Kutta-modszerek folhasznalasaval késziiltek a (5.4) kezdetiérték feladat
kozelitd megoldasa soran (A = —4,5).

A tablazatok — mindharom modszer esetében — nyolc kozelité szamitas ered-
ményeit tartalmazzak, amelyeket a [0; 1] intervallum egyre finomdo felosztasai mel-
lett végeztiink. A kozelitéseket mindhérom esetben elszor h = 1—10 lépéskozzel
végeztiil (n = 10), és a kovetkez6ben a h értékét felére csokkentettiik, azaz az
osztopontok szamat kétszeresére noveltiik. Igy a legutolsd szamitasokat mar a
h = 1555 értéke mellett végeztiik. (Az 5.8., 5.9. és az 5.10. téblazatok elsé (n) és
méasodik (h) oszlopa.)

Az egyes sorok tehat a kovetkezsket tartalmazzak :

n: a kozelit6 lépések szama,
h : alépéskoz nagysiga az aktualis n lépésszam esetén,
X(t,) : a pontos fiiggvényérték az intervallum végén (X (1)),
X, o akozelit érték az n. lépés utéan, az intervallum végeén,
en @ a kozelités globalis hibaja (| X (t,) — X,l),
o . ay aktualis és az el6z6 kozelités globalis hibainak hanyadosas.

Mindharom tablazatban megfigyelhats, hogy az X, oszlopanak értékei egyre
jobban kozelitenek a pontos X (1) értékhez az n novekedésével. Ez természetesen
azt is jelenti, hogy a globalis hiba e,, értéke is egyre csdkken ezzel egyiitt.

3Ez a hanyados természetesen a tablazatok elsé soraiban nem értelmezhetd.
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A tovabbiakban a globalis hiba cstkkenésének mértékére vonatkozoan szeret-
nénk megallapitast tenni. FErdekes azt is megfigyelni, hogy a fenti tablazatok
utolsé oszlopainak = értékei hogyan valtoznak az n novekedésével. Ha figyelembe

vessziik, hogy az 5.8. tablazatban az n = 163840 értéke esetén ebben az osz-
lopban 0, 5000006, illetve az 5.9. tablazatban ugyanitt 0, 249988 szerepelne, akkor
megalapozottnak tiinhet az a feltevés, hogy az egyes tablazatokban az n névelésével
az - értékei 271, 272 &5 274 értékekhez kozelitenek.
2
Egy numerikus modszert konvergensnek neveziink az adott [ intervallumon
(V t,el), ha

i = X(t
lim @, (tn),

azaz
lim e, = 0.
h—0

Az el6z6ekbdl is lathato, hogy a globalis hiba nagysagat a h értéke jelent&sen
befolyésolja. Ugyanakkor az is nyilvanvalo, hogy a kiilénb6z6 modszerek globalis
hibai is masként ,viselkednek” a h értékének valtoztatasaval. Az mondjuk, hogy a
globélis hiba p-ed rendt, ha megadhatd olyan r valos konstans, hogy

en <r-hP (5.5)

teljestil.

Az el6zbek lehetdséget adnak a numerikus modszerek jellemzésére is, ugyanis
p-ed rendtinek neveziink egy numerikus modszert, ha globélis hibaja p-ed rendd.

Jelolje h,, az intervallum adott felosztasahoz tartozo lépéskozt, tehat esetiinkben
n - hy, = 1 teljestil. Ha a numerikus modszer konvergens, akkor a definici6 szerint
e, globéalis hibaja 0-hoz tart a felosztas finomitasaval. Ebbdl kovetkezik, hogy
en < en teljesiil (minden n esetén), valamint

En

en

2

szintén konvergens, ha n — oo.
Hozzuk most az (5.5) Osszefiiggést
€n
<r
(hn)?

alakira, ami kifejezi, hogy minden lépéskozhoz taldlhatéd olyan r valos szam, amely-
nél a fenti hanyados nem nagyobb. Erdekes még azt is megfigyelni, hogyan valtozik
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a hanyadosok értéke a lépéskoz finomitasaval a kiillonb6zé numerikus modszerek
esetében. Azt mutatja be az 5.1. tablazat és joval szemléletesebb modon az 5.11.
abra is, hogy nem tulsdgosan nehéz feladat ilyen r szamot talalni.

n 160 320 640 1280
h 1 1 1 1
160 320 640 1280
Euler-
modszer e, 6,9384-107%  3,4921-10"* 1,7518-10"* 0,8773-107*
S 1,1101-107"  1,1175-107"  1,1212-107"  1,1230-10""
javitott Euler-
modszer e, 6,7332.107% 1,6652-107%  0,4141-107% 0,1033-107°
$%1,7237-107"  1,7052-107"  1,6961-10""  1,6916-10""
Runge-Kutta-
modszer e, 2,6685-1071° 10,1648 -107° 0,0102-107'° 0,0006- 107
T2 1,7488-107"  1,7284-107"  1,7183-107"  1,7136-10""

5.1. tablazat.
A (,L‘T)p hanyados valtozasa a 1épéskoz csokkentésével.

A vizsgalatok soran az elséként alkalmazott lépéskéz h = 10 volt. Jeldlje j
annak a kozelits szamitasnak a sorszamat?, amelyben a lépéskdz h; = 1—10 <277
volt. A fentiek alapjan a

; - (h)P 1
lim fo _ lim L) (hs) = —
J—00 €9j—1 j—oo 1. (hj_l)p 2p

hatarérték szamithato és igy Osszehasonlithatova valnak a numerikus modszerek a
kozelités pontossaga szempontjabol.

A fentiekkel lathaté modon 6sszhangban vannak az 5.8., 5.9. és az 5.10.
tablazatok utolsd oszlopainak értékei, ha p rendre 1, 2 és 4.

4Ez egyben az 5.8., 5.9. és az 5.10. tablazatok soraira értelmezhets sorszdmozas is egyben,
ha az 0-val kezdgdik. Ugyanakkor n = 10 - 27 is teljesiil.
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r
0.26%
0.24
0.22
[ J .
2 4 6 8 10 12 14 J
o.18) *
®eo0000 00000
0.16
5.11. abra.
A (he—")z hanyados valtozasa a lépéskoz csokkentésével Javitott Euler-modszer
esetében.

5.4. Prediktor-korrektor-modszerek

Az explicit Euler-modszerhez tgy is eljuthatunk, ha a (3.8) egyenlet bal oldalan
az X (t) derivaltat a megfelel§ differencia hanyadossal helyettesitjiik:
X(t;) — X(t;— .
w ~ X(tiq) = f(ti—lyX(ti—l»
Ezt az Osszefiiggést
X(t:i) m~ X (ti1) + hf (i1, X (tio1))
alakra hozva t;_1 és X (¢;—1) ismeretében folhasznalhatjuk X (¢;) értékének kozelité-
sére. Lényegében ezt tettiik az explicit Euler-mddszer minden 1épésében.
Ha most a fentiekhez hasonlo modon a (3.8) egyenlet segitségévek az X (t;)
derivalt értéket értelmezziik, akkor az
X(t;) — X(t;— .
% ~ X (i) = f(ti, X(t))

Osszefiiggés atrendezésével

X(t:) ~ X (tio1) + hf (t;, X (L))
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nyerhets. A pontos X (t;), X (ti—1) értékek helyébe az x;, x,_1 kozelits értékeket
irva, az alabbiak szerint értelmezhetjiik az implicit Euler modszert:

@y =it + hf(ti2).
Lathato modon az egyenléség mindkét oldalan szerepel a keresett xz; érték. En-

nek kifejezhetGségét és igy a modszer kozvetlen hasznalhatosdgat az f-fliggvény
hatarozza meg, és altalaban linearis rendszerek esetében elényos.

5.12. abra.
Implicit Euler-moédszer (prediktor-korrektor-modszerben).

Ha azonban a

t; = tic1 + h
$£l+1] = x;_1 + hk
ahol k= f(ti73:il])
(I1=0,1,...) és xgo] adott
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(0]

értéket — az 5.12. abra szerinti
1]

7

Osszefiiggésnek megfelelGen megadjuk a kezds, x
moédon, explicit Euler-médszerrel — akkor néhany iteraci6® utan z;° értékére az
X (t;) pontos értékét jobban kozelits értéket kapunk.

Igy egy olyan modszert nyertiink, amelyben a kivetkezs, z; kozelits érték meg-
hatarozasat egy explicit moszer segitségével kivalasztott értéket (mEO]), egy implicit
modszer segitségavel tesziink pontosabba kell§ szamu iterativ 1épés sordn. Az
exlicit modszert prediktornak, mig az imlicit modszert korrektornak nevezziik.

Ha a numerikus integralas trapéz formulaja alapjan a [t;_1, t;] mindkét végpont-
jadhoz tartozo6 meredekség értékeket azonos sullyal vessziik figyelembe a kévetkezd
P; kozelité pont meghatarozasdhoz, a trapéz-modszer néven ismert implicit mod-
szert kapjuk. Ennek korrektor-modszerként torténd alkalmazasa a

5.13. abra.
Trapéz-modszer (prediktor-korrektor-modszerben).

5Ez altalaban 2-3 iteracios 1épést jelent.
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ti= tic1 + h
x£l+l] — oz, + %k
ahol k‘ = f(ti—lvxi—l) =+ f(tl,l'gl])
(1=0,1,...) és mEO] adott

szabélyok alapjan torténhet.

A 5.13. abran jol lathato, hogy a trapéz-modszer korrektor modszerként vald
alkalmazasa révén kevesebb iteracios lépés sziikséges a kovetkezs, P; pont ki-
jeloléséhez kozel azonos pontossiggal.

implicit Euler-modszer Trapéz-modszer

2 £ xyf] dg (Pi[k]; Pi[kfl]) a:Ek] d, (Pi[k]§ Pi[kfll)
0 | 0,40 | 0,040657 0,040657

110,40 | 0,369978 0,329321 0,205318 0,164661
2| 0,40 | 0,073589 0,296389 0,131220 0,074098
3| 0,40 | 0,340339 0,266749 0,164564 0,033344
4 1 0,40 | 0,100264 0,240075 0,149559 0,015005
51 0,40 | 0,316332 0,216068 0,156312 0,006753
6 | 0,40 | 0,121871 0,194461 0,153273 0,003039
71 0,40 | 0,296886 0,175015 0,154640 0,001367
8 | 0,40 | 0,139372 0,157514 0,154025 0,000615

5.2. tablazat.
A két modszerre épiils prediktor-korrektor modszer els§ néhany iteraciojanak
eredménye.

Erre a 5.2. tablazat adatai szolgalnak magyarazattal. A pontsorozatok konver-
genciajat jellemezhetjiik az egymast kdvets pontok tavolsagainak dp (PZ-M ; Pi[kfl])
és d, (Pi[k];Pi[k_l]) sorozatéval. Lathato, hogy az imlicit Euler-modszer esetében
az egymast kovetd pontok tavolsaga kozelitGleg linearisan csokken, mig a Trapéz-
modszer esetében a tavolsagok a kovetkezs iteracios 1épésben jo kozelitéssel megfe-
lez6dnek. Ezek az Osszefiiggések még szemléletesebben jelennek meg a tablazat
adatai alapjan késziilt 5.14. abran. (Az abran folytonos vonallal 6sszekdtott pon-
tok jelolik a trapéz-modszerhez tartozo, a 5.2. tablazat utolso oszlopaban talalhato
adatokat.)
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0.3 °

0.25 °

0.2 °

0.15 o
0.1
0.05

5.14. abra.
Implicit Euler-modszer és a trapéz-modszer konvergenciaja
(prediktor-korrektor-modszerben).



6. Fejezet

Tovabbi geometriai
megfontolasok

A korabban téargyalt explicit modszerekben k6z6s vonés volt, hogy egy adott
pont ismeretében hataroztuk meg a kévetkezd kozelité pontot egy az aktualis pont-
on athalado egyenes mentén. Ezt az egyenest az Euler-modszer esetében egy, mig
a javitott Euler-modszer és a negyed rendd Runge-Kutta-modszer esetében tobb
ponthoz tart6zo érinté iranyat figyelembe véve adtuk meg.

Az érinté egyenessel szemben a gérbe adott pontjahoz tartozo simulokdre ,,job-
ban” kéveti a gorbét. Vajon alapjaul szolgalhat-e ez a felismerés gérbe pontjainak
kozelitésére.

A differencidlgeometria teriiletén ismert a simulokor fogalma. Egy gérbe adott
P pontbeli simulokorét egy olyan kor hatarhelyzeteként szoktuk értelmezni, amely
a P-n kiviil még athalad a gorbe masik két (A és B) pontjan is, és kozben A-val
és B-vel P-hez tartunk!. Ahogyan az elnevezés is sugallja, a simulékor pontjai az
érintési pont egy kornyezetében elegendgen kozel helyezkednek el a gorbéhez.

Az alapgondolat tehat az, hogy a gorbe kozelitését, annak egy rovid szakaszan
a simulokorének kozelitésével oldjuk meg. Az elgondolas alapjaul a differencial-
egyenletek geometriai jelentése szogal, hogy a megoldasgdrbe minden pontjahoz
ismerjiik az érint6 iranyat f(t,X (t)) formaban a (3.8) egyenlet alapjan, ami az
adott ponthoz tartozo simulokor érintéje is egyben.

1Ha P, A és B nem kollinearis, akkor mindig egyértelmtien megadhaté ilyen kor.

85
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6.1. OCM, avagy kozelités érinté korrel

A tovabbiakban targyalasra keriil6 kozelité modszerre az egyszertiség kedvéért
OCM roviditéssel hivatkozunk (osculating cirle method).

Legyen adott a (3.8) egyenlet, a (3.9) feltételnek megfelels Py(to,zo) pont,
valamint egy kis d tavolsag. Szeretnénk meghatarozni az adott ponton athalado,
(3.8) megoldasat jelentd fliggvény gorbéjét kozelits torottvonalat a Py pont egy
kornyezetében.

Jelolje m”

= f(to,x0) a Py-hoz tartozd érint6 egyenes meredekségét. Legyen
p az m¥ meredekségti egyenessel parhuzamos vektor és ||p|| = d. Jeldljiik ki a
Q(t,%) pontot tgy, hogy ]?Q) = p. A Q-hoz tartozd meredekség, m@ = f(t,7)
szintén szamithato. Ha d elegendGen kicsiny, akkor @ elegendéen kozel van a
kezdetiérték-probléma megoldéasat jelents gorbéhez, igy m® jol kozeliti egy Q-hoz
kozeli pontjaban az érinté meredekségét. Legyen q az m®@ meredekségd érintével
parhuzamos vektor tgy, hogy p és q szoge legyen egyenls az m* és m®? meredek-
ségii egyenesek hajlasszogével, valamint ||q|| = d.

Ha mP # m®, akkor Py kis koérnyezetében a fiiggvény gorbéje jol kozelithets
egy megfelel§ sugari korivvel, ami a gérbe Py-beli simulokére. Hasonlé modon a
Q@ pontban is illeszthetiink egy korivet ahhoz a gérbéhez, amelyre @) illeszkedik.
A korck Py illetve @ pontjaihoz rajzolhatéd érinté egyenesek egyben érintéi a gor-
béknek is. Az érintsk Py és Q@ pontjaba allitott merdlegesek C' pontban metszik
egymast. Ezzel a ponttal jol kozelithetjiik a két kor kdzéppontjat, ha d-t ele-
gendGen kicsinek valasztottuk. C' ismeretében meghatérozhatjuk a C és @ egye-
nesének azon P; pontjat a CQ szakaszon, hogy d(P,C) = d(CP)) teljesiiljon. A
kovetkez6 kozelité pont meghatarozasahoz Py lesz a kiindulopont, mint korabban
a PQ volt.

Ha m® = m®, akkor lényegében P;-ként magat Q-t fogadhatjuk el.

Az eljaras egy altalanos lépését, az i-edik kézelité pont meghatarozasat az azt
megeléz6 (i — 1)-edik alapjan a 6.1. dbra mutatja. Az abra alapjan az is lathato,
hogy az eljarasban @@ pont meghatarozasa lényegében az Euler-modszer szerint
torténik. Ezek utan, a @ és a C' ismeretében a P; helyvektora az aldbbiak szerint
fejezhetd Kki:

OP, =OP; ,+ P, ,C+CP;

A kozelités pontossagat meghatarozza d értékének megvalasztéasa. Ha tulsa-
gosan nagynak valasztjuk, @ tulsdgosan tavol esik a megoldast jelents fiiggvény
gorbéjétsl, igy C nem jo kozelitése a két simuld kor kozos kozéppontjanak. Varha-
toan a d csokkentésével névelhets a kozelités pontossaga.
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6.1. abra.
Az OCM a kozelités kovetkezd, P; pontjat a gérbét a P;_; pontjaban érints c,
koriven jeloli ki.

6.1.1. Az OCM altalanositasa egyenletrendszerekre

A korabban targyalt numerikus modszerek alkalmazhatosaga kiterjed az egyen-
letrendszerek és az atviteli elv révén a magasabb rend differencialegyenletekre is.
Cészerii tehat az OCM esetében is elvégezni az ilyen iranyu kiegészitéseket.

Sok esetben a probléma leirasa a (3.10), vagy a (3.11) kezdetiérték feladattal
ekvivalens forméaban fogalmazhaté meg. Ezek kozott az atviteli elv jelent kapcso-
latot, ezért tekintsiik most csak az

Xilt) = i (6 X2(0, Xo(0), - Xa®) (G =1,.0m) (6.1)

egyenleteket tartalmazo rendszereket, melyek numerikus megoldasa soran

X(t) = (X2(8), Xa(t),.. X)) (i=1,..00m) (6.2)

fiiggvényeket kell kozelitenlink. Diszkrét modszerek esetében azt egy alkalmas,
(n+ 1) dimenzios Py, Py, ..., P, pontsorozat megadasaval végezhetjiik (ahol Py a
kezdeti feltételnek megfelels pont, k pedig a kozelitések szama).
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Jelolije m” a gorbe Py pontbeli érintsjével parhuzamos vektort, és m” ko-
ordinéatai rendre:

Legyen

Adjuk meg a Q(qo; 415 q2; - - - ;qn) pontot ugy, hogy Py = p.
Itt meghatarozhato az m® vektor, amely parhuzamos a gérbe @ pontbeli érin-
t6jével, és m@ koordinatai:

mgzl, mZ:Xl(qo), (121,777,)

Ebbél megadhatjuk a
Q
m
a= g d
[m®||
vektort.
Ha m”||m®, akkor Q pontot elfogadjuk a kovetkezs, Py kozelité pontnak.

Ellenkez esetben p és q vektorok egyértelmiien meghatéroznak egy sikot.
Ebben a sikban a Py ponton athalado, p vektorra merdleges egyenes, és a @

6.2. abra.
A simulokéroket kozelits ¢, és ¢, korivek a p és a q vektorok sikjaban.
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ponton athalado, q vektorra meréleges egyenes C' pontban metszik egymaést a 6.2.
abran lathaté modon.

Megadhato egy p-re merdleges a és egy g-ra merdleges b vektor
a=p+Aq
és
b=q+wp

modon a (p, q) bazisban tigy, hogy azok a metsz6 egyenesek iranyvektorai legyenek
a 6.3. abran latottaknak megfelelGen.

N |

6.3. abra.

Felhasznalva a vektorok skalaris szorzésanak tulajdonsagait, és hogy p és a,
valamint q és b merd&legesek, a

S
Z b;
i=0

="
=0

egyenldségek irhatok.
Az OC helyvektor megadhato

O—)C:O—Po)+g0a:O—Po)+g0p+<p)\q (6.3)
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és
OC = 0Q + ¥b = OQ + 1q + Ywp (6.4)
modokon. Igaz tovabba az
0Q - OP,=p (6.5)

egyenlgség is.
A (p,q) bazisban ¢ és 1) értéke szamithato:

A
= — = 6.6
T =1 v Aw —1 (6:6)
OP, =0OPF, + P,C+CP, (6.7)

Ekkor a C' pont koordinatéi is kiszamithatok mind a (p, q) bazisban, mind pedig

6.4. abra.
Térgorbék kozelitése.

az n+ 1 dimenzi6s vektortérben. Ennek ismeretében megadhatjuk P, pontot gy,
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hogy cP, legyen egyallasu 6’6 vektorral, valamint |\P0_5\| = \|513T| is teljestiljon.
A pontsorozat kovetkezs, P, elemének meghatarozasa hasonld6 modon torténik,
alapul véve Pj-et. Ezt szemlélteti a 6.4. abra a 3 dimenziés térben vektorok
segitségével. Itt P; jeloli azt a pontot, amelybdl kiindulva meghatarozzuk a P; 4
pontot a féntebb ismertetett eljarassal.

6.1.2. Az OCM hibaja

Egy numerikus modszer hasznalhatosagat annak pontossaga jelentGsen megha-
tarozza. Az 5.4. fejezetben ebbdl a szempontbol hasonlitottunk 6ssze néhanyat
a differencidlegyenletek numerikus modszerei koziil. A hitelesebb Gsszehasonlitha-
tosag érdekében a szamitasokat ugyanazzal a kezdetiérték-feladattal kapcsolatosan
végeztiil, lehetség szerint biztositva minden mas feltételt is.

n h X (tn) X, en =

2
10 i 0.00726065 0.00953959 0.00227894
20 = 0.00920645 0.00967846 0.000472011 0.207118
40 = 0.0101576 0.0102684 0.000110848 0.234843
80 = 0.0106328 0.0106597 0.000026993 0.243513
160 v 0.0108707 0.0108774 6.66691x10°° 0.246986
320 =5 0.0109898 0.0109914 1.65703x10°° 0.248546
640 =5 0.0110494 0.0110498 4.13075x1077 0.249286
1280 = 0.0110792 0.0110793 1.03122x1077 0.249646
2560 i 0.0110941 0.0110941 2.57624x10°° 0.249824
5120 =% 0.0111015 0.0111015 6.43834x107° 0.249912
10240 RS 0.0111053 0.0111053 1.60931x107° 0.249957
20480 TTTTE 0.0111071 0.0111071 4.02296x107*° 0.24998
40960 RTE 0.0111081 0.0111081 1.00576x107%° 0.250004
81920 550 0.0111085 0.0111085 2.51375x10°** 0.249937
163840  TETTTE 0.0111088 0.0111088 6.27633x107*2 0.249679

6.5. abra.

Az OCM globalis hibajanak valtozasa a lépéskoz fiiggvényében.

Az algoritmusok kiilonbozésége miatt ez teljességgel nem volt megoldhato, de
az OCM elss, Euler-1épését mindig szintén h,, értékkel tettiik meg. Az egyes
kozelitések mésodik lépése — amely 1ényegében a kozelités kovetkezs pontjat adja
meg — ezt altalaban torzithatja, ami azt jelenti, hogy a t értéke nem azonos
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lépéskozzel valtozik az adott [0;1] intervallumon. Esetiinkben ez altalaban na-
gyobb, de a gorbe jellegétsl fliggs valtozd 1épéskozt jelentett. Az n lépésszam
novelésével azonban ez az eltérés egyre jelentéktelenebbé valik.

Ezt tamasztja ald a 6.5. tablazat harmadik és negyedik oszlopaiban talalhato
pontos X (t,) és a kozelits x, értékek oOsszevetése is. Mivel az X(t,) értékek
rendre kisebbek az t = 1 helyen folvett pontos értéknél, ez igazolja, hogy az n-edik
lépésre mindig tulléptiink az intervallum f6ls6 hataran. Ez azonban azt jelenti,
hogy atlagosan nagyobb lépéskozzel haladtunk, mint % Masrészt megfigyelhetd,
hogy az n novelésével az X (t,,) pontos érték egyre jobban megkozeliti az 5.8., 5.9.
és az 5.10. tablazatokban talalhatd, az intervallum végpontjahoz tartoz6 pontos
értéket.

Az 5.4. fejezetben bemutatott empirikus modszer alkalmasnak bizonyult arra,
hogy informaciot adjunk a modszer globalis hibajarol. Osszevetve a 6.5. és az 5.9.
tablazatokat megallapithato, az OCM globalis hibaja a javitott Euler-modszeréhoz
hasonléan szintén masodrendd. Erre enged kdvetkeztetni, hogy a 6.5. tablazat
utolsé oszlopanak értékei n névekedtével egyre jobban megkozelitik 272 értékét.

6.2. Az OCM mint korrektor-modszer

A prediktor-korrektor modszerek esetében az i-edik kozelité pontot elGszor
egy explicit modszerrel megbecsiiljiik, amit aztan néhany iteracios 1épésben, egy
implicit modszer alkalmazésaval pontositunk. FEz geometriai szempontbdl azt
feltételezi, hogy az iterdcid soréan egy megfelelg hatarértékkel rendelkezs konver-
gens pontsorozat tagjait kapjuk.

Korabban lathattuk, hogy altalanos esetben az OCM alkalmazésaval a kozelits
pontsorozat P;_; elemét alapul véve, hogyan hatéarozhatjuk meg a kovetkezs P;
pontot. A 6.1. abra szemlélteti, hogy els6ként kozelitjiik a P;_; ponthoz tartozd
simulokdr C' kézéppontjat a P;—1 ponthoz tartozo érinté P;_; pontjaba allitott
egyenesen ugy, hogy a | P,—1C|| = ||CF;|| valamint CQ és C'P; vektorok egyallastuak
legyenek.

Vizsgaljuk meg most azt, hogy milyen eredményre jutunk, ha P; pont meghata-
rozasa utdn, a P;-hez tartozd meredekséget arra hasznéljuk f6l, hogy tjra ,be-
csiiljiik” a simulokor kézéppontjat. Ennek alapjén persze a korabbi gondolatmenet-
nek megfelel§en masik P; pontot jeldlhetiink ki. Ez aztan megint félhasznalhato
egy Uj kozéppont meghatarozasara. Ezt az eljarast tetszélegesen folytathatjuk,
amelynek elsé néhany lépését mutatja be a 6.6. abra. Az abran rendre CY, CRI . .
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jeloli az egyes iteraciokban nyert kozéppontokat, mig Pi[l], Pi[Q], ... pontokat az i-
edik kozelits pont egymast kovets finomitasainak tekintjiik?.

Az abrat tanulmanyozva folfigyelhetiink arra a koriilményre is, hogy a ¢[® koriv,
amelyre az utolsod iteraciobol szarmazo Pi[?’] pont illeszkedik, viszonylag hosszu
szakaszon ,elég” kozel van a keresett gérbéhez. Ez lehet&séget adhat Gjabb kozelits
pont kijelslésére a P; pont kdrnyezetében a c®! koriven anélkiil, hogy tovabbi
iteracios lépéseket illetve fliggvénykiértékelések kellene végezni.

6.6. abra.
OCM alkalmazéasa prediktor-korrektor-modszerként.

A 5.4. fejezet kisérletet tett az ott ismertetett két korrektor modszer konver-
gencidjanak osszehasonlitasara és szemléletes bemutatasiara. Bar ebben az esetben

az iteraciokor elGallo Pi[k] pontok nem egy egyenesre illeszkednek, a pontsorozat

egymést kovets elemeinek d(Pi[k];Pi[k*l]) tavolsaga itt is jol jellemzi a sorozat
konvergenciajat. A 6.1. tablazat tartalmazza egy ilyen pontsorozat elemeinek
kooordinatait és az azokbol szamitott tavolsagokat.

2 A korabban bemutatott prediktor-korrektor médszerek PZ.[O] pontjanak itt a @ pont felel meg.
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o

d(P-[k] : p_[kfl])

0 O U= W~ O

0,4000000000
0,4357734261
0,3691023384
0,3829384697
0,3784725538
0,3797309441
0,3793623546
0,3794691029
0,3794380857

0,0406569659
0,2361868108
0,1734576633
0,1911835786
0,1859926216
0,1874961344
0,1870592786
0,1871860932
0,1871492704

0,1987753964
0,0915422301
0,0224865872
0,0068476594
0,0019606368
0,0005715778
0,0001657624
0,0000481454

6.1. tablazat.

A trapéz-modszer és az OCM korrektor modszerként valo alkalmazhatosagat
hasonlithatjuk 6ssze a 6.7. abra alapjan. Az OCM-hez tartozo, folytonos vonal-
lal 6sszekotott pontok néhany iteracié utan a trapéz-modszer pontjai alé keriil-
nek, ami azt jelenti, hogy az egymaést kovets elemek kozotti tavolsag gyorsabban
csokken.

Bar az abra azt sugallja, hogy késébb — kell§ szamu iteracio utan — a két
modszerrel nyert tavolsagok azonos modon viselkednek, ezt azonban csak a kezdeti
nagy tavolsagokhoz mérten késgbbi kis értékek miatt latjuk igy. Képezziik most
az 5.2. és a 6.1. tablazat adataibol a

dt (P»[k]; P.[k—l])
d(P[k], Pl[kfl])

hanyadosokat, ahol d; a trapéz-modszerrel, mig d az OCM-mel végzett iterativ
lépések soran kapott egymast kdvets pontok téavolsaga. A 6.8. abran jol lathato,
hogy a hanyadosok értéke a linedrishoz képest gyorsabban ng. FEz csak azzal
magyarazhatd, hogy a nevezd értéke gyorsabban cstkken a szamlaloétol, azaz
a trapéz-modszerrel végzett iteracidhoz képest az OCM-mel kapott pontsorozat
gyorsabban konvergél.
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d
0.2
[ )
0.15
0.1
[ )
0.05
] 2 4 6 8 k
6.7. abra.

A trapéz-modszer és az OCM korrektor modszerként vald alkalmazéasanak
Osszehasonlitasa 1.

[ ]
12
10
8 [ ]
6
[ ]
4 [ ]
2 e °
[ ] [ ] k
2 4 6 8

6.8. abra.
A trapéz-modszer és az OCM korrektor modszerként valo alkalmazasanak
Osszehasonlitasa II.

95



96

6. Tovabbi geometriai megfontolasok



7. Fejezet

Modszertani kiegészitések

»A Természet nagy kényve csak azok elétt dll nyitva,
akik ismerik a nyelvet, amelyen irva van:
a matematika nyelvét.”

GALILEO GALILEI

A fejezet célja, hogy bemutassa a dolgozatban targyalt eredmények tovabbi,
néhany lehetséges oktatési alkalmazasat. A témaéaval kapcsolatosan nehéz feladat
teljességre torekedni a terjedelem korlatai miatt, de hidnyos lenne ez a dolgozat,
ha nem tennénk emlitést néhany konkrét szamitogépes megvalositasrol. Ezért
ezek bemutatasara is itt kertil sor. A korabbiakban a matematikai modellezés
és a szamitogépes szimulacié — mint a természettudomanyos targyak oktatasaban
hatékonyan hasznalhato eszkoz — alkalmazasi lehetSségeit vizsgaltuk meg. Az ed-
digiek az alabbi harom {6 gondolatkorbe sorolhatok.

Els6ként a kisérleti mérések néhény lehetséges alternativajat mutattuk be konk-
rét példakon keresztiil, amelyek alapjaul szolgalhatnak a matematikai modell folal-
litdsdhoz sziikséges adatgytjtésnek. Ezt kovetSen a megismert jelenségekre és
mérési modszerre épitve megalkottuk matematikai modelljeiket.

Egy kés6bbi fejezetben, szamitogépes szimuléacio céljabol megadtunk egy diffe-
rencidlegyenlet-rendszert, és bemutattunk néhany klasszikusnak mondhatoé, ismert
alkalmazasi lehet&ségét.

Végiil, a differencidlegyenletek kezeléséhez, azok néhany numerikus megoldasi
lehetGségének bemutatasaval szerettiink volna hozzajarulni.
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7.1. Modellezési és szimulaciés példak

7.1.1. Tovabbi jelenségek

A fejezetben szerepls néhany példa a (4.1) egyenletrendszer tovabbi alkalmazési
lehet@ségeire szeretne réavildgitani. Természetesen csak az lehetett cél, hogy na-
gyobb hangsilyt kapjon a matematikai modell szintetizalo szerepe. Ezt a bekezdést
tekinthetjiik egyféle feladatgytijteménynek is, ahol az egyes ,feladatok” megoldéasat
az jelenti, hogy megadjuk a (4.1) egyenletrendszer olyan paraméterezését, amely
altal az az adott jelenség modelljévé valik.

Testek hiilése

Egy test Ty C° hémérsékletrdl Tj, C°-os kornyezeti hémérséklet mellett kezd el
hiilni. A test hémérsékletének idsfiiggését a

T(t) = a(T(t) - Tk) (7.1)

egyenlet irja le, ahol a a test anyagi mingségét jellemz§ allando.

A logisztikus novekedés pontositasa

A logisztikus névekedést leird (4.4) modell legnagyobb hibaja, hogy feltételezi,
hogy a rendszer rendkiviil kicsiny N (t) esetében is — ha lassan is — de névekedni
fog. Ugyanakkor példaul az dkologiai rendszerek esetében az a tapasztalat, hogy
ilyenkor az egyedszam csokkenésnek indul, mert az ivarérett egyedek nehezebben
talalnak part, vagy mert beltenyészetek alakulnak ki, ami viszont a termékenységet
csOkkenti.

A fentick miatt célszerd a (4.4) egyenletet gy modositani, hogy a populacio
novekedése negativva véaljon, ha az egyedszam egy adott M alsé kiiszobnél kisebbé
valik. Ez egy tjabb szorzé bevezetésével lehetséges:

() =N () (1~ %) (1- %) (7.2)

Test lecstiszasa
Egy test [ hosszusagi, a hajlasszogi siklapon csuszik. A feliileten a surlodasi

egyiitthato k. Az
5(t) = g(sina — k cos @) (7.3)
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egyenlet a kezdetben nyugalomban 1év6 test mozgastorvényét adja.

Filiggdleges hajitas

Egy testet fiiggslegesen felfelé vy kezdGsebességgel mozgasba hozunk. Ha a
test mozgéasanak leirasahoz csak a nehézségi erét vessziik figyelembe, azaz el-
hanyagoljuk a kozegellenéllast, akkor az az

5(t) = —g (7.4)

egyenlettel jellemezhetd.

Neutralis szal

Egy a két végénél aldtamasztott gerendat, mindkét végétsl a tavolsagban P
nagysagu erékkel terheliink. Ebben az elrendezésben — ha a deforméciok nem
tulsdgosan nagyok — igaz, hogy a gerenda als6 részei megnytlnak, a fels részei
Osszenyomodnak. A két tartomany hatéra a neutralis szal, melynek hossza val-
tozatlan marad. Ennek alakjat a

d? P
yz)  Pa (75)
dx? EJ
egyenlet irja le, ahol E a gerenda rugalmassagi egyiitthatoja, J pedig a neutralis
szalra vonatkozo keresztmetszet tehetetlenségi nyomatéka.

Visszatéritsé erd

Az m tomegl anyagi részecskét az O pont felé, a ponttol mért x tavolsaggal
egyenesen aranyos F' er§ mozgat. Az F' hatéasara megvalosulé mozgast az

a

() + (E)Qx(t) —0 (7.6)

egyenlet irja le.

Lanc lecstiszasa
Egy sima, vizszintes feliiletrdl [ hosszusagn lecstuszo lanc mozgésat az

i(t) = %aj(t) (7.7)
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egyenlet irja le. (A mozgas kezdetekor a lancnak mar a hossztuségu darabja lecsu-
szott.)

Vagon mozgasa szélben

Egy m tomegl vagon mozgasba jon a palya iranyaban hato allandé erd hatasara
és vizszintesen mozog. A vagon ellenallasa a mozgéssal szemben R, a mozgéas F
er¢ hatasara jott létre, mozgastorvényét az
F—-R
i(t) = ——
(t)="—

(7.8)

egyenlettel adhatjuk meg.

Filiggoleges hajitas kozegellenallas figyelembe vételével

Egy m tomegd testet v kezdGsebességgel mozgasba hozunk fliggslegesen lefelé.
Ha az esés kozben szamolunk a kozegellenallassal, a test mozgésat az

mi(t) + ks(t)> —mg =0 (7.9)

egyenlettel irhatjuk le, ahol k a kozegellenallast jellemzG aranyossagi tényezd, g
pedig a gravitacios gyorsulas.

Tengeralattjaré meriilése

Egy M tomegl tengeralattjaro egy kis P er6 (mertilési képesség) hatésara
meriilni kezd. A viz ellenallasa aranyos a meriilés sebességével és a hajotest S
vizszintes vetiiletével. A hajotest meriilését az

Mi(t) + kSi(t) — P =0 (7.10)

egyenlettel irhatjuk le, ahol k kozegellenallasra jellemz6 aranyossagi tényezd.

Rezgdkor

Az elektronikus alkatrészek kapesolasi lehetsége meglehetésen valtozatos lehet.
Egyik alapvet6 dramkor a 7.1. abran lathato R ellenédllasbol, L induktivitasbol és
C kapacitasbol allo soros kapcsolas, az tigynevezett soros rezgdkor. Az aramkor
allapotainak leirdsara alkalmas a

B o)+ qty—

q(t) + fq c - E (7.11)
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egyenlet. Az egyenletbsl E = 0 esetén a mechanikai rezgéseknél megismert (4.16)
homogén egyenlethez hasonl6hoz jutunk. Ez a hasonlosag egyben magyaréizattal
is szolgal az azonos szohasznalatra a két jelenséggel kapcsolatban.

R L Ci
o
oo
7.1. abra.

Soros rezgskor

Bomlasi-sor, sorozatos kémiai reakcié

Bizonyos elemek atomjai radioaktiv bomlés sordn més, alacsonyabb rendszamiu
elemmé alakulnak at, mikdzben a*-, 8-, illetve y-részecskéket bocsatanak ki. A
jelenséget Becquerel fedezte f61 1896-ban. Sokszor az igy keletkezett elem sem
stabil izotép, és egy az el6z6hoz hasonlo 1épés soran tovabb bomlik, mikdzben
djabb elem keletkezik. Jelolje

ElﬂEg)gEg

radioaktiv anyagoknak azt a bomlasi-sorat, amelyben F; anyag atomjai elGszor
F, atomjaiva alakulnak, majd azokbol F; atomjai keletkeznek.
Az E; stabilitésa, azaz a F; — FE;; atalakulas sebessége a \; bomlasi egyiitthato-
val jellemezhets. Az
Tbl(t) = *)\177/1 (t)
(7.12)
RQ(t) = —)\an(t) + )\1711 (t)

egyenletrendszer az anyagok ilyen modon valo atalakulasat irja le, ahol n; az F;
elem atomjainak a szama. \; az E; izotop atomjainak stabilitasat, azaz az

E; — B

atalakulas sebességét jellemzi.
Fontos megemliteniink, hogy a sorozatos kémiai reakciok is a (7.12) egyenletekhez
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hasonlé modon irhatok le. De emlithetjik még a fert6z6 betegségek terjedését,
lefolyasat is, ami szintén leirhato ezzel az egyenletrendszerrel. Ebben az esetben
FE4 jelenti a fert6zésen még at nem esett egyedek szamat, Fo a fert6zés hatasara
megbetegedettek szama.

Egyensilyi reakci6

Bizonyos kémiai atalakulasokkal kapcsolatban ismert az a jelenség, hogy a
keletkezett termékek a koriilmények megfelel megvaltoztatasaval visszaalakithatok
kiindulasi anyagokka. Az ilyen atalakuldsokat megfordithaté kémiai reakciok-
nak nevezziik. Kozismert reakcié a szén-dioxid vizben valo oldasa (igy késziil-
nek a szénsavas italok). Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy a pohéarba kitoltott
asvanyvizbdl ,megszokik" a szén-dioxid, de egy zart palackban nem tapasztalunk
szemmel lathato valtozast. Ekkor a két atalakulés egyensilyban van.

Hasonl6 reakciok a vordses-barna nitrogén-dioxid szintelen dinitrogén-tetraoxidda
valo alakuldsa is, amely homérséklet noévelés vagy nyomés csokkentés hatasara
visszafelé jatszodik le:

N02 — NQO4

és
NQ 04 — NOQ .

Hasonl6 folyamatok alatalanos forméban az

A= B
ko

egyenlettel irhatok le.
Egyensulyi allapot akkor alakul ki, amikor a kiindulasi anyag [A] koncentréacioja
és a termék |B] koncentracioja mar nem valtozik. Ez az atalakulas a

dA]

S5 = —hi[A] + kalB] -
dB] '
e —ko[B] + k1 [A]

egyenletrendszerrel irhato le, ahol ki és ko az oda- és visszaalakulas sebességét
jellemzd allandok.
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7.1.2. Egy modell szamitoégépes realizacioi

Természetesen foglalkoznunk kell azzal is, hogy a mar ismertetett eredmények
alkalmazasara milyen lehetéségek kinalkoznak. Ennek megfelelGen, a dolgozathoz
kapcsolodd munkak sordn célszerti volt szamba venni a lehetséges szoftvereket,
amelyeket oktatasi céllal folhasznalhatunk. A teljesség igénye nélkiil most ezekrél
tesziink emlitést.

A tablazatkezeldk ilyen céllal torténd alkalmazasanak kétségtelen elényei, hogy
a szoftver beszerzése, valamint hasznalata altalaban nem jelent problémat, és alap
szint alkalmazéasa nem igényel programozasi ismereteket, ugyanakkor egyszert
lehet@séget biztositanak a modellezéshez, a szimulacidhoz és a kozelité modsze-
rekhez kapcsolodd ismeretek szemléltetéséhez. Az Excel-tabla, amely alapjan
a 7.2. abra késziilt, a tablazatkezels alapvetd lehetségeit folhasznalva alkalmas a
kivalasztott matematikai modell alapjan torténd szimuléciora, valamint a kiilon-
bo6z6 kozelité modszerek szemléletes dsszehasonlitasara. A tablazat képleteihez az
(5.1), az (5.2) és az (5.3) Osszefiiggések szolgaltak alapul. A megvalositashoz sziik-
séges ismeretek (képletek irasa, kiilonbozs cella-hivatkozasok, diagramok keészi-
tése) alapvetének szamitanak, tehat ez nem jelentheti akadéalyat annak, hogy a
tanulok akar onalléan, vagy a modell jellegétsl, és a sziikséges matematikai is-
meretek mélységétdl fliggden tobb-kevesebb tanari segitséggel ilyen problémékat
tanulméanyozzanak, illetve feladatokat oldjanak meg.

Az el6z6t6l Gsszetettebb feladat megoldasat mutatja be a 7.3 abra, amely a
(4.1) modell folhasznalasaval késziilt. A paraméterek magvalasztasa a zsakmany-
ragadoz6 rendszer modelljét eredményezte, de ez az egyszerd tablazat lehetévé
teszi a 4. fejezetben targyalt rendszerek bemutatasat.
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= 0,3
- N(2) ’
N()=rN() | 1- % K= 8500,0 h= 5
I . () N (1) PPN RS S SR W V., AN e LW
0.00 20.00 20.00 20,00 59859 10,4463 13,7596 26,3612 67,2990 52,2313 29,9294
5.00 87.30 72,23 49,93 25,9207 44,8137 58,3976 108,7088 284,2103 224,0687 129,6037
10.00 371.51 296.30 179.53 106.5815 177,0243 2208313 365.8436 1056,7803 885,1217 532,9077
|
|
8000,00
/’_
6000,00
4000,00 A
2000,00
0,00 - ‘ ; ; ; ; ; ;
000 500 10,00 1500 20,00 2500 3000 3500 40,00

7.2. abra.
Logisztikus névekedés bemutatasa MS Excel segitségével.

Lényegesen magasabb szinvonali, pontosabb és nem utolsé sorban a szamita-
sokhoz t6bb segitséget biztosito szoftverek a szamitogép-algebrai rendszerek. FEzek
az eszkOzok azonban a kézoktatas szaméra nehezen elérhetéek. Hatékony alkal-
mazéasukhoz nem nélkiilézhetSk a programozési ismeretek. Bar alapvet&en tudo-
méanyos kutatomunkahoz fejlesztették ki Sket, altalaban kivalo lehetéségeket biz-
tositanak a szemléltetés terén is. A dolgozat szamos abrajanak elkészitését kony-
nyitette meg a Maple 9. és a Mathematica 5.
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Xl(t)=(b] +a, Xl(t)+a12 XZ(t)jX](t)-'_cl X2(t)+e]

Xz(t)=(b2 +ay Xl(t)+azz Xz(t)sz(t)+cz Xl(t)+ez

b,=  0,6000000 t Xi(1) | Xs1)
a,,= -0,0000005 0,000/ 90000,00{ 2000,00 /\ /\ /\
a,= -0,0003000 0.040| 8983800 2060,00| 3
c,=  0,0000000 0,080| 89611,90| 2121,60| = oo \/ \/ \
e,=  0,0000000 0,120| 8932053 218475 o
0,160| 8896294 224941
0,200 88538,40| 231549 I ‘
b,= -0,6000000 0,240| 88046,42| 2382,92
@, =  0,0000150 0,280| 87486.80| 245162
@= 0,0000000 0,320| 8685960 252147
C,=  0,0000000 0360 8616517| 259236 .
e,=  0,0000000 0.400| 85404,19| 2664,17
0,440| 84577,64| 2736,75 e
h= 0,04 0,480 83686,83| 2809,94 O ey tess s s
0,520| 82733,38] 2883,60 X,
7.3. 4bra.
Az egyenletrendszer megfelels paraméterezése a zsdkméany-ragadozo modellt
eredményezi.

Természetesen lehet az a cél, hogy egy futtathato allomany forméajaban Aal-
litsunk el oktatasi segédanyagot, ezért a fentieken kiviil torténtek fejlesztések
a Delphi kornyezet segitségével is. Ennek a megoldasnak vitathatatlan elénye,
hogy a hasznélat soran, a tovaibbiakban mar nincs sziikség a fejlesztsi kornyezetre,
ugyanakkor egy demonstracios céllal készitett, jol atgondolt, megfelelGen meg-
valositott program esetében altaldban nem okoznak gondot a szamitdgép-algebrai
rendszerekhez képest ,szerényebb” szaméabrazoléasi lehetGségek.

Az emlitett eszk6zok mindegyike rendelkezik olyan sajatsaggal, ami adott eset-
ben igazolja az oktatasi célu folhasznalasukat. Igy példaul a vilaghalon valo egysze-
rii publikalas lehet&sége, és a fejlesztés soran hasznalhatéd latvanyos elemek kells
alapot jelentettek egy Macromedia Flash segitségével torténd fejlesztéshez.
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7.2. Az OCM alkalmazasa a szemléltetésben

A témahoz kapcsolodo, magas szinvonald munkak kozé tartozik [6]. A konyv
értekét emelik a CD-mellékleten talalhato, sokoldalian hasznalhaté segédletek is.
A 7.4. &bra jol példazza azt a jatékossagot és szemléletességet, ahogy a kiad-
vany megkozeliti ezeket a problémakat. Az abra szerint egy golfpélyara folrajzolt
iranymez6 mentén kell a folhasznalonak a palya szélétsl a labdat eljuttatnia a
lyukhoz, mikdzben az kéveti az irAnymezét!.

Menu  Reference Experiments  Backtrack

—_—
Hole Par Score

Imagine a slope field representing a golf ODE

prn @ 1 2 0 dvdt--05
~ 2 0 dydt= (5-8/5
With the mouse, move the ball to a solution ® 3 3 0 dydt= sin{t/2)
starting point  The path of the ball wil ® 1 1 0 dpidi= (3t+ ) /15
follow the slope field of the ODE selected. ® 5 5 0 dyidt= s ity /10)
@ 6 1 dyidt=
olf / Expetiment 3: Golf game _-E

7.4. abra.
Hibasan miikods, adott irdanymezGhoz gorbét illesztd szemléltetd program.

A programban a készitk elére megadtak 6t differencidlegyenletet, és ezzel 6t
iranymezGt, és biztositottak annak lehetGségét is, hogy hatodikként a felhasznalo
adjon meg egy tetszbleges ,,palyat”. Az abra tanisiga szerint a program nem képes

L Jegyezziik meg, hogy hasonlo probléma a valosagban is eléfordulhat, ha az adott teriileten
a palyahoz nem illeszthetd vizszintes sik. Ugyanakkor nem elhanyagolhaté kiilonbség, hogy
mig a programban a labda helyét egy fiiggdleges egyenes mentén megvaltoztathatjuk, addig a
valosadgban csak a kezd@sebesség irdnyat (és nagysagat) adhatjuk meg.
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kévetni az ott megadott
dy(t) t

e y(t)
egyenlethez tartozé irdnymezot, amelyhez a 3.1. abrardl mar ismert origd kozép-
pontt koncentrikus kordk tartoznak. Ez a programhiba az OCM alkalmazasaval
egyszerten kikiiszobolhetd.

ol

7.5. abra.
Az OCM algoritmusa segitségével rajzolt Cassini-féle gorbék.

Ennek bemutatasara tekintsiik a Cassini-féle gorbék
F(z,y) = (2> +9°)? =222 —y?) —a®> +ct =0 (7.14)

egyenletét, ahol a és ¢ valds konstansok valtoztatasaval a gorbesereg kiilonb6z6
tagjait kapjuk. A (7.14.) egyenletbdl a
dy  F,

dv  F,
Osszefliggés folhasznalasaval szarmaztathatjuk a gorbesereg megadasara alkalmas

dx(t) 3+t X2(t) — 2t
dt X3t + 22X (1) + X (1) (7.15)

egyenletet.
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Bizonyos esetekben az iranymezénél szemléletesebb lehet csupan néhény, elére
megadott pontokon &thaladd sereggérbe megrajzolasa. Erre ad példat a 7.5.,
valamint a differencidlegyenletekkel kapcsolatos fogalmak bemutatasanal folhasz-
nalt a 3.1. és a 3.2. ara, amelyek az OCM algoritmusat alkalmazva, a mar korab-
ban is emlitett Mathematica segitségével késziiltek.
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Osszefoglalas

A természet jelenségeinek alaposabb megismerése — nem csak az oktatés folya-
mataban — a roéluk alkotott modellek segitségével is lehetséges. A megismerés
mélységét csak a modell hitelessége korlatozza. A dolgozat célkitiizése volt, hogy
olyan elemeket vegyen sorra, amelyeknek szemléletformald szerepe lehet a mate-
matikai modellezés és a szamitogépes szimuléacio témakorében, ugyanakkor gyakor-
lati haszna is van az oktatéas és a modellezés terén egyarant.

Szamos hazai és nemzetkdzi felmérés eredményeit értékels publikacio szamolt be
a természettudomanyos — elsésorban a fizika, kémia és a matematika — targyak ok-
tatasanak egyféle valsagarol®. A tobb évtized alatt kialakult helyzet Gsszetettsége
miatt a probléma megoldéasét jelent§ valtoztatasok is szertedgazok lehetnek. Vél-
hetGen tartalmi és modszertani valtoztatasokra lesz sziikség az oktatas kiilonbozs
szintjein, bele értve a tanérképzést és — hogy a valtoztatdsok kedvezs hatésa
a lehet6 leghamarabb érvényesiiljon — a tanartovabbképzést is. Alapvetd prob-
lémaként emlitettiilk a tanulok tilterheltségét, az utobbi évtizedek tudoményos
eredményeinek alulreprezentéaltsagat, a kisérletek (kiilonosen a tanuloi kisérletek)
és altalaban a szemléltetés szerepének csokkenését.

A szamitogép ma mar az oktatas kiilonboz6 szintjein megtalalhato, sokoldaltian
alkalmazhato oktatési eszkoz. Az emlitett problémak mindegyikére megoldast je-
lenthet az informatikai eszkozok célzott hasznalata.

Az els6 fontos elem a kisérleti mérés, amire alapozhatjuk a vizsgalt jelenség
belst Osszefiiggéseinek matematikai lefrasat. Erre lathattunk egy minden tekintet-
ben egyszerii, de mégis szemléletes példat a 2.2. bekezdésben. Azért is van hangst-
lyos szerepe ennek a fejezetnek, mert egy tujszertd, hatékony alternativat ismertet
a kisérleti mérések vonatkozasdban. Az itt modellezett jelenség révén kinélko-
zott az elsé alkalom, hogy érzékeltessiik a matematika eszkozeinek fontossagat és
egyetemességét.

A tanulok tulterheltsége jellemezhets az elsajatitando ismeretek mennyiségével
és a tanulashoz sziikséges idGvel. Mivel a természettudomanyok jellemz& moédon a

2A felmérések eredményei arra engednek kovetkeztetni, hogy a probléma lényegesen Osszetet-
tebb, mint azt a korabbiakban vazoltuk, hiszen a magasabb évfolyamokon lényegében minden
targy kedveltsége alacsonyabb, mint korabbiakon. Ezen kiviil a fent emlitett harom targgyal
egylitt a nyelvtan szerepel az utols6 négy helyen [8]. Ugyanakkor példaul a biologia lényegesen
elékel6bb helyet foglal el a sorban. Ebben az sszefiiggésben a probléma azonban mar messze
til mutatna a dolgozat keretein.
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minket koziil vev vilag jelenségeit tanulmanyozzak, elsédlegesnek kell tekinteniink
a kozvetlen tapasztalatokat. Bizonyos esetekben azonban — a szaktanarok altal is
megfogalmazott idShiany enyhitésére — hatékonyan alkalmazhatunk szamitogépeket
(folhasznalva azok multimédias lehetGségeit) egyes koltséges, vagy mas szempont-
bol nehezen elvégezhetd kisérletek bemutatasara. Ilyen mérdkisérletekre lathat-
tunk példédkat a 2.1. bekezdésben. Itt lényegében olyan videofelvételek mu-
tatjak be a vizsgélt jelenséget, amelyeket a felvétel szerkesztése soran megfelels
képi elemekkel ellatva alkalmassa tettiink a mérés szempontjabol fontos értékek
leolvasasara. A modszer alkalmazasat indokolja, hogy segitségével kvalitativ és
kvantitativ vizsgéalatok egyarant elvégezhetsk, nem sziikséges a kisérleti eszkozok
és anyagok jelenléte, segitségével a tanulok onalloan, akar veszélyes jelenségeket is
vizsgalhatnak és tetszdlegesen sokszor tanulmanyozhatd. Természetesen hatranyt
jelent, hogy egy adott felvétel esetében nem lehetséges a paraméterek modositasa®.
Ez ellensilyozhatd azzal, ha a kisérletrsl tébb, kiilonbo6zs beallitassal késziilt
felvétel all rendelkezésre, ahogyan ezt a 2.1. bekezdés 2.1. téblazata és 2.2.
abraja szemlélteti. FEzeknél a méréseknél tekinthetjiik tgy, hogy valaki mas jo-
val korabban elGkészitette és el is végezte a kisérleteket — igy ez a megoldas
nem alkalmas a kisérletezésben valo jartassig fejlesztésére — de az eredmények
leolvasasa és azok kiértékelése a felvételek elemzéire var. A kisérleti méréseknek
egy maésik, a fejezetben ismertetett modja — a felvételek szamitogép altal végzett
kiértékelése — megint mas céllal valaszhato. Ezzel a megoldassal a vizsgélt je-
lenséghez kozvetleniil tudunk nagy mennyiségi elektronikusan tarolt mérési ered-
ményt tarsitani. A modellalkotas folyamataban van sziikség arra, hogy meg tudjuk
jeleniteni és vizsgalni tudjuk a mért értékek kozotti kapesolatokat. Tudjuk, hogy
a szamitogépes adatgytijtés gyors kiértékelést tesz lehetGvé.

A kiilénboz8 megoldasokat méas-mas céllal, tudatosan valasztva, lényegében a
teljes miiveletnek azt a részét kiemelve, amely az oktatas folyamataban valéban
sziikséges, teljesen nem szakadunk el a kisérletezés gyakorlatatol, de mégis id&t
takarithatunk meg.

Az igy szerzett tapasztalatok méar énmagukban is hasznosak, de szeretnénk
ezeket a jelenségek mélyebb Osszefiiggéseinek foltarasara hasznalni. A NaAc kristé-
lyosodasat vizsgalva, annak eredményeként elGallitottuk a jelenség egy specialis
koriilmények kozott érvényes matematikai modelljét, és ennek értelmezésével a
modell altaldnositasait. Az itt nyert osszefliggéseket aztan parhuzamba allitottuk
a mechanikai mozgésokat leiré néhany torvényszertiséggel, ezzel is alatamasztva,

3Fontos megjegyezniink, hogy a valos koriilmények kozott elvégzett kisérleteket, méréseket
mindenkor el6nyben kell részesiteniink, ha az lehetséges.
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hogy a matematika eszkozei az egyes tudoményteriiletek sajatsagaitol fiiggetleniil
alkalmazhatok a jelenségek leirdsara.

Kiilonféle tudomanyteriiletekhez (kémia, fizika, biologia, anyagszerkezet, 6kolo-
gia, stb.) tartozo jelenségek egész sora ismert, amelyek torvényszertiségei a mate-
matika eszkozeinek segitségével hasonld moédon irhatok le. Ugyanezt a tapasz-
talatot szeretné nyomatékositani a dolgozat a 4. fejezetében egy 0Osszetettebb
modell segitségével, amelyet a (4.1) differencidlegyenlet-rendszer forméjaban ad-
hatunk meg. Ez az egyenletrendszer felépitésénél fogva alkalmas kiilonféle jol
ismert jelenségek (exponencialis és logisztikus novekedés, populaciok kozotti in-
terakciok, egyszertibb harci modellek, bizonyos periodikus jelenségek) leirasara.
Ennek igazolasara a 7 . fejezet tartalmaz még kiilonb6z6 jelenségeknek egy olyan
gyljteményét, amelyek modellezésére szintén alkalmas ez az egyenletrendszer.

A szamitogépek fejlddésével (miveleti sebességiik és szamitési pontossaguk
javulasaval) egyre jobban képesek vagyunk kielégiteni a kozelit szamitasok iranti
igényeket. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy egyre nagyobb az igény az ilyen al-
goritmusok ismerete irant is. Ilyenek a differencidlegyenletek kozelité modszerei
is, amelyek koziil néhany (Euler-modszer, javitott Euler-moédszer, Runge-Kutta-
modszer, implicit Euler-modszer, trapéz-modszer) szemléletes bemutatéasat ttizte
ki célul a dolgozat azért, hogy segitse azok algoritmizalasat. A dolgozat a fenti, jol
ismert modszerek mellett ismertet egy 0 szamitési eljarast is, amely tovabbi Ossze-
hasonlitasokat tesz lehetévé a kozelité modszerek hatékonysagaval kapcsolatban a
korrektor modszerek vonatkozasaban is.

Ha abbél indulunk ki, hogy az oktatés kiillonb6z§ szintjein az ismereteknek
csak az adott szintre jellemzd, megfelel§ mélységii elsajatittatdasara toreksziink,
bizonyos esetekben kimondottan elény lehet, ha a szamitdgépes szimulacio elfedi
a tanulok eldl a szamitési miiveletek bonyolultsdgat. Ezeken tulmenden a matem-
atikai modellezés és a szamitogépes szimulacié jo koncentréicios lehetdséget biz-
tosit a kiilonféle miiveltségi teriiletek, elsGsorban természettudoményos tantar-
gyak kozott. Hogy ezek a lehetdségek realizalhatok legyenek, a téméaban jaratos
oktatokra van sziikség.



Summary

Understanding of the phenomenon of nature — not only in education process
— is possible through the models made of them. The depth of understanding is
only limited by the credibility of the model. The objective of the study was to
observe those elements which may have a thought-provoking role in the process
of mathematical modelling and computer simulation and have practical use in the
field of education and modelling as well.

A number of national and international surveys assessing the results of publi-
cations reported about some kind of crisis in the field of science subjects mainly
in Physics, Chemistry and Mathematics?. Due to the complexity of the situation,
which developed during decades, the solutions to the problem can be complex, too.
Content-based and methodological changes will be needed at various educational
levels, including teacher training as well as post-gradual teacher training so that
the positive effect of the changes can be realized as soon as possible. According to
the above-mentioned facts the overburden of students, the under-representation of
the results of the resent experiments (mainly student experiments) and the general
decline in the role of illustration can be the basic problem.

Nowadays the computer is available at different levels of education and it is a
kind of educational tool which can be used in many ways. The targeted usage of
the informational tools can be the solution to the problems mentioned above.

The first important element is the experimental measuring on which the mathe-
matical description of the internal correlation of the phenomenon can be based. In
paragraph 2.2 a simple but graphic example can be seen. This chapter is emphatic
because it introduces an innovative an effective alternative in terms of experimen-
tal measuring. Thank to the phenomenon modelled here we have an opportunity
to represent the importance and universality of the tools of mathematics.

The fact that the students are overburdened can be characterized by the quan-
tity of the material and the time required for learning. Since science subjects study
the phenomena of the surrounding world, direct experience should be considered as
priority. However, in certain cases, teachers can alleviate the lack of time by using

4The results of the surveys suggest the problem is considerably more complex than we have
previously explained, since at higher grades the popularity of each subject is lower than it was
previously. In addition to this, the three above-mentioned subjects, together with Grammar take
the last four places in the rank [8]. At the same time the Biology is considerably ranked higher.
In this context the problem is far too beyond the framework of this thesis.
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computers (using their multimedia possibilities) to demonstrate some expensive
or otherwise difficult experiment.

Such examples are presented in 2.1 section. In this case the video recordings
show the studied phenomenon, this recording made it possible to read important
values and this recording was completed during the editing by adding suitable ele-
ments. This method is justified by the fact that both qualitative and quantitative
studies can be carried out without using experimental equipment and material. In
addition to this, students can study dangerous phenomenon as many times as they
wish. This method has certain disadvantages as well, for example modifying the
parameters is impossible during the studying®. This drawback can be counterbal-
anced by the fact that the experiments with different settings are available. See
table 2.1 and 2.2 graph which illustrate it. These measurements can be considered
in the way that someone else has already prepared them earlier, consequently,
this method is not suitable for developing the experimental skills, but to read
and evaluate the results of the experiments is the analyst’s task. The other type
of experimental measurements (described in another subject) where the results
are evaluated by computers - can have another optional objective. By using this
method a great quantity of electronically stored results can be associated with
the phenomenon. During the process of modelling it is necessary to be able to
display and examine the difference between the measured values. We know that
computerised data collection is suitable for rapid assessment.

By selecting the different types of solutions deliberately to fulfil different ob-
jectives and highlighting the part of the operation, which is really important in
education, we do not deviate from the experimentation, but save time.

The experiences obtained in such way are already useful themselves we would
like to use them to reveal the deeper contexts of the phenomena. During the
examination of NaAc crystallisation as a result of this we were able to construct the
mathematical model of the phenomenon, which in certain special circumstances,
and by the interpretation of this, we could construct the generalisation of the
model. We drew a parallel between the relationships gained here with a few
laws describing mathematical motions to support the idea that the devices of the
mathematics are applicable to the description of the phenomena regardless of the
peculiarities of the given area.

Various aspects of science (Chemistry, Physics, Biology, Substance construc-
tion, Ecology) are known, the laws of which can be described with the help of
mathematical tools. We would like to stress the same experience in chapter 4 of

5Tt is important to note that the experiments carried out in natural surroundings should be
preferred if it is possible.
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this thesis with the help of a more complex model, which was given in the form
of a (4.1) differential equation. This system of equation is suitable for describing
various well-known phenomena (for example exponential and logistic increase, in-
teraction between different populations, simple martial models, certain periodic
phenomena) due to its construction. To justify this fact, chapter 7 contains a col-
lection of various phenomena, and this system of equation is suitable for modelling
these phenomena.

With the development of the computers (with the improvement of their op-
eration velocity and their computational accuracy) we are able to fulfil the re-
quirements of the approaching calculations increasingly better. At the same time
it means that there is a growing demand for the knowledge of the algorithms
like this. The approximation methods of the differential equations belong to this
category, (a few of which are Euler-method, improved Euler-method, trapezium
method) and the aim of this thesis was to demonstrate some of them in order to
help algorithmise them. This paper, besides the well-known methods mentioned
above, demonstrates a new method as well, which gives way to further compar-
isons in connection with the efficiency of the approximation methods with regard
to the corrector methods, too.
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Jelolések

N
R
RTL

vl

P(po;p1;---iPn)

(u,v)
AB

X(#),

0]

a természetes szamok halmaza

a val6s szamok halmaza

az n-dimenzios valés vektorok halmaza
a v vektor normaja

az (n + 1)-dimenzi6s térbeli P pont,
melynek koordinatai rendre pg;p1;...;p0n

az u és v vektorok skalaris szorzata

vektor, melynek kezdépontja A, végpontaja B

az X valos valtozoju, valos értéki fiiggvény

els6 [masodik| derivaltja ¢ szerint

az A valés elemi matrix
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