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Introduction

Our PhD dissertation consists of three chapters each containing new results. These
results have been published in our papers |2], [4] and [3], respectively. Here we
shall give an overview of the contents of the chapters, but before doing so we make
some introductory notes on the subject of our thesis.

Each of the three chapters is devoted to the study of the solutions of various im-
portant classes of diophantine equations, namely Fermat-type ternary equations,
binomial Thue equations and norm form equations, respectively. The proofs of
the new results in Chapters 2 and 3 use the results and techniques presented in
the first chapter. This is the reason for dealing first with ternary equations of the
form

Ax" + By" = C2™ with m € {2,3,n}, (1)

where A, B, C' are given nonzero integers, n > 3 and x, y, z are unknown integers.
Equation (1) has a famous special case, namely the Fermat-equation

which has been widely studied for centuries due to Fermat’s Last Theorem (FLT)
which was finally proved in 1995 by Wiles [53]. The so-called modular approach
that arose from the proof of Wiles for FLT, has many applications in the theory
of diophantine equations, since it can be used for proving the unsolvability of (1)
for several concrete values of A, B, C,n and m. For the details of the modular
approach we refer to the papers of Bennett [6], Siksek [47] and the book of Stein
[49].

Further central objects of our thesis are binomial Thue equations, i.e. diophan-
tine equations of the form

Ax" — By" = C, (2)

where A, B, C,n are nonzero integers and n > 3 is either fixed or also unknown.
Thue equations and among them binomial Thue equations have a rich literature.
Thue’s classical ineffective result [51] on diophantine approximation of algebraic
numbers implied that Thue equations have only finitely many solutions. Baker
[1] was the first who gave effective upper bounds for the size of the solutions of
Thue equations. Both of these results imply that equation (2) has only finitely
many solutions if n is fixed. Tijdeman [52| considered the case when, in (2), the
exponent n is also unknown, and gave effective upper bounds for max {|z|, |y|, n},
where (x,y,n) are integer solutions of (2) with |xy| > 1. For other related results
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on binomial Thue equations and their applications we refer to [39], [46], [5], [34],
7], 19], [28], [10], [15], [2], [31] and the references given there.

We note that an integer solution (z,y,n) to (2) induces a solution to (1) of
the type (x,y,1,n,m). So if, for some values of A, B, C,n,m, the corresponding
ternary equation (1) proves to be unsolvable in integers (z,y, z) with Az, By and
C'z pairwise coprime, |xy| > 1, then it follows that with those values of A, B,n
(2) also has no solutions (z,y).

In what follows, we briefly summarize the main results of our thesis.

1 Ternary equations

In this chapter we consider ternary Diophantine eqiations of the form
Az" + By" = Cz™

where A, B, C are nonzero integers, m € {2,3,n} and x,y, z are unknown in-
tegers. The triple of integers (n,n,m) is usually referred to as the signature of
the equation. The investigation of such ternary equations gained a high level of
interest since Wiles [53] published his proof of Fermat’s Last Theorem.

In Sections 1.1 and 1.2, starting from Wiles’ result, we survey results on the
resolution of ternary equations. Then in the rest of this chapter we present our
new results on ternary equations, which will be applied, in Section 2.4, to binomial
Thue equations with S-unit coefficients.

1.1  On the modular approach to ternary equations

Frey [24] observed the connection between a putative nonzero integer solution
x,1, z of the equation
oy = )

and an elliptic equation of the form
X(X —2")(X +y") =Y? in unknown integers X,Y. (4)

The Taniyama-Weil conjecture (TW) states that every rational elliptic curve is
modular. In other words, every rational elliptic curve can be associated to a special
Fourier series, a modular form. Wiles proved the TW conjecture for semistable
elliptic curves, which implied that if there exists a semistable elliptic curve of
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the form (4), then there exists a modular form with level 2. However, since such
modular forms do not exist, this means that for all integer solutions of (3) we
have xyz = 0.

Equation (3) is a special case of the equation

Az" + By" = Cz™ with m € {2,3,n}. (1)

Approaches to solve such equations, analogous to that employed by Wiles [53],
can be found in numerous papers. For a survey on this topic, see papers of Bennett
6], Siksek [47] or the book of Stein [49].

The so-called modular approach will be used in almost all of our proofs so in
this section we give its outline in virtue of the paper of Bennett [6].

1.2 On the resolution of ternary equations

For our purposes, we restrict our attention to the equation
Az" — By" = 2" (5)

in the cases when m = n and m = 3.

1.2.1 The case m =n

The resolution of equation (5) for AB = p® with a prime
pe{2,3,57,11,13,17,19, 23,29, 53, 59}

and nonnegative integer « follows from the papers of Serre [45], Wiles [53|, Darmon
and Merel [23|, and Ribet [43].

The first results on the resolution of (5) when AB has two prime factors are
due to Kraus [35]. Bennett, Gyéry, Mignotte and Pintér [10] considered the case
when AB = 2%” with primes 3 < ¢ < 13. Their result was recently extended by
Gy6ry and Pintér [31] who proved that if AB = 2%¢” with primes 3 < ¢ < 29,
a ¢ {1,2,3,4} and n is a prime, then for every integer solutions (x,y, z, A, B,n)
of equation (5) with |zy| > 1 and Ax, By and z pairwise coprime we have n < 11.
Actually, they proved a more precise statement.

In [31], Gy6ry and Pintér also considered the case when AB has two odd prime
factors. They proved that if AB = p®¢” with primes 5 < p < ¢ < 29 and n is
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a prime, then apart from 10 explicitly given possible exceptions (p, q), for every
solution (z,y, z, A, B,n) of (5) with |xry| > 1 and Az, By and z pairwise coprime
we have n < 11.

1.2.2 The case m =3

In this direction we first refer to the result of Bennett, Gy6ry, Mignotte and Pintér
[10]. They proved that if AB = p®¢® with primes 3 < p,¢ < 13 and n > 7is a
prime coprime to pgq, then equation (5) has no solutions in integers (z,y, z) with
|zy| > 1, xy even, and Az, By and z pairwise coprime.

The above result was generalized by Gy6ry and Pintér [31] to the situation
when n is a prime and AB = p®¢” with primes 3 < p < ¢ < 29 such that either
p < T7or

(p,q) € {(11,13),(11,17),(11,19), (13,17), (13,19), (17,23)} .

Their result implies that in this case for every solution (z,y, z, A, B,n) of (5)
with |zy| > 1, zy even and Az, By and z pairwise coprime we have n < 29.

1.3 New results on ternary equations

By means of the modular method we establish new results on the solutions of
equation (5) both for m = n and for m = 3. These results will be crucial in the
proof of Theorem 2.7.

Theorem 1.1 (Bazso, 201?). Let AB = 2°¢° with a prime 3 < q < 151, q #
31,127 and with nonnegative integers o, 3. If n is a prime, then for every integer
solution (z,y,z, A, B,n) of the equation

Az" — By" = 2" (6)

with |xy| > 1 and with Az, By and z pairwise coprime we have n < 53.

Moreover, apart from 31 possible exceptions (q,n, ) given in Table 1.1 below,
for every integer solution (z,y,z, A, B,n) of equation (6) with |zy| > 1 and
Az, By and z pairwise coprime we have n < 13.



Table 1.1

(Q7n7a) (q,?’L,O&) (Q7n7a) (Q7n O./) (Q7n7a)
B.1) || (17,m,4) | (73,17,1) | (109,29,1) || (149,37, 4)
(3,n,2) || (37,19, ) | (73,37, ) || (113,19, ) | (149,41,1)
(3.n,3) || (47,23,4) | (83,41,4) | (137,17,4) | (151,19, a)
G,n,2) | (53,17,1) | (97,29,1) || (137,23, a)

(5.7.3) || (59,29,4) | (101,17,a) || (137,29,1)

(7.7.2) || (61,3L,a) | (103,17,4) || (139,23, 4)

(7.n,3) || (67,17, a) | (107,53,4) || (149,17, 1)

For ¢ < 13 and n > 13, this gives Theorem 2.2 of [10]; and for ¢ < 29, n > 13,
this implies Theorem 3 of [31]|. Further, our Theorem 1.1 can be compared with
the corresponding results of [45], [53], [43] and [7].

Theorem 1.2 (Bazso, 2017). Let AB = p“q¢” with primes 5 < p,q < 71 and
nonnegative integers c, 3. If n is a prime, then apart from 28 possible exceptions
(p,q,mn) given in Table 1.2 below, for every integer solution (x,y,z, A, B,n) of
(6) with |zy| > 1 and Ax, By and z pairwise coprime we have n < 13.

Table 1.2

(p,q,n) (p,q,n) (p,q,n) (p,q,n) (p,q,n)
(5,7,n) | (17,23,n) || (p,47,23) || (17,61,31) || (61,67,n)
(7,11,n) || (5,37,n) | (17,47,n) | (29,61,n) | (7,71,n)
(5,13,n) | (5,41,n) | (11,53,n) || (31,61,17) | (17,71, n)
(7,13,n) || (13,41,n) || (5,59,n) || (43,61,31) | (43,71,17)
(7,17,n) || (23,41, n) || (p,59,29) |[ (5,67,17)
(13,19,n) || (11,43,n) | (5,61,n) | (53,67,17)

This is a generalization of Theorem 4 of [31]. For max {p, ¢} <29, n > 13 our
result possesses two exceptions (p, ¢, n) fewer.

Theorem 1.3 (Bazso, 2017). Let AB = p®q® with nonnegative integers o, 3 and
primes 3 < p < q < 71 such that pq < 583. If n is a prime, then apart from 29
possible exceptions (p,q,n) given in Table 1.8 below, for every integer solution
(x,y,2,A, B,n) of the equation
Az" — By" = 2° (7)

with |xy| > 1, xy even and Az, By and z pairwise coprime we have n < 13.



Table 1.3

XHD) (p.q:n) (p.q:n) (p.q:n) (p.q:n)
(11,23,17) || (11,31,19) | (7,43,19) | (11,47,23) | (5,61,31)
(13,23,17) | (3,37,19) || (13,43,17) | (3,59,29) || (7,61,31)
(11,29,17) | (5,37.19) || (3,47,23) | (5,59,29) || (3,67,17)
(11,29,23) | (7,37.19) || (5,47,23) | (7,59,19) || (5,67,17)
(13,29,19) || (11,37,19) | (7,47,23) | (7,59,29) || (7,67,17)
(19,29,23) || (13,37,19) || (11,47,17) | (3,61,31)

For ¢ < 13 and n > 13, this gives Theorem 2.1 of [10]. Further, Theorem 1.3 is
a considerable extension of Theorem 5 of [31]. Under the assumptions of Theorem
5 of [31] on p,q our result implies that if » > 13 is a prime, then (7) has no
solutions with zy even and |zy| > 1, without any exception (p,q,n).

The results of this chapter will be published in our paper [3].

2 Binomial Thue equations

In this chapter we deal with binomial Thue equations. We first summarize the
corresponding ineffective and effective finiteness results then we turn our atten-
tion to results on the resolution of such equations. Finally, we present our new
theorems.

2.1 Introduction and finiteness results

Let us consider the Diophantine equation

Az" — By" = C, (2)
where A, B, C,n are nonzero integers and n > 3 is either fixed or also unknown.
Equation (2) with fixed n is called a binomial Thue equation. We use the same
terminology also for the case of unknown n. We may assume that

1< A< B and ged(A,B) =1. (8)

Thue equations and generalized Thue equations have many applications in number
theory, see e.g. [39], |46], 5], [34], [7], [9], [28], [10], |15], [2], [31] and the references
given there. By a classical theorem of Thue [51], for fixed n, equation (2) has at
most finitely many solutions in integers x, y. This result is ineffective in the sense
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that it does not provide any algorithm for finding the solutions. The first effective
upper bounds for the size of the solutions of (2) are due to Baker [1] for n fixed. For
n also unknown, Tijdeman |52] proved that max {|z|, |y|, n} can be still effectively
bounded for every integer solution (x,y,n) of (2) with |zy| > 1. This effective
finiteness results is extended in 27| by Gy6ry, Pink and Pintér to the case when
the numbers A, B, C are taken to be unknown S-units (i.e. all their prime factors
lie in S, where S is a finite set of primes).

Using Baker’s theory of linear forms in logarithms, the results of [1] and [52]
have been improved several times, but even the best known upper bounds are too
large for finding the solutions of (2) in concrete cases.

2.2 The resolution of binomial Thue equations

The first results on the complete resolution of equation (2) with unknown n > 3
were obtained with C' = +1. In [5]|, Bennett showed by means of the hypergeo-
metric method that for B = A + 1, the equation

Az" — By" = +1 (9)

has no solutions with |zy| > 1. In 7], [9] and [42], (2) has been resolved for some
choices of the coefficients (A, B). For certain sets S of primes all solutions of
(9) with S-unit coefficients A, B have been determined by Bennett [7], Bennett,
Gyéry, Mignotte and Pintér [10], Bugeaud, Mignotte and Siksek [21], and Gydry
and Pintér [31]. These results, together with our related result, will be discussed
in detail in Section 2.4. Now we turn to the case when, in (2), the coefficients
A, B and C are bounded positive integers. This situation was first considered
by Gy6ry and Pintér in [29]. They first derived for concrete values of A, B,C
a relatively sharp upper bound for n, provided that (2) has no solutions with
|zy| < 1. Then they explicitly solved equation (2) in integers z,y and n with
lzy| > 1, n > 3 for a collection of coefficients A, B, C'. Under the assumptions
(8) and max {A, B, |C|} < 10 they gave all integer solutions (z,y,n) to (2) with
|lzy| > 1,n > 3 and with

BLA#C if C>2. (10)

For C' = +1, assuming (8) and max {A, B} < 20, they determined all solutions
(x,y,n) to equation (9) with |xy| > 1 and n > 3. Finally, in the case A = |C| = 1,



B < 70, they gave all solutions to the equation
" — By" = +1 (11)

in integers z,y,n with |zy| > 1 and n > 3. Their proofs require a wide variety
of powerful techniques including local arguments, some classical results in cyclo-
tomic fields, lower bounds for linear forms in logarithms of algebraic numbers,
computational methods for finding the solutions of Thue equations of small de-
gree, the hypergeometric method and results on ternary equations based on Galois
representations and modular forms. We note that these statements of [29] cannot
be deduced from the results of [5], [7], [10], [21] and [31].

2.3 New results

In this section, our purpose is to extend the above-mentioned results of [29] to
much larger values of A, B, C'. The main novelty in our proofs is a new result of
ours (Theorem 2.6) concerning the solvability of binomial Thue equations of the
form (11). The use of our Theorem 2.6 is crucial in proving Theorems 2.1 and 2.2.
It is important to note that in our Theorems 2.1 to 2.5 we arrived at the limit of
the applicability of the currently available methods. For equation (11) we prove
the following results.

Theorem 2.1 (Bazso, Bérczes, Gy6ry and Pintér, 2010). If 1 < B < 400, then
all integer solutions (x,y,n) of equation (11) with |zy| > 1,n > 3 and with
(B,n) ¢ {(235,23),(282, 23),(295,29),(329,23),(354,29)} are given by

n=3, (B,z,y) =(7,+(2,1)),(9,£(2,1)), (17, £(18,7)), (19, £(8, 3)),
(20,£(19,7)), (26, £(3,1)), (63, £(4,1)), (91, (, 2)), (124, £(5,1)),
(126, :|:(5 1)), (182,£(17,3)),(215,£(6,1)), (217, 4+(6,1)),
(254,+(19,3)),(342,£(7,1)), (344, +(7, 1)),

n=4, (B,x,y) = (5,£3,£2),(15,+2,£1), (17, +2,£1), (39, £5, +2),
(80,43, +£1), (150, +7,+£2), (255, +4,+1)

n=>5, (B,x,y) = (31,£(2,1)),(242,+(3,1

n==6, (B,xr,y) =(63,£2,+1)

n="17 (B,x,y) = (127,+(2,1)

( ) = (255,42, +1

). (244,£(3,1)).

3 (129, £(2, 1)),
).

n:87 B7x7y
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This is a considerable extension of Theorem 4 of [29]. In the proofs of our
Theorems 2.1 and 2.2 the method of modular forms and Theorem 2.6 play very
important roles. In Theorem 2.1, and in Theorems 2.2 to 2.5 below, there are
some exceptions (B, n) resp. (A, B,n) for which our methods do not work. This
is partly due to the fact that the necessary data concerning the arising modular
forms of too high levels are not at our disposal.

In the next theorem we restrict ourselves to the case when B is odd. Then xy
is even, which fact considerably extends the applicability of our method of proof.

Theorem 2.2 (Bazso6, Bérczes, Gyéry and Pintér, 2010). (i) If 400 < B < 800
is odd, then all integer solutions (x,y,n) of equation (11) with |zy| > 1,n > 3
and apart from the possible exceptions (B,n) listed in Table 2.1 below are given
by

n=3, (B,z,y) = (511, £(8,1)), (513, £(8,1)), (635, £(361, 42)) ,
(651, +(26,3))
n=9, (B,z,y) = (511,£(2,1)), (513, £(2,1)).

Table 2.1
B.on) | Bow) | B | Bon) | (Bow)
(413,29) || (519,43) | (649,29) | (695,23) | (757,379)
(415,41) || (535,53) | (669,37) | (699,29) | (767,29)
(417,23) || (537,89) | (681,113) | (717,17) | (789, 131)
(447,37) || (573,19) | (683,31) | (721,17) | (799,23)
(501,83) | (581,41) || (685,17) | (745,37)
(517,23) || (611,23) | (687,19) | (749,53)

(ii) Let 800 < B < 2000 be odd. If n < 13, then all integer solutions (z,y,n)
of equation (11) with |zy| > 1,n > 3 are given by

n=3, (B,z,y) = (813,+(28,3)
(1521, +(23,2)) , (1657, =(71,6
(1801, +(73,6)) , (1953, +(25, 2
n=>5, (B,z,y) = (1023,£(4, 1)
n =10, (B,,y) = (1023, +2, +

, (999, 4(10,1)), (1001, 4(10,1)) ,
), (1727, £(12, 1)), (1729, £(12, 1)),
)

N— N—

(1025, £(4,1))

)
)
)
)
1), (1025, +2, +1).
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If n > 100 is a prime, then equation (1
with |xy| > 1,n > 3 and apart from the possible exceptions (B, n) listed in Table

1) has no solutions in integers (z,y,n)

2.2 below.
Table 2.2
@) | B [ (B
(1041,173) || (1509,251) | (1795, 179)
(1077,179) || (1527,127) | (1821, 101)
(1135,113) || (1589, 113) | (1841, 131)
(1149,191) || (1671,139) | (1857,103)
(1315,131) || (1689,281) || (1915, 191)
(1401,233) || (1735,173) | (1929, 107)
(1437,239) || (1761,293) | (1959, 163)

In case (i1), solving equation (11) with our present methods, for 13 < n < 100
we obtained so many exceptions that we disregard that case.
For equation (9), we have the following.

Theorem 2.3 (Bazso, Bérczes, Gyory and Pintér, 2010). Under the assumptions
(8) and max{A, B} < 50, all integer solutions (z,y,n) to equation (9) with
ly| > 1, n > 3 and with (A, B,n) ¢ {(21,38,17), (26,41,17), (22,43,17), (17,
46,17), (31,46,17),(21,38,19)} are given by

n=3, (A B,xy) = (1,7,+(21)),(L9,+(21)),(1,17,£(18,7)),
(1,19, +(8,3)), (1,20, £(19, 7)), (1,26,4(3,1)) , (2,15, £(2, 1)),
(2,17, £(2,1)), (3, 10 +(3, 2)),(5 13, +(11,8)), (5,17, £(3,2)),
(8, 17 +(9,7)), (8,19, £(4,3)), (11,19, £(6,5))

n=4, (A, B,zy) = (1,5 +3,+2), (1,15, +2,+1), (1,17, +£2, +1) ,
(1, 39, +5,+2) .

The next theorem can be regarded as an extension of Theorem 2.3 to the case
max{A, B} < 100. For n = 17 and 19, there are, however, many exceptions
(A, B,n) when none of our methods works. Hence we consider only the situation
when n is a prime greater than 19.
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Theorem 2.4 (Bazso, Bérczes, Gyory and Pintér, 2010). Let A, B be integers
with (8) and with max{A, B} <100, and let n be a prime.

(i) If n > 41, then equation (9) has no integer solutions (x,y,n) with
lzy| > 1.

(it) If 19 < n < 41, then equation (9) has no integer solutions (z,y,n)
with |xy| > 1, apart from the possible exceptions

(A, B,n) = (35,58,29), (8,75,31), (11,76,31) , (23,78, 31) , (31, 58, 31),
(39,71,31) and (17,82, 41).

We conjecture that for max{A, B} < 100, equation (9) possesses only the
solutions listed in Theorem 2.3.
Finally, we consider the case when C' is not necessarily +1.

Theorem 2.5 (Bazso, Bérczes, Gy6ry and Pintér, 2010). Let A, B, C' be integers
with (8) and (10), and with max {A, B,|C|} < 30, and let n be a prime.

(1) If n > 31, then equation (2) has no integer solutions (x,y,n) with
lzy| > 1.

(11) If 19 < n < 31, then equation (2) has no integer solutions (x,y,n)
with |zy| > 1, apart from the possible exceptions

(A,B,C,n) = (1,19,26,31), (1,26,19,31), (2,15, 14,31) , (2, 23,6, 31),
(6,23,2,31) and (13,21, 30,31).

In [9] and [29], some special cases of our Theorems 2.1 and 2.3 were used to
solve, for certain values of k and D, the equations 1% 4+ 2% 4+ ... + 2¥ = y" and
z(x + 1) = Dy". Here x,y and n are unknown positive integers with n > 2.

The following result, which may have independent interest, will be crucial in
solving equation (11) in many cases. Let ¢( ) denote Euler’s function.

Theorem 2.6 (Bazso, Bérczes, Gydry and Pintér, 2010). Suppose that in equation
(11) n is a prime and that each of the following conditions holds:

(i) n > 11,
(ii) B < exp {3000},
(iii) n{ Bo(B),

11



(iv) B"1 # 271 (mod n?),
(v) "1 #£ 1 (mod n?) for some divisor r of B.
Then equation (11) has no solutions in integers (x,y,n) with |xy| > 1.

We remark that our results and their proofs provide the theoretical background
of a possible implementation of a binomial Thue equation solver subroutine in

certain computer algebraic systems like MAGMA [18] or SAGE [50].

2.4 The case of S-unit coefficients (A new result)

We end this chapter by considering binomial Thue equations of the form (9) in
which the coefficients A, B are allowed to be arbitrary large but we specify the
set of their prime divisors.

Let S be a finite set of primes. We recall that an integer with no prime factors
outside S is an S-unit. As we mentioned in Section 2.1, binomial Thue equations
have finitely many solutions which can be effectively bounded even in the case
when the coefficients are unknown S-units. In the sequel we restrict our attention
to the equation

Az" — By" = +1 (12)

in unknown S-units A, B € Z, and unknown integers x,y,n with |zy| > 1 and
n > 3. For S = {p} with a prime p € {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 53,59}, it
follows from the work of Wiles [53], Darmon and Merel [23] and Ribet [43] on
Fermat-type equations that (12) has no solutions with |zy| > 1 and n > 3.
For S = {2,3}, (12) was solved by Bennett [7]. His result was extended by
Bennett, Gyory, Mignotte and Pintér [10] to the case when S = {p,q} with
primes 2 < p,q < 13. Independently, Bugeaud, Mignotte and Siksek [21] solved
(12) in the case when, in (12), A = 2% B = ¢’ with a prime 3 < ¢ < 100,
or A = p* B = ¢’ with primes 3 < p < ¢ < 31, and in both cases a, 3 are
nonnegative integers. Recently, Gydéry and Pintér 31| generalized the results of
[10] to the case when S = {p, ¢} with primes 2 < p,q < 29.

As an application of our Theorems 1.1, 1.2, 1.3 and 2.6, combining them with
some other techniques, we extend the above results by studying the solutions of
equation (12) in the case when S = {p, ¢} with primes 2 < p,q¢ < 71. Although
our Theorem 2.7 does not give the resolution of equation (12), we give reason-
able upper bounds for n which may be useful if someone needs to solve concrete
binomial Thue equations of such type.
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Our result is the following.

Theorem 2.7 (Bazso, 2017). Let n > 3 be a prime, S = {p,q} with primes
2<p,q <71 and let A, B be coprime integer S-units with A < B.

If (A,p,q) # (1,2,31) and
(p,q) & {(23,41),(17,47),(29,61), (61,67), (17,71)},

then for every integer solution (x,y, A, B,n) of equation (12) with |zy| > 1 we
have n < 31.
Moreover,

(1) if A=1 and
(p,q,n) ¢ {(47,4,23), (59, ¢,29), (2,61,31), (17,61, 31), (43,61,31), (53, 67, 17)} ,

then for every integer solution (x,y, A, B,n) of equation (12) with |zy| > 1 we
have n < 13;
(i) if A>1 and

(p,q,n) ¢ {(3,37,19), (5,37,19) , (3,61,31), (17,61,31), (43,61,31)}

then for every integer solution (x,y, A, B,n) of equation (12) with |zy| > 1 we
have n < 17.

For the exceptional (p,q,n), the methods used in the proof of Theorem 2.7
proved to be inefficient to solve equation (12) for arbitrary nonnegative integer
exponents of the primes p, q. However, they work for several particular exponents.
We further note that binomial Thue equations with degree at most 17 can be
solved in most cases by using a powerful computer and the program packages
MAGMA [18], PARI [40] or SAGE [50].

The results presented in Section 2.3 have been obtained jointly with A. Bérczes,
K. Gyory and A. Pintér, and have been published in [4]. The result concerning
binomial Thue equations with S-unit coefficients will be published in [3].

3 An application of binomial Thue equations

As we have pointed out in the beginning of Chapter 2, many number theoreti-
cal problems lead to (generalized) binomial Thue equations. In this chapter we

13



present an application to norm form equations, another important type of Dio-
phantine equations. Under some conditions, such equations have infinitely many
solutions. In this case we study those solutions whose coordinates form an arith-
metic progression. For a certain family of norm form equations we determine all
such solutions.

3.1 On norm form equations with solutions forming arith-
metic progressions

Let oy = 1,q9,...,a,, be linearly independent algebraic numbers over Q and
put K = Q (aq,...,qn). Denote by n the degree [K : Q] of the field K over the
rationals. Let o1,..., 0, be the Q-isomorphisms of K into C. For any o € K put
o’ = g;(). Consider the linear forms

X)) =X+ X+ .. +aDX,, i=1,....n X=(X,....X,).

Then there exists a nonnegative integer ag such that the form
F(i) = aONK/Q(Ole + ...+ Qme) = qp H l(l)(i)
i=1

has integer coefficients. Such a form is called a norm form, and the equation
CLoNK/Q(OélfL'l + ...+ ozmxm) =0 (13)

is called a norm form equation.

We call (13) degenerate if the Q-vector space generated by aq,...,a,, has a
subspace, which is proportional to a full Z-module of an algebraic number field,
different from Q and the imaginary quadratic fields. In this case it is easy to see,
that there exists b € Z, such that (13) has infinitely many solutions. For non-
degenerate norm form equations Schmidt [44] proved in an ineffective way that
the number of their solutions is finite. For a large class of norm form equations
Gyory and Papp [26] gained effective finiteness results and explicit bounds for
the solutions. In the sequel, from the broad literature of norm form equations we
mention only those results which motivated our investigations.

The study of searching for arithmetic progressions among the solutions of norm
form equations has been initiated by Attila Pethd. The problem itself first raised
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when Buchmann and Pethé [19] found, as a byproduct of a search for independent
units, that in the field K := Q () with a” = 3 the integer

10 + 9a + 8a° + 7a® + 6at + 50° + 4a°
is a unit. This means that the equation
Nk /o (sco + a0+ ...+ x6046) =1

has a solution (z,...,zs) € Z' such that the coordinates form an arithmetic
progression.

This led Bérczes and Pethd in [14] to investigate in more general context norm
form equations with solutions whose coordinates form an arithmetic progression.
They considered the equation

NK/Q (SUO +ria0+ ...+ Zanlozn_l) =m. (14)
where « is an algebraic number of degree n, K = Q (), m € Z and {xy, ..., x,_1}
€ Z". Put X = max {|xo|,...,|zs—1|}. The sequence {zy,...,x,_1} is said to be

nearly an arithmetic progression if there exists d € Z and 0 < 6 € R such that
(25 — i) —d| < X', i=1,...,n—1. (15)

They proved an effective finiteness result on the solutions of (14) with property
(15) provided that

no' Qa

b= a"—1 a-—1
is an algebraic number of degree at least 3, over Q. In the special case when § = 1
they proved a nearly complete finiteness result.
Bérczes and Pethd also considered arithmetic progressions arising from the norm
form equation

Nk g (:co + T4 ... + a:n_loz”_l) = 1.

In [14], they determined all such solutions when « is a zero of either ™ — 2 or
" — 3, both with n > 3. Further they proved in [15] that there are no such
solutions at all when « is a zero of the polynomial z" — a, with n > 3 and
4 < a < 100.

In the case when « is a zero of the polynomial

fa@)=2*—(a—1D2* - (a+2)x—1, a€Z,
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Bérczes, Peths and Ziegler [16] determined all primitive solutions of the norm
form inequality
|Nicjo(mo + T1a + 2207)| < [2a + 1

such that xg < x1 < x5 is an arithmetic progression.

We note that arithmetic progressions may occur not only in a solution but in
the solution set of a norm form equation if we consider some fixed coordinate of
the solutions. For results in this direction we refer to Bérczes, Hajdu and Pethd
[13].

3.2 New results

In this section our aim is to extend the result of Bérczes and Pethd [15] on equation
(16).
Let « be an algebraic integer of degree n > 3, K = Q («), and consider the
equation
Nk /g (xo +ria+... + :z:n_loz”_l) =1 (16)

in xg,...,r,—1 € Z. Let a be a zero of the polynomial 2" — a, where a is an
integer such that ™ —a is irreducible. As was mentioned above, Bérczes and Pethd
|15] proved that equation (16) has no solution in integers forming an arithmetic
progression when 4 < a < 100. In the following theorem, we extend their result
to negative values of the parameter a. More precisely, for —100 < a < —2 we
determine all such solutions of equation (16) for which zg,...,x,-1 € Z are
consecutive terms of an arithmetic progression.

Theorem 3.1 (Bazso, 2007). Let n > 3 be an integer, let o be a root of the
polynomial " — a € Zlz]. Put K = Q(«) and suppose that —100 < a < —2.
Then the only solutions of equation (16) which form an arithmetic progression
are (2,1,0) when (n,a) = (3, —=7), and (=2,—1,0) when (n,a) = (3, —=9). In the
case when (n,a) = (11, —67) our result is conditional and depends on the truth
of the generalized Riemann Hypothesis (GRH).

We will deduce Theorem 3.1 from the following result concerning a special
family of generalized binomial Thue-equations.
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Theorem 3.2 (Bazso, 2007). The only solutions of the generalized binomial
Thue-equation

X" —aY" = (a—1)* (17)

in (n,a,X,Y) for =100 < a < —2, are those listed in Table 3.1 below. In the
case when (n,a) = (11, —67) our result depends on the truth of the GRH.

Table 3.1
] n \ a \ (X,Y)
3 |1-97 (35, -7)
3 |-63 (4, 4), (16,0), (64, -16)
3 |-62 (1, 4)
3 | -61 (13, 3)
3 -39 (16, -4)
3 1-35 (11, -1), (46, -14)
3 | -27 (10, -2)
3 |-26 (3, 3), (9, 0), (27, -9)
3 |-25 (1, 3)
3 |-18 (-5, 3), (7, 1)
3 |-12 (-11, 5)
31 -9 (7,-3)
3| -7 (-5, 3), (2, 2), (4, 0), (8, -4)
3| -6 (1, 2)
3| -3 (-2, 2)
4 |-99 (-10, 0), (10, 0)
4 1-801 (-9, 0), (-3, -3), (-3, 3), (3, -3), (3, 3), (9, 0)
4 |-79 (-1, -3), (-1, 3), (1, -3), (1, 3)
4 |-63 (-8, 0), (8, 0)
4 |-48 (-7, 0), (7, 0)
4 |-35 (-6, 0), (6, 0)
4 |-24 (-5, 0), (5, 0)
4 |-151 (-4, 0), (-2, -2), (-2, 2), (2, -2), (2, 2), (4, 0)
4 |-14 (-1,-2), (-1, 2), (1, -2), (1, 2)
4 | -8 (-3, 0), (3, 0)
4 | -3 (-2, 0), (2, 0)




Table 3.1 (Continued)

] n| a (X,Y)
5 |-31 (2, 2), (4, 0), (8, -4)
5 30 1, 2)
6 163 (2, 2), (12, 2), (2 -2), (-2, 2), (4 0), (4, 0)
6 | -26 (3, 0), (-3, 0)
6 | -7 (2, 0), (-2, 0)
8 180 (3,0, (-3, 0)
S |15 (2.0), (2, 0)
10 | -31 (2, 0), (-2, 0)
12 | -63 (2, 0), (-2, 0)

The results of the third chapter are published in [2].
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Bevezetés

Ertekezésem harom fejezetbdl all, melyekben a [2], [3] és [4] (részben tarsszerzds)
cikkeimben kozolt eredményeket ismertetem. A kovetkezékben egy rovid bevezetdt
kovetGen Osszefoglalom az egyes fejezetekben szereplé eredményeket.

Mindharom fejezetben nevezetes diofantikus egyenletek, nevezetesen Fermat-
tipust ternér-, binom Thue- illetve norma forma egyenletek megoldasaival fog-
lalkozunk. Az egyes fejezetek az egymaésra épiilés elve alapjan kovetik egymaést.
El6szor az

Az" + By" =Cz2", me{2,3,n} (1)

alakt ternér egyenletek megoldésaival foglalkozunk, ahol A, B és C' nemnulla
egészek, n > 3 és x,y, z pedig ismeretlen egészek. Az (1) egyenlet egy specidlis
esete az
un. Fermat-egyenlet, amely a hires Fermat-sejtés miatt évszazadokon at vizsgalat
targyat képezte. Fermat sejtése szerint ezen egyenletnek n > 3 esetén nincs nem-
nulla egészekbdl allo megoldasa. E sejtést végiil 1995-ben Wiles [53] igazolta.
Bizonyitasanak modszere, az in. modularis modszer szamos konkrét A, B, C,n és
m esetén alkalmazhato annak bizonyitéséara, hogy az (1) egyenletnek nincs olyan
x,y, z egész megoldasa, melyre |xy| > 1 teljesiil. A modszer részletes leirasa meg-
talalhato Bennett [6] és Siksek [47] cikkeiben, illetve Stein [49] kényvében.
Dolgozatunkban kozponti szerepet jatszanak a binom Thue-egyenletek, azaz az

Ax" — By" = C, (2)

alaki diofantikus egyenletek, ahol A, B, C,n nemnulla egészek és n > 3 rogzitett
vagy ismeretlen egész. A Thue- illetve binom Thue-egyenletek irodalma megle-
hetdsen gazdag. Thue [51] algebrai szamok diofantikus approximaciojara vonatko-
70 klasszikus ineffektiv eredményébdl kovetkezik, hogy Thue-egyenleteknek csak
véges sok megoldasa lehet. Baker [1| adott elészor effektiv fels6 korlatot Thue-
egyenletek megoldasainak a méretére. Mindkét eredménybdl kovetkezik, hogy a
(2) egyenletnek is csak véges sok megoldasa lehet rogzitett n esetén. Tijdeman
[52] ismeretlen n kitevs esetén effektiv korlatot adott max {|x|, |y|,n} értékére,
ahol (z,y,n) a (2) egy olyan megoldésa, melyre |zy| > 1. Tovabbi, binom Thue-
egyenletekkel és alkalmazéasaikkal kapcsolatos eredmények talalhatok a |39], [46],
5], [34], [7], [9], [28], [10], [15], [2], [31] dolgozatokban és az ezekben hivatkozott
munkéikban.
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Vegyiik észre, hogy (2) egy (z,y, n) megoldasabdl az (1) egyenlet egy (z,y, 1, n,
m) alakii megoldasét nyerjiik. Igy ha sikeriil igazolnunk, hogy valamely A, B, C, n,
m esetén a megfelel (1) ternér egyenletnek nines olyan (x, y, 2) megoldésa, melyre
Az, By és Cz paronként relativ primek és |zy| > 1, akkor ugyanazon A, B,n
esetén (2)-nek szintén nincs |ry| > 1 tulajdonsagi megoldésa.

A tovabbiakban az egyes fejezetek f6bb eredményeit ismertetjiik.

1. Ternér egyenletek

Ebben a fejezetben
Ax" + By" = Cz2"

alakt ternér egyenletekkel foglalkozunk, ahol A, B,C nemnulla egészek, m €
{2,3,n} és x,y, z ismeretlen egészek. Az (n,n, m) szamharmast a ternér egyenlet
szignaturdjanak nevezziikk. Az ilyen egyenletek vizsgalata nagy lendiiletet kapott,
miota Wiles |53] publikélta a Fermat-sejtésre adott bizonyitésat.

Az 1.1 és 1.2 szakaszokban attekintjiik a ternér egyenletek megoldaséaval kapcso-
latos eredményeket. A fejezet tovabbi részében a ternér egyenletekre vonatkozo
1j eredményeinket targyaljuk, melyeket a 2.4 szakaszban S-egység egyiitthatos
binom Thue-egyenletek megoldasa soran fogunk alkalmazni.

1.1. A modularis modszer alkalmazasa ternér egyenletekre

Frey [24] vette észre, hogy az
egyenlet egy feltételezett nullatol kiillonbo6z6 x, y, 2 megoldasahoz hozzarendelhetd
az

X(X — 2" (X +y") =Y? (4)

elliptikus egyenlet, ahol X, Y ismeretlen egészek. A Taniyama-Weil (TW) sejtés
szerint minden racionalis elliptikus gorbe modularis. Mas szoval, minden racionalis
elliptikus gorbéhez hozzarendelhets egy specialis Fourier sor: egy modularis forma.
Wiles belatta a TW-sejtést télig stabil elliptikus gérbékre, amibdl kovetkezik, hogy
ha létezik (4) alaku félig stabil elliptikus gorbe, akkor létezik 2 szintd moduléris
forma. Azonban, mivel ilyen moduléris formék nincsenek, ez azt jelenti, hogy (3)
barmely megoldasara ryz = 0 teljesiil.

20



A (3) egyenlet az
Az" + By" =Cz2", me€{2,3,n} (1)

egyenlet egy specidlis esete. Ilyen egyenletek Wileséval [53] analog modszerrel
torténé megoldasaval szamos cikkben talalkozhatunk. E téma bévebb attekintése
taldlhato Bennett [6] illetve Siksek [47] dolgozatédban és Stein [49] kényvében.

Mivel az Gn. moduldris technikdt majdnem minden bizonyitasunkban alkalmaz-
zuk, ebben a szakaszban Bennett [6] dolgozata alapjan leirjuk a lényegét.

1.2. Ternér egyenletek megoldasarol

A fejezet tovabbi részében az
Az" — By" = 2" (5)

egyenlet megoldasaira koncentralunk az m = n ill. m = 3 esetekben.

1.2.1. Az m =n eset

Serre [45], Wiles [53], Darmon és Merel [23], és Ribet [43] munkai alapjan ismert
az (5) egyenlet Gsszes megoldasa abban az esetben, ha AB = p®, ahol p egy prim,
amelyre p < 29 vagy p = 53, 59.

Kraus [35] vizsgélta elGszor azt az esetet, amikor (5)-ben AB-nek két primosz-
toja van. Bennett, Gyory, Mignotte és Pintér [10] megoldotték (5)-6t n > 7 prim
6s AB = 29¢” esetén, ha 3 < ¢ < 13 egy prim. Gy6ry és Pintér [31] nemrég
altalanositottak ezt az eredményt a 3 < ¢ < 29 esetre. Pontosabban belattak,
hogy 8 kivételes (g, «)-t6l eltekintve az (5) egyenlet minden olyan (x,y, z, A, B,n)
megoldéasara, melyre |ry| > 1, és Az, By, z paronként relativ primek, teljestil,
hogy n < 11.

|31]-ben Gydry és Pintér foglalkozott azzal az esettel is, amikor AB két paratlan
primhatvany szorzata. Belattak, hogy ha AB = p®q”, ahol 5 < p < ¢ < 29 primek
és ezenfelil n is prim, akkor 10 megadott (p,q) lehetséges kivételtsl eltekintve
az (5) egyenlet minden olyan (x,y, z, A, B,n) megoldasara, ahol |ry| > 1, és
Az, By, z paronként relativ primek, n < 11 teljesiil.
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1.2.2. Az m = 3 eset

Elgszor Bennett, Gyoéry, Mignotte és Pintér [10] eredményére hivatkozunk, akik
belattak hogy ha AB = p®¢®, ahol 3 < p,q < 13 primek, tovabba n > 7 egy
prim, amely nem osztja pg-t, akkor az (5) egyenletnek nincs olyan (z,y, z) egész
megoldasa, melyre |zy| > 1, xy péaros, és Ax, By, z paronként relativ primek.
Ezt az eredményt Gy6ry és Pintér [31] kiterjesztette arra az esetre, amikor n
prim és AB = p“q” ahol 3 < p < ¢ < 29 olyan primek, melyekre vagy p < 7 vagy

(p,q) € {(11,13),(11,17),(11,19), (13,17), (13,19), (17,23)} .

Tételiikbol kovetkezik, hogy ekkor az (5) barmely (z,y, z, A, B, n) megoldéséra,
melyre |zy| > 1, zy paros, és Az, By, z paronként relativ primek, teljesiil, hogy
n < 29.

1.3. Ternér egyenletekre vonatkozo6 j eredmények

Ebben a szakaszban a modularis modszer alkalmazasaval 4j eredményeket bizonyi-
tunk az (5) megoldasaira mind m = n, mind m = 3 esetén. Az aldbbi tételeink
meghatarozoak lesznek a 2.7 Tétel bizonyitasdban.

1.1. Tétel. [Bazso, 20172 Legyen AB = 2°¢°, ahol q egy prim, melyre 3 < q <
151, g # 31,127, tovdbbd legyenek o, 3 nemnegativ egészek. Ha n prim, akkor a

Az" — By" = 2" (6)

egyenlet minden olyan (x,y, z, A, B,n) megolddsdra, amelyre |xy| > 1, és Ax, By,
z pdronként relativ primek, n < 53 teljesil. Tovdbbad, az alabbi 1.1 tabldazatban
szerepld 31 lehetséges (q,m, ) kivételtdl eltekintve a (6) egyenlet minden olyan
(x,y, 2z, A, B,n) megolddsdra, amelyre |zvy| > 1, és Az, By, z pdronként relativ
primek, n < 13 teljesiil.
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1.1 tablazat

(Q7n7a) (q,?’L,O&) (Q7n7a) (Q7n O./) (Q7n7a)
B.1) || (17,m,4) | (73,17,1) | (109,29,1) || (149,37, 4)
(3,n,2) || (37,19, ) | (73,37, ) || (113,19, ) | (149,41,1)
(3.n,3) || (47,23,4) | (83,41,4) | (137,17,4) | (151,19, a)
G,n,2) | (53,17,1) | (97,29,1) || (137,23, a)

(5.7.3) || (59,29,4) | (101,17,a) || (137,29,1)

(7.7.2) || (61,3L,a) | (103,17,4) || (139,23, 4)

(7.n,3) || (67,17, a) | (107,53,4) || (149,17, 1)

Megjegyezziik, hogy ¢ < 13, n > 13 esetén, allitdsunk ekvivalens a [10]-beli
Theorem 2.2-vel, illetve ¢ < 29, n > 13 esetén, allitdasunkbol kovetkezik a [31]-
beli Theorem 3, tovabba az 1.1 Tételiink a [45], [53], [43] és [7]-beli megfelels

eredmények kiterjesztésének is tekinthetd.

1.2. Tétel. [Bazso, 2017] Legyen AB = p“q”, ahol 5 < p,q < 71 primek és a, 3
nemnegativ egészek. Ha n prim, akkor az aldbbi 1.2 tabldazatban szerepld 28 lehet-
séges (p,q,n) kivételtdl eltekintve a (6) egyenlet minden olyan (z,y,z, A, B,n)
megolddsdra, melyre |xy| > 1, és Ax, By, z pdronként relativ primek, n < 13

teljestil.

1.2 tablazat

(p,q,n) (p,q,n) (p,q,n) (p,q,n) (p,q,n)

(5,7.,n) | (17,23,n) | (p,47,23) || (17,61,31) | (61,67,n)
(7,11,n) || (5,37,n) | (17,47,n) | (29,61,n) | (7,71,n)
(5,13,n) | (5,41,n) || (11,53,n) || (31,61,17) || (17,71, n)
(7.13,n) | (13,41,n) || (5,59,n) | (43,61,31) || (43,71, 17)
(7,17,n) | (23,41,n) || (p,59,29) || (5,67,17)

(13,19,n) | (11,43,n) || (5,61,n) | (53,67,17)

Ez a [31]-beli Theorem 4 kiterjesztése, raadasul max {p, ¢} < 29, n > 13 esetén
allitasunkban kettGvel kevesebb (p, ¢, n) kivétel szerepel.
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1.3. Tétel. [Bazso, 2017] Legyen AB = p°q®, ahol o, 3 nemnegativ egészek és
3 < p<q<T71 olyan primek, melyekre pqg < 583. Ha n prim, akkor az aldbbi
1.3 tablazatban szerepld 29 lehetséges (p, q,n) kivételtdl eltekintve az

Az" — By" = 2* (7)

egyenlet minden olyan (x,y, z, A, B,n) megolddsdra, melyre |xy| > 1, xy pdros,
és Ax, By, z paronként relativ primek, teljesil, hogy n < 13.

1.3 tablazat

(p.g:n) XHD) (p.q:n) (p.q:n) (p.q:n)
(11,23,17) || (11,31,19) | (7,43,19) | (11,47,23) | (5,61,31)
(13,23,17) || (3,37,19) || (13,43,17) | (3,59,29) || (7,61,31)
(11,29,17) | (5,37.19) || (3,47,23) | (5,59,29) || (3,67,17)
(11,29,23) | (7.37.19) || (5,47,23) | (7,59,19) || (5,67,17)
(13,29,19) || (11,37,19) | (7,47,23) | (7,59,29) || (7,67,17)
(19,29,23) || (13,37,19) || (11,47,17) | (3,61,31)

Megjegyezziik, hogy ¢ < 13, n > 13 esetén éllitasunk ekvivalens a [10]-beli
Theorem 2.1-gyel. Tovabba az 1.3 Tétel a [31]-beli Theorem 5 lényeges kiter-
jesztése, ugyanis az emlitett tétel p, g-ra vonatkozo feltételei mellett allitasunkbol
kovetkezik, hogy ha n > 13 prim, akkor a (7) egyenletnek nincs olyan megoldésa,
melyre xy péaros és |xy| > 1. Ekkor nincsenek kivételes (p, ¢, n)-ek.

Az els6 fejezetben szerepls eredményeink a [3] cikkiinkben fognak megjelenni.

2. Binom Thue-egyenletek

Ebben a fejezetben binom Thue-egyenletek megoldasaval foglalkozunk. A korabbi
eredmények ismertetése utdn bemutatjuk sajat eredményeinket.

2.1.
Tekintsiik az

Bevezetés és végességi eredmények

Az" — By" = C, (2)

diofantikus egyenletet, ahol A, B, C,n nemnulla egészek és n > 3 rogzitett vagy
ismeretlen. Rogzitett n esetén (2) egy binom Thue-egyenlet. Ezt az elnevezést
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hasznéljuk ismeretlen n esetére is. Az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetd,

hogy
1< A< B és ged(A,B) =1. (8)

A Thue-egyenleteknek és dltalanositott Thue-egyenleteknek szédmos szamelméleti
alkalmazasa talalhato pl. a [39], [46], |5], [34], [7], 9], |28], |10], [15], [2] és [31]
dolgozatokban és az ezekben talalhato hivatkozasokban. Mint emlitettiik, Thue
[51] hires eredményébdl kiévetkezik, hogy rogzitett n-re (2)-nek csak véges sok
x, 1y egész megoldasa lehet. Ez az eredmény ineffektiv abban az értelemben, hogy
nem ad semmilyen algoritmust a megoldasok megkeresésére. Az elsd effektiv felsd
korlatok (2) megoldasainak a méretére Bakertdl [1] szarmaznak rogzitett n esetén.
Tijdeman [52] effektiv korlatot nyert max {|z|, |y|,n} értékére, amikor n szintén
ismeretlen, és (z,y,n) olyan megoldésa (2)-nek, melyre |xy| > 1. Gyéry, Pink
és Pintér [27] kiterjesztette ezt az effektiv végességi eredményt arra az esetre,
amikor az A, B, C egyiitthatok ismeretlen S-egységek. A Baker-modszer tovabb-
fejlesztésével sokan javitottak [1] illetve [52] eredményeit, de konkrét esetben még
a legélesebb korlatok is tul nagyok (2) teljes megoldéséhoz.

2.2. Binom Thue-egyenletek megoldasa

Ismeretlen n > 3 kitevovel a (2) egyenletet elGszor C' = +1 esetén oldottak
meg. Bennett [5] a B = A 4 1 esetben a hipergeometrikus modszer segitségével
megmutatta, hogy az

Ax" — By = +1 (9)

egyenletnek nincs |xy| > 1 tulajdonsagu megoldasa. A [7], [9] és [42] dolgozatok-
ban megoldottak (2)-t bizonyos (A, B) egyiitthatokkal. Primszamok kiilonbozs S
halmazai és S-egység A, B egyiitthatok esetén ismert (9) Gsszes megoldasa Ben-
nett 7], Bennett, Gyory, Mignotte és Pintér [10], Bugeaud, Mignotte és Siksek
21], és GyGry és Pintér [31] munkai alapjan. Ezeket az eredményeket a kapcsolodo
j eredményiinkkel egyiitt a 2.4 szakaszban fogjuk targyalni. Tekintsiik most a (2)
egyenletet korldtos egész A, B, C egyiitthatokkal. Ezt az esetet elGszor Gyory és
Pintér [29] vizsgélta. Egy - a 2.4 szakaszban targyalt - lokélis modszerrel sikertilt
konkrét A, B, C' értékek mellett viszonylag éles felss korlatot adniuk n-re, feltéve,
hogy a (2) egyenletnek nincs trivialis, |zy| < 1 tulajdonsagi megoldasa. Tovabbé,
természetes feltételek mellett meghataroztak a (2) osszes |xy| > 1 tulajdonsaga
megoldasat az egyiitthatokra vonatkozo kiilonbozo felss koratok esetén. A (8) ill.
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max {A, B, |C|} < 10 feltételek mellett megadték (2) Gsszes (z,y, n) megoldésat,
melyre |zy| > 1,n > 3 és

B+A#C, ha C>2. (10)

A C =41, (8) és max {A, B} < 20 feltételek mellett sikeriilt megoldaniuk a
(9) egyenletet is, tovabba az A = |C| = 1, B < 70 esetben, meghatéroztik az

" — By" = £1 (11)

egyenlet Osszes |ry| > 1, n > 3 tulajdonsagu megoldéasat. Bizonyitésaikban sza-
mos mély médszert hasznaltak, pl. a lokalis-, a hipergeometrikus- illetve a Baker-
modszert, bizonyos korosztasi testekkel kapcsolatos eredményeket, alacsony foku
Thue-egyenletekre vonatkozo szamitogépes eljardsokat és a moduléris technikat.
Megjegyezziik, hogy a [29]-beli tételek nem kévetkeznek az [5], |7], [10], [21] és
[31]-beli eredményekbdol.

2.3. Uj eredmények

Ebben a szakaszban jelentGsen kiterjesztjiik az emlitett [29]-beli eredményeket na-
gyobb A, B, C értékekre. Bizonyitdsaink tjdonsdgat a 2.6 Tételiink adja, amely
(11) alaka binom Thue-egyenletek megoldhatoségéara vonatkozik, és amely nélkiil
a 2.1 és 2.2 Tételeinket nem tudnank bizonyitani. Megjegyezziik, hogy a 2.1-
2.5 Tételeinkben elértiik a jelenlegi modszereink alkalmazhatosaganak a hatarat.
El6szor tekintsiik a (11) egyenletet.

2.1. Tétel. [Bazso, Bérczes, Gydry és Pintér, 2010/ Ha 1 < B < 400, akkor a
(11) egyenlet dsszes (x,y,n) megolddsai, melyekre |xy| > 1,n > 3 és (B,n) ¢
((235,23), (282,23) , (295,29) , (329, 23) , (354,29)} a kévethezok:

n=3, (B,x,y) = (7,£(2,1)),(9,£(2,1)), (17, £(18,7)), (19, £(8,3)),
(20, (19, 7)), (26, £(3,1)), (63, £(4, 1)), (91, £(9,2)), (124, £(5, 1)),
) ( (6,1
+(7

(126 +(5,1)),(182,+(17,3)),(215,4(6,1)), (217, £(6,1)) ,
(254,4(19,3)), (342, +(7,1)) , (344, 1)),
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n=4, (B,z,y) = (5,+3,+2), (15, +2, +1), (17, 2, +1), (39, +5, +2),

(80,3, £1), (150, £7, £2) , (255, +4, 1) ,
n=>5, (B,x,y) = (31,£(2,1)),(242,+(3,1)), (244, +(3,1)) ,
n=6, (B,z,y) = (63,+2,+1),
n="7 (B,z,y) = (127, £(2,1)), (129,£(2,1)),
n=38, (B,z,y) = (255,+2, £1).

E tételiink jelentGs mértékben kiterjeszti a [29|-beli Theorem 4 allitdsat. A
2.1 ill. 2.2 Tételeink bizonyitasaban a modularis technika és a 2.6 Tétel fontos
szerepet jatszik. Tételeinkben szerepelnek bizonyos (B, n) ill. (A, B, n) kivételek,
amelyekre modszereink egyike sem miikodik. Ennek részben az az oka, hogy til
magas szintd moduléris formék egyiitthatoéit nem tudjuk a jelenlegi szamitogépes
eljarasokkal kiszamolni.

A kovetkez$ tételben csak paratlan B értékeket tekintiink. Ekkor xy sziik-
ségképpen paros, ami jelentGsen megnoveli a bizonyitds modszerének alkalmaz-
hatosagat.

2.2. Tétel. [Bazsd, Bérczes, Gydry és Pintér, 2010] (i) Ha 400 < B < 800
paratlan, és (B,n) nem szerepel a 2.1 tdblazatban, akkor a (11) egyenlet dsszes
(x,y,n), |lry| > 1,n > 3 tulajdonsdigi megolddsai a kivetkezdk:

n=3, (B,z,y) = (511,£(8,1)), (513, £(8,1)), (635, +(361, 42))
(651, 4(26,3)),
n=9, (B,z,y) = (511,£(2,1)), (513, £(2,1)).

2.1 tablazat

(B,n) | (Bn) | (Byn) | (Byn) | (B,n)
(413,29) | (519,43) | (649,29) | (695,23) | (757,379)
(415,41) | (535,53) | (669,37) | (699,29) | (767,29)
(417,23) | (537,89) | (681,113) | (717,17) | (789, 131)
(447,37) | (573,19) | (683,31) | (721,17) | (799,23)
(501, 83) || (581,41) | (685,17) | (745,37)

(517,23) | (611,23) | (687,19) | (749,53)
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(ii) Legyen 800 < B < 2000 pdratlan. Ha n < 13, akkor a (11) egyenlet dsszes
(x,y,n), |zy| > 1, n > 3 tulajdonsdgi megolddsai

n=3, (B,z,y) = (813,£(28,3)), (999, £(10,1)), (1001, +(10,1)) ,
(1521, +(23,2)) , (1657, £(71,6)) , (1727, (12, 1)) , (1729, £(12, 1)),
(1801, 4(73,6)) , (1953, £(25, 2))

n=>5, (B,z,y) = (1023,4(4,1)), (1025, £(4, 1)),

n =10, (B,z,y) = (1023, 42, £1), (1025, £2, +1)..

Han > 100 egy prim, akkor eltekintve a 2.2 tabldzatbeli lehetséges (B, n) kivételek-
tdl, a (11) egyenletnek nincs (x,y,n), |xy| > 1,n > 3 tulajdonsdgi megolddsa.

2.2 tablazat

(B.n) (B.n) (B.n)
(1041, 173) || (1509, 251) | (1795, 179)
(1077,179) | (1527, 127) | (1821,101)
(1135, 113) || (1589, 113) | (1841, 131)
(1149, 191) || (1671,139) | (1857, 103)
(1315, 131) || (1689,281) | (1915, 191)
(1401, 233) | (1735, 173) | (1929, 107)
(1437,239) | (1761,293) | (1959, 163)

A (ii) esetben, a 13 < n < 100 kitevsji (11) egyenletek megoldasatol eltekin-
tiink, mivel ekkor megnd a fellépd kivételek szama.
Tekintsiik az (9) egyenletet.

2.3. Tétel. [Bazsd, Bérczes, Gydry és Pintér, 2010/ Az1 < A < B <50 és a (8)
feltételek mellett, a (9) egyenlet dsszes olyan (z,y,n),|zy| > 1,n > 3 megolddsai,
amelyekre (A, B,n) ¢ {(21,38,17),(26,41,17),(22,43,17),(17,46,17), (31, 46,
17),(21,38,19) a kivetkezdk:

n=3, (A B,z,y) = (1,

7.4(2,1)),(1,9,4(2,1)), (1,17, £(18,7))

1)
(1,19, +(8,3)), (1,20, +(19,7)), (1,26, +(3,1)), (2,15, £(2,1))
(2,17,4(2,1)),(3,10,£(3,2)), (5,13, +(11,8)) , (5, 17, £(3,2)),
(8,17,+(9,7)), (8,19, £(4,3)), (11, 19, £(6,5))
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n=4, (A B,z,y) = (1,5, +3,+2), (1,15, +2, £1), (1,17, £2, £1),
(1,39, 45, £2).

A kovetkezd tételiink a 2.3 Tétel kiterjesztésének tekintheté max{A, B} < 100
egylitthatokra. Az n = 17,19 kitevsk esetén felléps kivételek miatt azonban csak
n > 19 prim kiteviket vizsgélunk.

2.4. Tétel. [Bazso, Bérczes, Gydry és Pintér, 2010] Legyenek A, B olyan egészek,
melyekre max {A, B} < 100 és (8) teljesiil, és legyen n prim. Ekkor

(i) ha n > 41, akkor a (9) egyenletnek nincs olyan (x,y,n) megolddsa,
melyre |xy| > 1.

(11) ha 19 < n <41, akkor az (A, B,n) = (35, 58,29), (8,75,31), (11, 76, 31),
(23,78,31), (31,58,31), (39, 71,31) és (17,82,41) lehetséges kivételektdl elte-
kintve a (9) egyenletnek nincs olyan (x,y,n) megolddsa, melyre |zy| > 1.

Sejtésiink szerint max{A, B} < 100 esetén (9) 6sszes megoldésa a 2.3 Tételben
felsorolt megoldéasok koziil keriil ki.
Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor C' nem feltétlentil +1.

2.5. Tétel. [Bazso, Bérczes, Gydry és Pintér, 2010] Legyenek A, B,C' olyan
egészek, melyekre max{A, B,|C|} < 30, (8) és (10) teljesil, tovabbd legyen n
prim. Ekkor

(i) ha n > 31, akkor a (2) egyenletnek nincs olyan (x,y,n) megolddsa,
melyre |xy| > 1.

(11) ha 19 < n < 31, akkor eltekintve az (A, B,C,n) = (1,19,26,31), (1, 26,
19,31), (2,15, 14,31), (2, 23,6, 31), (6,23,2,31) és (13,21,30,31) lehetsé-
ges kivételektsl a (2) egyenletnek nincs olyan (x,y,n) megolddsa, melyre
lzy| > 1.

A 9] és [29] dolgozatokban a 2.1 ill. 2.3 Tételeink bizonyos specialis esetei
segitsegével kiilonbozé k és D értékekre megoldottak az 15 4+2F 4 4 2% = ¢" és
z(x + 1) = Dy" egyenleteket, amelyben x,y és n > 2 ismeretlen pozitiv egészek.

Az alabbi 6nmagaban is érdekes eredményiink kulcsfontossagu a (11) alaku
egyenletek megoldasaban. Jelolje ¢( ) az Euler-féle fiiggvényt.
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2.6. Tétel. [Bazsd, Bérczes, Gydry és Pintér, 2010] Tegyiik fel, hogy a (11)
egyenletben m prim és hogy az aldbbi feltételek mindegyike teljestil:

(i) n > 17,

(i) B < exp {3000},

(iii) nf Bo(B),

(iv) B"1 # 271 (mod n?),

(v) 71 #£1 (mod n?) valamely r|B esetén.

Ekkor (11)-nek nincs olyan (x,y,n) megolddsa, melyre |zy| > 1.

Megjegyezziik, hogy a fent emlitett eredményeink és bizonyitésaik elméleti hat-
teret szolgaltatnak egy lehetséges binom Thue-egyenlet megoldé rutin megirasahoz
egy olyan komputeralgebrai programcsomagban, mint a MAGMA [18] vagy a
SAGE [50].

2.4. S-egység egyiitthatos binom Thue-egyenletek

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a (9) egyenletben az A, B egyiitthatoknak
csak a primosztoit rogzitjiik.

Legyen S primszamok egy véges halmaza. Egy egész szam S-egység, ha nincs
S-en kiviili primosztoja. Ahogy a 2.1 szakaszban emlitettiik, binom Thue-egyenle-
teknek csak véges sok megoldasuk van és ezekre effektiv felsé korlat adhato akkor
is, ha az egyiitthatok ismeretlen S-egységek. A tovabbiakban

Az" — By" = +1 (12)

alaki egyenletekkel foglalkozunk, melyben A, B € Z ismeretlen S-egységek, és
x,y,n ismeretlen egészek, melyekre |xy| > 1 és n > 3 teljesiil. Ha S = {p} és
p€{2,3,57,11,13,17,19,23,29,53,59}, a (12) egyenletnek nincs |zy| > 1,n >
3 tulajdonsagi megoldasa Wiles [53], Darmon és Merel [23] és Ribet [43] ternér
egyenletekre vonatkozo eredményei alapjan. Bennett |7] megoldotta (12)-et az
S = {2,3} esetben, amit Bennett, Gydry, Mignotte és Pintér [10] kiterjesztett
az S = {p,q},2 < p,q < 13 esetre. Bugeaud, Mignotte és Siksek [21] mas
moédszerrel megoldotta (12)-t, ha A = 2% B = ¢” ahol 3 < ¢ < 100 egy prim,
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vagy A = p*, B = ¢, ahol 3 < p < ¢ < 31 primek. Gyéry és Pintér [31]-ben
kiterjesztete a [10]-beli eredményeket az S = {p,q},2 < p,q < 29 esetre.

Tobbek kozott az 1.1, 1.2, 1.3 és a 2.6 Tételeink alkalmazasaval kiterjesztjiik a
fenti eredményeket arra az esetre, amikor S = {p,q} és 2 < p,q < 71. Az alabbi
tételiinkben olyan felsé korlatot adunk n-re, amely hasznos eszkoz lehet konkrét
S-egység egytlitthatos binom Thue-egyenletek megoldasa soréan.

2.7. Tétel. [Bazso, 201¢] Legyen n > 3 prim, S = {p,q}, ahol 2 < p,q < 71,
legyenek A, B € Z relativ prim S-egységek, tovibba A < B. Ekkor ha (A, p,q) #
(1,2,31) és (p,q) ¢ {(23,41),(17,47),(29,61),(61,67),(17,71)}, akkor a (12)
egyenlet barmely (x,y,z, A, B,n), |zy| > 1 tulajdonsdgi megoldisira n < 31
teljestiil.

Tovabbd,
(1) ha A=1 és

(p,q,n) ¢ {(47,¢,23), (59, q,29), (2,61,31), (17,61, 31), (43,61, 31), (53,67, 17)} ,

akkor a (12) egyenlet barmely (x,y, z, A, B,n), |zy| > 1 tulajdonsdgi megolddsdra
n < 13 teljesil.
(ii) ha A > 1 és

(p,q,n) ¢ {(3,37,19), (5,37,19), (3,61,31), (17,61,31), (43,61,31)},

akkor a (12) egyenlet barmely (z,y, z, A, B,n), |xy| > 1 tulajdonsdgi megolddsdra
n < 17 teljestil.

A kivételes (p, ¢, n) esetekben a jelenlegi modszereinkkel nem sikeriilt megolda-
nunk a (12) egyenletet az adott korlat {616tti n kitevs és a p, ¢ primek tetszéleges
nemnegativ hatvanyai esetén, 4m ezekben az esetekben is szamos konkrét o, 3
kitevé esetén megoldottuk az egyenletet. Megjegyezziik tovabba, hogy legteljebb
17-edfokt binom Thue-egyenleteket &ltalaban megoldhatunk a MAGMA [18],
PARI [40] ill. SAGE [50] programcsomagok segitségével.

A 2.3 szakaszban kozolt eredményeink a Bérczes Attilaval, Gyéry Kalmannal és
Pintér Akossal kozos [4] cikkiinkben jelentek meg, mig az S-egység egyiitthatoju
binom Thue-egyenletekre vonatkozo 2.7 Tétel a [3] dolgozatban fog megjelenni.
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3. Binom Thue-egyenletek egy alkalmazasarol

A 2. fejezet elején emlitettiik, hogy szamos szamelméleti probléma visszavezethetd
binom Thue-egyenletek megoldasara. Ebben a fejezetben egy norma forma egyen-
letekkel kapcsolatos alkalmazast mutatunk be. Ismert, hogy bizonyos feltételek
mellett a norma forma egyenleteknek végtelen sok megoldasa lehet. Ebben az eset-
ben tanulmanyozzuk azokat a megoldasokat, amelyekben a koordinaték szdmtani
sorozatot alkotnak. Norma forma egyenletek egy adott csaladjara meghatarozzuk
az Osszes ilyen megoldast.

3.1. Norma forma egyenletek szimtani sorozatot alkoto

megoldasairol
Legyenek o = 1, g, . .., a, Q f016tt linedrisan fliggetlen algebrai szamok, K =
Q (aq, ..., ay) egy n-edfoku algebrai szamtest, legyenek o1, ..., 0, a K szamtest

Q-t fixen hagyo beagyazéasai C-be, és oY) = g;(a) (o € K). Tekintsiik az
X)) =X+ X+ +aDX,, i=1,....n X=(X1,....X,).

linearis formékat. Ekkor 1étezik olyan ay nemnegativ egész, amelyre az
F(X) = CLONK/Q(ale +...+ ame) = ay H l(i)(i)
i=1

forma egyiitthatoi egészek. Az ilyen formakat norma formaknak, az
aoNK/Q(O{1$1 + ...+ OémiL’m) =b (13)

alaku egyenleteket norma forma egyenleteknek nevezziik.

A (13) egyenletet degenerédltnak nevezziik, ha az aq, ..., «,, altal generalt Q-
folotti vektortér egy altere arédnyos egy Q-t6l és az imaginarius masodfoki szam-
testektdl kiillonbozo algebrai szamtest teljes Z-modulusaval. Ekkor belathato, hogy
létezik olyan b € Z, melyre (13)-nak végtelen sok megoldasa van. Schmidt [44]
nevezetes ineffektiv tétele szerint nem-degenerélt norma forma egyenleteknek csak
véges sok megoldasa lehet. Gy6ry és Papp [26] effektiv végességi eredményeket
és explicit fels6é korlatokat nyertek norma forma egyenletek széles osztalyainak
megoldasaira. A norma forma egyenletek gazdag irodalmabol azon eredményekkel
folytatjuk, amelyek vizsgalataink el6zményét képezték.
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A norma forma egyenletek megoldasai kozotti szamtani sorozatok vizsgélatanak
otletét Pethd Attila vetette fel. A probléma akkor meriilt fel, amikor Buchmann
6s Pethd |19] észrevette, hogy a” = 3 esetén a K := Q (a) szamtestben a

10 4+ 9 + 8a? + 7a® + 60 + 50° + 408
algebrai egész egység. FEz azt jelenti, hogy az
NK/Q ($0+$10é—|— e +$6Oz6) =1

egyenletnek van olyan (g, ...,xz6) € Z7 megoldasa, melyben a koordinatdk egy
szamtani sorozat egymast kovetd elemei.

Ez megfigyelés az alapja Bérczes és Pethd [14] cikkének, amelyben altaldnosan
vizsgaljak

NK/Q (SU() +ria0+ ...+ xn_l&n—l) =m. (14)

norma forma egyenletek szamtani sorozatot alkoté megoldésait, amelyben o egy
n-edfoku algebrai szam, K = Q (), m € Z és {xg,...,x,_1} € Z". Legyen X =
max {|zol, ..., |Tn 1|} Az {z0,..., 2,1} sorozatot majdnem szémtani sorozat-
nak nevezziik, ha létezik olyan d € Z és 0 < § € R, amelyre

(2 — i) —d| < X0, i=1,...,n—1. (15)

Bérczes és Pethd [14]-ben effektiv végességi eredményt bizonyitott a (14) egyenlet
(15) tulajdonsagi, azaz majdnem szamtani sorozatot alkoté megoldésaira amikor

a n
no a

b= a"—1 a-—1
egy legalabb harmadfoku algebrai szam. A 6 = 1 specialis esetben majdnem teljes
végességi eredményt nyertek.
Bérczes és Pethd [14] meghatarozték tovabba a

Nk g (:C() + T4 ...+ :cn,loz”_l) = 1.

norma forma egyenlet Osszes szdmtani sorozatot alkoté megoldaséat, amikor o az
" —2 vagy " —3 (n > 3) polinom egyik gyoke. Ezenkiviil [15]-ben belatték, hogy
az egyenletnek nincs szamtani sorozatot alkoté6 megoldésa, amikor a az z" — a
(n > 3) polinom egyik gyoke és 4 < a < 100.

Bérczes, Peths és Ziegler [16] megadtéak az

|Nicjo(wo + T1a + 2007)| < 20 + 1
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norma forma egyenlGtlenség 6sszes olyan primitiv megoldésat, melyre zg < x1 <
x9 egy szamtani sorozat, ahol o az

fa@)=2*—(a—1D2* - (a+2)x—1, a€Z,

polinom egyik gyodke.

Megjegyezziik, hogy szamtani sorozatok nem csak egy-egy megoldason beliil
fordulhatnak el6, hanem a norma forma egyenlet megoldashalmazaban is, ha a
megoldéasok egy rogzitett koordinatdjat tekintjiik. Ebben az irdnyban Bérczes,
Hajdu és Pethd [13] nyertek eredményeket.

3.2. Sajat eredmények

Az alabbiakban kiterjesztjiik Bérczes és Pethd [15] eredményét a (16) egyenlettel
kapcsolatban.
Legyen o egy n > 3 foku algebrai egész, K = Q («), és tekintsiik az

NK/Q ($0 + 0+ ...+ xn_la”_l) =1 <16)

egyenletet, melyben zq,...,x, 1 € Z ismeretlenek. Legyen o az £ — a polinom
egy gyoke, melyben a egy olyan egész, amelyre x" — a irreducibilis. Amint emlitet-
tiik, Bérczes és Pethd [15] belattak, hogy (16)-nak nincs szamtani sorozatot alkoto
megoldasa, amikor 4 < a < 100. Az alédbbi tételben kiterjesztjiik ezt az eredményt
az a paraméter negativ értékeire, azaz —100 < a < —2 esetén meghatarozzuk a
(16) Osszes olyan megoldasat, amelyre xg,...,x,1 € Z egy szamtani sorozat
egymést kovets elemei.

3.1. Tétel. [Bazso, 2007] Legyen n > 3, —100 < a < =2, o az 2" — a € Z[z]
irreducibilis polinom gydke és K = Q (a). Ekkor a (16) egyenlet dsszes szdmtani
sorozatot alkotd megolddsai (n,a) = (3, —7) esetén a (2,1,0), és (n,a) = (3, —9)
esetén a (—2,—1,0). Ha (n,a) = (11,—67), az dllitisunk az dltaldnositott Rie-
mann Hipotézis (GRH) feltevése mellett igazolhatd.

A 3.1 Tételt a kovetkezd tétel segitségével bizonyitjuk, amely altalanositott
binom Thue-egyenletek egy csalddjénak a teljes megoldasat tartalmazza.
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3.2. Tétel. [Bazso, 2007] Legyen —100 < a < —2. Ekkor az

X" —aY" = (a—1)*

egyenlet dsszes (n,a, X,Y') megolddsa szerepel az aldbbi 3.1 tdblazatban.
Ha (n,a) = (11, —67), az dllitisunk o GRH feltevése mellett igazolhato.

3.1 tablazat

] n \ a \ (X,Y)
3 1-97 (35, -7)
3163 (4, 1), (16,0), (64, -16)
3|62 (1, 4)
3 |61 (13, 3)
3 -39 (16, -4)
3 [-35 (11, -1), (46, -14)
3 |27 (10, -2)
3 126 (3.3), (9, 0V, (27, 9)
3 125 (1, 3)
3118 (5, 3), (7, 1)
3 [-12 (11, 5)
319 (7. -3)
3|7 (5, 3), (2, 2), (4, 0), (8, 4)
3| -6 (1, 2)
3| -3 (-2, 2)
1[99 (-10, 0), (10, 0)
180 (-9, 0, (-3,-3), (-3, 3), (3, -3), (3, 3), (9, 0)
179 (1, 3), (-1, 3), (1, -3), (L, 3)
163 (-8, 0), (8, 0)
4 | -48 (-7, 0), (7, 0)
135 (-6, 0), (6, 0)
4 |-24 (-5, 0), (5, 0)
415 (4 0), (2, 2), (2, 2), (2, -2), (2, 2), (4, 0)
i [-14 (-1, -2), (-1, 2), (1, -2), (1, 2)
18 (-3, 0), (3, 0)
I3 (2,0), (2, 0)

(17)



3.1 tablazat (folytatas)

] nl| a (X,Y)
5 | -31 (2, 2), (4, 0), (8, -4)
5 |-30 1, 2)
6 163 (2, 2), (12, 2), (2 -2), (-2, 2), (4 0), (4, 0)
6 | -26 (3, 0), (-3, 0)
6 | -7 (2, 0), (-2, 0)
8 180 (3,0, (-3, 0)
8§ |15 2,0), (-2, 0)
10 | -31 (2, 0), (-2, 0)
12 | -63 (2, 0), (-2, 0)

A harmadik fejezet eredményei [2]-ben jelentek meg.
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