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ELOSZO

A végeselemes vizsgalatok fontos részét képezik a mérnoki tervezésnek. Ehhez kapcsoloddan
szamos kereskedelmi forgalomban elérhetd végeselem programrendszer all rendelkezésre. A
szoftver megfeleld hasznalata nagymértékben fiigg a felhasznald mechanikai ismeretétol.
Jelen jegyzet ehhez kivan segitséget nyujtani.

A jegyzet elsd részében a linedris rugalmassagtan és a végeselem-modszer elméleti hattere
keriil bemutatdsra, amely elengedhetetlen végeselem programrendszerek magabiztos
hasznalatdhoz és megkonnyiti a modellalkotast.

A jegyzet masodik részében elemi példdkon bevezetve, majd egyre bonyolultabb feladatokon
keresztiil keriil bemutatasra egy-egy szildrdsagtani végeselem vizsgalat.

A konyv els@sorban gépészmérndki, sportmérndki és mechatronikai képzésben részt vevo
hallgatok részére kertilt kidolgozasra, mindemellett az informatikai teriileten tanulod hallgatok
1s hasznos informacidkat szerezhetnek a konyv gondos tanulméanyozéasaval.

A szerzOk itt szeretnének koszonetet mondani az abrak elkészitésében nyujtott segitségért
Varga Tamas Antalnak €s nem utols6 sorban a jegyzet szakmai lektordnak, Dr. Szabo
Tamasnak a hasznos ¢és érdemi szakmai észrevételeiért, amelyek a jegyzet végleges
valtozataba beépiiltek.

A szerzok
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1. BEVEZETES

Maira mar alapkdvetelmény, hogy egy termék teljes ¢€letpalyajara vonatkozo informaciokat
szoftveresen is kezelni tudjuk. A termékrdl minden miiszaki informaci6 igy rendelkezésre all.
Ezeket a kovetelményeket elégitik ki tobbek kozott a CAD rendszerek (Szamitdgéppel segitett
mérnoki tervezeés), a CAM rendszerek (Szamitogéppel segitett gyartas) és a CAE rendszerek
(Szamitogeéppel segitett mérnoki tevékenység). A felsorolt rendszerekkel végezhetjiik és
kezelhetjiik a koncepci6 medellezést, a geometriai modellezést, a numerikus vizsgalatokat és
szimulaciokat, a mithelyrajzokat és megjelenitéseket, a dokumentaciokezelést, a technologiai
eléfeldolgozast, az adatbaziskezelést szabvanyos kommunikacion keresztiil.

A szamitogéppel segitett tervezés alkalmas a tervezési koncepciok kialakitasara, a rajzok €s
dokumentéciok készitésére. Alapvetd feladata a geometria létrehozasa. Ezen geometridkat
felhasznalhatjuk a CAM ¢és CAE rendszerekben is mindenfajta Ojratervezés nélkiil, amely
jelentés idomegtakaritast eredményez. A legnépszeriibb CAD szoftverek a teljesség igénye
nélkiil az AutoCAD, Solid Edge, SolidWorks, Catia, Creo, NX, stb. A szdmitogéppel segitett
gyartas alkalmas a gyartasi folyamatok tervezéséhez ¢€s szervezéséhez. A CAM egy
gyartorendszerekkel 0sszekapcsolt technologia. A CAM alkalmas tovabba a gyartocellaban
alkalmazhat6 szerszamok kivalasztasara is. Emlitésre mélt6 CAM szoftver az EdgeCAM ¢és a
MasterCAM. A kiilonféle végeselem szoftverek a CAE rendszerek csoportjaba tartoznak.
Ezen szoftverekkel oldhato meg egy termék, vagy szerkezet varhaté viselkedésének
szimulacidja. Igy megfelels eszkoz a méar meglévé CAD modell attervezésére és
optimalizalasara. Szamos kereskedelmi forgalomban elérhetd végeselem szoftver Iétezik,
ilyen pl. a Femap, az Ansys, a Marc, az Abaqus, az Adina, stb. Jelen jegyzet a végeselem-
moddszerrel és szdmos numerikus példan keresztiil a Femap alkalmazasaval foglalkozik és
probal attekintést adni.

Szilkséges

Végeselem totf
Tervezés szimulicié prototipus Gyartas
Prototipus
gyartas

Probaiizem

1.1. abra A végeselem szimulaciot tartalmazé tervezési-gyartasi folyamat egyszerusitett
modellje

A végeselem-modszer egy kozelitd megoldassal szolgald numerikus eszkdz, amely szamos
mérndki probléma elemzésére alkalmas. A végeselem-moddszer hatterében parcidlis
differencialegyenletek kozelitd megoldasa 4ll. Elmondhatd, hogy napjainkban mar
nélkiilozhetetlen eszk6ze a mechanikai vizsgalatoknak, mivel gyakorlatilag minden természeti
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jelenség ¢és viselkedés leirdsara képes. Ez a modern ¢€s professzionalis végeselem
szoftvereknek koszonhetd.

A koltségesokkentés és a mindség novelés kotelezd eleme a mai iparnak, ezt tobb téren
kiszolgaljak a numerikus szimulaciokra alkalmas szoftverek. Markans koltségvonzata van egy
vallalat koltségvetésében a prototipusok legyartasanak, az ahhoz kapcsolodd teszteknek és
természetesen a szakembergarda alkalmazasanak. Megfeleld stratégiaval alkalmazva a
vallalaton beliil a végeselem-modszert ezek a koltségek minimalizédlhatdak, adott esetben
kikiiszobolhetok. A vallalatok ennek megfeleléen alkalmazzak is ezt a technoldgiat és a részét
képezik a mindennapoknak. A végeselemes technologiat is alkalmazod tervezési-gyartasi
folyamat egyszertiisitett modelljét az 1.1. dbran szemléltetjiik [5,6].

A végeselem-moddszer alapétlete az, hogy egy bonyolult feladat megoldasat egy valamilyen
szinten egyszeriisitett modellt alkalmazva keressiik. Ebbdl a gondoltamenetbdl kiindulva, a
végeselemes szakemberek képesek az adott probléma kozelitd megoldasara. Itt
megjegyezzik, hogy a rendelkezésre 4110 matematikai és mechanikai eszk6zok nem képesek a
pontos megoldast szolgaltatni bonyolult feladatok esetén. Mivel a pontos megoldas elérése
csak egyszerli esetekben lehetséges, igy bonyolult feladatoknial meg kell elégedniink a
kozelité megoldassal, amely egyébként a legtobb esetben kielégitd. A végeselem-modszer
alkalmazasa esetén a vizsgalt alkatrészt, szerkezetet véges szamu egymashoz un.
csomdpontokban kapcsolodd tartomdnyokra (végeselemek) bontjuk, igy a bonyolult parcialis
differencidlegyeneletek linedris, vagy nemlinearis egyenletekké alakithatok at. Az 1n.
végeselemes diszkretizacio eljaras alkalmazésa véges szamu ismeretlent hatdroz meg.

1.1. A végeselem-modszer kialakulasanak rovid torténeti attekintése

Az 1900-as évek kornyékén Cook analitikusan rudszerkezetet vizsgalt elemekre bontva. 1943-
ban Courant a végeselem-modszerhez hasonld eljarassal folytonos fliggvényeket alkalmazva
haromszog tartomdnyokat vizsgalt. Courant oldott meg el0szor csavarasi feladatot a teljes
potencialis energia minimuma elv felhasznalasdval. Az 1950-es években Boeing
repiildgépszarnyat elemzett haromszog elemeket alkalmazva €s fesziiltségeket szamolt. 1956-
ban sikalakvaltozasi problémakat szdmolt Turner és tarsai. Az 1960-as évekre a végeselem-
moddszer népszeriivé valt, Clough nagy eréfeszitéseket tett a modszer elterjesztésében. Ebben
az idészakban mar hdtani feladatokat is oldottak meg a végeselem-modszerrel. Az elso
elmozdulasmezon alapuld végeselem szoftverek (NASTRAN, ASKA) is az 1960-as években
keriiltek kifejlesztésre. Az els6é végeselem-moddszer konyv 1967-ben jelent meg, amelyet
Zienkiewicz és Cheung irt. 1969-ben alapitottdk meg az elsd, a végeselem-moddszer uj kutatasi
eredményeit bemutatd ,,International Journal for Numerical Methods in Engineering” c.
tudomanyos folyoiratot, amely mind a mai napig az egyik legfontosabb folyoirat ebben a
témakorben. Az 1970-es években mar nemlineéris feladatokat is megoldottak. Kijelenthetd,
hogy mara gyakorlatilag minden természeti jelenség és viselkedés modellezhetd a végeselem-
moddszerrel. Ebben természetesen Oridsi szerepe van a szamitdgépek rohamos fejlédésének is
[2,10]. A mai végeselem szoftverek a teljesség igénye nélkiil alkalmasak szerkezeti
vizsgalatokra  (statikai,  szilardsdgtani,  dinamikai  vizsgalatok, torésmechanika,
stabilitasvizsgalat, stb.), gyartasi folyamatok szimulacidjara (froccsontés szimulacid, stb.),
folyadék mechanikai, hdtani problémak, elektrosztatikus problémak vizsgalatara, stb.

1.2. A végeselem-modszer rovid osszefoglalasa
A végeselem-modszert a mérndki vizsgadlatokban a fizikai problémak megoldasara

alkalmazzak. A fizikai problémak magukkal vonjak azt, hogy egy alkatrész, vagy szerkezet
terhelést szenved. A fizikai modellt matematikai modellé sziikséges atalakitani, amely
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differnecialegyenlethez vezet. Ezt a matematikai modellt oldjuk meg a végeselem-mddszer
segitségével. Mivel numerikus eljarasrol beszéliink, igy az elvart pontossag egy fontos
kovetelmény [1,4,7-9,11,15,16]. Altalénosségban elmondhat6, hogy a végeselemek szamanak
novelésével (azaz stritett végeselem haloval) nagyobb pontossag érhetd el. A végeselem
vizsgalat folyamatat az 1.2. dbran szemléltetjiik.

Fizikai probléma

Y

Matematikai modell:
- geometria
- anyagtorveény
- terhelések
- peremfeltételek

Y

Végeselemes szamitas:
- végeselem tipusa
- halostiriiség
- megoldo tipusa €s paraméterei A

Elfogadhato
a pontossag?

Az eredmények
szemléltetése

1.2. abra A végeselem vizsgalat folyamata

A végeselem vizsgalat a végeselemes diszkretizacioval kezdddik. A vizsgalt tartomanyt véges
szamu, egymashoz csomopontokban kapcsolddo elemre bontjuk. Az elemek a csomopontok
altal vannak definidlva. A diszkretizacioba tartozik az elemek €s csomdpontok sorszamozasa
is. Ezt a folyamatot végeselemes haldézasnak nevezziik (1.3. dbra). A csomdpontok legfobb
jellemzdje a szabadéasagi fokok és a csomdpontok koordinatai. A végeselem tipusanak
kivalasztasat pedig az adott probléma hatirozza meg. Egydimenzids, kétdimenzids €s
haromdimenzios végeselemek léteznek.
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1.3. abra Végeselemes diszkretizacio

A keresett fliggvénynek (jellemzbéen elmozdulés értékek) az elemen beliili tartomanyban 1évo
értékeit interpolacioval hatarozzuk meg a csomoponti értékekbdl. Az interpolacios
figgvények egyben az alakfliggvények szerepét is betolthetik. Az alakfiiggvények tobbnyire
polinomok, legtobbszor linedrisak, vagy kvadratikusak.

A kovetkezd 1épés a parcidlis differencidlegyenlet formajaban adott feladat atalakitdsa. A
célunk olyan algebrai egyenletrendszer eldallitdsa, amely megadja a keresett
figgvényértékeket a csomdpontokban. Az algebrai egyenletrendszer alakja

Keq® = fe, (1.1)

ahol K¢ az elem merevségi matrixa, amely az alkalmazott elem tulajdonsagait tartalmazza, q°
az elem csomoponti elmozdulasvektora, f¢ az elem tehervektora, mig ¢ jeloli az elemet.

Az 1.3. abran jol lathato, hogy kiilonb6zd elemek csomdpontjai egy pontban kapcsolodnak
egymashoz. Ezeket a topoldgiai tulajdonsdgokat a teljes szerkezetre vonatkozo algebrai
egyenletrendszer Osszeallitasanal figyelembe kell venni, amely

Kq=f, (1.2)

ahol K a szerkezet globalis merevségi matrixa, amely az alkalmazott elem tulajdonsagait
tartalmazza, q a globalis csomoéponti elmozdulasvektor, f a globalis tehervektor. Ez
meghatarozza a rendszer szabadsagi fokat is.

A peremfeltételeket is biztositanunk kell. A megtdmasztasok és terhelések lehetnek eldirt
értékliek, vagy zérusak is, amelyeket figyelembe kell venniink. Ez lecsokkenti a megoldando
egyenletek szdmat (1.4. dbra). Az 1.4. dbran az also index jeloli a csomoponti sorszamokat,
mig u €s v a csomoponti elmozdulas komponensei, Fy €s F, a terheld er6 komponensei rendre

az x €s y iranyokban.

3 4 q- HI =0 f= FI.\: - fo
;’ v,| |0 Fo| |F,
y H2 0 F 2x F2x
v, el ]
3 U, F r 0
1 ) v, v, F 3 0
u u, F i F
v v, F sy 0

1.4. abra Peremfeltételek figyelembevétele

14



Az l-es és 2-es csomopontok nem mozdulhatnak el, azaz gatolva vannak, mig a 3-as
csomoépont terheletlen.

A cél a globalis algebrai egyenletrendszer megolddsa sordn a q csomoponti paraméterek
meghatarozasa.

Szamos moédszer 1étezik a linearis algebrai egyenletrendszer megoldasanak eldallitasara,
amely formalisan a globalis merevségi matrix inverzével torténd beszorzast jelenti, azaz

q=K'f. (1.3)

A globalis algebrai egyenletrendszer megoldasaval ismertek lesznek az elmozdulasmezd
értékei a csomopontokban. Az elmozdulasmezd ismeretében a vizsgalt feladat szempontjabol
fontos tovabbi mennyiségek mar szamithatok, ilyen lehet pl. az alakvaltozas és a fesziiltség.

A végeselemes eredmény mindsége szamos tényezotdl fligg, mint példaul a vonatkozo
¢és hozzéaértésétol és az eredmények kiértékelésének modjatol. Ezek koziil valamelyiknek a
hianya, vagy nem megfeleldsége hibds eredményekhez vezet. Ugyanakkor egy tapasztalt
végeselemes szakember ezt az eszkOzt igazoldsra, tovabba egy jobb termék, vagy egy
terhelési folyamat megbecslésére kivaloan tudja alkalmazni. Mindemellett fontos
megjegyezni, hogy a végeselemes vizsgalat nem helyettesiti a tesztelést, de jelentdsen
csOkkentheti egy termék bevezetésének atlagos idejét akar megndvelve annak ¢€lettartamat is.

15



2. LINEARIS RUGALMASSAGTAN ALAPJAI

A rugalmassagtan a rugalmas testek mechanikéja. Ismeretes, hogy a szilard testek a terhelés
hatasara deformaldodnak. Egy rugalmas test rugalmasan képes deformalodni. A rugalmas
deformacid azt jelenti, hogy a terhelés elvétele utan a test visszatér eredeti formajaba, nincsen
marado alakvaltozés. A rugalmassagtan feladata a rugalmas szilard testek elmozduldsanak,
alakvaltozasi- és fesziiltségi mértékeinek meghatarozasa [3,12]. Attol fliggden, hogy milyen a
kapcsolat az alakvaltozas ¢és a fesziiltség kozott, beszélhetiink linearis és nemlinedris rugalmas
deformaciorol. Amennyiben a kapcsolat az alakvaltozas és a fesziiltség kozott lineéris, ugy a
deformacid linearisan rugalmas. Az acél, az Ontdttvas az aluminium, stb. anyagok linearisan
rugalmas anyagok. Amennyiben a kapcsolat az alakvaltozas ¢és a fesziiltség kozott
nemlinearis, ugy a deformaci6 nemlinearisan rugalmas. Az egyik leggyakoribb nemlinearis
anyag a gumi. Jelen jegyzet kizardlag a linearis rugalmassagtan 0sszefiiggéseit targyalja.

A rugalmassagtan a feladat matematikai modelljét targyalja, amelyhez a megfeleld
matematikai ismereteket nélkiilozhetetlenek. Ennek hianyaban a formuldk és a megoldasi
eljarasok nem lesznek kovethetOk. A vonatkozd parcidlis differencidlegyneleteket vektor és
tenzor targyalasmodban kozoljiik.

2.1. A linearis rugalmassagtan ismeretlen mezoi
2.1.1. Elmozdulasmezo

A linearis rugalmassagtan keretein beliil az alakvaltozott test visszanyeri eredeti alakjat a
terhelés elvétele utan.

Vizsgaljunk egy altalanos rugalmas testet, amelynek terheletlen €s terhelt allapotat a 2.1. abra
szemlélteti. A terhelés hatisara a rugalmas test deformdlodik és ez a deformdacid leirhato
anyagi pontok elmozduldsaival. A kontinuumechanika értelmében a vizsgalt test Gsszes
anyagi pontjanak elmozduldsvektora egy un. elmozduldsmezdt alkot.

Vizsgaljuk meg a test egy tetszleges pontjat, a P pontot. A terhelt allapotban a P pont
elmozdul a P’ pontba.

t=20 t=t

2.1. dbra Az elmozduldsvektor szarmaztatasa
A der¢kszogli Descartes koordinata-rendszert alkalmazva legyenek rp és r'’p a P és P’
pontokhoz kotott helyvektorok, amelyek egyszertien felirhatok. Az r'p, helyvektor pedig
kifejezhetd az rp helyvektor segitsével
s = xpi+ ypj + zpk, (2.1

r's =7p + Up,
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ahol up a rugalmas szilard test P pontjanak elmozdulasvektora,

Up = uPi + vpj + ka. (22)
Itt up, vp €s wp az elmozdulaskoordinatdk x, y és z iranyokban. Lathato, hogy pontrol pontra
mas-mas elmozdulasvektort kapunk, amely egy un. elmozduldsmezét alkot. Az
elmozdulasmezd a helyvektor fiiggvényében

u = u(r) = ui + vj + wk. (2.3)

Az elmozdulasmezd koordinatait altalaban a terheletlen allapotra vonatkoztatva fejezziik ki,
igy

u=ulr) =ulxyz);, v=vr) =vixyz); w=wr)=w(ly,z). (2.4)
Az elmozduldsvektor mértékegysége mm.
2.1.2. A derivalt tenzor és felbontdsa

Legyen a Q pont a P pont kozvetlen (elemi) kdrnyezetében és P # Q. A Ar a Q pont P pontra
vonatkoztatott helyvektora, ahogy az a 2.2. dbran lathato. Az up €s u, kiilobsége adja meg a
Au relativ elmozduldsvektort. Ha egy rugalmas test deformalddik, akkora a két anyagi pont
kozotti relativ elmozdulas valtozik. Ez pont ellentétes a merevtestszeri mozgassal, amikor a
két pont k6zotti tavolsag nem valtozik.

Q!

Au

2.2. dbra Két szomszédos pont elmozdulasallapota

Lathat6 az abrabol, hogy a Ar

Ar=ry—1p = (xQ —xp)i+ (yQ —yp)j + (ZQ —zp)k = 2.5)
= Axi + Ayj + Azk. '

Feltételezésiink szerint a P és Q egymas kozvetlen kornyezetében fekszik. A linedris kozelités

elérése érdekében Taylor sorba fejtjiik az elmozdulaskoordinatakat. A kis alakvaltozés linedris
elmélete alapjan a sorfejtés linedris részét megtartva jo kozelitéssel fennall, hogy

17



Ug =up+a—Ax WA}/-FG—ZAZ,
dvp dvp dvp
vQ _vp+ a Ax a_Ay‘"a_ZAZ,
dwp dwp dwp
WQ_WP-I-ax Ax+6yA G_AZ

Ez vektorként is felirhato,

0 0 0
Up Up up] Ar,

uQEuP-I_[Ox dy 0z

ahonnan a relativ elmozdulasvektor kozelitése

Au:uQ_uPE[Ox dy 0z

igy bevezethetjiik az elmozdulasmezé Up derivalt tenzorat

d d d
up Oup up] .

Au = UPAT,
ahol
rdup Oup Oup]
dx dy 0z
U. = dup dup OJup] 10vp Ovp Ovp
P=lox oy o0z] |ox ay adz]|
owp Owp OJwp
[ 0x  dy 0z |
Altalanosan felirva
du  du ou
dx 0dy 0z
dv dv Odv
U=|— — —I
dx 0dy 0z
dw Jdw Jdw
[dx 0dy 0z

Figyelembe véve a V Hamilton-féle differencidloperatort, amely

v_6_+6_+6
- ¢ J 0z

ox 0y k,

a derivalt tenzor felirhatd diadikus formaban is
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Ju . Jdu . Jdu
oi+—oj+—ok=uoV. (2.13)

V=515 0z

Minden tenzor felbonthatd egy szimmetrikus és egy ferdeszimmetrikus tenzor Gsszegére, igy
a felbontasi-tételt alkalmazva az elmozdulasmezé U derivalt tenzora a kovetkezdképpen
bonthato fel,

1 1 1 1
U=E(UOV+V°U)+E(u°V—V°u)=E(U+UT)+E(U—UT), (2-14)

ahol UT a derivalt tenzor transzponaltja,

[du Jdv 0w
ox Ox Ox
Ut = ou dv Jdw (2.15)
oy 9y ay| '
ou Jdv Jdw
Ldz 0z 0z-
A felbontés eredményeként kapott szimmetrikus tenzor az un. alakvaltozasi tenzor,
1 T
A = Uszimmetrikus = E(U +U"). (2.16)
A felbontés eredményeként kapott aszimmetrikus tenzor az un. forgatd tenzor,
1 T
¥ = Ugszimmetrikus = E(U - U"). (2.17)

Felhasznalva (2.16) és (2.17) Osszefiiggéseket a derivalt tenzor az alakvaltozési tenzor ¢és a
forgat6 tenzor 6sszegeként irhat6 fel, azaz

U= A+ (2.18)

Az alakvaltozasi tenzor irja le az elemi kOrnyezet tiszta deformacidjat, mig a forgatod tenzor
annak merevtestszerli forgasat. Kétdimenzios esetben ezt a felbontast a 2.3. dbra szemlélteti.

2.3. dbra Az alakvaltozasi tenzor €s a forgatd tenzor értelmezése
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2.1.3. Forgato tenzor

Ahogy azt a korabbiakban tisztaztuk az elemi kdrnyezet merevtestszerti forgasat a forgatd
tenzor irja le. Vizsgaljuk meg az elmozduldsmezd derivalt tenzoranak aszimmetrikus részét.

du Jv ou O0wy]
265 20 a0)
=1(U—UT)— 1(@_6_”) 0 <6_v_6_W) —
2 2\0x OJdy dz 0dy
10w Odu\ 10w Jdv (2.19)
25 %) ‘(@‘a—z) O
0 —Q; Py
=\| @Oz 0 —Px |
— Py Py 0

ahol @, ¢, és @, a merevtestszerii forgasvektor koordinatai és [¢| « 1.

Amennyiben nincs deformacio, akkor A = 0, ilyenkor a relativ elmozdulasvektor az alabbi
modon irhato fel,

Au = WAr, (2.20)
azaz a Q pont elmozdulasvektora
uQ=up+q"Ar=up+(pXAr, (221)

ahol ¢ a merevtestszerli forgasvektor, @ = @, i+ @,j+ @,k ¢é up egy eltolasként

értelmezhetd. A merevtestszerli forgas nem indukal alakvaltozasi energiat, amelynek fontos
szerepe van a végeselemes szamitasokban. A merevtestszeri forgast a végeselemes modell
felépitésekor gatolni kell.

2.1.4. Alakvaltozasi tenzor (alakvaltozasi dallapot)

Az elemi kornyezet tiszta deformdciojat az alakvaltozési tenzor irja le. Vizsgéaljuk meg az
elmozdulasmezd derivalt tenzoranak szimmetrikus részét.

ou 1/0u Jvy 1/0u OJdwy\]
ax z(a*a) 25 5x)
=1(u+uT)= l<a_v+a_u) 6_17 l<a_v+6_w) =
2 2\0x Jdy dy 2\0z 0y
1/0w Odu ow Jv ow
2 (E * 6_2) <6y 62) 0z (2.22)
Ex %ny ;V
= %Vyx & ;V = A",
1 1
_E Vzx Eyzy &z i
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ahol &, €, €s €, a fajlagos megnyulasok (megrovidiilések) az x, y €s z iranyokban €s € < 1,
Yxy = Vyx» Yyz = Vay €8 Vax = Va7 @ fajlagos szogtorzulasok €s kis alakvaltozast feltetelezve
y <K 1. A fajlagos megnytlas mértékegység nélkiili, mig a fajlagos szogtorzulas
mértékegysége radian. Amennyiben € > 0, az eredetileg egységnyi hossz megnyulik,
amennyiben € < 0, az eredetileg egységnyi hossz megrovidiil. Ha a y > 0 az eredetileg 90°
csokkent, ha a y <0 az eredetileg 90° megnd. Egy elemi kornyezet deformacidja,
alakvaltozasi mennyiségei a 2.4. abran lathatok. Az alakvaltozas leirdsara még bevezetjiik az
a,, a, €s a, alakvaltozasi vektorokat is,

i 1 1
Ex nyy Zyxz
= 1 1 = |a& (14 (14 2.23
1 1
_Eyzx Eyzy &z

ahol

| 1
A, = &L+ Eyyx] + Eszkr

1 1
@y =S Vayl + &) + 5 Vayk, (2.24)

1.1
a, = nyzl + Eyyz] + Ezk-

Az alakvaltozasi vektorok segitségével az alakvaltozasi tenzor felirhat6 diadikus formaban,

A=ayocit+a,oj+a,ok. (2.25)

7/2-y, y

xy

2.4. dbra Az elemi kornyezet alakvaltozasi allapota
A 2.4 abran a P pont kornyezetének alakvaltozasi allapota lathatd a P pontban felvett, terhelés

elott egymasra kolesondsen merdleges i, j és k egységvektor altal képzett és az A, B és C
végpontokkal kijelolt un. elemi triéderen.
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2.1.5. Fesziiltségtenzor (fesziiltségi allapot)

A vizsgéalat targyat képezO rugalmas szilard test egyenstlyi erdrendszerrel terhelt.
Gondolatban ezt a szilard testet vagjuk ketté egy feltételezett sikkal €s tavolitsuk el egymastol
az igy keletkezd testrészeket (2.5. abra). Mindkét testrész egyensulyban kell, hogy legyen
kiilon-kiilon is. Ezt az egyensulyt a vagasi feliileten hato feliileten megosz16 belsd erérendszer
tartja fent. Tovabba annak is teljesiilnie kell, hogy a két vagasi feliilleten hato feliileten
megoszlod belsd erdrendszereknek egyenértékiinek kell lenni egymassal. Megjegyezziik, hogy
természetesen a két feliilet nagysdga is egyenld. A testrész belsd feliiletén hatd belsd
erérendszer sliriségvektora (fesziiltségvektor) . A vagasi feliilet (keresztmetszet) normal
egységvektora m. Kijelenthetjilk, hogy ismerjik egy szilard test pontjanak fesziiltségi
allapotat amennyiben ismerjiik a fesziiltsgévektort. Ha egy masik sikkal vagnank ketté a
testet, akkor egy masik feliileten megoszlo belsd erdrendszer ébred az eldzdekben emlitett
tulajdonsagokkal.

Newton harmadik térvénye (hatas-ellenhatas) értelmében

e(-n) = —e(n). (2.26)

2.5. dbra A fesziiltségvektor bevezetése

A normal irdnyd komponenst o, normalfesziiltségnek, a keresztmetszet sikjaba eso
komponenst t cstsztatd fesziiltségnek nevezziik. A derékszogli Descartes koordinata-
rendszerben felirhatok a fesziiltsegvektorok, igy megkapjuk a @, @, €s @, komponenseit,

Qx = Oyl + Tyyj + T4xk,
Qy = Tyl + 0j + 15k, (2.27)
Q; = Txzl + Ty,j + 0,k.

A csusztato fesziiltség els6 indexe jeldli a csusztatod fesziiltség iranyat, mig a masodik index
azon feliilletelem normalisdt azonositja, amelyben a csusztaté fesziltség ¢&bred. A
normalfesziiltségnek egy indexe van, ez a feliiletelem normalisanak iranyat jeloli.

Ezek a fesziiltségkomponensek alkotjak az un. T fesziiltségtenzort,

Ox  Txy Txz
Tyx Oy Tyz] = [Qx 0y Qz] =TT. (2.28)
Tzx Tzy Oy

T =

A fesziiltsegtenzor szimmetrikus, azaz a csusztatd fesziiltségek eseteében igaz, hogy Ty, =

Tyxs Tyz = Tzy €S Tzx = Tyz-
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A fesziiltségvektorok segitségével a fesziiltségtenzor diadikus formaban is felirhato,
T=gyci+@,°j+e,°k. (2.29)
Figyelembe véve Cauchy tételét, az un. Cauchy fesziiltségvektor

0, =Tn. (2.30)

N

mm?2

= MPa.

A mérnoki gyakorlatban a mechanikai fesziiltség mértékegysége

2.1.6. Fofesziiltségek, skalarinvariansok és az egyenértékii (redukalt) fesziiltség

A végeselemes szamitdsok esetén képeseknek kell lenniink dsszevetni a szerkezetben ébredd
fesziiltséget az anyagra megengedett rugalmas fesziiltséggel. Altalanos esetben a
fesziiltségtenzor teli, azaz minden eleme kiilonbozik zérustol, ilyenkor az un. egyenértékii
(redukalt) fesziiltség meghatarozéasa sziikséges az ellendrzéshez. Az egyenértékii fesziiltség
definialasara kiilonb6zd méretezési elméletek 1éteznek.

A kérdés ugy mertiil fel, hogy hogyan talaljuk meg azokat a sikokat, amelyek esetén a
fesziiltségvektorok parhuzamosak a sik normalis iranyt vektoraval, azaz

Tn = In, (2.31)
ebbol
(T-2Dn =0, (2.32)

ahol I az egységtenzor. A matematikdban ezt sajatérték, sajatvektor feladatnak nevezik. A
karakterisztikus egyenlet

_13 + TIAZ - T”A + TIII = O, (233)
ahol T}, Ty; €s Ty; a fesziiltségtenzor els6, masodik és harmadik skalarinvariansa,
T)=0x+0,+0,=0,+0,+03,
O-X TXZ

Tzx Oz Tyx Oy
TIII = det(T) = 010,03.

Oy Ty Ox Txy

TII = sz o,

= 0,03 + 0103 + 0107, (234)

A megoldas menetét nem részletezve az eredmény a kovetkezo,

Ox Txy Txz 09 0 0
T(i,j, k) =|%x 9y Tyz|>T(1,23)= [0 g 0], (2.35)
Tzx  Tzy Oy 0 0 O3

ahol 0, = 0, = 03 a fofesziiltségek az 1, 2 ¢és 3 foiranyokban.

Altalanos esetben Osszetett igénybevétel esetén a T és A meghatérozhatok és ismertek. A
legelterjedtebb anyagvizsgalat a szakitovizsgalat, amelybdl a o,,., anyagra megengedett
fesziiltség meghatarozhat6. A kérdés, hogyan tudunk kapcsolatot teremteni a htizéfesziiltség
¢s egy tobbtengelyl fesziiltségi allapot kozott? A kapcsolat a ;.4 egyenértéki fesziiltség.
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Az egyenértekl fesziiltség az egyetlen mérdszam minden pontban; a tobbtengelyli fesziiltségi
allapottal azonos veszélyességli, egyenértékii huzofesziiltség. A legtobb végeselem szoftver az
egyenértéki fesziiltség definidldsara a Huber-Mises-Hencky elméletet alkalmazza, ahol az
egyenértékll fesziiltség o,.4(von Mises). Ez a fesziiltség a fofesziiltségek felhasznalasaval
hatarozhat6o meg,

1 1 1
Oreq(Vvon Mises) = \[E (0, —0,)% + E(az —03)% + 5(03 —0,)2 > 0. (2.36)

Jol ismert, hogy a méretezés alapegyenlete

oreq” (von Mises) < 06 (2.37)
Egy altalanos rugalmassagtani feladat igy 15 skalar ismeretlent tartalmaz, amelybdl harom
elmozdulas (u,v,w), hat alakvaltozasi mertek (e, €y, €, Vxys Vyzr Vox) €8 hat fesziiltsegi
mertek (0y, 0y, 05, Txy, Tyz, T2y )- Ezeket keressiik a feladat megoldasa soran.
2.2. A rugalmassagtan alapegyenletrendszere és peremfeltételei

2.2.1. Kinematikai egyenletek (geometriai egyenletek)

Az elmozdulasmezd ismeretében az alakvaltozési tenzor eldallitasara szolgalo egyenlet a
kinematikai egyenlet, azaz

1 1
A=§(U+UT)=E(u°V+Vou). (2.38)

A kinematikai egyenlet ezen alakja csak kis alakvaltozas esetén érvényes. Ez egy
tenzoregyenlet, amelynek skalaregyenletei a kovetkezok,

ou
Ex=a,
dav
Ey=£,
dw
£, =—
Z 9z’
ou  ov (2.39)
ny=yyx=£+a;
dv oJw
Vyz=sz=a_2+E;
dow Jdu

sz=yxz=a+a_z-

Ez a hat egymastol fliggetlen alakvaltozasi mérték teljes mértékben leirja a kis alakvaltozast.
Osszességében a kinematikai egyenlet adja meg a kapcsolatot az elmozdulasmezd ¢és az
alakvaltozasi tenzormezd kozott.
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2.2.2. Anyagegyenletek

A kovetkezdkben vizsgaljuk meg az anyagnak a terhelésre adott valaszat (viselkedését). A
miiszaki gyakorlatban sokfé¢le anyagot alkalmaznak, s a technika fejlddésével egyre tobb 1
anyag jelenik meg. A korszerli anyagok anyagegyenleteinek kifejlesztése nagyon népszerii a
kutatok korében, igy a mechanikaban is rendkiviil fontos szerepe van. Ezen anyagegyenletek
mindegyike anyagvizsgalatokon alapul. A szilard anyagok mechanikai viselkedését az Un.
fesziiltség-alakvaltozas kapcsolattal definidlhatjuk. A fiiggvénykapcsolat értelmében a
fesziiltség az alakvaltozas fliggvénye. Jelen jegyzet rugalmasan viselkedd szilard anyagok
mechanikai viselkedéséhez kapcsolodik. A rugalmas viselkedés azt jelenti, hogy a terhelés
elvétele utan a vizsgalt szerkezet visszatér eredeti formdjaba. Ezen belill is csak azt az esetet
vizsgaljuk, amikor ez a fliggvénykapcsolat linearis, azaz linedrisan rugalmas szilard
anyagokat. Szamos miiszaki gyakorlatban alkalmazott anyag viselkedik linearisan rugalmasan
kis alakvaltozas esetén, mint pl. fémek, fa, beton, miilanyagok, stb. A 2.6. abran egy linearisan
rugalmas anyag fesziiltség-alakvaltozas kapcsolatat (karakterisztika) szemléltetjiik.

g

£
2.6. dbra Linearisan rugalmas anyag karakterisztikaja

A jol ismert Hooke-torvény linearisan rugalmas anyagok leirasara érvényes. Egytengelyli
fesziiltségi allapotot feltételezve az egyszeriisitett Hooke-torvény

o = Eg, (2.40)

ahol E a Young-féle rugalmassagi modulusz (rugalmassagi modulusz), amely egy valdsagos
anyagallandd. Tiszta csavards esetén az egyszertsitett Hooke-torvény a kovetkezo,

T =Gy, (2.41)

ahol G a nyirasi rugalmassagi modulusz. Linearisan rugalmas izotrop (az anyagi viselkedés
iranytol fiiggetlen) anyagokra az anyagallanddk kozott az alabbi kapcsolat érvényes,

E=2G(1+v), (2.42)

ahol v a Poisson-tényez0, amely a keresztiranyll és a hosszirdanyu fajlagos megnyuldsok
kozotti kapesolat adja meg.

Altalanos esetben a Hooke-torvény tenzor egyenlettel irhat6 le, amely tetszéleges koordinata-
rendszerben értelmezheto,

T=26(A+ Al), (2.43)

%
1-—-2v

vagy
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A

v

1
(T_1+v

T EO,

ahol A; az alakvaltozasi tenzor els6 skalarinvariansa,

Aj=¢ete,te, =6 +6& +és.

A 2.43 egyenlet az alabbi skalaregyenleteket szolgaltatja

i v .
o, = 2G | Ex +1——2V(£x +é& + Ez)_
_ v .
gy, =2G €y + 1_—21/(63( + &, + Ez)_
_ v .
o, = 2G €2 + 1_—21/(63( +é& + Ez)_
Tyxy = nyy'
Ty, = GYyz)
Tox = GVaxe

A 2.44 egyenlet az alabbi skalaregyenleteket szolgaltatja

o — —
A ]
O'—

Y 1+

%2 7 11y ]

v (O'x + Oy + az)_

v

(O'x + 0y, + az):

14

(O'x + Oy + az)_

-

-

-

-

-

-

Linearisan rugalmas izotrop anyagok esetén ez a kapcsolat matrix formaban is felirhato,

vagy

T A+ -2v)

1—v

v
v

[}

v v 0
1—v v 0
v 1-v O
1-—-2v
0 0 2
0 0
0 0
0

26

o O O

1-—-2v

[}

1-—-2v

 ———— —

(2.44)
(2.45)
(2.46)
(2.47)

Eyx 'I

Ey I

&z

Yy i, (2.48)

Vyz

Vax



r 1 v v
E E E 0O 0 O
1
€ _% E _% 0 0 0,
[ "] [ %]
F A 1
&| | E E E o,
[y | = 1 |7y | (2.49)
|lVyZJ| o o o g 0O 0|Tsz|
Vzx 1 Tzx
0 0 0 0 —= 0
G
0 0 0 1
o 0 =
G_

Ez a hat egymastol fliggetlen egyenlet adja meg a kapcsolatot a fesziiltség és az alakvaltozas
kozott.

2.2.3. Egyensulyi egyenletek

A statikus egyensuly differencidlegyeneleteinek szdrmaztatdsara vizsgaljunk meg egy V
térfogatu altalanos rugalmas szilard testet. Az alakvaltozasra képes test fesziiltségi allapota a
kiils6 erdrendszer eredményeként a hely folytonos fliggvénye. Az alkalmazott erdrendszerek
kielégitik a statikai egyensuly egyenleteit, igy az eredd erd €s nyomaték zérus.

Tekintslink egy olyan V térfogatot, amely a rugalmas test belsejében, egyensulyban van,
feliilete pedig A (2.7. abra).

2.7. dbra A rugalmas test egy belsd tartomanya
AV tartomanyra kiilsé erdk hatnak, ahol a V' elemi térfogatara hat6 erd
df = qdV, (2.50)
ahol q a térfogati erérendszer stirliségvektora, a IV elemi feliiletére hato erd pedig
df = pdA = TndA. (2.51)

A zart tartomany egyensulyban van, igy
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j qdV + j TndA = 0. (2.52)
W) )

Az egyenlet masodik tagjat a Gauss-Osztrogradszkij-féle integralatalakitasa-tétel alapjan
térfogati integralld atalakitva kapjuk

j qdv + j TVdV = 0, (2.33)
W) )
amibol
(TV + q)dV = 0. 254)
W)
Mivel V tetszbleges, igy
TV +q=0. (2.55)

A fenti egyenlet az Un. egyenstlyi egyenlet. Figyelembe véve a derékszogli Descartes
koordinata-rendszert az egyensulyi egyenlet matrix formaban is felirhato a megfeleld
koordinatakkal,

Ox  Txy Tlxz aax dx 0
[TYx ay Tyz] |+ |ay| = H. (2.56)
Tzx Tzy O y qz 0

d

57

Az egyensulyi egyenletek skalar egyenletei pedig a kovetkezok,

do, Ot ot
x_l_ xy_l_ Xz

ax "oy T, Tx=0
0Ty, doy, 07y,

_ 2.57
ax Tay Vo7 T =0 257

0T,y N 01,y N do, ta =0
0x dy 0z ="

Az egyensulyi egyenletek a térfogati terhelés és a fesziiltségi allapot kozotti 6sszefliggést irjak
le.

Osszefoglalva a 15 ismeretlen meghatirozasara igy rendelkezésre all 15 skalar egyenlet (6
kinematikai egyenlet, 6 anyagegyenlet és 3 egyensulyi egyenlet).
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2.2.4. Peremfeltételek

A rugalmassagtani modellhez kapcsolt peremfeltételeknek nagyon fontos szerepe van. Az
elézéekben felirt egyenletrendszer egyértelmti megoldasdhoz sziikségiink van peremfeltételek
megadasara is. A test peremfeliiletén terhelést és elmozdulast (pl. megfogast) irunk eld (2.8.
abra). A helyteleniil megadott peremfeltételek mas feladathoz vezethetnek.

2.8. abra Tipikus peremfeltételek
A test feliilete legyen A ¢€s érvényes ra, hogy

A=A4,UA, A,NA,=0. (2.58)

A kinematikai peremfeltétel (elmozdulési peremfeltétel — Dirichlet-féle)
u=1u TEA, (2.59)
ahol U az eldirt elmozdulasmezo (leggyakoribb a megfogas, ahol t = 0),
u=1u v=7, w=w. (2.60)
A dinamikai peremfeltétel (fesziiltségi peremfeltéte]l — Neumann-féle)

T-n=p, TreEA, (2.61)

ahol p az el6irt terhelési vektor. A 2.61 vektoregyenlet skalaregyenletei

o,n, + TyxyNy + TNy = Dy,
TyxNyx + OyNy, + Ty ,N, = Py, (2.62)
ToxNy + TzyNy + 0,N; = P,

Osszességében elmondhatd, hogy egy altalanos mérnoki probléma esetén a megoldandd
egyenletrendszer tal komplex ahhoz, hogy azt analitikus modszerekkel oldjuk meg. Ennek
megfelelden tovabbi megfontolasok sziikségesek ahhoz, hogy a rugalmas peremértékfeladat
kozelitéleg megoldhato legyen.

A rugalmas peremértékfeladat megoldasanak utja kétféle rendszerben torténhet. Az egyik az
un. primal rendszer, ahol az elmozdulasmezd az alapvaltozé (elmozdulasmezdre alapozott
rendszer — a végeselem szoftverek ~99.9%-a ilyen). Primal rendszerben a kinematikai
peremfeltétel mindig ki van elégitve. A megoldas utja a kdvetkezo:

29



u - (kinematikai egyenlet) > A — (Hooke-térvény) — T.
A masik rendszer az un. dudl rendszer, ilyenkor az alapvaltozo a fesziiltségi tenzormezo
(fesziiltségmezdre alapozott rendszer). Dudl rendszerben a dinamikai peremfeltétel ki van
elégitve. A megoldés utja a kovetkezo:
T - (Hooke-torvény) - A — (Cesaro-formula) — u.
Ez utébbi ut 1ényegesen nehezebb.

2.3. Egydimenzios peremértékfeladat analitikus megoldasa

A rugalmas peremértékfeladatok megoldasara megoldasi stratégidk allnak rendelkezésre. Az
un. analitikus megoldds a rugalmas peremértékfeladat mezdegyenleteinek direkt
integralasaval keresi a megoldast. Fontos, hogy a peremfeltételek megfelelden legyenek
definidlva. A bonyolult feladatok analitikus megoldasa jelentds matematikai nehézségeket

generdl, igy csak egyszerli peremértékfeladatok esetén célszerti alkalmazni.
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2.9. abra Egydimenzids rugalmas peremértékfeladat

Tekintstik egy olyan prizmatikus rudat, amely Onstulyaval ¢és a véglapon megoszlo
erérendszerrel terhelt. A rad masik vége befalazott. A rud anyaga homogén, izotrop és
linedrisan rugalmas. A fealdatot a 2.9. abra szemlélteti.

A megoldas soran azt feltételezziik, hogy a rud tetszéleges keresztmetszetében kizardlag
rudirdnyu, egyenletesen megoszld normalfesziiltség ébred. A mechanikdban az ilyen
feladatokat egydimenzids feladatoknak nevezziik. A feladatbol készitett mechanikai modellt a
2.10. abra szemlélteti.

Y
A Ap\ FopA
— > > > > | —>» "
4.~4pg
/
x=0 x=1

2.10. dbra A rud egydimenzids mechanikai modellje
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A 2.9. és a 2.10. abréakon alkalmazott jelolések a kovetkezdk: A a rud keresztmetszetének
tertilete, [ a rad hossza, E a rud anyaganak rugalmassagi modulusza, ¢ a rad anyaganak
stirisége, g a gravitacios gyorsuldsvektor, q a rad onsulyabdl szarmaz6 térfogati erérendszer
striiségvektora, p a felilleten megoszld erdrendszer strliségvektora. A dV és dx az elemi
rudtérfogat és az elemi rudhossz, mig A, a kinematikai peremfeltételt tartalmazo feliilet
(eldirt elmozdulas) és A, a dinamikai peremfeltételt tartalmazo feliilet (terhelt feliilet).

A feladat az u(x) elmozdulds meghatarozasa. A feladat megoldasa soran az ide vonatkozo
kinematikai egyenletet, anyagegyenletet és egyensulyi egyenletet, valamint a rugalmas
peremértékfeladat peremfeltételeit hasznaljuk.

A 2.9. dbra és a 2.10. abréak alapjan

F = pA =p,iA - F = p,4,
q = q,i = Aogi.

Az ide vonatkozo kinematikai egyenlet a 2.39 szerint

du(x)
T T

O<x<l.

A 2.40 alapjan a Hooke-torvénybdl kapjuk, hogy

du(x)
dx

oy =Ee, > N =0,A=AEe, = AE , O0<x<l

Az egyensulyi egyenlet szamaztatdsdhoz a 2.11. abran lathatd elemi ridhossz egyensulyat
vizsgaljuk meg.

q.=Apg
< [ [

-
N(x) :; N(x+dx)

2.11. abra Az elemi radszakasz egyensulya

Az egyensuly értelmében, rudirdnyban felirhato, hogy
—N(x) + N(x + dx) + g,dx = 0.
Az N(x + dx) rader6t sorba fejtve a linearis tagig

dN

N(x+dx) =N(x)+
dx

dx + -

¢s ezt visszahelyettesitve a vetiileti egyenletbe kapjuk

dN
—N(x)+ N(x) +adx +q,dx =0
dN

dxdx+qxdx=0 /+dx
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—— = 0.
dx +qx

Az A, feliileten az elmozdulas ismert, azaz
u(0) =0,

amig az A, feliileten a terhelés ismert, miszerint

NO =Y =F
- dx x=1 e

Az analitikus megoldas:

Mivel a rad homogén ¢€s prizmatikus
d?u

AEW-qu:O.

A fenti egyenlet atrendezése utan x szerint kétszer integralunk

2
d*u __4x / [ ax
4 dx? AE
du _ _ ax jdx
dx_q ap >t /
— X 2
u(x) = A5~ + Cix + C,.

A kovektezd 1épésben a C; ¢és C, integracios allandok meghatarozésa kovetkezik a
peremfeltételek segitségével. Figyelembe véve a kinematikai peremfeltételt,

Ax

u(0) = —57F

02+610+CZ - Cz = 0.
A dinamikai peremfeltételbdl kovetkezik, hogy

du
N = AEa(l) = F,

q
AE(—ﬁl +C)=F,
q.l + E;

A C; és C, integracids allandokat visszahelyettesitve az u(x) elmozdulasfiiggvénybe
megkapjuk az analitikus megoldast,

32



Qe ,  GWl+FE
2agX YT *

ulx) = —

Az u(x) ismeretében a fajlagos megnylas is meghatarozhato,

du qx gyl + F,
e(x)—a——ﬁx+ T

valamint a radero is,

du(x)
dx

N(x) = AE = AEe(x) = E, + q, (1 — x).

1. példa
Egy korkeresztmetszetli prizmatikus rad Onsulyaval és a véglapjan megoszlo erérendszerrel

terhelt. A rad masik vége befalazott. A rad anyaga alumninium. A problémat a 2.9. dbra
szemlélteti.

Adatok:
d = 30mm

N
E=69-10*
mm

[ =1000mm
kg
E, = 5N

Eredmények:

d?m
A= T = 706,85mm2

N
= Apg = 0,01872—
Ax Q9 o

X [mm] u [mm] N [N] o [MPal]

0 0 23,72256(0,033560553
100 4,67191E-05 | 21,8503 {0,030911853
200 8,95996E-05 |19,97805(0,028263153
300 0,000128641 |18,10579|0,025614453
400 0,000163844 |16,2335310,022965753
500 0,000195209 |14,361280,020317053
600 0,000222734 |12,4890210,017668353
700 0,000246421 |10,61677{0,015019653
800 0,00026627 |8,744511]0,012370953
900 0,000282279 |6,872256(0,009722253
1000 0,00029445 5 0,007073553

2.1. tablazat Az elmozdulasok, raderdk és fesziiltségek
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A 2.12. abran a megoldasok lathatok.

0,0003
0,00025

__ 0,0002
E 0,00015
0,0001
0.00005

0 g

/a,qﬁ 25 ¢
{oj 20—
A
Vg =1 N
/ = \\
/ <10 N
7
J/ 5 b
: 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
x [mm) x [mm]

0.035
0.03
0.025
0,02
0,015
0,01
0.005

o [MPa]

0 200 400 600 800 1000
x [mm]

2.12. dbra Az elmozdulasok, raderdk és fesziiltségek

34



3. ALAKVALTOZASI ENERGIA ES ENERGIAELVEK

3.1. Alakvaltozasi energia

A rugalmas szilard testen végzett W munka egy része belsé energia formdjaban (U
alakvaltozasi energia) halmozodik fel a testben. Idedlis esetet feltételezve ez a tarolt energia
teljes mértékben megegyezik ezzel a munkaval, tovabba U = 0, amikor a rugalmas szilard
test visszatér eredeti, terheletlen allapotéba.

Vizsgaljuk azt a legegyszeriibb esetet, amikor egy hengeres test tiszta huizdsnak van kitéve.
Ilyen eset példaul egy hengeres probatest szakitovizsgalata (3.1. 4bra).

CTTTA
@

ad
2d |

iy
y .
3.1. abra A szakitovizsgalat és az er6-elmozdulas gorbe

Ezen egyszerli példa esetén az Onsulybdl szarmazo erdrendszert nem vesszik figyelembe,
valamint az inercia hatasokat is elhanyagoljuk. A testben lezajlo folyamatrodl azt feltételezziik,
hogy a szerkezetben ébredd fesziiltség lassan novekszik és ér el egy o, diszkrét értéket. Az
alakvaltozasi energia megegyezik ebben az esetben a vizsgalt hengeren végzett munkaval.

W—jsF d —lFAl—lFAlAl—1 V=U 3.1
= | Feyds =gFal =325 Al =508 =U. (1)

Bevezetve az u fajlagos (egységnyi térfogatra vonatkozo) alakvaltozasi energidt, a testben
felhalmozott alakvaltozasi energia

1
U =] udV =§j 0,& dV. (3.2)
v v

Altalanos esetben a fajlagos alakvaltozési energia az alabbi formaban irhaté fel,

1 1 : , : ,
u==T~A==(0cci+o,cj+0,°k) (ayci+a,cj+a,ck)=
2 2 (3.3)
= E [O-xgx T 0y€y + 0,E; + TuyVuy T TyzVyz + szsz]r
ahol “+” a tenzorok kozotti kétszeres skalaris szorzést jeloli. A 3.3 Osszefliggés alapjan igy

altalanos esetben a test alakvaltozasi energidja
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1
U=—j T-AdV. (3.4)
2V

Belathat6 tovabba az, hogy az alakvaltozasi energia

1

U= EJ T(A)-AdV =0, (3.5)
4

mert (3.5) A—nak kvadratikus fliggvénye.

3.2. Teljes potencialis energia

A teljes potencidlis energia tartalmazza a testben felhalmozott alakvaltozasi energiat és a

testre hato kiils erOrendszerek potencialjat. A 3.2. dbran egy altalanos, rugalmas szilard test
lathato.

3.2. dbra Rugalmas szilard test

A kiils6 erérendszer munkaja az u elmozdulason a 3.2. dbra alapjan

w =] uqu+j up dA, (3.6)
4 A

14

ahol az elsd tag a térfogati erdrendszer (pl. 6nsuly) munkdja, amig a masodik tag a feliileti
erérendszer munkéja. Megjegyezziik, hogy az erérendszer minden esetben konzervativ, amely
esetén a munka csak a kezdd és végso helyzettdl fiigg. A teljes potencialis energia ilyenkor az
alakvaltozasi energidnak ¢s a kiils6 erérendszer potencidljdnak az Osszege. A kiilsé
erérendszer potencialja az eréd elmozduldson vett munkéjanak -1 szerese, igy a Il teljes
potencialis energia

N=U-W. (3.7)

Felhasznalva 3.4-et a teljes potencialis energia linedris, rugalmas szilard test esetén

H(u)=U—W=%]

4

HA%AdV—]

uqu—j up dA. (3.8)
v

Ap

A teljes potencidlis energia egy funkcional, amely az u elmozdulas fliiggvényre egy skalar
értéket szolgaltat.
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3.3. Kozelito eljarasok és a variacioszamitas

Bonyolult rugalmas peremérték feladatok esetén csak kozelitd megoldassal tudunk szolgélni.
A kozelité megoldassal szemben viszont elvarasokat fogalmazhatunk meg.

Az elmozdulasmezd u* kinematikailag lehetséges, amennyiben u* folytonos, differencialhato
¢s kielégiti a kinematikai peremfeltételt. A fesziiltségmezd T* statikailag lehetséges,
amennyiben T kielégiti az egyensulyi egyenletet €s a dinamikai peremfeltételt.

3.3.1. Variacioszamitds

A Su(x) az u(x) fuggvény variacidja, azaz Su(x) az u(x) fiiggvényt6l vald eltérést jelenti.
Egydimenzids esetben az elmozduldsmezd variacioja igy

u*(x) = ulx) + du(x). (3.9)

A 3.3. 4brabol lathato, hogy u*(x) kielégiti kinematikai peremfeltételt, azaz u*(0) = u(0),
amelybdl kovetkezik, hogy su(0) = 0.

u b

u(x)

ou(x) -

-
y, u(x)
/7
Ve
-~

>
X

3.3. abra Egy fliggvény varidciojanak értelmezése

Egy elv sziikséges ahhoz, hogy szolgaltatni tudjuk a kozelitd megoldast. A valasztott elvnek a
lehetd legjobb kozelitéssel kell szolgélnia az adott fiiggvénytérbol.

3.3.2. Variacios elvek

Szamos variacios elv létezik. A differencidlegyenlet-rendszer kozvetlen megoldasaval

szemben a feladatok variacids elvek segitségével torténd vizsgalatanak elonyei a kovetkezok:
e a vizsgalt varidcios elvhez kapcsolodo funkciondl legtobbszor fizikai tartalommal bir,

a kozelités josaga megbecsiilhetd,

a variacios elvekkel igazolni lehet a megoldas 1étezését,

variacios elvekkel bonyolult peremfeltételek vezethetdk le,

a fizikai tartalmu funkciondlok alapjan numerikusan stabil eljarasok szarmaztathatok,

stb.
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3.4. Teljes potencialis energia minimuma elv

A teljes potencialis energia minimuma elv definicioja a kovetkez6: az 6sszes kinematikailag
lehetséges elmozdulasmezd koziil a teljes potencialis energia a valdés elmozdulasmezd esetén
minimalis, azaz a teljes potencialis energia mimummal rendelkezik a tényleges megoldasnal.
A II" kinemaitkailag lehetséges teljes potencidlis energia meghatirozhaté az u”
kinematikailag lehetséges elmozdulasmezodre, azaz

1
m =1w) = —j T A" dV —j u*qdv —j u'p dA. (3.10)
2y v Ap
A teljes potencidlis energia minimuma elv értelmében
[*—1=0. (3.11)

[1* = IT csak akkor lehetséges, amikor A* = A ¢és u* = u. Abban az esetben kapjuk meg a
pontos megoldast, ha az 0sszes kinematikailag lehetséges teljes potencialis energia koziil a
legkisebbet valasztjuk ki. Ilyenkor II; ;. = II. Amennyiben nem a legkisebb kinematikailag

min
lehetséges teljes potencialis energiat valasztjuk ki, akkor kézelité megoldast kapunk. Ilyenkor
min * 1L

3.4.1. Lagrange-féle varidacios elv

A teljes potencidlis energia minimuma elv varidcids megfogalmazdsa a Lagrange-féle
variacids elv. Korabban kijelentettiik, hogy a teljes potencialis energia tulajdonképpen egy
funkcional, azaz

H(u)=U—W=%j

4

T--AdV—j

uqu—j up dA. (3.12)
4

Ap

Az u elmozduldsmezo ismert az A, feliileten, igy a kinematikai peremfeltétel dul,, = 0
A teljes potencialis energianak a tényleges elmozdulasmezore sz€lsdérteke van. A sz€lséértek
sziikséges feltétele, hogy 811 = 0,

5n=j 5(T - A) dV—j SuqdV — | SupdA=o0. (3.13)
74 74

Ap

A szélséérték akkor minimum, ha 62I1 > 0, ez a minimum elégséges feltétele. A teljes
potencialis energia minimuma elv €és a Lagrange-féle variacios elv fizikai tartalma azonos.
Fontos bizonyitani, hogy az elv alapjan szamitott tényleges megoldas kielégiti-e a
rugalmassagtan egyenletrendszerét. A 3.13 egyenlet els6 tagja a kovetkezdképpen alakithatd
at,

j(S(T--A)dV=j T--5AdV=j T--5(ro)dV=j T - (§uo V)dV,
% % v T %

ahol
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T--5AdV+j

T o%Wadv = j T - 6AdV.
14

4

j T--5(1Lo_y)dv=j
74

U %4

Mivel egy szimmetrikus €s egy ferdeszimmetrikus tenzor kétszeres skalaris szorzata zérus,
igy T - ¥=0.

jr--(sro)dv=j (6u-T-V) - 6u-(T-V)]dV,
%4 %4

ahol
j(Su-T-VdV:j ou-T -ndA = ou-T-ndA+ ou-T -ndA.
4 A Ap Au?
0
Végil,
js(r--A)dv= 5u-T-ndA—j su-(T-V)dv.
14 Ap 14

Az atalakitasok és a 3.13-ba val6 behelyettesités utan kapjuk, hogy

51]:—] 5u-(T-V)dV—j éougdV+ | éu-T-ndA— | SupdA=0. (3.14)
%4 4 Ap Ap
A 3.14 tovabb alakithato, amelybdl
5H=—f Su-(T-V+q)dv+ | su-(T-n—p)da=o. (3.15)
4

Ap

Mivel du tetszbleges, igy a zarojelben levoé tagoknak kell zérusnak lenniiik, azaz az elv
tartalmazza az egyensulyi egyenletet €s a dinamikai peremfeltételt.

3.5. Linearis rugé
A linedris rugd egy olyan mechanikus szerkezet, amely csak axialis terhelést képes felvenni.

A rugd megnyutlasa, vagy megrovidiilése parhuzamos az alkalmazott axidlis terheléssel. A
teljes potencialis energia minimuma elv alkalmazasa bevezethet6 a linearis rugd példara.

2. példa
Tekintsiink egy k merevségli rugot, amelyet F erd terhel (3.4. dbra). Legyen u a rugd
elmozdulasa terhelt 4llapotban.
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F X
p—— —
l |-
x=0 x=1
3.4. abra Linearis rug6
A rendszer teljes potencidlis energidja felirhato,
1
= U—W:Ekuz—Fu,
a sziikséges feltétel, hogy az els6 derivalt zérus legyen, azaz
OI1 il 0=k F :
= —_—= = _ e d = —
du " “Tk

¢s a minimum elégséges feltétele is bizonyithatd, miszerint

dzn—k>0
du? '

A teljes potencidlis energia minimumanak szemléltetése a 3.5. abran lathatd, amelyhez
sziikséges meghatdrozni a zérushelyeket,

1 2F
H:u(iku—F)ﬁ u1:0,u2:?

= = Alakvalitozdsi energia
------- Kiilsd erdk munkdja

— Teljes potencidlis energia

u,=2F/k

", TPE,=TPE(u=F/k)

3.5. abra A teljes potencialis energia szemléltetése
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Egy linearis rugdelem (3.6. abra) teljes potencialis energidja felirhat6 az alabbi alakban,
M(uy, up) = Ek(uz —uy)? — Fu; — Fu,

A T(uy, uy) fiiggvény elsd derivaltja az elmozdulasok szerint

dll
—=0= k(uZ _ul)(_l) _Fl = kul - kuZ _Fl = 0,
du,
dll
—=0=k(u2—u1)—FZ = —ku1+ku2—F2 = 0.
du,

Matrix alakban

5 kel =[5

ahol K a rugdelem merevségi matrixa, u az ismeretlen csomoponti elmozdulasvektor, mig F a
rugdelem terhelési vektora. Lathato, hogy a fenti egyenlet megegyezik az (1.2)-es egyenlettel.
Ez a végeselem-modszer alapegyenlete rugdnal.

F, 1 2 F,
— — > —»

u, @ U,
3.6. dbra Rugdelem

3. példa
Tekintsilik az alabbi két rugobodl 4ll6 rendszert (3.7. dbra). A rugdk merevsége k, €s k,, mig a
rendszert F erdvel terheljiik. A kinematikai peremfeltétel: u; = 0.

3.7. abra Két rugobdl allo rendszer

A megoldast ez esetben is a teljes potencialis energia minimuma elv alapjan keressiik. A két
rugobol allo rendszer teljes potencialis energiaja

1 1
M(uyp, uz) = My (ug) + My (uy, us) = 5"1”% + 5"2(”3 —Uup)? — Fus.

rugo kq rugo k;

A Tl(u,, us) figgvény elsé derivaltja az elmozdulasok szerint
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dll
I 0 = kquy + ky(uz —uy)(—=1) = (ky + ky)u, — kyus =0,
2
dll

—:Ozkz(U,3_u2)_F:_k2u2+k2u3_F:0.
dus

gy az u, és uy elmozdulasokra két egyenletet kaptunk, amely matrixos alakban is felirhato,

L kRl =

Ku = F.

4. példa
Tekintstlik az alabbi harom rugobdl allo rendszert (3.8. dbra).

VIS IIIIIIINS

ﬂ¢f ¥

3.8. dbra Harom rugdbdl allé rendszer
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Adatok:
N
k1 — Zk,kz — 3k,k3 — k = 50%

m=m; =m, =mz = 0,3kg

A rugdelemek merevségi matrixa:

Elem Merevségi matrix Csomoponti elmozduldsvektor Terhelési vektor

sorszama K! u F!

1 [ 2k -2k [U1] [Fy, ]

—2k 2k (U5 ] mg |

2 [ 3k -3k [U2] [ 0 ]

—3k 3k (U3 ] mg |

3 [ k —k] [U3] [ 0 ]

—k k [Uy | [mg |

A globalis egyenletrendszer

Ku =F,
ahol
2k —2k 0 0 2k =2k 0 0
K = -2k 2k + 3k -3k 0 _ —2k 5k -3k 0
0 -3k 3k+k -k 0 -3k 4k =k
0 0 —k k 0 0 -k k
és
Uy Fiy
) _ |mg
u= us |’ F = mg
Uy mg

2k -2k 0 01ra Fiy
—2k 5k -3k 0f|u mg
0 -3k 4k —k||Us3 mg
0 O —k k1lU, mg

A kinematikai peremfeltétel alapjan u; = 0, igy

2k -2k 0 07[0 Fiy
—2k 5k =3k 0f|uy mg
0 -3k 4k —k||us mg
0 0 —k  klu, mg
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Keressiik az u,, us, uy és F;, ismeretleneket.

—2ku, = Fy, Fi, =9N (1)

S5ku, — 3ku; = mg u, = 0,09m
—3ku, + 4ku; — ku, =mg|( u; =0,13m
—kus; + ku, =mg uy = 0,19m

3.6 Ritz-modszer

Viszonylag egyszeri feladatok esetén a rugalmassagtani egyenletrendszer integralassal is
megoldhat6. Bonyolult szerkezetek, és/vagy terhelések esetén a  vonatkozo
differencidlegyenletek analitikus modszerrel torténd megoldasa viszont rendkiviil komplikalt.
Komplex feladatok esetén kozelitd megoldasok alkalmazésa sziikséges. A Ritz-modszer egy
olyan technika, ahol probafiiggvényeket alkalmazunk a kozelité megoldas eldallitasara. Ez a
moddszer nagyon hasonld a végeselem-modszerhez, tulajdonképpen a végeselem-modszer a
Ritz-mdédszer kiterjesztésének tekinthetd.

A Ritz-moddszer egy kozelitd mddszer, amely alapjan a teljes potencialis energia minimuma
elv felhasznalasaval kozelitd megoldas allithatd eld. A Ritz-modszer alapja olyan
probafliggvények felvétele, amelyek kielégitik a kinematikai peremfeltételt és elegendden
sokszor derivalhatok. Itt az Gsszes kinematikailag lehetséges elmozduldsmezdbdl csak egy
bizonyos halmazt vizsgalunk. A kinematikailag lehetséges elmozdulasmez6t az alabbi
alakban keressiik,

w = u(Cy Cy, ., Cy), (3.16)

ahol u* a kinematikailag lehetséges elmozdulasmezd, C, Cy, ..., C, véges szdmu ismeretlen
allandok. Altalaban ezek a probafiiggvények elemi fliggvények, mint pl. polinomok,
trigonometrikus fliggvények, stb. Az ismeretlen allandokat kell meghatarozni a teljes
potencialis minimuma elv felhasznalasaval. A kozelités alkalmazasa miatt ezen ismeretlen
allandoktol fligg a teljes potencialis energia

H(u*) = H*(COI Clr ---rCn)a (317)
¢s a tobbvaltozos fliggvény minimuma n szdmu lineéris algebrai egyenletet szolgaltat,

_ ol o™ oI
minll*(Cy, Cy, ...,C)) > —=0,——=0

= 0. 3.18
ac,  Vag, =% e, =0 (3-18)

Ezt a linedris algebrai egyenletrendszert kell megoldani a C,, Cy, ..., C,, ismeretlen allandok
eloallitasara.

3. példa
Egy korabbi feladat (2.9. dbra) vizsgalata a Ritz-modszer alkalmazasaval.
A teljes potencialis energia ebben az esetben az aldbbi alakban irhato fel,

I (u*) = 1flAE (d”*)
b 2 0 dx

2

l
dx — f uq,.dx — Fu(l)".
0
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Sa, Linearis kozelités
A prébafiiggvény legyen linearis fliggvény

u*(x) = Cy + Cyx.
Mivel a kinematikai peremfeltétel értelmében u(0) = 0, igy
w(0)=0=Cy+ C,0- Cy =0.
Ennek megfeleléen
u*(x) = Cyx.
A fajlagos megnyulas

*
&=k T

C,.

Ennek eredményeként felirhatjuk a potencialis energiat az ismeretlen allando6 fiiggvényeként

l l

AEC?dx — j C,xq,dx — F,Cyl.
0

)=

0

A T1*(C,) figgvény minimumanak meghatarozasa:

oI ! L x21"
—=0= j AEC,dx — j xqdx — F,l = AEC,[x]} — q, |=| — E.L
aCy 0 0 21,
, 12 l
0= AEC - gy Rl - ¢ =t T Bty
— — —_— - = = .
Ty T 1T AR AE
Behelyettesitve az elmozdulasmezdbe kapjuk,
E+q L
. . X X 2
u(x) = Cyx —E lx,
Fx +qx>5
&(x) =C = TZ

l
N(x) =0,A=Ee,A=F, +qx§.

Osszehasonlitva a lineéris kdzelitésbél szarmazd eredményeket az analitikus megoldéshoz
képest azt tapasztaljuk, hogy az eltérés meglehetdsen nagy.
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5b, Kozelités masodfoku polinommal
A prébafiiggvény legyen méasodfoku polinom
u*(x) = Cy + Cyx + Cyx2.
Mivel a kinematikai peremfeltétel értelmében u(0) = 0, igy
u*(0) =0 =C, + C,0 + C,0%> > C, = 0.
Ennek megfeleléen
u*(x) = Cyx + C,x2.

A fajlagos megnyulas
., aduw
Ex = E = Cl + ZCZX.

Ennek eredményeként felirhatjuk a potencialis energiat az ismeretlen allandok fliggvényeként

l

1
H*(CL Cz) = Ej

l
AE(Cl + ZCZX)de - j (Clx + szz)qxdx - Fx(Cll + Czlz).
0 0

A T1*(C4, C,) fuggvény minimumanak meghatarozasa:

o1* l l
—=0= j AE(Cy + 2Cyx)dx — j xXq,dx — F,l =
aC, 0 0

l l l
=jAECldx+j ZAEszdx—jqudx—Fxl,
0 0 0

x2 l 21!
0 = AEC,[x]} + 2AEC, [71 — qy [—l — E/

lz
0 = AEC,l + AEC,I? — q, 5~ Fl.

o1* l l
—=0= j 2AE(Cy + 2C,x)xdx — j x2q,dx — F1? =
aC, 0 0

! !
4AEC,x% dx — j x2q,dx — E,I?,

0

l
= j ZAEClxdx+j
0

0

27! 37! 37!
X X X 5
0= 2AE61 l?l + 4AECZ l?l — (qx l?l - Fxl ’
0 0 0
l3 3

0= AECllz + 4AECZ§ - qx§ - Fxlz
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Keressiik a C;, C, allandokat

0= AEC,L+ AEG,1? = 4 — ]

l
0 =AEC1l2 +4‘AEC2§_ ng_Fxlzj

Behelyettesitve az elmozdulasmezdbe kapjuk,

Masodfokt polinom alkalmazasa esetén visszakapjuk az analitikus szamitas altal kapott

eredményt.

Lathato, hogy a két kiilonbozé kozelités kiilonbozd eredményt szolgaltat. A kozelités
fokszdmanak novelésével jobb megoldast kapunk. A két kozelités eredményeit a 3.9. abran

u(x) = Cx + C,x? =

&(x) =C 4+ 2Cx =

12 \ o E, + q,l
} 1T AR
3 3 qx
C2==21F
F + gyl 9% 2
AE 24E"
Betael
AE AE™’

N(x) = 0,A = Ee, A = F, + q,, (1 — x).

szemléltetjiik.
X [mm] | Uanalitikus [MmM] | itz tinearis [MM] | Uriz masodfoka [mm]
0 0 0 0
100 4,67191E-05 2,9445E-05 4,67191E-05
200 8,95996E-05 5,889E-05 8,95996E-05
300 0,000128641 8,8335E-05 0,000128641
400 0,000163844 0,00011778 0,000163844
500 0,000195209 0,000147225 0,000195209
600 0,000222734 0,00017667 0,000222734
700 0,000246421 0,000206115 0,000246421
800 0,00026627 0,00023556 0,00026627
900 0,000282279 0,000265005 0,000282279
1000 0,00029445 0,00029445 0,00029445

3.1. tablazat Az elmozdulasmezo (analitkus szamitas, Ritz-modszer)

—=— Analitikus ==Ritz (linedris) = =Ritz (masodfoki)

0,0003
0,00025 o
= 0,0002 T
g 7
£ 0,00015 i
— A~
= 0,0001 =
0,00005 -
0
0 200 400 600 800 1000
x [mm)]

3.9. dbra Az elmozduldsmez6 (analitikus szamitas, Ritz-modszer)
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4. ELMOZDULASMEZON ALAPULO VEGESELEM-
MODSZER

A végeselem-modszer egy kulcsfontossdgt és nélkiilozhetetlen szdmitogépes technoldgia a
mérndki problémak modellezésében és szimulacidjaban. Ahhoz, hogy képesek legyiink
mérnoki feladatokat vizsgalni, a probléma leirdsahoz matematikai modellt sziikséges rendelni.
Olyan feltételezésekkel kell kozben ¢élni, amelyek bizonyos mértékii egyszeriisitéseket
tartalmaznak. Ez a matematikai leiras differencidlegyenletekbdl €s adott peremfeltételekbdl
all. Altalanossdgban elmondhatd, hogy az analitikus eljaras a differencialegyenletek
megoldasara meglehetdsen nehézkes. Mindemellett viszont kiillonb6z6 numerikus megoldo
technikdk képesek ezek kozelitd megoldasanak meghatarozasara. A végeselem-modszer az
egyike a legfontosabb ilyen numerikus megoldo technikdnak. Mara mar gyakorlatilag
barmilyen természetes jelenség leirasara alkalmasak az altalanos céli végeselem szoftverek
[1,15,16].

A végeselemes eljaras a kovetkezokon alapul:

o A vizsgalt testeket elemekre bontjuk. Ezt az eljarast nevezziik halézasnak. Ezeken a
résztartomanyokon (elemek) kozelitjiik az elmozdulasmezdt. A teljes testre €rvényes
mez0 a résztartomanyokra szamolt mezok dsszekapcsolasaval épithetd fel.

e A rugalmassagtani probléma megoldasat energiaelvek alkalmazéasaval allitjuk el
(Lagrange-féle variacios elv, Castigliano-féle variacios elv, stb.).

A végeselem szoftverek tobbnyire a Lagrange-féle variacios elvet (811 = 0) alkalmazzak, ahol
az elsddleges alapvaltozo az elmozdulasmezd.

A végeselemes formuldkat koordinata-rendszerben sziikséges targyalni. A végeselemes
egyenletek eldallitdsanal az elemek vonatkozdsdban egy un. lokalis (helyi) koordinata-
rendszert alkalmazunk a teljes szerkezetre vonatkozd globalis koordinata-rendszerben. Az
elem koordinata-rendszerére alapozva az elemen beliilli elmozduldst a csomoponti
elmozdulasok interpolaciojaval kapjuk. Ezt az eljarast elmozdulasmez6n alapuld modszernek
nevezzik. Jelen jegyzetben csak az elmozduldsmezOre alapozott moddszerhez tartozod
formulakat mutatjuk be.

Az elmozduldsmezdn alapuld végeselem-modszer 1épései a kovetkezok:

o A testet elvileg tetszdleges alakl, véges szamu résztartomanyra bontjuk. Ezeket a
résztartomanyokat nevezziik végeselemeknek.

e Az elmozdulasmez6t elemenként kiilon-kiilon kozelitjiik. A kozelité fliggvények
legtobbszor polinomok. Ezt nevezziik lokalis kozelitésnek.

e Az eclemeket csomopontok hatdrozzak meg ¢és a csomdponti elmozdulas
paraméterekkel illesztjiik 0ssze az elemenként felvett kozelitd fliggvényeket.

e A Lagrange-féle varidcios elvet alkalmazva a csomoOponti elmozdulas paraméterekre
linearis algebrai egyenletrendszert kapunk.

e A csomdponti elmozdulas paramétereket ebbdl a linearis algebrai egyenletrendszerbdl
hatarozzuk meg.

e Az elmozdulasmezd ismeretében a vizsgdlat szempontjabdl fontos tovabbi
mennyiségek is meghatarozhatok, ilyen lehet az alakvaltozas, a fesziiltség, stb.

4.1. Az elmozdulasmezon alapulo végeselemes egyensilyi egyenlet szarmaztatasa
A végeselemes egyenletek felépitésére a tovabbiakban a matrixos irasmodot alkalmazzuk.
Vizsgalatunk targya egy altalanos hdromdimenzids test egyenstlyi allapota. A test alakja,

geometridja €s anyaga ismert. A test A, feliiletén a megtdmasztasbol adodoan az elmozduléas
eléirt, amig a test A, feliileten feliilleten megoszlo terhelés hat.

48



A célunk meghatéarozni a test elmozdulas allapotat €s a vonatkozo alakvaltozasi €s fesziiltségi

mennyiségeket.
Az elmozdulasvektor matrixa

u(x,y,z)
u=|v(xyz)|
4.1
w(x,y,z) 1)
(3x1)

Az alakvaltozasi vektor matrixa

[ Ex(x' y’ Z) i
Ey(x' Y, Z)
&(x,y,7)
Yay (6, ¥, 2) | 4.2)
Vyz(x' Y Z)

Yox (X, Y, 2)
(6x1)

A fesziiltségvektor matrixa

[ O-x (x’ y’ Z) i
O-y (X, Y, Z)
o,(x,y,2)
Ty (6, Y,2) | 4.3)
Ty, (X, ¥, 2)

[T, (x,v,2)]
(6x1)

A megoldast a kis alakvaltozas linedris elméletére vezetjiik le, ahol az elmozdulasok
kismértekiiek.

A szilard testet véges szamu, tetszdleges alaka elemekre bontjuk. Az elemeket a csomdpontok
hatdrozzak meg. Az e jeloli az elem (résztartomany) sorszamat, mig i, j, k, [ jeloli az elemek
csomoépontjat (4.1. abra).

X
4.1. abra A végeselemes diszkretizacio és egy végeselem
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Egy tipikus végeselemet a csomopontjaival €s azokat 6sszekotd egyenes vagy gorbe vonalu
peremekkel definidljuk. Az elmozdulasmezdt elemenként kiilon-kiilon kozelitjiik,

ué = N¢ qe
’ 4.4
(3¥1)  (3%n) (nx) @4
ahol u® az elem elmozduldsmezdje, N® az elem approximacios (alakfliggvények) matrixa, q°
az elem csomoponti elmozdulasvektora, n az elem szabadsagi foka. Az approximacios matrix
tartalmazza az alakfiiggvényeket.
Az e elem csomoponti elmozdulésvektora

-Q -Q =
|_____|

[
. b
[ ] 4.5)
qu

N ——
(3Nx1)
ahol N a csomopontok szdma. Az e elem i-edik csomdpontjanak elmozdulasvektora

U;
q = |V

Wi
N —
(3x1)

e

(4.6)

Megjegyezziik, hogy az elmozdulds komponensek pl. rudszerkezetek, lemezszerkezetek
esetén tartalmaznak szogelfordulasokat is. Az approximacios matrix altalanos alakja

Nl
N,
N (4.7)

Z
| —
I—————I

Ny
(3Nx3)

Az e elem i-edik csomopontjahoz tartozé approximacios matrix blokk

Nxxi nyi Nxzi ¢
Nyxi: Nyyi: Nyzif . (4.8)
Nle Nzyi szx

(3x3)

Nf =

Az elmozdulas kozelitésébdl kiindulva az elem alakvaltozasi allapotanak kozelitése
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~ M M
B NS

I
—_—
=
N

N
8

(6x1)

Itt

ou 0 ]
a a 0 0
ov 0
3y "5 0
ow 0
2z | 100 %
Ju dv| ~ |0 0
@‘Fa @ % 0
Jv odw 0 0
z ol |° &z &y
ow du 0 0
ox Tzl gz 0 o
(6x1) (6x3)
_a _e
a 0 0
0
0 @ 0
0 0 i
D¢ — ; ; 0z
3y ax
0 0
0 0
FrE™
(6x3)

u
vy.
[Wl (4.9)
GXD)
(4.10)

az un. differencial utasitdsok matrixa, igy az alakvaltozas a (4.4) 0sszefliggés felhasznalasaval

£ = D°N¢q° = B°q°,

ahol B® az un. alakvaltozas-csomoponti elmozdulds matrix

Le

51

[ON;
I 0 0
dN;
0 3y 0
dN;
~ 0 0 e
i 7 {ON; ON;
dy Ox 0
ON; ON;
0 dz dy
ON; dN;
L 0z 0 dx A
(6x3)

4.11)

(4.12)



A Hooke-torvény értelmében izotrép anyagot feltételezve az alakvaltozds kozelitésébol
kiindulva az elem fesziiltségi allapotanak kozelitése

(%17 [ € ¢ 0 0 071 &y
[ Oy | G2 &1 2 0 0 0] ]&|
o_e_ldzl C2 C2 ¢ 0 0 0] |e&l
= [ 7yy | 000 ¢ 0 0flwyl’ (4.13)
|’l'yZJI 0 0 0 0 ¢35 O |l]/sz|
Tzx L0 0 O 0 0 C3 Vzx
(6x1) (6x6) (6x1)
ahol
B E(1—-v)
“= 1-2v)1+v)
- ki 4.14
CZ_(I—ZV)(1+V) (+19)
ST+
Az anyagallandé matrixat bevezetve,
cg € ¢ 0 0 017°
€2 ¢4 €2 0 0 O
ce €2 €2 ¢ 0 0 O
0 00 ¢ 0 O (4.15)
0 0 O 0 ¢c3 O
L0 0 O 0 0 c3l
(6x6)
¢s a4.11 Osszefliggést alkalmazva az elem fesziiltségvektora
o® = C°e® = C°B°q°. (4.16)

A Hooke-torvény értelmében egy végeselemben szamolt fesziiltség kapcsolatban all az elem

alakvaltozasi allapotaval.
A (3.8) egyenletre hivatkozva az elem teljes potencidlis energidja matrixos irasmodban

uTqedv — j u¢’pe dA. (4.17)

Ap

1
He=U—W=—j seTaedV—j
2Jy, v

A (4.17) egyenletbe behelyettesitve a (4.4), (4.12) és (4.16) Osszefliggéseket, valamint a
csomdponti elmozdulasvektorokat kiemelve az integraljel elé az elem teljes potencialis
energidja

e = lquj NeTpe dA,
2 |4

NeTqe av — q°T j (4.18)

Ap

BeTCeBe que _ quj
14
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ahol
K¢ =j BeTCeBe dV (4.19)
%4

az elem Un. merevségi matrixa. Az elem merevségi matrixa szimmetrikus, azaz K¢ = K¢T. A
merevségi matrix tartalmazza az elemre vonatkozd geometriai és anyagi tulajdonsagokat.
A térfogati terhelésbdl szdrmazd csomoponti tehervektor

fo = j N°Tqe dv. (4.20)
4
A feliileti terhelésb6l szarmazo csomodponti tehervektor

fe =j N°Tpe dA. (4.21)
A

14

Az elem csoméponti tehervektora
¢ =f; + 1. (4.22)
A bevezetett jeloléseket felhasznalva az elem teljes potencialis energiaja
1
e = quTKeqe — qufe_ (4_23)
A teljes potencialis energia minimuma elv (Lagrange-féle variacids elv) kizardlag csak az

egész testre érvényes, az elemekre kiilon-kiilon nem. A teljes test teljes potencialis energiaja
egyenld az elemek potencialis energidjanak dsszegével, igy

Q 1
= Z ¢ =-q"Kq — q'f, (4.24)
e=1 2

ahol Q a végeselemek szdma, K a globalis merevségi matrix a teljes testre, q a teljes testre
vonatkoz6 csomdponti elmozduldsvektor ¢és f a teljes testre vonatkozd csomdponti
tehervektor.

A Lagrange-féle variacios elv értelmében a teljes potencidlis energia elsd variacidja zérus,
azaz 8I1 = 0, igy a (4.24) egyenletre alkalmazva

1
S =26 <§ q"Kq — qTf) =8q'(Kq—f) =0. (4.25)
A (4.25) 0sszefiiggésbdl adodik, hogy

Kq = f. (4.26)

Linearis analizis esetén a (4.26) egyenlet a megoldand6 végeselemes egyensulyi inhomogén
linearis algebrai egyenletrendszer.
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Megjegyezziik, hogy figyelembe kell venni azt, hogy egy csomdpont tobb elemhez is tartozik.
Ezen csomépontok elmozdulasvektora minden hozzatartozo elemre természetesen ugyanaz
(4.2. abra). Ez a tény jelentdsen lecsokkenti a globalis egyenletrendszer méretét.

3—

q,’=q,=q,’=q,°=q,’

q46:q47:q48:q49:q410

4.2. abra Szomszédos elemek k6z0s csomopontjai

Megjegyezziik tovabba, hogy a kinematikai peremfeltételeket is figyelembe kell venni, azaz a
csoméponti elmozduldsvektor tartalmazhat zérus komponeneseket. Ez a tény szintén
csokkenti a globalis egyenletrendszer méretét (sor- €s oszloptorlés).

4.2. Hazott-nyomott riadelem

A huzott-nyomott radelem az egyike a legegyszeriibb szerkezeti elemeknek. Ez egy olyan
rud, amely csak rudiranya terhelést vesz fel, igy csak rudiranyban alakvaltozik. A rad
keresztmetszete tetszOleges lehet, de rudként csak akkor értelmezhetjiik, ha a keresztmetszet
méretei joval kisebbek a rud hosszméreténél. Az ilyen tulajdonsagu elemet hivjuk huzott-
nyomott rudelemnek.

A vizsgalt tartomanyt egymashoz kapcsolodo, kis résztartomanyokra bontjuk gondolatban. Az
elmozdulasmezdt ezeken a résztartomanyokon egymastol kiilon-kiilon kozelitjiik. Ezeket a
résztartomanyokat nevezziik végeselemeknek. A résztartomanyok (elemek) csomépontokban
kapcsoldédnak egymdashoz.

Tekintslik ezuttal is a kordbban (2.9. dbra) mar vizsgalt feladatot. Itt a tartomanyt harom
egyenld résztartomanyra bontjuk (4.3. abra), azaz legyen | = 3L. Figyelembe kell venniink,
hogy néhdny elem ko6zos csomoponttal rendelkezik, igy gondoskodnunk kell azok
illesztésérol. Az illesztés értelmében ul = u3, itt az alsé index jeldli a csomoponti sorszamot,
mig a felso index jeldli a végeselem sorszamot.

Y
A
Y
A
Y

Y

u

pontos =" | kozeliti

7
rd
e
e

o
|

3 U, x

uIZO u,

4.3. abra A rud végeselem modellje és a lokalis kozelités

u
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A kozelitd probafiiggvény felépithetd a csomopontokhoz rendelt N; (i = 1,2,3,4)
alakfiiggvények linearis kombinacidjaként, azaz

u'(x) =ulx) = Z%_lNi(x) u;. (4.27)

A vizsgalt feladatra a kinematikai peremfeltétel u; = 0.
A szerkezet teljes potencidlis energidja a koncentralt eré6 munkajaval egyiitt az egyes
elemeken szamolt potencidlis energidk 6sszegeként allithato eld, miszerint

3
M= Z e — Fu,. (4.28)
e=1
Egy végeselemen az elmozdulas kozelitése a 4.4. abran lathato.

uA ug(f) _

—

. > |
2 @ 3 g 7
o

4.4. dbra Az elmozdulas kozelitése a 2-es sorszamu elemen

Helyi koordinata rendszer segitségével az elemen szamolt potencidlis energia

1 (L du®\? L
e(u: u:) =— — e —
e (u, u)) 2]0 AE(dé,) d¢ jou g, dé
(5 g (%Y ag - [ uea,a 429
U®€ alakvaltozasi energia W megoszlé
erérendszer
munkiaja

Vizsgéljuk meg a 2-es sorszamu elem elmozdulasanak kozelitését. A & koordinata és az u;
csoméponti elmozdulas koordindtdk segitségével az elem mentén az elmozdulasmezo
felirhat6, azaz

Uz — Uy
L

u?(§) =u + S (4.30)

Kijelenthetd, hogy elemenként az elmozdulds linearisan valtozik. Emiatt az ilyen elemet
linearis elemnek is nevezziik. Alakitsuk at a (4.30) egyenletet a csomoponti elmozdulas
koordinatak szerint, ekkor kapjuk
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u?(§) = (1 —%) U, +%u3 = [(1 —%) %] [Z;] =l sl (4.31)

A fentiek értelmében egy altalanos elem kozelitése szarmaztathato,

@ = (1-DNwtSuw=[(1-5) M= w (1-3)
u(é‘)—(l L)ul+Lu,—[<1—z) L][uj]—[l j] _ (4.32)

Ha az elmozduldsmezdt ismerjiik, akkor az alakvaltozas is szdmithato,

1
L

(4.33)

e(§) = ddlée = [—% %] [Z;] = [wi W] I

1
L

amely a (4.32) egyenlet & szerinti derivaltjabol adodik. Figyeljik meg, hogy a (4.33)-ban az
alakvaltozas allando mértékli az elemen. Az egyszerli Hooke-torvény felhasznaldsaval a
raderd 1s szarmaztathato,

1
_ _ _ L %) e ual L
Ne(é)—Aax—AEee(f)—AE[—z Z] eI 1|48 (4.34)
L
Egy elem alakvaltozasi energiaja
1
1 (f/du® du® 1t I 1 177y
e —_ AE ) =—j U U AE[—— _] =
u zj()(dé) (d{” d¢ 20[1 d 1 L L[uj]dg
L
1 AE  AE (4.35)
1 ‘17 O N L B S 1 IV T e
=gl u’]jo 1 AE[_Z Z]dg[uj]=§[ul u’]jo _AE AE dg[uj]'
L 2 L2
Megjegyezziik, hogy
LAE AE 1% AE
O g = |22 222 4.36
jOdes 74 =7 (4.36)

Felhasznalva (4.36)-ot €s azt behelyettesitve (4.35)-be kapjuk, hogy
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AE AE
1 L Lyl
e — _[u; U; — _a¢TKREeqE
L L

ahol q° az elem csomodponti elmozduldsvektora és K€ az elem merevségi matrixa.
Az elem hossza mentén a megoszld erérendszer munkéja (a (4.29) 6sszefliggés utolso tagja)

L Ll—%
eq. dE = [ de. 438
jouq =1 ]]jo ¢l 438)
L

Megjegyezziik, hogy

[e-ose-fc-5o] (-

4.39
I L -
0
Felhasznalva (4.39)-et és azt behelyettesitve 4.38-ba kapjuk, hogy
L 0l
j ueqedé = [wi wl| % |= q°"fg, (4.40)
0 LL
2

ahol f¢ az elem tehervektora. Felhasznélva (4.37) és (4.40) egyenleteket az elem potencialis
energidja

e = %quKeqe — q°TEE, (4.41)
vagy
AE - _AE AL
e =%[ui wj| Lok [Z,l] Sl fL _ (4.42)
L L 2

A szerkezet teljes potencialis energidja

3
M= Z ¢ — Fau, = M + 112 + 113 — Fu,. (4.43)
e=1
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Az elemek potencialis energiaja:

Elem sorszam

Potencialis energia I1°

“AE  AE] 0L
1 L L 2
1 E[u1 Up] AE  AE uz] — [U1 U] q.l
L L L |
TAE  AE] 0L
2 i w| Lo L[] - w2
2 AE  AE |lug G, L
L L L | 2 |
TAE  AE] L
3 1 [Us U4 L L u3] — [Us U4 2
2 AE  AE |lu, G, L
L L L 2 |
Mivel u} = uZ és u3 = u3 a szerkezet teljes potencidlis energidja
r AE AE 0 0
L L AE
AE 2AE T 0 Uy
1 L L Uy
H(ulr quu3ru4) - E [ul uz u3 u4’] AE ZAE AE U3
I L
o _AE AE (4.44)
L L
AL
2
qxL
—[u; u; uz; u
[U1 Uz Uz Uy q.L
q.L
=+l
Figyelembe véve a kinematikai peremfeltételt (u; = 0),
r AE AE 0 0
L L AE
AE 24E = 0 [0
1 L L u,
Uy, Uy, Uz, Uy) = E[O Uy Uz U4 AE 2AE _ﬁ Us
T ke o
AE AE
0 0 = = (4.45)
AL
2
_ qxL
[O U, Us u4’] qu
L
S E
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Mivel u; = 0 a szerkezeti merevségi matrix elsd sora és oszlopa torolhetd, igy

[ 2AE AE 0
L L u
1, e, 0) 1[u U ] AE 24E  AE||°
, Us, ==|U2 3 Wfjl—— ——— ——|U3|—
2, %3, %4 2 I I I u,
AE AE
= == (4.46)
0 L L
qxL
L
e
A (4.46) egyenlet tomorebb formaban is felirhato,
1
M(q) =59"Kq—q'f, (4.47)

ahol K a szerkezeti merevségi matrix, q a szerkezeti csomoponti elmozdulasvektor ¢s f; a
szerkezeti tehervektor.

A szerkezet teljes potencialis energiaja a csomoponti elmozdulas paraméterek haromvaltozos
fiiggvénye. A teljes potencidlis energia minimum elv értelmében ennek a haromvaltozos
figgvénynek keresslik a minimumat, igy

: 0Tl (uy, us, uy) Ol (uy, us, uy) 0Tl (uy, us, uy)
min IT (uy, us,uy) - o, =0; o = 0; 6—u4 =0, (449)
vagy
oIl
minll (q) - @ _ 0. (4.49)
dq
d (l "Kq - q'f,)
ISRV T T (4.50)
——=0= = Kq —f,.
dq dq
A (4.50)-et atrendezve a kovetkezo linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk
Kq = f,. (4.51)
A (4.51) részletesen
r 2AE AE 0
L L w, qx L
_AE 24E - AENL | %l | (4.52)
PR (R
0 AE AE 2 x
L L
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A (4.52) egyenlet hdrom egyenletet és harom ismeretlent tartalmaz, igy az megoldhato a
csomoéponti elmozdulas paraméterekre. A egyenletrendszert megoldva kapjuk

2AE AE . \ _ 5q,L? EL
p 2T U T Y2 =0 TAE
AE 2AE AE 4q,1* 2F,L
_— e —— U, =a.L ¢ u. = . 4.53
I U, + I Us I Uy qdx Us AE + AE ( )
AE AE qxL 9q,L> 3F,L
_ = - = F _ X X

Az elmozdulds paraméterek ismeretében a tobbi mennyiség (pl. fajlagos megnyulas,
normalerd) is szamithato (4.33) és (4.34) alapjan.

4.3. Hajlitott-nyirt rudelem

A hajlitott-nyirt radelem egy egyszerl és gyakran alkalmazott szerkezeti elem. Ez szintén egy
egyenes rad tetszoleges keresztmetszettel, de kizardlag csak a rud tengelyére merdlegesen
képes alakvaltozni. Az ilyen elemet nevezziik hajlitott-nyirt elemnek. Rudszerkezetekben a
rudak legtobbszor hegesztéssel vannak egymashoz erdsitve, igy a rudak kozott atadodik mind
az erd, mind pedig a nyomaték. Kétfajta radelmélet létezik a hajlitott-nyirt radelemre, az
egyik az Euler-Bernoulli-féle ridelmélet, mig a masik a Timoshenko-féle radelmélet. A két
elmélet abban kiilonbozik, hogy mig a Timoshenko-féle elmélet figyelembe veszi a nyirasbol
szarmazo alakvaltozast, addig az Euler-Bernoulli-féle elmélet azt elhanyagolja. Ezéltal az
Euler-Bernoulli-féle rudelmélet joval egyszerlibb. Jelen jegyzet kizarolag az Euler-Bernoulli-
féle ridelméletet targyalja részletesen, valamint kizarolag sikbeli rudszerkezeteket vizsgal.
Sikbeli ruszerkezetek vizsgalatanal az alabbi feltételezésekkel €éliink:

e A rud kézépvonala egyenes (semleges szal).

e A rud lehajlasdnak mértéke kisebb, mint a rud barmelyik jellemzd mérete.

e A rud anyaga lineérisan rugalmas, izotrop €s homogén.

o A keresztmetszet tengelyei y €s z.
A hajlitott-nyirt rudak feladata a 4.5. dbran lathato.

g%
v(x) /
Ve
Py
-~
,/
- ‘
/ -
AE ¥
/
-
x=20 ¥ =

4.5. adbra Hajlitott-nyirt radszerkezet
4.3.1. Hajlitott-nyirt rudszerkezetekre vonatkozo egyenletrendszer és peremfeltételek

Jol ismert, hogy hajlitas esetén a fesziiltség

Mhz
O, = i
z

y, (4.54)
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ahol M,, a hajlitbnyomték, I, a keresztmetszet masodrendii nyomatéka €s y a semleges

szaltol valo tavolsag. A kozépvonal elmozduldsvektora
u=vj - vx),

kis alakvaltozast feltételezve

dv K1
dx '

Az Euler-Bernoulli-fele radelmélet értelmében y,, = 0 és &, = €, = 0.
A keresztmetszet szogelfordulasa

d
o) = -2,

A semleges szal k gorbiilete

d?v(x) _ do(x)
dx? dx

k(x)=—
A fajlagos megnyulas
&x () = Kk(x)y.
A Hooke-torvény értelmében
0, (x) = E&, (x).
A (4.57), a (4.58) és a (4.59) egyenleteket felhasznalva a (4.54) egyenlet

M,, d?
hI (x)y = Ex(x)y - My,(x) = LLEx(x) = —I,E dljc(zx).

Az Euler-Bernoulli-féle radelmélet értelmében az egyensulyi egyenlet

d* My, (x)

T2 + f,(x) = 0.

A kinematikai peremfeltételek elmozdulasra €s szogelfordulasra adhatok meg,

v(0),
v(D),
dv(0)
o —¢(0),
dv (1)
dx

=—p().
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A dinamikai peremfeltételek pedig hajlitonyomatékra és nyirderdére adhatok meg,

d*v(0) My, (0)  d3v(0) T,(0)
dx2  LE ' dx3  LE '
dv(l) My dv@  T,0)
dx2  LE ' dx®  LE'

(4.63)

Helyi koordinata-rendszerben a sikbeli hajlitott-nyirt riudelemeknek (4.6. &bra) egy
csomdpontban két szabadsagfoka van. A rad le tud hajlani y iranyban ¢és elfordulni x — y
sikban. Ennek megfelelden minden hajlitott-nyirt radelemnek Osszesen négy szabadsagfoka
van.

4.6. abra Hajlitott-nyirt ridelem a helyi koordinata-rendszerben

Hasonloan a huzott-nyomott rudszerekezetekhez a végeselemes egyenletek felirasahoz
alakfiiggvényeket hasznalunk a valtozok kozelitéseéhez. Mivel négy szabadsagfoka van egy
hajlitott-nyirt radelemnek igy négy alakfiiggvényre van sziikségiink. Ahhoz, hogy a helyi
koordinata-rendszerben szarmaztathassuk a négy alakfliggvényt, azt feltételezziik, hogy az
elem elmozduldsa négy ismeretlent tartalmazé harmadfokd polinommal irhato fel a &
fliggvényében. Az elmozdulasmezd kozelitése igy

ve(f) = CO + Clg + 6252 + 6353. (464)
Harmadfoka polinomot vélasztottunk, igy négy ismeretlent tartalmaz a fiiggvény, amely

kapcsolatba hozhat6 a ridelem négy szabadsagfokaval.
Az elmozduldsmezd

u®(§) = (]I (4.65)

A csomopontokat jelolje i és j. A csomoponti elmozdulasvektor

qf
¢ = , 4.66
1 [qil (360
ahol
e _[Vi]° e _[YT
=, @=[y - (4.67)

A polinomok egyiitthatoinak kifejezése a csomoOponti paraméterekkel,
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ve(¢&=0)=vf=C,

dveé (¢ =0)
¢e(5=0)=—T=¢f =—G
ve(f = L) = ‘Uje = CO + ClL + Csz + C3L3
dvé(& =1L
q)e(f — L) — _% = q)]e = _Cl - ZCZL - 3C3L2

Az elem elmozdulasa felirhat6 az alakfliggvényekkel
ve(§) = N (O)vi + N7 (©ef + N (v + N ()],

amely matrixos irdsmodban is felirhato

[vi]
[ e |
[ve ()] = [NF () N7 () N5 Nf(f)]iqs]éi
lqofJ
és
u®(§) = N°(§)q°.
Az alakfiiggvények (4.7. dbra) a kdvetkezd Hermite polinomok,
2 3
wo=1-3(8 +2()
e AN
Nz(f)“[‘i”(i) ‘(z)l
2 3
w0 =3(0) -2()
e I8N (8
N‘*@—L[(z) ‘(z)l
Ne@ Ne(&)
1 |
i <.
N9 | L Ve

4.7. abra Az alakfiiggvények
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ahol

NfE=0)=1
NfE=L)=0
N7 (§=0)=0
N;E=L)=0
N§(E=0)=0 (4.73)
Ns(E=1)=1
Ni(§=0)=0
NiG=L)=0
Az elem elmozduldsanak ismeretében a kapcsolodo alakvaltozas is szamithato,
d2 e
£ (6) = k(@) = |- T - [ |-
e
[vi] (4.74)
_[ aNp@  aANf©)  dPNS©) dPNf (5)“ |
dg? d§? dg? dgz ||y |
B°D) los ]
£°(§) = D°N°(§)q° = B°(§)q’, (4.75)

ahol D¢ a differencial operatorok matrixa, B® az alakvaltozas-csomoéponti elmozdulas matrix.
A (4.60) egyenlet értelmében az elem alakvaltozas ismeretében a fesziiltség 1is
meghatarozhato

d? e<e) )
(M, ()] = |- [ (], (4.76)
6°(§) = C°B°(§)q°, (4.77)
ahol C¢ az anyagallandok matrixa.
A hajlitott-nyirt raidelem merevségi matrixa
ke = | BT B, (4.78)
L
LE 12 6L —-12 6L K. KoAe
e LB 6L 4L —6L 2I* _[ i ij]
K T3 |-12 -6L 12 —6L| K; K- (4.79)
6L 21> —6L 4I?
Egy elem potencialis energiaja
1 K: K:1° q¢ fe
i er (2 Ut (M) raer  ger] |
ne=zla a ][Kji ij] [q?l L ][ffl' (450
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6. példa
Tekintstik az alabbi statikailag hatarozatlan tartot (4.8. 4abra). Hatarozzuk meg az

elmozdulasokat!

r 4 F

y E Y
% /2 /2
- >

4.8. abra Statikailag hatarozatlan sikbeli tarté koncentralt erdvel terhelve

"

Adatok:

[ =1000mm

d = 30mm

E = 69000MPa
F = 500N

v, =2 (i = 1,2,3)
@; =71 =1,2,3)

Fy, =?
M, =2
Fzy :?

A megoldast az Euler-Bernoulli-féle radelméletre alapozva keressiik. Azt feltételezziik, hogy
a rud keresztmetszetei merevek és merdlegesek maradnak az alakvaltozott kozépvonalra.

A tartot gondolatban két résztartomanyra (végeselem) bontjuk. A tartd végeselem modellje a
4.9. ébran lathato.

;D @ v

=Y

L

2
>t

4.9. abra A tart6 végeselem modellje

-

A csomoponti elmozdulasvektor
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Eloszor fel kell frnunk a két elem merevségi matrixat. A (4.79) egyenletet felhasznalva az
elemek merevségi matrixa

12 6L —-12 6L

Kiogeo 2Bl 6L 42 —6L 21
[3|-12 —6L 12 —6L|

6L 21> —6L 4I?

ahol

K! = [K%l K%z] K2 = lK§2 K%3l_
Ky K K3, K3

A csomoponti tehervektorok

fi 2
f1=H, f2=12|
f; f3

A linearis algebrai egyenletrendszer Kq = f felépthetd,

K%l K12 0 q: f11
K, K, +K3%, K3 ||92|=|f] +fZ],
0 K3, K33 193 f3

amely részletesen

12 6L =12 6L 0 0 17¥17 [Fiy]

6L 4L> —6L 2> 0 0 [[o1] |M,
LE[-12 —6L 24 0 -12 6L ||v2| _|F,
2l 6L 212 0 gz —eL 212 le2lT1 ¢
0 0 -12 —-6L 12 -6L llv3J| —F

0 0 6L 212 —6L 412dlesl | (|

A reakcioer6k Fy,,M; és F,, az ismeretlenek. A megtamasztasokat figyelembe véve a
kinematikai peremfeltétel v; = 0,¢; = 0 és v, = 0.

A kinematikai peremfeltételeket figyelembe véve a lineédris algebrai egyenletrendszer
jelentésen egyszertisodik, aminek eredményeképpen kapjuk, hogy

IL,E 8L2 —6L 2L%21[¥P:2 0
3 —6L 12 —6L||V3|=|—F|.
212 —6L 4121193 0

Az egyenletrendszer harom egyenletet €s harom ismeretlent tartalmaz,

8L2q)2 - 6L173 + 2L2q03 =0
ILE
L_3(_6Lq)2 + 12173 - 6Lq)3) = —F
2L2q02 - 6L173 + 4L2q)3 = 0.
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Az egyenletrendszert megoldva kapjuk

2

P, = _4I§E = —0,01139rad
7FL3

V3 = — 12LE = —13,289mm
3FL?

Q3 = — 4LE = —0,034171rad

Végiil a reakciderdket is megkaphatjuk, amennyiben visszahelyettesitjik az elmozdulas
koordinatakat a szerkezeti egyenletbe,

F, = —750N
M; = —125000Nmm
Fyy, = 1250N

Altalinos feladatok esetén sziikséges lehet koordinita transzformaciora, azaz
transzformaciora a helyi és a globalis koordinata-rendszer kozott. Ez a traszformacié akkor
alkalmazand6, amikor egy rudszerkezetben két vagy tobb ridnak az orientacidja mas. Ezeket
a radszerkezeteket nevezziik keretszerkezetnek, ilyen pl. a racsos szerkezet is. Jelen jegyzet a
koordinata transzformaciot nem részletezi.
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5. LINEARIS RUGALMASSAGTAN KETDIMENZIOS
FELADATAI

Héaromdimenzids feladatok analitikus szdmitasa meglehetésen nehézkes. Sok esetben az adott
haromdimenzios feladat kétdimenzios feladatként is modellezhetd. Bizonyos feltételek mellett
az alakvaltozasi- és fesziiltségi allapot egyszerlsithetd, igy szdmos térbeli szerkezeti probléma
kétdimenzios feladatta redukalhatd [3,5,6,10,13]. A kovetkezdkben részletesen a linearis
rugalmassagtan kétdimenzios feladataival fogunk foglalkozni.

5.1. Sikalakvaltozasi allapot
Tekintsiink egy végtelen hosszii prizmatikus testet (5.1. abra). Amennyiben a testre hato
terhelések, illetve az onsulybol szdrmazd erdk fliggetlenek a z koordinatatdl, akkor az u
elmozdulasmez6 a szerkezetre vonatkozoan a kovetkezo formaban irhato fel,

u = ui + vj, (5.1)
ahol

u=ulx,y), v=v(xy), w=D0. (5.2)

5.1. abra Sikalakvaltozasi feltételek

Sikalakvaltozasrol akkor beszéliink, ha vizsgalt testnek van egy olyan jellemzd sikja, amelyre
minden sik alakvaltozdsa azonos, tovabba a sikok tavolsdga sem valtozik. Felhasznalva az
elmozdulas és alakvaltozas kozotti kapcsolatot, az alakvaltozasi tenzor

1
I[ Ex nyy O—i
A=|1 , (5.3)
|§Vyx &y OI
l 0 0 OJ

ahol
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ou Jv (5.4)
Yy = Vyx =@+a;

Vyz=sz=6_+_EO;
sz=yxz=5+a_zzo'

Az alakvaltozas ¢€s a fesziiltség kozotti kapcsolat (Hooke-torvény) révén a fesziiltségi tenzor

Oy Txy O
T=|ty oy, 0], (5.5
0 0 o,

ahol

v
<&=26Fx+1_2v@x+%ﬂ,

v
oy, = 2G [Ey +1_—2V(£x + Ey)] )

v

-2 (ex + ey)] = v(ax + ay), (5.6)
Ty = Tyx = GVxy,

Tyz = Tzy = GYy, =0,

o, =26 |

TZX = TXZ = GVZX = O

Lathato, hogy a o, konnyedén kifejezhetd a o, €s gy, segitsegével.
Sikalakvaltozas esetén az egyensulyi egyenletek a kovetkezok,

do, Ot

_x+ﬂ+qx =0,

0x dy 57
aryx+aay+ . (5.7)
ox 0y T ="

fgy lathatjuk, hogy sikalakvaltozasi feladatok esetén 8 ismeretleniink van
(U, V, &x, €y, Vy) Ox, Ty €S Tyy ), S azok meghatarozasara 8 egyenletiink.
A kinematikai peremfeltétel

u=1u, rei, (5.8)

ahol U az eloirt elmozdulasmez6 (megfogott peremen az U = 0),
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u=1, v=7. (5.9
A dinamikai peremfeltétel
T -n=p, reEAi, (5.10)
ahol P az elirt erdvektor. igy az (5.10) egyenlet skalar egyenletei

OxNy + TyyNy = Dy,
e y_’f" (5.11)

TyxNy + OyNy, = Py,

Az egyensulyi egyenletek esetén azért nem tiintetjiik fel a z wranyu fesziiltséget, mert az
alakvaltozasi energiaban nem jatszik szerepet, mivel az alakvaltozési tenzorban a z iranyu
fajlagos megnytlas zérus.

5.2. Altalanositott sikfesziiltségi allapot
Sikfesziiltségi allapotot abban az esetben feltételeziink, amennyiben a vizsgalt test egyik

mérete 1ényegesen kisebb, mint a masik kettd és a terhelés is sikbeli. Ilyenkor értelmezhetd
egy un. kozeépsik is. A sikfesziiltségi feladatot az 5.2. dbra szemlélteti.

V.

|
i
T~

5.2. 4bra Sikfesziiltségi feltételek

A probléma leirdsahoz az x — y sikot valasztjuk. A tartomany két sikkal, z = ig van
kortilhatarolva, ahogy az az 5.2. abran lathat6. Mivel a feltételezés szerint a terhelés vastagsag
menti ereddje a kozeépsikba esik, igy azokon a sikokon a 0, = 7,,, = 75, = 0.

Sikfesziiltségi allapot esetén a fesziiltségi tenzor

Oy Txy O
r=|r,. o 0], (5.12)
0 0 O
ahol
or = 0x(x,y), 0y=0,(x,y), 0,=71,, =7, =0. (5.13)

Sikfesziiltségi allapot értelmében az alakvaltozasi allapot a Hooke-torvény segitségével
hatarozhaté meg, ahol az alakvaltozasi tenzor elemeit a kovetkez6 modon kapjuk meg,
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& = E (ox — Vay)'

g = E (o —voy),

v
E, = —E(O'x + ay),

T
T
Vyz=%50'
T
sz=%50-

Figyelembe véve az (5.14) osszefliggéseket az alakvaltozasi tenzor

1
|[ €x nyy O—I
A=]|1 [
|§Vyx g 0f
0 o &l

Az alakvaltozas €s a kozépfeliilet elmozdulasa kozotti kapcsolat

_Ou

& = ox

ov

Ey=£,
du OJv

Yy = Vyx =@+a-

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Altalanositott sikfesziiltség esetén az egyensulyi egyenletek a kovetkezok,

00, 0Ty
X, Y =0,
0x + oy T 4x
0Ty, doy
-+ == = 0.
0x + oy Ty
fgy lathatjuk, hogy sikalakvaltozasi feladatok esetén 8

(U, V, &x, €y, Vyr Ox, Ty €S Tyy ), S azok meghatarozasara 8 egyenletiink.

A kinematikai peremfeltétel

~

u=1u, rei,

ahol U az eloirt elmozdulasmez6 (megfogott peremen az U = 0),
u =1, v="7.

A dinamikai peremfeltétel
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(5.17)

ismeretlenink van

(5.18)

(5.19)



T -n=p, reEAi, (5.20)
ahol P az elirt erdvektor. igy az 5.20 egyenlet skalar egyenletei

OxNy + TyyNy = Py,
e Y sz (5.21)

TyxNy + OyNy, = Py,

Az egyensulyi egyenletek esetén azért nem tiintetjiik fel a z irdnya fajlagos megnyulast, mert

az alakvaltozési energiaban nem jatszik szerepet, mivel a fesziiltségi tenzorban a z iranyu

normalfesziiltség zérus.

5.3. Tengelyszimmetrikus feladatok

Ha egy test geometridja tengelyszimmetrikus, valamint annak terhelése és megtdmasztasa is,
akkor barmely meridian metszetében ugyanaz az alakvaltozasi- és fesziiltségi allapot €bred.
Egy tengelyszimmetrikus feladat az 5.3. dbran lathat6. A szimmetridbdl adoddan a tengely
mentén barmely keresztmetszetben a két elmozdulas komponens irja le az alakvaltozasi- és a
fesziiltségi allapotot.

VY 1Yy

o *
| |
| |
| |
I I
I I
I I
I I
I I
I I

) |

5.3. abra Tengelyszimmetrikus feladat

Hengerkoordinata- rendszert (R, ¢, x) hasznélva az alakvaltozasi tenzor

1
|I €Rr 0 EVRxII
,4=| 0 & 0 | (5.22)
1
lEVxR 0 Ex J

Az alakvaltozas ¢€s a fesziiltség kozotti kapcsolat (Hooke-torvény) révén a fesziiltségi tenzor
or 0 Tpy

T=1|0 Oy 0 [ (5.23)
T O Oy
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6. KETDIMENZIOS FELADATOK VEGESELEMES
TARGYALASMODJA

Megjegyezziik, hogy a kovetkezOkben bevezett dsszefliggések kizarolag sikalakvaltozasi €s
sikfesziiltségi feladatokra érvényesek. Kétdimenzios feladatoknal az elmozduldsvektor
matrixa

w=[oe )

(2x1)

(6.1)

Az alakvaltozasi vektor matrixa

&x(%,Y)
€= Ey(x'y) .
Yy (X, ¥)
(3x1)

(6.2)

A fesziiltségvektor matrixa

oy (%, y)
0o = O-y(x'y) .
Ty (X, )
(3x1)

(6.3)

A megoldast kis alakvaltozas linedris elméletére vezetjik le, ahol az elmozdulasok
kismértékiiek. Egy kétdimenzids végeselemet csomopontjaival €s azokat 6sszekdtd egyenes
vonall peremekkel definialunk. Az elmozdulasmezdt elemenként kiilon-kiilon kozelitjiik,

ué = N¢ (le
’ 6.4
@x1)  (@xm) (xD) 6.4)
ahol u® az elem elmozduldsmezdje, N® az elem approximacios (alakfliggvények) matrixa, q°
az elem csomoponti elmozdulasvektora, n az elem szabadsagi foka. Az approximacios matrix
tartalmazza az alakfiiggvényeket.
Az e elem csomoponti elmozdulésvektora

. €
2

= 0
—_—

j
q° =4k

lq

(2Nx1)

—_—
=

' (6.5)

ahol N a csomopontok szdma. Az e elem i-edik csomdpontjanak elmozdulasvektora

at =[] (6.6)

——
(2x1)
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Az approximacidos matrixban szerepld kozelité fliggvények altalaban polinomok, ezek
fokszdma hatdrozza meg a csomoponti paraméterek szamat. Az approximacidos matrix
altalanos alakja

[Ny
H
N¢ =|N
| K I (6.7)
IN,,]
(2Nx2)
Az e elem i-edik csomopontjahoz tartozé approximacios matrix blokk
N¢ = [Nxxi nyi]e
7 Ny Nyyil (6.8)
(2x2)
Az elmozdulas kozelitésébdl kiindulva az elem alakvaltozasi allapotanak kozelitése
ou 1° [0 1
— — 0
e e ox ox
e Ex 617 O 6 u e
&= M dy [v ' (6.9)
=2 |ou ov o 9| @
(3x1) —t — -
[dy  Ox [0y Ox.
(3x1) (3x2)
Itt
_ a _e
— 0
d0x
e O a
D* = 3y (6.10)
a 0
[y 0x]
(3x2)

a differencial utasitasok matrixa, igy az alakvaltozas a (6.4) 0sszefiiggés felhasznalasaval
€° = D°u® = D°N°q°® = B°q°. (6.11)

ahol B¢ az alakvaltozas-csoméponti elmozdulas matrixa
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_aNl _e

0x 0
dN;
B =10 %51- (6.12)
dN; ON;
[ dy  Ox
(3x2)

A Hooke-torvény értelmében izotrép anyagot feltételezve az alakvaltozds kozelitésébol
kiindulva az elem fesziiltségi allapotanak kozelitése

[Gx € cg ¢, 0 ‘rex®
Txy 0 0 C3 Vxy ( . )
(3x1) (3x3) (3x1)
ahol
Sikalakvatozasi allapot Sikfesziiltségi allapot
E(1-v) E
5 1 -2v)(1+v) T—v2
Ev Ev
- 1-21(1+v) -2
£ =G £ =G
€3 2(1+v) 20+v)

Az anyagallandok matrixat bevezetve,

¢, ¢ 07°
Ce=[C2 Cl O] y

6.14
0 0 ¢ ( )
(3x3)
¢s a (6.11) 0sszefliggést alkalmazva az elem fesziiltségvektora
o® = C°e® = C°B°q°. (6.15)

A Hooke-torvény értelmében egy végeselemben szamolt fesziiltség kapcsolatban all az elem
alakvaltozasi allapotaval.
A (3.8) egyenletre hivatkozva az elem teljes potencidlis energidja matrixos irasmodban

1
e = —j eTo® dV —j u’qedv —j u¢’pe dA. (6.16)
2y v Ap
A (6.16) egyenletbe behelyettesitve a (6.4), (6.12) és (6.15) Osszefliggéseket, valamint a

csoméponti elmozduladsvektorokat kiemelve az integraljel elé az elem teljes potencialis
energidja
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1
e = _quj BeTCeBe que _ quj Nequ dv — quj NeTpe dA, (6.17)
2 v 14 Ap
ahol
K¢ =j B°TC°Be dV (6.18)
4

az elem merevségi matrixa. Az elem merevségi matrixa szimmetrikus, azaz K¢ = K¢T.
Megjegyezziik, hogy sikalakvaltozasi feladatok esetén méret z iranyban egységnyi. Ez azt
vonja maga utan, hogy

dV = dxdydz - dA = dxdy. (6.19)
Figyelembe véve a (6.19) Gsszefliggést a merevségi matrix igy
K¢ = j B°TC®B® dA. (6.20)
A
A 6.19 értelmében a térfogati terhelésbdl szarmazo csomdponti tehervektor
fg = j N¢Tq¢ dA. (6.21)
A

A feliileti terhelésb6l szarmazo csomodponti tehervektor

fe = j NeTpe dA. (6.22)
A

14

Az elem csoméponti tehervektora
fe =7 +f5. (6.23)
A bevezettt jeloléseket felhasznalva az elem teljes potencialis energidja
1
ne = quTKeqe — q°Tfe. (6.24)

A teljes potencialis energia minimuma elv (Lagrange-féle variacios elv) kizardlag csak az
egész testre érvényes, az elemekre kiilon-kiilon nem. A teljes test teljes potencialis energiaja
egyenld az elemek potencialis energidjanak dsszegével, igy

0 1
M= Z e = -q"Kq — q'f, (6.25)
e=1 2
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ahol Q a végeselemek szdma, K a globalis merevségi matrix a teljes testre, q a teljes testre
vonatkoz6 csoméponti elmozdulasvektor ¢és f a teljes testre vonatkozd csomdponti
tehervektor.

A Lagrange-féle variacids elv értelmében a telljes potencidlis energia elsé varidcidja zérus,
azaz 8I1 = 0, igy a (6.25) egyenletre alkalmazva kapjuk, hogy

1
8 = (5 q'Kq — qTf) — 5q7(Kq —f) = 0. (6.26)

A (6.26) 0sszefliggésbdl adodik, hogy
Kq =f. (6.27)

Linearis analizis esetén a (6.27) egyenlet a megoldandd végeselemes egyensulyi inhomogén
linearis algebrai egyenletrendszer.
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7. 1ZZOPARAMETRIKUS VEGESELEMEK

A globalis koordinata-rendszerben az elemi merevségi matrixokat ¢és tehervektorokat
kiszamitani meglehetdsen nehéz feladat. Ezt kivaltva keriiltek kifejlesztésre az Un.
izoparametrikus leirasi méd. Ez a leirds azt jelenti, hogy a geometria leképezésére alkalmazott
csoméponti paraméterek szama azonos az ismeretlen mezd kozelitésére felvett paraméterek
szamaval. Ennek megfeleléen ugyanazokat az alakfiiggvényeket hasznaljuk a geometria
leképezésére, mint az ismeretlen mezd kozelitésére. Az izoparametrikus elem merevségi
matrixanak és tehervektoranak eléallitdsakor a numerikus integralds konnyen végrehajthato,
igy azok hasznalata széles korben elterjedt az altalanos céla  végeselemes
programrendszerekben [1,4,15,16]. Tovabbi eldnye, hogy egyarant alkalmazhato egy-, két- és
haromdimenzios feladatokra. A 7.1. dbra mutatja be a tipikus végeselemeket.

7.1. abra A leggyakrabban alkalmazott izoparametrikus végeselemek

Az izoparametrikus végeselemes leirds értelmében az elem koordindtiit és az elem
elmozdulasat egy, az elemhez kotott helyi koordindta-rendszerben torténd interpolacid
segitségével fejezziik ki. A helyi &,n, { koordinatak (szama fligg a feladat dimenzidjatél) az
elem kdzéppontjahoz vannak kétve. A &, 1, { tengelyekre feltételezziik, hogy azok egymasra
kolcsonesen merdlegesek.

7.1. Egydimenzios izoparametrikus leképezés
7.1.1. Huzott-nyomott rudelem

Egy huzott-nyomott radelem (kétcsomopontll) geometridjat és annak leképezését a 7.2. 4bra
szemlélteti. Az elem kétcsomopontu.

S
— — X X
&=—1 - &=1 I 2
I L2 w1 L 7
&)
7.2. abra Huzott-nyomott rudelem

Huzott-nyomott radelemet vizsgalva a koordinata interpolacio

2

X(©) =) Nt = Ny + N, (.1
i=1
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ahol az alakfiiggvények (7.3. abra)

M@ =5(1-9),
(7.2)

M) =51+,

.\
Nle(gg) N_;"(é‘)

[
[a—

¢

7.3. dbra A huzott-nyomott rudelem alakfiiggvényei

f= 1 =1
Csomopont 1 N,(§) =1 N,(§)=0
Csomoépont 2 N,(§) =0 N,(&) =1

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

ahol a j-edik csomopont koordinataja &;, j = 1,2

Feltételezve, hogy & = &£(x), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése

2
ueG) = ) N = Mg+ No(©us, (73)

ahol uf az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulds koordinataja. A vizsgalat célja, hogy
meghatarozzuk ezeket a csomoOponti értékeket. A matrixformalizmust alkalmazva

u e
u® = [ul]® =[N, N,] [u;] = Nq°,

—— L2l
(1x1) (2x1) 2x1)

(7.4)

ahol q° az elem csomodponti elmozdulasvektora. Felhasznalva a (6.11) egyenletet az elem
alakvaltozasi vektorat megkaphatjuk,

€’ = D°u® = D°Nq° = Bq°, (7.5)

ahol B az alakvaltozas-csomoponti elmozdulds matrix
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e

d N, ON.
B=D¢N=|—| [N, N =[_1 _2]
ol e wa=[2 S (7.6)
= (1x2) N
(1x1) (2x1)
Az alakfliggvény derivaltja
dN; (¢, ON; 0
(§m) _ 9N 0§ -

ox & ox
A (7.7) egyenlet matrixegyenletként is felirhato
-l - [
dx]  loax]lo¢ =] o0&l (7.8)
]—1
ahol J a Jacobi-féle ,,matrix”. A végeselemes szdmitasoknal a Jacobi-féle ,,matrix” inverzét

kell eldallitanunk, azaz feltétel, hogy az invertalhato legyen. A Jacobi ,,matrix” egyébként az
x = x(§) fiiggvényében ismert, azaz

= el 5] =
o0&l logl lox =] ox/ (7.9)
I
Az inverz Jacobi ,,matrix” eloallitasa,
a¢& 1 [ox
1o 2 =— = 1
J [ax] det] [65]' (7.10)

ahol det] =] > 0.
7.1.2. Haromcsomaopontu rudelem (kabel elem)

Egy haromcsomopontu rudelem geometridjat €s annak leképezését a 7.4. abra szemlélteti. Az
elem haromcsomopontt, a harmadik csomépont az elem kdzepén van.

£ iy
—_ — X X X
=1 > &= I 3 2 .
1 3 2 N~ 4] 3 2
L &(x) L
7.4. abra Haromcsomopontu radelem
Héaromcsomopontu radelemet vizsgalva a koordinata interpolacio
3
X(g) = Z Nixi = lel + N2x2 + N3X3, (711)
i=1

ahol az alakfiiggvények (7.5. abra)
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M@ =50-0-1a-g=-1"2

1
N, ($) =%(1+§‘)—%(1_52) =w’ (7.12)

2
N3(f) =1 —52-

N Ny(d
1

S
L\_/f

7.5. dbra A haromcsomopontu radelem alakfliggvényei

Nge( 95)/'
i

f=—1 f=1

Csomépont 1 N =1 N,(§)=0
Csomopont 2 N,(§) =0 N,(é§) =1
Csomépont 3 N,() =0 N;(§) =0

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

ahol a j-edik csomopont koordinatdja ¢;,. j = 1,2,3

Feltételezve, hogy & = &£(x), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése

3
ueGe) = ) N (g = Ni(us + Ny(Eug + Ns(©)us, (7.13)

ahol uf az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulds koordinataja. A vizsgalat célja, hogy
meghatarozzuk ezeket a csomoOponti értékeket. A matrixformalizmust alkalmazva

Uu.1¢
e e _— — e
u = [u] = [Nl NZ N3] Uz | = Nq ’ (714)
(1x1) (3x1) Us
(3x1)

ahol gq° az elem csomoponti elmozdulasvektora. Felhasznalva (6.11) egyenletet az elem
alakvaltozasi vektorat megkaphatjuk,

€° = D°u® = D°Nq° = Bq*, (7.15)

ahol az alakvaltozas-csoméponti elmozdulas matrix

81




a e

B=DeN=[a—] [Ny, N, Ng]= Ny 0N, 6N3].
X T =r— dx Jdx Ox
(1x1) (3x1)

(7.16)

Az alakfiiggvény derivaltjanak szarmaztatasa és a Jacobi matrix meghatarozasanak modja
megegyezik a hiizott-nyomott radelemével.

7. példa
A feladat egy haromcsomopontu rudelem leképezése. A 7.6. abran az elem lathato, valamint

ismertek a csomoOponti koordinatak.

O———)  ——— >
] 3 2 X

7.6. dbra Haromcsomopontt rudelem a csomopontokkal

Hatéarozza meg az alakfiiggvényeket a globalis koordinata-rendszerben!

Az izoparametrikus leképezés x (&)

3
x(&) = 2 N;x; = Nyx; + Nyx, + N3x5 =
i=1

5@ -9 §(1+9) B 5§ ¢&?
—?'0‘}‘?'5-}-(1—52)'3—3‘}‘7—?

Az inverz leképezés &(x)

5—-+49 -8
f(x):fx

Az alakfliggvények a globalis koordinata-rendszerben:

N, (&) == —5(127_5) =8—x — V49 — 8x = N, (x)
N,(§) = 6(12;6) = %—x—;vél@ — 8x = N,(x)

N3 (&) =1—¢&2 =8x — 48 = N3(x)
7.2. Kétdimenzids izoparametrikus leképezés
7.2.1. Lineadris négyszog elem

Egy linearis négyszog elem geometridjat és annak leképezését a 7.7. dbra szemlélteti. Az elem
négycsomopontl, a csomopontok a négyszog sarkai.
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7.7. dbra Lineéris izoparametrikus négyszog elem

Linearis négyszog elemet vizsgalva a koordinata interpolaciok

4

X(g, T’) = ' Nixi = lel + NzXz + N3X3 + N4,X4,
ot (7.17)
y(Em = Z 1Niyi = N1y;1 + Noyz + N3ys + Ny,
1=
ahol az alakfiiggvények
1
N (§m =70 =1 —m),
1
No(§m) =7 (1 + A —m),
1 (7.18)
N3(Sm) =71+ +m),
1
NG =71 = +n)
és linearisak & — 7 sikon.
5:—1;17:—1 5:1;17:—1 5:1;77:1 5:—1;77:1
Csomopont1 | N;(§n) =1 N(§n) =0 N (§n) =0 N =0
Csomopont 2 N,(§m) =0 N,(§m) =1 N,(§m) =0 N,(§,n) =0
Csomopont 3 N3(§n) =0 Ns(§&n) =0 Ns(§n) =1 N:(§m) =0
Csomdpont 4 N,(§&n) =0 N,(§&n) =0 N,(§&n) =0 N(§m) =1
Az alakfiiggvény tulajdonsagai:
1. N (€)= —1<8<1
i=1 - n
_(Lhai=j
2. Ni(&m;) = {0 hai+# j
ahol j-edik csomo6pont koordinatai ¢;,n;, j = 1,2,3,4
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Feltételezve, hogy & = £(x,y) ésn = n(x,y), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése

4
u®(x,y) = Z 1Ni & mui = Ny (§,mug + No(§,mus + Ns(§, musg + Nu(§ mus,
i= (7.19)
ve(x,y) = Z'lei & mvi = Ni(§,mvi + No($,mvs + N3($,mvs + Nu(§,mvg,

ahol uy és v{ az e elem i-edik csomépontjanak elmozdulas koordinatai. A vizsgalat célja,
hogy meghatarozzuk ezeket a csomoOponti értékeket. A matrixformalizmust alkalmazva

_ul_e
ue_[N1 O N, 0 Ny 0 N, 01|,

= qu’
O N, 0 N, 0 N; 0 N,J|us (7.20)
(2x1) (2x8) V3

LV, ]
(8x1)

ahol q° az elem csomodponti elmozdulasvektora. Felhasznalva a (6.11) egyenletet az elem
alakvaltozasi vektorat megkaphatjuk,

€° = D°u® = D°Nq° = Bq*, (7.21)

ahol B az alakvaltozas-csomoponti elmozdulds matrix

_a _e
e 0
d'IN, 0 N, 0 Ny 0O N, O
— DEN — - 1 2 3 4 _
B=DN=|0 oyl L0 N, O N, O Ny 0 N,
0 0 (2x8)
[y Ox]
(3%2) (7.22)
ON, N, 0N, ON, 1
x 0 aw Y e % 0
ON, N, 0 ON; 0 oON,
- 0 oy oy oy
ON, 0N, 0N, ON, dN; dN; 0N, ON,
ldy Odx dy o0x dy O0x Jdy Ox|

Az alakfliggvény derivaltjai

dNy(¢,n) ON; 9§ ON;0n

dx  9¢ ax  0n ox
7.23
ONi(E,m) _ N 98 ON;dn 729
dy d¢ dy  0n dy
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A 7.23 egyenlet matrixegyenletként is felirhato

(2] [95 9m[9] [9]
x| _|ox ox||0g] _ . |o¢]|
|9 |T|og an|jo|=) |ay (7.24)
ayl lay ayllagl oy

]—1

ahol J a Jacobi-féle ,,matrix”. A végeselemes szdmitdsoknal a Jacobi-féle ,,matrix” inverzét
kell eldallitanunk, azaz feltétel, hogy az invertalhato legyen. A Jacobi ,,matrix” egyébként az
x =x(&) ésy = y(&,n) figgvényében ismert, azaz

[0] [x Moy (9]
log| _|o¢ asllax|=]|ax|
|| |ox ay|lo | "o} (7.25)
157] a7 anllayl 13y
J
Az inverz Jacobi matrix el6allitasa,
9 oy oy
4 _|ox oax|_ 1} an 13
17 =10¢ on|~Gem| ox ox | (7:20)
oy 3y "3y 3¢ |

ahol det] =] > 0. A Jacobi matrix determinansa fontos szerepet tolt be az elem
leképezésének ellendrzése soran is. Azon esetek, amikor J <0 vagy J =0, nem
megengedhetdek a végeselemes szamitdsok soran, mert numerikus hibat okoznak. Ha annak
értéke zérus, akkor a leképezés szingularis. Amennyiben a Jacobi determindns eldjelet valt,
akkor az azt jelenti, hogy az elem nagyon torzult alakt.

8. példa
Egy négycsomopontil négyszdg elem és annak csomopontjai a koordinatakkal adottak (7.8.

abra).

LV

n
// 3(8,7)
4(3,6) | 1AM

/

/ /

1(1,1 26,1 «x

7.8. abra Az elem geometridja €s a csomoponti koordinatak
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x(§,n) =?

y(&,n) =?
=
J=?
x(fﬂ?)= ) Nix; = Nix1 + Nyx; + N3x3 + Nyxy =
i=1
1 1
= (1-0A-m 1+;0+O1-n) -6+
1 1 9 §
F7A+OA+M B+ A=A+ 3=5+2E+7
y(€,n) = Z Niy; = Niy1 + Nay, + N3ys + Nuy, =
. 1
= 1-0A-M 1+70+O1-n) -1+
1 1 _15 1 11 1
T A+OA+m 7+, A=OA+m) 6=+ 8+ 1+ 5N

Az x(&,n) és y(&,n) & és n szerinti derivaltjait eld kell allitani, hogy megkapjuk a Jacobi
matrixot,

ox 5 dy 1 1
¢ 2 0§ 4 4
ax_1 6y_11+1
on on 4 4St

Igy a Jacobi , matrix” felépithetd,

[0x dy1 15 1 1
= |9 0|_fz ata”
|0x 0dy| N 11+1
lan OnJ 4 45

dxdy 0xdy 53 5 1

J(&n) = detJ(&,1) =iy v =t oE— g

A J(&,n)-re vonatkozo feltételeket kell ellendrizni:

](5.577)
2
= —1; = -1 -
¢ n 45
1
=1;n=-1 i
2
=1,;n=1 7
23
= —1; =1 -
¢ n 2

Az elem nem elfajuld, azaz az elem nem torzult annyira, hogy az numerikus hibat okozzon a
szamitasok soran.
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9.példa

Egy négycsomopontll négyszog elem és annak csomopontjai a koordinatakkal adottak (7.9.
abra). Az elem torzult.

/ 3(3.3

/TN

&
1(1.1 6,1 «x

7.9. dbra Az elem geometriaja és a csomoponti koordinatak

x(&,n) =?
y(&n) =?
J =2
J =2
x(&,n) = L.L N;x; = Nyx; 4+ Nox, + Naxz + Nyx, =
1 1
=—(1—€)(1—n)-1+—(1+€)(1—n)-6+
13 1
+— (1+€)(1+n) 3+ (1—5)(1+n) 3= +7 5 n——fn
y(&n) = Niy; = Niy1 + Ny, + N3ys + Nyy, =

=D - 14+ HA ) 1+
3 7

1 1 11 3
t7A+OA+m 3+, A=A +m) 6= =8+ -7

Az x(&,m) és y(&,n) & és n szerinti derivaltjait eld kell allitani, hogy megkapjuk a Jacobi
matrixot,

dx 5 5 dy 3 3
9 4 4’7 98~ 4 4
0x 1 dy 7 3
X =778
n 4 4 an 4 4

Igy a Jacobi ,,matrix” felépithetd,
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[0x 0yl 5 5 3 3
10§ o¢|_|2 2" "2 4"
] =1 | =
|0x Oy 1 5 7 3
lan OnJ 4 46 4 46
Em) = det)( )_Oxay Oxay_z 15 19

A J(&,n)-re vonatkozo feltételeket kell ellendrizni:

J(&n)
f=—-1,n=-1 25
= 1. p= .
5
=1:n=-1 .
¢ n 5
f-1n=1 25
f— ’T}_ 4
E=-1Ln= ’
f— ’T}_ 2

Lathato, hogy az elem elfajuld, azaz az elem annyira torzult, hogy az numerikus hibat fog
okozni a szamitasok soran.

7.2.2. Kvadratikus négyszog elem

Egy nyolccsomopontu kvadratikus négyszog elem geometridjat és annak leképezését a 7.10.
abra szemlélteti. Komplex geometridk modellezésére (pl. gorbe peremek esetén) a
nagymértékli pontossaga ¢€s rugalmassaga miatt egyike a leggyakrabban alkalmazott
kétdimenzios elemeknek.

7.10. abra Kvadratikus négyszog elem
Az ilyen tipusu elemet nyolc csomopont hatarozza meg, ebbdl négy a négyszog csucsai, négy

pedig az oldalélek felezOpontjai. Kvadratikus négyszog elemet vizsgalva a koordinata
interpolaciok
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8
X(f, T’) = Nixi = lel + N2x2 + N3X3 + N4X4+N5xS + N6x6 + N7X7 + N8x8,

i=1

5 (7.27)
y(m) = Z 1Niyi = N1y; + Naya + N3y3 + Nuys+Nsys + Neye + N7y7 + Ngys.

l:

A helyi koordinata-rendszerben az alakfiiggvények

M(Em = (1 -DA - (£ -7 -1,
M) = 7 (1 +OA-ME -~ 1),
MaEm) = 71+ O+ ME+n 1),

NiEm) = 3 (L= OA+M(E +7- 1),

. (7.28)
Ns(&,m) = 5(1 - &) -n),
1
Ne(§m) =51+ —n?),
1
No(§m) =5 (1= &D)A +m),
1
Ne(§,m) =5 (1= = n?).
§=-Ln=-1 | {=5n=-1 {=Ln=1 {=-Ln=1
Csomépont 1 N1(f’77) =1 N1(f’77) =0 N1(f’77) =0 N1(f’77) =0
Csornépont2 Nz(fﬂ?) =0 Nz(fﬂ?) =1 Nz(fﬂ?) =0 Nz(f’rl) =0
Csomépont3 N3(fﬂ7) =0 N3(fﬂ7) =0 N3(fﬂ7) =1 N3(fﬂ7) =0
Csomépont4 N4(f’77) =0 N4-($f T’) =0 N4-($f T’) =0 N4-($f T’) =1
Csoméponts Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0
Csomépont6 Ne(f’rl) =0 Ne(f’rl) =0 Ne(f’rl) =0 Ne(f’rl) =0
Csomépont7 N7(f’77) = O N7(f’77) = O N7(f’77) = O N7(f’77) = O
Csomépont 8 Ns(f’rl) =0 Ng(f, T’) =0 Ng(f, T’) =0 Ng(f, T’) =0

Feltételezve, hogy & = £(x,y) ésn = n(x,y), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése

8
ut(x,y) = Z_lei &, muf = Ni(§,muf + No(&,mus + N3(§,nus +

+N4(€, 77)”2 + NS(%! 77)”5 + N6($f 77)”2 + N7($f 77)”; + N8(€f 77)”5' (7 29)
8 .

Ni (ff U)vf = N1(§"77)171e + Nz(fﬂ’l)”% + N3(fﬂ7)v§ +

i=1

+N, (&, mMvi + N5 (&, mvE + Ne(§,mve + N, (§,mv7 + Ng(§,m)vg

ve(x,y) =

amelyek az elemre vonatkozo kvadratikus fliggvények, tovabba az alakvaltozasi mértékek és
a fesziiltségek is kvadratikus fliggvények, amelyek az elem mechanikai tulajdonségait jobban
le tudjak irni.
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7.2.3. Lagrange-féle kvadratikus négyszog elem

Egy kilenccsomopontu kvadratikus négyszog elem geometridjat és annak leképezését a 7.11.
abra szemlélteti. Ez Ugyszintén egy gyakran alkalmazott végeselem. A nyolccsomopontu
kvadratikus négyszog elemhez képest tartalmaz egy un. buborék fliggvényt is.

7.11. abra Lagrange-féle kvadratikus négyszog elem

Kilenccsomopontu kvadratikus négyszog elemet vizsgalva a koordinata interpolaciok

9

x@Em=) 1Nixi =
1=
= lel + NzXz + N3X3 + N4X4+N5xS + N6x6 + N7X7 + N8x8 + N9X9, (7 30)
5 )
y(Em = Z 1Niyi =
1=
Niys + Ny, + N3ys + Nuyya+Nsys + Neye + N7y; + Ngyg+Noys.
A helyi koordinata-rendszerben a kilenc alakfiiggvény
1
N, (&) = Z(l —A-mM(&—n-1,
1
N, (&) = Z(l +O)A-mME—-—n-1),
1
N3 (&) = Z(l +OA+mE+n-1),
1
N,(&n) = Z(l -OA+n(=&+n-1),
1
Ns(Em) =5 (1= €)1 =), (731)

No(Em) =5 (L + O —12),
M) = 5 (L= E) (A + )
Na(Em) =5 (L= 1 —12),

Na(Em) = 5 (1 = €)1 — ).
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§=-Ln=-1| §=1Ln=-1 §=Ln=1 §=-Ln=1
Csomépont 1 N1(5ﬂ7) =1 N1(5ﬂ7) =0 N1(5ﬂ7) =0 N1(5ﬂ7) =0
Csornépont2 Nz(fﬂ?) =0 Nz(fﬂ?) =1 Nz(fﬂ?) =0 Nz(fﬂ?) =0
Csomépont3 N3(5ﬂ7) =0 N3(5ﬂ7) =0 N3(5ﬂ7) =1 N3(5ﬂ7) =0
Csomépont4 N4(5ﬂ7) =0 N4_($, T’) =0 N4(5ﬂ7) =0 N4(5ﬂ7) =1
Csom(')pontS Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0
Csomépont6 Ne(f’rl) =0 Ne(f’rl) =0 Ne(f’rl) =0 Ne(f’rl) =0
Csomépont7 N7(5ﬂ7) =0 N7(5ﬂ7) =0 N7(5ﬂ7) =0 N7(5ﬂ7) =0
Csomépont 8 Ns(f’rl) =0 Ng(f, T’) =0 Ns(f’rl) =0 Ns(f’rl) =0
Csomépont 9 N9($f T’) =0 N9($f T’) =0 N9($f T’) =0 N9($f T’) =0

Feltételezve, hogy & = £(x,y) ésn = n(x,y), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése

9

_ N € mui = Ni(§,mMui + N2 (§,mug + N3 (§,mus +

+N, (&, mMug + N5 (&, mug + Ne(§, mug + N, (&, mug + Ng(§, mug + No(§, mus,
V) =Y NEVE = MEmVE + NS + Mol m)vs +

+N4(5’77)Vf + Ns(fﬂ?)”é + Ne(fﬂ?)”é + N7(5’77)17$ + Ns(fﬂ?)lﬁ + N9(5’77)173

u®(x,y) =

(7.32)

7.2.4. Linedris haromszog elem

Egy linedris haromszdg elem geometridjat és leképezését a 7.12. abra szemlélteti. Egy
haromszog elem a négyszog elem két szomszédos csomopontjanak egybeejtésébdl képezhetd.

n

)
2(0,1
) TN
néE.n)
gx,y)
W y [0
3(x,,y,) ;
3(0,0) 1(1,0) &

X
7.12. abra Linearis haromszog elem

Linearis haromszog elemet vizsgalva a koordinata interpolaciok

3
' Nixi = lel + N2x2 + N3X3,
=1 (7.33)

3
y(&n) = Z 1Niyi = Nyy; + Noy, + N3ys,
l:

x(&,n) =

ahol az alakfiiggvények

Nl(ffn) = gr
N2 (&) =, (7.34)
N:(&n) =1-¢—n.
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Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

3
1. Z N, (&) =1 —1S€S1
i=1 - n
_(Lhai=j
2. Ni@”“)‘{o hai#j
ahol a j-edik csomopont koordinatai ;,7;, j = 1,2,3

Feltételezve, hogy & = £(x,y) ésn = n(x,y), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése

3
u®(x,y) = Ni (§,mui = Ni(§,mug + Np(§,mus + N3 (§,mus,

i=1

3 (7.35)
ve(x,y) = Zilei & mvf = N.(§,mMvi + No(§,mv; + N3 (&, mvs,

ahol uy és v{ az e elem i-edik csomdpontjanak elmozdulas koordinatai. A vizsgalat célja,
hogy meghatarozzuk ezeket a csomoOponti értékeket. A matrixformalizmust alkalmazva

e_[u]e_[N1 0 N, 0 Ng O]|u2|
U=l Tlo N 0 N, 0 Nl

I (7.36)
(2x1) (2x6) lu3J|

(6x1)

ahol q° az elem csomoponti elmozdulasvektora. Felhasznalva (6.11) egyenletet az elem
alakvaltozasi vektorat megkaphatjuk,

€’ = Du® = D°Nq° = Bq°®, (7.37)

ahol B az alakvaltozas-csomoponti elmozdulds matrix

_ a _e
F 0
1IN, 0 N, 0O Ny O
— DNDEN — N 1 2 3 _
B=D’N=|0 oyl L0 N, O N, O N3
0 0 (2x6)
[y Ox
(3x2) (7.38)
dN, dN, 0N, 0 1
0x 0x 0
ON. oN ON
=lo = o =—2 o =
dy dy dy
ON;, 0N, 0N, 0N, ON; 0N,
[ dy Odx Jdy 0x dy Ox.
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Az alakfliggvény derivaltjai

dN;(¢,n) ON; 9§ ON;0n

dx  9¢ ax  0n ox
ON(§,m) _ 9N, 9¢ 9N, dn (739
dy  0¢ 6y an 6y
A 7.39 egyenlet matrixegyenletként is felirhato
(2] [9 9m[9] [9]
(ax| _[ax ax| 0| _ | 1]0¢)
| 0| |9s anl|a| | o (7.40)
6yl oy ayllagl 13

]—1

ahol J a Jacobi-féle matrix. A végeselemes szamitasoknal a Jacobi-féle matrix inverzét kell
eldallitanunk, azaz feltétel, hogy az invertalhatdo legyen. A Jacobi matrix egyébként az
x =x(&) ésy = y(&,n) fuiggvényében ismert, azaz

[0] [9x 9oy 9]
|a$| Iaf 65I|6x|=]|6x|
|9 | |ox ay|lo | o} (7.41)
a7l lan anllayl 1oyl
J
Az inverz Jacobi matrix el6allitasa,
(96 om oy _0y]

~ 198 on|T deqg| ox  ox |

15y 3y "3y 3¢ |

ahol det] =] > 0. A Jacobi matrix determinansa fontos szerepet tolt be az elem
leképezésének ellendrzése soran is. Azon esetek, amikor J <0, vagy J =0, nem
megengedhetdek a végeselemes szamitdsok soran, mert numerikus hibat okoznak. Ha annak
értéke zérus, akkor a leképezés szingularis. Amennyiben a Jacobi determindns eldjelet valt,
akkor az azt jelenti, hogy az elem nagyon torzult alakt.
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7.2.5. Kvadratikus haromszog elem

crer

Y&,

\E()) ¢
nxy Y
1(1,0) &

X
7.13. abra Kvadratikus haromszog elem

3(0,0) 6

Kvadratikus haromszog elemet vizsgalva a koordinata interpolacidk

6
X(g, T’) = Z Nixi = lel + NzXz + N3X3 + N4_X4 + N5x5 + N6x6,
i=1

p (7.43)
y(n) = Z 1Niyi = N1y; + Naya + N3y3 + Npys + Nsys + Neye,
i=
ahol az alakfiiggvények
N, (§m) =828 - 1),
No(§,m) =n(2n—1),
N3 (§m) = (1 =& - —-2§-2n), (7.44)

N,(&,m) = 4én,
Ns(€,n) =n(1—-¢—n),
Ne(&,m) =& —-¢& —n).

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

6
_ _ ¢
1. Zilei(g,n)_1 1< <1

1lhai=j
Ni(gf’”f)={o hai#j

ahol a j-edik csomo6pont koordinatéi §;,n;,j =1, ...,6

Feltételezve, hogy & = £(x,y) ésn = n(x,y), egy elem elmozdulasmezdjének kozelitése
3
u®(x,y) = ilei & mui =
= N1, muf + No (€, mus + N (8, n)u§3+N4(€, mug + Ns(§, mug + Ne(§, mug, (7.45)
vy =) NG =
= Ny (6§ + No(E v + Na(€,mv§+N, (€ mvg + Ns(&,m)vg + No(&, Ve,

ahol uf és v{ az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulas koordinatai.
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7.3. Hairomdimenzids izoparametrikus leképezés
7.3.1. Nyolccsomopontu hexaéder (,,tégla”) elem

Egy nyolccsomopontu hexaéder elem geometridjat és annak leképezését a 7.14 abra
szemlélteti. Az ilyen elemeket szokas ,,tégla” elemnek is nevezni. A hexaéder topologiailag
egyenértékii egy kockaval, amelynek nyolc sarka van. Az ilyen tipusu elemeket széles korben
alkalmazzak térbeli feladatok végeselemes vizsgalatanal. Ezeknek az elemeknek 24
szabadsagi foka van.

i
¥En .
I(-1f1,1) o YERY
8¢-1,1,1
: LD eng p s
6(1,-1,1) | TN
! BN A
. A ,
J it ity 1. SN2
GLTAN) B A 5
’ é’(x»}’»z)
£ 201-1-1) 3(1,1-1) X )

7.14. dbra Nyolccsomopontu hexaéder elem

Nyolccsomopontu hexaéder elemet vizsgalva a koordinata interpolacidok

8
x(&n,9) = Z_leixi =

= lel + NzXz + N3X3 + N4_X4 + N5x5 + N6x6 + N7X7 + N8x8,
8
y(én Q= Niy; = (7.46)

i=1
= Niy1 + Ny, + N3y3 + Nyy, + Nsys + Ngye + N7y; + Ngys,

8
Z(f,n,() = Z NiZi =
i=1
= lel + NzZz + N3Z3 + N4_Z4, + NSZS + N6Z6 + N7Z7 + NSZS’

ahol az alakfiiggvények
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M(EnD =51 DA -~
MmO = 51+ HA (A~ )
Mo, ) = 51+ O +0)(A - ),
MmO = (1= DA +)(A - ),

8 (7.47)
Ne(Em,0) =5 (L= O1 =M +0),
Ne(En,0) = 51+ HA A+ )
MmO = g1+ HA +)A+ )

Ma(En,0) = 5 (1= DA +1)(A+ Q).

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

8 §
L Y NEnD=1 -1sns<1
i=1 (
1lhai=j
2. Ni(&j.m;.¢5) = {0 hai#j
ahol a j-edik csomopont koordinatai fj,nj,(j, j=1,..8

Feltételezve, hogy ¢=¢(x,y,2), n=nkyz) ¢ {(={(xyz), egy eclem
elmozdulasmezdjének kozelitése

8
wCey, D)= ) N Ot = N, Ous + No(Em, us + No(Em, Ous +
+N,(&,m, Qug + Ns(§,m, Oui + Ne(§,m, HDug + N, (€, n, Dus + Ng(§,m, ODug,

8
Oy =) NE OV = NEROVE + NEn OvE+ Na(En,Dvs + o 4o

N, (1, D)5 + Ng (&1, DS + No(&,1, Ve + Ny (&,1,O)vS + Ng(&,1, s,
8
Wy, 2) = ) N(Em OWE = NG m O + Mo m s + Na(§m Ows +

+N,(&,n, Dwg + Ns(&,n,ODwe + Ne(&,n, ODwe + N, (&, n, Dw; + Ng(§,m, wg,

ahol uf, v{ és w/ az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulas koordinatai. A vizsgalat célja,
hogy meghatarozzuk ezeket a csomoOponti értékeket. A matrixformalizmust alkalmazva
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N, 0
0 N,
0

0
0
0 N,

(7.49)

(3x24)

(24x1)

ahol q° az elem csomodponti elmozdulasvektora. Felhasznalva a (6.11) egyenletet az elem

alakvaltozasi vektorat megkaphatjuk,

€° = D°u® = D°Nq° = Bq°, (7.50)
ahol B az alakvaltozas-csomoponti elmozdulds matrix
_a L€
F 0 O
d
0 @ 0
d
0 0 Fp Ny, 0O O Ng 0 O
B = D°N = a9 0 N O 0 Ng O0f=
@ F 0 0 0 N 0 0 Ng
(3x24)
a 0
d d
3, ° 3
N, (6x3) o, ] (7.51)
Fr 0 0 Fr 0 0
dN; 0Ng
0 W 0 0 E 0
dN, 0Ng
~ 0 0 ¥ 0 0 ¥
—|ON; ON; dNg 0Ny
y w0y
dN; 0N, ONg O0Ng
% oy Y
dN, dN, 0Ng 0Ng
L0z 0x 0z Ox
(6x24)

Az alakfliggvény derivaltjai
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oN;(§,m,{) _ ON; 9§ ON;dn  ON; 9

ax 0t ox | onox ' oC ox’
ON;(&,m, ON; 0§ ON;0n ON;0
(& ¢) _ ONi 0§ :0n 1_6’ (7.52)
dy 0§ dy ~ dn dy = 9¢ Oy
ON(§m ¢) _ ON; o  ONion  IN; ¢
0z 0§ 0z 0n dz 9 0z
A (7.52) egyenlet matrixegyenletként is felirhato
01 (08 an a¢y[9] 0]
0x dx dx ox|lo¢ 3
g1 (o0& on ofyyoy 10
dy| |0y dy dy||dn =] on| (7.53)
0 0§ dn 0|l ad 0
Ldzd Loz 0z 0zl e

ahol J a Jacobi-féle matrix. A végeselemes szamitasoknal a Jacobi-féle matrix inverzét kell
eldallitanunk, azaz feltétel, hogy az invertalhatdo legyen. A Jacobi matrix egyébként az

x=x(n0).y =y n4) ¢ z=1z(¢n, ) figgvényeben ismert, azaz

01 [0x Jy 0z]r o0 T -
os| lag as asllox ox
d dx dy adzlld d
an|~|an an onl|ov| ™oyt (7.54
0 dx dy adz|lad 0
ol 1og a¢ a¢llazl Loz

J

7.3.2. Huszcsomopontu kvadratikus hexaéder elem
Egy huszcsomoponti kvadratikus hexaéder elem geometridjat és annak leképezését a 7.15
abra szemlélteti. Az ilyen elemek 8 sarokponti csomodponttal és az élek kdzéppontjaiban

elhelyezett tovabbi 12 csomoponttal rendelkeznek és 6sszesen 60 szabadsagfokkal.

ur

7.15. dbra Huszcsomdpontl kvadratikus hexaéder elem

98



Huszcsomopontu hexaéder elemet vizsgalva a koordinata interpolacidk

x(f’rl' () = . Nixir
2

y(&n )= i_lNiyi, (7.55)
20

z(&n, ) = i_lNiZi-

ahol az alakfiiggvények csoportba oszthatok. A sarokponti csomopontok (i = 1,2,3, ...,8)

1
N:(&m, Q) = 5(1 + &)@ +nm) (A + {8)(EE +nm; + (G — 2). (7.56)

Az élek kdzéppontjaban elhelyezett csomopontra (i = 9,11,15,13)

M(En,©) = 7 (1= E(L+ mn) (A + Q). (7.57)
Az ¢élek kdzéppontjaban elhelyezett csomopontra (i = 10,12,16,14)

M(EN D) =5 (1= 1)+ €)1+ Q). (7.5%)
Az ¢élek kdzéppontjaban elhelyezett csomopontra (i = 17,18,19,20)

M(En O = 7 (1= CDA+ EEI( +m) (759

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

20 5
1. NGEmD=1 —-1<n<1
i=1 (
1lhai=j
2. Ni(&j.m;.¢5) = {0 hai#j
ahol a j-edik csomopont koordinatai {”j,nj,(j,j =1,..,20

Feltételezve, hogy ¢=¢(x,y,2), n=nkyz) ¢ {(={(xyz), egy eclem
elmozdulasmezdjének kozelitése

20

ue(x’ Y, Z) = . Ni (5, n, ()Uf,
20

v y.z)= ) N (§n v, (7.60)
20

We(xf Y, Z) = i—1Ni (5, n, ()Wler

ahol uy, v{ és wf az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulas koordinatai.
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7.3.3. Huszonhétcsomaopontu hexaéder elem

A huszonhétcsomopontu hexaéder 7 tovabbi csomoéponttal rendelkezik a huszcsomdpontt
hexaéder elemhez képest. Hat csomopont az oldallapok kézéppontjdban, mig egy belsd (Gn.
buborék fliggvény) pont a hexaéder térfogatk6zéppontjaban van. Az ilyen tipust elemek 81
szabadsagfokkal rendelkeznek.

7.3.4. Négycsomopontu tetraéder elem

Egy négycsomopontu tetraéder elem geometridjat és leképézését a 7.16 abra szemlélteti. Az
ilyen tipusu elem 4 sarokponti csomoponttal rendelkezik, valamint 12 szabadsagfoka van.

x(&En.d)

V&Y
2En0 40,2

TN

g

S~

1(0,0,00 2(0,1,0) Ex,y,2)

nx.y.z)

{x.y.z)

4 x y
7.16. dbra NégycsomoOpontu tetra¢der elem

NégycsomoOpontu tetraéder térbeli elemet vizsgalva a koordinata interpolaciok
4
x(&n,{) = Nix; = Nixq + Naxp + N3xs + Nyxy,
i=1

4
y(n) = Z 1Ni3’i = N1y;1 + Noya + N3ys + Ny, (7.61)
l:

4
z(&,n, () = Z N;z; = N1z, + N,z, + N3z5 + Nyz,,
i=1

ahol az alakfiiggvények
N1($, T’, () = 5;
NZ({! T’, () = T’,
7.62
N3($,T’,() =(; ( )

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

<1

WAV JRVAS

4
1. Zilei End=1 -1<

1lhai=j
Ni($jm;¢;) = {0 hai % j
ahol a j-edik csomopont koordinatai {”j,nj,(j,j =1,2,3,4
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Feltételezve, hogy ¢ =¢5(x,¥,2), n=nxyz) ¢ {={(xUy72),
elmozdulasmezdjének kozelitése

u(x,y,z) = jlei &nOuf =

= N1(§,n,Duf + N2 (§,m, Dus + N3(€,m,uf + No(§,m, Oul,
ve(x,y,2) = jlei &nOvi =

= N1(§, 1, Ovf + N2 (€, m, O vs + N3(§,m, Ovs + Nu($m, Ovs,
wé(x,y, z) = jlei &nOw =

Nl(gf T" ()Wle + NZ (5, T" ()er + N3 (5, T" ()Wfs? + N4($, T" ()Wf,

cgy

elem

(7.63)

ahol uf, v{ és w/ az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulas koordinatai. A vizsgalat célja,

hogy meghatarozzuk ezeket a csomoOponti értékeket. A matrixformalizmust alkalmazva

(3x1) (3x12) Vs

(12x1)

(7.64)

ahol q° az elem csomodponti elmozdulasvektora. Felhasznalva a (6.11) egyenletet az elem

alakvaltozasi vektorat megkaphatjuk,
€ = D%u¢ = Dequ — qu’

ahol B az alakvaltozas-csomoponti elmozdulds matrix

_6 _e
F 0 O
0 I 0

dy

0
OOgNlOO---NLLOO
B=D€N= a a O Nl O cee O N4_ O =

— — 0 O 0 N - 0O 0 N,
ay aax P (3x12)
O R I

dz Ody
0 ) 0
L0z Ox

(6x3)
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[ON, oN, 7
E 60 0 E 60 0
Ny N,

0 W 0 0 E 0

aN, aN,

B 0 0 — 0 0 —
—loN, oON,; N, 0N,

By ox 3y ox

N, 0N, N, 0N,

aN, aN, oN, oN,

¥r3 Ox 0z “Ox A

(6x12)

Az alakfliggvény derivaltjai

dN;(§,m,¢) _ ON; 0§ aNia_rI_l_aNi a¢

dx  0f ax on ox = 9 ox’
ON;(&,m, ON; 0§ ON;0n ON;0
i(§m,¢) _ ONi 0§ l_n+_l_€’ (7.67)
dy 0§ dy o0n dy 0 dy
ONi(§,m,¢) _ ON; 9§ ON;dn  ON; 97
0z 0§ 0z 0n 0z 0 0z
A (7.67) egyenlet matrixegyenletként is felirhato
d 0é  dn  0{7 i i
d0x dx ox ox|l0¢ ¢
g1 (o0& on ofyyoy 10
dy| |0y dy dy||dn =] on| (7.68)
d ¢ dn 0|l d d
L0z Lz 0z 0z1l0(] aq

ahol J a Jacobi-féle matrix. A végeselemes szamitasoknal a Jacobi-féle matrix inverzét kell
eléallitanunk, azaz feltétel, hogy az invertalhatdo legyen. A Jacobi matrix egyébként az

x=x(§n,0),y =y n ) és z=z(§,n,{) fuggvényében ismert, azaz

.

0¢
9

an
9

¢

r0x
0¢
d0x
an
d0x
07

dy
9
dy
an
dy
a7

0z1r

3
0z
on
0z

acll

N ————e

J
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7.3.5. Tizcsomaopontu kvadratikus tetraéder elem

Egy tizcsomoOponti kvadratikus tetraéder elem geometridjat és leképezését a 7.17 abra
szemlélteti. Az ilyen elemek 4 sarokponti csomodponttal és az élek kozéppontjaiban
elhelyezett tovabbi 6 csomdponttal rendelkeznek €s 6sszesen 30 szabadsagfokkal.

x(&nd)
y&En g

z2(En g
TN

N

§x,3.2) 1
n(x,y,z) &
gtx,y,2)

X y
7.17. dbra Tizcsomoponta kvadratikus tetraéder elem

TizcsomoOpontu kvadratikus tetraéder térbeli elemet vizsgalva a koordinata interpolaciok

10
x(fﬂ?’o = Nixir

y(En = 1Niyi;

Z(f’rl' () = . Nizir

i=1
ahol az alakfiiggvények

Nl(gf T" () = gr
Nz(fﬂ?’ () = T’r
N3(5ﬂ7’ () = (;
N,(nd=1-¢—-n-7,
NS(&! n, () = 4577;
Ne(€,1,0) = 4n¢,
N;(&,n,0) = 44§,
Ng(&n, ) =8 -¢&—n—-20),
No(§,m, ) =n(1-&—n—10),
Nlo(f’rl'() ={1—-¢&—n—-20).

Az alakfiiggvény tulajdonsagai:

(7.70)

(7.71)

10 5
1. NEmD=1 —-1<n<1
i=1 (
1lhai=j
2. Ni(&j.m;.¢5) = {0 hai#j
ahol a j-edik csomopont koordinatai {”j,nj,(j,j =1,2,..,10
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Feltételezve, hogy ¢ =¢5(x,¥,2), n=nxyz) ¢ {={(xUy72),
elmozdulasmezdjének kozelitése

10

u*(y,z) = ) N (§n Ouf,
o

ve(xryrz) = . Nl (grr,r()vler
o

We(xr yr Z) = i—lNi (5; T’, ()Wler

ahol uy, v{ és wf az e elem i-edik csomopontjanak elmozdulas koordinatai.

7.3.6. Tizennégycsomopontu tetraéder elem

egy elem

(7.72)

A tizennégycsomopontu tetraéder 4 tovabbi csomoponttal rendelkezik a tizcsomopontl
tetraéder elemhez képest. Harom csomoépont az oldallapok kdzéppontjaban, mig egy belsd
(Gn. buborék fliggvény) pont a tetraéder térfogatkdzéppontjaban van. Az ilyen tipust elemek

42 szabadsagfokkal rendelkeznek.
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8. NUMERIKUS INTEGRALAS

A végelem-moddszer egyenleteiben hatdrozott (feladattol fliggéen vonalmenti, feliiletmenti
vagy térbeli) integralok jelennek meg. [zoparamterikus végeselemek alkalmazéasanal az elem
merevségi matrixdnak és az elem tehervektordnak meghatarozdsahoz numerikus integralas
sziikséges.

Az elem merevségi matrixa

K¢ = j B°TC®B¢dV, (8.1)
4
ahol
dV = dxdydz. (8.2)
Az elem tehervektora
f5 =] NeTpe dA, (8.3)
Ap
ahol
dA = dxdy. (8.4)

A végeselemes programcsomagok tobbfajta numerikus integralasi modszert ajanlanak fel. A
mindenkori cél az, hogy minél pontosabban tudjuk kiszdmolni az integralokat. Szamos
numerikus modszer van numerikus integralas elvégzésére, ilyen pl. a Newton-Cotes formula,
a Gauss-féle kvadratura, stb. Végeselemes alkalmazdsok esetén daltalaban a Gauss-féle
kvadraturat helyezziik eldnybe a Newton-Cotes formuldkhoz képest, mivel azonos szdmu
integralasi pont esetén pontosabb eredményt szolgaltat. Jelen jegyzet a Gauss-féle kvadraturat
targyalja részletesen.

A Gauss-kvadratura esetén az integraldsi pontokat egymastdl nem egyenld, hanem optimalis
tavolsagra vessziik fel (megjegyzés: a Newton-Cotes formula esetén az integralasi pontokat az
integracios tartomanyon egymastol egyenld tavolsagra vessziik fel). Ettol azt varjuk, hogy az
integralas pontossaga javulni fog.

Altalanossagban elmondhatd, hogy az f(x) fiiggvény integralja numerikusan kozelitleg
Osszeg alakjaban allithato eld, ahol az 6sszeg minden tagja egy integralasi sulytényezo és egy
figgvényérték szorzata, azaz

b Nint
| feaax=y""wreo+, 85

i=1

ahol w; az integralasi ponthoz tartozd sulytényezO, x; az integralasi pont helykoordinataja,
Nine az integralasi pontok szdma, mig az E a hiba.
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8.1. Gauss-féle kvadratira

Az altalanos integralasi modszerek esetén az integralasi pontok egyenld tavolsagban vannak.
A Gauss-kvadratura esetén az integraldsi pontokat egymastdl nem egyenld, hanem optimalis
tavolsagra vessziik fel. A Gauss-féle kvadrattra alapjan

b Nint
[ reaax=y" " wer . (8.6)

k=1

A fiiggvény integraljat n;,, (Gauss pontok) szamu integralasi pont alkalmazasaval szamoljuk
ki. A Gauss-modszer esetén az integralasi pontokat ugy valasztjuk meg, hogy a lehetd
legpontosabb értéket kapjuk. Az integarlasi pontok az adott intervallum kozepétdl
szimmetrikusan vannak felvéve. A Gauss-féle kvadratara legfeljebb (2n-1)-ed fokt polinomig
bezardlag pontos értéket szolgaltat az integralra. A numerikus integralas pontossaga fiigg
attol, hogy az adott gérbére milyen mértékben illeszkedik az alkalmazott polinom.
[zoparametrikus végeselemek alkalmazéasanal térbeli esetben

dV = dxdydz = Jdédndd. (8.7)
[zoparametrikus végeselemek alkalmazasanal sikbeli esetben
dA = dxdy = Jd&dn. (8.8)
Egydimenzids esetben (8.1. dbra) a Gauss-féle integralas

£=1

b Nint
[rar= [ rx©vis =y "wirlov. (89

£=-1

ahol ] = (b —a)/2 > 0, &, az integralasi pontok, w;, a Gauss-féle integralasi sulyok.

fz.-] | ¢ f.: 1
ninl =1 -"-
ninr:2 +
nmr:3 +

8.1. abra A numerikus integralas egydimenzids esetben

Az a = —1 és b = 1 intervallum esetén a Gauss-féle integralasi pontok és integralasi sulyok a
kovetkezok:
Nine Sk Wi
1 0.000000000000000 2.000000000000000
2 -0.577350269189626 1.000000000000000
0.577350269189626 1.000000000000000
3 -0.774596669241483 0.555555555555555
0.000000000000000 0.888888888888888
0.774596669241483 0.555555555555555

8.1. tdblazat Gauss koordinatak és Gauss sulyok
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10. példa
Gauss-tipusu integralas egydimenzioban. Adott az f(x) fiiggvény. Hatarozza meg a pontos

értékét a fliggvény integraljdnak egypontos, kétpontos és harompontos formuladkkal az adott
intervallumban és hasonlitsa az 6ssze a kapott eredményeket!

Adatok:
f(x) =sinx,a=0,b=m/2
Az integral pontos értéke:

I = jnsinx dx = [—cosx]§ = —cosm — (—cos0) = —(—1) — (—1) =2
0

A Gauss-féle kvadratura alkalmazasa alapjan

£=1

b Nint
[rwar= " rx©vas=) "wirlov.

£=—1
ahol] = (b—a)/2 =m/2.

10a, Egypont formula haszndlata
(Nipe = 1),ahol & = 0 éswy = 2:

§=1 1
e = [ Sinlx@Vdg =Y wesinbx 0V = wisinlx(@)Y
& k=1

=1
A leképezés

2 1 1
x(§) = Zileixi = Nuxy + Noxy = 5(1 =)0+ 51+ = g(l +¢)
& =0-raazx(§) =mn/2, azaz

=1 =314 # 2

T
T

Iy, =1 = wisin[x(§)]] = 2 - sin

A hiba mértéke 54%.

10b, Kétpont formula hasznalata
(Nine = 2), ahol & = —0.577350269189626, ¢, = 0.577350269189626 ¢és w; =1,
w, = 1:

§=1 2
Lyjpe=2 = j sin[x(§)]Jd¢ = Z wiesinfx (§)]] = wysin[x(§)]] + wesin[x(§2)]]
£ k=1

=1
A leképezés

2 1 1
x(§) = Z-leixi = Nixq + Nox, = 5(1 —$)0 +§(1 +m = g(l +$)

& = —0.577350269189626-rc x(&,) = 38.03847577° és
&, = 0.577350269189626-re x(&,) = 141.9615242°, azaz
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I, = wysin[x(&)]] + wysin[x(&,)]] = 1.935819575 + 2

int=2
A hiba mértéke 3.31%.
10c, Harompont formula hasznalata

(Nine = 3), ahol & = — — 0.774596669241483, &, = 0, & = 0.774596669241483, és
w; = 0.555555555555555, w, = 0.888888888888888, w; = 0.555555555555555:

§=1 3
s = | SOV =Y wisinln o)

=-1
A leképezés

2 1 1
@)= ) N =Nox+ Vo, = 5 (1= 90+ 51+ D =51 +8)

& = —0.774596669241483-re x(&;) = 20.28629977° és

& =0-rex(&) =m/2és
& = 0.774596669241483-ra x(&3) = 159.7137002°, azaz

I, = wysin[x(&)]] + wysin[x(&,)]] + wysin[x(&5)]] = 2.001388914 =~ 2

int=3
A hiba mértéke 0.069%.

Kétdimenzids esetben négyszog tartomanyon a Gauss-tipusu numerikus integralas

LfmwM=LLfmwmw=

&=1 ,rn=1

E=—1Jn=-1

= ant nmtwkwlf[x(fk,m),y(fk,m)]](fk,m),

k=1 =1

ahol &, és n; az integralasi pontok, wy és w; a Gauss sulyok. 2x2 pontos (4 pontos integralas)
integralasnal az integralasi pontok helyzete a 8.2. abran lathato.

An
e 1 o>
n=0.57
k=11=2 k=21=2
yI -1 1
£
X =057
k=1l=1 k=21=1
® ®
] -1 2

E=-057 =057
8.2. abra Numerikus integralas négyszog tartomanyon kétdimenzids esetben
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Ebben az esetben az integralt az alabbi modon kozelitjiik

Zk=1 lzlwszf[x(fk,m),y(é”k,m)]](fk,m) =
= wywy f[x(€1,11), y(E,mD & n) + waw, fIx(€1,12), y (&) 1] (ELn2) = (8.11)

= wow, f[x(&2,m1), ¥ (&2, nD1 (2, m1) + wow, fx(E2,12), ¥ (2, 12) 1 (2, 12),

ahol &, = n; = —0.577350269189626, £, =n, = 0.577350269189626 ¢s w; = w, = 1.
Kétdimenzids esetben haromszog tartomanyon a Gauss-tipust numerikus integralas

jA fxy)dA = j jy £ e, y)dxdy = o

= Zzzwkf[x(fk’ M) Y oo M1 oo i),

ahol &, és 1, az integralasi pontok, wy a Gauss suly. Harompontos Gauss szabaly esetén az
integralasi pontok helyzete a 8.3. abran lathato.

n

k=3
n=0.66 AN

x
n=0.16 i=1 k=21k' N : 9

1 2
E2016  E=0.66

8.3. abra Numerikus integralas haromszog tartomanyon kétdimenzios esetben

Ebben az esetben az integralt az alabbi modon kozelitjiik

3
lelwkf[x(fk’Uk);Y(fk’Uk)]](fk’Uk) =
= wy f[x(&,n), y(E,n) G n) + waf[x(E2,m2), y(E2, 1201 (&2,12) = (8.13)
= wsf[x($3,m3), y(§3,m3)1/ (§3,m3),

ahol & =1, =§& =13 =0.166666666666667, &, =n, = 0.666666666666667 ¢s
w; =w, = w; = 0.333333333333333.
Térbeli esetben nyolccsomopontt hexaéder tartomanyon a Gauss-tipusi numerikus integralas

'y, 2)dV = ,y,2)dxdydz =
fvf(xyz) fxfyj;f(xyz)xyz
&=1 1 ,0=1
:L f - f[x(an,(),y(i,n,(),Z(E,n,()]](&n,()dsdnd( = (8.14)
P
~ Z mtz mtz int WleWmf x(Ek,nl,(m) J’(Ekﬂlz,(m) Y(gkﬂlz,(m)]](Ek nl,(m)
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ahol &, n; és {,,, az integralasi pontok, wy, w; és w,, a Gauss sulyok. 2x2x2 pontos (8 pontos
integralas) integralasndl az integralasi pontok & =mn; = = —0.577350269189626,
& =1n, =, =0.577350269189626 és w; = w, = 1.

8.2. A merevségi matrix kiszamitasa a Gauss-féle kvadratiaraval

Kétdimenzids négyszog elem elemi merevségi matrixa felhasznalva (8.1) és (8.4)-et
K¢ = j B¢TC¢B¢ dA = j j B°TC®B® dxdy, (8.15)
A x Jy

ahol az integrandusz az x és y csomoponti értékek fliggvénye. Az elemi merevségi matrix
négyszog elemre az &, helyi koordinatak szerint az elemen -/ és / hatarok kozott,

1 1
K¢ =j j B¢TC¢B¢ Jdédn. (8.16)
-1v-1
2x2 pontos integralassal (4 pontos integralas)

1 1
Ke = j j BeTCeB® jdédn =
-1J-1

= B(&1,11)°TC°B(&1, 11)¢) (€, n)wywy + (8.17)
+B(&1,12)¢TCB(&1,12)¢) (&1, m)wywy +
+B(&2,11)¢TC*B(&2,11)¢] (&2, )wowy +

+B(&2,12)°T CEB(&3,1m2)°] (&2, ) wowy,

ahol &, =n, = —0.577350269189626, ¢, =n, = 0.577350269189626 és w; = w, = 1.
Behelyettesitve a (8.17) egyenletbe a sulyokat kapjuk, hogy

1 1
Ke = j j BT C¢B® Jdédn =
-17-1

= B(&1,n1)¢TCeB(&1,m1)¢ (1, m1) + (8.18)
+B(&1,m2) T CB(&1,12)¢ (§1,m2) +

+B(&2, 1) CB(&2,11)¢] (&2,m1) +
+B(&2,12)T CEB(&,, 2T (&2, 12).

A kovetkezd 1épés a Jacobi meghatarozasa, majd az alakvaltozas-csoméponti elmozduléas
matrix kiszamitasa minden egyes Gauss integralasi pontban, végiil a miivelet elvégzése.
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9. ALTALANOS CELU VEGESELEMES PROGRAM-
CSOMAGOK

A végeselemes vizsgalat harom egymastdl elkiiloniild modulbol all. Az elsé az un.
adatbeviteli rész (preprocessing), a masodik a megoldd rész (processing), mig a harmadik rész
az eredmények kiértékelés rész (postprocessing). Ez a felosztds a 9.1. dbran lathato.

Végeselem program

Adatbeviteli Megoldo Eredmények
— —
modul modul kiertékelése

9.1. abra A végeselemes programok f0 részei

Az adatbeviteli résznél épitjiik fel a pontos végeselem modellt, azaz megadjuk a geometriat,
hozzarendeljik az anyagot, felépitjik a végeselemes haloét, valamint megadjuk a
peremfeltételeket terhelések és megtamasztasok formajaban.
Az adatbeviteli rész altalanos Iépései:
1. A szerkezet, vagy alkatrész geometridjanakfelépitése
a, a geometria importalasa mas allomanybol
b, a geometria felépitése a végeselemes programban
pontok,
vonalak,
feliletek,
térfogatok segitségével.
2. A szerkezet, vagy alkatrész végeselemes behalozasa
csomépontok,
elemek.
3. A szerkezet, vagy alkatrész anyaganak definialasa
4. A szerkezet, vagy alkatrész terhelésének definialasa
5. A szerkezet, vagy alkatrész megtamastasanak definialasa

A megoldd modulban torténik a merevségi matrix generaldsa, a linearis algebrai
egyenletrendszer megoldasa a csomoponti valtozokra. Ez egy un. fekete doboz.
A megold6 modul altalanos lépései:
1. Az elemek merevségi matrixok €s a csomdponti tehervektorok felépitése
2. A szerkezeti merevségi matrix ¢és a szerkezeti tehervektor felépitése
3. A kinematikai peremfeltételek figyelembe vétele
4. A linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa, amely szolgaltatja a csomdponti
elmozdulasokat
5. Az alakvaltozasi €s fesziiltségi értékek szamitasa minden egyes csomopontban, vagy az
elemek belsejében

Az eredmények kiértekelése rész, ahogy az a nevében is benne van, az eredmények
megjelenitésére szolgal. Amennyiben a megoldas josagat jovahagytuk, gy a vizsgalat
szempontjabol sziikséges mennyiségek megjelenithetdk és kiértékelhetok.

Szerkezeti vizsgalatok sordn az eredmények kiértékelése legtobbszor:

1. A deformalt alak megjelenitése

2. A fesziiltségek, igénybevételek, tdmaszerorendszer megjelenitése
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9.1. Bevezetés a Femap 9.3 végeselem programba

A Femap egy CAD fiiggetlen Windows-alapu pre- és postprocesszor [14]. A CAD fliggetlen
azt jelenti, hogy szdmos CAD rendszerbdl importalhatunk €s dolgozhatunk fel a geometriat,
igy példaul Solid Edge-bol, NX-bdl, Catia-bol, SolidWorks-bdl, stb. A Femap-be az NX
Nastran megoldot integraltdk, de tdmogat mdas ipari megoldot is, igy az MSC Nastran-t,
Abaqus-t, Ansys-t, MSC Marc-ot, LS-DYNA-t, stb.

A Femap vonalelem konyvtarat a 9.1. tablazat tartalmazza.

Rod Egyirdnyu elem huzasra és nyomasra. | Egyenes két csomdponttal
Nincs nyiras €s hajlitas.

Tube Cs6 Egyenes két csomdponttal

Curved tube Gorbe cso Gorbe két csomoponttal

Bar Egyirdnyt elem hizasra, nyomasra, | Egyenes két csomdponttal
csavardsra €s hajlitasra.

Beam Egyirdnyt elem htzasra, nyomasra, | Egyenes két, vagy harom

csavardsra €s hajlitasra.

csomoéponttal

Curved beam

Gorbe rad

Gorbe két csomoponttal

Link

Osszeko6td elem

Egyenes két csomoponttal

Spring Merevitd, vagy csillapitd elem Egyenes két csomoponttal
DOF spring Csomoponti rugd Két csomopontot kapcsol dssze
Gap Hézag Egyenes két csomdponttal
Plot only Egyenes két csomdponttal.

9.1. tdblazat Vonalelem konyvtar

A Femap sikbeli elemeinek konyvtarat a 9.2. tablazat tartalmazza.

Shear panel Nyiro Sikbeli elem, harom-, vagy hatcsomopontu
igénybevételre haromsz0g. négy-, vagy nyolccsomopontl négyszog.

Membrane Membran Sikbeli elem, harom-, vagy hatcsomopontu
haromsz0g. négy-, vagy nyolccsomopontl négyszog.

Bending Hajlitasra Sikbeli elem, harom-, vagy hatcsomopontu
haromsz0g. négy-, vagy nyolccsomopontl négyszog.

Plate Lemez Sikbeli elem, harom-, vagy hatcsomopontu
haromsz0g. négy-, vagy nyolccsomopontl négyszog.

Laminate Kompozit Sikbeli elem, harom-, vagy hatcsomopontu
haromsz0g. négy-, vagy nyolccsomopontl négyszog.

Plane strain Sikalakvaltozas | Sikbeli elem, hdrom-, vagy hatcsoméponta
haromszog. négy-, vagy nyolccsomopontl négyszog.

Axisymmetric Tengelyszimmet- | Egyenes ¢€s parabola kettd, vagy harom

shell rikus héj csomoponttal.

Planar plot only Linearis haromszog és linearis négyszog.

9.2. tdblazat Sikbeli elem konyvtar
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A Femap térbeli elemeinek konyvtarat a 9.3. tdblazat tartalmazza.

Axisymmetric | Kétdimenzios elem Sikbeli elem, hadrom-, vagy hatcsomopontu
forgasszimmetrikus testek | haromszdg. négy-, vagy nyolccsomdpontt
modellezésére négyszog.

Solid Héaromdimenzids test elem | Négy-, vagy tizcsomopontu tetraéder, nyolc-

térbeli szerkezetek
modellezésére

, vagy hiszcsomdpontt téglatest.

9.3. tdblazat Terbeli elem konyvtar

A Femap anyagkonyvtarat a 9.4. tablazat tartalmazza.

Isotropic Az anyagi tulajdonsagok nem fliggnek az iranytol
Orthotropic Az anyagi tulajdonsagok iranyfliggdek (merdleges irdnyban)
Anisotropic Altalanosabb, mint az ortotrép, de hasonlé tulajdonsagokkal
Hyperelastic Nagy alakvaltozasra képes anyagok

9.4. tdblazat Anyagkonyvtar

A Femapben definialhato terheléseket a 9.5. tablazat tartalmazza.

Body or global

Acceleration

transzlacios (gravitacio) €s forgdbmozgas.

Velocity

forgobmozgas

Thermal

alapértelmezett hdmérséklet

Nodal

Force/moment

Displacement

Velocity

Temperature

Heat generation

egységnyi térfogatra értelmezett hdenergia

Heat flux

egyseégnyi feliiletre értelmezett hdenergia

Elemental

Distributed

megoszlo terhelés

Pressure

Temperature

Heat generation

egységnyi térfogatra értelmezett hdenergia

Heat flux

egyseégnyi feliiletre értelmezett hdenergia

Convection

Radiation

Geometry-based

Points

Lines

Surfaces

9.5. tdblazat A terheléstipusok konyvtara

A Femap-ben szamos mddon definidlhatunk megtamasztasokat (csomoponti, geometriabol

szadrmazo, stb.).
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10. NUMERIKUS PELDAK

1. Numerikus példa (Onsiilyaval terhelt prizmatikus rid - programozas)

Egy alland6 korkeresztmetszetli rd onsulyaval terhelt. A rad az egyik végén meg van fogva.
A rud anyaga acél. A problémat a 10.1. dbra mutatja. Hasonlitsa Ossze a végeselemes
szamitasokra kapott eredményeket az elmozdulasok ¢€s a fesziiltségek vonatkozasaban 1, 2, 4
vagy 8 végeselem alkalmazasa esetén!

T“‘“j““/

INN
v | e
v [
Yx
10.1. abra Onstilyaval terhelt prizmatikus rad
Adatok:
d = 30mm
N
E=21-10°——
mm
[ =2000mm
kg
0= 7800?

A program Scilab 3.1 kdrnyezetben késziilt:

//Bemend adatok (Kizarolag a Nelem valtozot sziikséges valtoztatni: 1, 2, 4 vagy 8)//
Nelem=1;
Nnodes=Nelem+1;
E=2.1e5;

A=7.0685¢e2;

g=9.81;

ro=7.8e-6;

L=2000;

pm=A*ro*g;

Le=L/Nelem;
Kg=zeros(Nnodes,Nnodes);
fg=zeros(Nnodes,1);
g=zeros(Nnodes,1);
s=zeros(Nnodes,1);

114



for ie=1:Nelem
Ke=zeros(2,2);
fe=zeros(2,1);
Ke(1,1)=A*E/Le;
Ke(1,2)=-A*E/Le;
Ke(2,1)=-A*E/Le;
Ke(2,2)=A*E/Le;
fe(1,1)=pm*Le/2;
fe(2,1)=pm*Le/2;
ik=ie;
v=iet+l1;
jk=ie;
jv=ie+l;
Kg(ik:iv,jk:jv)=Kg(ik:1v,jk:jv)+Ke;
fe(ik:iv,1)=fg(ik:iv,1)+fe;
end

//Peremfeltételek definialasa//

Kg(:,1)=zeros(Nnodes,1);

Kg(1,:)=zeros(1,Nnodes);

Kg(1,1)=1;

fg(1,1)=0;

Kgi=inv(Kg);

q=Kgi*fg;

for i=1:Nnodes
s(1,1)=(i-1)*Le;

end

subplot(2,1,1)

plot2d(s,q)

B=zeros(1,2);

B(1,1)=-1/Le;

B(1,2)=1/Le;

qe=zeros(2,1);

for ie=1:Nelem
qe(1,1)=q(ie,1);
qe(2,1)=q(ie+1,1);
xe(1,1)=s(ie,1);
xe(2,1)=s(ie+1,1);
sige=E*B*qe
ye(1,1)=sige;
ye(2,1)=sige;
subplot(2,1,2)
plot2d(xe,ye)

end
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10.3. abra Az eredmények N = 4 ¢és N = 8 esetekre
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2. Numerikus példa (Huzasra igénybevett prizmatikus rad)

Egy allando kor keresztmetszetli prizmatikus rad a sajat sulyaval €s a végén 1évo feliileten
megoszld terheléssel van terhelve. A rud maésik vége meg van fogva. A rad anyaga
aluminium. A problémat a 2.9. dbra mutatja be. A tarté harom vonalelemmel lett modellezve
a kozépvonala mentén. El0szor épitse fel a végeselemes modellt, majd a Femap 9.3
segitségével futasson le végeselemes szamitéast. Ertékelje ki a csomOpontok elmozduldsait és
az elemekben ébredd er6k nagysagat. Szemléltesse a raderdket €s a reakciderd vektorat.

Adatok:
d = 30mm
N
E=69-10* >
mm

[ =1000mm

kg
Q = 2700?
E, = 5N

A geometria megaddsa

//A modell felépitését célszerli mindig a geometria létrehozasaval kezdeni, hiszen majd erre
fogjuk felépiteni a végeselemes modellt. Egyszerii geometriat érdemesebb a Femap-on beliil
felépiteni, mint importalni egy kiils6 CAD szoftverbdl. Els¢ lépésként egy vonalat fogunk
megrajzolni egy milliméteres léptéket hasznalva.//

Geometry/Curve-Line/Project Points...

In Locate- Enter First Location for Projected Line dialog box set

X=0; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Second Location for Projected Line dialog box set

X=1000; Y=0; Z=0, then Click OK, then Cancel

Hit Ctrl+A key to Autoscale the graphics window

Y

8]

!,——.'.1'-"-)(

10.4. dbra A prizmatikus rad modellezése egy vonallal

Az anyag és tulajdonsag definialasa

//Mielott behdloznank a modellt sziikséges, hogy definialjunk a halézasra alkalmazando
tulajdonsagokat. A definialand6 tulajdonsagban hatarozzuk meg a végeselem tipusat, tovabba
az alkalmazand6 anyagtorvényt.//

Az anyag megaddsa

//A rad anyaga aluminium, amit jOol lehet modellezni egyszerli homogén, linedris és
izotropikus viselkedést leird anyagtorvénnyel. Ebben az esetben az altalanos Hooke-torvény
értelmében elegendd az aluminium rugalmassagi moduluszat €s Poisson tényezdjét megadni.
A slirliség értékét is megadjuk- mm3-re vonatkoztatva, erre az 6nsuly szdmitisa miatt lesz
sziikség.//

Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box

Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic

117



Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set
Title: Aluminum

Young Modulus, E: 6,9E4

Poisson’s Ratio, nu: 0,33

Mass Density: 2,7E-6

Click OK (material 1 created), then Cancel

A tulajdonsag definidaldsa

// A mar definidlt anyagtorvény felhaszndldsaval és beam (gerenda) tipusi elem
kivalasztasaval egy Uj tulajdonsagot fogunk Iétrehozni. A beam elem egy vonalelem, a
mechanikdban megszokott kozépvonaldban modellezett radszerkezetek vizsgélatakor
hasznaljuk. Beam elem esetén definialni kell a modellezett rdd keresztmetszetének a
mechanikai tulajdonsagait. A Femap 9.3 rendelkezik beépitett altalanos keresztmetszetekkel,
melyek koziil kivalasztva a megfeleldt a program automatikusan kiszamolja a sziikséges
értékeket.//

Model/Property

In Define Property — PLATE Element Type dialog box

Click Elem/Property Type

In Element/Property Type dialog box choose Beam (line Elements)

Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Give a Title such as: 30mm diameter BEAM

Material: 1..Aluminum

Click Shape button

In Cross Section Defining dialog box

Shape: Circular Bar

Radius: 15

Click Draw section, then Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Click OK (Property 1 created), then Cancel

Cross Section Definition ¥ | rDcﬁhc Property - BEAM Element Type &ﬂ
@ Siaeciand MASTRAM =
e = Titke  Beam_Alumiam Material 1..Alminium * |af
z Sze Cokr 110 |Palette...| Layer 1
Hadus 15, Property Vakses Stress Recovery (2 to 4 Blank=Square)
Tapered Beam End A - z
Area, A 05,8583 Enda1 0 s

Moment of Inertia, I1or lzz  39760,78
I2orlyy 39760,78

IZerlry O,

el Torsional Constant, 1 79454,62

1 ] =] 3 s> ¥ Shear Area 6264018

i3 o] (] 14 ]| Z Shear Area 26,3018

Reference Point Nonstruct mass fength 0,
Orientation Direction (y) Warping Constant 0,
s Pesimeter 94,24778
ot S Center Offpet A s e ¥ Newtral Axis Offset 0, 0, pr—
Compuse Warping Constant Z Meutral Axis Offest 0, o,
Section Evalustion |Ongnal > . .
l = ] —= | boad.. Save... | Copv.. | OK J Cancel

10.5. abra A kivalasztott keresztmetszet €s tulajdonséagai
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Végeselemes halozas

//Kovetkezd 1épés a halozéas. Elsoként a haldstrtiséget fogjuk megadni a vonal mentén.
Halozni az eldbb definialt tulajdonsaggal fogunk. Az elem orientacidjat is meg fogjuk adni
egy vektorral. Fontos, hogy orientacios vektor nem lehet parhuzamos a behdlozand6 vonallal.
Végiil megjelenitjiik a 1étrehozott elemek €s csomdpontjaik sorszamat.//

Mesh/Mesh control/Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box

Select the defined curve in the graphics window, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box

Select Number of Elements, then write 3 in field

click OK, then Cancel

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s)to Mesh dialog box

Select the defined curve in the graphics window, then click OK
In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 1..30 mm diameter BEAM, then Click OK

In Vector Locate — Define Element Orientation Vector dialog box set
In Base fields: X=0; Y=0; Z=0

In Tip fields: X=0; Y=1; Z=0

Click OK (3 Elements Created)

View/ Visibility

In Visibility dialog box Select Entity/ Label Tab

Pick Labels, then Click to All Off Button

In Mesh section Select Node and Element, then Click Done

A megfogasok definidlasa

/IA Femapban mindig gy kell definidlni a kinematikai peremfeltételeket, hogy a modell
statikailag hatarozott szerkezet legyen. A Femap a modellt mindig térbeli feladatként kezeli,
emiatt a befogas helyén a csomdpont minden egyes szabadsagfokat gatoljuk.//

Model/ Constraint/ On Point

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Point(s) to Select dialog box

Choose the point 1 on the left end of the rod , then click OK

In Create Constraint on Geometry dialog box

Title: Support

Select Fixed, then Click OK, then Click Cancel

View/ Visibility

In Visibility dialog box Select Entity/ Label Tab

Pick Labels, then Click to All Off Button

In Mesh section Select Node and Element, then Click Done

A terhelés megaddsa

// Tovabbi peremfeltételként irjuk eld a rudat terheld erdt. Ezutan az 6nsalybol adodoé terhelést
adjuk a tartora, ehhez azonban meg kell adnunk a modelltérben a gravitaciés vektor
nagysagat, iranyat és értelmét. A nagysagat m/s? mértékegységben adjuk meg, hiszen csakis
igy adodhat a gravitacios erd mértékegységének N.//

Model/ Load/ On Point

In New Load Set dialog box
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Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Point(s) to Select dialog box

Choose the point 2 on the right end of the rod , then click OK

In Create Loads on Points dialog box

Title: huzas; Choose Force and set Load value to: Fx=5

Click OK, then Cancel

Model/Load/Body

In Create Body Loads dialog box

Translational Accel/Gravity (lenght/time/time) select Active

Set Ax value to 9,81

Click OK

Select Loads Visibility

Hit Ctrl+G key to Regenerate the graphics window

//Megjelent a gravitacids vektor irdnya és nagysdga a koordinata-rendszerben.//
Y }:!.81 Ig1 1 .2 2 .3 3 4 5,

[ T
10.6. abra A prizmatikus rad végeselem modellje

Végeselemes szamitas

/I Az NX Nastran megolddt hasznalva linearis statikus vizsgalatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése

//Kovetkezd 1épésként ki fogjuk listdzni a végeselemes analizis eredményét, igy a
csomépontok elmozdulasat, valamint az elemekben ébredd ruderdt.//
List/Output/Standard. ..

In Select Output Set(s) to list dialog box

Select 1..NX NASTRAN Case 1, then Click OK

In List Formatted Output dialog box

Title: Elmozduldsok

Sort Field: Choose 2..T1 Translation from the drop down list

Format ID: Select 0..NASTRAN Displacement, then click OK

In Entity Selection — Select Node(s) to List dialog box

Click Select All button, then Click OK

120



Elmozdulasok
Point ID T1 T2 T3
1 0 0 0
2 1,408022E-4 0 0
3 2,389522E-4 0 0
4 2,944501E-4 0 0

10.1. tdblazat A csomopontok elmozdulasai terhelt 4llapotban

List/Output/Standard. ..

In Select Output Set(s) to list dialog box

Select 1..NX NASTRAN Case 1, then Click OK

In List Formatted Output dialog box

Title: Normal forces

Sort Field: Choose 3022..Beam EndA Axial Forces from the drop down list
Format ID: Select 0..NASTRAN CBEAM Forces, then click OK

In Entity Selection — Select Element(s) to List dialog box

Click Select All button, then Click OK

Az elemekben ébredo ruderok
Element 1D Moments Shears Axial forces
3 0 0 8,120426E+0 [N]
2 0 0 1,436128E+1 [N]
1 0 0 2,060213E+1 [N]

10.2. tablazat Ruderd értékek

A ruderok kiiratdisa

View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Deformed Style: Deform

Contour Style: Criteria

Click to Deformed and Contour Data... Button
In Select PostProcessing Data dialog box
Output Sets: NX NASTRAN Case 1
Deform: 1..Total Translation

Contour: 3022..Beam EndA Axial Force
Click OK all dialog boxes

Y a8 1 1 _2 2 _3 3 4
I F 20.602 14.361 8.1204
Output ;E-WNASTHAN Case 1

Deformed(0.000234): Total Translation
Criteria: Beam EndA Axial Force

10.7. abra Az elemekben ébredo raderok
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3. Numerikus példa (Hegesztett racsos szerkezet vizsgalata)
Ebben a példaban egy hegesztett racsos szerkezetet fogunk vizsgéalni beam elemekkel.

y.ll

Im

x v

é; 15 kN

Im 3m Y 3m Im

._‘
T -

10.8. abra A szerkezet mechanikai modellje

Adatok:

Cso keresztmetszetének méretei:

Atméré: 200mm

Falvastagsag: 7mm

Zart szelvény keresztmetszetének méretei:
Magassag: 250mm

Szélesség: 150mm

Falvastagsag: 7mm

Anyag: S235 acél

Terhelés: F=15kN

A geometria megaddsa:

//A szerkezet méreteibdl adoddan méter 1éptékben rajzoljuk meg a geometridt a gépészetben
megszokott milliméter 1épték helyett. Erre van lehetdségiink, hiszen a Femap 9.3 egy
mértekegység rendszer nélkiili szoftver, igy annak megvalasztdsa rajtunk mulik. Emiatt
fokozottan figyeljiink az adatok megfeleld egységben valé megadasara.//

Geometry/Point

In Locate - Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set

X=0; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set

X=3; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set

X=3; Y=3; Z=0, Click OK then Cancel

Hit Ctrl+A key to Autoscale the graphics window

10.9. abra A racsos tartd bal oldala

122



Geometry/Curve-Line/Points...

In Create Line from Points dialog box
Pick point 1 then point 2

Click OK (curve 1 created)

In Create Line from Points dialog box
Pick point 2 then point 3

Click OK (curve 2 created)

In Create Line from Points dialog box
Pick point 3 then point 1

Click OK (curve 3 created), then Cancel

Geometry/Copy/Curve...

In Entity Selection — Select Curve(s) to Copy dialog box
Select All

Click OK

In Generation Options dialog box

Repetitions: 1

Click OK

In Vector Locate — Select Vector to Copy Along dialog box
Base: X=0; Y=0; Z=0

Tip: X=3; Y=0; Z=0

Click OK

Geometry/Curve-Line/Points...

In Create Line from Points dialog box
Pick point 3 then point 6

Click OK (curve 7 created)

Geometry/Reflect/Curve...
In Entitty Selection — Select Curve(s) to Reflect dialog box
Select all

Pick Remove

Pick curve 5 (or write 5 in ID, than Click More)
Click OK

In Generation Options

Click OK

In Plane Locate — Select Reflection Plane
Select Base X field, then hit Ctrl+P key (in this way you can select points in the graphics
window)

In Base field select point 5

In Point 1 field select point 6

In Point 2 field write X=6;Y=0; Z=1

Click OK

10.10. abra A Femap-ban felépitett geometria
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Az anyag és tulajdonsag definialasa

//Els6 lépésként anyagmodellt fogunk létrehozni. Mivel a szerkezet keresztmetszete valtozo,
kétfele elem tulajdonsagot sziikséges definidlni. Az elem tulajdonsdgok anyagtorvénye
egyez0, eltérés az elemekhez hozzarendelt keresztmetszetekben lesz.//

Az anyag megaddsa

//Az S235 szerkezeti acél egy izotrop tulajdonsdgi anyag. Folyas hatar alatt az izotrop
anyagtorvény paraméterei koziil elég az altalanos Hooke-torvényhez sziikséges
anyagjellemzdket megadni. Az 6nsuly figyelembe vétele miatt megadjuk a stirtiséget is.//
Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box

Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic

Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set

Title: S235 Steel

Young Modulus, E: 2,06e11 (remember we chosed m for unit)

Poisson’s Ratio, nu: 0,3

Mass Density: 7,85¢3

Click OK (material 1 created), then Cancel

A tulajdonsag definidaldsa

//Hegesztett szerkezetek modellezésekor mindig beam elemeket alkalmazunk. A beam elemek
végpontjai nyomaték felvételére is alkalmasak. A Femap 9.3 beépitett keresztmetszeteket
tartalmaz, amelybdl most a korgylri és a zértszelvény keresztmetszeteket fogjuk
alkalmazni.//

Model/Property

In Define Property — PLATE Element Type dialog box

Click Elem/Property Type

In Element/Property Type dialog box choose Beam (line Elements)

Click OK

In Define Property — BEAM Element Type dialog box

Give a Title such as: 200mm diameter BEAM

Material: 1..S235 Steel

Click Shape button

In Cross Section Defining dialog box

Shape: Circular Tube

Radius: 0,1

Thickness: 0,007

Click Draw section, then Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Click OK (Property 1 created)

In Define Property — BEAM Element Type dialog box
Title: 250x150x7 Beam

Material: 1..S235 Steel

Click Shape button

In Cross Section Defining dialog box

Shape: Rectangular Tube

124



Size: Height= 0,25; Width= 0,15; Thickness= 0,007
Click Draw section, then Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box
Click OK (Property 2 created), then click Cancel

Végeselemes halozas

//Els6 1épésként eldirjuk a halosiirtiséget majd az also ¢€s felsd szalat fogjuk behaldzni, rossz
orientacioval. Ezutan megjelenitjiik a keresztmetszetet, majd javitjuk az orientaciojat. Végiil
behal6zzuk a megmaradt vonalakat is.//

Mesh/Mesh control/Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box

Select All then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box

Select Number of Elements, then write 1 in field,

click OK, then Cancel

10.11. abra 250x150x7 Beam elemekkel haldbzandd vonalak

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Mesh dialog box

Pick the highlighted curves (Curve IDs 1,4,7,8,11,13)

Click OK

In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 2..250x150x7 Beam, then Click OK

In Vector Locate — Define Element Orientation Vector dialog box
Click Methods, then select Global Axis

In Vector Global Axis — Define Element Orientation Vector dialog box
Select Y Axis, then Click OK (6 Element(s) Created)

F6 key (view options)

In View Options dialog box

Category: Labels, Entities, and Color

Option: select Element Orientation/Shape

Element Shape: select 3..Show Cross Section

Click OK

//A keresztmetszet jobb lathatosagéért hasznaljuk a kozelitést és a forgatast.//
Modity/ Update Elements/ Line Element Orientation

In Entity Selection — Select Element(s) to Update Orientation

Select All then click OK

In Update Element Orientation dialog box

Select Vector, then click OK

In Vector Global Axis — Define Element Orientation Vector dialog box
Select Z Axis, then click OK

Ctrl+G key to Regenerate the window
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A 200mm Beam elemek létrehozdsa

10.12. abra A 200mm Beam elemek 1étrehozasa

F8 key/View Rotate dialog box
Click XY _Top button, then Click OK

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Mesh dialog box

Pick the highlighted curves (Curve IDs 2, 3, 5, 6, 9, 10, 12)

Click OK

In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 1..200mm diameter BEAM, then Click OK

In Vector Global Axis — Define Element Orientation Vector dialog box
Click Methods, then select Normal to view

In Vector Normal to view — Define Element Orientation Vector dialog box
Click OK (7 Element(s) Created)

Egybeeso csomopontok egyesitése

/ITobb lépésben elvégzett halozaskor mindig lesznek egymassal ugyan egybeesd, de fliggetlen
csomédpontok. Ezeket az egybeesd csomdpontokat egyesiteni kell.//
Tools/ Check/ Coincident Nodes

In Entity Selection dialog box

Select All, then Click Ok

In Check/Merge Coincident dialog box

Action: Merge

Keep ID: Automatic

Move To: Current Location

Click OK (8 Node(s) Merged

Halozas utan a grafikus ablaknak egyeznie kell a kdvetkezé képpel:

10.13. abra A behalozott racsos szerkezet
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A megfogasok definidlasa

Model/ Constraint/ Nodal

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box
Pick point 5, then click OK

In Create Nodal Constraint/ DOF Dialog box

Title: Supportl

Select Coord Sys: 0.. Basic Rectangular

Select TX; TY; TZ; RX; RY, then Click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box
Pick point 11, then click OK

In Create Nodal Constraint/ DOF Dialog box

Title: Support2

Select Coord Sys: 0.. Basic Rectangular

Select TY; TZ; RX; RY

Click OK, then Click Cancel

A terhelés megaddsa

Model/ Load/ Nodal

In New Load Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box
Pick point 10, then click OK

In Create Loads on Nodes dialog box

Title: Loading; Force FY=-15000

Click OK, then Cancel

Model/Load/Body

In Create Body Loads dialog box

Translational Accel/Gravity (lenght/time/time) select Active
Ay value=-9,81

Click OK

Végeselemes szamitas

//Az NX Nastran megoldot hasznalva linearis statikus vizsgélatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése

F5 key (view select)
In View Select dialog box

127



Deformed Style: Deform

Contour Style Criteria

Click Deformed and Contour Data

Select PostProcessing Data dialog box

Output vector; Deform: 1..Total Translation
Contour: 3164..Beam EndA Max Comb Stress
Click OK all dialog box

15000.

10.14. abra Fesziiltségallapot megjelenitése a deformalt alakon
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4. Numerikus példa (Statikailag hatarozatlan tarto)
Tekintsiik a 4.8. abran 1év0 statikailag hatarozatlan befogott tartét. Feladatunk meghatarozni a
csomdpontok y tengely menti elmozdulasat és z tengely koriili elfordulasat.

Adatok:

[ =1000mm

d = 30mm

E = 69000MPa
F = 500N

A geometria megaddsa:

Geometry/Curve-Line/Project Points...

In Locate- Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=0; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=1000; Y=0; Z=0, then Click OK and finally CANCEL

Hit Ctrl+A key to Autoscale the graphics window

Az anyag megaddsa

//A 1ad anyaga aluminium, amelyre a Hooke-torvényt alkalmazzuk, mint anyagtorvény.
Ilyenkor elegendd megadni az anyag rugalmassagi moduluszat és a Poisson tényezot.//
Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box

Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic

Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set

Title: Aluminium

Young Modulus, E: 6,9E4Poisson’s Ratio, nu: 0,33

Click OK (material 1 created), then Cancel

A tulajdonsag definidaldsa

//Az anyag megadisa utan a tulajdonsdgot adjuk meg. Korkeresztmetszetli Beam elemet
valasztunk.//

Model/Property

In Define Property — PLATE Element Type dialog box

Click Elem/Property Type

In Element/Property Type dialog box choose Beam (line Elements)
Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Give a Title such as: 30mm diameter BEAM

Material: 1..Aluminum

Click Shape button

In Cross Section Defining dialog box

Shape: Circular Bar

Radius: 15

Click Draw section, then Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Click OK (Property 1 created), then Cancel
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Végeselemes halozas

Mesh/Mesh control/Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box
Select the defined curve in the graphics window, then click OK
In Mesh Size Along Curve dialog box

Select Number of Elements, then write 2 in field

click OK, then Cancel

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s)to Mesh dialog box

Select the defined curve in the graphics window, then click OK

In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 1..30 mm diameter BEAM, then Click OK

In Vector Locate — Define Element Orientation Vector dialog box set
In Base fields: X=0; Y=0; Z=0

In Tip fields: X=0; Y=1; Z=0

Click OK (2 Elements Created)

A megfogasok definidlasa

Model/ Constraint/ Nodal

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Nodal(s) to Select dialog box
Choose the nodel 1 on the left end of the rod , then click OK
In Create Nodal Constraints/DOF dialog box

Title: Supportl

Select Fixed, then Click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box
Pick node 2 on the middle of the rod , then click OK

In Create Nodal Constraint/ DOF Dialog box

Title: Support2

Select Coord Sys: 0.. Basic Rectangular

Select TY, Click OK, then Click Cancel

A terhelés megaddsa

Model/ Load/ Nodal

In New Load Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Nodal(s) to Select dialog box
Pick node 3 on the right end of the rod , then click OK

In Create Loads on Nodes dialog box

Title: Hajlitas; Choose Force and set Load value to: Fy=-500
Click OK, then Cancel

Végeselemes szamitas

//Az NX Nastran megoldot hasznalva linearis statikus vizsgélatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box
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Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése

//Jelen példanal a szamunkra fontos informaciok a csomoéponti elmozdulas €s szdgelfordulas
értékek. Ezeket fogjuk kilistazni.//

List/Output/Results to Data Table (If this is option is unavailable, Turn on it Tools/Data
Table)

OK to Unlock Data Table? Click Yes

In Send Results to Data Table dialog box

Select Output Sets: in Columns; Output Vectors: in Columns; Nodes/Elements: in Rows
In Coordinate System (Nodal Output Only) Select 0..Basic Rectangular

In Results to Add to Data Table dialog box

Pick Outputs Sets: 1..NX NASTRAN Case 1

Pick Output Vectors: 3..T2 Translation and 8..R3 Rotation; Click OK

In Entity Selection — Select Node(s) to Report

Choose Select All Button, then Click OK

/IA Data Table megnyitasaval az alabbi adatoknak kell megjelenni://

D CSys X v 7 1.NX NASTRAN Case 1, | 1.NX NASTRAN Case 1,
1D 3..T2 Translation 8..R3 Rotation
1 0 0 0 0 0 0
0 500 0 0 0 -0.01145968 [rad]
3 0 1000 0 0 -13.33895 [mm] -0.03424085 [rad]

10.3. tdblazat A csomoponti elmozdulasok és szogelfordulasok

10.15. ébra A tarté kdzépvonalanak alakvaltozasa (N=2 és N=8)

131



5. Numerikus példa (Hidraulikus emelégép vizsgalata hibrid modell alkalmazasaval)
Feladatunk el6zetes méretezés elvégzése egy hidraulikus emeldgépen, mellyel maximalisan
fél tonnas teher emelése a cél. Mondjuk meg mekkora tolderejii munkahengert kell a
szerkezetbe beépiteni! Ezutdn a terhelés hatasara l1étrejott deformaciot, majd a szerkezetben
ébredd fesziiltségeket fogjuk megjeleniteni. Abrazolva a szerkezet igénybevételi abrait,
meghatarozasra keriil a veszélyes keresztmetszet €s az ott ébredd igénybevételek nagysaga.
Végezetiil meghatarozzuk a szerkezet azon részeit, melyekben a fesziiltség értéke meghaladja
a megengedett fesziiltség értékét. Tegyen javaslatot a szerkezet merevitésére.

10.16. abra A hidraulikus emel6gép €s a vazanak keresztmetszete

Adatok:

F=mg

m =500 kg
a=50mm
b=90mm
v=3mm

d = 30mm

E = 206000 MPa
v=20,3

Omeg = 200 MPa

Elozetes tervezéskor a valdsagot jol kozelitd, de a lehetd legegyszeriibb mechanikai modell
megalkotasa a cél. A szerkezetet felépitd szelvényeket kozépvonalaikkal helyettesitve, egy
egyszerii csuklds szerkezet kapunk. Ezekr6l a csuklokrol a modell hélozasakor kell
gondoskodni. A hidraulikus munkahenger szabvanyos elem, igy szilardsdgi méretezése most
nem feladatunk. Ezekbdl adoddan a munkahengert célszerlien egyetlen rud elemmel
helyettesitjiik, melynek végpontjaiban eleve csuklok talalhatdak. A szerkezet tovabbi
részeihez beam elemeket hasznalunk.

A geometria megaddsa:

/IA geometria 5 vonalbdl lesz elkészitve, ennek a halozas szempontjabdl van szerepe.//
Geometry/Point

In Locate - Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set

X=0; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set

X=0; Y=500; Z=0, then Click OK
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In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=0; Y=1200; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=300; Y=1200; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=900; Y=1200; Z=0, Click OK, then Cancel

Hit Ctrl+A key to Autoscale the graphics window

Geometry/Curve-Line/Points...

In Create Line from Points dialog box

Pick point 1 then point 2 on the graphics window
Click OK (curve 1 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 2 then point 3

Click OK (curve 2 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 3 then point 4

Click OK (curve 3 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 4 then point 5

Click OK (curve 4 created)

Pick point 2 then point 4

Click OK (curve 5 created), then CANCEL

Y
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10.17. abra A szerkezet kialakitasa vonalakkal

Az anyag megaddsa

//Az S235 szerkezeti acélra megszokott linearis izotrdpikus anyagtorvényt valasztjuk.//
Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box
Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set
Title: S235 Steel

Young Modulus, E: 2,06E5

Poisson’s Ratio, nu: 0,3

Click OK (material 1 created), then Cancel
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A tulajdonsag definidaldsa

//Mivel két kiilonb6zo tipust elemmel akarunk halozni, két elem tulajdonsagot hozunk Iétre a
definidlt anyagmodell kivalasztasaval. Az egyik lesz a rud vonalelem, mely csakis rudiranyt
erd felvételére alkalmas. A beam vonalelemhez tovabba hozzarendeljiik az alkalmazott
keresztmetszet tulajdonsagait is.//

Model/Property

In Define Property — PLATE Element Type dialog box

Click Elem/Property Type

In Element/Property Type dialog box

Choose Beam (line Elements), then Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Give a Title such as: BEAM 90x50x3

Material: 1..S235 Steel

Click Shape button

In Cross Section Defining dialog box

Shape: Rectangular Tube

Height: 90

Width: 50

Thickness: 3

Orientation Direction (y): Pick Up,

Click Draw section, then Click OK

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box

Click OK (Property 1 created)

In Define Property —- BEAM Element Type dialog box
Click Elem/Property Type

In Element/Property Type dialog box

Choose Rod (line Elements), then Click OK

In Define Property — ROD Element Type dialog box
Title: 30 diameter ROD

Material: 1..S235 Steel

Area, A: 707

Click OK (Property 2 created), then click Cancel

Végeselemes halozas

//Els6ként 50 mm-es elemméretet irunk el a tartoszerkezetet helyettesité vonalakra. Ha tobb
rad elemmel haléozunk konnyen el6fordulhat, hogy mechanikailag instabil szerkezethez
jutunk. Emiatt a munkahenger vonalara a halostirtiséget egy elemre allitjuk. A beam elemek
keresztmetszetének orientaciojat koriiltekintden adjuk meg.//

Mesh/Mesh control/Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box

Pick to Curve: 1,2,3,4 on the graphics window, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box

Select Element Size: 50

Click OK, then Cancel

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box

Pick to Curve: 5 on the graphics window, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box

Select Number of Elements: 1

Click OK, then Cancel

134



View/ Options (or hit F6 key)

In view Options dialog box

Category: Labels, Entities and Color
Options: Element — Orientation/ Shape
Element Shape: 3..Show Cross Section
Click OK

X
10.18. dbra A vonalak mentén eldirt halostiriiség

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Mesh dialog box

Pick curve 1,2 on the graphics window, then click OK

In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 1..BEAM 90x50x3, then Click OK

In Vector Locate — Define Element Orientation Vector dialog box set
Click to Methods Button and Select Global Axis from the drop down list
In Vector Global Axis — Define Element Orientation Vector

Direction: Negative; X Axis

Click Preview Button, then OK (24 Elements Created)

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Mesh dialog box
Pick curve 3,4 on the graphics window, then click OK

In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 1..BEAM 90x50x3, then Click OK

In Vector Global Axis — Define Element Orientation Vector
Direction: Positive; Y Axis

Click OK (18 Elements Created)

Mesh/Geometry/Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Mesh dialog box
Pick curve 5 on the graphics window, then click OK

In Geometry Mesh Options dialog box set

Property: 2..30 diameter ROD

Click OK (1 element Created)
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10.19. abra A behalozott modell

Egybeeso csomopontok egyesitése

//Mivel tobb 1épésben haléztuk be a modellt a csatlakozd vonalak végpontjaiban tobb
csomépont van. Ezek a csomodpontok egymadstol fliggetleniil el tudnak mozdulni, ezért
0sszevonjuk 6ket.//

Tools/ Check/ Coincident Nodes

In Entity Selection dialog box

Select All, then Click Ok

In Check/Merge Coincident dialog box

Tolerance: 1

Click Preview Button (You had to see 3 coincident nodes)

In Preview Coincident dialog box, Click to Done

In Check/Merge Coincident dialog box, Click to OK (3 Nodes Merged)
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10.20. dbra Egybeesé csomopontok

//Kovetkezdekben a szerkezetben 1€v6 csuklopontokat fogjuk a modellben is megvalositani. A
dugattyat helyettesitd rudelem tulajdonsdgab6l addéddan csukldésan kapcsolddik a
szerkezethez. A csatlakozasi pontban viszont a szerkezet ugy viselkedik, mintha 6ssze lenne
hegesztve. A két elem egymashoz képesti elforduldsa, az elem csomopontjaban 1évo
szabadsagfok elengedésével biztosithatdo. Nem megfeleld szabadsagfok elengedése futtatasi
problémat okoz. Megjelenitjiik a beam elemek y tengelyét, és iranyat (x tengely). Az elem
iranyvektora mindig az elem A végpontjabdl a B végpontjaba mutat. Az A pont az origdja az
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elem sajat helyi koordinatarendszerének, melyben igy mar a megfeleld szabadsagfok
elengedése értelemszerti.//

View/ Options (or hit F6 key)

In view Options dialog box

Category: Labels, Entities and Color

Options: Element — Directions, Pick Show Direction

Options: Element — Orientation/ Shape, then Element Shape: 0..Line/Plane Only

Options: Element — Beam Y-Axis, Pick Show Y Axis

Click OK

X
10.21. abra Az elemek helyi koordinata-rendszerei

Modify/ Update Elements/ Beam or Bar Releases

In Entity Selection — Select Element(s) to Update Releases
Pick the element 25 on the graphics window, then Click to OK
In Define Element Releases

End A: Select RZ, then click OK

8 —8 8 =588 8

Y
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10.22. dbra A 25-6s sorszamu elem, RZ szabadsagfokkal rendelkezé csomopont

A megfogasok definidlasa

//A szerkezet aljan 1évo pontot kijelolve fix megfogast irunk el6.//
Model/ Constraint/ On Point

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Point(s) to Select dialog box
Pick point 1, then click OK

In Create Constraint on Geometry Dialog box

Title: Support

Standard Types: Fixed

Click OK, then Cancel
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A terhelés megaddsa

Model/ Load/ On Point

In New Load Set dialog box

Title: (give a Title), then click OK

In Entity Selection — Enter Point(s) to Select dialog box
Pick point 5, then click to OK

In Create Loads on Points dialog box
Title: Loading

Select Force

Load Value: FY=-5000

Click OK, then Cancel

Végeselemes szamitas

/IAz NX Nastran megoldot haszndlva lineéaris statikus vizsgdlatot végziink. Beallitjuk a
kiértekelendé mennyiségeket (elmozdulasok, reakcio erdk, fesziiltségek, az elemekben fellépd
erdk).//

Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click Next 8 times

In Nastran Output Requests dialog box

Uncheck: Applied Load

Check: Displacement, Constraint Force, Force and Stess

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése

/[Feladatunk a tart¢ alakvaltozasatnak megjelenitése, ehhez modositasokat fogunk elvégezni a
nézet beallitdsai ablakban. A deformalt alak felnagyitott allapotot mutat.//
View/ Rotate/ Modell (or hit F8 key)

In view rotate dialog box

Click to XY Top Button, then OK

Hit Ctrl+A key

View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Deformed Style: Deform

Contour Style: Criteria

Click to Deformed and Contour Data... Button

In Select PostProcessing Data dialog box

Output Sets: NX NASTRAN Case 1

Deform: 1..Total Translation

Contour: 1..Total Translation

Click OK all dialob boxes

View/ Options

Category: Labels, Entities and Color
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Options: Element — Orientation/ Shape, then Element Shape: 3..Show Cross Section
Category: PostProcessing

Options: Citeria — Elements that Pass

Label Mode: 0..No Label

Click OK

//Kovetkezd 1épésként megjelenitjiik a fesziiltségeloszlast.//
View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Deformed Style: None — Model Only

Click to Deformed and Contour Data... Button

In Select PostProcessing Data dialog box

Deform: 1..Total Translation

Contour: 3164..Beam EndA Max Comb Stress

Click OK all dialog boxes
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10.23. ébra A tarté deformacidja és a fesziiltségeloszlas

//Megjelenitjiik azokat az elemeket, melyekben a fesziiltség ¢értéke tullépi a szerkezetben
megengedett 200 M Pa-os fesziiltség érteket.//

View/ Options

In View Options dialog box

Category: PostProcessing

Options: Criteria Limits

Limits Mode: 1..Above Maximum

Minimum: 0; Maximum: 200

Click OK
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10.24. dbra A veszélyes szerkezeti elemek

/IA  kovetkezd lépésekben az igénybevételi abrakat jelenitjik meg. A munkahenger
toloerejének meghatarozasa céljabol elséként a radelemben ébredd raderd nagysagat
értékeljik ki.//

View/ Select

In View Select dialog box

Deformed Style: None — Model Only

Contour Style: Criteria

Click to Deformed and Contour Data... Button

In Select PostProcessing Data dialog box

Contour: 3036..Rod Axial Force

Click OK all dialob boxes

//A kovetkez0 lépésben megjelenitjiik a hajlitonyomatéki abrat.//
View/ Select

In View Select dialog box

Deformed Style: None — Model Only

Contour Style: Beam Diagram

Click to Deformed and Contour Data... Button

In Select PostProcessing Data dialog box

Contour: 3014..Beam EndA Planel Moment

Click OK all dialog boxes
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10.25. édbra A rudelemben €bredd erd €s a szerkezet hajlitbnyomatéki abraja

//Normal és nyir6 igénybevételi abrak kiértékelésének 1épései.//
View/ Select

In View Select dialog box

Click to Deformed and Contour Data... Button
In Select PostProcessing Data dialog box
Contour: 3018..Beam EndA PI1 Shear Force
Click OK all dialob boxes

View/ Select

In View Select dialog box

Click to Deformed and Contour Data... Button
In Select PostProcessing Data dialog box
Contour: 3022..Beam EndA Axial Force

Click OK all dialog boxes
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10.26. dbra A nyirderd abra €s a ruderd abra

-5000.

/IA Femap-ben lehetdség van az elemekhez rendelt keresztmetszetekben ¢ébredd
fesziiltségeloszlasok megjelenitésére.//

141



View/ Select

In View Select dialog box

Contour Style: None — Model Only

Click OK

View/ Advenced Post/ Beam Cross Section

In Beam Cross Section Stress Control dialog box

Elements: Select Single

Pick Element 42 (the last element at the right side of the model)
Show Stress: Select 4..Axial Stress from the drop down list

In location section: Move the slider bar between End A and End B

\L/11 13.02 .
o puem——— 1128
9546
781 | —|
6.075
4339 ——
- 2603
D Y
865
2603 —
-4.339
8075
781
9548

Qipetsxt: NX NASTRAN Case 1.11.28
Axial Stress
Element: 42 S

10.27. ébra Fesziiltségeloszlas a keresztmetszeten

Y

Select Screen Space
Show Stress: 0.. von Mises Stress
Click OK

V1
I 2228

C1 20.79
19.31
17.82
16.34
14.85
18.37
11.88

10.4
8911
7.426
591
4.456

2.97

Output Set: NX NASTRAN Case 1 1.485
von Mises Stress 0
Element: 42 )

10.28. abra A redukalt fesziiltség eloszlasa a keresztmetszet mentén

//Az igénybevételi abra alapjan a veszélyes keresztmetszethez tartozd elem meghatarozhatd.
Az itt €bredd igénybevételeket az elemhez tartozd csomopontbdl értékeljiik ki.//
List/Output/Results to Data Table (If this is option is unavailable, Turn on it Tools/Data
Table)

OK to Unlock Data Table? Click Yes

In Send Results to Data Table dialog box

Select Output Sets: in Columns; Output Vectors: in Columns; Nodes/Elements: in Rows
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In Coordinate System (Nodal Output Only) Select 0..Basic Rectangular

In Results to Add to Data Table dialog box

Pick Outputs Sets: 1..NX NASTRAN Case 1

Pick Output Vectors: 3014..Beam EndA Plane 1 Moment, 3018..Beam endA P11Shear Force,
3022..Beam EndA Axial Force; then Click OK

In Entity Selection — Select Element(s) to Report

Pick to element 11 (above the dangerous cross-section)

/IA Data Table megnyitasaval az alabbi adatoknak kell megjelenni://

Element 1D Beam EndA Planel Beam EndA Planel Beam EndA Axial
Moment Shear Force Force
11 -4500000 [ Nmm] -6428.571 [N] 10000 [N]

10.4. tablazat A veszélyes keresztmetszetben ébredd igénybevételek
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6. Numerikus példa (Furattal gyengitett aluminium lemez)
Egy kozépen furattal ellatott aluminium lemezt vizsgalunk a kdvetkezdkben.

Adatok:

Oldalélek hossza: a = 80mm, b = 30mm.
Furatatmér6: d = 20mm.
Lemezvastagsag: t = 2mm.
Rugalmassagi modulusz: E = 69 GPa.
Poisson tényez6: v = 0.33.

Terhelés p = 30 N/mm?.

A geometria megaddsa

/A modell geometriaja €és peremfeltételei is szimmetrikusak. Modellezéskor ezt kihasznalva a
lemez negyedmodelljét vizsgaljuk.//
Geometry/Curve-Line/Project points

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=10; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=15;Y=0; Z=0

Click OK (curve 1 created)

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=15;Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=15; Y=40; Z=0

Click OK (curve 2 created)

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=15; Y=40; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=0; Y=40; Z=0

Click OK (curve 3 created)

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=0; Y=40; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=0; Y=10; Z=0

Click OK (curve 4 created), then click Cancel.

Geometry/Curve-Arc/Center-Start-End

In Locate-Enter Location at Center of Arc dialog box set
X=0; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Location at Start of Arc dialog box set
X=10; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Location at End of Arc dialog box set
X=0; Y=10; Z=0

Click OK (curve 5 created), then click Cancel.
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Geometry/Boundary Surface/From Curves
In Entity Selection-Select Curve(s) on Closed Boundary dialog box click
Select All, then click OK (boundary 1 created), then click Cancel.

Az anyag megaddsa

Model/Material

In Define Material dialog box click

Type,

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material-ISOTROPIC Dialog box set
Title=aluminum

Youngs Modulus, E=69000

Poisson’s Ration, nu=0.33

Click OK (Material 1 created), then click Cancel.

A tulajdonsag definidaldsa

Model/Property

In Define Property dialog box click

Elem/Property Type...,

In Element/Property Type dialog box choose Plane Strain

Click OK

In Define Property-PLANE STRAIN Element Type dialog box set
Thicknesses, Tavg or T1=2

Click OK (Property 1 created), then click Cancel.

A terhelés megaddsa

Model/Load/On Curve

In Entity Selection-Enter Curve(s) to Select dialog box set

ID=3 to=3 by=1 (or pick curve 3)

Click OK

In Create Loads on Curves dialog box choose Force Per Length and set
FY=30

Click OK (Load 1 created), then click Cancel.

A megfogasok definidlasa

Model/Constraint/On Curve

In Entity Selection-Enter Curve(s) to Select dialog box set

ID=1 to=1 by=1 (or pick curve 1)

Click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box choose Arbitrary in CSyS and choose TY
Click OK

In Entity Selection Enter Curve(s) to Select dialog box set

ID=4 to=4 by=1 (or pick curve 4)

Click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box choose Arbitrary in CSyS and choose TX
Click OK, then click Cancel.
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Végeselemes halozas

Mesh/Mesh Control/Default Size

In Default Mesh Size dialog box set

Size=1

Click OK

Mesh/Geometry/Surface

In Entity Selection-Select Surfaces to Mesh dialog box click

Select All then click OK

In Automesh Surfaces dialog box set Property to 1..PLAIN STRAIN Property
Click OK.

//A modelltérben az alabbi képet kell latni://

&

10.29. édbra A lemez végeselem modellje

Végeselemes szamitas

//Az NX Nastran megoldot hasznalva linearis statikus vizsgélatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click Next 8 times

In Nastran Output Requests dialog box

Uncheck Applied Load, Constraint Force, Force and Check Strain

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor
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Az eredmények megjelenitése

mmm|

10.30. abra A fesziiltségeloszlas és az elmozdulasmezd
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7. Numerikus példa (Bels6 nyomassal terhelt vastagfala cso)

Egy vastag fali cs6 mechanikai modellje lathat6 a 10.31. dbran. A cs6 belsé nyomasnak van
kitéve. A cs6 tengelyiranya alakvaltozasa korldtozva van. A végeselemes modellt 8 elembdl
¢épitjlik fel elemenként 4 csomoponttal. A sugarirany elmozdulas engedélyezett.

y

| oo o

Zonk oMk on olic o)

d
D

10.31. abra A belsé nyomassal terhelt vastagfalt cs6 mechanikai modellje

Adatok:

Kiils6 atméré D = 800mm

Belso atméré d = 600mm
Rugalmassagi modulusz: E = 210 GPa.
Poisson tényez6: v = 0.3.

Belsoé nyomas: p = 100bar = 10MPa.

A geometria megaddsa

Geometry/Curve-Line/Project points

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=300; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=400; Y=0; Z=0

Click OK (curve 1 created)

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=400; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=400; Y=50; Z=0

Click OK (curve 2 created)

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=400; Y=50; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=300; Y=50; Z=0

Click OK (curve 3 created)

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=300; Y=50; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=300; Y=0; Z=0

Click OK (curve 4 created), then click Cancel.
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Geometry/Boundary Surface/From Curves
In Entity Selection-Select Curve(s) on Closed Boundary dialog box click
Select All, then click OK (Boundary 1 created), then click Cancel.

Az anyag megaddsa

Model/Material

In Define Material dialog box click

Type,

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material-ISOTROPIC Dialog box set
Title=steel

Youngs Modulus, E=210000

Poisson’s Ration, nu=0.3

Click OK (Material 1 created), then click Cancel.

A megfogasok definidlasa

Model/Property

In Define Property dialog box click

Elem/Property Type...,

In Element/Property Type dialog box choose Axisymmetric

Click OK

OK to show Axisymmetric Axis in all Views?

Click Yes

In Define Property-AXISYMMETRIC Element Type dialog box set
Title=axisymmetric

Material, choose 1..steel
Click OK (Property 1 created), then click Cancel.

Végeselemes halozas

Mesh/Mesh Control/Size along curve

In Entity Selection-Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box set
Select Curve 1 and Curve 3

Click OK

In Mesh Size Along Curves dialog box set

Number of Elements box, set 8

Click OK

In Entity Selection-Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box set
Select Curve 2 and Curve 4

Click OK

In Mesh Size Along Curves dialog box set

Number of Elements box, set 1

Click OK, then click Cancel.

Mesh/Geometry/Surface

In Entity Selection-Select Surfaces to Mesh dialog box click

Select All then click OK

In Automesh Surfaces dialog box set Property to 1..axisymmetric Property
Click OK.
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A terhelés megaddsa

Model/Load/Elemental

In New Load Set dialog box set

Title: loading

Click OK

In Entity Selection-Enter Element(s) to Select dialog box set
Pick element 1

Click OK

In Create Loads on Elements dialog box choose Pressure and set
Pressure=10

Click OK

In Face Selection dialog box set

Pick Face 3

Click OK (Load 1 created), then click Cancel.

A megfogasok definidlasa
Model/Constraint/Create/Manage Set

In Constraint Set Manager dialog box set

New Constraint Set...

Title: constraints

Click OK

Click Done.

Modify/Update Other/Perm Constraint...

In Entity Selection-Select Node(s) to Update Permanent Constraints dialog box set
Select All then click OK

In Update Nodal Permament Constraints dialog box pick
TY, TZ, RX, RY, RZ, then click OK

10.32. édbra A vastagfali cs6 végeselem modellje

Végeselemes szamitas

//Az NX Nastran megoldot hasznalva linearis statikus vizsgélatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click Next 8 times
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Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

OK to Flip Model?

Click Yes

OK to force all element normals to lie along the correct global axis?
Click Yes

In Scale Factor for Axisym Forces dialog box set

Factor=1, then click OK

OK to Save Model Now?

Click Yes

close the NX Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése
View/Rotate/Model

In View Rotate dialog box pick

ZX Front, then click OK

//Megjelenitjiik a nyomas hatasara létrejott elmozdulasokat és fesziiltségeket.//
View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: Deform

Contour Style: Contour

Click Deformed and Contour Data...

In Select PostProcessing Data dialog box set
Output Set: 1..NX NASTRAN Case 1
Output Vectors

Deformation: 1..Total Translation

Contour: 1.. Total Translation

Click OK

Click OK

View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: Deform

Contour Style: Contour

Click Deformed and Contour Data...

In Select PostProcessing Data dialog box set
Output Set: 1..NX NASTRAN Case 1
Output Vectors

Deformation: 1..Total Translation

Contour: 6035.. Axisym Von Mises Stress
Click OK

Click OK

10.33. ébra A vastagfala cs6 alakvaltozasa és fesziiltségeloszlasa
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10.5. tablazat A csomopontok elmozdulasa

ID | I.NX NASTRAN Case 1, | .NX NASTRAN Case 1, | 1..NX NASTRAN Case 1,
6028..Axisym Radial 6029..Axisym Azimuth | 6035..Axisym Von Mises
Stress Stress Stress
1 -9.076963 [MPal] 34.79367 [MPa] 38.33964 [MPa]
2 -7.390267 [MPa] 33.10605 [MPa] 35.44596 [MPa]
3 -5.890926 [MPa] 31.60596 [MPa] 32.878 [MPa]
4 -4.552184 [MPal] 30.26659 [MPa] 30.58937 [MPa]
5 -3.351897 [MPal] 29.06578 [MPa] 28.54168 [MPa]
6 -2.271611 [MPa] 27.98506 [MPa] 26.70294 [MPa]
7 -1.295845 [MPal] 27.00893 [MPa] 25.04629 [MPa]
8 -0.4115381 [MPa] 26.12431 [MPa] 23.54908 [MPa]

10.6. tablazat Az elemkben ébredo fesziiltségek

—=Radial Stress === Azimuth Stress
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.34. abra A cs6diagram
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8. Numerikus példa (Forgasszimmetrikus nyomastarté edény)
A 10.35. é&bran lathatdé nyomastartd edény bels0 nyomassal van terhelve. Célunk
meghatarozni a nyomads hatasara a tartaly falaban €bredd fesziiltségeket és a deformalt alakot.

L

10.35. dbra A nyomadstart6é edény 3D-s modellje

Adatok:

Bels6 nyomas: p = 20 bar
Falvastagsag: v = 10 mm
E = 69000 MPa

v =033

A 3D modell importdldsa

File/Import/ Geometry

In Geometry File to Import dialog box:

Go to the Examples directory and open pressure_vessel.stp file

In STEP Read Options dialog box:

Check the Geometry Scale Factor: 1000

Click OK

//Mikor mas CAD rendszert6l importaljuk a geometriat fontos, hogy ellendrizziik a modell
méreteit. Jelen esetben ezt a falvastagsag ellendrzésével tessziik meg.//
Tools/Measure/Distance

In Locate — Define Location to Measure From dialog box

Click Methods Button, and Select On Point (or press CTRL+P key when the cursor in the X,Y
or Z field)

On Point — Define Location to Measure From dialog box

Point ID: 32, or Pick the point 1 on the model, Click OK

On Point — Define Location to Measure From dialog box

Point ID: 36, or Pick the point 2 on the model, Click OK then Cancel

/A mért tavolsag adatai a Message ablakban olvashatoak. Ellendrizziik le, hogy a két pont
tavolsaga valoban 10 mm-e.//

A 3D modell eldkészitése a halozdsra

//Ha egy alkatrész geometridja, megfogasa €s terhelése is forgasszimmetrikus, akkor a modellt
annak meridianmetszetében épitjik fel és vizsgaljuk. A kovetkezd lépésekben a tartdly
metszetének feliiletét készitjik el a solid modellbdl kiindulva. A geometriaval szemben
tamasztott kovetelmények tengelyszimmetrikus elemek hasznalata esetén:

-A modellezés sikjanak a Z ¢€s pozitiv X tengelyek altal behatarolt siknak kell lennie

-Az elemek henger koordinatarendszerben vannak értelmezve, ennek értelmében a Z tengely a
henger koordinatarendszer forgéstengelye, mig az x tengely a henger koordinatarendszer R
tengelye lesz.//
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Geometry/ Solid/ Slice

In Entity Selection — Select Solid to Slice dialog box

Pick the solid part on the graphics window, then Click OK

In Plane Locate - Specify Plane for Intersection dialog box

Click Methods Button and Select Points

In Plane Points —Specify Plane for Intersection dialog box

Select 3 points on the modell which is lying on the XZ plane

Base Point ID: 50; Plane Point 1: 49; Plane Point 2: 48, Click OK then Cancel

10.36. abra Meridianmetszet eldallitasa a 3D-s modellbdl

View/ Visibility (or hit CTRL+Q key)

In Visibility dialog box Select Geometry tab, Uncheck 1..Geometry, then Click Done
Geometry/ Solid/ Slice

In Entity Selection — Select Solid to Slice dialog box

Pick the solid part on the graphics window, then Click OK

In Plane Points —Specify Plane for Intersection box

Click Methods Button and Select Global Plane

In Global Plane —Specify Plane for Intersection box

Base: X=0; Y=0; Z=0 and Select YZ Plane,

Click preview (you can checking the cutting plane), Then Click OK

View/ Visibility

In Visibility dialog box Select Geometry tab, Uncheck 2..Untitled Geometry, then Click Done
Geometry/ Surface/Offset

In Entity Selection — Select Surfaces to Offset

Click Pick Button and select Front

Pick the surface 51 on the graphics window, and Click OK

In Offset Surface dialog box

Enter offset Value: 0, and Click OK, then Cancel

View/ Visibility

In Visibility dialog box Select Geometry tab, Uncheck 3..Untitled Geometry, then Click Done
View/ Rotate/ Model (or hit F8 Button)

In View Rotate dialog box Click to ZX Front Button, then Click OK

//A modelltérben a kovetkezot kell latni://
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10.37. ébra A tartaly merididanmetszete

Az anyag és tulajdonsag definialasa

//Miel6tt behaloznank a modellt sziikséges, hogy definialjunk a hal6zasra alkalmazando
tulajdonsagot. A definidland6 tulajdonsagban meghatarozzuk a végeselem tipusat, tovabba az
alkalmazand6 anyagtorvényt.//

Az anyag megaddsa
//A tartaly anyaga S235 szerkezeti acél. Elegend6 megadni az anyag rugalmassagi moduluszat
¢s a Poisson tényezot.//

Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box
Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set
Title: Aluminum

Young Modulus, E: 6,9E4

Poisson’s Ratio, nu: 0,33

Click OK (material 1 created), then Cancel

A tulajdonsag definidaldsa

//Az anyag megadasa utdn elemtipusnak tengelyszimmetrikus térfogati elemet valasztunk.//
Model/Property

In Define Property — PLATE Element Type dialog box

Click to Elem/Property Type Button

In Element/Property Type dialog box choose Axysymmetric (Volume Elements)
Click OK

Ok to show Axisymmetric Axis in all Views? Click to Yes

In Define Property — AXYSIMMETRIC Element Type dialog box

Give a Title such as: Axisymmetric Aluminum

Material: 1..Aluminum

Click to OK, then Cancel

View/ Options (F6 key)

In View Options dialog box

Category: Tools and View Style

Options: Axisymmetric Axes

Direction: 4..Global Z, X Radial

Color/ Draw Mode: 5..RGB Solid

Click OK
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Végeselemes halozas

//E18sz0r az alapértelmezett elemméretet 2Zmm-re allitjuk. Ezutan a belsé lekerekitésen
stritjiik a halozast 0,5 mm-es elemméretre. Végiil a mar definidlt tulajdonsaggal harom
csomdponti haromszog elemeket alkalmazva behal6zzuk a modellt.//

Mesh/Mesh control/Default Size

In Default Mesh Size dialog box

Element Size: 2

Click OK

View/ Options

In View Options dialog box
Category: Labels, Entities and Color
Options: Curve — Mesh Size

Show As: 2..Symbols (all curves)
Click OK

Mesh/ Mesh Control/ Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box
Pick curve 209 and 211 on the graphics window, then Click OK
In Mesh Size Along Curve dialog box

Element Size: 0,5

Click OK, then Cancel

Mesh/Geometry/Surface

In Entity Selection — Select Surfaces to Mesh dialog box

Select the meridian section’s surface in the graphics window, then click OK
In Automesh Surfaces dialog box Set

Property: 1..Axysimmetric Aluminum

Mesher: Triangles

Click OK

View/ Visibility

In Visibility dialog box Select Entity/ Label tab

Select Labels, Click to All off Button

Select Draw Entity, Click to All off Button, then Select Mesh/ Element
Click Done

//A modelltérben a kovetkezot kell latni://
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10.38. abra A behalozott modell, a lekerekités mentén halosuritéssel
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A megfogasok definidlasa

//Mieldtt futtatnank a végeselemes analizist definialnunk kell a peremfeltételeket. A modell
elmozdulasat gatolni kell az XZ sikban, ezért az als6 vonal elemeinek Z tengely irdnyu
szabadsagfokat gatoljuk. A modell X és Y tengely iranyl szabadsadgfokanak megkotésére a
tengelyszimmetrikus elemek alkalmazadsa miatt nincs sziikség.//

Model/ Constraint/ On Curve

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Curve(s) to Select dialog box

Choose the curve 204 on the bottom of the part, then click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box

Title: Support

Select Arbitrary in CSys and 0..Basic Rectangular from the drop down list

Check TZ degrees of freedom

Click Ok, then Cancel

10.39. dbra A kinematikai peremfeltétel definialasa

A terhelés megaddsa

/I/Kovetkezd 1épésként belsé nyomast irunk eld a tartaly belsd falara. Mivel nyomast csak
feliileten tudunk értelmezni, meg kell adnunk melyik elemre €s annak melyik feliiletén hat a
nyomas. A feliileteket a Femap ugynevezett ,,Adjacent Faces” modszerével fogjuk kijeldlni.
Ehhez elsonek fel kell venni egy referencia feliiletet, amely bels6 nyomasnak kitett. A
modszer 1ényege, hogy a felvett feliiletbdl kiindulva, mindaddig kijel6l6dnek a csatlakozo
feliiletek, mig azok egy tolerancia értékként megadott szogértéken kiviil nem esnek. Mivel
egy bizonyos mértékll tolerancia érték felett a metszet konturvonalanak Osszes eleme
kijelolddne, a terhelést két 1épésben irjuk eld.//

Model/ Load/ Elemental

In New Load Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Element(s) to Select dialog box

Click to Select All Button, then click OK

In Create Loads on Elements dialog box

Title: Bels6 Nyomads; Choose Pressure

Direction: Normal to Element Face (The direction of this vector will always shown out of the
material)

Set Pressure value to: 2 (in MPa dimension)

Click OK

In Face Selection dialog box

Method: Adjacent Faces

Click in Face field, and pick an element face on the inside of the vessel

Tolerance: 89

Select Front Face, then Click OK
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In Entity Selection — Enter Element(s) to Select dialog box
Click to Select All Button, then click OK

In Create Loads on Elements dialog box

Title: Internal pressure; Choose Pressure

Set Pressure value to: 2

Click OK

In Face Selection dialog box

Method: Adjacent Faces

Click in Face field, and pick an element according to the Figure 10.40.
Tolerance: 20

Click OK, then Cancel
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10.40. abra A tartaly elemeire hat6 nyomasvektorok

Végeselemes szamitas

/I Az NX Nastran megolddt hasznalva linearis statikus vizsgélatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click Next 8 times

In Nastran Output Requests dialog box

Uncheck Applied Load, Constraint Force, Force nad Check Strain

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése

/IA végeselem vizsgalat végeztével a szamunkra fontos informaciokat értékeljiik ki, igy mint
a csomoponti elmozdulasokat és az ¢bred6 fesziiltségeket.//
View/ Rotate/ Modell (or hit F8 key)

In view rotate dialog box

Click ZX Front Button, then OK

View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Deformed Style: Deform

Contour Style: Contour

Click to Deformed and Contour Data... Button

In Select PostProcessing Data dialog box

Output Sets: NX NASTRAN Case 1
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Deform: 1..Total Translation

Contour: 1..Total Translation

Click OK all dialob boxes

Click Post Options and Select Actual Deformation
Select Scale Deformation

In Deformation Scale dialog box

Actual: 10, Click OK

Post Options on the toolbar

View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Click to Deformed and Contour Data

In Select PostProcessing Data dialog box
Deform: 1..Total Translation

Contour: 6035..Axisym Von Mises Stress
Click OK all dialog boxes

L1 1.256 L1 - 107.8
c1 7 QS . (3] [ ;::”—::—':.,,, 1007 .
) 0 9354 —
' 1005 || 86.42 —|
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| 0837 — . 7218 —

i 0.754 ; 65.05

Output Set: NX NASTRAN Case 1 067 Output Set: NX NASTRAN Case 1 57.93

Detormed(1.256): Total Translation Deformed(1.256): Total Translation

Nodal Contour: Total Translation 0.586 —— Elemental Contour: Axisym Von Mises Stress . 5081 /——
502 —— 4369 —

419 L %56

0.335 2944
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% 0.0838 8.076

0.0000288 0.954

10.41. abra A nyomastartd edény deformacioja és a tartaly falaban ébredo fesziiltség

//Animacié megjelenitése.//

View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Deformed Style: Animate

Contour Style: Contour

Click OK and then you had to see the deformation animation about the vessel load and unload
Some other recommended options for animation settings:
Click Post Options and Select Animation — Positive only
Click Animation Frames

In animation Frames dialog box

Frames: 20, then Click OK
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//A fesziiltségértékek szempontjabol veszélyes elemek kilistdzasa//

List/Output/Results to Data Table (If this option is unavailable, Turn on it Tools/Data Table)
OK to Unlock Data Table? Click Yes

In Send Results to Data Table dialog box

Select Output Sets: in Columns; Output Vectors: in Columns; Nodes/Elements: in Rows

In Coordinate System (Nodal Output Only) Select 0..Basic Rectangular

In Results to Add to Data Table dialog box

Pick Outputs Sets: 1..NX NASTRAN Case 1

Pick Output Vectors: 6035..Axisym Von Mises Stress; Click OK

In Entity Selection — Select element(s) to Report dialog box

Choose Select All Button, then Click OK

Open the Data Table and sort in decreasing order the value of 6035..Axisym Von Mises Stress

dangerous 1.NX NASTRAN Case 1,
elements ID 6035..Axisym Von Mises Stress
523 119,2865 [MPal]
920 108,7452 [MPa]
925 108,2656 [MPa]
921 106,7549 [MPal]
56 106,5607 [MPal]

10.7. tablazat Az 6t elem, ahol a legnagyobb fesziiltség ébred
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9. Numerikus példa (Sikjaban megoszlé terheléssel terhelt korlemez)
Egy sikjaban megoszlo terheléssel terhelt korlemezt vizsgalunk. A koérlemez mechanikai
modelljét a 10.42. szemlélteti.

b p

‘\ X

10.42. édbra A korlemez mechanikai modellje

Adatok:

Kiils6 atmér6: D = 1000mm
Bels6 atmérd: d = 100mm
Lemezvastagsag: t = 50mm
E = 69000MPa

v =033

Nyomas: p = 6bar

A geometria megaddsa

/A modell geometriaja és peremfeltételei is szimmetrikusak. Modellezéskor ezt kihasznalva a
lemez negyedmodelljét vizsgaljuk.//

Geometry/Curve — Line/Project points

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=50; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=500; Y=0; Z=0

Click OK (curve 1 created), then click Cancel

Geometry/Curve — Arc/Center — Start — End

In Locate—Enter Location at Center of Arc dialog box set

X=0; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Location at Start of Arc dialog box set

X=500; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Location at End of Arc dialog box set

X=0; Y=500; Z=0

Click OK (curve 2 created), then click Cancel
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Geometry/Curve — Line/Project points

In Locate-Enter First Location for Projected Line dialog box set
X=0; Y=500; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Second Location for Projected Line dialog box set
X=0; Y=50; Z=0

Click OK (curve 3 created), then click Cancel

Geometry/Curve — Arc/Center — Start — End

In Locate—Enter Location at Center of Arc dialog box set

X=0; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Location at Start of Arc dialog box set

X=50; Y=0; Z=0

Click OK

In Locate-Enter Location at End of Arc dialog box set

X=0; Y=50; Z=0

Click OK (curve 4 created), then click Cancel
Geometry/Boundary Surface/From Curves

In Entity Selection — Select Curve(s) on Closed Boundary dialog box pick
Select All, click OK (boundary 1 created), then click Cancel.

Az anyag megaddsa

Model/Material

In Define Material dialog box click

Type,

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material-ISOTROPIC Dialog box set
Title=aluminum

Youngs Modulus, E=69000

Poisson’s Ration, nu=0.33

Click OK (Material 1 created), then click Cancel.

A tulajdonsag definidaldsa

Model/Property

In Define Property — PLATE Element Type dialog box set
Title: plate

Thicknesses, Tavg or T1=50

Material: 1..aluminum

Click OK (Property 1 created), then click Cancel

Végeselemes halozas

Mesh/Mesh Control/Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box pick
curve 1, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box set

Number of Elements=25

Node Spacing: Biased

Bias Factor=5

Small Elements at Start
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Click OK

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box pick
curve 3, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box set

Number of Elements=25

Node Spacing: Biased

Bias Factor=5

Small Elements at End

Click OK

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box pick
curve 2, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box set

Number of Elements=25

Node Spacing: Equal

Click OK

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box pick
curve 4, then click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box set

Number of Elements=10

Node Spacing: Equal

Click OK, then click Cancel

Mesh/Geometry/Surface

In Entity Selection — Select Surfaces to Mesh dialog box pick
Select All then click OK

In Automesh Surfaces dialog box set

Property: 1..plate

Click OK

A terhelés megaddsa

Model/Load/On Surface

In New Load Set dialog box set

Title: Loading

Click OK

In Entity Selection — Enter Surface(s) to Select dialog box pick
Select All

Click OK

In Create Loads on Surface dialog box pick
Pressure

Pressure=0.6

Click OK, then click Cancel

A megfogasok definidlasa

Model/Constraint Nodal

In New Constraint Set dialog box set

Title: Support

Click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box pick
Method — on Curve

Select curve 1, click OK
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In Create Nodal Constraints/DOF dialog box pick

TY; RX

Click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box pick
Method — on Curve

Select curve 3, click OK

In Create Nodal Constraints/DOF dialog box pick

TX; RY

Click OK

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box pick
Method — on Curve

Select curve 2, click OK

In Create Nodal Constraints/DOF dialog box pick

Pinned

Click OK

Selected Constraints Already Exists. OK to Overwrite (NO=Combine)? No
Click Cancel

Modify/Update Other/Perm Constraint

In Entity Selection — Select Node(s) to Update Permanent Constraints dialog box pick
Select All

In Update Nodal Permanent Constraints dialog box set

RZ

Click OK
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10.43. ébra A korlemez végeselem modellje

Végeselemes szamitas

//Az NX Nastran megoldot hasznalva linearis statikus vizsgélatot végziink.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click Next 8 times

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)

164



Az eredmények megjelenitése
View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: Deform

Contour Style: Contour

Click Deformed and Contour Data...

In Select PostProcessing Data dialog box set
Output Set: 1..NX NASTRAN Case 1
Output Vectors

Deformation: 1..Total Translation
Contour: 1..Total Translation

Click OK

Click OK

View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: Deform

Contour Style: Contour

Click Deformed and Contour Data...

In Select PostProcessing Data dialog box set
Output Set: 1..NX NASTRAN Case 1
Output Vectors

Deformation: 1..Total Translation
Contour: 6035.. Axisym Von Mises Stress
Click OK

Click OK
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Unlock Data Table in toolbar

List/Output/Results to Data Table

In Send Results to Data Table dialog box set

Output Selection: Elemental

Click OK

In Results to Add to Data Table dialog box pick

1.NX NASTRAN Case 1

Output Vectors (from Output Set 1): 7030—Plate Top Mean Stress
Output Vectors (from Output Set 1): 7031—Plate Top MaxShear Stress
Output Vectors (from Output Set 1): 7033—Plate Top VonMises Stress
Click OK
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In Entity Selection-Select Element(s) to Report dialog box pick
Method — on Curve
Select curve 1

Click OK
ID | 1.NX NASTRAN Case 1.NX NASTRAN 1.NX NASTRAN Case 1,
1, 7030..Plate Top Case 1, 7031..Plate 7033..Plate Top VonMises
Mean Stress Top MaxShear Stress Stress
413 -53.4458 [MPa] 7.090441 [MPal 54.83864 [MPal
416 -56.42203 [MPal] 6.654825 [MPal 57.58737 [MPal]
417 -50.07182 [MPal] 7.683464 [MPal 51.81017 [MPal]
420 -59.01939 [MPal] 6.375372 [MPal] 60.04352 [MPal
422 -61.2808 [MPa] 6.260712 [MPa] 62.23284 [MPa]
424 -63.26665 [MPa] 6.35216 [MPa] 64.21619 [MPa]
426 -64.99482 [MPal] 6.685522 [MPal 66.0183 [MPa]
428 -66.44609 [MPal 7.235489 [MPal 67.6176 [MPa]
430 -67.66678 [MPal 8.077028 [MPa] 69.09782 [MPal
447 -30.81892 [MPal] 11.9621 [MPal] 37.13599 [MPal
448 -37.15897 [MPal] 10.36846 [MPal] 41.27111 [MPa]
449 -41.98561 [MPal] 9.342827 [MPal 44.99619 [MPa]
453 -25.63874 [MPal] 13.23143 [MPal] 34.38832 [MPal
458 -18.83364 [MPa] 14.73518 [MPal] 31.71881 [MPal]
460 -46.26427 [MPal] 8.434076 [MPa] 48.51581 [MPa]
475 -68.69603 [MPa] 9.282112 [MPal] 70.55223 [MPa]
478 -69.54889 [MPal] 10.95035 [MPal] 72.08869 [MPal
481 -70.25391 [MPal] 13.19449 [MPal] 73.87758 [MPal
482 -70.79776 [ MPa] 16.14915 [MPa] 76.12298 [MPa]
483 -71.22256 [MPal] 19.99701 [MPal] 79.19782 [MPal
484 -71.52769 [MPal] 24.88964 [MPa] 83.51463 [MPal]
485 -71.62747 [MPal] 31.00818 [MPal] 89.52663 [MPa]
486 -72.0363 [MPa] 39.60439 [MPal 99.47237 [MPal
487 -72.01177 [MPal] 50.28646 [MPal 113.0127 [MPa]
499 -71.91799 [MPal] 63.6239 [MPa] 131.591 [MPal]

10.8. tablazat A kiils6 koriv mentén 1€vo elemekben €bredd fesziiltség
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10. Numerikus példa (Lemez prébatest huzasa)

A 10.45. 4bra egy lemez alaku szabvanyos szakitd probatest méreteit mutatja. Vizsgalat alatt a
probatest befogd pofak kozé van szoritva. Feladatunk, olyan modell felépitése mellyel
eldallithato a linedrisan rugalmas tartomanyban a fesziiltség-alakvaltozas gorbe.
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10.45. dbra A probatest geometriai mérete

Adatok:
Vastagsag t = 2 mm
El6irt megnyulas a pofak kozott: Av = 0,2 mm

A geometria megaddsa:

/A probatest geometriajanak és peremfeltételeinek szimmetridja miatt elég csak a modell
negyedét vizsgalni.//

Geometry/Point

In Locate - Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=0; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=7,5; Y=0; Z=0, then Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=7,5; Y=30; Z=0, Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=15; Y=30; Z=0, Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=15; Y=45; 7=0, Click OK

In Locate- Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box set
X=0; Y=45; Z=0, Click OK then Cancel

Hit Ctrl+A key to Autoscale the graphics window
Geometry/Curve-Line/Points...

In Create Line from Points dialog box

Pick point 1 then point 2

Click OK (curve 1 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 2 then point 3

Click OK (curve 2 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 3 then point 4

Click OK (curve 3 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 4 then point 5

Click OK (curve 4 created)
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In Create Line from Points dialog box

Pick point 5 then point 6

Click OK (curve 5 created)

In Create Line from Points dialog box

Pick point 6 then point 1

Click OK (curve 6 created), then CANCEL

Modify/ Fillet

In Fillet Curves dialog box

Curve 1: 2; Curve 2: 3; Radius: 3

With Center Near: Click in X Field then click on the center of the fillet on the screen
Click OK, then Cancel

Geometry/ Boundary Surfaces/ From Curves

In Entity Selection - Select Curve(s) on closed Boundary dialog box Click to
Select All Button, then Ok

Az anyag megaddsa

Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box
Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set
Title: S235 Steel

Young Modulus, E: 2,06E5

Poisson’s Ratio, nu: 0,3

Click OK (material 1 created), then Cancel

A tulajdonsag definidaldsa

In Define Property — PLATE Element Type dialog box
Click Elem/Property Type

Give a Title such as: S235 PLATE

Material: 1..S235 Steel

Thicknesses, Tavg or T1: 2

Click OK (Property 1 created), then Cancel

Végeselemes halozas

//Els6ként az alapértelmezett elemméretet 2Zmme-re allitjuk. Mivel a lekerekitések kozelében
definidlt tulajdonsdggal harom csomdpontt, haromszog alaku elemeket alkalmazva
behal6zzuk a modellt.//

Mesh/Mesh control/Default Size

In Default Mesh Size dialog box UnCheck Set Element Size on Next Use

Set Element Size: 2

Set Minimum Number of Elements: 1

Click OK

View/ Options

In View Options dialog box Select
Category: Labels, Entities and Color
Options: Curve — Mesh Size
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Show As: 2..Symbols (all curves)

Options: Curve- Surface Directions
Parametric Directions: 2..Show Curve Arrows
Click OK

Mesh/ Mesh Control/ Size Along Curve

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box
Pick curve 2 on the graphics window, then Click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box

Number of Elements: 30

Select Noda Spacing: Biased

Bias Factor: 5

Select Small Elements at End

Click OK

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box
Pick curve 3 on the graphics window, then Click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box

Number of Elements: 10

Select Node Spacing: Biased

Bias Factor: 5

Select Small Elements at Start

Click OK

In Entity Selection — Select Curve(s) to Set Mesh Size dialog box
Pick curve 7 on the graphics window, then Click OK

In Mesh Size Along Curve dialog box Set

Element size: 0,2

Click OK, then Cancel

Mesh/Geometry/Surface

In Entity Selection — Select Surfaces to Mesh dialog box
Select the defined boundary surface, then Click OK

In Automesh Surfaces dialog box Set

Property: 1..S235 PLATE

Mesher: Triangles

Click OK

The graphic window should look like this:

A terhelés megaddsa

//A probatest vége a valosagban két befogo pofa kozé van szoritva. Ezt a legjobban a befogas
helyén 1év0 csomopontokra eldirt elmozdulassal lehet modellezni. Az elmozdulést lépésekben
adjuk ra. Ehhez els6ként Iétre kell hozni egy fiiggvényt.//

Model/ Function

In Function Definition dialog box Set

Title: Load vs. Time

Type: 1..vs. Time

Data Entry: X=0; Y=0, then Click Add

Data Entry: X=10; Y=10, Click Add, then OK
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Model/Load/On Curve

In New Load Set dialog box set

Title: loading

Click OK

In Entity Selection-Enter Curve(s) to Select dialog box

Pick curve 5

Click OK

In Create Loads on Curves dialog box choose Displacement and set
Load Value: Pick TY=0,01

Load Time/ Freq Dependence: Choose 1..Load vs. Time from the drop down list
Title: Enforced Displacement

Click OK, then Cancel

A megfogdsok definidaldasa

Model/ Constraint/ On Curve

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Curve(s) to Select dialog box

Choose curve 6, then click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box Set

Title: X Symmetry

Select Arbitrary in CSys and 0..Basic Rectangular from the drop down list
Check TX degrees of freedom

Click Ok

In Entity Selection — Enter Curve(s) to Select dialog box

Choose curve 1, then click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box Set

Title: Y Symmetry

Select Arbitrary in CSys and 0..Basic Rectangular from the drop down list
Check TY degrees of freedom

Click Ok

In Entity Selection — Enter Curve(s) to Select dialog box

Choose curve 5, then click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box Set

Title: Constraint at Displacement

Select Arbitrary in CSys and 0..Basic Rectangular from the drop down list
Check TY degrees of freedom

Click Ok, then Cancel
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10.46. dbra A probatest végeselem modellje
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Végeselemes szamitas

//Az NX Nastran megoldd segitségével tranziens dinamikus analizist végziink. Az ok amiért
erre sziikség van, a szerkezet id6fliggd terhelése.//
Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Direct Transient

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 3..Transient Dynamic/ Time History
Click Next 6 times

In Dynamic Control Options dialog box Set

Transient Time Step Intervals:

Number of Steps: 10

Time per Step: 1

Output Interval: 1

Click Next 4 times

In Nastran Output Requests dialog box Select:

Nodal: Displacement, Applied Load, Constraint Force,
Elemental: Force, Stress, Strain

Click OK, then Analyze

When you see the following message: Cleanup of Output Set 11 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése

View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: Deform

Contour Style: Contour

Click Deformed and Contour Data...

In Select PostProcessing Data dialog box set
Output Sets: 11..Case 11 Time 10

Output Vectors

Deformation: 1..Total Translation

Contour: 1.. Total Translation

Click OK all dialog boxes

View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: Deform

Contour Style: Contour

Click Deformed and Contour Data...

In Select PostProcessing Data dialog box set
Output Set: 11..Case 11 Time 10

Output Vectors

Deformation: 1..Total Translation

Contour: 7033..Plate Top Von Mises Stress
Click OK all dialog boxes
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10.47. abra A probatest deformacioja és fesziiltségeloszlasa

View/Select

In View Select dialog box set

Deform Style: None- Model Only

Contour Style: None- Model Only

Click OK

Tools/ Charting

In Charting dialog box Click to Data Series Manager Button
In Chart Data Series Manager dialog box

Click to New Data Series Button

In Chart Data Series dialog box Set

Title: Stress vs. Time step

Data Type: 2..XY vs. Set Value

UnCheck: Use All Output Sets

Start: 1..Case 1 Time 0.

End: 11..Case 11 Time 10.

Vector: Plate Top Von Mises Stress

Click to Location field: 849 (Select element 849)
Click Ok then Cancel

In Chart Data Series Manager dialog box Click Done
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10.48. abra A fesziiltség valtozasa az id6 fliggvényében
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11. Numerikus példa (Csavarkotés vizsgalata)

A 10.49. 4bran egy egyszerli 0sszeszerelés lathato. Az alkatrészek csavarkotéssel vannak
egymashoz rogzitve. A csavarok eld vannak feszitve. A modell épitésekor kihasznaljuk a
szimmetridt, hogy cs6kkentsiik a futasidét. Bemutatjuk a modellépités menetét és az elvégzett
vizsgalat eredményeit.

Y,
VLX

10.49. abra Az 9sszeallitas

Adatok:

Belsoé nyomas: p = 100 bar
Falvastagsag: t = 10 mm

E = 206000 MPa

v=20,3

Csavarok eldéfeszitése: F = 1000N

A 3D modell importdldsa

File/Import/ Geometry

In Geometry File to Import dialog box:

Go to the Examples directory and open assembly.stp file
In STEP Read Options dialog box:

Check the Geometry Scale Factor: 1000

Assembly Options:

Check Increment Layer, Increment Colour

Click OK

Tools/Measure/Distance

In Locate — Define Location to Measure From dialog box

Click Methods Button, and Select One Point (or press CTRL+P key when the cursor in the X,
Y or Z field)

On Point — Define Location to Measure From dialog box

Point ID: 138, Click OK

On Point — Define Location to Measure From dialog box

Point ID: 137, Click OK then Cancel

/IA mért tavolsag adatai a Message ablakban olvashatéak. Ellendrizziik le, hogy a két pont
tavolsaga valoban 10 mm-e.//

A 3D modell elokészitése a halozdasra

//A modell kétszeres szimmetridjat kihasznalva, az Osszeszerelt alkatrész negyedét
modellezziikk. Az 0Osszeszerelt modell felszeletelésével allitjuk eld a geometriat. Ehhez
vagosikot kell definidlni, amihez eldsszor segédpontokat vesziink fel.//
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Geometry/ Point

In Locate — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box

Click to Methods and Select Along Curve

In Along Curve — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box Set
Curve ID: 247; Along: 25%

Click Ok

In Along Curve — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box Set
Curve ID: 247; Along: 25%; From End Near: Select the Line other End
Click Ok

In Along Curve — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box Set
Curve ID: 248; Along: 25%

Click Ok

In Along Curve — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box Set
Curve ID: 248; Along: 25%; From End Near: Select the Line other End
Click Ok

In Along Curve — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box Set
Curve ID: 258; Along: 25%

Click Ok

In Along Curve — Enter Coordinates or Select with Cursor dialog box Set
Curve ID: 258; Along: 25%; From End Near: Select the Line other End
Click Ok, then Cancel

Geometry/ Solid/ Slice

In Entity Selection — Select Solid to Slice dialog box

Click to Select All Button, then Click OK

In Plane Locate - Specify Plane for Intersection dialog box

Click Methods Button and Select Points

In Plane Points —Specify Plane for Intersection dialog box

Base Point ID: 182; Plane Point 1: 180; Plane Point 2: 177, Click OK

On Model info panel UnCheck:

Geometry: 11..Untitled and 12..Untitled

Geometry/ Solid/ Slice

In Entity Selection — Select Solid to Slice dialog box

Add ID:9 and 10, then Click OK

In Plane Points —Specify Plane for Intersection dialog box

Base Point ID: 181; Plane Point 1: 179; Plane Point 2: 178, Click OK

On Model info panel UnCheck:Unused Geometry

//A modelltérben a kovetkezot kell latni://

Y,
rL'x

10.50. abra A vizsgalathoz eldkészitett negyedmodell
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Az anyag megaddsa

Model/Material

In Define Material — ISOTROPIC dialog box
Click Type

In Material Type dialog box choose Isotropic
Click OK

In Define Material — ISOTROPIC dialog box set
Title: Steel

Young Modulus, E: 2,06E5

Poisson’s Ratio, nu: 0,3

Click OK (material 1 created), then Cancel

A tulajdonsag definidaldsa

//Az alkatrész térfogati elemek hasznalatat koveteli meg, ezért az elem tulajdonsagot ennek
megfeleléen definialjuk.//

In Define Property — PLATE Element Type dialog box
Click Elem/Property Type

In Element/Property Type dialog box Select

Volume elements: Solid, then click OK

In Define Property — SOLID Element Type dialog box Set
Title: S235 SOLID

Material: 1..Steel

Click OK (Property 1 created), then Cancel

Végeselemes halozas

//HA&lozaskor két tipust térfogati elemet is hasznalunk. Lemezszer(i alkatrészeket hexaéder
elemekkel haldézva tovabb rovidithetd az analizis teljes futasideje.//
In Model Info panel Click with Left Mouse button to the Layers
Select View Visible Layers Only

Check 10..vessel

Mesh/Mesh control/Size On Solid

In Entity Selection — Select Solid(s) to Set Mesh Size dialog box
Add ID: 10, then Select OK

In Automatic Mesh Sizing dialog box Set

Element Size: 2,5

Min Elements on Edge: 4

Click OK

Mesh/Geometry/ Solids

In Entity Selection — Select Solid(s) to Mesh dialog box

Add ID: 10, then Click Ok

In Automesh Solids dialog box Select

Property: 1..S235SOLID

UnCheck: Midsides Nodes

Click OK

In Model Info panel

Check Visibility and Activate 9..cover

Mesh/Mesh control/Size On Solid

In Entity Selection — Select Solid(s) to Set Mesh Size dialog box
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Add ID: 9, then Click OK

In Automatic Mesh Sizing dialog box Set

Size for: Hex Meshing

Element Size: 2,5

Min Elements on Edge: 4

Click OK

//Az alkatrész vilagoskék szinre valtozdsa az alkatrész hexaéder elemekkel valo
halozhatosagat jeloli.//
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10.51. abra A fedél elokészitése hexaéder elemekkel vald halozasra

Mesh/Geometry/ HexMesh Solids

In Entity Selection — Select Solid(s) to Mesh dialog box
Add ID: 9, then Click Ok

In Hex Mesh Solids dialog box Select

Property: 1..S235SOLID

UnCheck: Midsides Nodes

Click OK

In Model Info panel

Check Visibility and Activate 6..bolt
Check Visibility: 2..nut

UnCheck Visibility: 9..cover and 10..vessel

Mesh/Mesh control/Size On Solid

In Entity Selection — Select Solid(s) to Set Mech Size dialog box
Add ID: 6 and 2, then Select OK

In Automatic Mesh Sizing dialog box Set

Size for: Hex Meshing

Click OK

Geometry/ Solid/ Slice

In Entity Selection — Select Solid to Slice dialog box

Add ID: 6, then Click OK

In Plane Points - Specify Plane for Intersection dialog box

Base Point ID: 90; Plane Point 1: 87; Plane Point 2: 189, Click OK

Mesh/Mesh control/Size On Solid
In Entity Selection — Select Solid(s) to Set Mech Size dialog box
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In Entity Selection — Select Solid(s) to Mesh dialog box

In Automatic Mesh Sizing dialog box Set
Add ID: 6,2 and 15, then Click Ok

Size for: Hex Meshing

Click OK
In Hex Mesh Solids dialog box Select

Add ID: 6,2 and 15, then Click OK
Property: 1..S235SOLID

Mesh/Geometry/ HexMesh Solids
UnCheck: Midsides Nodes

Click OK
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10.52. abra A behalozott alkatrészek

7

Erintkezés figyelembevétele

174

/IA csavarkotés elemei kozott ragasztott kapcsolatot irunk eld. Erintkezést irunk el6 a fedél,

tartaly, csavar és anya kozott.//

Connect/ Automatic

,
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In Entity Selection — Select Solid(s) to Detect Connections dialog box

Add ID: 6,15 and 2; then Click OK
In Auto Detection Options for Connections dialog box

Connection Property: Glued

Click OK
In Auto Detection Options for Connections dialog box

Connection Property: Contact

Click OK, then Cancel
In Connection region dialog box Set

Title: bolt top
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Add ID: 9,10; then Click OK

Connect/ Connection Region
Connect/ Connection Region

Add Surface: 57, 53 and 52

Click OK
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10.53. abra A fels6 érintkezési tértomany

Connect/ Connection Region

In Connection region dialog box Set
Title: bolt bottom

Add Surface: 12, 53 and 52

Click OK

Connect/ Connection Region

In Connection region dialog box Set
Title: bottom

Add Surface: 102, 106 and 108
Click OK, then Cancel

Connect/ Connector

In Define Contact Connector — Select Connection Regions dialog box Set
Title: top

Property: 2..Untitled

Master (Target): 7..bolt top
Slave (Source): 9..top

Click Ok (Connector 4 Created)
Title: bottom

Property: 2..Untitled

Master (Target): 8..bolt bottom
Slave (Source): 10..bottom
Click Ok, then Cancel

A terhelés megaddsa

//A tartély belso feliiletére nyomast definialunk.//

Model/ Load/ Elemental

In New Load Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Element(s) to Select dialog box

Click to Pick Button, and Select Around Point

In Along Curve — Specify Location to Select Around dialog box Set
Point ID: 215, Click OK

In Select by Distance From Point dialog box Set Distance Specification
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Pick Closer Than

Min: 50, Click Ok

In Entity Selection — Enter Element(s) to Select dialog box Click Ok
in Create Loads on Elements dialog box Set
Title: Pressure on the cover

Select Pressure

Direction: Normal to Element Face

Set Pressure Value to: 10, Click OK

In Face Selection dialog box

Method: Adjacent Faces

Click in Face field, and pick an element
Tolerance: 20

Select Front Face, Click OK, then Cancel

Model/ Load/ On Surface

in Entity Selection — Enter Surfaces(s) to Select dialog box Add
ID: 100, 109, 110

In Create Loads on Surface dialog box Set

Title: Pressure inside the vessel

Select Pressure

Direction: Normal to Element Face

Set Pressure Value to: 10, Click OK

A megfogasok definidlasa

Model/ Constraint/ On Surface

In New Constraint Set dialog box

Title: (give a title), then click OK

In Entity Selection — Enter Surface(s) to Select dialog box Add
Surface ID: 115, 121, Click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box Set

Title: Symmetryl

Advanved Type: Select Surface

Check Allow Sliding only along Surface (Symmetry)

Click Ok

In Entity Selection — Enter Surface(s) to Select dialog box Add
Surface ID: 133, 139, Click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box Set

Title: Symmetry?2

Advanved Type: Select Surface

Check Allow Sliding only along Surface (Symmetry)

Click Ok

In Entity Selection — Enter Surface(s) to Select dialog box Add
Surface ID: 113, Click OK

In Create Constraints on Geometry dialog box Set

Title: TZ

Select Arbitrary in CSys and 0..Basic Rectangular from the drop down list
Check TZ degree of freedom

Click Ok, then Cancel

179



Csavar eldfeszités definidldasa

//Megadjuk a csavarkotés eldfeszitését a modellre. Ehhez a grafikus ablakon csak a behal6zott
csavart tessziik lathatova.//

Hit F8 Key, Select ZX Front, then Click Ok

Group/ Create/Manage

In Group Manager dialog box Click to New Group Button

In New Group dialog box Set Title: Bolt Group, Click Ok, then Done

Group/ Node/ ID

In Entity Selection — Select Node(s) for Group dialog box Click to Pick Button
Select Box from the drop down list, choose element according to the Figure 10.55.
Click OK

u 1 z

————

10.55. abra A csavar elofeszités definialasara kivalasztott elemek

Connect/ Bolt Region

In Bolt Region dialog box Set

Title: Bolt Region

Bolt Type: Solid

Click to Multiple Button

In Entity Selection — Enter Node(s) to Select dialog box
Select Group: 1..Bolt Region from the drop down list, Click Ok
In Bolt Region dialog box Set

Bolt Axis Direction: 3..Z, Click OK

Model/ Load/ Bolt Preload

In Create Bolt Preload dialog box Set

Title: Bolt Preload Load

Preload Value: 1000

Pick Bolt Region(s)

Click OK

In Entity Selection — Select Region(s) for Preload dialog box
Click More Button, Click OK, then Cancel
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10.56. abra Az 0sszeallitas végeselemes modellje
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Végeselemes szamitas

Model/Analysis

In Analysis Set Manager dialog box

Click New button

In Analysis Set dialog box

Title: Linear static analysis

Analysis Program: 36..NX Nastran

Analysis Type: 1..Static

Click OK, then analyze (In Analysis Set Manager dialog box)
When you see the following message: Cleanup of Output Set 1 is Complete, close the NX
Nastran Analysis Monitor

Az eredmények megjelenitése
View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Deformed Style: Deform

Contour Style: Contour

Click to Deformed and Contour Data...
In Select PostProcessing Data dialog box
Output Sets: NX NASTRAN Case 1
Deform: 1..Total Translation

Contour: 1..Total Translation

Click OK all dialog boxes

Click Post Options and Select Actual Deformation
Select Scale Deformation

In Deformation Scale dialog box

Actual: 20, Click OK

View/Select (or hit F5 button)

In View Select dialog box

Click to Deformed and Contour Data...
In Select PostProcessing Data dialog box
Deform: 1..Total Translation

Contour: 60031..Solid Von Mises Stress
Click OK all dialog boxes
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10.57. abra A szerkezet deformacioja és a fesziiltségeloszlas
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