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ElGszo6

Ez a feladatgyiijtemény a ,,.Bevezetés a magasabb szintli matematikdba és
alkalmazdsaiba” cimii jegyzet felépitését szorosan kovetd, és annak jeloléseit
haszndl6 példatar. Az emlitett jegyzetben szerepld fogalmak, tételek alkalma-
zasét, megértését segitd feladatokat taldlunk a feladatgytijteményben.

A feladatgy(ijtemény els6sorban a Debrecen Egyetem Miiszaki Kardnak
~Matematika 1.” és a ,,Bevezetd matematika” nevii tantdrgyaihoz késziilt ok-
tatasi segédanyagként.

Az egyes fejezetekben részletesen kidolgozott feladatokat taldlhatunk. E-
zek hasznosak lehetnek a magasabb szintli matematikat tanulé minden hallgaté
szamara, sOt akar matematika szakosok részére is.

A feladatgy(jtemény gondos atolvasdsaért és lektordldsdért és a sok hasz-
nos észrevételért koszonettel tartozom a jegyzet lektorainak, Dr. Kocsis Imre
tanszékvezetd foiskolai tanarnak és Dr. Nagy Gerg6 tanarsegédnek. Koszonet-
tel tartozom Dr. Sziki Gusztdv Aron fiskolai tanarnak, aki hasznos informa-
cidkkal l4tott el a jegyzet megirdsa sordn. Koszonom tovabba Kedvesemnek,
J6zsa Bettina Csillanak és Edesanyémnak, akik mindenben mellettem alltak és
tdmogattak a jegyzet megirdsa soran.

2017. méjus 20.






1. Logikai allitasok, miiveletek

1.1. Feladat. Allitdsnak tekinthetSek-e az aldbbi kijelentések? Ha igen, adjuk

meg az igazsagértéket!

a) Holnap esni fog az esd.

b) Eva a legszebb lany az iskoldban.

¢) A 100 nagy szam.

d) Az 5 négyzetgyoke raciondlis szam.

Megoldas:

a) nem allitas, mert a jovore vonatkozik, igazsdgértéke igy nem hatarozhatd
meg egyértelmiien;

b) nem allitas;

¢) nem allitas;

d) allitas, igazsdgértéke hamis.

1.2. Feladat. Fogalmazzuk meg az aldbbi kijelentések tagadasat!
a) A csoportban minden hallgaté szereti a matematikét.

b) Minden négyszog téglalap.

¢) Van olyan holl6, amelyik nem fekete.

d) Barmely két egyenes metszi egymast.

e) Esik az es6 vagy siit a nap.

f) Bettina sz6ke és kék szemd.

g) Van olyan fid, aki nem szereti a focit.

Megoldas:

a) A csoportban van olyan hallgatd, aki nem szereti a matematikat.
b) Van olyan négyszog, amelyik nem téglalap.

¢) Minden holl6 fekete.

d) Létezik két olyan egyenes, amelyek nem metszik egymast.

e) Nem esik az es6 és nem siit a nap.

f) Bettina nem sz6ke vagy nem kék szemd.

g) Minden fid szereti a focit.
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1.3. Feladat. Fogalmazzuk meg az al4bbi allitds megforditdsat: ha egy hdrom-
sz0g derékszogii, akkor az dtfogo felezdpontja, a hdromszog koré irt korének
kozéppontja. Fogalmazzuk meg az éllitast és a megforditdsit egy mondatban!

Megoldas:

Az 4allitds megforditdsa: ,ha egy hidromszog egyik oldaldnak felezGpontja a
haromszog koré irt korének kézéppontja, akkor a hdromszog derékszogii”.

Az allit4s és megforditdsdnak egy mondatban valé megfogalmazésa:

,»egy haromszog | pontosan akkor | derékszogl, ha az 4tfogdjanak felez6pontja

egybeesik a koré irt korének kozéppontjival”.

1.4. Feladat. Tekintsiik az aldbbi kijelentéseket:

p: kinyitottam a siit6t

q: kivettem a talat

r: megégettem a kezem.

Fogalmazzuk meg szévegesen a (p A ¢) A —r formuldnak megfelels kijelentést.

Megoldas:

Kinyitottam a siit6t, kivettem a talat és nem égettem meg a kezem.

1.5. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszbleges p és ¢ allitdsok esetén teljesiil, hogy
—(p A q) = —p V —q (de-Morgan azonossag).

Megoldas:

Felirva az igazsagtibldzatot, egyrészt

(p[alprna]-(prq)]

T]1] 1 H
I H| H I
H| 1| H I
H| H| H I
masrészt
plal-p|—q]-pV—q
I|/1|H|H H
I|H|H| I I
H|1|1 | H I
H{H| T |1 I

Tehat a két formula igazsdgértéke azonos, amivel igazoltuk az allitast.
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1.6. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszbleges p, g és r allitasok esetén teljesiil, hogy
(pAq)Vr=(pVr)A(qVr) (disztributivitas).
Megoldas:

Felirva az igazsdgtabldzatot, egyrészt

(plalrpralleAg)Vr]

I 1|1 | 1

I H|I H I

H| T|I H 1

H|{H|I H I

1|1 |H 1 1

I | H|H H H

H|{I H| H H

H/ H|H H H

masrészt

’p\q\r\p\/T\q\/r\(p\/T)/\(q\/T)‘
I I1]|1 I I I
I | H|I 1 1 1
H| I|I 1 1 1
H H|I | 1 1
1| 1 |H 1 1 1
I1 HH 1 H H
H| I |H H 1 H
H H|H H H H

Tehat a két formula igazsdgértéke azonos, amivel igazoltuk az allit4st.

1.7. Feladat. Helyes-e az alabbi kovetkeztetés:
,Ha moziba megyek, nem tudok tanulni. De tanultam. Tehat nem voltam mo-
ziban.”

Megoldas:

Jelolje p azt az éllitast, hogy ,,moziba megyek”, ¢ pedig azt hogy ,,tanultam”.
Ekkor a ((p = —¢) A q) = —p formula igazsdgértékét szeretnénk vizsgélni:



(plal-a[p=—-qllp=-9)ANqg]p]|((p=-9)Nq) = p]|
I|1|H| H H H I
[H| I I H H I
HI1 | H I I I I
HIH| I I H I I

Az eredmény minden esetben igaz, a kovetkeztetés tehat helyes.

1.8. Feladat. Készitsiink kapcsol6 dramkort egy négyszemélyes szavazdgépre,
amely ,,a tobbség dont” elvet koveti, azaz vezeti az aramot, ha legaldbb harom
kapcsold be van kapcsolva, dontetlen esetén pedig egy kitlintetett (elnoki) kap-
csol6 dlldsanak megfeleléen dont.

Megoldas:

Legyen p az elnoki kapcsoldhoz, g, r és s a tovabbi harom kapcsoléhoz ren-
delt logikai véltoz6. A kapcsol6hoz rendelt aramkor vezeti az d&ramot, ha p és
még egy valtozo6 igaz, vagy ha ¢, r és s is igaz. A kapcsol6 kikapcsolt, illetve

bekapcsolt dllapota megfeleltethetd a hamis, illetve igaz logikai értékeknek. A
fent megfogalmazottak formuldkkal az alibbi médon irhatdk le:

(p/\(q\/r\/s))\/(q/\r/\s).

Az dramkor felrajzolva:

9
o’ -
S
—
ol - o

A késtbbiekben hivatkozni fogunk a fenti formuldra, ezért jeloljiik el példaul
I(p;q;r;s)-sel. Elkészitve a fenti formula igazsagtablazat, lathatjuk, hogy
val6ban a lefrtaknak megfeleleket kapjuk:
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’p ‘ q ‘ r ‘ s ‘q\/r\/s‘p/\(q\/r\/s)‘q/\r/\s‘](p;q;r;s)‘

H

H

I

H | H

H H|H

H
H

I

H| H|H

H H|H H




2. Halmazelméleti alapok

2.1. Feladat. Tekintsiik a
H ={1;2;3;4;5;6;7;8}

alaphalmazt és az
A={23;5}, B={1;258}
halmazokat! Adjuk megaz AU B, ANB, A\ B, B\ A, A°, valamint a B¢

halmazokat!
Megoldas:

A két halmaz unidjdba azok az elemek tartoznak, amelyek legaldbb az egyik
halmaznak elemei, igy

AU B ={1;2;3;5;8}.

Két halmaz metszetébe azok az elemek tartoznak, amelyek mindkét halmaznak
elemei, igy

ANB={2;5}.

Az A\ B halmaz elemei azok az elemek, amelyek az A halmaznak elemei, de
a B halmaznak nem elemei, igy

A\ B = {3).

A B\ A halmaz elemei azok az elemek, amelyek a B halmaznak elemei, de az
A halmaznak nem elemei, igy

B\ A={1;8}.

Az A halmaz komplementerébe azok az elemek tartoznak, amelyek az A hal-
maznak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei, igy

A¢ = {1;4;6;7;8}.

A B halmaz komplemeneterébe azok az elemek tartoznak, amelyek a B hal-
maznak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei, igy

B¢ = {3;4;6;7}.
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2.2. Feladat. Tekintsiik az
A={1;2;5;7}, B=1{2;4;5;8}
halmazokat! Adjuk megaz AU B, AN B, A\ B, B\ A halmazokat!
Megoldas:
A keresett halmazok:
AUB ={1;2;4;5;7;8}

ANB={2;5}
A\ B ={1;7}
B\ A= {4;8}.
2.3. Feladat. Adjuk meg az A N B halmaz elemeit, ha
A=1]-53|
és B = 7Z (egész szdmok halmaza).

Megoldas:

Feladatunk a [—5; 3[ intervallumba es6 egész szamok megaddsa, amelyek az
alabbiak:
ANB={-5-4;-3-2,-1;0;1;2}.

2.4. Feladat. Adjuk meg az A N B halmaz elemeit, ha
A=[-53|
és B = N (természetes szamok halmaza).
Megoldas:
Feladatunk a [—5; 3] intervallumba esé természetes szimok megaddsa:
ANB={1;2}.
2.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az A = {1;2; 3} halmaz 3sszes részhalamzat!
Megoldas:
A keresett részhalmazok:
{1} {2} {3k {152 {153} {23} {1;2; 3}, 0

Az A halmaz hatvdnyhalmaza az A Osszes részhalmazét tartalmaz6 halmaz,

P(A) = {{1};{2}; {3} {1;2}; {1;3}; {2; 3}; {15 2; 3}, 0 }.
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2.6. Feladat. frjuk fol az A = {%; #; } halmaz Gsszes részhalmazat! Adjuk
meg az A halmaz hatvanyhalmazat!
Megoldas:
A keresett részhalmazok:
(K} {M) {0} [ &) {5k OF; {4 OF; {H; ;050

Az A halmaz hatvdnyhalmaza az A Osszes részhalmazét tartalmaz6 halmaz,
azaz

P(A) = {{}: {3 {O): {Fe: 4} {3 O: {0 s ;01 0}
2.7. Feladat. Tekintsiik az
A={zeR|z?—z—-6>0};
B={rzeR|2x—-4<0}
halmazokat! Adjuk meg az AU B, az AN B és az A\ B halmazokat!
Megoldas:

Els6 1épésben megoldjuk az x> — 2 — 6 > 0 egyenl6tlenséget. Ehhez elészor
megkeressiik az f(x) = 2? — x — 6 fiiggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk az
x? — x — 6 = 0 egyenletet. A masodfoki egyenlet megoldoképletét felirva azt
kapjuk, hogy
1+£4/1—-4-(-6) 145
T2 = = )
2 2
amib8l ;1 = —2, xo = 3 adédik. Ezek segitségével felvazoljuk az el6bb

definidlt f(z) fiiggvény grafikonjat.

i/ | | |

Ebbdl leolvashaté az egyenlGtlenség megolddsa: = €] — oo; —2] U [3; 00],
kovetkezésképpen az A halmaz:

A =] —00; —2] U [3; 00].

©

&

IS
&Aﬁowbmmc
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Most megoldjuk a 2z — 4 < 0 egyenl6tlenséget. Mindkét oldalhoz 4-et hoz-
zdadva, majd mindkét oldalt elosztva 2-vel

20 —4 <0
2r < 4
T <2
adédik, igy a B halmaz:
B =] — o0;2].

Az A és B halmazokat dbrazoljuk szdmegyenesen:

Ezutén leolvassuk a megfeleld halmazmiiveleteket eredményeit:
AU B =] — 00;2[U[3; 00[= R\ [2; 3]
AN B =] — o0; —2]
A\ B = [3;00[
B\ A=]-2;2|.
2.8. Feladat. Az A és B halmazok unidja, kiilonbsége, illetve metszete ismert:
AUB={4;5;6;7;8;9; 10}; A\ B={8;9; 10}; An B = {5}.
Hatarozzuk meg az A és a B halmazokat!
Megoldas:

Venn diagramon dbrazolva a halmazokat:

Leolvashat6, hogy az A halmaz, illetve a B halmaz:

A=1{5;8;9;10}; B ={4;5;6;7}.
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2.9. Feladat. Legyen az A halmaz a 8-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamok
halmaza, a B halmaz a 3-mal oszthat6 egyjegy, pozitiv egész szimok halmaza.
Adjuk meg az A és B halmazokat elemeik felsoroldsaval! Hatarozzuk meg az
AUB, AN Bés A\ B halmazokat!

Megoldas:
A keresett A és B halmazok:
A=1{1;2;3;4;5;6;7;8}

B = {3;6;9}
Az AU B és AN B halmazok:
AUB ={1;2;3;4;5;6;7;8;9}
AN B ={3;6}

A\ B ={1;2;4;5;7;8}.
2.10. Feladat. Az A, B és a C' halmazokrdl az aldbbiakat tudjuk:
AUBUC =1{1;2;3;4;5;6; 7; 8 9; 10};
AUB={1;2;3;6;7; 8 9; 10};
A\ B ={8;9; 10};
ANB={1;2; 3};
ANBNC =/{1;3};
ANC ={1; 3; 8}
B\ C ={2; 7}.
Hatdrozzuk meg az A, B és C' halmazokat!
Megoldas:

Venn digrammon dbrdzolva a halmazokat:

A
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Leolvashatd, hogy
A=1{1;2;3;8;9; 10}
B =1{1;2;3;6;7}
C =1{1;3;4;5;6;8}.
2.11. Feladat. Tekintsiik az
A = {x? — 10z + 24 = 0 egyenlet valés megoldasai},
B = {aclo = —1 egyenlet valés megolddsai },
C = {z* — 16 = 0 egyenlet val6s gyokeinek szdma},
D = {3 és 7 kozé es6 paros szamok }
halmazokat!
a) Adjuk meg a fenti halmazok elemeik felsoroldsdval!

b) Valasszunk ki a fenti halmazok koziil olyan halmazokat, melyek egyenldk!

¢) Adjunk meg olyan halmazokat, melyek halmaz, részhalmaz kapcsolatban
allnak egymadssal.

Megoldas:

a) Az z? — 10z + 24 = 0 egyenletet a masodfokii egyenlet megoldSképletével
megoldva azt kapjuk, hogy

10++/100—4-24 1042
2 2

T12 =

amib6l a megoldasok z; = 6, zo = 4. gy A = {4, 6}. Mivel nem létezik
olyan valés szdm, melynek a paros kitevdjli hatvanya negativ szdm lenne,
ezért B = (). Az z* — 16 = 0 egyenletnek két valés megolddsa van, —2 és
2,igy C' = {2}. A D halmaz elemei D = {4, 6}.

b) Az el6bbiek alapjan azt kaptuk tehat, hogy A = D.

¢) A B halmaz minden halmaznak részhalmaza, tovabbda D C Aés A C D.

2.12. Feladat. Igazoljuk, hogy egy 28 elemii halmaznak ugyanannyi 18 elem(
részhalmaza van, mint amennyi 10 elemi!

Megoldas:

Mivel egy n elemii halmaz k elemi részhalmazinak szama (Z) , tovdbba

<Z>:<nﬁk>



ezért
28 _ 28
10/ \18)’

2.13. Feladat. Igazoljuk, hogy egy 40 elemi halmaznak ugyanannyi 25 elemt
részhalmaza van, mint amennyi 15 elemd!

Megoldas:

amibdl kovetkezik az allitas.

Mivel egy n elem( halmaz k elem( részhalmazinak szdma (Z) , tovdbbd
n\ n
k) \n—-k)’
40\ /40
25)  \15)’

2.14. Feladat. Tekintsiik a nevezetes szimhalmazokat a szok4sos jelolésekkel!
Adjuk meg a kovetkez6 halmazokat:

ezért

amibdl kovetkezik az allitas.

a) NNz d QNZ 2) Q"NQ
b) NUZ e) NUZ h) Q*UQ.
¢) ZNR f) NUR

Megoldas:

Mivel N C Z C Q C R, tovabba Q* U Q = R, ezért

a) NNZ =N dQNZ=27 2 Q*NQ=10
b) NUZ =Z e) NUZ =27 h Q*UQ=R
) ZNR=17 f) NUR =R

2.15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy két raciondlis szdm 0Osszege raciondlis,
azazhaa,b € QQ, akkor a + b € Q.

Megoldas:

Ha a € Q, akkor léteznek olyan p és m egész szamok, valamint g és n nullatol
kiilonb6zd egész szamok, hogy

m
a==-, b=—
n
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Ekkor
oppoPym_pntmg
qg n ng

Mivel két egész szdm Osszege €s szorzata is egész szam, ezért azt kapjuk, hogy

pn+ mgq € 7,

tovabba
0#n-qeZ,

ezért a + b két egész szam hanyadosa, igy raciondlis szam.

2.16. Feladat. Bizonyitsuk be teljes indukcidval, hogy

n-(n+1)-2n+1)

124224 +n?= : ,

(n € N).

Megoldas:
El6szor n = 1-re megvizsgaljuk, hogy teljesiil-e az egyenlség:
abal oldal: 12 = 1;
a jobb oldal:
1-(1+1)-(2-1+1)
6
Tehat a bal oldalon és a jobb oldalon ugyanazt kaptuk, igy n = 1-re igaz az
egyenldség.
Tegyiik fol, hogy n-re igaz az allitas, azaz

n-(n+1)-2n+1)
6

=1.

12+22+ ... +n%2=

(n € N).

teljesiil, és bizonyitsuk be n+ 1-re az 6sszefiiggést! A bizonyitand6 egyenléség
124224 . 404+ (n+1)?%=
(n+1)-(n+1)+1)-(2-(n+1)+1)
B 6
Felhaszndlva, hogy n-re igaz az allités, azaz felhaszndlva az indukcids feltevést,
azt kapjuk, hogy

n-(n+1)-2n+1)
6

+(n+1)*=

n+1)-(n+1)+1)-(2-(n+1)+1)
c .
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A jobb oldalon elvégezve az 6sszevondst, beszorozva mindkét oldalt 6-al, ezu-
tan n + 1-el végigosztva az egyenletet (ami megtehetd, mivel n + 1 # 0), majd
felbontva a zaréjeleket mindkét oldalon azt kapjuk, hogy

n-(n+1)-2n+1) o (n+1)-(n+2)-(2n+3)
6 6
n-n+1)-Cn+1)+6-(n+1)>=mn+1)-(n+2)-(2n+3)
n-2n+1)+6-(n+1)=(Mn+2)- 2n+3)
20 +n+6n+6=2n>+3n+4n+6
2n% + Tn + 6 = 2n> 4+ Tn + 6.

+ (n+1)

Azonossagot kaptunk, amivel az 4llit4st igazoltuk.

2.17. Feladat. Bizonyitsuk be teljes indukcidval, hogy

1 1 1 n
ﬁ+f3+"'+n-(n+1):n+l (nEN)
Megoldas:
El6szor n = 1-re vizsgaljuk meg az 6sszefiiggést:
a bal oldal
1 1
1.2 2
mig a jobb oldal
1
1+1 2

Tehat n = 1-re teljesiil az 4llitas. Tegylik fel, hogy n-re igaz, és bizonyitsuk be
n + 1-re az egyenl6séget. A bizonyitandé 4llitds
1 1 1 1 n+1

2 e T ) T ) 2 il

Felhaszndlva, hogy n-re igaz az 6sszefiiggés, majd beszorozva a k6zos nevezs-
vel, felbontva a zdréjeleket, és Osszevonva azt kapjuk, hogy

n 1 n+1

n+1+(n—|—1)-(n+2) n+ 2
n-(n+2)+1=(n+1)>3
n?+2n+1=n%4+2n+ 1.

Azonossdgot kaptunk, amivel az éllitdst igazoltuk.
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2.18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
I-1'+2-214 ... +n-nl=mn+1)-1

teljesiil minden n természetes szamra!

Megoldas:

Az dllitds n = 1-re igaz, ugyanis 1 - 1! = 2! — 1. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az
allitas és bizonyitsuk be n 4 1-re. Igazolnunk kell, hogy minden n természetes
szam esetén

I-+2-204+...+n-nl+(n+1)- (n+ 1) =n+2) -1

teljesiil. Felhaszndlva az indukcios feltevést azt kapjuk, hogy a bizonyatandd
Osszefiiggés

m+1)!=14+4Mn+1)-(n+)!'=Mn+2)-1.
Mindkét oldalhoz 1-et hozzdadva, majd a bal oldalon (n + 1)!-t kiemelve
m+1)!-1+n+1)=(n+2)!
adodik, ami azonosség, hiszen (n + 1)! - (n 4 2) = (n + 2)\.

2.19. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
n-(n+1)(n+2)

1-242-3+...4n-(n+1) = 3 (n € N).
Megoldas:
Az allitds n = 1-re nyilvan igaz, hiszen
1-2-3
1-2=
3

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, és bizonyitsuk be n+ 1-re. A bizonyitandé
Osszefiiggés

1-242-3+...4n-(n+1)+(n+1)-(n+2) =
_(n+1)-(n+2)-(n+3)
3
Az indukci6s feltevést felhasznélva a bizonyitand6 egyenl8ség

n-(n+1§-(n—|—2) 1) (n42) = (n—l—l)-(n—g2)-(n+3).




20

Mindkét oldalt (n 4 1) - (n + 2)-vel elosztva
n (n+3)
S4l= .
3 * 3

Mindkét oldalt 3-al szorozva a bizonyitandé 4llitast kapjuk.

2.20. Feladat. Bizonyitsuk be teljes indukcidval, hogy minden olyan n ter-
mészetes szdmra, melyre n > 4, teljesiil a

2" < n!
Osszefiiggés.
Megoldas:
El6szor n = 4-re ellendrizziik az allitdst. Ekkor a bal oldal 2 = 16, a jobb

oldal 4! = 24, igy igaz az 6sszefiiggés. Tegyiik fol, hogy n-re igaz, és bizonyit-
suk be n 4 1-re:

"l =92".2<pl-2<nl-(n+1)=(n+1),
ami a bizonyitando allit4s.

2.21. Feladat. Bizonyitsuk be teljes indukciéval, hogy minden olyan n ter-
mészetes szamra, melyre n > 4, teljesiil a

3" < (n+1)!
Osszefiiggés.
Megoldas:
El6szor n = 4-re ellendrizziik az 4llitast. Ekkor a bal oldal 3* = 81, a jobb

oldal 5! = 120, igy igaz az Osszefiiggés. Tegyiik fol, hogy n-re igaz, és bi-
zonyitsuk be n + 1-re:

3 =3". 3<(n+1)!-3<(n+D!(n+2)=(n+2),
ami a bizonyitandé allités.
2.22. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N esetén
6|n® + 5n,
azaz 6 osztéja n® + 5n-nek.
Megoldas:
Az allitds n = 1 esetén igaz, ugyanis
6/1°+5-1=6.
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Tegyiik fol, hogy n-re igaz az allitds. Be szeretnénk bizonyitani, hogy
6/(n+1)°+5-(n+1)
teljesiil. Az
(n+1)P+5-(n+1)=n*+3n*>+3n+1+5n+5=
=n343n®+8n+ 6 = n® + 5n + 3n® 4+ 3n + 6,
4talakitést elvégezve azt kaptuk, 6|n> + 5n az indukciés feltevés miatt, tovabba
613-(n2+n)=3-n-(n+1),

ugyanis n - (n + 1) biztosan paros, mert egy n és n + 1 koziil az egyik szdm
paros, a mésik paratlan és egy paros és egy pdratlan szdm szorzata mindig paros,
tovdbba 6]6. Azt kaptuk tehét, hogy n® + 5n, valamint a 3n? + 3n és a 6 is
oszthat6 6-tal, igy ezek Osszege is oszthatd 6-tal, amivel igazoltuk az allitast.

2.23. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
4" 4+ 6n — 1

minden n természetes szdm esetén oszthat6 9-cel!
Megoldas:
Az allitds n = 1 esetén igaz, ugyanis

A'46-1-1=09,
ami nyilvan oszthaté 9-cel. Tegyiik f6l, hogy n-re igaz az allitds. Be szeretnénk
bizonyitani, hogy

914" +6-(n+1)—1
teljesiil. Mivel
A" 16 (n41)—1=4-4"+6n+5=4-(4"+6n—1)—18n +9,

igy az els6 tag az indukcids feltevés miatt oszthaté 9-cel, a masodik tag és a
harmadik tag nyilvdnval6éan oszthat6 9-cel, igy a teljes kifejezés is oszthat6 9-
cel, amivel igazoltuk az allit4st.

2.24. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n elemi halmaz dsszes részhalmazi-
nak szdma: 2.

Megoldas:
Az éllitas n = 1-re biztosan igaz, hiszen az 1 elemi{i halmaznak 21 = 2 darab

részhalmaza van: az iireshalmaz, és az a halmaz, ami a halmaz egyetlen elemét
tartalmazza.
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Tegyiik ol, hogy az allitds n-re igaz, azaz egy n elemi halmaznak 2" darab
részhalmaza van. Tekintsiink egy n 4 1 elem( halmazt, amit bontsunk fel egy
n elemd halmaz és egy egy elemii halmaz uniéjara. Az n elem( halmaznak
az indukcios feltevés miatt 2" darab részhalmaza van (ezek azok a részhal-
mazok, melyek egyike sem tartalmazza az egyelemid halmaz elemét). Azon
részhalmazok szdma, amelyek az egyelem( halmaz elemét tartalmazzdk szin-
tén 2" (ugyanis az elébbi 2" darab részhalmaz mindegyikéhez hozzavehetjiik
az egyelem( halmaz elemét). Azt kaptuk tehat, hogy az n + 1 elemi halmaz
Osszes részhalmazainak szdma

amivel igazoltuk az 4llitast.

2.25. Feladat. Adjuk meg az n természetes szam értékét, ha

()

teljesiil!
Megoldas:
Mivel
n\ n! S 1-2-...-n=2)-(n—-1)-n
2) 2l-(n—-2)! 2. (n—2)!
n—=2)-n—1)-n n-(n-1)
N 2-(n—2)! N 2
ezért az
n-(n—1)=20

egyenletet kell megoldanunk a természetes szamok halmazan. Felbontjuk a
zérbjelet és az egyenletet nulldra rendezziik:

n?—n—20=0,
majd a masodfoku egyenlet megoldéképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
1+£4/(-1)24+80 149
2 2
Mivel n > 0, ezért a keresett természetes szam: n = 5.

nio =

2.26. Feladat. Hatdrozzuk meg az n természetes szam értékét tigy, hogy a

2n+1
=55
<2n—1>
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egyenlet teljesiiljon!

Megoldas:
A binomidlis egyiitthat6 definiciéja szerint
2n+1\ (2n+1)! B
2n—1)  (2n—-1)!- (2n+1)—(2n-1)!
(2n +1)! (2n+1)-2n
2n—1)!- 2! 2 (2n+2)-n,

igy a megoldandé egyenlet
(2n+1)-n = 55.
Felbontva a zardjelet, majd az egyenletet O-ra redukélva
2n® +n—55=0

adédik. Ezt megoldva a masodfoku egyenlet megoldoképletével

-1+v1+440 —1421
4 - 4

ni2 =

adddik, amibdl ny = 5, ng = —%. Mivel az n csak természetes szam lehet,
ezért n = 5.

2.27. Feladat. Legyen n > 3 természetes szam! Oldjuk meg a
n 2n
s =32
(5) - (3) o
egyenletet!

Megoldas:
Mivel

<g> :3!'(:!—3)! :n-(n—lé'(n—2)

2n\ (2n)! _2n-(2n—1)
2) 20-(2n-2)! 2
ezért a megoldandé egyenlet:
n-(n—1)-(n—2)
6

=n-(2n—1),

+n-(2n—1)=32n.
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Felbontjuk a zardjeleket, szorzunk a kdzos nevezbvel és 6sszevonunk:

n3 — 3n2 + 2n
6
n —3n? +2n — 12n° + 6n = 192n

n3 —15n2 — 184n = 0.

—o2n® 4+ n=232n

Az n ismeretlent kiemelve
n-(n?—15n—184) =0
adodik. Mivel n # 0, ezért
n? — 15n — 184 = 0.

Az egyenlet megoldasara

154+ /(—15)2—4-1-(—184) 15+31
2 2
adddik. Mivel n > 0, ezért azt kapjuk, hogy n = 23. Mivel

() (8) -

ezért n = 23 valéban megolddsa az eredeti egyenletnek.

nig =

2.28. Feladat. Hatdrozzuk meg az

()"

kifejezés binomiélis tétel szerinti kifejtésében a konstans tagot.

Megoldas:

P

A konstans tagot akkor fogunk kapni, ha a \/z és ﬁ tagokat azonos kitevd;jt
hatvanyként szorozzuk 0ssze. A binomidlis tétel szerint az egyes tagokban a
kéttényez6s hatvanyok kitevGjének osszege jelen esetben 100 kell, hogy legyen.
Azaz keressiik azt az a hatvanykitev6t, amelyre teljesiil, hogy a = 100 — a, igy
a = 50 adddik. Tehat a keresett konstans tag:

(1500()) (V)™ (\};)50 = (15()00)'
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2.29. Feladat. Hatarozzuk meg az

N 1 120
x R—
2

kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésében a konstans tagot.

Megoldas:

Annak a tagnak keressiik az egyiitthat6jat, amely a binomidlis tétel szerinti ki-

fejtésben
k
e (L
22

alakd. Aztis tudjuk tovabba a binomidlis tételbdl adéddan, hogy a k+2k = 120
egyenletnek is teljesiilnie kell, igy £ = 40 ad6dik. Tehat a konstans tag:

120\ w0 (1 07120
80 z2)  \80)

A keresett konstans tag tehit:
120
80 )

2.30. Feladat. A binomidlis tétel felhasznéldsaval ,,végezziik el” a
(2x + 3)*

hatvanyozast!

Megoldas:

A binomidlis tételt alkalmazva

2z 4 3)4 = <3) - (22)0 - 3 + (‘11) - (2z)' - 334

" (;) (20?32 + @ (20)° 314
+ (i) - (2z)% - 3°

adddik. Az egyes tagokat kiszamolva azt kapjuk, hogy az els6 tag:

<3) (22)° - 3% =81,
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a mdsodik tag:

4
()-(2x)1.33:4-2x~27:216x;

1
a harmadik tag:
4
(2> (22)? - 3% =6 - 42? - 9 = 21627
a negyedik tag:

4
(3) ~(22)2-3' =4-823 - 3 = 962;

az otodik tag:

(i) - (22)%- 3% = 1623,

A fentiek felhasznaldsaval a keresett kifejezés binomialis tétel szerinti kifejté-
sére
(2z + 3)* = 81 + 2162 + 21622 + 962> + 162*

adodik.
2.31. Feladat. Adjuk meg a

(322 +1)°
kifejezés binomialis tétel szerinti kifejtését!

Megoldas:

A binomialis tétel szerint

(32 +1)° = (g) - (32%)% 15 + (5) (3221t + <2> - (32%)% 13+
+ (g) (321312 + (i) S(32H)t - 1M+
+ (i) - (322)% 19,

Kiszdmolva a binomidlis egyliitthatékat

1+ 1522 + 90z* + 27025 + 40528 + 24320

[t

adddik.
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2.32. Feladat. Hatdrozzuk meg a (2x — 4y)? kifejezés binomidlis tétel szerinti
kifejtésében szerepld tagok egyiitthatdinak 6sszegét!
Megoldas:

A binomialis tételt alkalmazva:

o= (§) - @ -+ () 0 ('
#(5) o canp o+ (3) - 200 (an®

A binomidlis egyiitthatékat kiszdmolva, vagy a Pascal-hdromszog megfeleld
sorét felirva:

(20 —4y)® = (22)° - (—4y)° +3- (22)* - (~4y)'+
+3-(22)" - (—4y)? + (22)
Elvégezve a hatvanyozdsokat

(2z — 4y)? = 823 — 482y + 96xy> — 643>

=)
—
|
W
<
S—
w

adédik, igy az egyiitthatok Osszege:
8+ (—48) +96 + (—64) = 104 — 112 = -8.
2.33. Feladat. Hatdrozzuk meg az A = [1;5] intervallum infimumadt, szupré-
mumat, minimumdt, maximumadt! Alulrél korldtos-e, feliilrél korldtos-e, korld-
tos-e a halmaz? Adjuk meg a halmaz bels6 pontjainak halmazat!
Megoldas:
A halmaz
e pontos alsé korldtja: inf(A) = 1;
e pontos fels korldtja: sup(A) = 5;
e minimuma: min(A) = 1, mivel a pontos alsé korldt eleme a halmaz-
nak;
e maximuma: max(A) = 5, mivel a pontos felsd korlit eleme a hal-
maznak;
e korlatos, mert alulrél és feliilrdl is korlatos;
e a belsd pontok halmaza: |1;5].
2.34. Feladat. Hatdrozzuk meg az A =|4;7] intervallum infimumat, szupré-

mumat, minimumat, maximumat! Alulrdl korlatos-e, feliilr6l korlatos-e, korla-
tos-e a halmaz?
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Megoldas:
A halmaz
e pontos alsé korldtja: inf(A) = 4;
e pontos felsS korlatja: sup(A) = T7;
e minimuma nincs, mivel a pontos alsé korldt nem eleme a halmaznak;

e maximuma: max(A) = 7, mivel a pontos felsd korlit eleme a hal-
maznak;

e korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos.

2.35. Feladat. Hatdrozzuk meg az A =]|2; oo[ intervallum infimumat, szupré-
mumat, minimumat, maximumat! Alulrél korlatos-e, feliilr6l korlatos-e, korla-
tos-e a halmaz?

Megoldas:
A halmaz
e pontos alsé korlatja: inf(A) = 2;

pontos felsd korlatja: nincs;
minimuma nincs, mivel a pontos alsé korlat nem eleme a halmaznak;

e maximuma: nincs;

e alulrél korlatos, feliilrél nem korlatos, igy nem korlatos.
2.36. Feladat. Hatdrozzuk meg az A =|—o0; 3] intervallum infimumat, szupré-

mumat, minimumat, maximumat! Alulrdl korlatos-e, feliilr6l korlatos-e, korla-
tos-e a halmaz?

Megoldas:
A halmaz

e pontos alsé korldtja: nincs;

pontos felsd korlatja: sup A = 3;

e minimuma: nincs;

e maximuma: max A = 3;

e alulrél nem korlatos, feliilrél korlatos, igy nem korlatos.

2.37. Feladat. Vizsgaljuk meg az

A—{l—i—l‘neN}
n

halmazt korlatossag szempontjabol!
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Megoldas:

A halmaz
e pontos also korlatja: inf A = 1;
e pontos felsé korldtja: sup A = 2;
e minimuma: nincs;
e maximuma: max A = 2;

e korlatos, mert alulrél €s feliilr6l korlatos.

2.38. Feladat. Vizsgaljuk meg az

A:{Q—l‘nEN}
n

halmazt korlatossag szempontjabol!
Megoldas:
A halmaz
e pontos also korlatja: inf A = 1;
e pontos felsd korlatja: sup A = 2;
e minimuma: min 4 = 1;
e maximuma: nincs;
e korlatos, mert alulrdl és feliilr6] korlatos.
2.39. Feladat. Korldtos-e az A = [1; 9] halmaz? Hatdrozzuk meg az infimumat,
szuprémumat, minimumét, maximumét, belsé pontjait, hatarpontjait, torl6dasi
pontjait, izolalt pontjait! Nyilt-e a halmaz? Zart-e a halmaz?
Megoldas:
A halmaz
e pontos alsé korldtja: inf A = 1;
e pontos felsé korlatja: sup A = 9;
e minimuma: min 4 = 1;
e maximuma: nem létezik;
e korlatos, mert alulrdl korlatos és feliilrdl korlatos;
e belsS pontjainak halmaza: A° =|1;9];
e hatdrpontjai: 0A = {1;9};
e torl6ddsi pontjainak halmaza: A" = [1;9];
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e izoldlt pontja: nincs, mert nincs olyan A-beli elem, amely ne lenne
torlddési pont;
e nem nyilt, mert az 1 nem bels6 pontja;
e nem zért, mert a komplementere | — co; 1[U[9; co[ nem nyilt, ugyanis
a 9 nem belsd pontja.
2.40. Feladat. Korlatos-e
A =]0;1JU]2; oo[U{ -1}
halmaz? Hatdrozzuk meg az infimumat, szuprémumdt, minimumét, maximu-
mat, belsd pontjait, hatdrpontjait, torl6ddsi pontjait, izoldlt pontjait! Nyilt-e a
halmaz? Zart-e a halmaz?
Megoldas:
A halmaz
e infimuma: inf A = 0;
e szuprémuma: nem létezik;
e minimuma: nem létezik;
e maximuma: nem létezik;
e nem korlétos;
e belss pontjainak halmaza: A° =|0; 1{U]2; col;
e hatdrpontjai: 0A = {—1;0; 1;2};
e torl6dési pontjainak halmaza: A’ = [0; 1] U [2; oo];
e izolélt pontja: —1, mert ez az egyetlen halmazbeli elem, amely nem
torl6dési pont;
e nem nyilt, mert az 1 nem belsé pontja;
e nem zart, mert a komplementere (] — oo; 0]U]1;2]) \ {—1} nem nyilt.

2.41. Feladat. Vizsgaljuk meg korl4tossdg szempontjabdl az
A= {2" n e N}

halmazt!
Megoldas:
A halmaz elemei:
A= {2”

neN} — (2:4:8;16;...}.
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A halmaz pontos alsé korldtja, azaz infimuma: inf(A) = 3. Pontos fels kor-
latja nem létezik. Mivel a pontos alsé korlat eleme a halmaznak, ezért az mini-
mum is, azaz min(A) = 3. Mivel nincs pontos felsd korlatja, ezért maximuma
sincs. A halmaz feliilr6l nem korlatos, igy nem korlatos.

2.42. Feladat. Vizsgaljuk meg korlatossag szempontjabdl az
A= {(—3)” ne N}

halmazt korldtossdg szempontjabol!

Megoldas:

A halmaz elemei:
A={(-3)"

A halmaznak pontos alsé korldtja és pontos fels6 korldtja sem létezik. Tehat
minimuma és maximuma sem létezik. Alulrdl és feliilr6l sem korldtos, tehat
nem korlatos.

ne N} — {-3;9;—27:81;...}.

2.43. Feladat. Vizsgaljuk meg korldtossdg szempontjabdl az

() e

halmazt korlatossag szempontjabol!
A halmaz elemei:

Megoldas:
1\" 1111
A= — =< b
{<2) ”GN} {2’4’8’16’ }
A halmaz

e pontos also korlatja: inf A = 0;

e pontos felsd korlatja: sup A = %;
e korlatos, mert alulrél és feliilrdl is korlatos.
2.44. Feladat. Adjuk meg a G(1;3) és a G(2;5) kornyezeteket!
Megoldas:
A G(1;3) kornyezet az
11—2;143[=] — 1;4]
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intervallum, mig a G(2; 5) kornyezet a
12-5;24+5[=] - 3;7[
intervallum.
2.45. Feladat. Tekintsiik az
A={zcR|z? -T2+ 10 <0}

2
B:{xER‘H>2}
r—3

a) Adjuk meg az A halmazt intervallumként vagy intervallumok uniéjaként!
b) Hatdrozzuk meg az A N N halmazt!

¢) Adjuk meg a B halmazt intervallumként vagy intervallumok unidjaként!
d) Adjuk megaz AU B és AN B halmazokat!

e) Korlitos-e az A halmaz?

halmazokat!

f) Hatdrozzuk meg az A halmaz infimumat és szuprémumaét!

g) Adjuk meg a B halmaz torl6ddsi pontjainak halmazat!

Megoldas:

a) Az 22 — 7z 4 10 > 0 egyenl6tlenség megolddsahoz tekintsiik el&szor az
f(x) = 2% — 7z 4 10 fiiggvényt. Ennek zérushelyei:

T+VI9—40 T+3

T1,2 = 2 9
igy a fliggvény grafikonjabdl leolvashato, hogy

A =[2;5].
b) Az A N N halmaz:

{2:3;4;5}.
c) Az

z+2

> 2
z—3

egyenl6tlenség megoldasahoz eldszor nulldra rendezziik az egyenlStlensé-
get:

x+2 5 —x+8

r—3 ” - r—3
Ezt kovetben megvizsgaljuk, hogy egy tort hogy lehet pozitiv. Két esetben:
vagy ugy, hogy a szamlalo és a nevezd is pozitiv, vagy ugy, hogy a szamlal6

> 0.
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és a nevez0 is negativ. Az elss esetben z < 8 és z > 3 adddik, a mésodik
esetben pedig z > 8 és x < 3. Az elss esetben a megolddshalmaz |3; 8], a
madsodik esetben ellentmonddsra jutunk, igy a B halmaz:

B =]3;8|.

d) Az A és B halmazok unié6ja és metszere:

AUB = [2;§]

AN B =]3;5]
e) Az A halmaz korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos.
f) Az A halmaz infimuma 2, szuprémuma: 5.

g) A B halmaz torl6ddsi pontjainak halmaza: [3; 8].
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3. Relaciok

3.1. Feladat. Tekintsiik a
H ={1;2;3;4;5;6;7;8}

alaphalmazt és az
A={2:3;5}; B={1;2;5;8}
halmazokat! Adjuk meg az A x B és B x A halmazokat!
Megoldas:
A keresett Descartes-szorzatok
Ax B ={(21);(2;2);(25); (2;8); (3;1); (3;2); (3;5); (3;8);
(5;1); (5:2); (5;5); (5:8))},
illetve
Bx A={(1;2); (1;3); (1;5); (2;2); (2;3); (2;5); (5: 2); (5; 3);
(555); (8;2); (8;3); (8;5)}-
3.2. Feladat. Tekintsiik az
A=1{1,2,5T7}

B =1{2,4,5,8}
halmazokat! Adjuk meg az A x B és B x A halmazokat!
Megoldas:
A keresett halmazok:
Ax B={(1,2),(1,4),(1,5),(1,8),(2,2),(2,4),(2,5),(2,8), (5,2),
(5,4),(5,5),(5,8),(7,2),(7,4),(7,5),(7,8)},
illetve

Bx A= {(21);(2:2);(25); (2,7); (4:1); (4;2); (4 5); (45 7); (5; 1);
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3.3. Feladat. Soroljuk fel a A x B halmaz elemeit, ha
A={zeZ|-2<z<1}

és
B={ze€Z|0<x <2}
Megoldas:
Az A halmaz:
A={-2-1;0;1},
a B halmaz:

B ={0;1;2},
igy az A x B halmaz:
Ax B ={(=2;0); (=21); (=2;2); (-1;0); (=1;1); (-1;2);
(0;0); (0;1); (0 2); (1;0); (1;1); (1; 2) }
3.4. Feladat. Abrizoljuk a A =] — 0o; 2] x] — oo; 1] Descartes szorzatot!
Megoldas:

Azokat a sikbeli pontokat kell dbrdzolnunk, amelyek elsé koordinétdja kisebb
vagy egyenld, mint 2, €s a masodik koordinatdja kisebb, mint 1, azaz a megadott
halmaz masképp a kovetkez6képpen irhaté fel:

A={(r;y) eR*|z <2;y <1}
Az A halmaz dbrazolasa koordindtarendszerben:

A

3.5. Feladat. Abrazoljuk az A =] — oo; 1[x[1; oo Descartes szorzatot!
Megoldas:

Azokat a sikbeli pontokat kell dbrazolnunk, amelyek els6 koordinataja kisebb,
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mint 1, és a masodik koordindtdja nagyobb vagy egyenld, mint 1, azaz a mega-
dott halmaz masképp a kovetkezdképpen irhato fel:
A={(z;y) eR? |z <2,y > 1},

Az A halmaz abrazoldsa koordinatarendszerben:

¥
3

3.6. Feladat. Abrazoljuk az ]1;3]x] — 1; 1] Descartes szorzatot!

Megoldas:

A megadott halmaz masképp a kovetkezdképpen irhat6 fel:
A={(z;y) eR*|1 <z <3; -1<y<1}.

Az A halmaz dbrazoldsa koordinatarendszerben:

A

3.7. Feladat. Tekintsikk az A = {—1;0;1;2} és a B = {1;2;3} halmazokat,
tovabb4 legyen

o={(a;b)|a€ A,be B,a+b=2}.

a) Adjuk meg az A x B halmazt!
b) Hatdrozzuk meg a g reldcié elemeit és dbrdzoljuk azokat koordindtarend-

szerben!

1

c) frjuk fel a o™ inverz relaciot!
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d) Hatdrozzuk meg a reldcié és az inverz reldcié értelmezési tartomdanyét és
értékkészletét!

Megoldas:

a) A Descartes szorzat elemei olyan rendezett elemparok, melyek elsé kompo-
nense az elsé halmazbdl, masodik komponense a masodik halmazbdl valo,
igy

Ax B ={(=1;1); (=1;2); (—1;3); (0;1); (0; 2); (0; 3);
(151); (1;2); (1;3); (21)5(252); (23 3) }-

b) Az p reldci6 azokat az elempdrokat tartalmazza, amelyek koordindtdinak

Osszege 2, azaz

0=1{(=1;3);(0;2); (1;1)}.

Koordinatarendszerben abrazolva a relaciot:
4
35
3

25

35 3 -25 2 45 1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

¢) Az inverz relicié elemeit tigy kapjuk meg, hogy a reldciéban szerepld ele-
mek elsd é€s masodik koordinatdjat ,,megcseréljik”, igy

o ={(3;-1);(2:0); (1; 1)}
d) A reléci6 értelmezési tartomdnya a reldcidban szerepld elemek elsé koordi-
nitdja
D,={-1;0;1} C A,
értékkészlete a relacidban szerepld elemek masodik koordinataja
R, =1{1;2;3} C B.
Az inverz relacié értelmezési tartomanya és értékkészlete
D, ={1;2;3} = Ry;
R, ={-1,0;1} = D,.
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3.8. Feladat. Tekintsik az A = {1;2;3;4} és a B = {2;4;6} halmazokat,
tovabb4 legyen

o= {(a;b)|a € A, b€ B,aosztéja b-nek vagy b = a + 2}.

a) Adjuk meg az A x B halmazt!

b) Hatdrozzuk meg a g reldcié elemeit és dbrdzoljuk azokat koordindtarend-

szerben!

1

¢) Irjuk fel a p~! inverz relaciét!

d) Hatarozzuk meg a reldcié és az inverz reldcié értelmezési tartomanyat és
értékkészletét!

Megoldas:
a) A Descartes szorzat elemei olyan rendezett elemparok, melyek elsé kompo-

nense az elsé halmazbdl, masodik komponense a mdsodik halmazbdl vald!
Tehat

Ax B={(1;2);(1;4); (1;6);(2;2);(2;4); (2;6);
(3:2); (3;4);(3:6); (4;2); (4;4); (4:6) }.

b) Az p relaci6 azokat az elempdarokat tartalmazza, amelyek koordinatdira tel-
jesiil, hogy az els6 koordinata osztdja a masodiknak:

0={(1;2); (1;4); (1;6); (2;2); (2;4); (2;6); (3;6); (4;4); (4;6) }.

Koordinatarendszerben abrazolva

4 *-—9 'y
3
2l oo
1
0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 1

¢) Az inverz relacié elemeit igy kapjuk meg, hogy a reldcidban szerepld ele-
mek elsé és masodik koordinatjat ,,megcseréljiik”, igy

0t = {(2:1): (45 1); (65 1); (25 2); (45 2); (6:2); (6:3); (45 4); (6:4) -
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d) A reléci6 értelmezési tartomdnya a reldcidban szerepld elemek elsé koordi-
nitdja
D, ={1;2;3;4} C A,

értékkészlete a relacidban szerepld elemek mdsodik koordinétdja
R, ={2;4;6} C B.

Az inverz reldci6 értelmezési tartomdnya és értékkészlete
Dy1 ={2;4;6} = Ry;
R, ={1;2;3;4} = D,.
3.9. Feladat. Tekintsiik az A = {—1;0;1} és a B = {—1;0} halmazokat,
tovabb4 legyen
o={(a;b)|a-b=0} C Ax B.
a) Irjuk fel az A x B halmazt!
b) Irjuk fol a reldcié elemeit!
¢) Hatdrozzuk meg a reldci6 inverzét!
d) Hatdrozzuk meg a reldcié és az inverz reldcié értelmezési tartomdanyét és
értékkészletét!
Megoldas:
a) ElGszor felirjuk az A x B halmazt:
A x B ={(=1;-1); (=1;0); (0; =1); (0; 0); (1; —1); (1; 0) }.

b) A relaci6 elemei

0 ={(=1;0); (0; =1); (0; 0); (1;0)}.
¢) Az inverz relacio:

o' = {(0;=1); (=1;0); (0;0); (0; 1)}

d) A relacid értelmezési tartomdnya a reldcidban szerepld elemparok els ko-
ordinatajabol all6 halmaz, értékkészlete a masodik koordinatdkbol 4116 hal-
maz:

D, ={-1;0:1}; R, ={-10}.

Az inverz relacié értelmezési tartomanya és értékkészlete
Dg*1 = {_150} = RQ?
R, ={-1,0;1} = D,.
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3.10. Feladat. Tekintsiik az A = {1;2;3} halmazt!

a) Irjuk fel az A x A halmazt!

b) Hany darab kiilonboz3 relaciét adhatunk meg az A halmazon?
¢) Adjunk meg egy olyan relaciét az A-n, amely reflexiv!

Megoldas:
a) Az A x A Descartes-szorzat elemei olyan rendezett elemparok melyek elsd
és masodik koordinatdja is az A halmazbdl valé

Ax A={(1;1); (1;2); (1;3);(2;1); (22);(2:3); (3;1); (3;2); (3;3)}-

b) Az A halmazon adott reldcion az A x A halmaz tetszdleges részhalmazat
értjiik. Mivel A x A-nak 9 eleme van, ezért annyi reldciét tudunk felirni,
amennyi részhalmazat képezhetjiik ennek a halmaznak, azaz 2° = 512 rel4-
ciét tudunk megadni A-n.

c) Példaul a

o ={(1:1);(2:2); (3;3)}
relacié reflexiv, mert minden a € A esetén (a;a) € p. Ezen hdrom elemhez
barmilyen tovéabbi elemet hozzavéve a relacié reflexiv marad!

3.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sikbeli egyenesek kozétt a ,,parhuzamos-
sdg” ekvivalencia rel4cid!
Megoldas:
A reldci6 ekvivalencia rel4cid, ugyanis
o reflexiv, mert minden egyenes parhuzamos dnmagéval;
e szimmetrikus, mert ha a||b, akkor b||a;
e tranzitiv, mert ha al|b és b||c, akkor al|c.
3.12. Feladat. Mutassuk meg, hogy a valdés szdmok halmazan a ,,<” reldci6
rendezési relacid!
Megoldas:
A relacié rendezési relacid, ugyanis
e reflexiv, mert ¢ < a minden a valds szamra;
e antiszimmetrikus, mert ha a < bés b < a, akkor a = b;
e tranzitiv, merthaa < b ésb < ¢, akkor a < ¢;

e teljes, mert a < b vagy b < a koziil legaldbb az egyik fenndll minden
a és b valés szam esetén.
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3.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy a halmazok kozétt a ,,C” reldcié parcidlis
rendezés, de nem rendezési relacio!

Megoldas:

A reldcid6 parcidlis rendezési reldcid, ugyanis
o reflexiv, mert A C A minden A halmaz esetén;
e antiszimmetrikus, mert ha A C B és B C A, akkor A = B;
e tranzitiv, mertha A C Bés B C C, akkor A C C;

nem teljes, mert 1éteznek olyan A és B halmazok, hogy A C B,
B C A egyike sem teljesiil.

3.14. Feladat. Adjunk példét olyan reldciéra, amely szimmetrikus és antiszim-
metrikus is.

Megoldas:
A val6s szamok kozotti = relacié szimmetrikus, mert ha a = b, akkor b = a,

tovabba antiszimmetrikus, mert ha a = b és b = a, akkor a és b megegyeznek.

3.15. Feladat. Adjunk példat olyan reldciéra, amely nem szimmetrikus és nem
is antiszimmetrikus.

Megoldas:

Az egész szamok kozott az oszthatésdg, mint reldcié nem szimmetrikus, mert
ha a osztéja b-nek, akkor nem igaz, hogy bja minden a és b egész szdmra, ezt
mutatja példdul az, ha a = 2 és b = 3. A reldcié nem antiszimmetrikus, mert
ha a|b és b|a, akkor a = b valamint a = —b is teljesiil.

3.16. Feladat. Tekintsiik a természetes szimok halmazan a kdvetkezd relaciot:
x oy pontosan akkor, ha x —y paros. Mutassuk meg, hogy a reldci6 ekvivalencia
reldcié. Adjuk meg az dltala indukalt osztalyozast!

Megoldas:
A relécié
e reflexiv, mert xpx, ugyanis x — x = 0 paros minden =z € N esetén;
e szimmetrikus, mert ha x — y péros, akkor y — x is péros;
e tranzitiv, mert ha x — y pdros, és y — z péros, akkor
r—y+(y—z)=x—=2

is paros, mert paros szamok Osszege paros.
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Tehat a relédci6 ekvivalencia relacid. Az indukdlt osztilyok

{n € N|n pdros};

{n € N|n pdratlan}.
3.17. Feladat. Tekintsiik az

A =1{0;1;2;3;4;5;6}
halmazt és tekintsiik az aldbbi relaciot:
zoy < 3|(z —y),

azaz x pontosan akkor all reldciéban y-nal, ha x — y oszthat6é 3-mal.

a) Adjuk meg az A x A halmaz elemeinek a szamat!
b) Soroljuk fel a p rel4ciét elemeit!
¢) Igazoljuk, hogy a reldcié nem antiszimmetrikus!
d) Mutassuk meg, hogy a g relaci6 ekvivalencia-relacid!
e) Adjuk meg az ekvivalencia-reldcié altal indukalt osztdlyokat!
Megoldas:
a) Az A x A halmaz elemeinek a szima 72 = 49.
b) A p relacio:
0= {(0;0);(0;3); (05 6); (1; 1); (154); (252); (2 5); (3;0); (3;3); (33 3)
(3;6); (4;1); (4;4); (5;2); (5;5); (6;0); (6;3); (6;6) } -
¢) A relacié nem antiszimmetrikus, mert példaul
3[(6—2)=3 és 3|(2—5)=-3,
de 2 # 5.
d) A relacio
e reflexiv, mert minden = € A esetén 3|(x — x);
e szimmetrikus, mert minden z,y € A esetén

(x—y) = 3Blly—a)
e tranzitiv, mert ha 3|(x — y) és 3|(y — z), akkor
(@ —y)+ (y—2) = (z - 2).

Mivel a g relédcié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, ezért ekvivalencia-
relacio.
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e) Harom ekvivalencia osztdly van, ezek az aldbbiak:
AL ={0;3;6}; Az ={1;4}; Ay ={2;5}.

43
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4. Fiiggvények

4.1. Feladat. Az aldbbi hozzarendelések koziil melyik fiiggvény?

a) Minden emberhez hozzéarendeljiik a magassdgat.

b) Minden természtes szimhoz hozzarendeljiik a ndla 1-el nagyobb természetes
szdmot.

¢) Minden szdmhoz hozzarendeljiik a négyzetét.

d) Minden osztalyzathoz hozzarendeljiik azokat a didkokat, akiknek az év végi
matematika jegye az adott osztilyzat. (Feltételezziik, hogy az osztdlynak
legaldbb 6 tanuldja van.)

e) Minden val6s szdmhoz hozzérendeljiik a felét.

Megoldas:

A d) nem fiiggvény, mert egy osztilyzat tobb didkhoz is tartozhat. A t&bbi
leképzés egyértelmd, igy azok fiiggvények.

4.2. Feladat. Lehet-e az aldbbi gorbe egy R — R fiiggvény grafikonja?

0 05 1 15 ]2 25 3 35 4 45 5

Megoldas:
Nem lehet, mert egy x értékhez tobb y érték is tartozik.

4.3. Feladat. Adjuk megaz f: R — R, f(z) = 2%+2z fiiggvény helyettesitési
értékét az x = 2 helyen!

Megoldas:
A helyettesitési érték:
f2)=242-2=4+4=38.
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4.4. Feladat. Adjuk meg az f: ] — 00;8] — R, f(x) = /8 — x fiiggvény
helyettesitési értékét az x = 4 helyen!
Megoldas:
A helyettesitési érték:

f4)=v8—-4=2.

4.5. Feladat. Tekintsiik az f: [0;00[— R, f(z) = /—x fiiggvényt! Adjuk
meg az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyre a fiiggvényérték 2.

Megoldas:

Azt az x értéket keressiik, amelyre v/—z = 2 teljesiil. Az egyenlet mindkét
oldalat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy —x = 4. A keresett szdm tehat az
= -4

4.6. Feladat. Tekintsiik az f: R\ {3} = R, f(z) = -1 fiiggvényt!

a) Adjuk meg az f fiiggvény helyettesitési értékét az x = 4 helyen!

b) Adjuk meg az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyre a fliggvény-
érték 2.
¢) Adjuk meg azokat az x valés szdmokat, amelyekre a fliggvényérték negativ!

Megoldas:
a) Az f fuggvény helyettesitési értékét az x = 4 helyen:

b) Az értelmezési tartomdnynak azt az elemét, amelyre a fiiggvényérték 2 az
f(x) = 2 egyenlet megolddsa adja:

=9 = 1=2x—6,
azaz x = 3, 5.

¢) Azokat az = valés szamokat keressiik, amelyre f(z) < 0, azaz az
1
Tz —3
egyenl6tlenség megoldasat. Mivel a szdmlalo negativ szam, ezért a tort csak

ugy lehet negativ, ha a nevezd pozitiv, azaz ha x — 3 > 0, ami ekvivalens
azzal, hogy = > 3, igy a keresett valds szdmok a |3; oo intervallum elemei.

<0
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4.7. Feladat. Tekintsiik az

f:R=SR, fz) =2® —x
fiiggvényt! Mutassuk meg, hogy f(x + 1) = f(—xz).
Megoldas:
Egyrészt kiszamoljuk f(x + 1)-et:

fE+D)=(+1)?—(z+1)=a?4+224+1-2—-1=2+z
Masrészt
f(=2) = (=2)* = (-a) = 2® +

igy f(x + 1) = f(—z) minden z € R esetén.
4.8. Feladat. Tekintsiik az

fiR\{0} 2R, f(z) =~
fliggvényt. Mutassuk meg, hogy

fla)—f@) 1
a—b  a-b
Megoldas:
Mivel 101 b
—a
@)= f) = 5 =
ezért
flaj—f)  b-a 1
a-b  (a—b)-a-b  a-b

amivel megkaptuk a feladatban szerepl6 6sszefiiggést.
4.9. Feladat. Tekintsiik az
f:R=R, flz) =243z —4

fliggvényt! Szamoljuk ki az

f(b) = f(a)
b—a
hanyadost, ha a és b kiilénboz6 valés szamok!

Megoldas:

Mivel egyrészt
f(b) =b* +3b— 4,
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masrészt
f(a) = a® + 3a — 4,
ezért
fb)—fla) (B> +3b—4)—(a*+3a—4)

b—a b—a
P +3b—4—a’—3a+4 bV —a®+3b—3a
N b—a N b—a
(b—a)-(b+a)+3-(b—a) (b—a) - (b+a+3)
N b—a N b—a N
=a-+b+3.

4.10. Feladat. Tekintsiik az
f:R =R, fz) =2z — 2*
fiiggvényt! Szamoljuk ki az f(a + 3) — f(a — 3) értéket, ha a € R tetszSleges.
Megoldas:
Mivel
fla+3)=2-(a+3)—(a+3)? =2a+6—(a®>+6a+9) =
:2a+6—a2—6a—9:—a2—4a—3,
tovabba
fla=3)=2-(a—3)—(a—3)*=2a—6— (a®> —6a+9) =
=20 —6—a+6a—9=—a®+8a— 15,
ezért
fla+3)—fla—3)=—a®>—4a—3— (—a® +8a—15) =
=-a’—4a—-3+a*—8a+15=—12a+12.
4.11. Feladat. Tekintsiik az
f:R—=R, flz)=4— 22
fiiggvényt. Szamoljuk ki az f(b — 2) — f(b+ 2) értéket, ha b € R tetszGleges.
Megoldas:
Mivel
fo—2)=4—(b—2>=4—(b*—4b+4) =
=402 44b—4=—b>+4b=—b-(b—4),
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tovabba
fo+2)=4—(b+2)2=4—(b?+4b+4) =
—4-b —4b—4=—-b>—4db=—b-(b+4),
ezért
fb—2)— f(b+2) = —b* +4b— (—b* — 4b) =
= —b® + 4b + b* + 4b = 8b.

4.12. Feladat. Hatirozzuk meg a valds szamok halmazéinak azt a legb&vebb

részhalmazat, amelyen az

f(z) =+v6—2x
fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel péros gyokkitevjli gyok alatt csak nemnegativ szdm éllhat, ezért az ér-
telmezési tartomdny megaddsdhoz meg kell oldanunk a

6—2z >0

egyenl6tlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy = < 3, igy az értelmezési tartomany
a ] — oo; 3] intervallum.

4.13. Feladat. Hatarozzuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb

részhalmazat, amelyen az
fle)=VA—a?

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:
Mivel paros gyokkitevdjli gyok alatt csak pozitiv szam éllhat, ezért az értelme-
z¢€si tartomdny megaddsahoz meg kell oldanunk a
4—2?>0

egyenlbtlenséget. Az egyenlStlenséget grafikusan oldjuk meg. Ehhez els6
1épésben meghatdrozzuk az  — 4 — x? fiiggvény zérushelyeit:

4—22=0
:x2
+2=x

Ezutin felvazoljuk az = — 4 — 22 fiiggvény grafikonjat:
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0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11

S b b b L b s v w \»

Leolvashatjuk, hogy az egyenlGtlenség megolddsa és igy egyben az f(x) fiigg-
vény értelmezési tartomanya:

Dy:xe[-2;2].

4.14. Feladat. Hatirozzuk meg a valds szamok halmazéanak azt a legb&vebb
részhalmazét, amelyen az

f(x) = lg(4 — 22)
fiiggvény értelmezve van!
Megoldas:

A logaritmus fliggvény miatt a logaritmus mogotti kifejezésnek pozitivnak kell
lenni, azaz meg kell oldanunk a

4 —2x >0

egyenl6tlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy x < 2, igy a fiiggvény értelmezési
tartomdnya a | — oo; 2 intervallum.

4.15. Feladat. Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazédnak azt a legb6vebb

részhalmazét, amelyen az
1
=ln(1+4+ -
f() n( +x)

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

A tort miatt  # 0. A logaritmus fiiggvény miatt a logaritmus mogotti kife-
jezésnek pozitivnak kell lenni, azaz meg kell oldanunk az

1
1+->0
Y
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egyenlGtlenséget. Egy tort akkor pozitiv, ha a szdmldléja és a nevezGje azonos
elgjeld, igy két esetet kell vizsgdlnunk.
Ha a szaml4lo6 és a nevez6 pozitiv, akkor

r+1>0 é x>0.
Ezek megolddsainak kozos része a |0; oo intervallum.
Ha a szamlal6 és a nevezd negativ, akkor

r+1<0 é z<O.
Ezek megolddsainak kozos része a | — oo; —1] intervallum.
Tehat a fliggvény értelmezési tartomdnya:

Dy:x €] —o00,—1[U]0,00[=R\ [-1,0].
4.16. Feladat. Hatarozzuk meg az
f:R—=R, f(x) =248z +12
figgvény szElsdértékének tipusat, helyét és értékét!
Megoldas:
Masodfoku fiiggvénynek a zérushelyei szamtani kozepénél van minimuma. Igy
els6 1épésben a zérushelyeket hatarozzuk meg, amihez az
22+ 8 +12=0

masodfoku egyenletet kell megoldanunk. Felirva a mdsodfoku egyenlet megol-

doképletét
_ —8+£v8 —-4.1-12 -8+4
T12 = 9 =
adddik, igy a zérushelyek 1 = —2 és z9 = —6. Ezek szdmtani kézepe
ry+x3 -2+ (-6) _;8__4
2 2 2 ’

ami a masodfokd fiiggvény minimum helye. A minimum érték:
f(—4)=(—4)*+8- (—4) + 12 = —4.

Megjegyezziik, hogy ha a fiiggvénynek nem lenne zérushelye, akkor teljes né-
gyzetté alakitdssal hatdrozhatnank meg a sz€ls6érték helyét és értékét:

flz) =22+ 8z +12 = (z +4)* — 4,

amely akkor a legkisebb, ha z + 4 = 0, azaz x = —4 és ekkor a fiiggvényérték
f(~4) = —4.
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4.17. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f:R—=R, f(z) = —2® 442 — 3

fliggvény szE€ls6értékének tipusat, helyét és értékét!
Megoldas:
A fiiggvény zérushelyeit az

—2? 442 -3=0
egyenlet megoldédsdval kapjuk. A mésodfokd egyenlet megolddképletét alkal-
mazva

—44+/16 — 12 _—4+2
-2 -2

adddik, igy 1 = 1, x2 = 3. Mivel a fiiggvény masodfoku tagjanak egyiittha-
tdja negativ, ezért a fliggvénynek maximuma van. A maximum helye a zérushe-
lyek szdmtani kdzepe, azaz % = 2. A maximum érték:

f(2)=-224+4.-2-3=1.

Megjegyezziik, hogy ha a fiiggvénynek nem lenne zérushelye, akkor teljes né-
gyzetté alakitassal tudjuk meghatarozni a sz€éls6érték helyét és értékét:

flz)=—-2"+42-3=—(2"—4d2)-3=—[(z —2)*—4] -3 =
=—(2-22+4-3=—(2—-2)2+1,

aminek akkor a legnagyobb az értéke, ha x — 2 = 0, azaz x = 2, és ebben az
esetben a fiiggvényérték f(2) = 1.

T12 =

4.18. Feladat. Vizsgéljuk meg paritds szempontjabol az
2

x

flw) = sin bx
fliggvényt!
Megoldas:
Felhasznélva, hogy a szinusz fiiggvény pdratlan, azaz sin(—x) = —sinz, azt
kapjuk, hogy

_2)2 22
I P ) S S
sin(—bx)  —sinbx
22

= - = _f<$)7

sin bx
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igy a fiiggvény pératlan.
4.19. Feladat. Vizsgaljuk meg paritds szempontjabol szerint az

4
fz) =

T

cos 2z
fliggvényt!
Megoldas:

Felhaszndlva, hogy a koszinusz fiiggvény paros, azaz cos(—z) = cosx, azt
kapjuk, hogy
(_ x)4 B 1'4

cos(—2x)  cos2x

f(=z) = = f(x),

igy a fiiggvény pdros.

4.20. Feladat. Vizsgaljuk meg paritds szempontjabodl az

1
f(z) T
fliggvényt!
Megoldas:
Mivel
1 1
f(=z) = s tr=—+ux,

ezért f(—x) # f(x), illetve f(—x) # — f(z). igy a fiiggvény nem pdros, nem
pératlan.

4.21. Feladat. Vizsgéljuk meg paritds szempontjabol az

1
fl@)==z+ 7
fliggvényt!
Megoldas:
Mivel
1
f(_x)——w‘F_x——ﬂT—x—_(x‘i‘x) —_f(w)7

igy a fiiggvény pératlan.
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4.22. Feladat. Vizsgéljuk meg paritds szempontjabol az

ﬂ@=f+$
fiiggvényt!
Megoldas:
Mivel ) )

igy a fiiggvény pdros.
4.23. Feladat. Periodikus-¢ az f(x) = sin 2x fiiggvény?
Megoldas:

Mivel a szinusz fiiggvény periodikus és a periédusa 27, ezért az f(x) fiiggvény
is periodikus, periédusa 7.

4.24. Feladat. Adott az ABC haromszdg AB és AC oldala, AB = 10 [cm],
AC = 6 [cm]. A két oldal dltal bezért ¢ szoghoz rendeljiik hozzd a haromszog
tertiletét. Mi lesz az igy kapott fliggvény értelmezési tartomdnya €s értékkész-
lete?

Megoldas:
Egy haromszog teriilete a hdromszog két oldaldnak és az éltaluk bezdrt szog

szinuszdnak szorzatdnak a fele. Tehat a keresett fiiggvény:
_10-6-singp

T(y) 5

Mivel ¢ egy hdromszog egyik szogét jelenti, ezért a T'(p) fuggvény értelmezési
tartomdnya:

=30 - sinp.

Dr: ¢ €]0; 7.
Mivel a |0; 7| intervallumon a szinusz fiiggvény értékkészlete a |0; 1] interval-
lum, ezért a T'(p) fuggvény értékkészlete:

T(¢) €]0; 30].
4.25. Feladat. Hatdrozzuk meg az f o g és g o f kompozicidkat, ha
fl@)=vz, gla)=z+T.

Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, amelyen
az Osszetett fiiggvények értelmezve vannak! Oldjuk meg az fog(x) = go f(z)
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egyenletet!
Megoldas:
Az dsszetett fliggvény definicidjat hasznilva
fogle)=f(9(x)) = fla+T7)=Va+7
go f(z) =g(f(2) =9(vz) = Vo +T.
Az f o g fiiggvény értelmezési tartomanya
Dfog = [—7; OO[,
mig a g o f fiiggvény értelmezési tartomanya
Dgo f= [O; OO[
Megoldjuk a
Ve+T=Vx+7

egyenletet. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd elvégezve az Osszevoni-
sokat és megfelel6en rendezve az egyenletet

r+7=Kz+7)?
r+7=x+14-/x+49
—42 =14 -z
adédik, ami ellentmondds, ugyanis az egyenlet bal oldalan negativ szamot kap-

tunk, mig a jobb oldalon egy szam négyzetgyokének pozitiv szimszorosa sze-
repel, ami pozitiv.

4.26. Feladat. Hatiarozzuk meg az fog,go f, fof,gog, fofof, fogo f
kompozicidkat, ha

1
] g(m):xz—i—Z
xT

fz) =

Megoldas:
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Az Osszetett fliggvény definicidjat haszndlva:

Fogla) = Flo) = F? +2) = 1

go f(x) = 9(f(x)) =g(;) - L2

gog(z) =g(9(x)) = g(a® +2) = (2* +2)* + 2
1

Sz +3
 4r -5

4.27. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f: R\ {2} — R, f(2)

fiiggvény inverze onmaga.
Megoldas:
Legyen az f fiiggvény inverze f~'. Ekkor

5-f1(x)—|—3>‘

x:fof‘l(x):f<w(x)_5

A kapott egyenletet megoldjuk f~!(z)-re. Els6 1épésben szorozzuk az egyen-
letet 4f~%(z) — 5-el:
(4-fHz)-5)-2=5-f'(2)+3.
Felbontva a zarojelet:
-4 fHa) -5z =5 f1(z)+3.
Az egyenletet dtrendezve, azaz f~!(z)-et egy oldalra rendezve

-4 fHa)—5-fHx) =3+ 52

Kiemelve f~1(z)-et

fl(x) - (4 —5) = 3 + 5.
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Mindkét oldalt elosztva 4z — 5-el azt kapjuk, hogy az inverzfiiggvény:

_3—1—5x_53:+3
S dr -5 dxr-5

@)

4.28. Feladat. Invertdlhaté-eaz f: R — R, f(z) = 2x+4 fuggvény? Ha igen,
hatdrozzuk meg az inverzét! Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a fiigg-
vényt és az inverzét! Mi a geometriai kapcsolat a fiiggvény és inverze k6zott?

Megoldas:

Az f figgvény képébdl azonnal latszik, hogy injektiv, azaz kiilonbozs ele-
mekhez kiillonboz6 elemeket rendel, igy invertdlhaté. Ezt algebrai tton is el-
lendrizhetjik. Ehhez meg kell vizsgalnunk, hogy ha z1,29 € R 21 # w9,
akkor f(z1) # f(x2). Ezt ugy is ellendrizhetjiik, hogy megvizsgaljuk, hogy
az f(r1) = f(x2) egyenlGségbdl kovetkezik-e, hogy x1 = x2. Ezen utébbit
fogjuk ellendrizni. Ha f(x1) = f(x2), akkor

fz1) = fla2)
201 +4=2x9+4
2$1 = 2$2

Tl = T2,
igy a fiiggvény invertdlhat6. Meghatarozzuk az inverzfiiggvényt:

flz)=2x+4
y=2x+4 f(x) helyére y-t irunk
r=2y+4 (megcseréljiikk z-et és y-t)

T —

Yy = (kifejezziik y-t)

Ezutan dbrazolhatjuk a fiiggvényeket:
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Geometriailag egy fiiggvény inverzét tigy hatarozhatjuk meg, hogy a fiiggvényt
tiikkrozziik az y = x egyenletii egyenesre.

4.29. Feladat. Abrazoljuk az f: [-2,3[— R, f(z) = —a? + 3 figgvényt,
hatdrozzuk meg az értékkészletét! Invertdlhaté-e a fiiggvény? Ha nem, adjunk
meg az értelmezési tartomdnynak olyan leszikitését, ahol invertdlhatd, és haté-
rozzuk meg, valamint dbrdzoljuk az inverzfiiggvényt!

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:
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Ertékkészlete: R; =] — 6,3]. A fiiggvény nem invertdlhaté, ugyanis példdul
f(—=1) = f(1). Az értelmezési tartomdny [0, 3 részhalmazan a fliiggvény mar
invertalhat6. Az f ezen intervallumra vald leszikitését jeloljik h-val. A h
fiiggvény értékkészlete | — 6, 3], ami az inverzfiiggvény értelmezési tartomanya
lesz. Meghatdrozzuk az inverzfiiggvényt. Az x helyen felvett fiiggvényértéket
y-al jelolve, majd megcserélve az x és az v ,,szerepét” © = —y? + 3 adédik,
amibdl y-t kifejezve megkapjuk az inverzfiiggvényt

hl=v3—x.

A fiiggvény lesziikitésének és inverzének grafikonja:

4.30. Feladat. Invertdlhaté-e az f: R — R, f(x) = 2% — 4 fiiggvény? Ha
igen, hatdrozzuk meg az inverzét! Abrazoljuk kézos koordindtarendszerben a
fliggvényt és az inverzét! Hatdrozzuk meg a fliggvénynek és inverzének az ér-
telmezéEsi tartoményét és értékkészletét!

Megoldas:

Az f fiiggvény képébdl azonnal latszik, hogy injektiv, azaz kiilonb6z6 elemek-
hez kiilonb6z6 elemeket rendel, igy invertalhato.

Az el6bbi megallapitast szamoldssal is ellendrizziik. Ehhez meg kell vizsgél-
nunk, hogy ha 21,29 € R, 21 # 9, akkor f(x1) # f(x2). Ezt Ggy is ellend-
rizhetjiik, hogy az f(z1) = f(x2) egyenl8ségbdl kovetkezik-e, hogy x1 = xo.
Ezen ut6bbit fogjuk ellendrizni. Ha f(x1) = f(x2), akkor

f(x1) = f(2)
271 _ 4 =272 _4

xr1 = T2,
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igy a fiiggvény invertdlhat6. Meghatdrozzuk az inverzfiiggvényt:

flx)=2% -4
y=2%—14 f(x) helyére y-t irunk
x=2Y—-4 (megcseréljiik x és y-t)
y = logy(x + 4) (kifejezziik y-t)
F1 () = logy(z + 4).
Ezutan dbrazolhatjuk a fiiggvényeket:

59

Geometriailag egy fiiggvény inverzét igy hatdrozhatjuk meg, hogy a fliggvényt
tikrozzilk az y = x egyenletli egyenesre. Az f fiiggvény értelemzési tar-
tomanya: Dy = R, értékkészlete: Ry =|2, oo[. Az inverzfiiggvény értelmezési

tartomdnya:
Df—l :]2, OO[: Rf,
tovabbd az inverzfiiggvény értékkészlete:
Ry =R = Dy.
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5. Elemi fiiggvények

5.1. Feladat. Vazoljuk fel az
1
f:[-6;8[= R, f(x) = 3% 3

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomdnyat, értékkészletét,
z€rushelyét, sz€élsdértékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt monotonitas szempontjabol! Hol vesz fel a fiigg-
vény pozitiv értéket? Vizsgaljuk meg a fiiggvényt paritas és perodikussag szem-
pontjabdl! Injektiv-e, sziirjektiv-e, bijektiv-e a fiiggvény? Invertalhaté-e?

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

L e = N

| ' ' |
O & \@ N

'
)

Az f fuggvény
o értelmezési tartomdnya: Dy: x € [—6;8];
o értékkészlete: Ry: y € [—6;1[;
e zérushelye: z = 6;
e minimum hely: z = —6; minimum érték: y = —6;
e maximuma nincs;
e korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos;
e szigordian monoton névekva;
e a |6; 8[ intervallumon vesz fel pozitiv értéket;
e nem paros, nem pdratlan;
e nem periédikus;
o injektiv, mert kiillonb6z6 elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel;
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e nem sziirjektiv, mert Ry # R;
e nem bijektiv, mert nem sziirjektiv;

o invertdlhatd, mert injektiv.

5.2. Feladat. Adjuk meg azt a fiiggvényt, amelynek grafikonja egyenes és il-
leszkedik az A = (2;4) és B = (—3;6) koordinatdjui pontokra! Hatdrozzuk
meg a fliggvény zérushelyét!

Megoldas:
A keresett fliggvény grafikonja egyenes, igy a fiiggvényt
flx)=m-x+0b
alakban keressiik. Mivel az A pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjara, ezért
fQ)=m-24b = 4=2m+b.
Mivel a B pont illeszkedik a fliggvény grafikonjara, ezért
f(=3)=m-(-3)+b = 6=-3m+b.

A fenti két egyenletbdl all6 egyenletrendszer megoldasaként kapjuk meg az m
és b ismeretleneket:

2m+b =14
—3m+b=06.

Az elsd egyenletbdl kivonva a mésodik egyenletet azt kapjuk, hogy

2
om=-2 = m=-——.
)
Ezt behelyettesitve példaul az elsd egyenletbe
4 24
—+b=4 = b=—
5 + )
adédik. A keresett fiiggvény tehat:
2 24
A fiiggvény zérushelye:
2 24
—z+—=0 = =12
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5.3. Feladat. Vazoljuk fel az

f:R=R, fz)=-2-(z+3)2+8

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomdnyat, értékkészletét,

7 2

zérushelyét, szE€ls6értékének tipusat, helyét és értékét! Korlitos-e a fiiggvény?
Vizsgéljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjdbol! Vizsgiljuk meg a
fliggvényt paritds és perodikussdg és konvexitds szempontjabdl! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fliggvény? Invertdlhat6-e?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

12 -11 10 -9 -8 -7 -6 5 -4 3 -2 (1

A DN S b 2 v e N e

Az f fiiggvény

értelmezési tartomanya: Dy: x € R;
értékkészlete: Ry: y €]oo; 8];

zérushelye: z = —5; x = —1;

minimuma nincs;

maximum hely: x = —3; maximum érték: y = §;
feliilr6l korlatos, alulrél nem korlatos, igy nem korlatos;
szigordan monoton ndvekvd, ha x €] — oo; —3];
szigordan monoton csokkend, ha x € [—3; o0[;
nem paros, nem pdratlan;

nem periddikus;

konkayv;

nem injektiv, mert példaul f(—1) = f(—5);

nem sziirjektiv, mert Ry # R;

nem bijektiv, mert nem injektiv, nem sziirjektiv;
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e nem invertdlhatd, mert nem injektiv.
5.4. Feladat. Vizoljuk fel az
f:R=R, f(z) =24z +3
fliggvény grafikonjat!
Megoldas:
Teljes négyzetté alakitva:
f@)=(x—2°-4+3=(x-2)7>-1,
igy a fiiggvény grafikonja:

~6-5-4~3~2~10\-2/34567891011/
-1

5.5. Feladat. Az f(z) = a-x? +b-x + c fiiggvény grafikonja olyan parabola,
amelynek tengelypontja T = (3; —2), tovdbbd illeszkedik a fiiggvény grafikon-
jaraa P = (1;6) pont. Adjuk meg az a, b és c paraméterek értékét! Hatarozzuk
meg a fiiggvény zérushelyeit!

Megoldas:
Tekintsiik a paraboldt
fl@)=a- (o —w?+o
alakban, ahol (u;v) a parabola tengelypontja. Ekkor
f(z)=a-(x—-3)?-2.
A fiiggvény grafikonjéra illeszkedik az (1;6) pont, igy
6=a-(1-3)2-2 = a=2.
Azt kaptuk tehdt, hogy
f)=2-(z—3)* -2 =2x> - 12z + 16,
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amibdl a keresett paraméterek:
a=2;b=-12; c = 16.
A fiiggvény zérushelyei a
22° — 122+ 16 =0
egyenlet megolddsai, igy

124+ /144 — 128 12+4
4 47

T19 =
azaz r1 = 4, illetve zo = 2.

5.6. Feladat. Egy téglalap keriilete 200 cm. Irjuk fel a teriiletet az egyik oldal
fiiggvényeként! Abrazoljuk a kapott fiiggvényt tigy, hogy a fiiggvény értel-
mezési tartomanya a valds szamok halmazanak lehetd legb&vebb részhalmaza
legyen!

Megoldas:

Jeloljiik a téglalap oldalait z-el és y-al! Mivel
K = 200cm,

ezért

2z + 2y = 200 = x +y = 100,
igy y = 100 — z. Ezt felhasznélva a téglalap teriilete:

T(z)=xz-y=2-(100 —z) = 100z — 2>
A fiiggvényt teljes négyzetté alakitva
T(z) = —1- (2% = 100x) = —[(z — 50)% — 2500] = — (2 — 50)% + 2500.
adodik. A fliggvény grafikonja:

2600
2400
2200
2000,
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400

200

0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 B0 85 90 95 {00 10t
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5.7. Feladat. Az ABC haromszog oldalai AB = 42, BC' = 40 és C A = 26.
Irjunk téglalapot a hdromszdgbe tigy, hogy a téglalap egyik oldala illeszkedjen
a haromszog AB oldaldra, masik két csicsa pedig a haromszog C'A, illetve
BC oldalara essen. Tekintsiik az igy beirhat6 téglalapok koziil a legnagyobb
teriiletit! Mekkordk ennek a téglalapnak az oldalai?

megoldas:
Legyen AB =¢, BC' =a,CA=hb.

Elséként a haromszog teriiletét kiszamoljuk Héron-képlettel. Ehhez a keriilet:

K =108 = 3:5:54.

Ezt felhaszndlva a hdromszog teriilete

T=+/s-(s—a) (s—b)-(s—c)=Vb4-14-28-12 = 504.

A hiromszog teriilete
c-m

2
alakban is felirhaté, amibdl az adatok behelyettesitésével 1008 = 42 - m kovet-
kezik, azaz m = 24. Jeldljiik a hdromszogbe irt legnagyobb teriiletdi téglalap
vizszintes oldaldnak hosszat x-el, fiigg6leges oldalanak hosszét y-al. Az ABC
haromsz6g hasonlé a D EC haromszoghoz, hiszen a szogeik megegyeznek, igy
felirhat6 a

T —

ez ®2_ o
m  m-—vy 24 24—y
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Osszefliggés, amit dtrendezve
1,7%5-(24—y) ==

adodik, azaz x = 42 — 1, 75y. A téglalap teriilete:

T(y)=z-y= (42 —1,75y) -y = 42y — 1, 75y
A fiiggvény értelmezési tartomanya: y € [0;24]. A T'(y) fiiggvényt teljes
négyzetté alakitva

T(y) = —1,75- (y* — 24y) = —1,75 - [(y — 12)* — 144] =
= 1,75 (y — 12)® + 252
adédik. Ezen fiiggvény maximuma az y = 12 helyen van. Ekkor
x=42-1,75-12 = 21.

Tehat a legnagyobb teriilet(i téglalap oldalai 12 és 21 egység, teriilete:
T =12-24 = 252.
5.8. Feladat. Vazoljuk fel az
fTR=R, f(x)=|z+2]—4

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomdnyat, értékkészletét,
z€rushelyét, szEélsdértékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgéljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgdljuk meg a
figgvényt paritas és perodikussig é€s konvexitds szempontjabdl! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fiiggvény? Invertalhat6-e?

Megoldas:
A fliggvény grafikonja:

-2 11 10 -9 -8 -7

Az f fuggvény
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e értelmezési tartomdnya: Dy: v € R;

o értékkészlete: Ry: y € [—4;00];

e zérushelye: x = —6; x = 2;

e maximuma nincs;

e minimum hely: z = —2; minimum érték: y = —4;
e alulrdl korlatos, feliilrdl nem korlatos, igy nem korlétos;
e szigortian monoton csokkend, ha z €] — oco; —2J;
e szigortian monoton novekvd, ha x € [—2;00];

e nem pdros, nem paratlan;

e nem periédikus;

e konvex;

e nem injektiv, mert példaul f(—6) = f(2);

e nem sziirjektiv, mert Ry # R;

e nem bijektiv, mert nem injektiv, nem sziirjektiv;

e nem invertdlhatd, mert nem injektiv.

5.9. Feladat. Hatdrozzuk meg az a értékét ugy, hogy az

f(z)=a-|z|
fiiggvényre f(—4) = 8 teljesiiljon!
Mivel f(—4) = 8, ezért

8=a- | - 4|a

igy azt kapjuk, hogy a = 2.
5.10. Feladat. Adjuk meg a b és c értékét ugy, hogy az
flz)=]z+bl+c
fiiggvényre f(0) = 5és f(4) = 3 teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel f(0) = 5, ezért
5=10+0b+c
Mivel f(4) = 3, ezért
3=1[4+0b/+c
A két egyenletet kivonva egymasbdl azt kapjuk, hogy
2=|b| —|4+b|
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Az egyenlet megolddsat 3 esetre kell bontanunk.

! !
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Els6 esetben legyen b < —4. Ekkor
2=—-b—(—-4-0),
addédik, amibdl az 6sszevonds utana 2 = 4 adodik, ami ellentmondas.
Maisodik esetben legyen —4 < b < 0. Ekkor a megoldand6 egyenlet:
2=—-b—(4+0) = —2b—4=2 = b= -3.
A kapott érték megoldds, ugyanis eleget tesz a —4 < b < 0 feltételnek.
Harmadik esetben legyen b > 0. Ekkor a
2=b—(4+0) = 2=—4
egyenlethez jutunk, ami ellentmondds. Azt kaptuk tehat, hogy egyetlen b érték
felel meg a feltételeknek: b = —3. Ekkor az
5=1|bl+c = 5=|-3|+c¢
egyenletbdl ¢ = 2 adddik, igy azt kapjuk, hogy
flz)=|z—3|+2.

5.11. Feladat. Vazoljuk fel az

1
J: )00l B, f@) =
fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyat, értékkészletét,
zérushelyét, sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgéljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgaljuk meg a
fliggvényt paritds és perodikussidg és konvexitds szempontjabdl! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fiiggvény? Invertalhat6-e?
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Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
7 i
:
s
4 |
;
2
1 |
1 0 0 1 2 3 54 5 6 7 8 9 10 1" 12 13
& :
Az f fuggvény
e értelmezési tartomédnya: Dy : x €]4; 00l;

értékkészlete: Ry: y €]0; 00(;
zérushelye: nincs;

maximuma nincs;

minimum nincs;

alulrdl korldtos, feliilr6l nem korlatos, igy nem korlatos;
szigordan monoton csokkend;
nem paros, nem pdératlan;

nem periddikus;

konvex;

injektiv;

nem sziirjektiv, mert R; # R;
nem bijektiv, mert nem sziirjektiv;

invertdlhat6, mert injektiv.

5.12. Feladat. Tekintsiik az

fiiggvényt! Hatdrozzuk meg a b valds szdm értékét gy, hogy f(2)

fR\ {0} > R, f(m)z%%—b

teljesiiljon!
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Megoldas:

Mivel f(2) = 1,5, ezért
Sl
2 2 7

Az egyenlet megoldédsara azt kapjuk, hogy b = 1.
5.13. Feladat. Tekintsiik az

f: R\ {-b} =R, f(:v)zi—kc

z+b
fliggvényt! Hatdrozzuk meg a b és c valds szamok értékét tigy, hogy
11 17
2)=—— ¢ 4) = ——
)= e fA) =~
teljestiljon!
Megoldas:
Mivel f(2) = —1%, ezért
11 .
4 245 ©
Mivel f(4) = —17, ezért
17 1 y
—— = —+c.
6 4+5b
Az elsé egyenletbdl vonjuk ki a masodik egyenletet:
1 1 1

bt2 b4 12

Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

12-(b+4-b—-2)=(b+2)-(b+4).
A zardjelek felbontdsa utan

24=0"+6b+8 = B +6b—16=0
addédik. A mésodfoku egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy
—6++36+64 —6+10
2 2
igy by = =8, illetve ba = 2. A kapott értékeket visszahelyettesitjiik példaul az
11 1

1 2+p 1€

bio =
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egyenletbe. A by = —8 érték behelyettesitése utin

11
T 6
adodik, amibdl azt kapjuk, hogy ¢; = —%. A by = 2 érték behelyettesitése
utan
11 1
1At

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy co = —3. Tehat két olyan fiiggvény is van,
amelyik megfelel a feltételeknek:
1 31 1

= _ = — 3
i) ==ty Rl =
5.14. Feladat. Vazoljuk fel az
2
:R—R = —

fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyét, értékkészletét,
zérushelyét, szElsdértékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgéljuk meg a fliggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgéljuk meg a
fliggvényt paritds és perodikussdg és konvexitds szempontjabdl! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fliiggvény? Invertdlhat6-e?

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

-12-11-10 9 8 -7 6 5 -4
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Az f fuggvény
e értelmezési tartomédnya: Dy: x € R\ {-3};
o értékkészlete: Ry: y € R\ {—4};
e zérushelye: —2, 5;
e maximuma nincs;
e minimum nincs;
o alulrél nem korlatos, feliilrél nem korlatos, igy nem korlatos;

e szigordan monoton csdkkend az értelmezési tartomdnydnak minden
pontjdban;

e nem paros, nem paratlan;

e nem periddikus;

e | — oo; —3[ intervallumon konkdyv, | — 3; oo[ intervallumon konvex;
e injektiv;

e nem sziirjektiv, mert Ry # R;

e nem bijektiv, mert nem sziirjektiv;

o invertdlhatd, mert injektiv.

5.15. Feladat. Vazoljuk fel az

r—1
r—2

[R—=R, f(z) =

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomdnyat, értékkészletét,
z€rushelyét, szEélsdértékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgéljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgaljuk meg a
fliggvényt paritds és perodikussidg és konvexitds szempontjabol! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fiiggvény? Invertalhat6-e?

Megoldas:

Els6 1épésben alakitsuk at a fiiggvényt gy, hogy a fiiggvénytranszformacios
1épések leolvashatdak legyenek:

z—1 z-2+1 1

= 1.
r—2 xr— 2 l’—2+

fz) =

A fliggvény grafikonja:
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=N WO o N

Az f figgvény
e értelmezési tartomdnya: Dy: x € R\ {2};
o értékkészlete: Ry: y € R\ {1};
e zérushelye: —3;
e maximuma nincs;
e minimum nincs;
e alulrél nem korldtos, feliilrél nem korldtos, igy nem korlatos;
e szigordian monoton csdkkend az értelmezési tartomdnydnak minden
pontjaban;
e nem paros, nem pdratlan;
e nem periddikus;
e | — 00; 2 intervallumon konkav, |2; oo intervallumon konvex;
e injektiv;
e nem sziirjektiv, mert Ry # R;
e invertdlhatd, mert injektiv.

5.16. Feladat. Vazoljuk fel az
fTR=SR, f(z)=2"-4

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyat, értékkészletét,

zérushelyét, sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt monotonitids szempontjabol! Vizsgaljuk meg a
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fliggvényt paritds és perodikussdg és konvexitds szempontjabdl!

szirjektiv-e, bijektiv-e a fliggvény? Invertdlhat6-e?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

12

10

7 6 5 4 3 2 41 (0 1 /2 3 4

Az f fiiggvény

értelmezési tartomanya: Dy: x € R;
értékkészlete: Ry: y €]4;00(;
zérushelye: z = 2;

maximuma nincs;

minimum nincs;

alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos, igy nem korlatos;
szigordan monoton novekvd;

nem pdros, nem pdratlan;

nem periddikus;

konvex;

injektiv;

nem sziirjektiv, mert Ry # R;

invertdlhat6, mert injektiv.

Injektiv-e,
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5.17. Feladat. Tekintsiik az
fTR=R, f(x)=2"+b
fiiggvényt! Adjuk meg az a valds szam értékét tigy, hogy f(3) = 6 teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel f(3) = 6, ezért
6=2%+0,
amibdl azt kapjuk, hogy b = —2.
5.18. Feladat. Tekintsiik az
fiR—=R, f(x)=2"T"4b

fiiggvényt! Adjuk meg az a és a b valés szamok értékét ugy, hogy f(2) = 12
és f(3) = 28 teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel f(2) = 12, ezért

12 =272 4.
Mivel f(3) = 28, ezért

28 =273 4+ b.
A masodik egyenletbdl kivonva az els6 egyenletet azt kapjuk, hogy

16 = 2073 — 20+2,

Az azonos alapok hatvanyédnak szorzdsara vonatkozé szabdly alkalmazédsaval
16=8-2—4.2° = 2 =4

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy a = 2. Ezt felhasznalva a
12=2%"24p = 12=16+1b

egyenletbdl azt kapjuk, hogy b = —4. A paraméterek ismeretében azt kapjuk,
hogy
fz) =22 — 4.
5.19. Feladat. Vazoljuk fel az
f:12:00[ R, f(x) = logy(x —2) +2

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyat, értékkészletét,
zérushelyét, sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgéljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgaljuk meg a
fliggvényt paritds és perodikussidg és konvexitds szempontjabdl! Injektiv-e,
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sziirjektiv-e, bijektiv-e a fliggvény? Invertdlhat6-e?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17

A zérushely meghatdrozasdhoz megoldjuk a

logy(x —2)+2=0

egyenletet. Az egyenletet rendezve

1
logo(z —2) = -2 = logy(x —2) = log, 1

adddik, amibdl a x — log, z fiiggvény szigord monotonitds miatt azt kapjuk,
hogy = = 2, 25.
Az f fuggvény

értelmezési tartomdnya: Dy : x €]2;00[;
értékkészlete: Ry: y € R;

zérushelye: x = 2,25;

maximuma nincs;

minimuma nincs;

alulrél nem korlatos nem korlatos, feliilr6l nem korlatos, igy nem kor-
latos;

szigordan monoton novekvo;

nem paros, nem pdratlan;

nem periddikus;

konkayv;

injektiv;

sziirjektiv, mert Ry = R;
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e bijektiv, mert injektiv és sziirjektiv;
o invertdlhatd, mert injektiv.
5.20. Feladat. Adjuk meg az a valds szam értékét ugy, hogy az
f(z) = log% r+a
fiiggvényre f(8) = 2 teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel f(8) = 2, ezért
2:log%8+a = 2=-3+a,
igy a = 5.
5.21. Feladat. Vazoljuk fel az
f:B3;00[=R, f(z)=2-vVz—-3—-4

fuggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyat, értékkészletét,
zérushelyét, sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgaljuk meg a
figgvényt paritas és perodikussdg és konvexitds szempontjabol! Injektiv-e,
sziirjektiv-e a fiiggvény? Invertdlhat6-e?

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
81
7
6
5
4
3
2
1
0]
-2 -1_10 1.2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
2
-3
-4
5
Az f fuggvény

e értelmezési tartomdnya: Dy: x € [3;00[;
o értékkészlete: Ry: y € [—4;00];
e zérushelye: x = 7,
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e maximuma nincs;

e minimum helye: x = 3, minimum értéke: y = —4;

e alulrél korlatos, feliilrél nem korlatos, igy nem korlatos;
e szigortian monoton novekvd;

e nem paros, nem pdratlan;

e nem periddikus;

e konkav;

e injektiv;

e nem sziirjektiv, mert R; # R;

o invertdlhatd, mert injektiv.

5.22. Feladat. Vizoljuk fel az
R =R, f(z) =|sinz|

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyat, értékkészletét,
z€rushelyét, sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol! Vizsgdljuk meg a
figgvényt paritas és perodikussdg és konvexitds szempontjabol! Injektiv-e,
sziirjektiv-e a fiiggvény? Invertalhat6-e?

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
1
05
- -1/2 0 2 ™ 32 2m
-05
Az f fuggvény

e értelmezési tartomanya: Dy: x € R;

o értékkészlete: Ry: y € [0;1];

e zérushelye: x = k - ;

e maximum helye: x = g + k - m, maximum értéke: y = 1;
e minimum helye: z = k - 7, minimum értéke: y = 0;

o alulrdl korlatos, feliilrdl korlatos, igy korlétos;
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e a {k g +k- 71} intervallumon szigorian monoton ndvekvé;

e a 5 + k- m;m + k - m| intervallumon szigortian monoton csokkend;

e pdros, mert szimmetrikus az y tengelyre;
e periddikus, periédusa: 7;

e konkayv;

e nem injektiv;

e nem sziirjektiv, mert Ry # R;

nem invertilhatd, mert nem injektiv.
A fentiekben mindenhol k € Z.

5.23. Feladat. Vazoljuk fel az

cosz, hazx < 0;
J(w) = {:c, haz >0

fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanydt, értékkészletét,
zérushelyeit, széls6értékeinek tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt paritds és perodikussdg szempontjabdl! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fliiggvény? Invertdlhat6-e?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

Az f figgvény
e értelmezési tartomdnya: Dy: x € R;

o értékkészlete: Ry: y € [—1;00];
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e zérushelye: z = —g —k-m (keN)

e maximuma nincs;

e minimum helye: x = —7 — 2k -7 (k € N);
e minimum érték: y = —1;

e alulrdl korlatos, nem feliilrél korlatos, igy nem korlatos;
e nem paros, nem pdratlan;

e nem periddikus;

e nem injektiv;

e nem sziirjektiv, mert Ry # R;

e nem bijektiv;

e nem invertdlhatd, mert nem injektiv.

5.24. Feladat. Vazoljuk fel az

5—x,hazx <0
f(w){s-zw, haz > 0

figgvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyét, értékkészletét,
zérushelyeit, széls6értékeinek tipusat, helyét és értékét! Korlatos-e a fiiggvény?
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt paritds és perodikussdg szempontjabdl! Injektiv-e,
sziirjektiv-e, bijektiv-e a fiiggvény? Invertdlhat6-e? Adjuk meg az értelmezési
tartomdnynak azt az = elemét, amelyre f(z) = 4 teljesiil!

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
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Az f fuggvény
e értelmezési tartomdnya: Dy: v € R;
o értékkészlete: Ry: y €]0; 00(;
e zérushelye: nincs;
e maximuma nincs;
e minimuma nincs;
e alulrdl korlatos, nem feliilrél korlatos, igy nem korlatos;
e nem pdros, nem pdratlan;
e nem periddikus;
e nem injektiv;
e nem sziirjektiv, mert Ry # R;
e nem bijektiv;
e nem invertalhaté, mert nem injektiv.
A fiiggvény grafikonjéardl leolvashatd, hogy az f(z) = 4 egyenlet egyetlen
megoldasa z = 1.

5.25. Feladat. Vazoljuk fel az f: R — R,

—z2+1,haz <0
flz) =
—xr—1,hax > 0.

fliggvény grafikonjat! Hatdrozzuk meg az értelemzési tartoményét, értékkés-
zletét, zérushelyét, a szuprémumat, infimumadt, maximumat, minimumat!
Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

0

&

A

&

&
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Az f fuggvény
e értelemzési tartomdnya: Dy = R;
o értékkészlete: Ry =| — oo, 1[;
e zérushelye: x = —1;
e szuprémuma: sup(f) = 1;
e infimuma: inf(f) = —o0;
e maximuma: max(f) : nincs;

e minimuma: min(f) : nincs.
5.26. Feladat. Vizoljuk fel az f: [-8;8] — R,
2-v/—2x—6,ha —8<z< -2
flz) = 2c+2,ha —2<x <1

4
—hal <z <8.
T

fliggvény grafikonjat! Hatarozzuk meg az értelemzési tartomanyét, értékkés-
zletét, zérushelyét, a szuprémumat, infimumat, szélséértékének tipusit, helyét
és értékét! Vizsgdljuk meg a fiiggvény monotonitds, korldtossag, paritds és
periodikussag szerint! Vizsgéljuk meg a fliggvényt injektivitds, sziirjektivitas,
bijektivitds szerint! Invertdlhat6-e a fiiggvény?

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
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Az f fuggvény
e értelemzési tartomédnya: Dy: x € [—8;8];
o ¢értékkészlete: Ry: y € [—2;4];
e zérushelye: 1 = —4,5; z9 = —2;
e szuprémuma: sup(f) = 4;
e infimuma: inf(f) = —2;
e maximum helye: x = 1, maximum értéke: y = 4;
e minimum helye: z = —2, minimum értéke: y = —2;
e szigortian monoton névekvd, ha x € [—8; —2] U [1; 8];
e szigorian monoton csokkend, ha x € [—2; 1];
e alulrdl korlatos, feliilrdl korlatos, igy korlétos;
e nem paros, nem pdratlan;
e nem periédikus;
e nem injektiv, mert példaul f(—4,5) = f(—1) = 0;
e nem sziirjektiv, mert Ry # R;
e nem bijektiv;
e nem invertdlhatd, mert nem injektiv.

5.27. Feladat. Adjuk meg
1
t —
g <arccos 3 >

pontos értékét!
Megoldas:

Tekintsiik els6ként a

2

sin2$+cos r=1

azonossagot. Osszuk el mindkét oldalt cos? z-el és alkalmazzuk, hogy minden

l‘ER\{g+kﬁ'W‘k€Z}

esetén )
sinz
tgxr = .
cos
Ekkor ]
tg?zr+1= 5
cos® x
Ezt felhaszndlva
tg?(arccosz) = — — 1,

72



84

igy minden |x| < 1 esetén

V1—22

tg(arccosx) = ™
x

teljesiil. Ebbdl azt kapjuk, hogy

1 1- 8
tg | arccos—- | = T =1/=-3=2-V2.
3 3 9

5.28. Feladat. Szamoljuk ki

el

ch(ln2)
pontos értékét!
Megoldas:
Felhasznalva a chx fiiggvény definiciéjat azt kapjuk, hogy
eln2 | o~ In2 2+% 5

h(ln2) = | @
ch(In2) 2 2 1

5.29. Feladat. Szdmoljuk ki
sh(In 3)
pontos értékét!
Megoldas:
Felhaszndlva a shx fiiggvény definicidjat azt kapjuk, hogy

e~ In3 B 3 % B 4
2 2 3
5.30. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az

sh?z —7-chz +11=0

In3 _

sh(In3) =

egyenletet!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy

ch?z —sh?z =1
azt kapjuk, hogy

ch*z — 7+ chz + 10 = 0.

Vezessiik be a chx = k jelolést! Ekkor a

k> —Tk+10=0
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egyenlethez jutunk, amelyet a masodfokd egyenlet megoldéképletével meg-
oldva azt kapjuk, hogy

TEv49-40 T7£3
ko= = ;
2 2
igy k1 = 2, illetve ko = 5. Mivel chx = k, ezért egyrészt chx = 2, masrészt
chz = 5.

e Elséként legyen chx = 2. Ekkor a chx fiiggvény definiciéjabol azt
kapjuk, hogy

€T
et e e’ + —
2 2
Vezessiik be most az e* = a jelolést! Ekkor az
1
a+—-=4 = > —4a+1=0
a

egyenlethez jutunk. Az egyenlet megolddséra

4++16—4 44+2-
6 — \/gzgi\/g

e 2 2
adddik. Mivel e* = a, ezért egyrészt
e’ =2+ /3,

amibdl azt kapjuk, hogy
1 =1n (2 + \/3),
masrészt pedig
e =2-13
miatt

$2:1H(2*\/§).

e Misodik esetben chz = 5. Ekkor a chz fliggvény definiciéjabodl azt
kapjuk, hogy

€T
et e e’ + —
— =5 = & =5.
2 2
Vezessiik be most az e* = b jelolést! Ekkor az

1
b+5:10 = B —10b+1=0
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egyenlethez jutunk. Az egyenlet megolddséra

104++/100—4 10+4-6
5 - 5 \[:5i2-\/6

bio =
adodik. Mivel egyrészt e® = b, ezért
e"=5+2-v/6 =  az3=In(5+2-V6),
masrészt pedig
e =5-2-v6
miatt

x4:ln(5—2-\/6).

5.31. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan az

(2 —
arctg 2 2-2) +arctg(l —z) = T
9 4
egyenletet!
Megoldas:
Elsé6 1€pésben rendezziik 4t az egyenletet:
(2 —
arctg x(ga:) = g —arctg(l — z).

Vegyiik mindkét oldal tangensét:

tg (arctg x(29—:c)) =tg (% —arctg(1 — x)) .

Felhaszndlva, hogy
tga —tgf
tg(a — B) = T+tga-tgf’
majd alkalmazva, hogy
tg (arctg(z) ) =«
azt kapjuk, hogy
x-(2—x) 1-(1—-ux)

9 Cl+1-(1-2)

Az egyenletet rendezve

2 — 22 x

9 T 2-2
z-(2—12)? =9z




5. ELEMI FUGGVENYEK 87

adodik. A kapott egyenletet nulldra rendezve, majd szorzattd alakitva
r-(2—2)2 =92 =0
x- [(2—x)2—9] =0

adodik. Egy szorzat gy lehet zérus, ha valamelyik tényez6je zérus, igy azt
kapjuk, hogy x = 0 vagy

(2-2)>-9=0 = 2 —x =43,

amibdl x = —1 vagy x = 5 adddik. A kapott eredményeket visszahelyettesitve
az eredeti egyenletbe azt kapjuk, hogy x = —1, illetve z = 0 megoldds, mig

= 5 nem megoldas.
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6. Fiiggvények gazdasagi alkalmazasai

6.1. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye

f(p) =150 — 3p,
kinalati fiiggvénye
S(p) = 2p — 20.
Mindkét esetben a mennyiséget darabban, az 4rat forintban értjiik.
a) Hatdrozzuk meg az egyenstlyi drat és az egyensulyi mennyiséget!
b) Abrizoljuk kozos koordindtarendszerben a keresleti és kindlati fiiggvényt,
jeloljiik az egyensilyi mennyiséget és az egyensulyi arat!
Megoldas:

a) Azegyensilyi drat a keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontja adja. Tehat
az egyensilyi drat az f(p) = S(p) egyenlet megolddsdval kapjuk meg:
150 — 3p = 2p — 20.
Az egyenlet rendezése utdn
op = 170
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy az egyensulyi 4r p = 34. Az egyensiilyi
mennyiségre
f(34) =150 — 3 - 34 = 48
adodik.
b) A keresleti és kindlati fiiggvény grafikonja:

20
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6.2. Feladat. Egy szupermarket egy bizonyos tipusi DVD-lejitszobdl egy ho-
nap alatt 3000 darabot értékesit 485 $ dron. Amennyiben az arat 20 $-ral csok-
kentik, ugy az eladott mennyiség 250 darabbal ndvekszik. Az eladott mennyi-
ség €s az eladasi ar kozott elséfoku fiiggvénykapcsolatot feltételeziink!

a) Hatdrozzuk meg a keresleti fiiggvényt!
b) Adjuk meg azt az 4rat, amelyhez tartoz6 kereslet O darab!
¢) Adjuk meg az inverz keresleti fliggvényt!
Megoldas:
a) A keresleti fiiggvényt
flp)=a-p+0b
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (485;3000) és a
(465; 3 250) pontok, igy teljesiilnek a

3000 = 485a + b

3250 = 465a + b
egyenletek. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt kapjuk, hogy
250

250 = -20 = = ——=-12,5.
a a 50 ,

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
3000 = —485-12,5+b = b=19062,5
adédik. A keresleti fiiggvény tehat:
f(p) = —12,5p 4+ 9062, 5.

b) Val6jaban a keresleti fiiggvény zérushelyét keressiik, azaz az f(p) = 0
egyenlet megoldasat:

—12,5p4+9062,5 =0 = p = T725.
Azt kaptuk tehét, hogy 725 $-os dr esetén mar senki sem vdsérolja meg a
terméket.

¢) A keresleti mennyiséget g-val jellve, az el6bbiek felhaszndldsdval felirhat-
juk a
qg=—-12,5p+9062,5

Osszefiiggést. Az inverz keresleti fiiggvény meghatirozdsdhoz valéjaban a
fenti egyenletbdl kell kifejezniink a p-t:

~q¢—9062,5

_— 25.
s q = —0,08q + 725
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Az inverz keresleti fliggvény tehat:
f~Y(p) = —0,08p + 725.
6.3. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye

f(p) =200 —p,
kinalati fliggvénye
S(p) =p-
a) Hatdrozzuk meg az egyensulyi drat és az egyensilyi mennyiséget!
b) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
Megoldas:
a) Az egyensilyi 4rat a keresleti fiiggvény és a kindlati fiiggvény metszéspon-
tja, pontosabban a
200—p=p
egyenlet megolddsa adja. Ebbdl azt kapjuk, hogy p = 100. Az egyensulyi
mennyiséget gy kapjuk meg, hogy kiszaimoljuk példaul a kindlati fiiggvény
p = 100 helyen vett helyettesitési értékét. Ekkor azt kapjuk, hogy

S(100) = 100.
b) A bevételi fiiggvény:
R(p) = p- f(p) = 200p —p”.
6.4. Feladat. Egy termék iranti keresleti fliggvény

fp) =700,
ahol az arat euroban, keresletet ezer darabban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a bevételt, ha a termék dra 50 e.
Megoldas:
a) A bevételi fiiggvény:
R(p)=p- f(p) =p-e >
b) A bevétel 50 e egységar esetén:
R(50) = 50 - e %0250 . 1000 ~ 18390 €.
6.5. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye
f(p) = 600 — 10p,
ahol az drat $-ban, a keresleti mennyiséget pedig darabban értjiik.
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a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Milyen ar esetén lesz maximalis a bevételiink?
Megoldas:
a) A bevételi fiiggvény
R(p) =p- f(p) = 600p — 10p*.
b) A bevételi fiiggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
R(p) = —10 - (p* — 60p) = —10 - (p — 30)? + 9000.
Ennek a fiiggvénynek p = 30 esetén van maximuma, igy azt kaptuk, hogy
30$-os ar esetén lesz maximalis a bevételiink. Ekkor a keresleti mennyiség:
f£(30) = 600 — 10 - 30 = 300 [db].

6.6. Feladat. Egy termék iranti keresletet az ar fliggvényében els6foku fligg-
vénnyel modellezhetjiik. Azt is tudjuk, hogy amennyiben a termék dra 80 F't,
gy a termék irdnti kereslet 1400 [db], tovdbbd, ha a termék éra 50 F't, akkor
a termék irdnti kereslet 2000 [db]. Ugyenezen termék esetén, ha a termék dra
80 F't, akkor a kindlat 750 [db], ha a termék dra 50 F't, akkor a kindlat 375 [db)].
A kinalati fiiggvényt szintén elséfoki fiiggvénnyel modellezziik.

a) Irjuk fel a keresleti fiiggvényt!
b) Irjuk fel a kinalati fiiggvényt!
c) Adjuk meg a bevételi fliggvényt!
d) Hatarozzuk meg, milyen ar esetén lesz a bevételiink maximalis!
e) Hatarozzuk meg a maximalis bevételt biztosito ar esetén a bevételt!
f) Szamoljuk ki az egyensiilyi drat és az egyensilyi mennyiséget!
g) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a keresleti fiiggvényt és a kinalati
fliggvényt!
Megoldas:
a) Mivel a keresett fiiggvény els6foku, ezért
flp)=a-p+0b
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (80; 1400), vala-
mint az (50; 2000) pontok, igy egyrészt teljesiil, hogy f(80) = 1400, mds-
részt f(50) = 2000, amibdl a
80a + b = 1400
50a + b = 2000
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b)

d)

egyentetrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt
kapjuk, hogy 30a = —600, azaz a = —20. A kapott értéket behelyettesitve
példdul az elsd egyenletbe

80 (—20)+b=1400 = b= 3000

adddik. A kapott eredmények felhasznaldsdval azt kapjuk, hogy a keresleti
fliggvény
f(p) = —20p + 3000.

Mivel a kinélati fiiggvény els6fokd, ezért azt
S(p)=c-p+d

alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (80; 750), vala-
mint az (50; 375) pontok, igy egyrészt S(80) = 750, masrészt S(50) = 375,
amibdl a

80a + b = 750
50a + b = 375

egyenletrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt
kapjuk, hogy 30a = 375, azaz a = 12,5. A kapott értéket behelyettesitve
példdul az elsd egyenletbe

80-12,5+b=750 = b=-250

adddik. A kapott eredmények felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy a kindlati
fliggvény:
S(p) =12, 5p — 250.

A bevételt a termék egységdrdnak és a termék irdnti keresletnek a szorzata
adja:

R(p) =p- f(p) = p- (—20p + 3000) = —20p* + 3 000p.
Teljes négyzetté alakitva az elébbi fiiggvényt

R(p) = —20- (p* — 150p) = —20 - ((p — 75)* — 5625) =

= —20-(p—75)% 4 11250
adédik. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
p = 75[Ft]
esetén lesz maximadlis a bevételiink. Ekkor
f(75) = —20- 75+ 3000 = 1500,

igy a keresleti mennyiség 1 500 [db].
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e) A maximalis bevételt biztositd ar esetén a bevétel
R(75) = 20 - (75 — 75)% + 11250 = 11 250.
A maximalis bevétel tehdt 11 250[Ft].
f) Az egyensilyi drat az f(p) = S(p) egyenlet megoldésa adja:
—20p+3000=12,5p—250  —  32.5p =3000.
Az egyenstilyi ar tehdt p = 100 [F't]. Az egyenstilyi mennyiség:
£(100) = —20 - 100 + 3000 = 1000 [db).
g) A keresleti és a kindlati fiiggvény grafikonja:

3000,
2500
2000
1500
1000

500

“9/20 40 60 80 100 120 140 \EO 180 200 220 240
-500

6.7. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye
f(p) = 110 — 5p.

a) Adjuk meg az inverz keresleti fliggvényt!

b) Abréazoljuk kozos koordinitarendszerben a keresleti fiiggvényt és az inverz
keresleti fiiggvényt!

Megoldas:
a) Keressiik azt az f~!(p) fiiggvényt, amelyre
F( ) =»
teljesiil. Felhasznélva f(p) definicidjat azt kapjuk, hogy
110 -5 f~'(p) = p.
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A kapott egyenletbSl £~ (p)-t kifejezve azt kapjuk, hogy

_ p—110 1
7o) = =22 _p.

-5 )

b) A fiiggvények grafikonjai:
160
140
120
100
80
60
40

20,

0

80 60 40 -20-70 20 60 80 100 12046l
/-
,220

L, 40

-120

6.8. Feladat. Egy véllalat (teljes) koltségfiiggvénye
C(q) = ¢ — 20¢® + 10¢ + 1100,
ahol a koltséget ezer forintban, a darabszdmot ezer darabban értjiik.
a) Adjuk meg a fix koltséget!
b) Hatdrozzuk meg a valtozé koltség fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az atlag koltség fliggvényt!
d) Hatdrozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
e) Adjuk meg az atlagos valtozé koltség fiiggvényt!
Megoldas:
a) A fix koltség: F'C' = 1100000 Ft.
b) A véltozé koltség fliggvény:
VC(q) = ¢ — 204 + 10g.

c) Az atlag koltség fiiggvény:
C(q) 1100

AC(q) = :q2—20q—|—10—|—T.
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d) Az atlagos fix koltség: AFC = 10.
e) Az atlagos valtozo koltség fiiggvény:

11
AVC(q) = ¢* — 20q + qOO

6.9. Feladat. Egy termék inverz keresleti fiiggvénye
M (q) = 400 — 5¢.

Ugyanezen termékhez tartoz6 (teljes) koltségfiiggvény
C(q) = 204> + 100.
A keresletet ezer darabban, a koltséget ezer forintban értjiik.
a) Adjuk meg a keresleti fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a bevételi fiiggvényt!
¢) Irjuk fel a profitfiiggvényt!
d) Abrazoljuk a profitfiiggvényt!
e) Hany darab termék eladdsa esetén lesz a nyereség maximalis?
Megoldas:

a) A keresleti fiiggvényt igy kapjuk meg, hogy a

p =400 — 5¢q
egyenletbdl kifejezziik g-t:
~ 400 —p
q= 5
A keresleti fliggvény tehat:
1
f(p) =80 — 5]9-

b) A bevétel az eladott mennyiség fiiggvényében:
R*(g) = p-q = (400 — 59) - ¢ = 400¢ — 5¢°.
c) A profitfiiggvény

Il(q) = R*(q) — C(q) = (400q — 5¢°) — (20> + 100) =
= —25¢* + 400q — 100.
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d) A profitfliggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
II(q) = —25- (¢* — 16g +4) = —25- ((g — 8)* — 60) =
= —25- (g —8)% +1500.
Ezt felhaszndlva a profitfiiggvény grafikonja:

1500
1400
1300
1200
1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 \16 17
-100‘{5 \

e) A profitfiiggvény maximum helye: ¢ = 8, azaz 8 000 darab termék esetén
lesz maximadlis a nyereségiink. Ekkor a maximadlis nyereség 1 500 000 [F't].

6.10. Feladat. Egy vallalat (teljes) koltségfiiggvénye
C(g) = 500 + 140gq,

ahol a koltséget ezer forintban, a darabszdmot ezer darabban értjilk. A bevétel
ezer forintban az

R(q) = 200q — ¢
fiiggvény adja meg.
a) Vazoljuk fel a C(q) fiiggvény grafikonjdt!
b) Mennyibe keriil 2 000 darab termék eldallitasa?
¢) Adjuk meg a fix koltséget!
d) Hatarozzuk meg a valtozo koltség fiiggvényt!
e) Adjuk meg az atlag koltség fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
g) Adjuk meg az dtlagos véltozo koltség fliggvényt!
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h) Vazoljuk fel a C(q) fuggvénnyel k6zos koordindtarendszerben a R(q) fiigg-
vény grafikonjat!

i) Mennyi lesz a bevételiink 2 000 darab termék gyartdsa esetén?

J) Adjuk meg a profitfiiggvényt!

k) Hany darab terméket gyartsunk ahhoz, hogy a nyereségiink a lehet6 legna-
gyobb legyen?

1) Vazoljuk fel a profitfiiggvény grafikonjat!
m) Hany darab termék gyartisa esetén lesz a bevétel nagyobb, mint a koltség?

Megoldas:
a) A C(q) fiiggvény grafikonja:

11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

0
-10 |0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 12

b) A koltség fliggvény ¢ = 2 helyen vett helyettesitési értéke
C(2) =500 + 140 - 2 = 780,
igy 2 000 darab termék eldallitasa 780 000 forintba keriil.

c) A fix koltség F'C' = 500 000 forint.
d) A valtozé koltség fiiggvény:

VC(q) = 140q.
e) Az atlag koltség fliggvény:
ac(q) = 219 _ 149422
q q

f) Az 4tlagos fix koltség:
AFC = 140.
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g) Az atlagos valtozo koltség fiiggvény:

AVC(q) = 520

h) A C(q) és R(q) fuggvény grafikonja:

11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

0,
10 Jo 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 280

i) Mivel
R(2) =200 -2 — 2% = 396,
ezért 2000 darab termék gyartasa esetén 396 000 forint lesz a bevételiink.
j) A profitfiiggvény:
I(q) = R(g) — C(g) = (200¢ — ¢*) — (500 — 140q) =
= —¢* 4 60q — 500.
k) A profitfiiggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
II(g) = —(¢* — 60q) — 500 = —((g — 30)* — 900) — 500 =
= —(q —30)% + 900 — 500 = —(q — 30)? + 400.

A TI(q) fuggvény maximum helye ¢ = 30-ndl van, igy 30 000 darab termék
gyartasa esetén lesz a legnagyobb a nyereségiink. Ekkor a maximalis profit
400 000 forint.

1) A profitfiiggvény grafikonja:



6. FUGGVENYEK GAZDASAGI ALKALMAZASAI 99

40U
300
200
100

0

-5 0 5 0 15 20 25 30 35 40 45 55 60
-100

-200

-300

-400

m) A bevétel pontosan akkor nagyobb, mint a koltség, amikor a profitfiigg-
vény pozitiv értékét vesz fel. Ezt az el6bbi fiiggvény grafikonjabdl is le-
olvashatjuk. Azt kapjuk, hogy

q €]10;50]

esetén teljesiil a kivant feltétel, igy ha azt szeretnénk, hogy nagyobb legyen
a bevétel, mint a koltség, akkor 10000 darabnal tobb és 50 000 darabnal
kevesebb terméket kell gyartanunk.
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7. Fiiggvények fizikai és biolégiai alkalmazasokban

7.1. Feladat. A halézati fesziiltség id6beli lefolyésat az
U(t) = 230 - sin(1007 - t)
fiiggvény irja le, ahol a fesziiltséget voltban, az id6t masodpercben mérjiik.

a) Mekkora a fesziiltség a ¢ = 0 id6pillanatban?
b) Mekkora a fesziiltség a £ = 0, 005 id6pillanatban?
¢) Mekkora a fesziiltség maximalis és minimadlis értéke?

d) Hatdrozzuk meg azokat az id6pillanatokat, amikor a fesziiltség pillanatnyi
értéke 115 [V].
e) Vizoljuk fel az U (t) fuggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) A fesziiltség értéke a t = 0 id6pillanatban:
U(0) = 230 - sin(1007 - 0) = 0 [V].
b) A fesziiltség értéke a ¢t = 0, 005 id6pillanatban:
U(0,005) = 230 - sin(1007 - 0,005) = 230 [V].
¢) Mivel minden z € R esetén —1 < sinx < 1, ezért
—230 < 230 - sin(1007 - ) < 230,
tehdt az U (¢) fiiggvény minimum értéke —230 [V], maximum értéke 230 [V].
d) Keressiik az U(t) = 115 egyenlet megolddsat:
115 = 230 - sin(1007 - t).
Az egyenlet mindkét oldalét elosztjuk 230-cal:
% = sin(1007 - ¢).
Ekkor azt kapjuk, hogy
1007r-t:%+k-27r (k € Z)

vagy
1007T-t=<71’-%)+l'27'(' (lez).
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A kapott egyenletekbdl kifejezve a ¢ ismeretlent

1
t1 = — 2k keZ
1 600 + 0,0 (keZ),
illetve 5
= — 2 Z
t1 600 +0,02] (l S )
adédik.

e) Az U (t) fiiggvény grafikonja:

250

200
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-50
-100
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-200
0

7.2. Feladat. Egy harmonikus rezgémozgast végzd test kitérés-id6 fiiggvénye:
y(t) = 6 - sin(2t) (0 <t <120),

ahol az id6t masodpercben, a kitérést méterben mérjiik.

a) Mennyi a maximalis kitérés?
b) Adjuk meg azokat az idOpillanatokat, amikor a kitérés 3 méter!
¢) Vizoljuk fel a kitérés-id6 fiiggvény grafikonjit a [0; 107 idGintervallum-

ban!
Megoldas:
a) Mivel aminden z € R esetén —1 < sinx < 1, ezért

—6 <6 -sin(2t) <6,

igy a maximalis kitérés 6 méter.

b) Meg kell oldanunk a
3 =6-sin(2t)
egyenletet. Mindkét oldalt elosztjuk 6-tal:

1
— = sin(2t).
5 sin(2t)
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Ezt felhasznalva

vagy

2t:(7r—%>+l-27r (0<1<3%)

adédik, igy azt kapjuk, hogy
T

ti=—+k-m (0<k<3R),

T 12
illetve

c) A fiiggvény grafikonja:

0 2 4 8 10 12 4 16 18

7.3. Feladat. A fény a kodben elég rovid tdvon elvesziti a fényerejét. A fény-

erdt a fényforrastol d tavolsdgban az

I(d) = Iy - a®

fliggvény adja meg, ahol I a kezdeti fényerd, a pedig egy, a kod stiriségétdl

fiiggd élland6 (0 < a < 1).

Tudjuk, hogy egy aut6 [dmpdja még kodben is észrevehetd, ha az eredeti fényé-
nek legaldbb az 5%-a megvan. Egy adott napon a = 0,9. Milyen messzirl

lehet 14tni a szembejové autd lampdjat?
Megoldas:
Az emlitett modellt felhasznélva

0,051y = Io - 0,99,

24

26

(30
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adddik amibdl azt kapjuk, hogy

0,05 = 0, 9%.

Vegyiik mindkét oldal (példaul) 10-es alapu logaritmusét. Ekkor

1g0,05 = 1g 0, 9% = 120,05 =d -1g0,9

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy

120,05
d= 2272 98 43,
120,9

Tehat 28,43 méternél tdvolabbi auté lampdajat (az emlitett napon) mar nem
fogjuk latni.

7.4. Feladat. A “C szénizotép radioaktiv. Tudjuk, hogy a '*C-et tartalmazé
anyagban 5 570 év alatt csokken a felére a '*C atomok szdma, azaz 5570 év a
felezési 1do.

a)
b)

Hatarozzuk meg a bomlasi 4lland6t!
Az atomok hdny szazaléka bomlik el 1 000 év alatt?

Megoldas:

a)

b)

Ha a 0 id6pillanatban Ny szdmud bomlatlan atomot tartalmazott a radioaktiv
anyag, akkor ¢ idé milva a még bomlatlan atomok szama:

N(t) = Ny -e ™,
ahol )\ a bomlasi dlland6. Az ismert felezési id6 alapjan azt kapjuk, hogy
0,5Np = Np - e~ 25570,
ezért Ny-al egyszersitve
0,5 = e 9570A
adodik. Vegyiik mindkét oldal természetes alapui logaritmusat:
In0,5 = —5570,

igy a bomlasi allandé:
A= —0,000124.

Mivel ismerjiik a bomlasi dllandét is, ezért 1 000 év mulva a még bomlatlan
atommagok szdma:

N(t) = Ny - e~0:000124:1000 _ o o=0.124 _ g 8834 N
Azt kaptuk tehét, hogy 1 000 év milva az atommagok 11, 66%-a bomlik el.
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7.5. Feladat. Egy radioaktiv izotop felezési ideje: 1. Mutassuk meg, hogy a ¢
iddpillanatban a még el nem bomlott atomok szdma:

N(t)=Ny-2°T,
ahol Ny a kiindul6 id6pillanatban a radioaktiv atomok szdma.
Megoldas:

Ha X\ a bomlasi dlland6, akkor a ¢ id6pillanatban a még bomlatlan atommagok
szédma:

N(t) = Ny -e .
Amennyiben 7' a felezési id6, ugy azt kapjuk, hogy

1
§N0 = No . e_)"T.
Az egyenletet Ny-lal egyszertisitve
1
I AT
2
adodik. A kapott egyenletbdl a bomlési dllandot kifejezve azt kapjuk, hogy
In i
), —m_2
T

Ezt behelyettesitve az
N(t) = Ny -e >
egyenletbe
Ind
N(t)=Ny-e7*
adédik. Felhaszndlva, hogy In 3 = —In 27! azt kapjuk, hogy
t
N(t) = Np- (e™2)7T,
amibdl a logaritmus definicidja miatt az
N(t)=Np-2°T
egyenlethez jutunk, ami a bizonyitandé Osszefiiggés.

7.6. Feladat. A gydgydszatban a daganatos teriiletek kezelésére ugynevezett
kobaltdgyut hasznédlnak, amelynek sordn 60-as tdmegszadmu kobaltizotép gam-
ma-sugarzisaval kezelik a betegséget. A kobalt izotép vastag 6lomkopeny alatt
néhdny méter hosszi csében van elhelyezve. A kobalt 60-as izotdpjanak fele-
z€si ideje b, 27 év.

a) A radioaktiv atomok hény szdzaléka bomlik el egy év alatt?
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b) A radioaktiv atomok mekkora része bomlik el 3 év alatt?
¢) Mennyi id§ alatt bomlik el a radioaktiv atomok 20%-a?

Megoldas:

a) Az el6bbi feladat eredményét felhaszndlva azt kapjuk, hogy 1 év elteltével
a jelen 1évd atommagok szdma:

N(1) = Ny - 2752 = 0,8768No,

tehét az atommagoknak koriilbeliil a 12, 32 %-a bomlik el 1 év alatt.

b) Szintén az el6z6 feladat eredményét haszndlva 3 év elteltével a jelen 1év6
atommagok szidma:

N(1) = Ny - 2757 =0, 674N,
tehdt az atommagoknak koriilbeliil a 32, 6 %-a bomlik el 3 év alatt.
¢) Keressiik a
0,8Np = Np - 27577
egyenlet megoldasat. Mindkét oldalt elosztva Ny-lal azt kapjuk, hogy
0,8 = 2757,

Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusdt, majd alkalmazzuk a meg-
felel6 logaritmus-azonossagot:

t
1g0,8 = — -1g 2.
gy, 5,27 g
A kapott egyenletbdl kifejezve a ¢t ismeretlent
_ 1808 o 1y
lg 2

adédik, igy azt kaptuk, hogy 1,7 év alatt bomlik el a radioaktiv atomok
20%-a.

7.7. Feladat. A korlatozott (logisztikus) novekedés matematikai modellje sze-
rint egy populacié egyedszama a vizsgalat kezdetétol eltelt ¢ id6 milva:

K - Ny
"~ No+ (K — Np)-at’
ahol Ny a populacié indul6 egyedszdma, K a koriilmények szerint ,,eltarthat6”
maximadlis egyedszam, a pedig a novekedésre jellemz6 konstans. Egy popula-
ci6 indulé egyedszama Ny = 2000 egyed, tovabba ismert, hogy K = 10 000.
Az id6t években mérjiik. Tudjuk azt is, hogy 1 évvel a megfigyelés kezdete
utdn az egyedek szama: 3 000.

N(t)
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a) Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét!

b) Varhatéan hiany egyed lesz a megfigyelés kezdete utan 2 évvel?

¢) Varhatéan hany egyed lesz a megfigyelés kezdete utdn 10 évvel?

d) A megfigyelés kezdete utdn hany évvel lesz az egyedszam 70007

e) Vazoljuk fel az N(t) fiiggvény grafikonjat a [0; 10] intervallumon!

Megoldas:

a) Mivel a megfigyelés kezdete utdn 1 évvel 3 000 egyed volt, ezért
10000 - 2000

2000 + 8000a”
A megfeleld egyszertsitések elvégzése utan azt kapjuk, hogy

3000 =

20
= 3.
2+ 8a
A nevezdvel val6 szorzas utan a
20 = 6 + 24a

7
egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy a = 12 Azt kaptuk tehat, hogy

~10000-2000 20000000
2000 + 8000 - ()" 2000 +8000- ()"

N(t)

b) A megfigyelés kezdete utdn 2 évvel

2
N(2) = 0000 000 4935

2000 + 8000 - (%)

egyed lesz a modell szerint.
c) A megfigyelés kezdete utdn 5 évvel
20000 000

N(5): 781
2000 + 8000 - ({5)

5 = T873.

egyed lesz a modell szerint.
d) A megfigyelés kezdete utdn 10 évvel
20000000
N(10) = 10 = 9821.
2000 + 8000 - (ﬁ)

egyed lesz a modell szerint.
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e) Meg kell oldanunk a
20000000

2000+ 8000 - ()"

egyenletet. A nevezdvel szorozva mindkét oldalt azt kapjuk, hogy

7000

7\t
14 000 000 + 56 000 000 - (12> = 20000 000.

Ha az egyenlet mindkét oldalat osztjuk 2 000 000-val, akkor

7 t

adédik. Mindkét oldalbdl kivonva 7-et, majd mindkét oldalt 56-tal osztva
azt kapjuk, hogy
7\'" 3
(1) =2

amib6l mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat véve, majd kifejezve a ¢ is-
meretlent 5
t= lg—? ~4,14
lg 5
adddik, tehdt az 6todik évben lesz az egyedszam 7 000.
f) Az N(t) fiiggvény grafikonja:

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000,
1000

0
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




108

8. Halmazok szamossaga

8.1. Feladat. Egy 26 f6s osztdlyban 15-en tanulnak németiil, 20-an angolul.
Mindenki tanulja legaldbb a két nyelv egyikét. Hanyan tanulnak csak németiil?

1. Megoldas:

Jeloljiik A-val az angolul tanuldk, N-el a németiil tanulék halmazit. Ekkor a
logikai szitaformula szerint felirhatjuk az

|JAUN| = |A|+|N| - |ANN|

Osszefiiggést, amibe behelyettesitve a megadott adatokat
26 =20+ 15— |[AN N| = 26 =35—|ANN]|

adodik. Kifejezve az |A N N| ismeretlent azt kapjuk, hogy
|[ANN| =9,

azaz 9-en tanuljak mindkét nyelvet. Osszesen 15-en tanulnak németiil, kbvet-
kezésképpen 15 — 9 = 6-an csak németiil tanulnak.

2. Megoldas:

A feladatot Venn-diagram segitségével is megoldhatjuk. Tegyiik fel, hogy =
olyan tanulé van, akik angolul és németiil is tanulnak. Ekkor csak angolul
20 — z, csak németill 15 — z didk tanul. Az emlitetteknek megfelelé6 Venn-
diagram:

Megjegyezziik, hogy a Venn-diagramban most nem a halmaz elemi lathatéak,
hanem a megfelel6 halmazok szdmosséiga.
Mivel minden didk tanulja legaldabb az egyik nyelvet, ezért a

(20—z)+z+(15—2)=26 =  —x+35=26
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egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy = = 9, igy 9 olyan didk van, aki
mindkét nyelvet tanulja, tehdt 15 — 9 = 6 olyan van, aki csak németiil tanul.

8.2. Feladat. Egy 10 f6s bardti tarsasagbdl 5 {6 szereti a focit, 4 a kosarlabdat,
egyvalaki pedig mind a két sportdgat. Hanyan nem kedvelik a két labdajaték
egyikét sem a barati tarsasagbol?

1. Megoldas:

Jeloljiik F'-el azok halmazit, akik szeretik a focit, K-val pedig azokét, akik
szeretik a kosarlabdat. Ekkor a logikai szitaformula szerint:

|[FUK| = |F|+ |K|—|FnK]|.

Az adatok behelyettesitése utdn az egyenldség jobb oldaldn 5 +4 — 1 = 8
adddik. Mivel a tarsasdg 10 f3s, igy 2 olyan személy van, aki egyik labdajatékot
sem szereti.

2. Megoldas:

Az adatokat Venn-diagramon 4brazoljuk:

Megjegyezziik, hogy a Venn-diagramban most nem a halmaz elemi l4thatéak,
hanem a megfelel6 halmazok szdmossédga.

A Venn-diagramrdl leolvashatjuk a megoldast, miszerint 2 olyan személy van,
aki egyik labdajatékot sem szereti.

8.3. Feladat. Egy rejtvényujsdgban egymds mellett két, szinte azonos rajz talal-
hat6, amelyek kozott 23 apré eltérés van. Ezek megtaldldsa a feladat. Addm,
Tamés és Eniké figyelmesen megnézték az dbrakat. Addm 11, Tamés 15 eltérést
taldlt. Mind0dssze 4 olyan eltérés volt, amelyet mind a hdrman megtaldltak,
tovdbbd 7 olyan eltérés volt, amelyet Addm és Tamds is észrevett. Az Enik
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altal bejeloltekbdl hatot Addm is, kilencet Tamas is észrevett, és orommel lat-
tdk, hogy harman egyiitt az 6sszes eltérést megtaldltdk. Hany olyan eltérés volt,
amelyet csak Eniko tallt meg?

Megoldas:

Jeloljiik z-el azon eltérések szamat, amelyeket csak Enikd taldlt meg. Venn-
diagramon 4brazoljuk a szovegnek megfelel6 adatokat:

[N

243424+44+54+3+2=23 = r =4,
igy azt kapjuk, hogy 4 olyan eltérés volt, amelyet csak Eniké taldlt meg.

Ekkor

8.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy a valds szdmok halmazadnak szdmossiga
megegyzik a | — 1; 1] intervallum szdmossagéval.

Megoldas:
Tekintsiikk az f: R —] — 1;1],

f(z)

x

v R
T @ER)

fliggvényt! Megmutatjuk, hogy a leképezés bijektiv. Ha x > 0, akkor
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Ha f(x1) = f(x2), akkor
T _ xT9
l+x 1+

amibdl a nevezdvel beszorozva, majd a zardjeleket felbontva

I - (1+1‘2) :.1‘2-(1+l‘1)
r1+x Ty =22+ T2 X1
adadik, igy 1 = xo adddik, tehat f injektiv. Hasonléan adddik az injektivitas,
haz < 0.
Az f fiiggvény sziirjektiv is, mert Ry =] — 1;1[. Azt kaptuk tehat, hogy f
bijektiv, mert injektiv és sziirjektiv is.
A fiiggvény grafikonjanak felvazoldsdhoz atalakitjuk a kifejezést.
e Ha z > 0, akkor

1-1 1
x T + 1

f(x):1+x: 14z o+
e Ha x < 0, akkor
T T r—1+1 1
f(z) 1—=x r—1 r—1 r—1

Az f fiiggvény grafikonja:

8.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv paros szimok halmazanak sza-
mossiga megegyezik a pozitiv szdmok halmazanak szdmossagaval.
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Megoldas:

Tekintsiik az f: N — H halmazt, ahol H a pozitiv paros szdmok halmazat
jeloli. Definidljuk az f: N — H, f(z) = 2x fiiggvényt! A fiiggvény grafikon-
ja:

a4 a4 a4 A oo
o =~ N W K~ O
(]

(]

o = N W A OO O N 0 ©

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Az f fuggvény

o injektiv, hiszen kiillonb6z6 elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel;

o sziirjetiv, mert értékkészlete a pozitiv paros szdmok halmaza.
Mivel a fiiggvény injektiv és sziirjektiv is egyidejiileg, ezért bijektiv, tehat
megadtunk N és H kozott egy bijektiv leképezést, igy azt kapjuk, hogy N és H
szamossdga megegyezik, ami azt is jelenti, hogy H megszamlalhatéan végtelen
szdmossdgd halmaz.

8.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy a természetes szamok halmazdnak és az
egész szdmok halmazdnak szdmossdga megegyezik, kovetkezésképpen az egész
szamok halmazdnak szamossdga megszdmlalhat6an végtelen.

Megoldas:
Tekintsitk az f: Z — N,

2x, haz >0
f(z) =
—2x+1, haz <0
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fliggvényt. A fliggvény grafikonja:

-
-

L ]
o = N W h OO N o ©
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87 % 554324

Az f figgvény

0 1

2 3 45 6 7 8

o injektiv, hiszen kiilonb6zé elemekhez kiilonboz6 elemeket rendel;

e sziirjektiv, mert ha x pozitiv, akkor a fiiggvény értékei a pozitiv paros
szamok, ha x negativ vagy nulla, akkor a fiiggvény értékei a pozitiv
paratlan szdmok, igy értékkészlete a természetes szamok halmaza.

Mivel f injektiv és sziirjektiv is egyidejileg, ezért bijektiv, tehat megadtunk N
és 7 kozott egy bijektiv leképezést, igy azt kapjuk, hogy N és Z szamossiga
megegyezik, azaz Z megszamlalhatéan végtelen szdmossagu halmaz.
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9. Komplex szamok

9.1. Feladat. Adjuk meg az aldbbi komplex szamok valds részét, illetve kép-
zetes részét:

a) z1 =24+ 3 c) z3=206 e) z5 = —21
b) zo=3—4i d) z4 =14 f) z6 =1
Megoldas:

A z = a + bi komplex szam valds része Re(z) = a, képzetes része Im(z) = b.
Ezt felhaszndlva:

a) Re(z1) =2,Im(z1) =3 d) Re(z4) =0,Im(z4) =1
b) Re(z2) = 3,Im(z2) = —4 e) Re(zs) =0, Im(z5) = —2
¢) Re(z3) = 6,Im(z3) =0 f) Re(z) = 1,Im(z6) =0

9.2. Feladat. Abrazoljuk a Gauss-féle komplex szdmsikon az alabbi komplex
szamokat:

a) z1 =3 C) z3 = —1 e) z5 =3+ 2t
b) 29 = —2 d) z4 =30 f) 26 = —2—4i
Megoldas:

A komplex szdmok dbrdzoldsa a Gauss-féle komplex szamsikon:

313i
3421

2 — 4 4
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9.3. Feladat. Abrazoljuk a Gauss-féle komplex szamsikon az aldbbi halma-
zokat:

a) A={z € C|Re(z) <1}

b) B={z € C|Im(z) >0}

) C={zeC||z] <1}

d) D={zeCl||z| > 1}

Megoldas:

Az A halmaz elemei azok a komplex szdmok, amelyek valés része legfeljebb 1.

A B halmaz elemei azok a komplex szamok, amelyek képzetes része pozitiv.
Az A és a B halmazokat a Gauss-féle komplex szamsikon dbrdzolhatjuk:

Im Im

A C halmaz elemei azon komplex szamok, melyek abszolit értéke kisebb vagy
egyenld, mint 1, azaz azok a komplex szdmok, melyeknek az origétdl vald
tdvolsdga nem nagyobb, mint 1. Ezek a pontok az egység sugard, origd kdzép-
pontu koron és annak belsejében helyezkednek el. A D halmaz elemei pedig
éppen az emlitett kor és a rajta ,,kiviil es6” pontok halmaza. A C és a D halma-
zok:

Im Im
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9.4. Feladat. Tekintsiik a z; = 2 + 3i és a zo0 = 3 — 47 komplex szdmokat!
Hatédrozzuk meg a

zZ1
a) 21+ 2o el . VAl
f) - i) Tm ()

b) z1 - 29 % Z9
C) 7 g) ;1 J) 21+ 522 + 6
d) % 71 k) 2
e) |Z | h) Re | — 1 2

1 Z9 ) )

komplex szdmokat!
Megoldas:

a) Két algebrai alaki komplex szdmot tgy adunk Ossze, hogy a valds részt a
valds résszel, a képzetes részt a képzetes résszel dsszegezziik:

214+220=024+31)+(3—-4i)=24+3i+3—-4i=5—1.
b) Két algebrai alakd komplex szdmot gy szorzunk dssze, hogy minden tagot
szorzunk minden taggal:
21 20=(2+3i)-(3—4i) =6—8i+9i —12*> =
=6+7—12-(—1) =18 +1.
¢) Az a + bt komplex szdm konjugéltja az a — bi komplex szam:
zZ1 =2 — 3.
A konjugalds geometriai jelentése a valds tengelyre vald tiikkrozés.
d) A konjugalas definicidja miatt
Zo = 3 + 4u.

e) Egy komplex szdm hossza a val6s részének és képzetes részének a négyzet-
0sszege:

21] = V22 + 32 = VA +9 =13,

f) Két algebrai alakd komplex szamot gy osztunk el egymassal, hogy bévitjiik
a tortet a nevezd konjugéltjaval. Ezutan tort torttel valé szorzasat kapjuk,
melyet ugy végziink el, hogy a szdmlalét szorozzuk a szamlaldval, a nevezot



2)

h)

i)

3

k)
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a nevezovel:
zl_2+3i 24+37 3+4i (2+3i) - (3+ 4i)

2z 3—4i 3—4i 3+4i  (3—4i)(3+4i)
6+8i+9i+12i* 6+17i—12 —6+17i 6 17,
T o162 9+16 25 32"
A tortet a nevezd konjugdltjdval bovitve, majd a megfeleld miiveleteket
elvégezve azt kapjuk, hogy

2 3—4i  3—4i 2-3i  (3—40)(2— 3i)

s 2+3i 2+3i 2-3i (2+30)(2-3i)
6 -8 —9i+122 6171 —12 —6—17i 6 17,
- 4972 - 4+9 13 13 13"
A valés rész definicidja szerint

Z1 _ _E

A képzetes rész definicidja szerint

Z1 17
Im(— ) =—.
z9 25
Elvégezve a konjugdlast, majd dsszeadva a komplex szdmokat:

21+529+6=2+3i+53+4i)+6=2+3i+15+20i+6 =
=23+ 237

adodik.
Felhaszndlva, hogy (a + b)? = a® + 2ab + b*:

2= (24302 =4+120+9%>=4+12 — 9 = -5+ 12i.

1) Felhaszndlva, hogy (a — b)? = a? — 2ab + b*:

22 =(3-4i)>=9—-24i +16i* =9 — 8 — 16 = —7 — 8.

9.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az

Ak, i4k+l; Z~4k+2; ’i4k+3,

ha k egész szam? komplex szdmok értékét!
Megoldas:
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Mivel i2 = —1, ezért
d=1 i'=i P=-1; P=i=—i *=(*)?=1
Hasonléan ad6dna, hogy
t=r=1 P=iti=g =P =i T =it =
A fenti eredményeket is felhasznélva
100 — (74)25 = 125 — 1,
;101 _ ;100 g,

,L'102 — 2‘100 . '5.2 =1- (_1) = —1:

j103 — ;100 ;3 ;.

;104 _ ;100 o4 _

\
-
-

Il

adédik. Eszrevehetjiik, hogy 4-es ,,csoportokban” ismétlédnek az eredmények.
Pontosabban fogalmazva, ha ¢ hatvanykitevje 4-gyel oszthatd, akkor a hatvany
értéke 1; ha 4-gyel osztva 1 maradékot ad, akkor a hatvany értéke ¢; ha 2
maradékot ad, akkor —1; ha 3 maradékot ad, akkor —:. Tehat:

P T R PR Lo

; —i.
Ezzel minden kérdezett értéket kiszdmoltunk.
9.6. Feladat. Irjuk fel a z = —2 — 2i komplex szdm trigonometrikus alakjat!
Megoldas
A z = a + bi komplex szam trigonometrikus alakja

z =r(cosp + isingp),

ahol r a komplex szdm hossza (abszolitértéke), ¢ a komplex szdm argumen-
tuma, azaz a valds pozitiv félegyenesével bezart szoge.

Jelen esetben a komplex szdmunk valds része Re(z) = —2, képzetes része
Im(z) = —2, igy a komplex szdm hossza

r=1/(-2)%+(-2)2 =8,

tovabbd az argumentumra fenndll a

egyenlet, amibdl
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vagy
LY
adddik. Az dbrazolas utan vildgos, hogy a megfeleld szog
_ o
=7
1
TR
0 T
3 2 -1 0 1 2

A komplex szadm trigonometrikus alakja tehat:

5 5
z:\/§<cos2+isin:>.

9.7. Feladat. Szimoljuk ki a z = —+/3 + i komplex szdm harmadik gyokeit!
Megoldas:

Minden komplex szdmnak n darab n-edik gyoke van. Ezek

n

n

alakban dllnak el6. Jelen esetben harmadik gyokot szeretnénk vonni, azaz n =
3, igy harom megoldas lesz. A komplex szdm hossza

r= (VB2 12 =2,

argumentuma
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Behelyettesitve a fenti képletbe

<5W+2 071’) (5“4-2 O7r>>
+ 7sin T =

=2

T
cosf+zs1n—

+ 17T
cos — +4sin —
18

5’T+2 o7 Y F4+2-2m\\
7 S1n 3 =

29 Lisi 29
COS— 38in ——
18

f 421 421
wy = V2 ( ( hi T +isin [ —rr +3 " =
adodik.
9.8. Feladat. Oldjuk meg a komplex szdmok halmazan a
3 _
22+1+1=0

egyenletet!
Megoldas:
Kifejezziik z-t az egyenletbdl:

z=+v/—1—i.

gy a —1 — i komplex szam harmadik gyokeit kell meghatdrozni. Minden kom-
plex szdmnak n darab n-edik gyoke van, igy 3 darab harmadik gyok van. Ezek

2k 2k
wk:{'/?-(cosw—i—isin(wr), (k=0,...,n—1)
n

n
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alakban dllnak els. Jelen esetben n = 3, r = /2, p = %’r, k=0,1,2. Ezt
felhasznélva az egyenlet megoldésai:

5t 5m
X 4+2-0- 2X+2-0-
woy = Y V2. <C08437r+isin437r) =

5
= \f (cos—i—zsmW)

12 12

3
_\f<53+1113>

5 5T
= 4+2-1-7 4217
wy = V2 <COS4 +isin A——— 3 ):

12

5 5
2 4+2-2-7 4227
Wy = \ V2. <c0543+isin43> =

1 21
= \f (COSW—f—’LSinT()

12 12
9.9. Feladat. Hatdrozzuk meg és abrazoljuk a negyedik egységgyokoket!
Megoldas:

Az n-edik egységgyckok az 1 komplex szdam n-edik gyckei. Igy a negyedik
egységgyokok az 1 komplex szam negyedik gyokei. Ezek

2k 2k
wk:\"/;-(cosw—i—isinW) (k=0,....,n—1)
n

alakban dllnak el8. Jelenesetbenn = 4, r =1, ¢ = 0, k = 0,1,2,3. Igy a
negyedik egységgyokok

2.0- 2.0-

=cos0+4sin0 = 1;
0+2-1- 0+2-1-
w, = V1- <cos+47r+z'sin+4ﬂ> =

7T+.. T .
= cos — +isin — = i
2 2 ’
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2-2. 2-2.
wgzxﬁ-<coso+ﬂ—+isino+7r> —

4 4
=cosm +isinw = —1
w3=(ﬂ'<cos0+2.3'w+isin0+2.3'w>:
4 4
3 .. 37w .
:cosj—i-zsm?:—z.

Abrézolva a kapott komplex szamokat a Gauss-féle (komplex szamsikon) azt
vehetjiik észre, hogy a negyedik egységgyokok négyoldald szabalyos sokszog
csticsaiban helyezkednek el. Altalinosan igaz, hogy az n-edik egységgyokdk n
oldalud szabélyos sokszdg csticsaiban helyezkednek el.

-1.6-14-12 - 2o 0 020406081 121416 18

9.10. Feladat. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a

2242:42=0

masodfoki egyenletet!
Megoldas:
Felirva a masodfoki egyenlet megolddképletét azt kapjuk, hogy
—2+v4-8 2+v-4
2 - 2 -
-2+ 2 )
= = —1 :l: 1.
2
Az egyenlet megolddsai tehét zy = —1 — ¢, illetve 29 = —1 4 4.

212 =
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9.11. Feladat. Irjuk 4t az 1 4 7 komplex szamot Euler-féle alakba!
Megoldas:
A z =1+ 7 komplex szdm hossza

|z| = \/124-712 =2.

A z komplex szdm argumentuma

T
p = 1
Tehat az Euler-féle alak
2=2.¢"'%
9.12. Feladat. Tekintsiik a
z1 =141

3 ( T 4 isi W)
Z9 = - | COS — 7 S1n —
2 3 3

komplex szdmokat! Hatdrozzuk meg az aldbbi komplex szdmokat:

a) 21 - 29; ©) 2
b) Z; d) 219,
Megoldas:

a) Elso 1épésben irjuk fel a z; komplex szdm trigonometrikus alakjat:
= V2. <COS% —|—isin%) .

Trigonometrikus alaki komplex szdmokat Ggy szorzunk 6ssze, hogy az ab-
szolutértékiiket 6sszeszorozzuk, az argumentumokat dsszeadjuk:

21 z2—3\f <COS<3+£)+isin(g+E)):

4
=3V2- cos——HsinE
12 12
b) Trigonometrikus alaki komplex szdmokat Ggy osztunk el, hogy az abszolt-

értékiiket elosztjuk, az argumentumokat kivonjuk:

7 V2 T T .. /T

o 3 (cos (5‘1) Hsm(g‘z)) =
V2
5

T pisin ),
COS 12 7sin 12
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¢) Hasonléan:

_ﬁ.
3 27T+, 237

= — | cos— +isin——
V2 12 12

d) Trigonometrikus alaki komplex szamokat igy hatvanyozunk, hogy az ab-
szolutértékiiket hatvanyozzuk, az argumentumokat szorozzuk a kitevével:

10 10
2% = \/510 . <cos47r + isin 47T> =

—32. (cosg +isin g) — 32i.

9.13. Feladat. Tekintsiik a 22 + 2z + 5 = 0 komplex szdmok halmazan értel-
mezett mdsodfokud egyenletet!

a) Hatdrozzuk meg az egyenlet gyokeit!

b) Abrizoljuk a gyokoket a Gauss-féle komplex szamsikon!

¢) Adjuk meg a gyokok 0sszegét és szorzatat!

d) Adjuk meg az egyenlet megolddsainak trigonometrikus alakjat!

e) Adjuk meg az egyenlet megoldasainak exponencidlis alakjat!

Megoldas:

a) A masodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva

—2++4-20 242

=—-1=+1
2 2

z12 =

adodik, igy 21 =1 — 1, 20 = 1 + 4.

b) A komplex szdmokat a Gauss-féle komplex szamsikon dbrazolhatjuk:
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—1+i

)

05

05]

c) A gyokok osszege
z21+2z0=01—-0)+(1+1i) =2,
a gyokok szorzata
2oz =1—i)-(1+i)=1-1i*=2.

Ezekbdl a gyokok dsszegének valds része

Re(z1 + 22) = 2,
képzetes része

Im(z; + 22) = 0.
A gyokok szorzatanak valds része

Re(z1 - z2) = 2,
a gyokok szorzatanak képzetes része

Im(z; - z2) = 0.

d) A trigonometrikus alakok felirdsdhoz meghatdrozzuk a komplex szdmok
hosszdt és argumentumdt. A komplex szdmok hossza

21] = V12 4+ (-1)2 = V2,
|22) = V12 + 12 = V2.

Az argumentumok leolvashatSk az dbrazolasrél: ¢ = 135°, ¢ = 45°. Igy a
trigonometrikus alakok

21 = V2 - (cos 135° +isin 135°)

masrészt
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illetve
zp = V2 - (cos45° 4 isin45°) .
e) Az exponencidlis alakok:

2 =V2e" T,

illetve ‘
29 = V21,
9.14. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ € R esetén egyrészt
cos2p = cos? ©— sin? v,
masrészt
sin2¢p = 2 - siny - cos .
Megoldas:

Tekintsiik a

z=1Ccosp+1-siny
komplex szdmot. Ennek a négyzete (algebrai alaki komplex szdmként tek-
intve):

22 = (cos 41 -sinp)? = cos® p —sin® o + i -2 - sinp - cos .
Misrészt z trigonometrikus alaki komplex szdmnak is tekinthets. A négyzetre
emelést ilyen alakban elvégezve

22 = cos2p + i - sin 2
adodik. A két komplex szdmnak meg kell egyeznie, ami pontosan akkor tel-
jesiil, ha a valds résziik is és a képzetes résziik is megegyezik, ezért egyrészt
Ccos2p = cos? ©— sin? v,
masrészt
sin2¢p = 2 - siny - cos .
9.15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ € R esetén egyrészt
cos 3¢ = cos® ¢ — 3 - cos? ¢ - sin ¢,
masrészt
sin 3¢ = sin® ¢ — 3 - sin? - cos .
Megoldas:
Tekintsiik a
Z=1cos@+1-sing
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komplex szdmot. Ennek a harmadik hatvinya:
23 = (cosp +i-sing)d =
= cos® p —3i-cos® p-sing + 3 -sin® - i% - sin? @ — i3 - sind ¢ =
=cos®p—3-cosy-sin®p+i- (sin3<p—3-sin2<p~cos<p).
Masrészt z trigonometrikus alakd komplex szdmnak is tekinthetd. A harmadik
hatvdnyra emelést ilyen alakban elvégezve

23 = cos 3¢ + 1 - sin 3¢

adddik. A két komplex szamnak meg kell egyeznie, ami pontosan akkor tel-
jesiil, ha a valés résziik is és a képzetes résziik is megegyezik, ezért egyrészt

cos 3p = cos® ¢ — 3 - cos® p - sin g,
masrészt
sin 3¢ = sin® ¢ — 3 - sin? - cos .

9.16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

sin (WH1e

. . . D) . nhy

sinyp +sin2p 4 ... 4+ sinnp = ———p — sin—-.
sin 5 2

Megoldas:

Tekintsiik a 2 = ¥ exponencilis alakban megadott komplex szdmot. Ennek
a trigonometrikus alakja:

Z = cosy + 1 -sine.

Az alébbi 0sszeget trigonometrikus alakokkal {rva, majd trigonomterikus alak-
ban elvégezve a hatvdnyozdst

1424224 +2"=

=14 cosp +ising 4 (cos @ + isinp)? + (cos p + isin )" =

=1+ cosp +ising + cos2p +isin2p + cosny + isinng =
=14cosp+cos2¢p+...4cosnp+isinp+isin2¢ 4+ ...+ isinny =
=14 cosp+cos2p+...+cosnp+i(sing +sin2p+ ...+ sinney).
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Masrészt

l+z4224.. . 42" =
L+l g etln+l)e _ 1

z—1 e —1

i(n+1)e ( i(n+1)e 7i(n+1)w)
€ 2 € 2 —e 2

- ip ip —ip -
e 2 <62 —€ 2 )

ing €os(n + 1) +isin(n + 1)p — cos(n + 1)y +isin(n + 1)y
— oing

cosp +isinp —cosp +isinp
_ ging . 2isin(n +1)p sine | sin(n + 1)

N 24 sin ¢ N sin ¢ N
i 1
= (cosny + isinnyp) - w =
sin ¢

i 1 i 1
= COSTZQO . w +'lenn(,0 . w
sin ¢ sin
A kapott eredményeket 6sszegezve adodik a bizonyitand6 6sszefiiggés.
9.17. Feladat. Tekintsiik az aldbbi valtédramu hal6zatot:

L, R,

| I(9=1,,,,5in(0t-p,)

o O
U(t)=U,,sin(et)

Adatok:
Uer = 220 [V]; f = 50[Hz]; Ly = 0,1H; Ly = 0,15 [H];
C=5-10"°[F]; Ry = 3[Q]; Ry =4]9)].

a) Hatdrozzuk meg a komplex, majd a valés impedanciit az aldbbi valtédramu
hél6zatok A és B pontja kozott!

b) Hatdrozzuk meg a ¢ fazisszoget!
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¢) Hatdrozzuk meg a f64gban foly6 dramer6sség effektiv értékét!
d) Adjuk meg az dramer8sséget az id6 fiiggvényében!
Megoldas:
a) Mivel
w=27r-f=~314,16 E],
ezért egyrészt
X, =w- Ly i~ 31,42i[Q)],
masrészt
X1, =w- Ly -i~47,12i[Q)].
A fentiek felhaszndldsaval az induktiv ellenéllas egyrészt
Zy =R+ X1, = (3+31,42i) [,
masrészt
Zo = Ry + X1, + Ry = (4 +47,12i) [©].
A kapacitiv ellenallas
5 1

Xo=———gim—63,66i[0).
Az ered6 komplex impedancia
111 1 A 1 1 1
7 2, 2, X, 31342  4147,12 63,660
B 1 3—31,42i 1 4—47,12i
T 3+431,42 3—31,42i ' 4+47,12i 4 — 47,12
L1 i 331,420 447,12 i

T63.66i i 9131422 T 16+47.122 ' 63.66

1
~ 0,048 — 0,0369¢ | =
) ) Z[Q]?

igy .
7= ,
0,048 — 0, 03691
A valés impedancia

Z = /13,092 + 10,072 ~ 13,13 [Q2].

~ 13,09 + 10, 074 [€].

b) A fazisszog:
10,07
13,09

o = arctan ©o ~ 37,57°.
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c) Az effektiv dramerdsség
Uer 220
Z 13,13

Lo = ~ 16,76 [A].

d) A maximaélis dramer8sség
Imax = Legr - V2 2 23, T[A].
Az dramerdsség-ido fliiggvény
I(t) = Imax - sin(wt — @o) = 23,7 - sin(314, 16t — 0, 217).
A fiiggvény grafikonja:

20
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