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1. BEVEZETES

E PhD tézisek a flggvényegyenletek témakorében — a matematikanak a X X. szézad
masodik felében intenziv fejlddésnek indult tertletén — tartalmaznak Uj eredményeket.
Ezek az eredmények olyan fliggvényegyenletekhez kapcsol6dnak, amelyek informécio-
elméleti eredetlek, Ugynevezett informéacidmértékek elddllitdsdhoz kotddnek.

Azt vizsgajuk, hogy ezek az egyenletek rendelkeznek-e egy meghatarozott
stabilitasi  tulgjdonsaggal. A stabilitds  tulgjdonsdg definidlasaban S.M. Ulam
gondolatait kovetjUk, aki egy eldadasdban, amelyet a Wisconsin egyetemen tartott 1940-
ben, a kdvetkezd problémat vetette fel (Ulam [U64]):

Legyen (G,0) egy csoport, (H,s) pedig egy metrikus csoport d metrikaval.
Igaz-e, hogy minden &>0 szamhoz van olyan >0 szam, hogy barmely f:G—H
fuggvenyhez, melyre minden x,y G esetén fennéll a

d (f(xoy) , f(¥)-f(y) ) < ¢
egyenl 6tlenség van olyan A: G—H homomorfizmus, vagyis az
f(xoy) = f(x)-f(y)
un. Cauchy egyenletnek eleget tevd fliggveny, melyre
d(f(x),AX))< o
minden xeG mellett?

Hasonlo kérdést szamos mas egyenlettel (sbt egyenl6tlenséggel) kapcsolatban is
felvetettek. Ennek nyoman a témakorben tobbszédz dolgozat sziletett. Ezekrol
Osszefoglal6 attekintések a Forti [F95], Ger [G94], Hyers-Isac-Rassias [HIR98] és a
Székelyhidi [SO0] munkakban tal a hatok.



1.1. JELOLESEK

A tételek sorszama megegyezik a disszertaci dban alkalmazott sorszammal.

R aval6s szamok hamazét jeldli, k legyen egy tetszdleges, rogzitett, pozitiv egész
szém. HaceR, akkor c=(c,c,...,c)eR".

Ha X=(X1,X2,....XK) €S Y=(Yiyz....yx) az R* hamaz elemei, akkor legyen
XoY = (X1y1,X2Y2, .. XkYk) € RS,

Legyen J = [0,1]%, P = 101[* & A* = {(x,y)|x,yx+yed}, tovabba az n=2
természetes szamokra definidljuk a kévetkezd hal mazokat:

ro=ro ={(p1,---,pn) e(@) Xp =1}-
i=1

A T ésal,’ hamazok elemeire a kovetkezo jeldléseket fogjuk hasznélni: ha PeT,
vagy Pely’, &kkor P=(Py, Py Po) = (P )i -
Ha egy dlitasban a J vagy a I hamaz, illetve a I', vagy a I',Y halmaz egyarant
alhat, akkor ennek kifejezéséreaz Y, illetve az O, jel 6l éseket hasznaljuk.
Az A:R*>R fiiggvény additiv, haminden x,y < R* esetén
Axty) = A(x) +A(Y).
Az M:Y —R flggvény multiplikativ az Y halmazon, haminden x,yeY esetén
M(xey) = M(X) - M(y).
A 11.2. és111.2. fejezetekben olyan specidlis multiplikativ fliggvényekkel dolgozunk,
melyek  rendelkeznek a  hatvanyfiggvények  bizonyos  tulgjdonsagaival.
Az M:]0,1—»R  multiplikativ ~ fuggvényt  normalisnak  nevezzik, ha

M(x) = 0, xe]0,1[. Az M:[0,1] >R multiplikativ fuggvényt normalisnak nevezzik, ha
M(0)=0, M(2)=1 ésM(x) = 0, xe]0,1].

Az L:]0,1[—>R fluggvény logaritmikus a ]0,1] halmazon, ha minden x,y<]0,1]
esetén

L(xy) =L(x) + L(y).

Az L:[0,1] >R fuggvény logaritmikus a [0,1] halmazon, ha L(0)=0 és minden
X,y€]0,1] esetén

L(xy) =L(x) + L(y).



1.2. STABILITASI PROBLEMA AZ OSSZEG ALAKU
FUGGVENYEGYENLETEKRE

Legyen D={ f | .:Y>R }, E={ h | h'YxY—>R }, F. D—E rogzitett és feD. A
disszertécioban vizsgalt fliggvényegyenletek mindegyike felirhat6 a kovetkezd alakban:

(M > EOP0) =0, (1P (G G

n
i=1 j=1

ahol n>3 és m>3 rogzitett egész, f ismeretlen flggvény. Az (1) aak
flggveényegyenleteket tsszeg alaku fliggvényegyenleteknek nevezziik.

A disszertécio 1. fejezetében olyan esetekkel foglalkozunk, amikor (Y,Q,)=(J,I')
(zért alaphalmaz), a lll. fejezetben pedig olyanokkal, amikor (Y,Q,)=(3°") (nyilt
alaphalmaz).

Ha k=1, akkor azt mondjuk, hogy a probléma egydimenziés, ak>1 (dtaldnos) esetet
tobbdimenzidsnak nevezzik.

Ulam nyoman azt mondjuk, hogy az (1) 6sszeg alaku flggvényegyenlet stabil, ha
barmely O<eeR esetén |étezik olyan 0<6eR, hogy barmely geD flggvényhez, melyre
minden (py, ... ,Pn) €Qn €S (Q, .- - ,Om) € Qm €setén fenndll a

>3 Fa)(p,.a,)

i=1 j=1

<g,

egyenlGtlenseg, |étezik olyan f megoldasa az (1) egyenletnek, hogy
lg() —f(x) [<8, xeY.

1.3. INFORMACIOELMELETI EREDETU,
OSSZEG ALAKU FUGGVENYEGYENLETEK

Egy (I,);, fuggvénysorozatot, ahol I, val6s értékd fiiggvény a 'y vagy a [y’
halmazon (n=2,3,...), infor maciémértéknek neveziink. (Iasd [AD75] és [ESS98])

Az QxQn halmazon értelmezzik a ® flggvényt a kovetkezd moédon: ha
P=(p1,.-.,Pn) €2, Q=(q1,-..,dm) € 2m, akkor legyen

P®Q = (pad,---, P1Gm, P201,---» P20ms--+» PrdLs---» PnOm) € nm -



Az 1,:Q,—R fiiggvényekbdl &6 (1,,)"_, fliggvénysorozat (informéaciomérték)
(or,n,m)-additiv (R, n>2, m>2 rogzitett egészek), ha

lm(P®Q) = [n(P) + Im(Q) + (2¥* = 1) - I(P) - Im(Q),
PeQy, QeQn,

(n,m)-additivaz M1,M, fliggvényekkel silyozva (n>2 és m>2 rogzitett egészek,
M1,M2: Y—R régzitett multiplikativ fliggvények), ha

m(PEQ) = M, (P) (@) + 3 M (0) 1)
PeQp,, QeQnm,
0sszeg tulajdonsagu, halétezik olyan f:Y —R flggvény, melyre
l.(Py,-P,) = iZ_nl:f(pi), n=2.3,... .

(I4sd példéul [ESS98])

A disszertacio fO0 cékitlzése az (o,n,m)-additiv, 0Osszeg tulgdonsagu
informaciomértékek eldallitasaval kapcsolatos BEHARA-NATH ||, EGYENLET:

BN1I) P RICELRDNICHRICHE

valamint a multiplikativ figgvényekkel stlyozottan (n,m)-additiv, 6sszeg tulgjdonsagu
informaciomeértékek eldallitasaval kapcsolatos MULTIPLIKATIV TiPUSU OSSZEG ALAKU
EGYENLET:

M) S oa) =DM EIY (@) + M@ ()

stabilitdsénak igazoléasa — bizonyos feltételek mellett. Az egyenletekben f:Y—>R
ismeretlen fuggveny, Mi1,M2 Y —>R rogzitett multiplikativ flggvények, és az
egyenldségek fennallnak minden (py,...,Pn) €Qn €S (dy,. ..,qm) € Qm esetén.

A fenti egyenletek szarmaztatasa megtaldhatd példaul [ESS98]-ban.



2. STABILITASZART ALAPHALMAZON

2.1. EGY EGYSZERU OSSZEG ALAKU EGYENLET STABILITASA

Az Osszeg alaku fuggvényegyenletek vizsgal atdban alapvetd szerepet jatszik a
i=1

egyszer(l Osszeg aaku flggvényegyenlet, ahol ¢:Y—R ismeretlen fuggvény, deR
rogzitett és (S) fennall minden (py,...,pn) €Qn esetén.

Az (S) egyenlet stabilitésdt egydimenzioban, z&rt aaphamazon Maksa Gyula
mutatta ki [M94]-ben.

TETEL 11.1.1. (Maksa [M94]) Legyen O<eeR és deR rogzitett, ¢:[0,1]>R. Ha minden
(P1,....pn) el esetén

2

<g,

> 9(p)-d

akkor létezik olyan aaR—R additiv és olyan b:[0,1] —R fliggvény, melyre
o(x) —¢(0) = a(x) + b(x), xe[0,1]

|b(x) | <18- ¢, xe[0,1].

és

A 11.1.1. TETEL bizonyitésanak alapja, hogy a Cauchy egyenlet stabil A™-en:

TETEL 11.1.2. (Maksa [M94]) Legyen O<eeR rogzitett és f:[0,1]—>R. Ha az f fuggvény
e-additiv A'-en, azaz

(3) [f(xy) =100 T | <2, (xy)ea’
akkor létezik olyan aaR—R additiv és olyan b:[0,1] —R fliggvény, melyre



f(x) = a(x) + b(x), xe[0,1]
|b(x)|<9-¢, xe[0,1].

A 11.1.1. TETEL ataladnositasat jelentd 11.1.5. TETEL igazoladsanak alapja a 11.1.2.
TETEL alébbi altalanositasaa A (k>1) halmazokra:

TeTEL 11.1.3. (Kocsis, [K]) Legyen O<ecR rogzitett és f:J>R. Ha az f flggveny
teljesiti a (3) egyenl6tlenséget minden (x,y) A esetén, akkor létezik olyan aR“->R
additiv és olyan b:J—»>R fliggvény, melyre

f(x) = a(x) + b(x), xeJ

|b(x) | < 32 ¢, xeJ.

Legyen @#DcR**RK, Dyx={x|3y:(x,y)eD}, Dy={y[3x:(x,y)eD},
Dysy={ Z]3(X,y) € D:z=x+y}, 1=DxUD,UD,, legyen tovabba f:1>R.

Az f fuggvényt additivnak nevezzilk D-n, ha a Cauchy egyenlet fennall minden
(x,y)eD esetén. (lasd [DL67]) Tovabbé a D halmazt egyértelmien additiv tipusinak
nevezzik (Dardczy Zoltan, Fuggvényegyenletek cimi eldadassorozat, 1996), ha abbadl,
hogy az f fuggvény additiv D-n kovetkezik, hogy egyértelmien létezik egy olyan, az R
halmazon értel mezett, additiv fliggveény, melynek az I-re val 0 leszikitése f.

K 6vetkezmény. A A HALMAZ (K>1 ROGZITETT EGESZ) EGYERTELMUEN ADDITIV TiPUSU,
AZAZ HA AZ F:J->R FUGGVENY ADDITIV A A" HALMAZON, AKKOR EGYERTELMUEN
LETEZIK EGY OLYAN A:R“>R ADDITIV FUGGVENY, MELYNEK JRE VALO
LESZUKITESEF. (LEGYEN UI. A 11.1.3. Tételben £=0.) (LASD MEG [ESS98])

A disszertécio I1.1. fejezetének f6 eredménye a 11.1.5. TETEL, amely szerint az (1)
egyenlet stabil, ha Y=J, Q=T és F(f)(p,q) =%f (p), (p.a)eF, vagyis az (S) egyenlet
stabil tébbdimenzidban, zart alaphalmazon.

TeTEL 11.1.5. (Kocsis, [K]) Legyen n>3 rogzitett egész, 0<eeR és deR rogzitett. Ha a
¢:J->R fuggvény eleget tesz a (2) egyenldtlenségnek minden (py,...,pn) el'n esetén,
akkor létezik olyan aR*—R additiv és olyan b:J-R fiiggvény, melyre



o(X) — ¢ (0) = a(x) + b(x), xeJ

|b(x) | <2:32. ¢, xeJ.

2.2. AMULTIPLIKATIV TIPUSU OSSZEG ALAKU EGYENLET STABILITASA
EGYDIMENZIOBAN, ZART ALAPHALMAZON

A disszertécio 11.2. fejezetének f6 eredménye a 11.2.2. TETEL, amely szerint az (1)
egyenlet stabil, ha Y=[0,1], Q=T"Y, Qu=Tm¥, M1,M2[0,1] >R rogzitett normélis
multiplikativ flggvenyek (legaldbb az egyik kulonbozik a [0,1] intervallum identikus
fiiggveényétdl) és F(f)(p,) = f(peq) — M(p)-f(q) — f(p)-M2(a), (p.9)[0,1]% vagyis az
(M) egyenlet stabil egydimenziéban, zért aaphalmazon. (KocsisMaksa [KM9§],
Kocsis[K01])

TeETEL 11.2.2. (KocsissMaksa [KM98], Kocsis [K01]) Legyen n>3 és m>3 rogzitett
egesz, 0<eeR rogzitett éslegyenek M1,M,:[0,1]—R rogzitett normalis multiplikativ
fuggvények, melyek kozil legalabb az egyik kulonbozik a [0,1] intervalum
identikus fiiggvényétsl. Ha az :[0,1]—>R fiiggvény minden (py,....pn)elM és
(Oa,...,0m) el esetén eleget tesz a

PRICEAENACIRICHESN N CHINICH ELF
i=1 j=1 i=1 =1 =1 i=1
egyenldtlenségnek, akkor léteznek olyan a,&:R—R additiv, L:[0,1]—>R
logaritmikus, B1,B>:[0,1]—R korlétos fliggvények, és|étezik olyan CeR, hogy
f(p) = a(p) + C(M1(p) —M2(p)) + Ba(p), pe[0.1], ha Mi=My,
f(p) = &(p) + My(p)L(p) + B2(p),  pe[0,1], ha Mi=Ma.

2.3. A BEHARA-NATH || . EGYENLET STABILITASA
TOBBDIMENZIOBAN, ZART ALAPHALMAZON

A disszertécio 11.3. fejezetének f6 eredménye a I1.3.3. TETEL, amely szerint az (1)
egyenlet stabil, ha Y=J, Qn=I"n, Qm=I'm és F(f)(p,q) = f(peq) — f(p)-f(q), (p.a) e F, vagyis
a(B-N Il.) egyenlet stabil tobbdimenzidban, zart al aphalmazon.

A (B-N I1.) egyenlet stabilitasat egydimenzidban, zart alaphalmazon Maksa Gyula
mutatta ki [M94]-ben:



TETEL 11.3.2. (Maksa [M94]) Legyen n>3 és m>3 rogzitett egész és 0<eeR rogzitett.
Ha az f:[0,1]—R fiiggvényre minden (py,....pn)eln™ és (py,...,pn) el  esetén
fenndll a

iif(piqi)_if(pi)if(%) <g

egyenldtlenség, akkor vagy

f(p) = au(p) + b(p), pe[0.1],
vagy
f(p) = &(p) + M(p) + f(0), pe[0,1],
ahol a;,a:R—R additiv, M:[0,1]—R multiplikativ, b:[0,1]—R korlé&tos fliggvények.

Az informacioelméleti eredetll Gsszeg alaku flggvényegyenletek stabilitésaval
kapcsolatos kordbbi eredmények (példaul a 11.2.2. és a 11.3.2. TETELEK) egydimenzios
val 6szinOségel oszl asokon értel mezett informéci dmértékek vizsgal atara alkal mazhatok.

A I1.L15. TeTeL lehetdvé teszi, hogy a stabilitds vizsgdlatat kiterjesszik a
tébbdimenzios valdszinlségel oszlasokon értelmezett informécidmértékekre is. Igy a
kovetkezd tétel bizonyitédsaban is ez atétel az alapvetd eszkoz.

TeTEL 11.3.3. (Kocsis, [K]) Legyen n>3 és m>3 rogzitett egész és 0<e R rogzitett. Ha
az f:J»>R fluggvényre fenndll a

PRICELAEIRICIIRICH ES:
i=1 j=1 i=1 j=1
egyenldtlenség minden (py,...,pn)€ln €S (qy,...,0m) eI'm €setén, akkor vagy
f(p) = &(p) + Ba(p), ped,
vagy
f(p) = @(p) + M(p) + B2(p), peJ,
ahol ay,a:R“>R additiv, M:J»>R multiplikativ, B1,B2:J—>R korlatos fiiggvények.

Egy flggvényegyenlet és a megfeleld stabilitds  flggvényegyenl 6tlenség
kapcsolatanak pontos leirasa az egyenlet és az egyenldtlenség altaldnos megol dasanak
ismeretében |ehetséges. Megjegyezzilk azonban, hogy az atalunk megfoga mazott
stabilitasi probléma megvélaszoldséhoz nem szilkkséges a vizsgdlt egyenlet dtalanos
megoldasat ismerni.

A disszertécidban vizsgdlt (B-N 11.), (M) és (S) egyenletek ataldnos megoldasa
egydimenzidban, zart és nyilt alaphalmaz esetén egyarant ismert.



A tobbdimenzidban, zart alaphamazon vizsgalt (B-N 11.) egyenlet atalanos
megoldasat kétdimenzioban a szerz0 adta meg egy eddig még publikaatlan
eredmeényében:

TeTEL 11.3.5. (Kocsis, publikdlatlan) Legyen n>3 és m>3 rogzitett egész és legyen k=2.
A (B-N I1.) egyenlet atalanos megoldasa

f(p) = Ax(p) + b, pe[0,1]?,
vagy
f(p) = Ax(p) + M(p), pe[0,1]%,

ahol A,AxR*>R additiv, M:[0,1]>>R multiplikativ fiiggvény, tovébba A(1)=0
ésA1(1) + nmb = (A1(2)+nb)-(A1(1)+mb).

A szerz6 tudomasa szerint a (B-N 11.) egyenlet dtalanos megoldésa a k>2 esetben,
zért alaphalmazon nem ismert.

3. STABILITASNYILT ALAPHALMAZON

3.1. AZ (S) EGYENLET STABILITASA EGYDIMENZIOBAN,
NYILT ALAPHALMAZON

A disszertacio 111.1. fejezetének f6 eredmeénye a ll1.1.3. TETEL, amely szerint az (1)
egyenlet stabil, ha Y=]0,1[, Q=" és F(f)(p,q) = L (p), (p,0)€]0,1[ vagyis az (S)
m
egyenlet stabil egydimenzidban, nyilt alaphalmazon.

Nyilt aaphamazon ataldban nem akamazhaték a zart alaphamazon hasznalt
modszerek. A bizonyitdsok nehézségét elsdsorban az okozza, hogy a valtozok nem
vehetik fel a0 ésaz 1 értékeket.

Az 0Osszeg adaku fuggvényegyenletek stabilitasanak zart alaphalmazon valo
igazolasakor haszndlt egyes segédtételek alitasai nyilt alaphamazon is fenndlnak, ez
azt sugallja, hogy remény van a stabilitas igazolasara nyilt alaphalmazon is.

A 111.1.3. TETEL bizonyitasdban alapvetd eszkdz a Cauchy egyenlet stabilitdsa egy
specidlis nyilt halmazon.



LEMMA [11.1.2. (Kocsis, [KOO]) Legyen 0<eeR, b,ceR (b>0,c>0) rogzitett és
f:]-2b,2c[>R. Ha az f flggvény e-additiv a ]-b,c[> halmazon, azaz minden
(x,y)€]-b,c[* esetén

[ f(xty) —f(x) = f(y) | <,
akkor létezik olyan A:R—R additiv fliggveény, melyre
| f(x) = A(X) | < B¢, xe]-2b,2c[.

K 6vetkezmény. A ]-B,c[? HALMAZ (B,CeR, B>0, c>0) EGYERTELMUEN ADDITIV TiPUSU,
VAGYIS HA AZ F:]-2B,2cC[—>R FUGGVENY ADDITIV A ]-B,C[> HALMAZON, AKKOR
EGYERTELMUEN LETEZIK EGY OLYAN A:R—R ADDITIV FUGGVENY, MELYNEK ]-
2B,2C[-RE VALO LESZUKITESE F. (LEGYEN uI. A I11.1.2. Téelben £=0.) (LASD MEG
[DL67],[S72])

TeTEL 111.1.3. (Kocsis, [KOQ]) Legyen n>3 rogzitett egész, O<eeR ésdeR rogzitett. Ha
a¢:]0,1[—R flggvény eleget tesz a (2) egyenlStlenségnek minden (ps,...,pr) e
esetén, akkor létezik olyan a:R—R additiv figgvény, melyre

o(p) —a(p)+@ <240-c.  pe]odl

3.2. A MULTIPLIKATIV TiPUSU OSSZEG ALAKU EGYENLET STABILITASA
EGYDIMENZIOBAN, NYILT ALAPHALMAZON

A dolgozat 111.2. fgjezetének f6 eredménye a 111.2.2. TETEL, amely szerint az (1)
egyenlet stabil, ha Y=]0,1], n=m>3 rogzitett egész, Q=T M3, M1,M2]0,1[ >R rogzitett
normais multiplikativ fuggvenyek, Mi=M, és F(f)(p,q) = f(peq) — Mi(p)-f(q) —
f(p)-Ma(q), (p,g)€]0,1[% vagyis az (M) egyenlet stabil egydimenzidban, nyilt
alaphalmazon, han=m és M =M.

TETEL 111.2.2. (Kocsis, [KOQ]) Legyen m>3 rogzitett egész, 0<e R rogzitett, legyenek
tovabba M1,M2:]0,1]—>R rogzitett normalis multiplikativ fliggvények, M1=M,. Ha
az £:]0,1]—R fuggvény eleget tesz a

m m m

>3 (pa) - M eI F(@) D M @)Y f(p) <¢

i=1 j=1 i=1

egyenldtlenségnek minden (pu....,pm)elm™ és (q,...,0m)elm? esetén, akkor
létezik olyan aR—R additiv ésolyan B:]0,1][—R korlatos fliggvény, melyre

f(p)=a(p) + C(M1(p) —M2(p)) + B(p), p<]0.1[.



1. INTRODUCTION

This thesis contains new results from the theory of functional equations. They are
connected with the stability of certain functional equations arising in information
theory.

In 1940 SM. Ulam raised the following problem in his lecture at Wisconsin
University (Ulam [U64]):

Let (G,0) be a group, (H,-) be a metric group with metric d. Is the following statement
true: for arbitrary O<eeR there exists 0<deR such that for all functions f:G—H
satisfying the inequality
d( f(xay) , f(xX)-f(y) ) < & xyeG
there exists a homomorphism (that is, a solution of the so-called Cauchy equation
f(xoy)=1(x)-f(y)) A:G—H satisfying the inequality
d(f(¥) , A¥) ) < 4,

for all xeG.

Similar question can be asked in connection with other equations, too. See the
following survey papers. Forti [F95], Ger [G94], Hyerslsac-Rassias [HIR98] and
Székelyhidi [SOQ].

We remark that Ulam did not deal with the connection between the constants € and
d in his question. It is clear that the stability result is more informative when 6 can be
expressed by €. In many cases a constant K eR can be found such that 6=Ke.



1.1. NOTATIONS

In the following R denotes the set of real numbers. Let k be a fixed positive integer.
If ceR then c=(c,c,...,c)=R".

If X=(X1,X2,...,Xk) € R¢ and Y=(Y1,Y2,-..,Yk) € R then let Xoy = (X1Y1,X2Y2,...,XkYk) € RX,

Let J[0,1]%, P=]0,1[%, Ye{I I}, A{(xy)
numbers n>2 define the sets

X,y x+yedt, and for al natural

r,=r"= {(pl,---, p.) | 3p, = l} and
i=1

Fr? :rr?[k] :{(pl ----- pn) E(‘]O)nl Zn:pi :_},

=
and let Qne{Tn Y.
A function A:R*-R is additive if
Axty) = A(x) +A(y)
for all x,yeR.
A function M:Y >R ismultiplicativeon Y if
M(xey) = M(x) - M(y)
for dl x,yeY.

In this dissertation a function M:]0,1]—R is called normal multiplicative if M is
multiplicative on ]0,1] and M(x)=0, x€]0,1[, a function M:[0,1] >R is called normal
multiplicativeif M is multiplicative on [0,1], M(0)=0, M(1)=1 and M(x)=0, x<]0,1].

A function L:]0,1]—»>Rislogarithmicon]0,1[ if
L(x-y) = L(x) + L(y)
for all x,ye]0,1].
A function L:[0,1]] >R islogarithmic a[0,1] if L(0)=0 and
L(xy) =L(x) + L(y)
for all x,ye]0,1].



1.2. STABILITY PROBLEM FOR SUM FORM EQUATIONS

Let D={ f | .Y>R }, E={ h | h'YxY—>R }, F-D—E be fixed and feD. The
equations investigated in this thesis can be written in the form:

) > FOP0)=0, (o PIEn ([ )

where n>3 and m>3 are fixed integers and f is unknown function. The equations having
the form (1) are called sum form functional equations.

In the second chapter we deal with the case (Y,Qn)=(J,I'y) (closed domain case),
whilein the third chapter we investigate the case (Y,Q,)=(3° ") (open domain case).

If k=1 the problem is called one dimensional, the (general) case k>1 is called
higher dimensional.

Following Ulam’s concept the sum form functional equation (1) is said to be stable
if for each O<eeR there exists 0<6 <R such that for each geD satisfying the inequality

> S Fo)(p:.q,)

i=1 j=1

<g

for al (py,...,pn) €l and (Cf,...,Gm) € 'm there exists a solution f of (1) such that
la(p) —f(p) [<8, peY.

1.3. SUM FORM EQUATIONSARISING IN INFORMATION THEORY

A sequence of functions (1, )7, where the real valued functions I, are defined on I,
or I',) (n=2,3,...) is called information measure. (see [AD75] and [ESS98])

Define the function ®:QxQm—>Qnm by
P®Q = (p1d,- -, P1Om, P20, --,P20m, - - -,Pnd1, - - - ,PnOm) € Lo



An information measure (1,,)",
IS (a,n,m)-additive (xeR, n>2, m>2 are fixed integers) if

lm(P®Q) = [n(P) + Im(Q) + (27" — 1) - I(P) - Im(Q),
PeQn, QeQn,

is weighted (n,m)-additive of type (M1,M3) (n>2 and m>2 are fixed integers,

M1,M2: Y—>R are fixed multiplicative functions) if
ln(P®Q) = > M, (p,) Im(Q) + D_M, () In(P),
i=1 j=1

PeQp, QeQn,

having sum property if there exists afunction f:Y —R such that

I, (P, P;) :if(pi), n=2.3,... .

(see [ESS98))

Our main purpose is to prove the stability of two sum form functional equations
appearing in characterization of (a,n,m)-additive and weighted (n,m)-additive of type
(M1,M5) information measures having the sum property.

The first equation is BEHARA-NATH | |. EQUATION:
(B-N11.) 22 fpea) =2 f(P)D f(a)
i=1 j=1 i=1 j=1

where f:Y —R is an unknown function and the equation holds for al (py,...,pn) €Qn and
(q]_, aen ,qm) EQm.

The second equation is the SUM FORM EQUATION OF MULTIPLICATIVE TYPE:

n

) D RICEERES AVACHI RICRED ARCHFICY

i=1 j=1

where f:Y —R is unknown function, M1,M2:Y =R are fixed multiplicative functions and
the equation holds for all (py,...,pn) €Qn and (qu,. . .,dm) € m.



2. STABILITY ON CLOSED DOMAIN

2.1. STABILITY OF A SIMPLE SUM FORM EQUATION

In the investigation of the sum form equations the simple sum form functional
eguation

© > 0(p) ~d

where ¢:Y—R is unknown function, deR is fixed and (S) holds for all (pa,...,pn)€Qn,
plays central role.

In the one dimensional case the stability of equation (S) was shown by Gy. Maksain
[M94] on closed domain.

THEOREM 11.1.1. (Maksa[M94]) Let O<e<R and deR be fixed and ¢:[0,1]—R. If

2

<g,

> 9(p)-d

holds for all (p,...,py) el then there exists an additive function aR—R and a
function b:[0,1]—R such that

¢(x) —9(0) = a(x) + b(x), xe[0,1]

|b(x)| <18, xe[0,1].

and

A basic tool in the proof of THEOREM I1.1.1. is the stability of the Cauchy equation
on Ak

THEOREM I1.1.2. (Maksa [M94]) Let O<eeR be fixed and f:[0,1] >R. If f is e-additive
on A', that is,

€) [focty) = f0) —fY) [ <2, (xy)eat
then there exists an additive function a:R—R and a function b:[0,1] —R such that



f(x) = a(x) + b(x), xe[0,1]
and
|b(x)|<9- ¢, xe[0,1].

To prove THEOREM 11.1.5. the following generalization of THEOREM 11.1.2. is
needed:

THEOREM [1.1.3. (Kocsis, [K]) Let O<eeR be fixed and f:J>R. Suppose that (2) holds
for all (x,y)eA*. Then there exists an additive function aR“>R and a function
b:J>R such that

f(x) = a(x) + b(x), xed
and

| b(x)| < 32 ¢, xeJ.

Let B£DcR*<R¥, Dx={x3y:(x,y)eD}, Dy={y[3x:(x,y)eD},
Dx+y={Z|3(X,y) eD:z=x+y}, I=DyuDyUD,, and f:l>R.

A FUNCTION F ISADDITIVE ON D IF THE CAUCHY EQUATION HOLDS FORALL (X,Y)eD
(See [DL67]).

FURTHERMORE D IS OF UNIQUELY ADDITIVE TYPE (Z. DAROCZY, 1996), IF THE

FOLLOWING STATEMENT IS TRUE: IF THE FUNCTION F ISADDITIVE ON D THEN THERE EXIST
A UNIQUE ADDITIVE FUNCTION A SUCH THAT FISA RESTRICTION OF A TO .

Collorary. THE SET A“ (k>1 IS FIXED INTEGER) IS OF UNIQUELY ADDITIVE TYPE, THAT IS,
IF A FUNCTION F:J->R IS ADDITIVE ON A“ THEN THERE EXISTS A UNIQUE ADDITIVE
FUNCTION A:R“>R" SUCH THAT F IS THE RESTRICTION OF A TO J. (INDEED, LET &=0
IN Theorem I1.1.3.) (SEE ALSO [ESS98])

The main result in chapter 11.1. is THEOREM 11.1.5. which says that equation (1) is
stableif Y=J, Q=I,, and F(f)(p,q) :%f (p), (p,.g)eF, that is, equation (S) is stablein

the higher dimensional closed domain case.



THEOREM |1.1.5. (Kocsis, [K]) Let n>3 be fixed integer, 0<ecR and deR be fixed, and
¢:J>R. If (2) holds for al (py,...,pn)€l’n. Then there exists an additive function
aR“>R and a function b:J—»R such that

o(X) — ¢ (0) = a(x) + b(x), xeJd

and
|b(x) | <2:32. ¢, xeJ.

2.2. STABILITY OF THE SUM FORM EQUATION OF MULTIPLICATIVE TYPE
INTHE ONE DIMENSIONAL CLOSED DOMAIN CASE

The main result in chapter 11.2. is THEOREM 11.2.2. which says that equation (1) is
stable if Y=[0,1], Q=T™Y, Qu=TnlY, M1,M2:[0,1] >R are fixed normal multiplicative
functions (one of them is different from the identity function of [0,1]) and F(f)(p,q) =
f(peq) — M1(p)-f(q) — f(p)-M2(q), (p,q)<[0,1]?, that is, equation (M) is stable in the one
dimensional closed domain case.

THEOREM 11.2.2. (KocsissMaksa [KM98], Kocsis [KO01]) Let n>3 and m>3 be fixed
integers, O<eeR be fixed, M1,M2:[0,1] >R be fixed normal multiplicative functions,
one of them is different from the identity function of [0,1], and let f:[0,1] >R. If

> Y F(RA)-XMP)YF (@) -2 M @)X (R <.

holds for all (py,...,pn) el and (qu,...,0m)elm'™ then there exist additive functions
a;,&:R—R, a logarithmic function L:[0,1]—R, bounded functions B1,B,:[0,1]—>R
and a constant CeR such that

f(p) = au(p) + C(M1(p) —M2(p)) + By(p), pe[0,1], if M=M,,
f(p) = a(p) + M1(p)L(p) + B2(p), p<[0,1], if Mi=Ma.



2.3. STABILITY OF BEHARA-NATH ||. EQUATION IN THE HIGHER
DIMENSIONAL CLOSED DOMAIN CASE

The main result in chapter 11.3. is THEOREM 11.3.3. which says that equation (1) is
stable if Y=J, Q=T Qu=l'm and F(f)(p,q) = f(peq) — f(p)-f(g), (p.a)eF, that is,
equation (B-N 11.) is stable in the higher dimensional closed domain case.

In the one dimensional case the stability of equation (B-N 11.) was proved by Gy.
Maksain [M94] on closed domain:

TETEL 11.3.2. (Maksa[M94]) Let n>3 and m>3 be fixed integers, 0<eeR be fixed and
f:[0,1]>R. If

HRCEISRICHRICH EE
holds for all (py,...,pn) ™ and (py,...,pn) el then either
f(p=a@ +bp),  pel0],
or
f(p) = &(p) + M(p) +(0), p<[0.1],

where a,&:R—R are additive, M:[0,1] >R is a multiplicative, b:[0,1] >R is a
bounded function.

The earlier results connected with the stability problem of sum form functional
equations (for example THEOREM 11.2.2. and 11.3.2.) can be applied in the closed domain
case only to study our equations.

By THEOREM [1.1.5., we can extend the investigation to higher dimension. This
theorem isabasic tool in the proof of the following theorem, too.

THEOREM 11.3.3. (Kocsis, [K]) Let n>3 and m>3 be fixed integers, O<eR be fixed and
f.J>R. If

PPRICEIAESRICIINICH B
i=1 j=1 i=1 j=1
holds for al (py,...,pn)€l’n and (qy,...,qm) €I'm then either

f(p) = au(p) + Bu(p), ped,
or

f(p) = a(p) + M(p) + BzA(p), ped



where a,a:R*>R are additive, M:J>R is multiplicative, and B1,BxJ>R are
bounded functions.

The connection between a functional equation and the related functiona inequality
can be describe perfectly if we know the general solution of the equation and the
inequality, too. However we have to remark that — by our definition — the stability
problems can be solved without knowing of the explicit form of the general solutions.

In the one dimensional case the general solution of equations (B-N 11.), (M), and (S)
is known both on closed and on open domain.

The general solution of equation (B-N 11.) under the conditions supposed in chapter
[1.3., that is, in the higher dimensional closed domain case, is not known if k>2. The
genera solution in the two dimensional caseis given by the author:

THEOREM 11.3.5. (Kocsis, unpublished) Let n>3 and m>3 are fixed integers and k=2.
The general solution of equation (B-N I1.) is

f(p) = Aa(p) + b, pe[0,1]%
or

f(p) = A2(p) + M(p), pe[0,1]%,

where A AxR*>R are additive, M:[0,1]°>R is multiplicative, furthermore
Az(1)=0and A1(1) + nmb = (A1(1)+nb)-(A1(1)+mb).

3. STABILITY ON OPEN DOMAIN

3.1. THE STABILITY OF EQUATION (S) IN THE
ONE DIMENSIONAL OPEN DOMAIN CASE

The main result in chapter 111.1. is THEOREM I11.1.3. which says that equation (1) is
stable if Y=]0,1[, Q="M and F(f)(p,q) :%f (p), (p,0)€]0,1[? that is, equation (S)

is stable in the one dimensional open domain case.

The methods used in the closed domain case are usually not applicable in the open
domain case, but certain results proved on closed domain are also true on open domain.
Such aresult isformulated in THEOREM 111.1.3.

By this theorem, we can extend our investigations to the open domain case.



A basic tool in the proof of THEOREM 111.1.3. is the following result on the stability
of Cauchy equation on an open set:

LEMMA 111.1.2. (Kocsis, [KOQ]) Let O<eeR, b,ceR (b>0, c>0) be fixed and
f:]-2b,2c[—>R. If f ise-additive on ]-b,c[? that is,

| f(x+y) —F(x) = F(y) | <&
holds for al (x,y)<]-b,c[* then there exists an additive function A:R—R such that
[fx)—AX)| <5,  xe]-2b,2q.

Collorary. THE seT ]-B,c[? (B,C R, B>0, c>0) IS UNIQUELY ADDITIVE TYPE, THAT IS, IF
F:]-28,2c[—>R IS ADDITIVE ON ]-B,c[* THEN THERE EXISTS A UNIQUE ADDITIVE
FUNCTION A:R—R SUCH THAT F IS THE RESTRICTION OF A TO ]-2B,2C][. (INDEED, LET
e=0IN Lemmalll.1.2.) (SEEALSO[DL67], [S72])

THEOREM |11.1.3. (Kocsis, [KOQ]) Let n>3 be fixed integer, 0O<eeR, and deR be fixed,
and ¢:]0,1[>R. If (2) holds for al (py,...,pn)el, ™ then there exists an additive
function aR—R such that

(1) d

o(p) —a(p) + ———< 240-¢, pe]0,1].

3.2. STABILITY OF THE EQUATION OF MULTIPLICATIVE TYPE IN THE ONE
DIMENSIONAL OPEN DOMAIN CASE

The main result in chapter 111.2. is THEOREM 111.2.2., which says that equation (1) is
stable if Y=]0,1[, n=m, Q=" M, M1,M2]0,1[>R are fixed norma multiplicative
functions, MM and F(f)(p,q) = f(ped) — Ma(p)-f(c) — f(p)-M2(q), (p.9)€]0,1[% that is,
eguation (M) is stable in the one dimensional open domain case if n=m and M=M-.

THEOREM [11.2.2. (Kocsis, [KOO]) Let m>3 be fixed integer, €0 be fixed,
M1,M2:]0,1]—>R be fixed norma multiplicative functions, Mi=M, and let
f:]10,1[—>R. If

m m

2.2 f(pay) ZMl(IO)Zf(Q) ZMz(q )Zf(p) <t

i=1 j=1

holds for al (py,...,pm)elm™ and (0u,...,0m) el then there exist an additive
function aR—R and a bounded function B:]0,1[—R such that

f(p) = a(p) + C(Ma(p) —M2(p)) + B(p), p<]0,1[.
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