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1.
BEVEZETES

Smullyan a ,Mi a cime ennek a konyvnek?” [39] cimi konyvét egyszerli beugratds fe-

ladatokkal kezdi, majd fokozatosan nehezedé fejtérék magédval ragado folyamat inditja
el. Mire az olvasé a konyv végére ér, megérti Godel hires tételét és annak hatterét.
Ez a konyv a logikai fejtorék egyik leggazdagabb gytijteményének tekinthetd, igy
nem csoda, hogy a konyv megjelenését kovetden virdgzasnak indult automatikus
tételbizonyitas szadmara kihivast jelentett a konyvben szerepld fejtorék megolddsa.
Tobb cikk és konyv mutat be kilonféle médszereket egyik-masik fejtéré megoldasara
[1, 22, 24, 29, 30, 34, 35, 40], de egyik ml sem vallalkozott a konyv Osszes logikai
fejtéréjének megoldasara. A dolgozatom ezt a hidnyt prébalja pétolni.

A fejtorékben a szereplék allitasokat tesznek, és ezekbol kell messzemend kovet-
keztetéseket levonnunk a fejtoré megolddsdhoz. A dolgozatom megmutatja, hogyan
formalizalhatdak ezek a fejtorék specidlis modalis logikai nyelveken, melyek modalis
operéatora a mond illetve a mondhat [4, 5]. Ismertetjiik a nyelvekhez tartozé6 szekvent-
kalkulusokat [2], tovabba két specidlis igazsagtablat [6], melyek segitségével a for-
malizalt feladatok megolddsat automatizalhatjuk. A dolgozatban beldtjuk ezen esz-
kozok helyességét és teljességét [2]. Megvizsgdlunk tovabba pdr, t6lem szidrmazé ke-
rettorténethez kapcsolddé logikai nyelvet [2, 9], s megéllapitdsokat tesziink a nyelvek
specidlis alaki, érvényes formuldival kapcsolatban. Végiil egy alkalmazast vazolunk
fel [10].

A dolgozatomban ismertetett egységes targyalasmédban [39] Gsszes fejtorje meg-
oldhaté [4, 5]. A dolgozat a szekventkalkulust mutatja be megolddsi médszerként [2],
4m ugyanilyen j6l haszndlhaté az analitikus tdblazat médszere [3], illetve a természetes
levezetés [7]. A dolgozatban ismertetett logikai nyelvekhez tartozé szekventkalku-
lusokat, illetve analitikus tabldzatokat Prolog [3], illetve Lotrec [8] nyelven imple-
mentaltam.

Az el6bb emlitett logikai nyelvek konstrukcidja, azok érvényes formuldinak geners-
lasa, a szekventkalkulusok, igazsagtabldk alkalmazdsa, ezek helyességének, teljességé-
nek beldtdsa a szerz6 6nallé kutatdsdnak eredményei [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].

A dolgozat a szerzd, Smullyan konyve feladatainak automatizalt megoldaséra
iranyulo kutatdasait foglalja 6ssze. Az ezeken a kereteken tilmutaté cikk [10] bizonyiték
arra, hogy a dolgozatban vizsgalt mond moda&lis operator jol tarsithaté a hisz illetve
tud modélis operatorokkal, és igy hasznos eszkoze lehet az dgensek kommunikacidja
vizsgalatdnak. A cikkben alkalmazott jelolésrendszer — amely egyszeriibb, mint a
hasonlé céllal 1étrejott [31] és [20] — tovabb bévithet6 idélogikai eszkozokkel, s az
igy nyert djabb logikai nyelv mar képes dinamikusan valtozé halézatok jellemzdinek
leiraséra is.

Az irodalmi attekintés (2. fejezet) és a feladatok tipusainak ismertetése (3. fejezet)
utdn Smullyan konyvének fejezeteit vessziik sorra és bemutatjuk az adott kerettorté-
netet leird logikai nyelvet (4-9. fejezet). Az adott kerettorténethez tartozé feladatok
megoldasakor hasznalt Gentzen-féle szekventkalkulus ismertetése utan egybol be is
bizonyitjuk annak tulajdonsdgait. A dolgozat tovabbi részében tillépiink Smullyan
konyvének keretein. El6szor magan a modalis operatoron valtoztatunk, amelynek
eredményeképp jelentésen elbonyolédnak a kordbbi definicidk, tételek (10. fejezet).



1.1. abra. A fejezetek kapcsolata.

Ezutdan megadunk par aj kerettOrténetet, amelyben Uj tipusd szigetlakék szerepel-
nek (11. és 12. fejezet). Természetesen itt sem maradhat el a megfelel6 Gentzen-
féle szekventkalkulus ismertetése illetve a helyességének, teljességének bizonyitisa,
valamint egy-két fejtoré kozlése. Ezutan bemutatjuk, hogy hogyan oldhatéak meg
a harmadik tipusu fejtorék (13. fejezet) és hogyan generdlhatéak specidlis alakd
érvényes formuldk (14. fejezet). Végezetiil bemutatjuk a mddszeriink egy lehetséges
alkalmazdsat a kommunikécié teriiletén (15. fejezet). A fejezetek egymadsra épiilését
az 1.1. dbra vazolja fel.



2.

IRODALMI ATTEKINTES

Ahogy a dolgozat cime is tartalmazza, a mondhat modélis operdtor egyik fontos tu-
lajdonsaga az onhivatkozds, azaz az allitasokat tevok sajat magukrdl is allithatnak
kiilonféle tényeket. A fejezet els6 felében az Onhivatkozast, illetve az ezen alapuld
hazug-paradoxont jarjuk koriil, mig a masodik felében a Smullyan rejtvényeirdl, il-
letve azok kiilonféle, az automatikus tételbizonyitds eszkozeivel torténd megoldasardl
sz6lunk.

2.1. Az ONHIVATKOZAS ES A PARADOXONOK

Maga az 6nhivatkozds (angolul self-reference) szé gyakran kimarad a kiilonféle sz6td-
rakbdl, szoszedetekbdl, de ott szerepelnek példaul az énarckép, déncsalds, ondicséret,
onéletrajz, onindité, onkiszolgalo, 6nkormanyzat, onmiikods, 6nvédelem szavak. Ezek-
ben az a ko6zos, hogy a hozzdjuk tartozé cselekvés, folyamat a cselekvére hat vissza.
Példaul az 6narckép egy olyan kép, melyet a festd sajat magardl festett, az onéletrajzot
pedig mindenki sajit magardl irja. Nemcsak fénevek és melléknevek lehetnek ilyen tu-
lajdonsagiak, hanem igék is, mint példaul a mosakodik, kifizet6dik, unatkozik, vagy
az dltatja magat, kéreti magat. Ilyen (visszahato) igék nagyon nagy szamban léteznek
a magyar nyelvben.

Az egyszerll szavakon tillépve, a mondatok is kozott is taldlunk olyat, mely
magara utal. Egyes gylijteményekben szdzszamra taldlhatéak ilyen, tobbnyire hu-
moros mondatok. Lassunk koziilitk néhanyat!

Ez a mondat négy szobdl all.

Ez a mondat hat szébal all.

.ennel lubara ah ,ik enzén ygi tadnom a zE

Z nem mondat, mert a 'z’ nem szo.

Az els6 kettérol mindenki egybdl el tudja donteni, hogy igaz vagy hamis. A utolsé
kett6 mondat voltdn mar lehetne vitatkozni. A kovetkez6, a krétai Epidemésznek
tulajdonitott kijelentés viszont egyértelmiien mondat: Minden krétai hazudik. Ha
feltessziik, hogy nem csak egy krétai létezik, akkor nem keriiliink ellentmondésba. Ha
viszont a megaraiaknak megfelel6en [27, 118. 0.] az allitast az éllitast tevére sziikitjiik
(,,én hazudok” vagy ,,én most hazudok”), vagy csak magara az allitisra, akkor az
allitds mar se nem igaz, se nem hamis: Ez az allitas hamis. Pontosabban, ha igaz,
akkor a tartalma miatt hamis, ha viszont hamis, akkor a tartalma alapjan igaz, igy
pontosan akkor igaz, amikor hamis.

Az ,Ez az 4llitas hamis.” allitast, illetve az eredeti alakjat a ,,hazug paradoxonja”
néven ismerik. Az idék folyaman sokakat megragadott, sokan foglalkoztak vele, példdul
Titushoz irt levelében Pal apostol is hivatkozik ra: Azt mondta valaki koziilok, az &
sajat préfétdjok: A krétaiak mindig hazugok, gonosz vadak, rest hasak. P4l apostol
viszont nem veszi észre a paradoxont, mert igy folytatja: E bizonysdg igaz: annak
okaért fedd Gket kimélés nélkiil, hogy a hitben épek legyenek. Bar napjainkig is sok
embert megragad a hazug paradoxonja [36, 37], a huszadik szdzadig nem sok emlitésre
mélté eredmény sziiletett vele kapcsolatban.



A tizenkilencedik szdzad utolsé éveiben Cantor rdjott, hogy a halmazelmélete
ellentmondésokat tartalmaz, s6t a nevével fémjelzett paradoxon is megsziiletett: Koz-
ismert, hogy egy halmaz szdmossaga szigorian kisebb mint hatvanyhalmaza szamossa-
ga. Ha ezt a tényt az S-re — az Gsszes halmaz halmazira — alkalmazzuk, S hatvany-
halmazaként természetesen egy halmazt kapunk, ami viszont része S-nek, igy szamos-
saga sem lehet nagyobb néla.

A paradoxonok azutdn valtak divatossa, hogy Russell megjelentette sajat para-
doxondt. Ennek a paradoxonnak az ismeretterjeszt$ miivekben a kdvetkezo valtozata-
val taldlkozhatunk: ,FEgy faluban a borbély pontosan azokat borotvalja, akik maguk

nem borotvalkoznak. Borotvalkozik-e a borbély?”

Hasonlé elveken alapul Grelling paradoxonja is: bizonyos szavak sajat magukra is
igazak, igy példdul a ,négyszétagos” vagy a ,magyar”. Azokat a szavakat, melyekre
ez nem igaz, nevezzik heterologikusnak! A heterologikus heterologikus-e?

Ezen paradoxonok megoldasara, a ,koérben forgé okoskodas” kizarasira Russell
tipuselméletet hozott létre, ahol hierarchidba szervez6dnek az allitasok. Kripke az
igaz és hamis allitdsok monoton osztdlyait hozta létre, ahol vannak olyan &llitasok,
amelyek mindkét osztalybdl kimaradnak, azaz nem igazak és nem is hamisak. A hazug
paradoxonja nem adja meg olyan konnyen magat, aprébb valtoztatasokkal djabb,
ezekkel az eszkozokkel sem kezelheto valtozatokat kaphatunk.

Térjiink vissza a 6kori gorogokhoz! A Protagorasz paradoxona egy gorog jogdsz-
tanarrdl szdl, aki elvallalta egy szegény, de tehetséges didk tanitasat. Megegyeztek,
hogy a tanulméanyai végeztével, ha megnyerte az els6 perét a tanitvany, akkor egy
adott Osszeget fizet mesterének. A didk tanulmédnyai elvégzése utdn egyetlen ligyet
sem vallalt. Egy id6 utan Protagorasz beperelte a didkjat, hogy fizessen. A kovetke-
zOképpen érveltek:

Didk: Ha megnyerem a pert, akkor nem kell fizetnem, hiszen errél szol a per. Ha
elvesztem, akkor mivel ez az elsé perem, a megallapodas miatt nem vagyok adoésa
Protagorasznak. Tehat ha megnyerem, ha elvesztem a pert, nem kell fizetnem.

Protagorasz: Ha elvesziti a pert, akkor fizetnie kell, hiszen épp errél folyik a per.
Ha megnyeri a pert, akkor megnyeri az elsé perét, ezért kell fizetnie. Barmelyik
esetben fizetnie kell.

A legenda szerint a birdsag szaz évre elnapolta a targyalast. Miutdn a valés élet nem
feltétleniil a logika alapjan szervezddik, a birdsignak lehetdsége nyilt volna iigyvéd
felfogadasara utasitani a didkot, igy megsziintetni az ligy paradoxon jellegét. Masik
megoldds lehet elutasitani a vadat, és ekkor ha Protagorasz djra birésag elé viszi az
igyet, mar mindenképp megkapja a pénzét.

Az ember tgy gondolja, hogy az ilyen birésigi igyek a legenddk korébe tartoznak,
de az élet megcéfolja ezt a feltevést. Az 1946-os Ohio llam kontra Jones iigyben
Jones doktort hatrendbeli tiltott abortusszal vadoltak. Jacquelin Harris — a hat holgy
egyikének — tanivallomésa volt az egyetlen bizonyiték az abortuszra. A bir6 az es-
kiidteknek a kovetkez6 utmutatasokat adta:

1. Az a né, aki 6nként veti magdt ald abortusznak, biintdrs tiltott abortuszban.
2. Ha Jones biinds, akkor Harris a biintarsa.
3. A biintars terhel6 vallomdsa csupan gyant, tovabbi megerdsitésre van sziikség.

Ezek az allitasok megfeleltek Ohio dllam 1946-ban érvényes torvényeinek. Jones kérte,



hogy beismerd vallomésa miatt nyilvanitsdk Harrist buntarsnak, és ezzel a ténnyel
helyettesitsék a masodik pontot. Ez alapjan a vallomés elégtelensége miatt Jonest
nem lehetett volna elitélni. A Jones javaslatat elutasitottak. (A fellebbezést késébb
azzal utasitottdk el, hogy a javaslat elfogaddsaval Jones artatlansdganak vélelme sériilt
volna, és az eskilidtek nem lehetnek elfogultak egyik féllel szemben sem.)

Hasonlitsuk 6ssze ezt a pert az elébbivel. Az ligyész szerint, ha Jones biinos, akkor
az &llam nyert. Ha Jones nem blinds, akkor Harris nem biintérs, igy tanivallomadsa ele-
gendd Jones elitéléséhez, és ekkor megint az dllam nyert, azaz mindenképpen nyer. A
masik oldalrél, ha Jones nem biings, akkor szabad. Ha blinds, akkor Harris a biintarsa,
am valloméasa nem elég az elitéléshez, igy ekkor szabad, tehat mindenképp & nyer.

;;;;;;

biré, mert ha artatlannak taldljak Jonest, akkor Harris valloméasa alapjan blinos, ha
pedig blindsnek, akkor az elégtelen bizonyiték alapjan nem biinds, azaz ha artatlan,
akkor biinés, ha blinds, akkor artatlan, réviden pont akkor artatlan, mint amikor
biinds. Ez pedig nem mads, mint a hazug paradoxonjanak egy mésik megfogalmazasa.

Mar lattuk, hogy az 6nmagdara térténd hivatkozads — ami az alapja a hazug para-
doxonjanak is — nem idegen a jogtdl, és ez igaz a tOrvényhozdsra is. A Parlament
példaul maga hozza meg azokat a szabdlyokat, ami alapjan miikodik, igy példaul azt
is, hogy hogyan hozhatja meg ezeket a szabdlyokat. (Ez nem olyan egyszeri, kiilon
Hézbizottsag 1étezik a koordinéldsra.) Sokan emlékeznek még, amikor kézfeltartdssal
szavaztak arrdl, hogy hogyan is torténjen a kovetkez6 szavazds, kézfeltartdssal vagy
szavazdgéppel. Igen érdekes a torvényhozast, mint egy dnszabdlyozd rendszert vizsgal-
ni (amely nem feltétleniil mentes a paradoxonoktdl). Suber kényve [44] igen részletesen
foglalkozik ezzel a problémaval, és a fiiggelékében megad egy azoéta igen divatossd valt
tarsasjatékot is (Nomic), amely a térvényhozast modellezi. Ebben a jatékban egy 1épés
a meglévd szabdlyok (torvények) valamilyen irdnyd megvaltoztatdnak javaslatdbol és
a tobbiek szavazata alapjan a javaslat elvetésébdl, vagy alkalmazdsabdl 4ll.

Vannak persze olyan torvények is, amelyet nem az ember alkotott, csak felis-
mert. Ezekkel kapcsolatban is felmeriilhet az 6nhivatkozas. Példaul a fizikdban a
lendiiletmegmaradas elve teszi lehetetlenné, hogy egy magara hagyott test megval-
toztassa sebességét, és ezért nem mozdulhat meg szélcsendben az a hajo, melynek a
vitorldjat a hajora rogzitett ventillatorral fajjuk, hogy hajtsa magat elére. Hasonlé
indokok miatt csak a mesében szerepelhet olyan, hogy valaki a sajat hajanal fogva
hizza ki magat a mocsarbdl.

Az informatika sem mentes az 6nhivatkozastél. Ennek leginkabb iild6zott forméja
az onmodositd programok, melyek futds kozben atirjak sajat magukat. Ezt a technikat
leghatékonyabban a gépi kédban irt programokban lehet kihasznalni, &m a Prolog
nyelv is tartalmaz olyan utasitidsokat (assert, illetve retract), melyekkel dinamiku-
san valtozathatjuk meg futds kézben programunkat.

A programok inputja és outputja is lehet forrasprogram. Ilyen programok példaul
az értelmezok, forditék, forrdsprogram-formazok, parcidlis kiértékel6k, optimalizaldk,
programhelyesség-ellenérok. Koziiliik a legegyszeriibbek azok, melyek outputja sajat
maguk forrdskdédja, azaz magyarul a program sajit magat listdzza ki. Egy ilyen prog-
ram adott programnyelvii valtozatanak elkészitése figyelemre mélté versenyfeladat.
Egyesek ezt a feladatot még azzal is megfejelik, hogy a programsziéveg legyen palind-
rom, azaz elordl és hatulrdl olvasva is ugyanazt adja. Erdekes kutatési teriilet, hogy



mely programnyelveken lehet az elébbi feltételeknek megfelel6 programokat irni.

Izgalmas kérdés, hogy érdemes-e egy programhelyesség-ellenér programmal sajat
magat megvizsgdlni. Ha valaszként azt kapjuk, hogy a program hibds, akkor ennek
a valasznak hihetiink, de ha a program azt allitja sajat magardl, hogy helyes, akkor
egyrészt lehet, hogy a program helyes és igazat 4llit magardl, de az is megeshet, hogy
program rossz, és ezért nem taldlja meg magaban a hibat.

A hazug paradoxonja birdlatakor jé érv, hogy a nyelv tokéletlensége (vagy még
inkabb a tokéletessége) miatt jutunk ilyen mondatokhoz. Ha a programozdsi nyel-
vekhez hasonléan egy merev szabdlyok altal megadott mesterséges nyelvet — mint
példaul egy logikai nyelvet — hasznédlunk, akkor sok csapdatdl megmenekiiliink. Godel
megalkotott egy kddolast, mellyel minden egyes formuldhoz hozzarendel egy szamot,
ezért is haszndljuk a kdédolds helyett a Godel-szamozds elnevezést. Godel tovabba
megalkotott egy formuldt, amely sajat, adott rendszeren beliili bizonyithatatlansagat
allitja. Ezzel els6 halldsra a méar kozismert paradoxonokhoz hasonlé allitashoz ju-
tottunk. Szerencsére jobb a helyzetiink, mint a korabbi esetekben. Ha a formula bi-
zonyithat6 lenne (a konzisztens rendszerben), akkor igaz is, de ez ellentmondasra
vezetne a formula allitdsdval, tehdt az nem bizonyithaté. Rovid okfejtéssel belathato,
hogy a formula nem is cafolhaté. Innen kovetkezik, hogy a rendszer nem teljes. Mivel
a formuldk igazsidga és bizonyithatésdga nem esik egybe, nem jutunk paradoxon-
hoz. Godel tételének egy igen meglepd bizonyitasdval talalkozhatunk G. J. Chaitin
konyvében [17]. Itt egy érdekes gondolatmenettel lett Gsszefiizve Cantor tétele, Rus-
sel paradoxonja, Hilbert formaélis rendszere, Godel tétele, Turing megalldsi probléméja
és Kolgomorov bonyolultsagi definiciéja.

Godel definicidk hosszi soraval tudta belatni, hogy az aritmetika felhasznalasaval
onhivatkozashoz juthatunk. Ha az 6nhivatkozas vizsgalata a cél, akkor érdemes olyan
logikai nyelvet hasznalni, melyben ez kénnyebben megtehet6. Habar Carnap miive
[14] tekinthetd a tud és hisz (knowledge and belief) vizsgilata kezdetének, mégis Hin-
tikka miivére [23] hivatkozik minden mostani publikdcid. A szérakoztaté irodalombdl
jol ismert ,harom bolcs” vagy ,koszos arcok” rejtvények j6 példai az itt kutatott
kérdéseknek. Szamunkra a tud és hisz alapvet6 tulajdonsdga, hogy masok tuddasa és
hite mellett sajat tudasunkra és hitiinkre is hivatkozhatunk, ilyen értelemben a tud és
a hisz 6nhivatkozé operatorok. Igen sokan egyetértenek abban, hogy az S5 és a KD45
modalis logikék irjék le a tud és hisz tulajdonsagait [21]. Viszont mind az S5 mind
a KD45 axiomatikus felépitése alapjan a kovetkeztetOknek remek logikai képességei
vannak, és a koztiik zajlé kommunikécié hibatlan, amit tobben — gyakorlati meg-
fontolasok miatt — elutasitandnak.

2.2. FEJTOROK ES AUTOMATIZALT MEGOLDASUK

Smullyan Godel tételeinek fontossdgat, mélységét és a mogotte megbijé kovetkez-
ményeket tobb rejtvénykonyvon keresztiill mutatja be igen valtozatos és élvezetes
forméban. Ez az oka annak, hogy sok helyen ezek a rejtvények a bevezeto logikai
kurzusok anyagdban [24, 46] is helyet kapnak, {gy tobbek koézott ndlunk, Debrecenben
is. A rejtvényekhez kiilonb6z6 kerettorténetek tartoznak. A leggyakoribb helyszin a lo-
vagok és 16kot6k szigete, ahol az elhangzott (dm nem feltétleniil igaz allitdsok) alapjan
lehet a beszélék tipusdra kovetkeztetni, ezért a mond all a figyelem kozpontjaban.
Smullyan tobb feladata helyet kapott az automatikus tételbizonyité programok sza-



méra Osszedllitott a TPTP [45] feladatgyiijteményben. Hasonlé feladatokkal nagy
szamban taldlkozhatunk szérakoztatd kiadvanyokban éppugy, mint altaldnos iskola-
soknak rendezett versenyek feladatai kozott.

Raymond M. Smullyan egyik konyvében [40] leirja azt a mdédszert, mellyel rejt-
vényei kijelentéslogikai formuldkkal formalizalhatéak. Michael Barnett ezt az atirast
és David Gries dtalakitdsi médszerét [22] felhasznalva megadja, hogyan oldhat6ak meg
ezek a rejtvények. Adam Kolany a B. Majcher ltal publikalt logikai nyelvet [33] boviti,
illetve axiomatizalja [28]. Smullyan dtirdsahoz hasonlé eszkoézzel végeredményben 6 is
kijelentéslogikai formuldkka alakitja a rejtvényeket, és igy oldja meg azokat. Larry Wos
az Otter elsérendi automatikus tételbizonyité program szajize alapjin elsérendi for-
muldkkal irja le a rejtvényeket [30], ami egy kiviilallé szdmdra igen nehezen kdvethetd.
Smullyan és Kolany 6vatosan elkeriili a normélisakat tartalmazé rejtvényeket, mert
modszeriik ekkor nem hasznalhat6! Wos mdédszere el6tt nem all ez az akadaly, igy nala
talalhatunk normalisakat is tartalmazo rejtvényeket is.

A lovagok és 16k6t6k mellett a tobbi fejtoré méltanytalanul hattérbe szorul. Az
Oroszlan és az Egyszarvi rejtvényeinek megolddsaval tudomasom szerint csak Ohlbach
cikke [35] és a Molog felhaszndléi kézikonyve [1, 51. o] foglalkozik.

Azon rejtvények megolddsdra, melyben adott tulajdonsdgu kérdést vagy allitdst
kell megfogalmazni, Fabio Massacci a kvantoros kijelentéslogikai formuldk (QBF)
rezolici6jat [26] javasolja. (A QBF formuldk kutatdsa napjainkban djra divatossd
vélt [13].) Ezek a rejtvények igen kozel dllnak az informdciéelmélethez. Viszont mig
Smullyan fejtoréiben dltaldban egyetlen kérdés vagy allitds szovegét keressiik, az in-
forméciéelméletben a minimdlisan felteendd kérdések /mérések szama illetve a megfe-
lel6 kérdezési/mérési stratégia a kutatas targya, mint példdul az eltéré silyu golydk
megkeresésénél [11], vagy a Martin Gardner altal felvetett, az irodalomban Ulam-
Rényi problémaként nevezett [18, 19] feladatnal. Tudomésom szerint Smullyan ilyen
fejtordivel kapcsolatosan csak Kolany [29] publikélt, &m mddszere teljességérol nem
ejt szot.

Mi Smullyan feladatainak formalizaldshoz egy olyan médszert alkalmazunk, ahol
a rejtvények formalizalt alakja kozelebb &all a tud és hisz formalizaldasakor kapott for-
muldkhoz, és ez a formalizilds nem igényel kiilonleges logikai elGismereteket. Ezzel a
valasztéassal jelezni kivanjuk, hogy a mond a tud és a hisz mélté parja, nyugodtan
szerepelhetnének egyiitt a rejtvényekben, ekkor a mond haszndlatdval megszabadul-
hatndnk a hibatlan kommunikacié feltevésétdl. A szerzd ezen dolgozatin tulmutatd
cikke [10] mér egy lépés ebbe az irdnyban.



3.
A FEJTOROK TIiPUSAI

Ebben a fejezetben kategorizaljuk a fejtordket, és megadjuk, hogy adott tipusu fejtorék

milyen eszk6zzel oldhatdéak meg.
Smullyan logikai feladatait Kolany [29] hdrom csoportba osztotta. Léssunk egy-

egy jellemz6 feladatot, és Kolany elnevezéseit!

Talald ki, hogy ki vagyok! Tegyiik fel, hogy A ezt mondja: ,Lokété vagyok, vagy
B lovag”. Miféle A, illetve B? [41, 29. feladat]

Elfelejtettem, hogy mit is mondtal. (Metafejtorék) Egyszer, amikor elldtogattam
a lovagok és 16kot6k szigetére, taldlkoztam két lakossal, akik egy fa alatt heverész-
tek. Megkérdeztem egyikiiket: ,Lovag valamelyikiik?” 0 valaszolt, és én tudtam,

hogy mi a helyes vdlasz a kérdésemre. [41, 36. feladat]
Mit mondjak/mit kérdezzek? Ki tudnd taldlni egyetlen kérdéssel egy erdélyirdl,
hogy vdmpir-e vagy sem? [41, 187. feladat]

A feladatok jelentds része az els§ csoportba esik. A kérdés rendszerint a szereplék
tipusdra vonatkozik. Ha a feladat el6feltételeit az X1, ..., X, formuldk irjdk le, mig a
kérdéses szerepld i-dik csoportba tartozasat Y;, akkor az a kérdés, hogy mely ¢ esetén
lesz érvényes az

XiAN--ANX, DY (3.1)

formula. Ha a feladat Osszes szerepléjének tipusa kérdéses, akkor az el6bbi kévetkez-
ményrelaciét az Osszes szereplore kiilon-kiilén meg kell vizsgalnunk.

Smullyan késébbi kényveiben [42, 43] kezdi el hasznélni a metafejtord elnevezést,
de [41] is tartalmaz pér ilyen rejtvényt. Itt a torténetek nagy részében a f6szerepld
elfelejti a torténet bizonyos feltételét, de a kdvetkezményrelicié meglétét nem. Ha
Xy, ..., X1 az ismert el6feltételeket, Wy, ..., W,, az lehetséges kdvetkezményeket
jeloli, és X,, € {Y1,...,Y,}, akkor az a kérdés, hogy mely i, j szdmparra lesz az

Xl/\---/\anl/\YviDWj (32)

formula érvényes. Az (3.1) illetve (3.2) formula érvényessége helyett annak szekvent-
kalkulusbeli bizonyithatésagat fogjuk vizsgalni, mert mint a késGbbiekben belitjuk,
ez a két fogalom esetiinkben egybeesik.

A fejtor6k koziil a harmadik csoportba tartozéak tiinnek a legnehezebbeknek. A
mésodik csoportba esé feladatokhoz képest itt az a valtozas, hogy nincsenek megadva
a lehet6ségek, azaz az el6bbi jelolést hasznalva nekiink kell megkeresniink azt az X,
ismeretlen formulat, ami specidlisan C,Y alaku, azaz az a személy mondhatja az Y
allitést.

Ahogy a kategéria elnevezése is jelzi, két alkategéridnk van. Els6 esetben egy
megfeleld allitdas kimonddsaval kell valamit (17) bebizony{tanunk. Ehhez ugy kell meg-
valasztani az Y formulat, hogy az

Xy A AXnoi ACY DWW (3.3)

formula érvényes legyen.



Misodik esetben egy megfelel§ eldontend6 kérdést kell feltenniink (YY), hogy a
vélaszbdl kideriiljon, hogy a kérdéses dolog teljesiil-e (W) vagy sem (—1). Ebben az
esetben ugy kell megvalasztani Y-t, hogy az

X1 A AXpo1 ACemV D =W (3.4)

formula mellett (3.3) is érvényes legyen.

A 4-9, 11. és 12. fejezetekben logikai nyelveket konstrudlunk a fejtorék formali-
zalasara, és mindegyikben megadnuk egy-egy szekventkalkulust, melyekrdl belatjuk,
hogy helyesek és teljesek. A szekventkalkulus alkalmazdséit a fejtorék megoldédsakor
a 4. fejezet végén taldlhat6 példa szemlélteti. A harmadik kategéridba es6 feladatok
megoldésara szolgalé médszereket a 14. fejezet ismerteti.



4.
L., A KIJELENTESLOGIKA NYELVE

Ebben a fejezetben a kijelentéslogikan keresztiil bemutatjuk azt az eszkoztart, melyet
a kés6bbiekben haszndlni fogunk; megfogalmazzuk az alapvet6 tételeket, megadjuk
ezek bizonyitdsait. Végiil megmutatjuk, hogy hogyan haszndlhaté a szekventkalkulus
fejtorék megoldasara.

4.1. PortTIA ES CRAIG FELUGYELO

Smullyan feladatainak megolddsara a hagyomdnyos kijelentéslogikdt haszndlta fel
[40], d4m errdl a nagykézonségnek szént rejtvénykonyveiben bolesen hallgat. A bo-
nyolultabb feladatok leirasidra mi ettdl eltéréen modélis logikakat fogunk felhasznélni.
Vizsgélédasunk kdzéppontjiban 4ll6 [41] viszont 42 olyan feladatot tartalmaz, melyek
kénnyedén — minden atalakitds nélkiil — formalizalhatdak kijelentéslogikai allitdsok-
ként, mint példaul Portia ladikdinak fejtoréi illetve Craig feliigyeld egyes esetei.

Hatalmas mennyiségii drut loptak el egy druhdzbdl. A tettes (vagy tette-
sek) autéval szdllitotta, (vagy szdllitottdk) el a zsdkmdnyt. Hdrom jol is-
mert biinéz6t vittek be a Scotland Yard-ra kihallgatni: A-t, B-t és C-t. A
kévetkezok deriiltek ki:
1. A-n, B-n és C'-n kiviil senki nem vehetett részt a rablasban.

2. C sosem dolgozik A (és esetleg mas tettestdrsak) nélkiil.
3. B nem tud autdt vezetni.

A biinds vagy drtatlan? [41, 72. feladat]

4.2. SZINTAXIS

4.1. DEFINICIO. A kijelentéslogika nyelvét Lo-al jel6ljiik. A nyelv szimbdélumai a T
(azonosan igaz), L (azonosan hamis), - (tagadas), A (és), V (vagy), D (implikicid), a
zardjelek, valamint a kijelentésvaltozok, melyeknek halmazat S jeloli. Ennek a halmaz-
nak az elemeire ()1, @2, ... formdban hivatkozunk. Az Lg nyelv formuldinak halmaza
(F), az a legsziikebb halmaz, melyre teljesiilnek a kovetkezok:

FO. Te Fés L eF.

F1. SC F,

F2. Ha B € F, akkor =B € F.

F3. HaBe FésC e F,akkor (BDC)e F,(BVC)e Fés(BAC)eF.
Egy formula fokdn a formuldban szerepld logikai dsszekotSjelek (beleértve a modalis
operatorokat is) szdmét értjiik.

4.2. MEGJEGYZES. A dolgozatban gyakran fogjuk hasznalni az ekvivalencidt (4 = B),
ami az ((A D B) A (B D A)) formula réviditése. A formuldk jobb olvashatdsiga
érdekében rendszerint az alabbiak szerint elhagyjuk a zardjelek egy részét:

e Elhagyjuk a kiils6 zardjeleket.

o Felhasznéljuk a precedenciat: leggyengébb az ekvivalencia, utana kovetkezik az
implikécid, 6ket koveti egyforma erdésséggel a diszjunkcié és a konjunkcié, mig a
legerdsebb a negacio.

e Kihasznaljuk a konjunkcié és diszjunkcié asszociativitasat.



4.3. SZEMANTIKA

4.3. DEFINICIO. Legyen ¥s az S halmaz egy részhalmaza. ¥ (ami most egybeesik
Yg-vel) egy igazsigértékelés, mely az Ly nyelv minden formuldjahoz igaz vagy hamis
értéket rendel. Azt, hogy a ¥ igazsdgértékelés a B formuldhoz igazat rendel, 4= B,
mig ha hamisat rendel yf£= B formdban jeloljik. Az Ly nyelv formuldinak értékét a
igazsagértékelésnél a kovetkezéképpen adjuk meg:

V0. y= T, gfE L.

V1. Ha Q; € S, 9= Q; akkor és csak akkor, ha Q; € ¥s.

V2. yl= -B akkor és csak akkor, ha gy~ B.

V3. y|= B D C akkor és csak akkor, ha gyl B vagy g= C.

V4. y|= BV C akkor és csak akkor, ha y= B vagy y= C.

V5. g|= B A C akkor és csak akkor, ha 3= B és y= C.
Egy formula kielégithetd, ha van egy olyan igazsagértékelés, melyben igaz. Egy for-
mulahalmaz kielégithetd, ha van olyan igazsigértékelés, melyben a formulahalmaz
Osszes formuldja igaz. Ha egy formula vagy formulahalmaz nem kielégithetd, akkor
kielégithetetlen. Egy formuldt érvényesnek neveziink, ha minden ¥ igazsagértékelésben
igaz. A C formula logikai kévetkezménye a By, B, ... formuldknak, ha minden olyan
igazsagértékelésben, melyben a By, B, ... formuldk igazak, a C' is igaz.

4.4. MEGJEGYZES. Az el6bbi definicié alapjdn konnyti belatni, hogy tetszbleges B
formuldra a B = == B érvényes. Ezért nem fogjuk kiilon kezelni a kettGs tagadast,
mostantél minden kiilon figyelmeztetés nélkiil B-t irunk minden ——B formula helyett.
Hasonlé okok miatt a =T helyett L-t és a =L helyett T-t hasznalunk.

4.4. SZEKVENTKALKULUS

4.5. DEFINICIO. Szekventen egy rendezett formulahalmaz-pért értiink, ahol ezek a
halmazok végesek. A I' és © formulahalmazokbdl &ll6 szekventet I' — © formdban
frjuk. HaT' = {A4;,...A,} és©® = {By,... By}, akkor I' — O szekvent igazsdgértékén
aTANAAN...NA, D B1V...VB,V 1 formula igazsigértékét értjiik. Ezt a formulat
a I’ — O szekvent asszocidltjanak nevezzitk. A T' — O szekvent cdfolhatd, ha van egy
olyan 1 értékelés, melyben I' minden eleme igaz, és ©® minden eleme hamis. A nem
céfolhaté szekventeket érvényesnek nevezzik. A szekvent fokdn a formulahalmazaiban
szerepl6 formuldk fokainak Gsszegét értjiik.

4.6. MEGJEGYZES. Azok aI' — © szekventek, melyekben a I' és a © formulahalmazok
nem diszjunktak, érvényesek, mivel a k6zos formula nem lehet egyszerre igaz és hamis
is, igy a szekvent nem céfolhaté. Hasonloképp, ha 1 € T" vagy T € ©, akkor nincs
olyan értékelés, melyben I' Gsszes formuldja igaz és © Osszes formuldja hamis lenne,
igy ezek a szekventek is érvényesek.

4.7. DEFINTCIO. A szekventkalkulus levezetési szabélyait a 4.1. dbra tartalmazza, mig
az axiémak a kovetkezok:

e AT 50,4,

e | T 50¢és

e ['—>0O,T.



Fastruktirdn egy olyan fan értelmezett fliggvényt értiink, mely a fa minden egyes
pontjahoz egy szekventet rendel. Szekventfa az a fastruktira, melynek minden egyes,
nem levél pontjahoz hozzarendelhet6 valamely szabaly vonal alatti szekventje, és
ezen szabdly vonal feletti szekventjei a pont kozvetlen rakovetkezoihez illeszkednek.
Az A formula akkor bizonyithatd, ha létezik egy, az elébbi szabdlyoknak megfeleld
szekventfa, melynek gydkerében a — A szekvent, mig leveleiben pedig axiémék szere-
pelnek.

AT —»0,B r-0,4A; Br-e0
T +0,A>B A>BTr-0
r-+0,A4; r-0,B A BT -0
r-e,4an " ANBT 507
r-0e,A,B AT—-0; BT'—-06
T +>0,AVB ' AVB,T -0
AT —0 r-04
r—>0e,-4 —Ar—>e
AT —-0,B; BT -0,A ABT—-0;I'—-0,AB
T 50,A=8 o= A=BT >0 =

4.1. dbra. A szekventkalkulus szabdlyai.

A 4.1. dbran szerepld szabédlyok mindegyikére érvényes a [25, 48.§3.] lemma:

4.8. LEMMA. A vonal alatti szekvent akkor és csak akkor érvényes, ha a vonal feletti
szekvent (illetve szekventek mindegyike) is érvényes. Ekvivalens dtfogalmazasban: A
vonal alatti szekvent akkor és csak akkor cafolhatd, ha a vonal feletti szekvent (illetve
szekventek valamelyike) is cdfolhato.

B1zoNYITAS. A bizonyitas hasonléképp megy mind a tiz szabalyra, mi a D— szabélyra
latjuk be.

e Tegyiik fel, hogy a A D B,T" — O szekvent céfolhatd, tehdt van olyan ¢ értékelés,
melyben I' elemei igazak, © elemei hamisak, és y= A D B. Ez a V3. pont alapjan
akkor teljesiil, ha

1. g= A, ekkor I' —» ©, A (az els6 fenti szekvent) cafolhatd.
2. y= B, ekkor B,T' — O (a mésodik fenti szekvent) céfolhato.

e Haal — A, O szekvent cdfolhatd, akkor van olyan 1 értékelés, melyben I’ minden
eleme igaz, ©® minden eleme hamis, és g~ A, viszont ekkor a V3. pont alapjin
o= AD B,igy A D B,T' — 0O is cafolhat6. A B,T' — O szekvent cafolhatdsagdbol
hasonld okfejtéssel ugyanerre az eredményre juthatunk. -

4.9. TETEL. Ha az A formula bizonyithaté a szekventkalkulusban, akkor érvényes.

B1zoNYITAS. Az axiémdk érvényesek. A lemma alapjdn a szekventfan feliilrél-lefele
haladva sorra érvényes szekventeket kapunk, igy a — A szekvent is érvényes. Ez
alapjan nincs olyan 9 értékelés, amelyben az A formula hamis lenne, igy az A formula
érvényes. 4

A szabdalyok mindegyikére teljesiil az alabbi lemma:



4.10. LEMMA. Minden vonal feletti szekvent foka szigoruan kisebb, mint a vonal alatti
szekvent foka.

B1zONYITAS. A bizonyitas hasonléképp megy mind a tiz szabdlyra, mi megint a D—
szabalyra latjuk be a lemmat.

Ha a I' — O szekvent foka n, valamint az A és a B formula foka k és [, akkor
a A D B,I' » 0, azaz a vonal alatti szekvent fokan + (k+1+ 1), mig ' - 0,4
illetve B,I" — © szekventek fokai rendre n + k illetve n+ 1. Miutan k, [, n mindegyike
nemnegativ szam, igy a lemma &llitasa teljestl. -

4.11. LEMMA. Minden (a szabdlyoknak megfelel§) szekventfa véges.

B1zoNY{TAS. Minden egyes szabaly alkalmazésakor az 1j szekvent(ek) foka szigortian
kisebb, mint a régié. Mivel a kiindulé szekvent foka véges, csak véges sokszor alkal-
mazhatdak a szabalyok, tehat a szekventfa minden dga véges. -

4.12. TETEL. Minden F érvényes formula bizonyithaté a szekventkalkulusban.

Bi1zoNYITAS. Mivel az F érvényes formula, a — F' szekvent is érvényes. Ha a szekvent
foka pozitiv, akkor a pozitiv fokd formuléjara alkalmazva a szekventkalkulus megfelel6
szabélyat, a 4.8. lemma alapjin Ujra érvényes szekvent(ek)et kapunk, melyekre (ha
nem axiémék) megismételjiik ezt az eljarast. Ezt az el6z6 lemma alapjan ez csak véges
sokszor tehetjliik meg, igy végil egy véges fat kapunk, melynek minden szekventje
érvényes. Ha a levelek kozott lenne olyan, amely nem axiéma, akkor ezen szekvent
bal- és jobboldala diszjunkt. Ennek alapjan ¢ legyen a szekvent bal oldalan szerepl6
kijelentésvaltozok halmaza. A V1. pont alapjan a ¢ értékelésben a szekvent bal oldaldn
allé6 kijelentésvaltozok mind igazak, mig a szekvent jobb oldalan 4ll6 kijelentésvaltozdk
mind hamisak, azaz a szekvent cifolhatd. A 4.8. lemma t6bbszori alkalmazasaval ebbdl
azt kapjuk, hogy » £ F, azaz a feltevéssel ellentétben az F' formula nem érvényes.
Ezért a fa minden levele axiéma, ami pedig azt jelenti, hogy az F' formula bizonyithaté
a szekventkalkulusban. -

Ezek utan oldjuk meg a fejezet elején megadott fejtorét! Ha rendre az A, B és a C
kijelentésvaltozdé jeloli azt, hogy az A, B illetve a C személy biinds, akkor a feladatunk
feltételei a kovetkezoképp formalizalhatdak:

1. AvBvC,
2. C DA,
3. BOAVC.
Az A személy ez alapjan minden kétséget kizdrdlag akkor blinds illetve artatlan, ha
az
(AVBVC)AN(CDAANBDO>AVC)DA (4.1)

illetve az
(AVBVC)AN(CDAAN(BDAV(C)D-A (4.2)

formula logikai térvény.

A szekventkalkulus bizonyitasai, akarcsak a természetes levezetés bizonyitasai igen
nehéz feladat elé allitjak a tordelét. Ebben a dolgozatban azt a mdédszert kovetjiik,
melyben a szekventfa dgait nem egymads mellé, hanem egymdés ald helyezziik, s a



\ AVBVC,A,AVC — A \

| AVBVC,A— A,C |

| AVBVC,C = A,C |
AVBVC,AVC — A,C
AVBVC,CDAAVC = A

| AVBVC,A— A B |

| A— A B,C

| B — A,B,C |
| C - A,B,C |

Bv(C — A,B,C
AvBvVC — A, B,C
AVvBVC,CD>A— AB

AVBVC,CDODABDAVC — A
— (AVBVC)A(C D A)AN(B D AVC) D A
4.2 dbra. A 72. fejtoré megoldésa.

részfakat keretezéssel jeloljiik. Bizonyitsuk be a 4.1 formuldt, azaz azt, hogy ekkor
A mindenképp biinds! A 4.2. dbrardl leolvashaté, hogy a legbelsé keretekben, azaz a
levélszekventekben axiémak szerepelnek, igy az eredeti formula bizonyithato.



O.

Az Ltf NYELV

Smullyan legtobbet idézett fejtoréi a lovagokrdl és a 16k6tokrol szélnak. Ebben a
fejezetben ezen fejtorok formalizaldsara konstrualt nyelvet mutatjuk be.

5.1. LOVAGOK ES LOKOTOK
Rejtvények hosszi sora szdl egy szigetrél, amelynek bizonyos lakoi, a ,lovagok”,
mindig igazat mondanak, mig a tobbiek, a ,I6k6t6k”, mindig hazudnak. Fel-

tessziik, hogy a sziget minden lakdja vagy lovag, vagy lokdté. [41, 30. o.]

A feladatokban a lakosok mondanak, dllitanak valamit. Ezen allitdsok alapjan kell
donteni hovatartozasukrol, vagy azt kell megadni, hogy egy adott (dltaldban eldon-
tend8) kérdésre hogyan fognak vélaszolni.

A fejtorok szovegeiben egyarant megtaldlhatjuk a mondja, mondta alakokat. Noha
az egyes allitasokat és a kérdésekre adott valaszokat az idérend alapjan sorba &llit-
hatndnk, ezekben a feladatokban valéjaban nem jatszik szerepet az id6. Azon fejtérdk
formalizaldsdban, melyekben a tud és hisz (knowledge and belief) jatsza a f6szerepet,
és lényeges szerepe van az egymadsutdnisagnak, mint példaul a koszos gyerekarcok
(vagy mas megfogalmazasban a felszarvazott férjek [11, 151. o.]) feladatdban, sincs
sziikség arra, hogy a formalizdldsra hasznalt logikai nyelv tartalmazza az id6t. Ezért
a lovagok és 16k6tok feladatai formalizaldsakor nem kell kiilonbséget tenni a miilt és
jelen ideju alak kozott.

Smullyan a hivatalos megolddsokban gyakran hivatkozik arra, hogy ha az adott
személy ilyen vagy olyan tipusu lenne, akkor mondhatnéd-e az adott allitast vagy
sem. A mir nem a nagykozonségnek szént [40] miivében megemliti, hogy az ilyen
fejtorékben, ha valaki tesz egy valamilyen allitast, akkor ez az allitas pontosan akkor
igaz, ha az adott személy lovag. Ezt felhaszndlva a lovag—16kéto fejtoroket kijelentéslo-
gikai allitasokként irja fel, és azokrdl mar konnyedén (példaul igazsagtabldval) kiderfti,
hogy logikai torvények-e vagy sem. A fejtorék egyikében sem szerepel olyan allitas,
hogy valaki valamit nem mond ki. Ugyanis egy ki nem mondott allitasbdl semmire
nem kovetkeztethetiink. (Feltéve, ha megmaradunk a logika keretein belil.)

Ha alaposabban megvizsgaljuk, hogy Smullyan mire vezeti vissza a feladatot (a
kimondott &llitds pontosan akkor igaz, ha az adott személy lovag), akkor latjuk,
hogy a kulcskérdés az, hogy az adott személynek van-e lehetésége az adott allitds
kimondasara. Ha mar kimondta, akkor természetesen lehetdsége is van az allitas ki-
mondasara. Forditva viszont, ha valakinek lehet6sége van egy allitds kimondasara,
akkor abbdl még nem kovetkezik, hogy ki is mondja.

Miutén a mondhat a kulcs a feladatok megoldasaban, ezért ez all vizsgdlédasunk
kozéppontjaban. Az 10. fejezetben még visszatériink a mond vizsgédlatira, és segit-
ségével egy igen gyenge logikat konstrudlunk, amely viszont annyira még erds, hogy
megoldjuk vele a fejtéroket.



5.2. SZINTAXIS

5.1. DEFINfcIO. A jeloljiik a szigetlakdkat a, b, c,...-vel, halmazukat pedig P-vel.
Nyilvanvald, hogy véges sok szigetlaké 1étezik, ezért P is egy véges halmaz. Legyen
minden z szigetlaké (z € P) esetén T, és F, formula, ahol T}, azt jelenti, hogy x lovag,
mig F, pedig azt, hogy x 16k6td. Azt, hogy az x személy mondhatja a B allitast,
CyB formédban irjuk. A logikai nyelv elnevezésében jelezziik, hogy kirdl szdlnak a
rejtvények. Az emberek tipusait jelzd szimbdlumok a fels6 indexbe keriilnek. Ezért
lesz a lovagok és 16k6tk nyelve az £t/ (P). Az L/ (P) formuldinak a definiciéjat tgy
kapjuk meg, hogy a 4.1. definiciét kiegészitjiik a kdvetkezd pontokkal:

F4. Ha z € P, akkor T, € F.
F5. Ha z € P, akkor F, € F.
F6. Ha x € P és B € F, akkor C,B € F.

A kiilonb6zé P halmazok esetén egyes fejtordk formalizdlasakor kiilonbozé for-
muldkat kaphatunk, példaul ha az egyik lakos azt mondja, hogy ,,mindannyian 16koték
vagyunk.” Ezért szerepeltetjiik a nyelv elnevezésében a P halmazt. Mivel az adott fel-
adat mindig egyértelmiien meghatdrozza a megfeleld P halmazt, mostantdl az L' (P)
logikai nyelv nyelv helyett réviden £ nyelvrél beszéliink.

5.3. SZEMANTIKA

Az LT nyelv szemantikajanak meghatarozasakor tovabbra is minden formuldhoz igaz
vagy hamis értéket kell rendelni. Ehhez mar nem csak a kijelentésvéltozok igaz vagy
hamis voltat kell meghatarozni, hanem minden egyes emberrél meg kell mondani,
hogy lovag-e vagy 16kotd. Ez utébbira ¢ fliggvényt hasznaljuk, ami azt adja meg,
hogy ki milyen tipusd. ¢ és ¥ egyiitt hatdrozza meg az igazsdgértékelést, amit most
is ¥-val fogunk jelolni. A feltételek szerint a lovagok csak igaz allitasokat mondanak,
am ezen belil semmi korlatozas nincs. Hasonl6 allitéds all fenn a 16kotékre, am 6k csak
hamis &llitasokat tehetnek. Ezt illusztrdlja az 5.1 dbra. A fehér rész jeloli az igaz, a
fekete a hamis allitdsokat. A vildgossziirke rész jelzi, hogy mit mondhatna az adott
személy, mig a sotétsziirke pedig azt mutatja, hogy valdjdban mit allitott. Balra a
lovag, jobbra a l6kotd abraja talalhato.

5.1. abra. Mit mondhat egy lovag és egy 16k6t6?

Mivel a feltételek alapjin csak a személyek tipusa és az allitasok igaz vagy hamis
volta szamit, a ¥ igazsagértékelésben C, B pontosan akkor lesz igaz, ha x lovag és



B igaz vagy pedig ha z 16k6t6 és B hamis. Forditva, azaz ha z lovag és B hamis
vagy pedig z 16k6t6 és B igaz, akkor C, B hamis lesz, és C, B csak ekkor lehet hamis.
Ezért az £t szemantikajat gy kapjuk meg, hogy a 4.3. definiciét az aldbbiak szerint
megvaltoztatjuk:

5.2. DEFIN{CIO. Legyen ¥ = (95, 971), ahol ¥9s C S és 7 : P — {t, f}. Egészitsiik ki
a V0-V5. pontok listdjat a V6-V8. pontokkal:

V6. Ha z € P, y|= T, akkor és csak akkor, ha dr(z) =t
V7. Ha z € P, y|= F, akkor és csak akkor, ha dp(z) = f és
V8. yl= C.B akkor és csak akkor ha ( y= T, és y= B) vagy ( g|= Fi. és g~ B).

5.4. SZEKVENTKALKULUS

Uj szekventkalkulusi szabdlyokat egyediil a mondhat modalis operatorhoz kell készite-
niink. Ismét meg kell fogalmazni azt, amit a szemantikandl egyszer mar megadtunk.
Ennek alapjan szabdlyaink a kovetkezok:

7., +0,A; F,, AT -0 , T, Al-0; F, T 504
—C es C1—

r—-e,C.A C,AT —» 0O

Léssuk be a 4.8. lemmaét példaul a — C; szabélyra!

B1zONYITAS.

e Tegyiik fel, hogy a I' — ©,C,A szekvent céfolhaté! Ekkor van egy olyan
értékelés, melyben I' minden formuldja igaz, ® minden formuldja hamis és » %=
C,A. A V8. pont alapjan igy vagy o= Ti és glE A, vagy 9= F, és y|= A. In-
nen adédik, hogy a T,,, ' — O, A szekvent cafolhaté. A mésik esetben hasonldéan
adoédik, hogy a F,, A,T' — © szekvent cédfolhatd.

e Ha abbdl indulunk ki, hogy a T,,,T' — O, A szekvent cafolhaté, akkor van olyan
9 értékelés, melyben I minden formuldja igaz, ® minden formuldja hamis, yf= T
és gfE= A. A V8. pont alapjan kapjuk, hogy yl= C. A4, igy aT' — 0,C, A szekvent
cafolhaté. Ha az F,, A,T' — © szekvent cafolhatd, akkor van olyan 9 értékelés,
melyben I" minden formuldja igaz, © minden formuldja hamis, 3= F, és y|= A.
Ebbél g~ C, A adddik, igy a I’ = ©,C, A szekvent megint céfolhato. 4

Ennek alapjan a 4.9. tétel ugyanugy bizonyithaté mint korabban, azaz ez a szek-
ventkalkulus helyes. A 4.10. lemma a két 1j szabdlyra is érvényes, ennek beldta-
sdhoz csak azt kell felismerni, hogy egy n + 1 fokd formula helyett egy n foku és
egy nulladfoki formula keriil a fenti szekventekbe. A szemantika alapjan nyilvanvalo,
hogy egyetlen személy sem lehet egyszerre lovag és 10k6t6. A szekventkalkulus ezt az
informéciét viszont nem tartalmazza, igy példaul a T, V F, érvényes formuldt nem
bizonyithatjuk a szekventkalkulusban. Ha a — C és C; — szabdlyokat kiegészitenénk
a szemantika szerint példaul azzal, hogy a lovag nem 16k6t6, akkor ezzel az 1j, tovabbra
is helyes szekventkalkulussal Smullyan 6sszes idetartozé fejtordjét megoldhatnank, am
a modszer tovabbra sem lenne teljes, azaz nem tudndnk minden érvényes formulat
bizonyitani.



Eppen ezért bevezetjiik a

/\ ((Tm A _‘Fx) v (_'Tm A Fm))
z€P

formuldt, melyre az egyszeriiség kedvéért Z-vel hivatkozunk. Ezzel minden készen all
arra, hogy kimondjuk a szekventkalkulus teljességét:

5.3. TETEL. Ha F érvényes formula, akkor a Z D F formula bizonyithaté a szekvent-
kalkulusban.

BizoNYITAS. Konnyedén ellendrizhetd, hogy a Z formula érvényes, igy az F for-
mula pontosan akkor érvényes, amikor a Z D F' formula. Tegyiik fel, hogy ez utébbi
érvényes, de nem levezethet6! A 4.12. tétel bizonyitasahoz hasonldéan készitsiik el a
szekventfat. Indirekt feltételiink szerint ennek a fanak van egy olyan levele, mely nem
axiémaszekventet tartalmaz. A Z specidlis megvélasztdsa miatt barmely x személyre
T, és F, valamelyike szerepel a szekvent bal oldaldn. Amennyiben T, talalhaté itt,
legyen ¥ = t, kiilénben legyen f. 9g konstrukcidja azonos a 4.12. definiciéban szerep-
16vel. Az igy konstrudlt ¢ értékelésben az adott szekvent céfolhatd, igy a 4.8. lemma
tobbszori alkalmazasaval azt kapjuk, hogy gl Z D F, igy g}~ F, azaz az F formula
nem érvényes. Ezért a fa minden levele axidmaszekventet tartalmaz, tehdt a Z O F
formula bizonyithaté a szekventkalkulusban. -

5.4. MEGIEGYZES. A Z formula konstrukciéjdban a konjunkciét a z € P helyett
elegend6 csak a fejtorében szerepld személyekre tekinteni. Ebben az esetben, hogy az
el6z6 bizonyités az értékelést j6l hatdrozza meg, a kévetkezSkben kell megvaltoztatni:
a Yr(z) pontosan akkor legyen ¢, amikor T, szerepel a szekvent bal oldalan. Ezért,
ha a szekvent se T,-t, se F,-t nem tartalmazza, akkor 97 (z) legyen f.

5.5. A FEJTORO MEGOLDASA
Ezek utdn lassuk, hogyan alkalmazhaté a szekventkalkulus a feladatok megoldédséara!

A, B és C egyiitt dlldogdlt egy kertben. Egy arra jard idegen megkérdezte A-t,
,On lovag vagy 16két67” A valaszolt, de olyan érthetetlentil, hogy az idegen

nem tudta kivenni, mit is mondott. Megkérdezte B-t: ,Mit mondott A?” B
valasza: ,A azt mondta, hogy & 16kot6”. Ekkor kozbeszolt C, a harmadik
ember: ,Ne higgyen B-nek, hazudik!” A kérdés az, hogy miféle B és C. [41,
26. feladat]

A megoldasbdl majd lehet latni, hogy az A személy nem jatszik valddi szerepet
a fejtérében. Ezt viszont elére nem lathatjuk, ezért szerepelni fog a feladat for-
malizaltjaban az, hogy az A személy mondott valamit. Ezt a valamit jeldlje Q4!

A feladat feltétele ezek utan igy irhatd fel: C, Q1 ACyCo Fy AC.Fy. Azt kell kideriteni,
hogy a Ty, Fy, T, és F, kozill melyik az el6bbi formula kovetkezménye. Elvileg négy
implikacio levezethetdségét kell megvizsgédlni, de mivel ezek a levezetések igen ha-
sonlitanak egymadshoz, a kovetkezmény helyett egy kérddjelet irunk a levezetendd



‘ TbacaFayTC,Fb,Za,ZmCan _)?7Fb ‘
| B T5,CaFu,Te, Zay Ze,CaQr 27,7y |

TbycaFayTC,Fb,Za,ZbyZC,Can —7
| P07 %0, 7%, %,Ca@Qi =7, CaFa |

Tc; Fb, Za, Zb; Zc, Can, CbCaFa —7

‘ Ta,FayTb,FC,ZlJ;ZC,Can %?,Fb,Fa ‘
| T Fu, Ty, Fe, 2, Ze,Ca@Qi 27, Fy, Fa |

TaaFaaTbaFﬁZa:ZbaZC:Can _>?7Fb
‘ Fa,TbycaFayFmZa;Zb,Zt’:;Can %?,FbyFa ‘

Tba CaFaa FCa Zaa Zb: ZC7 Can _>?a Fb
‘ Fb,FC,Zaazb,ZC,Can %?,Fb,CaFa ‘
FCa Zaa Zba ZC7 Cana CbCaFa _>?:Fb

Zaa Zba ZCa Can: ObCaFaa Cbe —7
ZaNZyNZ. — Co@Q1 ANCLCoFy AN CyoFy D7

5.2. dbra. A 26. fejtor6 megolddsa.

formuldba, igy visszik végig a levezetést, és a végén teszteljiik a négy lehetséges
kovetkezményt. A bizonyitasban jelolje a (T, A —F,) V (=T, A F,,) formulédt Z,.

Az 5.2. dbra szekventfija még nem teljes, de mér ennyi is elég a megoldishoz. A
levelei koziil egyel6re a T jelzésii nem tartalmaz axiémét. A kérddjel helyére a négy
lehetséges formula koziil azt kell beirni, melyre ez a szekvent axiéma lesz. Ilyen az F
és a T¢, tehat ezek szerint b 16k6t6, ¢ pedig lovag.

5.5. MEGJEGYZES. Ovatosan kell banni Smullyan fejtoréivel, mert t6bbszor eléfordul,
hogy ellentmondésosak az el6feltételek. Mivel hamis feltételb6l minden kévetkezik, és
a kovetkezményrelaci6 és a levezethetség egybeesik £!/-ben, az el6feltételek ellent-
mondasossagat ugy derithetjiik ki, hogy ha A;,... A, jeloli az eléfeltételeket, akkor a
Ay, -+ A, — szekvent érvényes.

5.6. BU Es BA

Smullyan a lovag-16koté torténeteket szereti varidlni:

Haiti k6zelében, egy szigeten a lakosok fele vudu varazslat dldozata lett, és
zombiva valtozott. Ezek a zombik azonban nem a szokasos médon viselkednek,
nem csendes él6halottak, éppen olyan elevenen mozognak és beszélnek, mint
az emberek, csak éppen a zombik mindig hazudnak, az emberek pedig mindig
igazat mondanak.



Ez eddig 1ugy hangzik, mint egy mas koritéssel feltalalt lovag—l6kots tor-
ténet, de nem errdl van szo! A helyzet sokkal bonyolultabb, mert bar az Gsszes
bennsziilGtt tékéletesen érti az angolt, egy régi tabu megtiltja nekik a kiilféldi
szavak haszndlatat. Ezért valahanyszor feltesziink egy igen—nem kérdést, 6k
»Bl”-t vagy ,,Ba”-t valaszolnak — amibdl az egyik igent, a masik nemet jelent.

A baj az, hogy nem tudjuk, hogy a ,Bii” és a ,Ba” koéziil melyik jelenti az

igent és melyik a nemet. [41, 156. 0.]

Smullyan barmennyire is tiltakozik, ezek a feladatok egyszerii lovag—16kot6 fejtorok.
Vizsgéljuk meg, hogy mikor lesz egy kérdésre ,,Bi” a vilasz! Ez két esetben lehetséges,
az els6 esetben ,B” igent jelent és a kérdésre adott valasz igen lenne; mig a méasodik
esetben ,,Bi” nemet jelent és a kérdésre adott valasz nem lenne.

Az  Igaz-e, hogy A?” kérdésre adott igen vilasz azt jelenti, hogy az adott személy
mondhatja az A &llitdst, mig a nemleges vélasz azt jelenti, hogy az adott személy
mondhatja a = A &llitést.

Ha a B kijelentésvaltozé igaz értéke jeloli azt, hogy a ,,Bii” igent jelent, mig a
hamis értéke pedig azt, hogy nemet, akkor az ,Igaz-e, hogy A?” kérdésre adott ,,Bii”
vélasz igy formalizalhatd, hogy (C, AAB)V(C,—AA-B). Konnyen ellendrizhets, hogy
az L7 logikai nyelvben érvényes C,—A = —C, A formula. Ha az elbbi logikai torvényt
felhasznaljuk, ez a formula C, A = B alakra rovidiil. Ha az el6z6 gondolatmenetet a
,Ba”-ra végigvissziik, és felhasznéljuk azt, hogy ha a ,Bii” igent jelent akkor a ,B4”
nemet, akkor az ,lgaz-e, hogy A?” kérdésre adott ,B4” valasz ugy formalizalhato,
hogy (C, AA—B)V(C,—AAB), amibdl egyszertisitéssel a C; A = - B vagy a ~(C, A = B)
formula kaphato.

Ezzel az tirdssal a zombik szigetének fejtorsi formalizdlhatéak a mar ismert £t/
logikai nyelven. Hasonl6 varidnsa van a 8. fejezetnek, ez a médszer ott is hasznalhato.
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Smullyan a lovagok, 16k6t6k torténetébdl kiindulva tovabbi torténeteket konstrualt.
Ez a fejezet harom ilyet mutat be, és megadja a megfelel6 logikai nyelveket.

6.1. BAAL SZIGETE ES EGYEB VARIANSOK

A lovagok és Ické6tik szigetei kéziil Baal szigete a leghdtborzongatobb és legfi-
gyelemreméltébb. A szigetet kizdrdlag emberek és majmok lakjak. A majmok
termetre épp akkordk mint az emberek, és épp olyan folyékonyan beszélnek.
Ugyantigy, mint az emberek minden majom lovag vagy 16kétd. [41, 146. o.]

Tegyiik fel, hogy On ellatogat egy erdébe, ahol minden lakos vagy lovag, vagy
I6kéts. Raadasul néhany lakos farkasember, akiknek megvan az a kellemetlen
szokdsuk, hogy éjszakdanként néha emberevs farkassa valnak. A farkasemberek
is lovagok vagy 16kotSk. [41, 92. o.]

...ha Bellini elkészitett egy ladikat, akkor mindig igaz feliratot rakott rd,
ha pedig Cellini készitett egy ladikat, akkor mindig hamis feliratot rakott
rd. Bellininek és Cellininek fiai is voltak, akik szintén ladikakat készitettek. A
fiuk apjuk szokasait kdvették; Bellini fiai csak igaz feliratokat tettek az altaluk
készitett ladikdakra, Cellini fiai csak hamisakat.

Azt is tudjuk, hogy csak a Bellini és Cellini csaldd foglalkozott lddika-
készitéssel a reneszansz Italidban; minden ladikat vagy Bellini, vagy Cellini,
illetve valamelyik Bellini vagy Cellini fiii készitett. [41, 128. o.]

Az els6 két kerettorténet jelzi, hogy tovabbra is lovagokkal, illetve 16k6tékkel foglal-
kozunk, csupan a kordbbiakhoz képest van egy 1dj tulajdonsig, melyre figyelemmel
kell lenniink a feladatok formalizdlasakor és megoldasakor.

A Baal szigeti torténetekben azt kell kifejezniink, hogy a kérdéses lakos majom
vagy ember. Azt, hogy az x lakos majom, jeldlje az M, kijelentésvaltozo igaz értéke.
Miutédn minden lakos vagy majom, vagy ember, annak kifejezésére, hogy az = lakos
ember, az M, hamis értékét hasznalhatjuk.

Az erddlakok esetén az adott személy farkasember volta a kérdéses tulajdonsdg.
Azt, hogy az x személy farkasember, jelolje a W, kijelentésvaltozé igaz értéke. Ter-
mészetesen azt, hogy x nem farkasember, a W, hamis értéke jeloli.

A Bellini—Cellini fejtéréknél elsére nem nyilvanvalé a lovag—16koté kapcesolat. Ha
viszont a ladikak szempontjiabdl vizsgiljuk a dolgokat, akkor a ladikak a feliratukkal
allitanak (mondanak) valamit. A Bellini csaldd ladikai igazmonddk (igaz feliratokkal
lattak el), mig a Cellini csaldd 1adikai hazugok; ilyen értelemben a ladak tekithet&k
lovagoknak illetve 16kétéknek. A mondhat helyett taldn szerencsésebb lenne a hor-
dozhat kifejezés, marmint hogy az = ldda hordozhatna azt a feliratot, hogy. .., de ha
mar farkasemberek és beszél6é majmok is el6fordulnak, a beszélé ladikdk sem okozhat-
nak kiilénosebb gondot.

A fejtorék megoldasakor valahogy hivatkozni kell a laddkra: a mér hasznélt elne-
vezéseknél, azaz P halmaznal maradunk. A lddikdkndl egy tovabbi tulajdonsdgra van



még sziikséglink, mégpedig hogy valamely apa vagy valamely fid készitette. Azt, hogy
az x ladikat az egyik fii készitette, jelolje a B, kijelentésvéltozd igaz értéke. Ennek
alapjan a B, hamis értéke jeloli azt, hogy az x ladikat valamely apa készitette.

6.2. SZINTAXIS

6.1. DEFIN{CIO. A Baal szigeti feladatok megoldésara hasznélt £!/™(P) formuldinak
a definicigjat tgy kapjuk meg, hogy a 5.1. definiciét a kovetkez6 ponttal egészitjiik
ki:

F7. Ha z € P, akkor M, € F.

A farkasemberekrél sz6l6 rejtvények megoldasira hasznalt £7%(P) formuldinak a
definiciéjat gy kapjuk meg, hogy az £t/ formuldinak definiciéjat a kdvetkezd ponttal
egészitjik ki:
F8. Ha z € P, akkor W, € F.
A Bellini-Cellini fejtérék megolddsara hasznalt £t (P) formuldinak a definiciéjat tgy
kapjuk meg, hogy az £/ formuldinak definiciéjat a kovetkezé ponttal egészitjiik ki:
F9. Ha z € P, akkor B, € F.

6.3. SZEMANTIKA
A 5.2 definiciét a kovetkezOképpen kell megvaltoztatni:

6.2. DEFINICIO.
L™ szemantika: Legyen 9 = (Js,97,9y), ahol 95 C S, 97 : P — {t, f} és 9y C P.
Egészitstk ki a VO-V8. pontok listdjat a V9. ponttal:
V9. Ha z € P, y&= M, akkor és csak akkor, ha z € Jy.

L1 szemantika: Legyen ¥ = (g, Y7, 9y), ahol ¥g C S, I7 : P — {t, f} és 9y C P.
Egészitsiik ki a VO-V8. pontok listdjat a V10. ponttal:

V10. Ha z € P, y= W, akkor és csak akkor, ha z € dy.
L/ szemantika: Legyen ¥ = (9g,97,0y), ahol 95 C S, 97 : P — {t, f} és 9y C P.
Egészitsiik ki a V0-V8. pontok listajat a V11. ponttal:

V11. Ha z € P, y= B, akkor és csak akkor, ha z € Jy.

6.4. SZEKVENTKALKULUS

Ha felidézziik a fejezet elején szerepld kerettorténeteket, akkor rajoviink, hogy vala-
kinek a majom vagy ember illetve farkasember vagy egészséges volta, valamint az
apa illetve fia ,altal készitettség” nem befolydsolja az igazmondast vagy hazudozast.
Ennek megfeleléen nem kell djabb szabdlyokat alkotni, azaz ehhez a harom nyelvhez
ugyanaz a szekventkalkulus tartozik, ami a £/ logikai nyelvhez. Ezek alapjan a 4.9.
tétel azonnal adddik erre a harom dj nyelvre. Az 5.3. tétel is igaz lesz mindhdrom
nyelv esetén, csak a kordbban megadott bizonyitast kell kiegésziteni azzal, hogy a
Ju halmazt igy adjuk meg, hogy pontosan azokat a P halmazbeli = értékeket tar-
talmazza, melyre a kérdéses szekvent bal oldalan szerepel az M, (illetve a nyelvtol
fliggben a W, vagy a By).
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Smullyan a tovabbi tipusok hozzdadiasa mellett szereti a hét napjait is belekeverni
a rejtvényekbe. A fejezetben ismertetett moédszerrel [43] hasonld t6rél szarmazd, dm
kicsit eltéro feladatai is megoldhatdak.

7.1. Az OROSZLAN, AZ EGYSZARVU ES AZ IKREK

Az Oroszlan és az Egyszarvu stiriin latogattdk az erdbt. Ezek ketten furcsa
teremtmények. Az Oroszlan minden hétfén, kedden és szerdan hazudik, és a
hét t5bbi napjdn igazat mond. Az Egyszarvi pedig csiitortékén, pénteken és
szombaton hazudik, a hét t6bbi napjan igazat mond. [41, 46. o.]

Subidam és Subidu ...siiriin ldtogattak az erd6t. Egyikiik olyan volt,
mint az Oroszlan, minden hétfén, kedden és szerdan hazudott, és a hét tGbbi
napjan igazat mondott. Masikuk olyan volt, mint az Egyszarvu, csiitortokon,
pénteken és szombaton hazudott, a hét t6bbi napjan igazat mondott. Csak-
hogy Alice nem tudta, hogy melyikiik olyan, mint az Oroszlan, és melyikiik,
mint az Egyszarvii. Hogy még rosszabb legyen a dolog, a testvérek annyira
hasonlitottak egymdsra, hogy Alice meg sem tudta kiilénbéztetni Sket. . . [41,
47. 0.]

Egy nap Dingidungi 0Osszetaldlkozott Alice-szel, és ezt mondta: ,Gyer-

mekem, szeretnék neked elmondani egy titkot. A legtébben nem tudjdk, de
Subidunak és Subidamnak van még egy testvére, akinek a neve Subidi. Tavoli
vidéken él, de alkalmanként idelatogat. Pontosan annyira hasonlit Subidura
és Subidamra, mint amennyire Subidu és Subidam hasonlit egymdsra.” [41,
128. 0]

Ha belegondolunk, az Oroszlan és az Egyszarvi, illetve Subidam és Subidu térténete
megint csak lovag—16kot6 fejtord, mert a szereplék vagy kovetkezetesen igazat mon-
danak, vagy kovetkezetesen hazudnak. A problémét az jelenti, hogy naprél napra
valtoznak a személyek tulajdonsdgai. Valgjadban harom kilénbozo esettel kellene fog-
lalkozni

e hétfs, kedd, szerda,

e csiitortok, péntek, szombat,

e vasarnap.
Ami miatt mégsem elégediink meg ezzel a hirom esettel, az az, hogy a feladatok
relativ hivatkozasokat tartalmaznak, mint példaul tegnap, vagy holnaputdin. A tegnap
hivatkozas egy vasarnapi napon egy mas tulajdonsagi napra vonatkozik, mig ugyanez
kedden egy ugyanolyan tulajdonsdgui napra. A feladatok formalizalasakor ez jelentGsen
bonyolitja az esetek felirdsat, ezért egy kénnyebben atlathaté médszert vezetiink be.
Mivel més fejtorégylijteményben [43] olyan szerepld is akad, aki csak hétfén hazudik,
épp ezért minden napot kiilon kezeliink és a mondhat modalis operator helyét a hét
napjainak megfeleléen hét darab operator veszi at, név szerint a hétfén mondhatja,
kedden mondhatja, ..., vasdrnap mondhatja. Annak jelolésére, hogy az x személy az
A 4llit4st az adott napon mondhatja a C?A, CkA, ...  CYA alakokat hasznéljuk.



Ha a feladat szovege nem tartalmazza, hogy mely napon torténik, akkor ki kell
prébalni mind a hét esetet. Noha [41] nem tartalmaz olyan feladatot, melyben tébb
egymastol fliggetlen és ismeretlen nap szerepel, de nem zarhatjuk ki ezt az esetet sem.
Ekkor a hét helyett 49, 343, ... esetet kell megvizsgdlnunk. Ha a torténet napja adott,
akkor mar kénnyedén feloldhatéak a relativ hivatkozasok.

7.2. SZINTAXIS

Mivel csak az Oroszlan és az Egyszarvi, illetve Subidam és Subidu az, aki vélaszol
a kérdéseinkre, 6k ketten alkotjdk a P halmazt. Subidam és Subidu feladatai alta-
lanosabbak az Oroszlan és Egyszarvu feladataindl. Ezért megfelel6 megszoritasokkal
az ikrek feladatainak formalizalasara készitett logikai nyelven megfogalmazhatdak az
Oroszlan és Egyszarvu feladatai is. Mivel a szereplok tipusai naprél-napra valtakoz-
nak, nem érdemes tovabbra is a T}, F; jelolést haszndlni. Jelolje L, azt, hogy z olyan,
mint az Oroszlan, és U, azt, hogy z olyan, mint az Egyszarva.

7.1. DEFINiCIO. Legyen P = {a,b}. Az £ formuldinak a definiciéjat igy kapjuk
meg, hogy a 4.1. definiciét kiegészitjiik a kdvetkezd pontokkal:

F10. Ha z € P, akkor L, € F és U, € F.

F11. Haz € P és B€ F,akkor C'Be F,ckBe F,...cBe F.

7.3. SZEMANTIKA

Az L' nyelv szemantikdjanak meghatarozasakor meg kell adnunk, hogy melyik testvér
milyen tipusi. (Miutdn az, hogy mely testvérnek mi a neve, rendszerint csak a fejtord
megoldasakor deriil ki, igy az a illetve a b személyhez kell az oroszlanszertiséget (1)
illetve az egyszarviszerliséget (u) rendelni.)

Az L' nyelv szemantikajat gy kapjuk, hogy a 5.2. definiciét a kdvetkezSképpen
valtoztatjuk meg:

7.2. DEFIN{CIO. Legyen @ = (dg,97), ahol ¥g C S és ¥ : {a,b} — {l,u} bijektiv
fliggvény, Egészitsik ki a VO-V5. pontok listdjat a V12-V14. pontokkal:
V12. Ha z € P, y= L, akkor és csak akkor, ha dp(z) = 1.
V13. Ha z € P, y= U, akkor és csak akkor, ha d7(z) = u.
V14. (9= ChB, g CEB és y= C2B) akkor és csak akkor,
ha ( y|= Ly és gl B) vagy ( 9= U, és 9= B).
(9|= CSB, pl= CPB és yl= CZB) akkor és csak akkor,
ha (g Ly és yl= B) vagy (ol Uz és g~ B).
#f= CLB akkor és csak akkor, ha y= B.

7.4. SZEKVENTKALKULUS

A hét operdtornak megfelel6 14 1j szabélyt a 7.1. dbra ismerteti. A hétf6i, keddi
és szerdai illetve a csiitortoki, pénteki és szombati szabalyok koziil csak egyet-egyet
irtunk le. (Igen egyszertien megérthet6ek ezek a szabélyok, ha arra gondolunk, hogy a
hét els6 hat napjanak szabdlyai a Cy — és a — C] szabalyok varidnsai, mig vasarnap
mindketten igazat mondanak.)



U, -0,A; L,, AT -0

h

I - 0,ctA —en

Ly T 0,4; Up AT 50

I - 0,cA o
r-04

v

—— ¢
[ 0O,clA

U, AT-0; L, [ -06,A
ChAT — 0

h
Cl—,

L, ATl 0 ; U, [ -0,4
CcAl - 0

Ci—,

AT —0
CtAT' - 0O

v
Cy—

7.1. dbra. A szekventkalkulus j szabélyai.

A 4.8. lemma ezekre a szabdlyokra is érvényes. Ennek bizonyitdsa a C; — és
a — (7 varidnsaira ugyanugy megy, mint a C; — és a — (; eredeti bizonyitdsai,
csupan a V7. és V8. pontok helyett a V12. és V13. pontokra kell hivatkoznunk.

A C7 — és — C7 szabélyok bizonyitasakor egyediil a V14. pont harmadik alpont-
jara kell hivatkoznunk, miszerint x pontosan akkor mondhatja a B allitast, mikor B
igaz.

Legyen Z a kovetkez6 formula:

(La AU, AN=U, A —|Lb) \Y (Ua ALy AN=Ly N —|Ub).
7.3. LEMMA. Az Z formula érvényes az L' logikai nyelvben.

B1zoNYITAS. A 97 fliggvény egyik lehetséges értéke ¥r(a) =1 és Y1 (b) = u. Ekkor
(Lo AUy A =U, A —Lyp) teljesiil. A ¥ fliggvény mésik lehetséges értéke dp(a) = u és
97 (b) = l. Ekkor (U, A Ly A—L, A—Uy) teljestil. Mivel mas lehet6ség nincs, a kérdéses
formula érvényes. -

Az £ nyelvben érvényes a 4.9. és az 5.3. tétel, mely hasonléképpen bizonyithato,
mint kordbban.

7.5. AZ OROSZLAN ES AZ EGYSZARVU

Hasznéaljuk az £ nyelvet az Oroszlan és az Egyszarvi fejtordinek leirdsaral Az
Oroszlan és az Egyszarvi annyiban kiilénbézik Subidutél és Subidamtdél, hogy egybdl
tudjuk, hogy melyikiik ki. Ez azt jelenti, hogy az L' logikai nyelv Oroszlénra és
Egyszarvira vonatkozé szemantikajanak megaddsakor a ¥ fiiggvényre tovabbi kor-
latot tesziink: 97 (a) =1 és 97 (b) = u, minden mas marad ugyanaz.

Ennek a szemantikdnak megfeleléen legyen Z a L, A Uy A =U, A =L, formula,
melyre a 4.9. és az 5.3. tételek teljesiilnek.



7.6. A HAROM FIVER

Subidi szinrelépésével 1ényegesen valtozik a helyzet. Smullyan alapveté kérdése az,
hogy létezik-e egyaltaldn Subidi, igy a réla szolé fejtorékben véletleniil sem jelenik
meg egyszerre harom iker, mert ekkor nyilvanvalé lenne a valasz. Ennek megfeleléen
P maradhatna tovabbra is kételemi, és Smullyan mind a négy feladatat megfogal-
mazhatndnk ezen az 14j nyelven. A minél dltalinosabb definiciék érdekében mégis
haromelemiire véalasztjuk a P halmazt, igy lehet6vé valik mind a harom iker szerepel-
tetése a fejtérékben.

Az oroszldnszerii és az egyszarviszerii testvér mellett megjelent az &llandéan
hazudd, azaz 16koté testvér is. Az x személy 16kot6 voltdnak jelolésére kordabban az
F,-t hasznéltuk. Alkalmazzuk itt is ezt a jelolést!

A hérom testvérrdl szolé rejtvények leirdsara szolgdlé £/ nyelv formuldinak de-
finicijat dgy kapjuk meg, hogy a 7.1. definiciéban a P = {a, b} részt a P = {a, b, c}
részre cseréljiik, és hozzavessziik az F5. pontot.

A szemantika megaddsakor a 7.2. definiciét ugy kell megvéltoztatni, hogy a ¥ :
{a,b,c} = {l,u, f} bijektiv fiiggvény legyen, vegyiik hozzd a V7. pontot, és a V14.
pontot cseréljiik le a V15. pontra:

V15. (9= ChB, g CEB és y= C2B) akkor és csak akkor,
ha ( yl= Ly és y= B) vagy (9= Uy és 9= B) vagy (o Fi és gf£ B).
(9= CEB, yl= CEB és y|= CzB) akkor és csak akkor,
ha ( y|= Ly és yi= B) vagy ( 9= Uy és 9= B) vagy (o= Fy és g~ B).
9|= CUB akkor és csak akkor,
ha ( yl= Ly és yF= B) vagy (9= Uy és 9= B) vagy (o Fi és gf£ B).
Mivel a szemantika megvéaltozott, ezt kévetnie kell a szekventkalulus 4j szabélyainak
is (7.2. abra).

A 4.8. lemma bizonyitdsa az Osszes szabdly esetén hasonlé. Mi a — C% szabélyt

vizsgaljuk meg alaposabban:

B1zONYITAS.

e Tegyiik fel, hogy I' — ©, C" A szekvent céfolhaté! Ekkor van egy olyan 9 értékelés,
hogy T &sszes formuldja igaz, © Gsszes formuldja hamis és gf= CPA. A V15. pont
alapjan ekkor vagy gl L, és y|= A, vagy gl= U, és g~ A, vagy 9= F, és
o= A teljesiil. Az els6 esetben a V12. pont alapjan dr(x) = 1. Ezért a L,, A,T —
© szekvent cafolhat6. Hasonld gondolatmenettel a mésodik esetben azt kapjuk,
hogy a U,,I' = O, A szekvent, mig harmadik esetben az F,, A,T' — O szekvent
cafolhatd.

e Haaz L., A,T — O szekvent cafolhatd, akkor van olyan 9 értékelés, melyben T’
Osszes formuldja igaz, © Osszes formuldja hamis, y|= L, és y= A. A két utébbi
ténybdl a V15. pont alapjan kapjuk, hogy g~ ChA, igy a T — ©,C" A szekvent
céfolhaté. Ugyanerre az eredményre jutunk a masik két szekventrél tesszik fel,
hogy céfolhatd. -

Miutdn barmely betlvel jelolt testvér barmelyikiik lehet, hat kiilonb6z6 értéke lehet
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7.2. abra. A szekventkalkulus 4j szabalyali.

a Y fiiggvénynek is. Ennek megfeleléen a Z formula legyen

(Lo NUyANF. AN—=Ly A=L. AN —Uz A=U. AN —=F, A\ —F})
(Lo ANU.NFy AN=Ly A=L. AN —-U, A =Up A =F, A\ =F,)
(Lb ANU,NFE. N-Ly, N—-L.\N-Uy AU, N\N—F, A —lFb)/\
(Lb ANU.NFy, N—Ly, N—-L.N\N-U, AUy ANFy A —IFC)
(Le AUy ANFy N=Lo A =Ly A=Upy A=U. AN —F, A\ =F.)
(Le NUyNFEy AN—Lo AN =Ly A=U, A =Ue. A =Fy A =F)

Beldthat6, hogy Z logikai torvény, igy az £/ nyelvben is érvényes a 4.9. és az
5.3. tétel.



3.

Az £ NYELV

Smullyan més rejtvénykonyveiben bal- és jobbkezesekkel taldlkozhatunk, akik a erd-
sebb keziikkel igazat, a gyengébb keziikkel hazugsdgot irnak. Méas rejtvényekben az
Oran és Seth bolygdk lakosai a masik bolygén Osszezavarodnak, és mindent forditva
hisznek, mint ahogy van. Tovabbi fejtorkben Vénusz- illetve Marslaké férfiakrol és
nokrél esik szo, ahol a marsi nék és a vénuszi férfiak folyamatosan hazudnak. Ezek a
fejtorék mind az erdélyi fejtordk mds mesével eléadott véltozatai, igy az itt ismertett
logika barmelyik ilyen fejtoré formalizalasdra hasznédlhato.

8.1. ERDELYBEN

Az id§ tdjt, amikor Erdélyben jartam, a lakosoknak kériilbelil a fele ember
volt, a fele vampir. Az emberek és a vampirok kiilsejiik alapjan megkiilénboz-
tethetetlenek, de az emberek (legaldbbis Erdélyben) mindig igazat mondanak,
a vampirok mindig hazudnak. Ami elképzelhetetleniil bonyolulttd teszi a hely-
zetet, az az, hogy Erdély lakossaganak a fele tékéletesen Oriilt, kényszerkép-
zetei vannak: minden igaz allitast hamisnak hisznek, és minden hamis allitast
igaznak hisznek. A lakossag masik fele teljesen egészséges, tudja, hogy melyik
allitas igaz és melyik hamis. Erdély lakossaga igy négy tipusba sorolhato:
1. egészséges emberek; 2. Oriilt emberek; 3. egészséges vampirok; 4. Oriilt
vampirok. Amit egy egészséges ember mond, az igaz, amit Oriilt ember, az
hamis, amit egészséges vampir, az hamis, amit Oriilt vampir, az igaz. Példaul
egy egészséges ember azt fogja mondani, hogy ketté meg ketts négy; Oriilt em-
ber pedig azt, hogy nem négy (mert § azt hiszi, hogy nem annyi); egészséges
vampir szintén azt, hogy nem négy (mert tudja, hogy négy, de hazudik); 6riilt
vampir pedig azt, hogy négy (mivel azt hiszi, hogy nem négy, de hazudik arrdl,
hogy mit hisz). [41, 165. o.]

8.2. SZINTAXIS

Smullyan tovabb varidlta a lovag-16koté feladatokat. Itt az emberek lennének a lo-
vagok, és a vampirok a 16k6tok. Az jelenti a problémét, hogy egy elvileg igazmondé
is hazudhat, feltéve ha Oriilt, illetve az 6riilt hazug is igazat mond.

Mivel ezek a szereplok nem tekinthetdk valédi igazmonddknak, illetve hazugoknak,
ezért mas jelolést vezetiink be: jelolje az M, kijelentésvaltozoé igaz értéke azt, hogy az
x lakos Oriilt, mig a hamis értéke azt, hogy = egészséges, tovabba V, kijelentésvaltozd
igaz értéke azt, hogy = vampir, illetve a hamis értéke azt, hogy = ember.

8.1. DEFINicI6. Az L™ nyelv formuldinak a definiciéjat gy kapjuk, hogy a 4.1.
definiciét kiegészitjiik az F6, F7. és F12. pontokkal, ahol
F12. Ha z € P akkor V, € F.



&.3. SZEMANTIKA

Minden egyes személyrol kiilon-kiilon meg kell mondanunk, hogy ember-e vagy vampir,
illetve egészséges-e vagy oOrilt. Ugyancsak meg kell adni, hogy az egészséges emberek
és az Oriilt vampirok tekinthet6ek igazmonddknak, mig az Oriilt embereket és az
egészséges vampirokat hazugnak tekinthetjiik.

Az L™ nyelv szemantikdjat gy kapjuk meg, hogy a 4.3. definiciét a kdvetkezo-
képpen valtoztatjuk meg:

8.2. DEFIN{CIO. Legyen 9 = (9g,9y,9v), ahol 9s C S, 9y C P és Jy C P.
Egészitsiik ki a VO-V5. pontok listajat a V9, V16. illetve a V17. pontokkal:

V16. Ha z € P, y=V, akkor és csak akkor, ha = € ¥y
V17. = C, A akkor és csak akkor, ha

(o My, ol Ve és 9= A) vagy

(9 My, 9V, és y= A) vagy

(ﬂb’é Maca 19': Vm és ﬂb’é A) vagy

(19': Mx, ﬁbé Vm és ﬁbé A)

8.4. SZEKVENTKALKULUS

Az L™ nyelv szekventkalkulusat dgy kapjuk meg, hogy a 4.7. definicié szabdlyait
kiegészitjiik a kovetkezokkel:

T —0,M,V,,A; My,Vo,, T - ©0,A; Vo, AT - 0O,M,; M, AT - 0,V,
I -0,C,A -

Ca

AT = 0,M,,Vy 3 My, Vi, AT =0, Vo, = O, M, A; Mm:F%Gan:AC
C.AT — 0

2—

Léssuk be a 4.8. lemmaét példaul a Cy — szabdlyral

B1ZONYITAS.

e Tegyiik fel, hogy C,A,I' — © szekvent cédfolhaté! Ekkor van olyan ¢ értékelés,
melyben T' Osszes formuldja igaz, © Osszes formuldja hamis és y|= C,A. A V17.
pont alapjin ekkor vagy gl M., 9=V, és g|= A, vagy 9= M., 9= Vi és 9= A,
vagy gl My, 9= Vi és gl A, vagy 9= M., 9= Ve és 9= A. A négy esetnek
megfeleléen rendre a A,T' = O, M,,V,; az M,,V,, A, T - 0;aV,,[' - 0,M,, A
és az M,,I' — O,V,, A szekvent céfolhatd.

e Ha a AT —» O,M,,V,; az M,,V,,A,T —» 0O, aV,,I' > 0, M,, A vagy az
M,, T — ©,V,, A szekvent cafolhatd, akkor rendre a kovetkezdk teljesiilnek:
o My, olF Vi és 9= As 9= My, o Ve és 9= As 9l My, 9 Ve és
o A lilletve yl= My, 9= Vi és 9= A. A V17. pont alapjin mindegyik esetben
azt kapjuk, hogy a C, A,T' — O szekvent cafolhatd. =



Ennek alapjan a 4.9. tétel ugyanugy bizonyithatd, mint korabban, azaz ez a szek-
ventkalkulus is helyes. A 4.10. lemma a két ij szabdlyra is érvényes, ennek belitdsiahoz
csak azt kell felismerni, hogy egy n+1 foku formula helyett egy n foku és két nulladfoki
formula keriil a fenti szekventekbe. Erre a lemmara épiil6 4.12. tétel is igaz lesz, azaz
a szekventkalkulus teljes is. Az ottani bizonyitds végét annyiban kell 4tirni, hogy ¥y
legyen mindazon x elemek halmaza (x € P), melyekre M, a szekvent bal oldaldn
szerepel, illetve hogy ¥y legyen mindazon z elemek halmaza (z € P), melyekre V, a
szekvent bal oldalan szerepel. Most nem volt sziikség a Z formula hasznalatara, mert
a négy tipust a két kijelentésvaltozd pontosan leirja.

8.3. MEGJIEGYZES. A [41] erdélyi fejtorsi kozott sok olyan van, melyben a helyi arisz-
tokratak az igen és mem helyett a ,Bii” és ,B4” szavakat hasznéljak. Ezen feladatok
formalizdlasakor ugyanazt a meggondolast kévethetjiik, amely mar szerepelt a 5. fe-
jezet végén.



9.

Az £ NYELY

Smullyan azon fejtoréit, melyben a lovagok és 16kétok mellett még normalisak is szere-
pelnek, igen specidlis logikai nyelvvel irhatjuk le. Ez a fejezet ezt a nyelvet ismerteti.

9.1. LOVAGOK, LOKOTOK ES NORMALISAK

Ugyanilyen érdekes lehet az a feladattipus, amelynek a szerepl6i haromfélék
lehetnek: lovagok, akik mindig igazat mondanak, I6kotdk, akik mindig hazud-
nak és normdalis emberek, akik hol hazudnak, hol igazat mondanak. [41, 33. o0.]

9.2. SZINTAXIS

Az LY nyelvhez képest csak a normélisak megjelenése az tjdonsag, ezért a korabbi
elnevezési technikdt kovetve ez a nyelv az L™ elnevezést kapja. Azt, hogy az = ember
normalis, jel6ljik N,-el.

9.1. DEFIN{cIO. Az 5.1. definiciét csupan egy ponttal kell kiegésziteni:
F13. Ha z € P, akkor N, € F.

9.3. SZEMANTIKA

A szemantika meghatérozasakor — az £t/ nyelvhez hasonléan — meg kell adni minden
egyes emberrol, hogy miféle. Erre most is ¢r fliggvényt hasznaljuk. Feltessziik, hogy a
sziget minden lakdja a hdrom tipus egyike. A normaélisak mindent mondhatnak, ezért
lett a rajuk vonatkozo 9.1. dbra vildgossziirkére festve. Amit valéjaban mond egy ilyen
személy, az lehet mind igaz, lehet mind hamis és lehet vegyes is, ezért is szerepel itt
harom kép.

9.1. dbra. Mit mondhat egy normalis?

A ¥ igazsagértékelésben C, B akkor lesz igaz, ha x lovag és B igaz, vagy ha x 16k6t6 és
B hamis, vagy ha z normalis, elvégre 6 mindent mondhat. Forditva, azaz ha z lovag
és B hamis, vagy pedig x 16k6t6 és B igaz, akkor C, B hamis lesz, és C, B csak ekkor
lehet hamis. Ugyanis nincs olyan allitas, amit egy normalis ki ne mondhatna.

Ezek alapjan a 5.2. definiciét a kévetkezokben kell megvaltoztatni:



9.2. DEFINICIO. Legyen ¢ = (dg,97), ahol g C S és I : P — {t, f,n}. Egészitsiik
ki listat a V19. ponttal, és V8. pontot cseréljiik le V18. pontra:
V18. yl= C;B akkor és csak akkor, ha ( y|= Ty és 9= B) vagy ( wl= Fi és gfE B)
vagy 19|: Ny.
V19. Ha z € P, y= N, akkor és csak akkor, ha dr(z) = n.

9.4. SZEKVENTKALKULUS

A hirom embertipusnak megfeleléen hiarom szekvent szerepelne feliil mindkét 1j
szabalyban, ha lenne olyan 4allitds amit egy normalis nem mondhat ki. Ilyen viszont
nincs, igy az els6 szabdly csak két szekventet tartalmaz feliil:

T, T -0A; F,, AT -0
r—-e,CcA

*}Cg

7., Al -0 ; F,,l -0,A; N,,T -0
C.AT — 0
A 4.8. lemma bizonyitdsa gy torténik, mint a Cy szabélyok esetén, csak a V8. pont

helyett a V18. pontra kell hivatkozni.
Legyen Z a

C3—

N (Te A=Fy ANV (2Ty A Fy A=N,) V (=T A=Fy AN,)). (9.1)
zeP

Beldthat6, hogy Z logikai térvény, igy az £1/™ nyelvben is érvényes a 4.9. és az 5.3.
tétel, melyeket ugy bizonyithatunk, mint korabban.

9.5. BAHAVA SZIGETE

Bahava szigetén ndi egyenjogusag van, igy a nék is lovagok, I6kétsk, vagy
normdlisak. A sziget valamelyik régi uralkoddja egyszer egy szeszélyes pil-
lanataban azt a kiilonos torvényt hozta, hogy lovag csak I6kétével, 16koto
csak lovaggal hdzasodhat Gssze. (Emiatt persze normalis csak normalissal kel-
het egybe.) Igy bédrmelyik hézaspdrban vagy mindketten normdélisak, vagy

egyikiik lovag, mdsikuk 16k6t6.[41, 35. o.]

A Bahava szigeti fejtorék formalizdldsahoz megfelelne az £/ logikai nyelv is, csupan
a formalizalaskor figyelembe kellene venni a hazasparokat. Ha példdul a b holgy azt
mondja, hogy ,A férje nem normadlis”, és ¢ ur a férje, akkor ezt az &allitast a C,—IV,
formula irja le, viszont ekkor valahogy jelezni kellene, hogy b és ¢ hazaspar.

Ezt olyan médon oldjuk meg, hogy bevezetiink egy hdzastarsa (' : P — P)
fliggvényt, melyre ' = x teljesiil minden z esetén (ezért az x" személyt ezentil
azonositani fogjuk z-szel), azaz a sziget minden lakosa monogdm hazastarsi viszony-
ban él. Az £1/"" nyelvben a formuldk képzése ugyanigy megy mint korabban, csak
az indexekben megjelenhet a ' fiiggvényjel is.

A szemantika annyiban véltozik a kordbbihoz képest, hogy a ¢ értékelésnek tel-
jesiteni kell a kdvetkezd hdrom pontot is:

V20. y= T, akkor és csak akkor, ha y= F,,



V21. y= F, akkor és csak akkor, ha y= T, és
V22. y= N, akkor és csak akkor, ha y= N,.

A szekventkalkulus az £Y/™ nyelv két 1ij szabélya helyett a kivetkezOket tartal-

mazza:
Ty, Fpr, ' = ©,A; Fp, Ty, AT = O,
—

r -e,cA

4

T,,Fpy,AT >0 ; F,,T,,,T 50,A; N,,N,, > ©
C,A T — 0O

04%,

Ezen szabdlyok mogottes jelentése az, hogy ha valakinek kideriil a tipusa, akkor nem
csak az altala mondott allitasrdl lesz informdaciénk, hanem a hazastarsa tipusarol is.
A két Cy szabdlyra is érvényes a 4.8. lemma, ennek bizonyitisa igy megy, mint
kordbban, csupan fel kell hasznalni a V20-V22. pontokat is. Ugyancsak érvényes a két
Cy szabalyra a 4.10. lemma is.
Legyen Z a

N (Te A=Fo ANy AFy )V (<Te A Fy ANy ATo) V (=T A=F, ANy A Nor))
zeP

formula. Beldthat6, hogy Z logikai térvény, igy az £!/™ nyelvben is érvényes a 4.9. és
az 5.3. tétel, melyeket gy bizonyithatunk, mint kordbban.
A szekventkalkulus helyességének és teljessének kimonddsa utin kovetkezzen a
szerz6 egyik legkedvesebb feladata:
Elbszér egy hdzasparral, Mr. és Mrs. A-val van dolgunk. A kévetkezbket
allitjak:
Mr. A: A feleségem nem normaélis.
Mrs. A: A férjem nem normalis.
Miféle Mr., ill. Mrs. A7 [41, 44. feladat]

A 9.2, dbran Z, illetve Z, jelzi a Z formula egy személyre vonatkozd részét. A pon-
tozott részek mind lezarhatéak egy lépésben a Z, illetve Z, felbontasaval, am ez
sok helyet foglalna, ezért tekintettiink el ezek leirasatol. Az egyetlen nem axiéma
levélszekvent (1) alapjan a hdzaspar mindkét tagja normaélis.



Ta/,Fa,Ta,Fa/,Za,Za’,—)?,Na/,Na

Fa’,Ta,Na,Za,Za’,—)?,Na/

Na/,Na,Ta, Fa/, Za, Za/, —)?,Nar

Ta:Fa’a Za:Za’aCa’ﬁNa _)?aNa’

Fa:Ta’:Na;Za;Za’:ca’ﬁNa —7

Ta’aFaaNaaNaUZa:Za’a_)?

Fa’aTaaNaaNaUZa:Za’a_)?

Na, Na/, Za, Za/, —7? 'l'

NaaNa’aZaaZa’aca’_‘Na —7

Za: Za’ y Ca_‘Na’ ’ Ca’_‘Na —7
= Lo NZy D (CaﬂNa/ ACy—N, D?)
9.2. dbra. A 44. feladat megoldésa.




Az £Zf NYELV

10.1. MOND ES MONDHAT

Smullyan kényve [41] egyetlen fejtérdjének a szovegében sem szerepel a mondhat
sz0, kizdrdlag a mondja illetve a mondta. Ennek ellenére [41] 6sszes feladata megold-
haté a kordbbi fejezetekben ismertetett nyelvekkel [4], melyek mindegyike a mond-
hat modalis operdtort tartalmazza. A mondhat ellen viszont felhozhaté az, hogy tul
altalanos, nagyon sok ismert tulajdonsigot teljesit, és nem is ez szerepelt Smullyan
konyvében. Epp ezért vizsgaljuk meg az dolgozatban eddig bemutatott logika nyelvek
azon véaltozatait, ahol a mondhat helyett a mondja szerepel! Annak jelolésére, hogy
az x személy a B allitdst mondja (vagy mondta), az S, B formulét fogjuk hasznalni.
Csupén a lovagok és a 16kéték £ logikai nyelvének varidnsat — melyre az £t névvel
hivatkozunk — vizsgaljuk meg tiizetesebben. Az itt nyert eredmények kénnyedén bi-
zonyithatdak a tobbi nyelv varidnsai esetén is, &m ezektdl most eltekintiink.

10.1. DeFINic1O. Az L logikai nyelv formuldinak a definiciéjat gy kapjuk meg,
hogy a 5.1. definiciéban az F6. pontot az F14. pontra cseréljiik, ahol
F14. Haz € P és B € F, akkor S, B € F.

Ez eddig csak egy aprdbb jelolésbeli valtoztatas volt. A valddi kiilénbség a szeman-
tikdban rejlik.

10.2. SZEMANTIKA

Az L' nyelvben érvényes a C, B = (T, = B) formula, ami azt jelenti, hogy ha valaki
mondhat valamit, akkor ez az &llitds pontosan akkor igaz, amikor 6 lovag, illetve ha
valaki pont akkor lovag mikor egy allitds igaz, akkor 6 ki is mondhatja az allitast.

A mond szdndékolt tulajdonsdga kicsit mas. Ha valaki mar kimondott egy allitést,
akkor persze az az allitds pontosan akkor igaz, mikor a kérdéses személy lovag. Ezt a
kapcsolatot az S, B D (T, = B) formula irja le. Forditva viszont, ha van egy lovaguk
és egy igaz allitasunk (vagy egy 16k6tonk és egy hamis allitasunk), akkor neki nem
kell kimondania ezt az allitast. Megeshet, hogy kimondta, de az is, hogy nem, tehat
a (Ty = B) D S, B formula mar nem lesz érvényes.

10.2. MEGJEGYZES. Smullyan feladatainak formalizdldsakor az elébb emlitett S, B D
(T, = B) formulat alkalmazta, és ahelyett, hogy = azt mondta, hogy B, egybdl a
T, = B ekvivalenciat irta le (természetesen a sajit jelolésrendszerét hasznalva). A
kordbbi fejezetekben mi egy ezzel ekvivalens (C, B) formuldt adtunk meg, ezzel végiil
ugyanarra az eredményre jutottunk, mint Smullyan.

Mig az Lt/ logikai nyelvnél elegendd volt tudni a kijelentésvaltozdk igazsdgértékét
és a lakosok tipusait (mivel ebb6l minden formula igazsigértékét meg lehetett hataroz-
ni), az ng nyelvnél tovabbi informacidk kellenek arrdl, hogy ki mit mond vagy mon-
dott. Két lehetoség koziil kell valasztanunk: vagy azt adjuk meg, hogy ki mit mondott
valéjaban; vagy azt, hogy melyek azok az allitasok, melyet az adott személy biztos nem



mondott. Mindkét lehetdséget ki lehetne dolgozni, de mivel az els6 természetesebbnek
tlnik, igy e mellett maradunk.

Azt, hogy ki mit mondott, a személyek és allitdsok /formuldk alkotta (rendezett)
parok halmaznak egy részhalmazaval adhatjuk meg. Ha az x személy és a B allitas
parosa eleme ennek a részhalmaznak, akkor  mondta, hogy B, kiilonben pedig nem.
Egy ilyen részhalmaz megadisa nem olyan egyszerii feladat, mert figyelemmel kell
lennilink a dg és a Jr értékeire is, ugyanis nem torténhet meg, hogy az x személy
mondta a B allitast, mialatt x lovag és a B 4llitds hamis. Ha a parok meghatarozasanal
ezt is figyelembe vessziik, akkor elveszitjik a szemantikat leir6 részek fliggetlenségét.
Ezt megdrizendd inkdbb egy kicsit bonyolultabbnak tiing formaban adjuk meg a sze-
mantika definiciéjat. Ehhez sziikségiink lesz egy segédhalmazra: 9y C P x F. A
szemantika kulcsszabalya ezek utan a kovetkezo lesz:

V23. y|= S, B akkor és csak akkor, ha (z,B) € ¥y és ( y|= T, pontosan akkor,
mikor y= B).

Ebben a pontban nem torténik semmi més, mint hogy a V8. pontbeli szabalyt korla-
toztuk a 9y halmazzal. Ez nem annyira 1égbdl kapott 6tlet, mint ahogy elsére latszik:
hasonlé médszert alkalmaztak az awareness kezelésére [21, 9.5. fejezet]. Kovetkezzen
végre a szemantika definicidja:

10.3. DEFINiCIO. Legyen ¥ = (Js,d7,9y), ahol 9 C S, ¥ : P — {t, f} és 9y C
P x F. Teljesiiljenek a ¢ értékelésre a VO-V7. és a V23. pontok.

10.3. SZEKVENTKALKULUS

Ha valaki mondott valamit, annak kévetkezényei vannak, legaldbbis olyan értelemben,
hogy informéciét kapunk az adott személy tipusa és az allitds igazsigtartalmanak
kapcsolatardl. (Pontosan akkor igaz az &llitas, ha lovag mondta.) Ha viszont valaki
valamit nem mond ki, akkor ebbdl semmit nem lehet megtudni, mert az is lehet, hogy
objektiv okok miatt (6 lovag, az &allitds pedig hamis) nem tudja kimondani, de az
is megeshet, hogy ki tudnd mondani, de egyszeriien nem akarja. Rovidre fogva, az
intuitiv S; B D C;B tulajdonsigbdl csak a -C,B D —S,B koévetkezik, igy a =S, B
formuldnak nincs semmi, szimunkra hasznédlhaté kovetkezménye. Ennek megfeleléen
szekventkalkulusunk is csak egy uj szabdllyal gyarapodik a 4.7. definicié szabélyaihoz
képest:

T.,,A - 0; Fm,F—>6,AS
S: AT —» 06

—

Ez a szabdly szinte ugyanaz, mint a Ci — , ami nem is megleps, mert C; — és
a — (7 szabdly a szemantika V8. pontjanak atforditdsa, és mivel a V8. pontnak
megfelel6 V23. pont valdjaban csak egyik irdnyba hat, ezért csak egyik szabaly marad
meg.

A szekventkalkulus viszont ebben a formaban hasznalhatatlan. Ha csak Smullyan
feladatait oldogatnink, nem is lenne semmi probléma. Lee Naish NU-Prolog nyelven
irt programja [34] — amely a jelenlegi szekventkalkulusnak felel meg — remekiil
oldja meg ezeket a problémdkat. Viszont az S;B D S,B formuldt méar nem tudja



| 2,T.,B—S,B |
| Z,F, — B,S,B |

Z,8.B — S,B
— Z D (8B D>S.B)

10.1. abra. Egy érvényes formula sikertelen bizonyitasa

bebizonyitani, amit pedig joggal varna el t6le az ember. Mivel nincs — S szabélyunk,
a 10.1. abra bizonyitisa nem folytathato.

Mondhatnank, hogy az elsé 1épés utan le kellett volna allni, de ezt a program nem
tudja, és igencsak kényelmes lehetdség volt, hogy kordbban atomi szintig elmehettiink
a bizonyitas soran minden kellemetlenség nélkiil. Ezt a lehetdséget visszaallitandé a
szekventkalkulust kell megvéltoztatnunk. A viltoztatds nem nagy, csupan a S —
szabdly alkalmazdasat kotjiik két feltétel teljestiléséhez:

e S, A (azaz az a formula, melyre a szabdlyt alkalmazzuk) ne szerepeljen a szekvent
jobb oldalan.

e Az S, A formula foka legyen nagyobb, mint a szekvent bdrmely, nem SyB alaku
formuldjanak foka.

Eme feltételekkel az el6z6 bizonyitds mar nem konstrudlhaté meg: a S,B — S, B
szekventre egyetlen szabdly sem alkalmazhato, s igy nem marad mas, mint az szekvent
axiéma voltdnak ellendrzése. A feltétel elsd része azt garantilja, hogy nehogy tullép-
jiink valamely axiéman; mig a masodik része megakadalyozza, hogy a hibas lépést
akkor tegyiik meg, ha S, A valamely formulaban részformulaként szerepel, mint példaul
a S, A — B A S, A szekventben.

10.4. A SZEKVENTKALKULUS HELYESSEGE

Konstrudlhaté olyan szemantika, melyben y|= T és y|= A, viszont g}~ S, A, azaz van
egy lovagunk és egy olyan igaz allitasunk, melyet a lovag nem mondott ki. Ekkor a I" és
O megfelel6 megvilasztasaval az S — szabdly egyik vonal feletti szekventje cafolhatd,
am a vonal alatti szekventje nem. Ez azt jelenti, hogy a 4.8. lemma nem érvényes!
Az S — szabaly alsé szekventjének céfolhatésagabdl viszont kdvetkezik az egyik felsd
szekvent cafolhatésdga. Ez adja az Otletet, hogy felezziik meg a 4.8. lemmat:

10.4. LEMMA. Ha a vonal alatti szekvent cdfolhaté, akkor a vonal feletti szekvent
(illetve szekventek egyike) is cafolhatd.

B1zoNYITAS. Bizonyitsuk be a lemméat az S — szabdlyra! Tegyiik fel, hogy az alsé
szekvent cafolhatd, ekkor van olyan 9 értékelés, melyben I' Gsszes formuldja igaz,
© Osszes formuldja hamis és y = S, A, ami a V23. pont alapjin azt jelenti, hogy
(z, A) € Yy, valamint vagy g|= T, és = A, vagy 9= F, és gl~= A. Emiatt els6 esetben
aT,, A,T —» O, mig a masodik esetben az F,,I' = 0O, A szekvent cafolhatdo. -

A 4.10. lemma erre a szabdlya is érvényes, mert mar a C; — szabdlyra is érvényes
volt. A 10.4. lemmét hasznélva a 4.9. tétel az LY/ nyelvre a szokott médon nem
bizonyithaté. Ezért egy masik bizonyitdst kell adnunk:



Bi1zoNYITAS. Az A bizonyithaté formuldnak van egy szekventfdja, mely axiémékban
végzddik. Indirekt tegyiik fel, hogy a formula nem érvényes, azaz valamely modellben
nem igaz. Ekkor a neki megfelel6 szekvent cafolhatd, és az el6z6 lemma alapjin a faban
alulrdl felfele haladva mindig taldlunk egy cafolhatd szekventet, azaz van a fanak egy
4ga, melyben céfolhaté szekventek vannak. A fa a 4.10. lemma alapjin véges, igy ez
az aga is, viszont az 4g végén taldlhaté axidma mar nem lehet cifolhaté. Ezért az A
formula érvényes. -

10.5. A SZEKVENTKALKULUS TELJESSEGE

Az Lt nyelvben is érvényes a 5.3. tétel, ahol a Z formula az 5. fejezetben megadott
formula. Mivel az eredeti bizonyitdst tobb helyen is at kell fogalmazni, a korabbi
javitgatdsok helyett most az egészet megadjuk:

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy létezik olyan F érvényes formula, melyre nem bizonyfit-
hat6 Z D F. Mivel a Z D F érvényes formula, igy a — Z D F szekvent is érvényes. A
4.10. lemma alapjan a szekventfa véges, s mivel az Z O F formula nem bizonyithato,
van a fanak egy olyan dga, mely nem axioméaban végzddik, és egyetlen szabily sem
alkalmazhaté az itt taldlhaté I' — O szekventre. Ez pedig nem jelent mést, mint hogy
a I' formulahalmaz csupéan kijelentésvaltozdkat tartalmaz, mig a © formulahalmazban
a kijelentésvaltozék mellett még S, B alaku formulék is szerepelhetnek.

A T — O szekvent alapjan készitiink egy o értékelést. Legyen g azon kije-
lentésvaltozoknak a halmaza, melyek elemei I'-nak! Legyen d1(z) értéke ¢ minden
olyan z-re, melyre T, € ', mig a tobbi esetben legyen f! Legyen dy az egész P x F hal-
maz, kivéve azokat az (x, B) parokat, melyekre S, B € ©! (Valgjaban ¥y megaddsandl
az F helyett elegendd lett volna az A kiindulé formula S, B alaki részformuldinak hal-
mazat hasznalni. Ez azzal is egyiitt jar, hogy minden személy csak véges sok allitast
tehet, ami igen természetes megkotésnek tiinik.)

Mar csak azt kell beldtnunk, hogy a most konstrudlt ¢ értékelésre yi~= F', mert ez
ellentmondésra vezet az eredeti feltétellel (F' érvényes formula). Az el6bb mér szere-
pelt, hogy ha a fels6 szekventek egyike céfolhatd, akkor az alsé szekvent is cafolhatd.
Ezt csupédn az S — szabdlyra kell beldtnunk, mert a tobbire az er6sebb 4.8. lemma, is
teljesiil. A két eset koziil csak azt bizonyitjuk be, ha a T, A,T" — © szekvent cafolhaté
a v értékeléssel, akkor S, A,I" — © szekvent is céfolhat6 a ¢ értékeléssel. (A masik
eset bizonyitdsa hasonlé.) Ha T, A,T" — O cafolhaté a ¢ értékeléssel, akkor T, A és
I' minden formuldja igaz, mig ©® minden formuldja hamis a ¢ értékelésben. Csupén az
a kérdéses, hogy a yf= S, A teljesiil vagy sem. A S — szabdlyra vonatkoz6 feltétel elsé
fele miatt S, A ¢ O teljesiil, igy a ¥y konstrukciéja alapjan (z, A) € 9y, igy 9= S A.
_|

10.5. MEGJEGYZES. Miutdn ez a szekventkalkulus a hagyomdanyoshoz képest megko-
téseket tartalmaz, ezért az egyszertibb programokkal [4, 34] nehéz implementélni ezt a
szekventkalkulust. Az analitikus tablé médszerénél — ami tekinthet6 a szekventkalku-
lus duédlisdnak [38] — ugyanilyen megkétéseket kellene alkalmazni. A LoTREC [16,
32] modalis logikai automatikus tételbizonyité rendszerben, mely az analitikus tabld
modszerét alkalmazza, lehetéség van a tabléépitési szabalyok végrehajtasi sorrendjét
(a LoTREC terminoldgiajat kovetve a stratégidt) meghatarozni. Ennek segitségével a
megkotések elhagyhatdak [8].



10.6. MILYEN NYELV AZ (/7
Beldttuk az £ nyelv szekventkalkulusdnak helyességét és teljességét. Ezek utén
felmeriilhet az a kérdés, mennnyire ,szép” ez a nyelv, a modalis nyelvek nagy csa-

lddjaban hova sorolhaté be?

Tekintstik a modélis logikdban K-val jeldlt, alapvet6 tulajdonsdgot, mely arrél
sz6l, hogy a modalitds az ,implikdcién dtvihet8”, azaz S,(4A D B) D (SzA D S B).
Nem adjuk meg az egész bizonyitast a 10.2. 4bran, csak a lényeges részét.

Zy,Te,B,A— 8,B |

Zy, Ty, B,S; A — S, B

Zy, Ty, AD B,S; A — S, B

Z,,S24,8,(A> B) — S, B
Ze,SeANS(AD B) — S,B
Zy — SgANS,(AD B) DS, B

10.2. abra. A K nem bizonyithatd.

Maér ennyibdl is lathaté, hogy ez a tulajdonsig itt nem igaz. Ha a mond helyett
mondhat lenne, akkor egy 1épésben bizonyitani lehetne a fels6 szekventet, de most nem
lehet. Az implikdciot a tobbi logikai 6sszekotéjellel helyettesitve csak a S,—A D =S, A
formula lesz érvényes. Hasonl6képpen azok a nevezetes modalis logikai szabdlyok (pl.
T, 4, L) sem érvényesek £f-ben, melyek mar £!/-ben sem voltak érvényesek.

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a L£!/ egy igen ,gyenge” logikai nyelv. Pre-
cizebben fogalmazva ez egy nem normadlis modalis logikai nyelv [15]. Valésziniileg
emiatt remekiil lehetne hasznilni modalis logikai nyelvekkel foglalkoz6 programok
tesztelésekor.

Bérmilyen meglepd, [41] sszes feladata megoldhaté az £!f nyelv, illetve a t6bbi
varidns hasznélatdval. Ennek t6bbek kézott az az oka, hogy a feladatokban egyrészt
nem szerepel a mondta tagadott alakja, illetve nem kérdés, hogy valaki mondott-e egy
adott allitast. Ezért a feladat szekventfijaban a szekventek jobb oldaldra nem keriil
Sz A alaki formula, igy a megko6tések mindig teljesiilnek.

Ezzel a feladatok £/ és £/ bizonyitésai lényegében egybeesnek, s teljesen mind-
egy, hogy mely nyelvet haszndljuk Smullyan feladatainak formalizaldsara.
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A lovagok, 16k6t6k és normélisak fejtordinek formalizdldsanal a mondhat modalis ope-
rator haszndlatanak egyenes kévetkezménye volt egy uj embertipus megjelenése, és egy
4j nyelv konstrukcidja, melyet ez a fejezet ir le.

11.1. LOVAGOK, LOKOTOK, NORMALISAK ES NEMAK

A lovagok és 16k6t6k valamint a zombik szigetén csupan csak két tipusd lakos van.
Baal szigetén, a farkasemberek erdejében illetve Erdélyben négy fajta lakos talalhaté.
A Bellini és Cellini csaldd altal készitett ladikakat is négyfele csoportosithatjuk. Ehhez
képest a lovagok, 16kotok és normalisak szigetén csupan hdrom embertipus taldlhatd.
Mintha valami hidnyozna. Ha azt a két tulajdonsigot figyeljiik meg, hogy ki mondhat
igaz allitasokat, illetve ki mondhat hamis allitdsokat, akkor a lovagokra csak az elso,
a lokotékre csak a masodik, mig a normadlisakra mindkét tulajdonsdg érvényes. Ezt
a két tulajdonsdgot kombindlva Osszesen négy lehetéség van, melyek kozil csak az
maradt ki az elbbi felsorolasbdl, ahol az egyik tulajdonsdg sem teljesiil. Az ennek
megfelelé embertipus se igaz, se hamis allitasokat nem tehet. Miutdn egyetlen &allitas
sem hagyhatja el az ilyen szigetlakdk ajkait, ez a tipus a néma elnevezést kapta. Azt,
hogy az z személy néma, jelolje az M, igaz értéke.

11.1. MEGJEGYZES. Ezzel egy személy tipusit négy egymdst kolcséndsen kizard ki-
jelentésvaltoval jeloljiik. Igen nagy a redundancia, de mindez azért van, mert mindig
a kordbbi jel6lésrendszert bévitettiik. A késébbiekben latni fogjuk, hogy két kije-
lentésvaltozo is elég lenne egy személy tipusadnak megadasara.

Az L™ nyelv formuldinak definicidja a 9.1. definiciéjabdl kaphaté az F7. pont
hozzidaddsaval.

11.2. SZEMANTIKA

A szemantika meghatarozasakor tovdabbra is meg kell adni minden egyes emberrél,
hogy miféle. Erre most is ¥7-t hasznédljuk. A némdra vonatkoz6 11.1. dbrank igen
egyszerl. A ¢ igazagértékelésben C, B vagy akkor lesz igaz, ha x lovag és B igaz, vagy
ha z 16kot6 és B hamis, vagy ha z normalis, elvégre 6 mindent mondhat. Forditva, azaz
ha x lovag és B hamis, vagy x 16k6t0 és B igaz, vagy pedig z néma, akkor C, B hamis
lesz, és C, B csak ekkor lehet hamis. Ezek alapjan a 5.2. definiciét a kovetkezékben
kell megvéltoztatni:

11.2. DEFINiciO. Legyen ¥ = (dg,97), ahol s C S és Ir : P — {t, f,n,m}.
Egészitsiik ki listat a V25. ponttal, és a V8. pontot cseréljiik le V24. pontra:
V24. yl= C, B akkor és csak akkor, ha ( y|= Ty és y= B) vagy ( wl= Fp és ylE B)
vagy 19|: Nm-
V25. Ha x € P, y= M, akkor és csak akkor, ha dr(x) = m.



11.1. abra. Mit mondhat egy néma?

11.3. SZEKVENTKALKULUS
Mint ahogy a C,B szemantikdja viszonylag szimmetrikussa véalt (a £1/™ nyelv sze-
mantikijdhoz képest), hasonlé a helyzet a szekventkalkulus Uj szabélyaival is:
T7,,' -0,A; F,, AT -0, ; M,,T - 0,
r—e,C.A

%05,

T.,Al' »-0,; F,, -0,4, ; N,,' = 0,
C,AT — 0
A 4.8. lemma bizonyitdsa ugy tOrténik, mint Cy szabdlyok esetén, csak a V8. pont
helyett a V24. pontra kell hivatkozni. Mivel minden szabdlyra igaz a 4.8. lemma, igy
szekventkalkulusunk helyes (4.9. tétel).
Legyen a Z formula

05%

/\ ((Ty A =Fy A =Ny A =My) V (5T A Fy A=Ny A =M,V
zEP

(=T A=Fy ANy A=M,)) V (=Ty A =F, A=N, A M,)).

Ekkor a szekventkalkulus teljes (5.3. tétel).

Miutédn hidba keresnénk Smullyan konyveiben olyan feladatokat, melyben ez a
négy tipus szerepel, ezért szerepeljen itt egy feladat! Miutdn mar nem kotik meg a
keziinket Smullyan példai, a feladatban szerepeljen a mondhat tagadasa is:

Ha A azt mondta, hogy B nem mondhatja, hogy C néma; B azt mondta, hogy

C nem mondhatja, hogy A néma; C azt mondta, hogy A nem mondhatja, hogy

B néma, akkor mutassuk meg, hogy ha az egyikiik lovag, akkor mindharman

azok.

Miutdn a feladat szimmetrikus, elegendé azt megvizsgalni, ha az elsé személy lovag,
akkor lovag-e a masik kettd. Az ezt leird

CoCopM. A Cyp—CoMy ACmCo My ATy, DTy AT,
formula érvényességének az ellenérzését az olvasora bizzuk.

11.3. MEGIEGYZES. Az L7 nyelv esetén nem csak a szekventkalkulus helyes és
teljes bizonyitdsi mddszer, hanem a természetes levezetés is [7].
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Néha a hibés forditas is adhat Gtleteket, amire példa ez a fejezet is, ahol a lovag-16k6t6
fejtorok igencsak kiilonds varidnsait vonultatjuk fel.

12.1 IGAZMONDOK ES HAZUGOK

Mikor eldszor talalkoztam a lovag—16kotd rejtvényekkel, Dr. Dragélin Albert az angol
nyelvli koényv [39] orosz véltozatét forditotta le nekem magyarra, s eredeti kdnyv
ominden lakos vagy lovag, vagy Iokéts” feltétele a ,minden szigetlako igazmondo

vagy hazug” feltételre valtozott. Most itt nem a személyek elnevezésén van a hangsiily,
hanem azon, hogy az eredeti véaltozatban kizdré vagy szerepelt, a forditdsban pedig
megengedd vagy. Ez az eltérés kezdetben nem tint fel, de id6vel felmeriilt a kérdés,
hogy van-e 1ényeges eltérés a két valtozat kozott, magyaran lehet-e valaki egyszerre
mindkét tipusba tartozd, azaz egyszerre igazmondé és hazug is? Ha lehet, akkor pedig
mit mondhat?

Miutdn ebben a fejezetben eltériink az eredeti lovag-16k6té feladatoktdl, a ko-
rabbiaktdl egy kicsit eltérd jeldlést haszndlunk.

A kerettorténet szerint az igazmonddk igazat mondanak, a hazugok pedig hazud-
nak. Ezek szerint ha valaki kimondott egy A éllitast, akkor ha ¢ igazmondd, akkor ez
az A allitas igaz, ha pedig 6 hazug, akkor ez az allitds hamis. Ha tehat 6 egyszerre
igazmondé és hazug is, akkor az allitasnak is egyszerre kell igaznak és hamisnak is
lennie, ami viszont nem lehetséges. Ez pedig azt jelenti, hogy az egyszerre igazmondé
és hazug személyek némdk, azaz nem &allithatnak semmit sem.

12.1. MEGIEGYZES. Ha valakit attdl, hogy igazmondé és hazug is egyszerre, még igaz-
mondénak (hazugnak) tekintiink, és igy kezdjiik el oldogatni [41] feladatait, akkor az
ideill6 kozel 50 feladatbdl csak egy-két esetben kapunk Smullyan eredeti megolddsaitol
eltéré megoldast! Ha ezeket a feladatokat lovag-16kot6 feladatokként formalizaltunk,
és kozben kihasznaltuk az £/ nyelvben érvényes T, = —F, formul4t, mint ahogy
azt a szerzd is tette [4], akkor ezek a formalizalt alakok mér mds feladatokat jelen-
tenek! Miutdn Smullyan nem foglalkozott az igazmonddkkal és hazugokkal, igy egy-
két lovag-16k6té feladat igazmondd-hazug feladatként formalizaldsa nem egyértelmi.
Példaul [41] 35. feladatdban azonos tipust személyekrél van szé. Lovagok és 16kotok
esetén ez azt jelenti, hogy mindketté lovag, vagy mindketté 16k6t6. Igazmondok és
hazugok esetén mondhatjuk-e azt, hogy mindkettd lovag vagy mindkett6 16kotd, vagy
pedig dgy kell mondani, hogy vagy mindkett6 igazmondd, de egyik se hazug, vagy
mindkett6 hazug, de egyik se igazmondd, vagy mindkettd igazmondé és mindketto
hazug is egyszerre? Mindkét véilasz mellett és ellen is szdlnak érvek.



Az egyik feladat, melyben a hivatalostdl eltéré megoldast kapunk az a kovetkezd:

Ebben a feladatban harom ember szerepel, A, B és C. Csak ketten szélalnak
meg, de allitisban az ,egyikiink” sz6 mindharmdéjukra vonatkozik. A kévet-
kezbket allitjak:
A: Legaldbb egyikiink 16k6t6.
B: C farkasember.

Pontosan egyikiik farkasember, aki lovag. Ki 67 [41, 92. feladat]

Ez a feladat eredetileg az £!/" nyelven formalizalhaté. A késébbiekben ismertetett
L™ nyelvnek el lehetne késziteni hasonlé varidnsat, mely a farkasember-tulajdonsig
leirdséara is képes, de mivel a fejezet célkitiizése mads, ettél most eltekintiink, csupan
a megoldds ismertetésére szoritkozunk, hogy felvillantsuk, valéban méas nyelvrél van
sz6. Smullyan eredeti megolddsa szerint A csakis lovag lehet, kiilonben ellentmondésra
jutunk. B nem lehet lovag, mert kiilonben mindharman lovagok lennének. Mivel B
16k6t6, igy nem lehet farkasember, és az allitdsa alapjan C' sem az, igy az A a farkasem-
ber.

Tekintsiik ezt a feladatot, mint egy igazmondd-hazug fejtor6t: A tovabbra is csak
igazmondé lehet. Ha B is igazmondd, akkor C-nek is annak kell lennie. Mivel A és B
megszolalt, egyik sem néma, de C' lehet az, s ekkor teljesiilhet az is, amit A mondott,
és az is, amit B, feltéve ha C' egy néma (igazmondé-hazug) farkasember. Ez pedig egy
ujabb megoldés az el6z6hoz képest.

12.2. SZINTAXIS
Jelolje I,/ H, azt, hogy az z személy igazmondé/hazug!

12.2. DEFINic16. Az L™ logikai nyelv formuldinak a definiciéjat tigy kapjuk meg,
hogy a 5.1. definiciéban az F4-F5. pontokat az F15. pontra cseréljiik, ahol

F15. Ha z € P, akkor I, € F és H, € F .

12.3. SZEMANTIKA

Nyilvanvald, hogy csak azok az igazmonddék mondhatnak igazat, akik nem hazugok,
és hogy csak azok a hazugok hazudhatnak, akik nem igazmonddk. Az is természetes,
hogy az igazmonddk és a hazugok halmaza egyiitt kiadja az 0sszes embert.

12.3. DEFINicIO. Az L logikai nyelv szemantikajat gy kapjuk meg, ha a 5.2.
definicigjat a kovetkez6képp valtoztatjuk meg: A o értékelés legyen (¥, 9y, ¥y ), ahol
Y5 C S, Yy, CP ésdyUdy = P. Tovabba cseréljiik ki a V6-V8. pontokat a V26-
V28. pontokra.

V26. = I, akkor és csak akkor, ha = € ¥y.

V27. gyl H, akkor és csak akkor, ha = € dy.

V28. yf= C,B akkor és csak akkor, ha ( y= I, 9= H, és = B) vagy ( 9= L.,

,9|: H'JE éS 19[# B).



12.4. SZEKVENTKALKULUS

A 4.7 definicié szabdlyait egészitsiik ki a kdvetkez6 kettovel:

I, -0,A; H, Al -0
r -e,cA

—Cg

I,,AT-06,H,; H,,T - 0,A,1,
C,AT —» 0

054)

Eszrevehetjiik, hogy a Cg — szabdly szinte ugyanaz, mint a C; —, a — Cg pedig
aprébb viltoztatdsa a — () szabdlynak! Bizonyitsuk be erre a két szabalyra a 4.8.
lemmat:

BizoNYITAS. Harom egymaéstdl fiiggetlen érték hatdrozza meg a C, A formula igaz-
sagértékét, s hogy ne vessziink el a nyolc lehetség kozott, tablazatba foglaljuk az
eseteket (12.1. dbra).

All, |H,|CA
1.1 (1|1 0
2./11]11]0 1
3./1]0 |1 0
4. 11|10 |0 -
5. 10 |1 |1 0
6. 10110 0
7.0 10 |1 1
8. 10|00 -
12.1. dbra. A C, A formula igazsigértékei

e Tegylik fel, hogy a C, A,I' — O szekvent céfolhatd, ekkor létezik olyan ¢ értékelés,
melyre T" 6sszes formuldja igaz, @ Osszes formuldja hamis, és y|= C, A. A V28.
pont alapjan ez a 2. és 7. esetben lehetséges. A 2. esetben a I, A,T' - O, H,, a
7. esetben az H,,I' — ©,1,, A szekvent céfolhaté. Forditott iranyban hasonléan
megy a bizonyitas.

e Tegylik fel, hogy aI' — O, C, A szekvent céfolhatd, ekkor létezik olyan ¢ értékelés,
melyre I" 6sszes formuldja igaz, © 6sszes formuldja hamis, és gl= C, A. A o értékelés
definiciéja alapjan a 4. és a 8. eset kizart, igy V28. pont alapjan ez az 1, 3, 5. és
6. esetben lehetséges. Az 1. és 3. esetben az H,, A,I' — ©, az 5. és 6. esetben a
I,,T — 0O, A szekvent céfolhaté. A forditott irdny bizonyitisa hasonlé. -

A 4.10. lemma erre a két 4j szabdlyra is érvényes, bizonyitdsa hasonléképp torténik,
mint kordbban. Ezek alapjan konnyedén belathaté a 4.9. és a 5.3. tétel, ahol a Z
formula legyen

N (I v Hy). (12.1)

z€P

Az 5.3. bizonyitdsdban a ¥r és a 9y konstrukcidja a kovetkezd: legyen ¥y /¥y min-
dazon z személyek halmaza, melyre I,/ H, szerepel a kérdéses szekvent bal oldaldn.



12.4. MEGJEGYZES. Az igazmonddk és hazugok logikai nyelvét hasonld jelolésrend-
szerrel targyalja [9].

12.5. EGY UJABB VARIANS

A szigetlakdk igazmondé és hazug mivoltat fel lehet gy is fogni mint valami szub-
jektiv etikai korlat: az igazmondé nem képes hamis, a hazug nem képes igaz allitasokat
mondani. Ezzel mar konnyd megérteni, hogy aki mindkét korlattal rendelkezik, az
csendben marad. Lehet-e olyan ember, aki mentes ezektdl a korlatoktél? Smullyan
torténete szerint nem, de ha mar az elébb is eltértiink az eredeti valtozattol, tegyilik
meg most is!

Maga a logikai nyelv nem viéltozik meg, ugyanazok a formuldk, csak a szeman-
tikdban van aprébb valtoztatasokra sziikség:

12.5. DEFINICIO. Az 12.3. definiciébdl hagyjuk el azt a megkotést, hogy 9y Uy = P,
és a V28. pontot helyettesitse a V29. pont!

V29. gyl C.B akkor és csak akkor, ha ( = I, 9[E Hy és 9= B) vagy ( gt~ L,
o Ha és gl B) vagy ( ot Lo, o/ Hy).

Nincs masrol sz, mint van egy 1j embertipus, amely mondhat mindent. A 4.7.
definicié szabdlyait egészitsiik ki a kdvetkezd kettével:

I,T -0,A; H,,A Il -0
I -0,C,A

4)07

I, Al 4©,H,; H,, I -0,A,I, ; ' -0,I,,H,
C.AT -0

7T

Bizonyitsuk be erre a két szabdlyra is a 4.8. lemmat:

B1zONYITAS. Szinte csak az el8z6 bizonyitdst kell megismételniink, s kézben a 12.2.
abrara hivatkoznunk.

e Tegyiik fel, hogy a C, A,T" — © szekvent cafolhatd, ekkor 1étezik olyan ¥ értékelés,
melyre I' 6sszes formuldja igaz, © Gsszes formuldja hamis, és y= C, A. A V29. pont
alapjdn ez a 2, 4, 7, és 8. esetben lehetséges. A 2. esetben a I,, A,T' — ©,H,, a
7. esetben az H,,I' - ©,1,, A, mig a 4. és 8. esetben az I' — O, I,, H, szekvent
cafolhatd.

e Tegylik fel, hogy aI' — O, C, A szekvent céfolhatd, ekkor létezik olyan ¢ értékelés,
melyre I' 6sszes formuldja igaz, © Gsszes formuldja hamis, és yj= C, A. igy V29.
pont alapjan ez az 1, 3, 5. és 6. esetben lehetséges. Az 1. és 3. esetben az
H, AT — 0, az 5. és 6. esetben a I,,I’ = ©, A cafolhatd.

A forditott irdnyok bizonyitdsa hasonlé. 4

Ezek alapjian a 4.9. és az 5.3. tétel bizonyitdsa ugyanigy torténik, mint a korabban.



All, |H,|CA
1.1 (1|1 0
2./11]11]0 1
3.]/1]0 |1 0
4. 11|10 |0 1
5. 10 |1 |1 0
6. 10110 0
7.0 10 |1 1
8. 10|00 1
12.2. dbra. A C, A formula igazsigértékei

12.6. KAPCSOLAT A NYELVEK KOZOTT
Ha a — C7 szabdlyt egy kicsit bovebben irjuk fel, hogy a szimmetria el6ttinjén, akkor
ismer6s szabélyhoz jutunk:
I, -0,A)H, ; H,, A\ -0,I,; I,,H,,T - ©
I - 0,CA

Ez a szabaly ugyanis nem mas, mint — Cj szabdly egy kicsit mas formaban felirva. Ha
azt az 4j embertipust — amelynek nincsenek etikai korlatai — normdlisnak nevezziik,
akkor a 11. fejezetben leirtakhoz jutunk vissza. (Az ebben a fejezetben ismertetett
médon frjale az L™ nyelvet [2].) Ugyanazt fogalmaztuk meg két kiilsnbdzé nyelven.
Mig ott a négy tipust négy jellel irtuk le, itt erre elegend6 volt kettd is. A tipusok
kiilonboz6 leirdsat a 13.3. és 13.4. dbra adja meg.

Elnevezés Lt/mm Lt

lovag T, I.N\—H,
16k6t6 F, -I,\N H,
normalis Ny I, A\—-H,
néma, M, I,N H,

13.3. abra. Az L1/ és L nyelvek azonos embertipusai.

12.7. MEG EGY UJABB NYELV

Ha az £ nyelv szemantikdjanak definiciéjdban nincs kikétés a 97 és ¥y halmazokra,
akkor lényegében a L™ nyelvet kapjuk vissza. Ha kikotjiik, hogy ¥y N ¥y = 0,
azaz nem lehet senki sem egyszerre igazmondoé és hazug (4m lehet ,kiviilalls”), akkor

az L™ nyelvet kapjuk vissza. Ha pedig az a kikotésiink, hogy ¥y és ¥y egymds
komplementer halmazai, akkor az £/ nyelvet kapjuk meg.

Ha a ¥y U ¥y = P megkotést tekintjik, akkor pedig egy eddig nem vizsgdlt
nyelvet nyeriink. A négy embertipusbdl a normélisakat kell kihagynunk, igy a nyelv
az L™ elnevezést kapja. Ilyen elnevezésii nyelvvel mar foglalkoztunk, a formuldk is
ugyanazok lesznek.

Az LY/™ nyelvhez a kordbbi szemantikatdl igen kiilonboz6t konstrudlunk most
meg. Ehhez a 5.2. definiciét a kdvetkez6kben kell megvaltoztatni:



13.4. abra. Az embertipusok kapcsolata.

12.6. DEFINICIO. Legyen 9 = (Jg,J7), aholdg C S ésdr : P — {t, f,m}. Egészitsiik
ki listat a V31. ponttal, és V8. pontot cseréljiik le V30. pontra:
V30. gl= C,B akkor és csak akkor, ha ( y= T, és yl= B) vagy ( 9= F, és gl~= B).
V31. Ha z € P y= M, akkor és csak akkor, ha d7(z) =m

Az £Y™ nyelv szekventkalkulusdhoz a 4.7. definiciét a kdvetkezd két szaballyal
kell kiegésziteni:

T, -0,A; F,, AT ->0M, T -0 o

T > 0,C,A e

7., Al -0 ; F,,[ -0,A
C,AT — 0

A szekventkalkulus helyességének és teljességének bizonyitasa hasonléan megy, mint
korédbban.

Abrézoljuk a négy logikai nyelvet egyiitt a 13.5. 4brdn: ha a négyelememi (dia-
mond) algebrat vessziik figyelembe, akkor annak minden részalgebrajihoz hozzaren-
delhetiink egy-egy logikai nyelvet.

Belnap négyértékii ,hasznos” logikdjdban [12] az igaz és hamis érték mellett szere-

Cg*}

pelt még egy ,,mindkettd” és egy ,egyiksem” logikai érték. Ezeket parhuzamba lehet

allitani a mindent mondani képes normdlisakkal, illetve a némadkkal. Viszont az a
hatarozott véleményiink, hogy ez a kapcsolat csupan a véletlen jatéka.



N M
T T
F
N M
T
F F
F

13.5. abra. A négy logikai nyelv és az embertipusaik.



A HARMADIK TIiPUSU FEJTOROK MEGOLDASA

A harmadik kategéridba esé feladatok megoldasira eddig még nem létezett helyes és
teljes modszer. A fejezetben két ilyet mutatunk be.

13.1. MIT MONDJAK?

Smullyan kényve [41] negyven olyan fejtérét tartalmaz, melyben nekiink kell egy
olyan mondatot kitaldlnunk, melyet kimondva bizonyithatjuk artatlansigunkat, meg-
menekiilhetiink Drakula gréftol, vagy kérdésként feltéve megtudhatjuk, hogy hol van
elasva a kincs. Az ilyen feladatok megolddsa kiilonosen nehéz, talin ezért is jelenti
[41] cstcspontjit a Drakula rejtélye:
... Létezik ugyanis egy olyan S mondat, ami rendelkezik azzal a — szinte
varazslatos — tulajdonsaggal, hogy ha meg szeretné tudni, hogy egy tetszéle-
ges X allitas igaz-e, akkor csak azt kell megkérdeznie valakitél a kastélyban,
hogy ,,S ekvivalens X -szel?” Ha ,Bii”-t kap valaszul, akkor X igaz, ha ,Ba”-t,

akkor hamis. [41, 175. o.]

A feladatunk ennek az S mondatnak a megkeresése. Ez a rejtvény az erdélyi felada-
tok kozé tartozik, tehdt emberek és vampirok, valamint Oriiltek és egészségesek a
szereplok, akik az igen és nem helyett ,Bi”-vel és ,B4”-val véalaszolnak kérdéseinkre.
Ebben a fejezetben egy altaldnos mdédszert mutatunk be, mellyel mind a negyven fe-
ladat megoldhatd, s megoldjuk Drakula rejtélyét is. Mig az els6 két tipusba tartozéd
feladatok megoldasaval sokan foglalkoztak, az ilyen feladatok megoldasaval kapcso-
latosan csak Adam Kolany cikkérdl [29] tudok. Habar ez a cimében dltaldnos médszert
igér, &m se a moédszer helyességét, se a teljességét nem bizonyitja, sét a bonyolultabb
feladatokra az altala k6zolt atirdsos technika a gyakorlatban nem hasznélhaté.

A médszeriink helyességének belatasahoz sziikségiink van egy segédeszkozre, mely
garantélja, hogy a szekventkalkulus szabalyainak alkalmazasaval nem vesztiink in-
formaciét. (Ez természetesen a 10. fejezetben ismertetett szabdlyokra nem teljesiil.)

13.1. LEMMA. A szabaly vonal alatti szekventjének asszocidltja ekvivalens a vonal
feletti szekvent asszocialtjaval, illetve a vonal feletti szekventek asszocidltjainak kon-
Jjunkcicjaval.

Ennek alemmaéanak kdvetkezménye a 4.8. lemma, mert ha az alsé szekvent érvényes,
azaz minden modellben igaz, akkor ezen lemma alapjan a fels¢ szekventek is igazak
minden modellben, igy azok is érvényesek.

BizoNyiTAs. HaT' = {4;,... A,} és © = {By,... B,,}, akkor legyen X = T A 4; A
+ANA, ésY = B1V---VB,, VL. A szekvent asszocialtja definicidja alapjin kénnyedén
bizonyithatd, hogy a C1,...Cs,I' = ©, Dy, ... D; szekvent asszocidltja ekvivalens a
e a (XDY)V(CiA---NCs DDy V---V Dy) formulaval, ha s,t > 0;
e a (XDY)VD; V-V D, formuldval, ha s =0, ¢t > 0;
e a(XDY)Vv—(CiA---ACy) formulaval, ha s > 0, t = 0;
illetve altaldnosan a (X DY)V -=CyV:--V=CsV Dy V-V D formuldval.



e A lemmét a
7., -0,4; F,, AT -0

- 0,cA
szabdalyra bebizonyitjuk, ha megmutatjuk az
(XoOY)V(IDA)A((X DY)V (F, AAD L))

és (X DY) VC,A formuldk ekvivalencidjat. Ehhez elegendd a
(Tp D A) A (RF, vV -A) (13.1)

4}01

és a C, A formula ekvivalencidjat megmutatni. A 97 definicidja alapjan a T, = —F,
formula érvényes az £/ nyelvben, s ezt felhasznélva a 13.1 formula a

(T, DA NADT,)

formuldra egyszertisédik, ami nem mas, mint a T, = A formula. Ez pedig a V8.
pont alapjin ekvivalens a C, A formuldval.
e Az el6z6 gondolatmenetet kévetve a lemma

T.,A, ' - 0,F,; F,,T -0,AT,
C,AT —» 0O
szabdlyra vonatkozé bizonyitdsdhoz a —C, A és a

(T,NAD LYA(F, D A)

Clﬁ

formuldk ekvivalencigjat kell beldtnunk. Az elébbi egyszertsitést felhasznélva a
-T, = A formuldhoz jutunk, amit a =(7T, = A) alakra atirva egybdl adédik a
kivant ekvivalencia.
Drakula rejtélyének megoldasa érdekében lassuk be a lemmét a Co szabélyokra is!
e A kordbbiakhoz hasonléan a lemmat bebizonyitjuk a
r—-0,M,,Vy,, AyM,,V,,T - 0, A;V,, A, T -5 O, M,; M, A,T - 0O,V,
T -5 0,CA -
szabdlyra, ha megmutatjuk a C, A és a
(M VVeVAYN (M AV D ANV ANAD M)NMNADV,) (13.2)
formuldk ekvivalencidjat. Egyszertisitésekkel a 13.2 formulabdl a
A= (M, =V,)

formula kaphaté. A V17. pont alapjin kénnyen lathatd, ez pontosan akkor lesz
igaz, amikor a C, A is.
o A
AT = 0O, M, Voy M,V , AT - 0,;V,,T' - 0,M,, A; M,,I' - 0,V,, A
C,A T - 0O ¢

Ca

2—

szabdly esetén a —C, A és a
(ADMyVVe)ANMy V-V VAN (Ve DMy VAYAN(M, DV, VA) (13.3)
formuldk ekvivalencigjat kell belatnunk. A 13.3 formulabdl egyszeriisitéssel a
(A= (Vy = M,))

formula adédik, innen pedig mar a kivant ekvivalenciat kapjuk. -



Az eléz6 lemma t6bbszori alkalmazdsaval kapjuk a kovetkezé lemmaét.

13.2. LEMMA. A szekventfa gyokeréhez tartozé szekvent asszocialtja ekvivalens a
szekventfa leveleiben szerepls szekventek asszocidltjainak konjunkcidjaval.

13.3. LEMMA. Tetszlleges szekventhez létezik olyan
(A11V"'VA1n1)/\"'/\(Am1V---\/Amnm) (134)

alaki formula, amely ekvivalens a szekvent asszocialtjaval, és ahol az A;; vagy kije-
lentésvaltozo, vagy annak tagadasa.

BizoNYIiTAS. Készitsiink el egy szekventfat a kérdéses szekventbdl kiindulva. A £t/
és L™ szekventkalkulusdban tetszoleges pozitiv fokd formuldhoz van olyan szabdly,
mellyel a formuldt tartalmazé szekvent foka csokkenthetl, ezt az eljirdst a nem
axiomakra folyamatosan alkalmazva, olyan szekventfit kapunk, melynek leveleiben
vagy axiémak, vagy nulladfokd szekventek vannak.

Az el6z6 lemma alapjan az eredeti szekvent asszocialtja ekvivalens a szekventfa
leveleiben szerepld szekventek asszociédltjainak konjunkcidjaval. Az axiémdk asszoci-
altjai konstans igaz értékilek, igy a konjunkciébdl elhagyhatdak. Mivel az

Al,...,An —)Bl,...,Bm
szekvent asszocidltja az
A1 V- V=4, VB V-V By,

alakban is felirhatd, ezek konjunkcidja adja a keresett formuldt. -

13.2. Az ELSO MODSZER
Mint mar a 3. fejezetben utaltunk ré, a ,Mit mondjak?” illetve a ,,Mit kérdezzek?”
tipusi feladatokban azt az ismeretlen W formuldt kell megkeresni, melyre a 3.3 for-
mula érvényes illetve a 3.3 és 3.4 formuldk mindegyike érvényes. Az els6é mddszeriink
két 1épésbal all:
1. A feladatnak megfelel6 3.3 formuldnak illetve a 3.3 és 3.4 formuldk konjunkciéjanak
készitsiik el a k.n.f. alakjat:

(YVB)A-AYVBI)ARYVC) A A (=Y VCp), (13.5)

ahol az Y formulat atomi formuldnak tekintjiik, és B;-k, Cj-k elemi diszjunkcidk.
2. Készitstik el a =(By A+ A By) és (C1 A -+ A Cy,) formuldk Craig interpolaltjat,
ami a keresett Y formula.
Tegyiik fel, hogy valamely Y formulédra a 3.3 formula (és adott esetben a 3.4) for-
mula érvényes. A 13.3. lemma értelmében a 3.3 formula illetve a 3.3 és 3.4 for-
muldk konjunkcija felirhaté A\;\/; A;; alakban. Hagyjuk el a A;V/; A;; formulabél
azokat az elemi diszjunkcidkat (\/ ; A;;), melyek egyszerre tartalmazzak valamely nul-
ladfoku formuldt és tagaddsat. Mivel az ilyen elemi diszjunkcié tautolégia, igy az



eredeti A\; \/; Ai; formuldval ekvivalens formuldhoz jutunk, amire tovdbbra is ebben
a formdban hivatkozunk.

Ha valamely elemi diszjunkcié nem tartalmazza se Y-t, se =Y -t, akkor mivel az
elébbiek alapjan nem tartalmazhatja egyszerre egyik nulladfoki formulat és tagaddsat
sem, megvalaszthatd a ¢ értékelés ugy, hogy az elemi diszjunkcié Osszes tagja hamis
legyen, igy maga A, \/ ; A;; is, ami viszont ekvivalens 3.3 formuldval (vagy 3.3 és 3.4
konjunkcidjaval). Ezek pedig feltevésiink szerint érvényesek.

Ezért A,V ; Aij minden elemi diszjunkci6ja vagy Y-t, vagy =Y -t tartalmazza, azaz
ha valamely Y formuléra érvényes a 3.3 (és esetleg 3.4) formula, akkor az dtalakithato
az 13.5 formuléra.

Innen ekvivalens atalakitasokkal a

(=(BiA-AB)DY)A (Y D(Ci A+ AC)) (13.6)
formuldhoz jutunk. Ha (13.5) és ezért (13.6) is érvényes, akkor
“(BiA---ABp) DY (13.7)

és
YDO(Ci1A---ANCp) (13.8)

formula kiilon-kiilon is érvényes. Az eredeti feladatunk tehat arra redukalédott, hogy
keressiink egy olyan Y formulat, melyre a 13.7 és a 13.8 formula egyszerre érvényes.
Mivel a B; és C; formuldk kijelentésvéltozék (vagy tagaddsuk) diszjunkcidja, a 13.7
és 13.8 formuldk megfeleléen megvalasztott S halmazzal tekinthet6ek az Ly logikai
nyelv formuldinak. A Craig interpolédciés tétele értelmében ha a

~(BiA--ABp) D (CiA--ACh) (13.9)

formula érvényes, akkor van olyan Y formula, melyre 13.7 és 13.8 érvényes formulak.
Smullyan konstruktiv bizonyitasa [38, 128. 0.] meg is hatdrozza ezt az Y-t. A B; és C}
formuldk specidlis szerkezete miatt viszont nem sziikséges Smullyan bizonyitdsanak
megfelelen a 13.9 formula szekventkalkulusbeli bizonyitasat elkésziteni.

Craig tétele értelmében a Y formula csakis olyan kijelentésvaltozdkat tartal-
mazhat, amelyek a 13.9 formuldban is el6fordulnak. Ezért készitsiik el —=(B1A---AB,,),
Y és C1A- - -ACy, formuldk szimultdn igazsiagtabldjat, ahol a sorokat a 13.9 formuldban
szerepld kijelentésvaltozdk kiilonbozé értékelései adjak. A tédbldzatban Y oszlopét a
masik két oszlop fliggényében toltjik fel:

e Ha =(B; A--- A By,) igaz, akkor a 13.7 formula érvényessége értelmében az adott
értékelésnél Y-nak is igaznak kell lennie.

e Ha C; A--- A C), hamis, akkor a 13.8 formula érvényessége értelmében az adott
értékelésnél Y-nak is hamisnak kell lennie.

e Ha —(By A---ABy,) igaz és Cy A --- A C), hamis, akkor a 13.9 formula nem igaz
az adott értékelésben, és igy a 13.5 formula sem lehetett érvényes.

e Ha az el6bbiek nem hatarozzak meg Y értékét, akkor az adott rublika tetszolegesen
feltolheto.



Ezek utén a keresett Y formula azon értékelésekbdl szdrmaztathatd, ahol az Y oszlo-
paban igaz érték taldlhat6. Minden értékelés esetén képezziik a 13.9 kijelentésvaltozo-
inak azon konjunkciéit, melyben tagadva szerepelnek azok, melyek az adott értékelés-
ben hamisak. Ezen konjunkcidk diszjunkciéja adja a keresett formulat, hasonléképpen,
mikor az igazsdgtabldja alapjan konstrudlunk meg egy adott tulajdonsagu formulat a
kijelentéslogikdban.

Az ekvivalens dtalakitdsok miatt konnyen beldthatd, hogy a médszer jé megolda-
sokat szolgaltat, és ha valamely Y formuldra a 3.3 formula érvényes, akkor ez az Y
meghatarozhato ezzel a médszerrel.

13.3 A SZABADSAG AJTAJA

Az el6bb ismertetett médszert kdvessiik végig egy feladaton! Szinte mindenki ismeri
a kovetkezd fejtorot:
Ime egy masik rab, aki egy nehéz dilemma el6tt all. A szultdn, akinek a
rabsagaban sinyl6dik, felajanlja a rabnak, hogy egy cellaba zarja 6t a két
szolgajaval, akik ko6ziil az egyik mindig hazudik, a masik pedig igazat mond.
A cellinak két ajtaja van, az egyik a szabadsdgé, a mdsik a rabszolgasidgé. Az
lesz a rab sorsa, amelyik ajtot valasztja. A rabnak joga van egyetlen kérdést
feltenni az egyik szolganak. Természetesen nem tudja, hogy melyik szolga
hazudik, és melyik mond igazat. Visszanyerheti-e a rab a szabadsagat kockazat
nélkil? [11, 148. o]
Bonyolitsuk ezt a feladatot azzal, hogy csak az egyik szolgat zarjuk be a celldba. A
feladat alapjan nyilvanvald, hogy ez a szolga a lovagok és 16k6tk szigete egy lakosdnak
is tekinthetd. Ennek alapjan £!/ lesz az a nyelv, melyben a feladatot formalizaljuk.
Hasznéljuk ki azt, hogy az £/ nyelvben érvényes az F, = =T, formula, és F,
helyett kovetkezetesen irjunk —7T,-t. Fzzel az tirdssal a Z formula azonossaggd valik,
s elhagyhaté a bizonyitds sordn. A formalizdldshoz sziikségiink lesz aprébb pon-
tositasokra. Allitsuk oda a rabot az egyik ajtohoz, és legyen a kérdés olyan, hogy
pontosan akkor legyen a valasz igen, ha ez az ajt6 szabadsagé. Jelolje D azt, hogy ez
az ajté a szabadsagé, és az egyetlen Ort nevezziik a-val. Feltételeink alapjan az ,,Igaz-e,
hogy Z7” kérdésre adott igen védlasznal D, a nem valaszndl pedig =D teljesiil, tehat
(CoZ AD)V (Cy—Z A—=D) jeloli kérdésiink remélt tulajdonsagait. Ennek a formuldnak
kell elkésziteni a bizonyitdsat. A 13.1. dbran lathatd, hogy szekventfa egyik levele se
axioma, minden levele olyan nulladfoku szekventet tartalmaz, melyben az Y szerepel,
tehdt van remény a megoldasra.
A szekventfa leveleiben szerepld szekventek alapjan

(C.Y AD)V (ComY A—-D)
formula a
(=To VY NVDYNZNDVT)N(T,V-DVZ)N(—ZV-DVT,)
formuldval, illetve ezt tovabbalakitva a

(T.=D)D>Y)A(Y D (T, = D)) (13.10)



| T.,Y = D |
| ~T, — D,Y |

C.Y = D
—C,Y DD

T.,D > Y
T,,~Y,D —

Y,-T,, D —
Ty, D — Y

CoY,D —
CoY — =D
— C,Y DD

— (C.Y D D) A (C,mY D =D)
13.1. abra. A szabadsdig ajtaja feladat bizonyitasa.

formuldval ekvivalens. A 13.10 formuldban taldlhaté kijelentésvaltozék a T, és a D,
igy négy értékelést kell figyelembe venni. Ennek megfeleléen a 13.2. dbran lathaté
tablazatot kell elkésziteni, melyben a 13.10 formula alapjan két oszlopot feltoltottiik.
A hidnyzé masodik oszlop feltoltése esetiinkben egyértelmii, ugyanannak kell itt sze-
repelnie, mint a mésik két oszlopban. Ennek alapjan a keresett Y formula a tablazat
els6 és negyedik sorabél megkonstrudlva (T, A D) V (=T, A =D) lesz. Az £/ tulaj-
donsdgainak megfeleléen ez a T, = D, illetve az C,D formula, amit mar a 13.10
formuldbdl le lehetett volna olvasni. Ezek szerint azt kell megkérdezni a szolgatdl,
hogy igennel valaszolna-e, ha megkérdeznénk tdle, hogy ez-e a szabadsigot jelento
ajto.

T. |D |1. |2. |3
11 |1 1
110 |o 0
0 |1]0 0
00 |1 1

13.2. abra. ,A szabadsig ajtaja” szimultan igazsagtablaja.

Az eredeti feladat — azaz a két szolga (legyenek a és b) — esetén a feladat for-
malizaltja szinte ugyanez, csak azt a feltételt kell hozzavenni a formuldhoz, hogy a
szolgdk kiilonb6z6 tipusiak, amit példaul gy formalizalhatunk, hogy T, = —T}. Az
el6z6 1épéseket megismételve végiil a 13.3. dbra tdbldzatdhoz jutunk. Az elsd és a
harmadik oszlop a nyolc érték koziil négyet meghataroz, de a tovabbi négy értékére
a kovetkezmények alapjan nincs megkotés. A négy ismeretlen érték (a, b, ¢ és d)
tetszoleges értékelése mellett megoldast kapunk. Ha azt a megoldést tekintjiik, mely-
bena=0,b=1,c=1ésd =0, akkor az Y formula konstruélidsakor a =(T}, = D) for-
mulat kapjuk, ami pedig ekvivalens a =Cy D formuldval, amelynek olvasata a kozismert



megoldds. Haaz a =1,b =0, c = 0 és d = 1 értékeket valasztjuk, akkor az egy szolga
esetén nyert megoldast kapjuk vissza.

1
Qo R OO T DN
™1

OOOO»—A»—A»—A»—\ﬁ
corRrrRoOR~~S

o, O RO OHIJ
— = O O =W

13.3. dbra. ,A szabadsig ajtaja” eredeti igazsagtablaja

13.4. DRAKULA REJTELYE

Drakula feladatdban pontosan akkor valaszolnak ,,B(i”-vel az ,,S ekvivalens X-szel”
kérdésre, ha X igaz. A kordbban ismertetett meggondoldsok alapjidn mindez a

C:(S=X)=B)=X (13.11)

alakban formalizdlhat6. A 13.11 formuldnak a szekventkalkulusbeli bizonyitasa 32-
levelli szekventfihoz vezet, amit most nem mellékeliink. A 32 szekvent fele axioma, a
tobbiek pedig a kovetkezdk:

B— X,M,,V,,S
M,,V,,B =+ X,S
Ve,B,S - X, M,
M,,B,S - X,V,
S—X,B,M,,V,
S,M,,V, - X,B
VI _> X)‘B)MI?S)
M, - X,B,V,, S
S, X - B,M,,V,
M,,V,,S, X - B
X, V., - B,M,,S
X,M, - B,V,,S
X,B—> M,,V,,S
X,M,,V,,B— S
Ve,X,B,S — M,
M, X,B,S >V,

Az (a), (b), (g), (h), (k), (1), (m) és (n) szekventek asszociédltjaibol az S formuldt
kiemelhetjiik, s mivel a maradvanyok konjunkciéval kapcsolédnak, egyszeriisitéssel a
kovetkezo formuldkat nyerhetjiik beldliik:

—~ — —~
Fer o s o

—~
Eorwam™

o e e e e e e e e e S e e e e N

NN
T o B



(q) M,V V,V-B (
(r) —Myv-V,v-B (
(s) Myv-V,vB (
(t) -M,VV,vB (bl

Innen (q) és (r) Osszevonasdbdl =B V —=(M, = V), mig (s) és (t) 6sszevondsabdl
BV (M, =V,) adddik, mig kettdjiik konjunkciéja B = =(M, = V). Hasonl6képpen
a =S kiemelhet6 a (c) (d) (e) (f) (i) () (o) és (p) szekventek asszocidltjaibol.

() MyVv-V,V-B (co)

(v) —=M,vV,v-B (d-p)

(w) MyVvV,VvB (e

(X) -M,V-V,VB (f—j)
Az (u) és a (v) 6sszevondsdbdl =BV (M, = V,), mig a (w) és a (x) Osszevondsabol
BV ~=(M, =V,) adédik, és e kettd egylitt B = (M, = V). Ezért a keresett S formula
egy olyan formula, melyre érvényes a

(~(B=—~(M,=V,) DS)A(SD(B=(M, =V,))),
illetve kisebb atalakitas utan a
(B=(M,=V,)) DS A D(B=(M,=V,)))

formula. Ez utébbibdl mar egybdl leolvashaté az egyértelmii megoldds, még a tabla-
zatot sem kell elkésziteni.

13.4. MEGJEGYZES. Az ismertetett mddszer dltaldnos, de most nem a legrévidebben
jutottunk el vele a megolddshoz. A fejezet elején mar lattuk, hogy az L™ nyelvben
érvényes a C,A = (A = (M, =V,)) formula. Ezt felhaszndlva a feladat formalizaltja
a kovetkez6 alakot olti:

(S=X)=M,=V,)=B)=X

Mivel az ekvivalencia asszociativ és kommutativ, az el6bbi formulabdl eltavolitva a
zardjeleket, dtrendezve a tagokat, az egyszerlsités utan ujrazardjelezve kapjuk az
S = (M, = V,) = B)) megoldast. Az (M, = V,) = B)) formulat az ((T =
(M, =V,)) = B)) alakra bévitve, az el6bb emlitett atirdssal ez a C, T = B forméra
alakithaté, amely mar a ,hivatalos” megoldast adja.

13.5. MEGJEGYZES. Smullyan egyes feladatait nem lehet teljes egészében logikai tor-
vényekkel formalizdlni. Ekkor az el6bbi algoritmussal kapott megoldasok koziil a fela-
dat szovegének nem formalizdlt részei alapjan kell kivalasztani a fejtéré megoldédsat.

13.5. A MASIK MODSZER

Smullyan néhidny feladatdban nem csak egyetlen ismeretlen részformula van, ha-
nem tobb, rendszerint ketté. Ekkor az el6zé moédszer — amelyben elkiilonitjiik az

ismeretlen részformuldt, és bizonyos korlatokat hatirozunk meg szimira — nem
miikodik.



A 13.3. lemma értelmében tetszbleges formula felirhaté kijelentésvaltozdk logikai
kombindcidjaként. Azt, hogy melyek ezek a kijelentésvaltozok, a formula szekvent-
kalkulusbeli bizonyitasa soran nyert levélszekventek hatarozzak meg.

Tegyiik fel, hogy a feladat formalizaltja n darab ismeretlen formulat tartalmaz,
és a 13.5 formuldban tovabbi m darab kijelentésvaltozé szerepel! Az ismeretlen for-
muldkat fliggetlen atomi formuldknak tekintve az n + m darab kijelentésvaltozénak
megfeleléen az eredeti formula igazsdgtébldja 2™ sorbél éllna.

Ezt a 2"t értéket rendezziik el egy 2™ sorbol és 2™ oszlopbdl 4llé tdblazatba,
ahol a sorok az ismert kijelentésvaltozok, az oszlopok az ismeretlen formuldk egy-egy
értékelésének felel meg.

Tegyiik fel, hogy az ismeretlen formuldk a kijelentésvaltozok logikai kombinéciéja.
(Ellenkezd esetben ez elérhetd tovabbi kijelentésvéltozdk bevezetésével.)

Ez azt jelenti, hogy kijelentésvaltozok tetszoleges értékelése esetén, mivel az ere-
deti formula érvényes volt, a tablizat adott értékeléshez tartozé sora tartalmaz igaz
értéket (egyest). Ezért minden sorbdl vélasszunk ki egy-egy egyest. Tekintsiik azokat
a kivalasztott egyeseket, melyek olyan oszlopokban vannak, ahol a megkonstrualandé
formula igaz értéket vesz fel. Az ezekhez az egyesekhez tartozé sorok értékelése alapjan
az elbbihez hasonlé médon konstudljuk meg a keresett formuldt. Osszefoglalva a
moédszer 1épései a kovetkezok:

1. A kijelentésvaltozok meghatarozdsa.
2. A tabldzat feltoltése és minden sorbdl egy egyes kivalasztasa.
3. Az ismeretlen formuldk meghatdrozdsa a tablazat alapjan.

A konstrukcié 1épéseibdl adédik, hogy a feladat formalizaltja valamely Y formula

esetén érvényes, a médszeriink meghatdrozza ez a formulat, feltéve ha az Y-ban sze-

repl6 nulladfoku formuldk szerepelnek a sorokat meghatdrozé formuldk kozott.
Tekintsiik jra a mar vizsgalt két szolga feladatat! Itt a

(T, = —T}) D (C,Y D D) A (C,~Y D =D) (13.12)

formula a fejtérd formalizaltja, ahol Z a keresett formula. Mivel csak egy ismeretlen
formuldnk van, a tablizatnak két oszlopa lesz, az elsében az Y formula igaz, mig
a masikban hamis. A két 6ér tipusa és ajtok szerepe alapjan nyolc értékelést kell
megvizsgalni, és Gsszesen tizenhat esetben kell kiszadmolni a 13.12 formula értékét
(13.4. dbra). A téblazat négy sordban tobb egyes is taldlhatd, ekkor tetszés szerint
valaszthatunk az egyesek koziil, s igy kapjuk meg a kordbban is emlitett 16 megoldast.

T, |T,|D|(Z=1)|(Z=0)
1 [1]1 1 1
1[1]0 1 1
1]0|1 1 0
1{ojo| o 1
0|11 0 1
0|10 1 0
0|01 1 1
0]0]|0 1 1

13.4. dbra. ,A szabadsig ajtaja” masik fajta igazsagtdablaja.



A médszert jobban megismerhetjiik, ha egy t6bb véltozét tartalmazé feladatot
oldunk meg, mint példaul [41] 173. feladatét:
A ,Ha P, akkor Q” allitis megforditasa a ,Ha @, akkor P” dllitas. Van két
allitasunk, X és Y, amik egymds megforditasai, és olyanok, hogy
1. Egyik sem kévetkezik a masikbol.
2. Ha egy erdélyi allitja valamelyiket, akkor ebbél kévetkezik, hogy a masik
igaz. Tudna két ilyen dllitast mondani?
Sokkal jobban jarunk, ha a keresett formuldink fiiggetlenek, ezért az ismeretlen alli-
tasok eléfeltételeit illetve kovetkezményeit jelolje az X és Y, igy a keresett két dllitas
az X DY ésY D X lesz.
A példa els6 feltétele nem fejezhet6 ki érvényes formuldval, ezért ezt a rejtvény for-
malizaldsakor figyelmen kiviil hagyjuk, s majd csak a kapott eredmények ellenorzésekor
vessziik figyelembe, minden megolddst megvizsgalunk, teljesiti-e a feltételt vagy sem.

(X =1) (X =0)
Vo |M,| Y=1 | (Y=0) Y=1 | (¥Y=0)
1] 1 1/ 0 0 1
0| 1 1 1 1 1
1l o 1 1 1 1
0] 0 1 0 0 1

13.5. dbra. A 173. feladat igazsdgtablaja.

A 13.5. dbra tablazatanak soraiban rendre 2, 4, 4 és 2 egyes talalhatd, igy 2x4x4x2 =
64 esetet kell megvizsgélni, hogy teljesiil-e rd az elsd feltétel. Ezeket a vizsgédlatokat
az olvaséra bizzuk, mi most csak egy megoldast vizsgalunk meg alaposabban. Azokat
az egyeseket valasszuk ki, melyek meg lettek jelolve! Az X formula meghatdrozdsihoz
azokat a kivalasztott egyeseket vegyiik figyelembe, melyek az X = 1 oszlopaban
taldlhatoak. Magyarul az els6 és masodik sorrdl van szd. Az ezekhez a sorokhoz tar-
tozd értékelések alapjin az X formula a (V, A M,) V (=V, A M,) alakot 6lti, ami
nem lesz mas, mint az M, formula. Az Y meghatdrozdsihoz hasonlé médon, azokat a
kivalasztott egyeseket kell figyelembe venni, melyek az Y = 1 oszlopaban talalhatéak,
magyarul az els6 és a harmadik sorban szerepl6 egyesekrol van sz6. Innen az Y for-
muldra a (V, A M,) V (Vo A =M,) formula adédik, ami nem més, mint a V,, formula.
Ezek alapjan a fejtorében keresett két mondat a kévetkezd: ,Ha vampir vagyok, akkor
oriilt vagyok.” illetve ,,Ha Oriilt vagyok, akkor vampir vagyok.”

Smullyan kényve olyan feladatokat is tartalmaz, melyben nem csak egy, hanem
tobb kérdést is fel kell tenni, hogy a feladatot megoldhassuk. Az emberek szamara
ez stratégia kidolgozasat igényelné. A most ismertett mddszer képes ilyen feladatok
megoldésara is:

Egy masik alkalommal a lovagok, 16k6t6k és normalisak egy masik szigetére
latogattam. Elterjedt az a hir, hogy a szigeten arany van, és szerettem volna
kitaldlni, hogy tényleg van-e. A sziget kirdlya, aki lovag volt, kegyesen bemu-
tatott harom bennsziilttnek, A-nak, B-nek és C'-nek, és elarulta, hogy legfel-
jebb az egyikiik normalis. Megengedte, hogy feltegyek két igen-nem kérdést,
akinek csak akarok.



Ki lehet-e talalni két kérdéssel, hogy van-e arany a szigeten?

Ha valaki eddig a 125. feladatig eljut [41] olvasdsa kézben, mar tudja, hogy a normé-
lisak megbizhatatlanok, és az els6 kérdéssel az kell tisztdzni, hogy ki normadlis és
ki nem, majd ezutdn a masodik kérdés az egy szolga feladatdnak megoldasdhoz fog
hasonlitani.

A mddszeriink viszont ilyen meggondoldsokra nem képes, ezért masképp kell a
feladathoz fogni. Mivel a fejtoré szimmetrikus, az elsé kérdést barkinek fel lehet tenni,
mondjuk tegyiik fel A-nak. Az A viélasza alapjan kell majd kivédlasztani, hogy kinek
tessziik fel a masodik kérdést, és az arra kapott vélasz alapjan kellene eldénteni, van-e
arany a szigeten. Valasszuk meg a mésodik kérdést ugy, hogy a valasz r4 pontosan
akkor legyen igen, ha van arany a szigeten.

Jelolje az X formula az elsé kérdést. Ha erre a kérdésre igen valaszt kapunk, akkor
mint kordbban a C,X formula igaz lesz. Ha (az Y kérdésre adott) masodik vélasz is
igen, akkor a szigeten van arany (jelolje ezt G). Mindez a C, X AC,Y D G formuldval
irhat6 le. Ha a masodik valasz nem, akkor nincs arany a szigeten: C, X AC,—Y D —G.
Hasonlé médon fel lehet irni azt is, hogy az els6é nemleges vélasz utidn a mdsodik
valasz igen vagy nem lesz, de ekkor az Y helyett W-t kell irni, mert egyaltalan nem
biztos, hogy ekkor is ugyanazt kell kérdezni.

Az egész feladat formalizaldsdhoz sziikséges még annak kifejezése, hogy legfeljebb
egy normalis van koztiik, vagyis minden esetben legaldbb ketten nem normélisak:

(=Na A =Np) V (=N A =N.) V (=N, A =N,)

Az elébbi és a 9.1 formula konjunkcidjat jelolje M, s ekkor a feladat formalizaltja a
kovetkezo:

(MAC,X D (C.Y D G)A(CamY D =G))A(MAC~X D (C,W D G)A(C,=W D =G))

Ebben a formuldban még x és y helyére a-t, b-t vagy c-t kell helyettesiteni, annak
megfeleléen, hogy a mésodik kérdést kinek tessziik fel. Osszesen kilenc esetet, kellene
megvizsgalni, 4m mi megelégsziink az x = b és y = ¢ valasztassal (13.5 dbra). Ekkor a
feladatunk téblazatdnak minden sora tartalmaz egyest, igy a feladat azon kérdésére,
hogy két valasszal kideritheto-e, hogy van-e arany a szigeten, igen a vélasz. FEzek
alapjin az els kérdést az A személynek kell feltenni, és ha 6 igenld valaszt ad, akkor
B-t kell tovabb faggatni, kiilonben C-t.

Természetesen benniinket nem csak ez érdekel, hanem maguk a kérdések is. Miutan
a feladat kitlizére soran semmilyen korlatozé feltétel nem keriilt el6, az egyesek tet-
sz6leges kivalasztdsa megoldast ad, melyek kozdtt nagyon bonyolultak is akadnak.
Ha a megjelolt egyeseket valasztjuk ki, akkor viszonylag egyszerti kérdéseket kapunk
eredményiil:

X: T, = N., ,On akkor és csak akkor lovag, ha C' normalis?”

Y: T}, = G, ,,On akkor és csak akkor lovag, ha van arany a szigeten?”

W: T, = G, ,On akkor és csak akkor lovag, ha van arany a szigeten?”
A megoldas helyességének ellenérzését az olvaséra bizzuk.

A maésodik mdédszer (jellege kovetkeztében) konnyedén programozhaté. A szerzd
Prolog nyelven implementélta az algoritmust a kordbbi fejezetekben vizsgalt logikai
nyelvek egy részére [4].
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13.5. abra. A 125. feladat megoldésa.



C,A ALAKU ERVENYES FORMULAK

Smullyan fejtéréiben egy-két révidke &llitasbol messzemend kovetkeztetéseket von-
hatunk le a fejtord szerepldirdl. Eppen ezért felmeriilt az a kérdés, hogy vannak-e
olyan allitdsok, melyekbdl semmit sem tudunk meg az allitast tevé személyekrél. Ezt
gy is meg lehetne fogalmazni, hogy melyek azok az &allitdsok, melyeket mindenki
mondhat, illetve, hogy mely A allitdsokra érvényes a C, A formula.

Ebben a fejezetben a kordbban ismertetett nyelveink egy-egy résznyelvével fog-
lalkozunk, ehhez adunk meg szemantikdt. A résznyelveket gy konstrudljuk meg,
hogy kijelentéslogikai nyelveknek is tekinthetjlik azokat, igy az eredeti kérdést egy
egyszerlibb problémara vezetjiik vissza.

14.1. LOVAGOK ES LOKOTOK

Ha az 5.1. definiciébdl elhagyjuk az F5. pontot, azaz a formuldkban nem szerepelhet
az F,, akkor az F, = —T, ekvivalencidnak készonhet6en 1ényegében tovabbra is az
Lt nyelvet kapjuk vissza. Ha viszont az F6. pontot is elhagyjuk, azaz nem szerepel-
hetnek C, B alaki részformuldk a formuldkban, akkor mar egy més nyelvhez jutunk,
amelyet jeloljon az £'. Az £' formuldinak halmazat jelolje F'. Ha az £!/ nyelv ki-
jelentéslogikai véltozdéinak a halmazat az S jeloli, akkor az £’ nyelv tekinthetd egy
olyan kijelentéslogikai nyelvnek, amely kijelentésvaltozéinak S’ halmaza nem més
mint S U {T,|z € P}. Definidljunk egy F — F' leképezést a kdvetkezSképpen:

A A

Qi Qi

T, T,

-B -B’
(BAC) | B'AC
(BvC) |B'v(C
(Bo>C) |B' >
(B=C) |B'=C"
c,B |T,=B

ahol @Q; € S,z € P és B,C € F.

14.1. TETEL. Az A LY -formula pontosan akkor érvényes, mikor az A' L'-formula
érvényes.

BizoNyiTAs. Kénnyedén megmutathatd, hogy az A és A’ £tf-formuldk ekvivalensek.
A formula foka szerinti induktiv bizonyitast kell alkalmazni. Az egyetlen problematikus
eset a C,B, am a 13.1. lemma bizonyitdsdban méar szerepelt, hogy C,B = (T'z = B),
és az induktiv feltevés szerint B = B'. Ezek alapjdn, ha A érvényes formula, akkor
A is.

Az Lt nyelv ¥ értékelése tekinthet az £' kijelentéslogikai nyelv értékelésének
is, csupan le kell sziikiteni az értékelést az F' formulahalmazra. Ugyanez forditva
is megy, mert az £’ nyelv egy értékelése egyértelmiien kiterjeszthetd az £ nyelv
egy értékelésévé, ugyanis a dg és a Jp illetve Jdg kozott egyértelmii megfeleltetés
1étesithetd.



Tehét ha az A’ £ -formula érvényes, azaz ha minden ¥ értékelésben igaz, akkor
mivel tekinthetd £'-formuldnak is, és ugyanezek az értékelések tekinthetéek L' nyelv
értékeléseinek, az A" L'-formula is igaz lesz minden modellben, igy érvényes. -

Ezek alapjan ha az £/ nyelv érvényes formuldit keressiik, akkor azok csak olyan
formuldk lehetnek, melyeknek képei is érvényesek. A leképezésiink nem bijektiv, mert
példdul C,B és T, = B képe is ugyanugy T, = B’, tovdbbd —T, és F, képe is
egybeesik. Viszont csak ilyen tipusi formuldk képe eshet egybe, ezért £/ minden
tovabbi érvényes formuldjat megkaphatjuk, ha az £’ nyelv A érvényes formuldiban
a =T, /T, = B alaku részformulék helyett F,/C,B részformuldkat irunk, Ha példdul
az A érvényes L'-formula a T, = ((I, = B) = B), akkor ebben a két lehetséges
helyettesitést kihasznalva harom tjabb érvényes £ formulat kapunk: T, = (C,B =
B), Cc,((T, = B) = B) és C,(C, B = B).

Nézziink meg par specidlis szerkezetii megoldast! Mivel a csak ekvivalenciat tar-
talmazé kijelentéslogikai formuldk pontosan akkor érvényesek, ha benniik minden
predikdtum péros szamszor fordul el6, a kovetkez6 formulak érvényesek:

L c

T, =T, C.T

T,=T,=T C:Cp T

T,=T, =T, =T, C.C.Cy T
C,CyC, T,

T, =T, =T, =T, =T CzCyCyCyT
CzCyC,Cy T
CzCyCyCp T

A tablazat persze a vég nélkiil folytathaté. A tablazatban taldlhaté els6 két formula
alapjan mindenki allithatja magardl, hogy 6 lovag, illetve hogy 6 mondhatja azt, hogy
,kétszer kettd négy”. Tovabba a C,—F, L!f-formula is érvényes lesz, azaz mindenki
tagadja, hogy 6 16k6t6 lenne.

Altaldnosan ha T, = B érvényes formula, akkor C, A érvényes, ha A' = B

14.2. LOVAG-LOKOTO VARIANSOK

Baal szigetén, a farkasemberek kozott, az el6bbi mondatok mind elhangozhatnak,
illetve a ldddkra keriilhetnek, mert az azok fejtorsit leiré nyelv az L bévitése, az
abban érvényes formuldk itt is érvényesek. (A 1ldddkon valéjdban nem az fog szerepelni,
hogy ,En lovag vagyok.”, hanem hogy , Ezt a ladikat a Bellini csaldd egyik tagja
készitette.”)

Tovabbi megolddsokat kapunk, ha a nyelvnek megfeleléen tjradefinidljuk az £’
nyelvet, és mondjuk Baal szigetén legyen &' = SU {T,|z € P} U {M,|z € P}.
A leképezést itt annyiban kell béviteni, hogy M, képe legyen M,. A kordbbi tétel
variansa ezekre a nyelvekre is igaz lesz.



14.3. ERDELY

Az L™ nyelv esetén a beldle szarmaztatott £’ nyelv kijelentésvédltozdinak a halmaza
a kovetkezéképpen frhaté fel: ' = SU{M,|z € P} U{V,|z € P}.

A leképezést értelemszertien kell megvéltoztani, azaz a T, pontot toérdlni kell,
hozza hasonlé M, és V, pontokat pedig a helyére irni. A C, B formula képe most az
(M, =V,) = B' formula lesz. A el6z6 tétel megfelel6jének a bizonyitdsa hasonldéan
megy, mint kordbban, csak a C,B = (B = (V,, = M,,)) Osszefiiggésre kell hivatkozni.

Az érvényes formuldk generdlasa is pontosan gy megy, mint kordbban, azaz az
érvényes L'-formuldk (M, = V,) = B részformuldit kell helyettesiteni a C,B for-
muldval. Ennek alapjin az a legrévidebb érvényes C, A alakd £™-formula esetén az
A’ az M, =V, formula, és eszerint minden erdélyi mondhatja, hogy & pontosan akkor
vampir, amikor 6riilt, vagy Smullyan terminolégidjat hasznalva, hogy 6 megbizhatd.

14.4. SUBIDU ES SUBIDAM

Az L' logikai nyelvben ha kiilon-kiilén tekintjiikk a hétfén mondhatja, kedden mond-
hatja,. . . szombaton mondhatja modalis operatorokat, akkor ezek olyanok, mint az £t/
logikai nyelv mondhatja operatora. Hétfén, kedden és szerdan az, akire az U, teljesiil,
viselkedik gy, mint a lovag és akire az L, teljesiil, viselkedik igy, mint a 16k6t6; mig
csiitortokon, pénteken és szombaton pedig forditva.

Az £ nyelvre kapott eredmények ezért adaptalhatéak itt is. Ha az U, = —L,
érvényes formulat felhasznéljuk, akkor az érvényes L' -formuldk U, = B részformulait
ChB-re, C¥B-re és C2B-re, illetve a ~U, = B részformulait C¢B-re, CPB-re és CZB-
re, lecserélve 1jabb érvényes formuldkat kapunk. Mivel vasarnap mindegyikiik igazat
mond, ha B érvényes £L'-formula, akkor CY B, CYCYB, CUCUCYB ... is érvényes formula
lesz. A legrévidebb ,,mindenki mondhatja” formuldk a kovetkezdk: ChU,, CkU,, c3U,,
C¢L,, CPL,, CzL, és C2T. Ennek alapjan a hét hdrom elsé napjan mindkét testvér
mondhatja, hogy 6 olyan, mint az Egyszarvd, a hét kévetkezé hdrom napjan mind-
kett6 mondhatja, hogy 6 olyan, mint az Oroszlan és vasarnap mindketté mondhatja,
hogy , kétszer ketté négy”.

Van-e viszont olyan formula, amit mindegyikiik mindennap mondhat? Ha az A
formuldt hétfén és csiitértokon is mondhatja mindenki, akkor a ChA és C¢ A formula
is érvényes, ezért a tétel alapjan U, = A’ és -U, = A', azaz —(U, = A') is érvényes,
am ez lehetetlen, igy nincs olyan mondat, amit minden nap mondhatnanak.

14.5. LOVAGOK, LOKOTOK ES NORMALISAK

Az eredeti kérdésre konnyt vélaszolni. Mivel a normdlisak mindent mondhatnak, igy
azt is, amit a lovagok és 16k6t6k egyarant mondhatnak.

Ha viszont a lovagok és l6kotok esetén ismertetett modszert szeretnénk adaptalni,
akkor nehéz dolgunk lesz.

Az F' formulahalmaz és az £ nyelv definicidjakor csak a C, B formuldra vonatkozd
F6. pontot hagyhatjuk el. A leképezés definicidjat ki kell egésziteni a T, ponthoz
hasonlé F, és N, pontokkal. A C, A formula képe pedig legyen (T, AA)V(F,A-A)VN,.

Mig az L£1/™ szemantikdjéban T,, F, és N, logikai értéke nem volt fiiggetlen
egymastodl, az L' kijelentéslogikai nyelv szemantikdjaban ugyanezen kijelentésvalto-
zoknak mar fiiggetlenek a logikai értékei. Ezért az el6bbi tétel az eredeti formdjaban
nem alkalmazhatd, tehét legyen Z a 9.1 formula!



14.2. TETEL. Az A Lt"-formula pontosan akkor érvényes, mikor az Z O A' ['-
formula érvényes.

BizoNyiTAS. Induktiv definiciéval beldthaté, hogy az A = A’ £t/"-formula érvényes.
A legnehezebb pont itt is az dllitast a C, A alakd formuldkra beldtni. Mint kordbban,
most is a 13.1. lemmaéra kell hivatkozni.

Az L™ nyelv egy 9 értékelése alapjan megkonstrualhaté az £' kijelentéslogikai
nyelv egy ¥ értékelése gy, hogy az L' nulladfoki formulai pontosan akkor legyenek
igazak 9¥'-ben, mikor ¥-ban. Ugyanez forditva is érvényes, azaz £’ minden olyan '
értékeléséhez, mely Z-t kielégiti, megkonstrudlhaté L™ egy ¢ értékelése, hogy az
L' nulladfokd formuldi pontosan akkor legyenek igazak ¢'-ben, mikor 9¥-ban. Ekkor
induktiv bizonyitassal belathatd, hogy az L'-formuldk egyszerre igazak vagy hamisak
¥ és ¥ értékelésben. A Z formula érvényes az £ nyelvben, ezért az A £!/"-formula
pontosan akkor érvényes, amikor a Z D A formula érvényes. Ha a Z D A £!/"-formula
egy valamely ¥ értékelésben igaz/hamis, akkor (Z D A)', azaz a Z D A’ Lt/"-formula
is igaz/hamis a 1 értékelésben, igy igaz a hozza konstrudlt ¢’ értékelésben is. Forditva,
ha a Z D A’ £'-formula igaz/hamis, akkor a Z D A’ L/ "-formula, s Z érvényessége
miatt az A’ formula is igaz/hamis, de A = A', igy A is igaz/hamis. =

Ezek alapjan az L™ érvényes formuldit gy generdlhatjuk, hogy azokban az A
L'-formulédkban, melyre Z D A érvényes, a (T, A B) V (Fy A ~B) V N, részformuldkat
C. B-re cseréljiik.

14.3. MEGJEGYZES. Subidam, Subidu és Subidi térténeteit leiré £ nyelvnél is ha-
sonlé mdédszereket kell alkalmazni. Az eredeti kérdésre viszont e nélkiil is valaszolha-
tunk, hasonléképpen, mint most. Mivel Subidi mindig hazudik és se nem oroszldnszerti,
se nem egyszarvuszer(, a tesvéreivel egyiitt mondhatja a hét elején, hogy 6 egyszarvu-
szerl, a hét kézepén, hogy oroszldnszeri. Vasdrnap 6 tovdbbra sem mondhat igazat,
eltéréen testvéreitdl, de mivel a nyelv boviilt, mindhdrmdéjuk mondhatja vasarnap,
hogy 6 biza nem Subidi (az a 16két6). A harmadik testvér megjelenése ellenére sincs
olyan mondat, melyet barmelyikiik a hét barmely napjan mondhatna.

14.6. NEMAK

Ko6nnyedén valaszolhatunk az eredeti kérdésiinkre akkor is, ha a vizsgélt nyelv némékat
is tartalmaz. Mivel a némdak egyetlen egy allitdst sem mondhatnak, igy nincs olyan
mondat, amit mindenki mondhatna.

Ha a nyelv logikai torvényeit keressiik, akkor az £1/" vizsgalatakor kdvetett méd-
szert kell Gjra alkalmazni. Az igazmonddk és hazugok nyelvét hasznélva elsd esetben
(lovagok, 16k6t6k és némék lefrasakor) C, B képe a (I; ABA—H,)V (Hy A—mBA-IL)
lesz. A nyelv érvényes formuldit gy generalhatjuk, hogy azon A L'-formuldkban,
melyre Z D A érvényes a (I, ABA—H,)V (H, A—B A—I,) részformuldk helyére C, B
formulat helyettesitiink, ahol Z a 12.1 formula.

A masik esetben (lovagok, 16k6t6k, normélisak és némak leirdsakor) C, B képe a
(I N\BN—-H,)V (Hy AN=B A1)V (I, AN ~H,) lesz, és Z-re nincs sziikség. Ekkor
a nyelv érvényes formuldit gy generalhatjuk, hogy az érvényes L'-formuldkban a
(I. \BAN-H,)V (H, N=BA-I,)V (-1, A —H,) részformuldk helyére C, B formulét
helyettesitiink.



Természetesen miutdn megoldottuk az eredeti feladatot, felvetédik egy masik
kérdés is. Mivel egyes feladatokban bennsziilttként emlegetik a szigetlakdkat, a kérdés
az, hogy van-e olyan mondat, melyet senki sem mondhat, azaz van-e tabu a bennszii-
16ttek szamara. Matematikus megfogalmazasban ez a feladat gy fest, hogy mely A
formuldkra érvényes a —-C, A formula. Ennek a feladatnak a megolddsat a fejezetben
ismertett eszkozrendszer birtokdban mar az olvaséra bizzuk.



EGY ALKALMAZAS

Ebben a fejezeben felvdzoljuk a koradbban ismertett nyelvek egy alkalmazasat.

15.1. UGYNOKOK

A mesterséges intelligencia kutatdsoknak jelenleg viragzo teriilete a kiilonféle ligyno-
kok, agensek vizsgédlata. Ezek az ligynokok lehetnek testileg is létez6 6ndllé robotok,
de lehetnek csupan szamitégép-programok is. Az ligynok egyik fontos tulajdonsédga,
hogy kapcsolatban &4ll a kérnyezetével, onnan adatot gyujt, amit majd feldolgozott
forméban megoszt tarsaival. Kordbban az 1 MHz-es hézi szdmitégépek 300 bit/s
sebességli modemeken keresztiil kommunikaltak. Jelenleg az 1 GHz-es szamitégépek
56 kbit/s modemeket haszndlnak ugyanerre, bar mobil kommunikacié esetén ez 9600
bit/s sebességre korldtozddik. Innen is lathat6, hogy rendszerint a kommunikécids
csatorndk jelentik az ilyen rendszerek sziik keresztmetszetét, ezért meg kell , gondolni”,
hogy mi az, amit mindenképp kozolni kell a tobbiekkel, és mi az, amit csak tarolni
kell.

Murphy torvénye szerint egyszer minden elromlik, s most ezt a tényt alkalmaz-
zuk az tigynokokre. Két fajta hibat kiilonboztetiink meg. Az elsében az iigynok
megbizhatatlan, azaz idonként valétlant is allithat. A masik fajta hibas ligynok izem-
képtelen, azaz nem allit semmit.

15.2. SZINTAXIS

A jobb érthet6ség kedvéért bevezetiink egy egyszerii példat. 2001-ben mi lehetne
jobb példa, mint par mesterséges intelligencidval rendelkezd, vildgtirben taldlhaté
szamitogép? Legyen adott nyolc miithold a Fo6ld koriil ugy, hogy a miiholdak egy
képzeletbeli kocka csicsaiban helyezkedjenek el, és csak a k6zos élen fekvé mitholdak
tudjanak egymaéssal kommunik&lni.

f
15.1. abra. Muholdak a Fold kortl.

Tegyiik fel, hogy a miiholdaknak véges sok eseményt kell kovetniiik, melyeket a
Q1,- - ., @, kijelentésvaltozdkkal jeloliink. Azt, hogy az adott esemény teljesiil-e vagy



sem, a megfelel6 kijelentésvaltozé igaz vagy hamis értéke jelzi. A {6ldi dllomés (o)
csak az a és b mitholdak adasat képes venni. Epp ezért a Foldon rendszerint csak
kozvetett informéciot kapnak kézhez. Mivel nem mindegy, hogy az adott informécié
milyen tton jut le a Foldre, minden atjatszédllomdas hozzafiizi az lizenethez, hogy
kitol hallotta. Példaul egy ilyen tizenet lehet: az a jelenti, hogy a d jelentette, hogy a
h jelentette, hogy Q1 teljesil. Mire egy ilyen lizenetet az ember végigolvas, az elejét
mar el is felejti. Tébbek k6zott ezért is formalizdljuk. Arra, hogy az x miihold az A
iizetenet jelenti, haszndljuk a S, A formuldt! Az iizenetek halmaza pedig tartalmazza
a kijelentésviltozdkat, és legyen zart a mond modélis operatorral

e h

f g

15.2. dbra. Kommunikécids csatorndk.

Ezzel az el6bb szerepld lizenet a S,S4S, @1 formaban irhaté le. A miiholdak allapotra
is hivatkoznunk kell, ezért jelolje T,, N, és M, rendre azt, hogy az x mihold meg-
bizhaté ( azaz hibédtlan), megbizhatatlan, illetve hogy tizemképtelen.

Az elébbi jelolésrendszer nem véletleniil ismer6s. A megbizhaté miiholdak mindig
igazat jelentenek, a megbizhatatlanok néha jelentenek valds és néha jelentenek valétlan
dolgokat, az lizemképtelenek meg nem jelentenek semmit, tehat a lovagokra, a nor-
malisakra és a némédkra hasonlitanak a miiholdjaink. Ezekkel a tipusokkal az L£t/"™
nyelvben mér taldlkoztunk, csak ott volt F, is. A gyakorlatban viszont nincs olyan
szerkezet vagy program, amely dllandéan az igazsig tagaddsat mondand. (Ez a mon-
dat azért ilyen nyakatekert, mert egy pontatlan éra példaul dllandéan hazudik a pon-
tos id6rdl, mégsem tekinthetd 16kotének.) Elvileg az £17™™ nyelv is megfelel lenne a
miiholdak és iizeneteik leirasara, &m ekkor minden formulandl kiilén jelezni kellene,
hogy a miitholdak egyike sem hazug. E helyett inkabb egy ujabb nyelvet konstrudlunk.
A nyelv formuldinak és szemantikdjanak definiciéja igencsak hasonlit az £ nyelv
megfelel$ definicidihoz, ezért most nem irjuk le. Viszont megadjuk az ehhez a nyelvhez
tartozo szekventkalkulus szabalyat:

T.,,A,' -0 ; N,;,, I -0

S: AT — 0O
A szabdly szerint akkor jelenthet valamit a miihold, ha megbizhatd, és az adott
esemény igaz, vagy ha megbizhatatlan. A szekventkalkulus helyességének és teljességé-

nek bizonyitasa és ez utobbihoz sziikséges Z formula megkonstrualdsa a korabbiakhoz
hasonléan torténik, ezért most itt nem irjuk le.

094)



Minden miithold meghibdsodasanak van valamilyen, dltalaban kicsi valdszintiisége.
Ha a meghibdsodasokat fiiggetlen eseményeknek tekintjiik, akkor az egyiittes meg-
hibasodasok esélye egyre kisebb és kisebb lesz. Ezért gyakorlatilag ki lehet zarni,
hogy a miiholdak jelentds része hibas legyen. Példaul az egyik tavkozlési szervezet 10
miitholdja mellett két tartalék kering a Fold koriil, és tovabbi kettd var a fellovésre.

Ha megengedjiik, hogy a nyolc miitholdunk koézil kett6 elromoljon, megvan az
esélye, hogy az a és b miihold megbizhatatlanna valjék, és ekkor hidba kapjuk az
lizenetek tucatjait, semmilyen kovetkeztetést nem vonhatunk le bel6liikk. Ezért fel-
tessziik, hogy a nyolc mithold koéziil legalabb hét megbizhatd, és egy feladaton belil
egyetlen muhold allapota sem valtozik meg. Ezt a feltételt a kovetkez6 formuldval
adhatjuk meg:

Ty AT. ATsAT. ATy AT, AT
To ATy ATy AT ATy AT, ATy,
To ATy ATo ATy ATy ATy AT,
T ATy AT. ATy AT. ATy AT,

(ToNT-ANTaANTe AT NTy NTy)V
To ATy AT AT NTp ATy ANTw)V (15.1)
(To ATy AT ATy AT, ATy ANT) ’
( )

(
(
( Vv
( ToNTyANTeNTaANTe ATy AT,

< < < <

15.3 EGYSZERU FELADATOK

Tegyiik fel, hogy a foldi allomds az S,S.Q)1 és az SpS;Q) lizeneteket fogta, azaz két
kiilonbo6zé forrasbdl is ugyanazt az informéciét (@) kapta. Mire lehet ebbél kovet-
keztetni? Az 15.3. dbra bizonyitasbdl lathaté, hogy az kapjuk, hogy ekkor @1 igaz.
Ez pedig a régi igazsagot latszik bizonyitani, hogy ha valamit mar ketten mondanak,
akkor az gy is van. A bizonyitas Gsszes szekventjének bal oldalat ki kellene egésziteni
az 15.1 formulaval, de hely hidnydban nem tettiik, s6t a szekventeknek is csak azt a
részét irtuk fel, amely sziikséges a bizonyitds megértéséhez. A bizonyitdsban { jeloli
azokat a levélszekventeket, melyek az 15.1 vagy a korabbiakhoz hasonléan generdlhaté
Z formula felbontasaval vélnak axiémava.

| T..01, 70,8501 > Q1|

| T7QuTh N T = Q1|

| tNATNAT = Q0 || || Tn@uTiNa o Q]
Ty,8;Q1, No, Tu = Q1 [ N TN Q|

| NN T2 Q| T}, 87Q1, Na = Q1
Ne,To,8p8;Q1 — Q1 ‘ T Np, Na,SpSpQ1 — Q1 ‘
T6,8:Q1,887Q1 — Q1 Na,SpSrQ1 — Q1

SaSteasbeQl — Ql
— SaSte A SbeQl D Ql
15.3. dbra. Két fliggetlen forrasbdl szarmazé azonos iizenet.



Ha a két lizenet S;S.Q1 és 5,545, Q1 lett volna, akkor ebbdl a két iizenetbdl még
nem kovetkezik, hogy @ teljesiil (15.4. dbra) Nem irtuk le az egész bizonyitdst, csak
a kritikus dgat. Ebben az esetben egy forrasbdl (az a miiholdtdl) kaptuk mindkét
informdciét, s nincs kizarva, hogy az a megbizhatatlan.

‘ Na_>Q1 ‘

Na: SanSth — Ql

SaStea SanSth — Ql
— SaSte A SanSth D Ql

15.4. édbra. Két fiiggd forrasbdl szarmazéd azonos iizenet.

Erdekesebb a helyzet, ha két forrasbdl két egyméasnak ellentétes értelmi allitast
kapunk, mondjuk a S,S.Q1 és SpSy—Q1 lizeneteket (15.5. dbra). Ha azokat a szekven-
teket tekintjiik, melyek még nem axiémak, akkor mindegyikiik kozos tulajdonsaga,
hogy bal oldalukon az szerepel, hogy a feladatban megemlitett valamelyik miihold
megbizhatatlan. Ennek alapjén az N,V N,V N,V Ny formula irhaté a kérddjel helyére,
mert ez a kovetkezménye a feltételeknek.

Ha az el6bbi két lizenetet kiegészitjiik a S,S40Q2 és SpS.Q2 lizenetekkel, akkor
tudni fogjuk, az elsé példankhoz hasonléan, @5 teljesiil. Mivel kordbbrdl tudjuk, hogy
a hibds, pontosabban a megbizhatatlan miihold az a, b, e és f miiholdak egyike, igy
a ¢ és a d mihold csakis megbizhaté lehet.

Ha az utolsé tizenet a SpS.—(@)2 lett volna, akkor nem tudndnk bizonyitani a Q)
teljestilését, viszont az kideriilt volna, hogy a megbizhatatlan miihold csakis az a vagy
a b lehet.

Ezek utdn tavolodjunk el a Foldtol, és nézziik meg, mire a képesek a miiholdak!

15.4 HIBADETEKTALAS

Sok kérdés felmeriilhet a miholdakkal kapcsolatban, &m mi most csak arra kon-
centrialunk, hogy hogyan tudja egy miihold informdlni a f6ldi személyzetet arrdl, hogy
0, vagy egy méasik miihold elromlott; valamint mennyire tudja ezt eltitkolni.

Az lizenetek definicidja alapjan miiholdjaink egyszerii dtjatszéallomasként miikdd-
nek, mert foldi megfigyelés mellett csak a tobbiek iizeneteit tovabbithatjdk. Ha az a
miithold megbizhatatlannd valik, akkor két lizenettel be tudja 1atni, hogy vagy 6, vagy
egy szomszédja megbizhatatlan: S,S4Q1 és S,Sq¢—Q1. Ugyanezt egy masik szomszédra
is eljatszva, négy iizenettel megmutathatja, hogy megbizhatatlan. Ha az a és b miihold
nem csak a tébbiek {izeneteit sugarozza a Foldre, hanem f6ldi megfigyeléseket is végez,
ugyanerre két egymasnak ellentmondé megfigyelés is elegend6: S,Q1 és S,—Q1. Az a
mithold azt nem tudja elérni, hogy a Fo6ldén 6t mindenképp megbizhaténak tartsak,
hasonldéan [41] 100. vagy 106. feladatdhoz, 4m igen sokdig kétségben tudja tartani a
foldi személyzetet, hogy melyik miihold is hibéas.

Ha az a miihold mindenképpen el akarja titkolni megbizhatatlansigit (nehogy
kivonjdk a forgalombdl), és csak valds allitasokat tovabbit (azaz csak névleg meghiz-
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15.5. dbra. A Két ellentétes uizenet.

hatatlan), akkor nem lehet rébizonyitani megbizhatatlansigdt. Ha viszont egyszer
mér elszélta magdt, azaz valétlan megfigyelésrol adott hirt, akkor a b mihold a
valés megfigyelést tovabbitva, az tizenetekben szereplé miholdakra tudja leszikiteni
a megbizhatatlanok korét, mint azt az elébb az 5,5.Q)1 és az SpSy—()y Uzeneteknél
lattuk. Specidlis esetben, egy az a és a b mitholdrdl is megfigyelhets eseményt vilasztva,
az S, Q)2 és SpQ), lizenetek alapjan vagy az a vagy a b miihold lehet a megbizhatatlan.

Ha egy harmadik miihold lesz megbizhatatlan, akkor annak elszdlasait lehet ki-
haszndlni, és az alapjan behatarolni a megbizhatatlan miitholdat. Ha példaul a g
miihold a megbizhatatlan, és a 5,5.5,Q)3 és SpSyS, Q4 elszoldsait a S,S.5,(Q3 és
SaS4Sr Q4 lizenetekkel hasonlitjuk Ossze, akkor egyrészt az a, b, ¢, e, g és h; masrészt
az a, b, d, f, g és h miiholdak kozott kell keresni a megbizhatatlant, azaz az a, b, g
és h mitholdak egyik az. A g miihold egy harmadik elszéldsa, melyet nem a h miihold



tovabbit, tisztazni fogja h-t.

Ha nem koteles minden miihold rendszeresen jelentést kiildeni, akkor az iizenete-
ket nem kiildé miiholdrdl nem fog kideriilni, hogy iizemképtelen, megbizhatatlan, vagy
megbizhato; igy a tobbiekrdl sem, hogy megbizhatéak, és ezért a meg nem erdsitett
megfigyelésekr6l nem tudhatunk meg semmit.

Eppen ezért bovitsiik az lizenetek fogalmat, legyen T,,, N, és M, is {izenet! Ez
annak felel meg, hogy a miiholdak (értelem szerint csak a szomszédosak) képesek
egymas kontrolldlasira, azaz tudjik, hogy a masik mikor és hogyan romlik el. A
definicié elvileg megengedi az 6nvizsgalatot is. Ez alapjan a miihold rendszeresen
kiildheti azt az lizenetet magdrdl, hogy minden rendben van (S,7,), &m ennek nem
kell hinni, mert ez egyediil azt bizonyitja, hogy az adott miihold nem {izemképtelen.

Az Onkritikdval rendelkez6 megbizhatatlan miihold mondhatja magdardl, hogy
megbizhatatlan (S, N;), és ekkor ezt el is lehet hinni neki. Ugyancsak a miihold
megbizhatlansiga a kovetkezménye annak, ha a miithold sajat izemképtelenségét je-
lenti. Ha nem kozvetleniil kapjuk ezeket az informécidkat, akkor példaul S,S4S,Np
tizenetbdl csak annyi derithetd ki, hogy az tlizenetet kiildé és tovabbité miitholdak,
azaz esetiinkben a, d és h egyike megbizhatatlan.

Ha az a és a b mithold egyike lesz megbizhatatlan, akkor a megbizhatatlan mihold
elszolasa nélkil nem derithetd ki, hogy melyik a hibas, de konnyedén erre a két
miiholdra terelheti a gyanut koziilik a megbizhatd, példdul az a miihold az S, N,
iizenettel.

Egy harmadik miihold hibas voltdnak beldtdsdhoz mar nem kell annak elszélnia
magat, elegendd, ha errdl a hibardl két egybehangzé megfigyelést kapunk, példdul a
S484SnNy és 35Sy N, lizeneteknek az a kovetkezménye, hogy a g miihold megbizha-
tatlan.

A példakat hosszasan lehetne még sorolni, 4&m talan mér ennyibél is latszik, hogy
ezt a nyelvet haszndlva be lehet hatdrolni a hiba helyét. A hélézat felépitésérol, robusz-
tussagardl is nyerhetiink informdcidkat, példaul megvizsgalhatjuk, hogy egy tlizenetet
valamely miihold megviltoztathat-e igy, hogy arra ne deriiljén fény.

Ahhoz, hogy ez a logika a gyakorlatban is hasznalhaté legyen, még ki kell boviteni
a kérdezés lehetGségével, és a valaszolas kényszerével. A szerzd jelenleg ezen dolgozik.



Utdszo

A dolgozat ezzel végetért, de a kutatis nem &dllhat meg. Az alabbiakban felsorolunk
par, felfedezésre varé teriiletet, majd koszonetet mondunk azoknak, akik nélkiil ez a
dolgozat nem késziilhetett volna el. Végiil megvalaszolunk egy kordbbi kérdést.

16.1. TOVABBI KUTATASI IRANYOK

e A dolgozatban igen sok, egyméasra hasonlité logikai nyelvet hasznaltunk fel, hogy
formalizaljuk a fejtoréket. Valészinileg egy kézos keretbe lehetne dgyazni az Osszes
nyelvet, és egy egységes modszerrel lehetne megoldani Smullyan 6sszes fejtordjét.
Példaul a igazmonddk és hazugok szigetének szabdlyait a

VaVA(I, vV Hy) A (I, NCoAD A)AN(H, ANC, A D —A) (16.1)

formula irhatna le. Egy fejtoré megoldasanak ellen6rzéséhez azt kellene eldénteni,
hogy a feladat és megoldasanak formalizdltja logikai kovetkezménye-e az 16.1
formuldnak.

o A szerz6 dltal irt automatikus tételbizonyité programok megléte mellett a fejtorék
megolddsdhoz még emberi segitség sziikséges, mivel csak a feladatok formalizalt
alakjait képesek a programok feldolgozni; illetve a megolddsokat is embernek
kell természetes nyelvi valaszokkd alakitani. (Ez utébbi a harmadik tipusd fe-
ladatoknal lényeges.) Erdekes kutatési teriilet a magyar nyelven leirt fejtorék
automatikus formalizaldsa, illetve a program &altal generalt megoldas alapjan a
fejtoré eredeti kérdésére ékes magyar nyelvi valaszok generaldsa.

e Meg lehet vizsgalni, hogy a bevezetoben emlitett QBF formuldk hasznalata segiti-
e a fejtorék megolddsat.

e A 10. fejezetben szerepelt, hogy a mondta és mondhatja kozott 1étezik egy im-
plikativ kapcsolat (S,B D C,B). Mig az LY/ egy igen ,szegény”, az Lt pedig
egy igen ,gazdag” nyelv, ezért felmeriil az a kérdés, hogy a mondta és mondhatja

kozott van-e valami, azaz létezik-e olyan I, modalis operdtor, melyre S, B D I, B
és I,B D C,B teljesiil. Ha igen, akkor ezt hogy érdemes elnevezni? Tovabbi
kérdés lehet az, hogy ha létezik, akkor hany ilyen I, létezik, és kozottiik milyenek
a kapcsolatok. (Valdszintileg az elébbi kérdésre vélasz igen, és az egyik lehetséges
elnevezés az informdl vagy kézol).

e A 13. fejezetben ismertetett médszerek a fejtorék Osszes megolddsat megadjak,
melyek k6z6tt igen bonyolultak is szerepelnek. A gyakorlati életben a legegyszeriibb
megolddsok az érdekesek. Az esetleg tobb ezer megoldds generdldsa, s utdna
koziiliik a legegyszeriibb kivalasztdsa nem hatékony mddszer. Az egy ismeretlen
részformuldra visszavezethetd feladatok esetén, mindkét mddszernél a megoldé-
sokat felirhatjuk egy specidlis tabldzatba (Karnaugh map), s a médszerek altal
nem meghatdrozott rublikdkat hatdrozatlannak (don’t care) tekintve a standard
eljarassal a legrovidebb d.n.f. alaki megoldashoz juthatunk. (Ugyanerre az ered-
ményre vezet a Quine-McCluskey médszer is) Viszont t&bb ismeretlen részformulét
tartalmazo feladatok esetén nem ismeretes olyan mddszer, mely egyszerre az Gsszes
formuldt minimalizalja.



o Az el6z6 fejezet végén szerepelt, hogy a vizsgalt nyelvet ki lehet egésziteni kérdé-
sekkel, s a valaszolas kényszerével.

16.2. KOSZONETNYILVANITAS

Szeretném megkoszonni mindazoknak a segitségét és tiirelmét akik kozvetlentil vagy
kozvetetten segitették e dolgozat elkésziilését:

Sziileimnek, akik megteremtették a lehet&ségét, hogy tanulhassak.

Feleségemnek és lanyomnak, akik atvészelték azt az iddszakot, amig ez dolgozat
elkésziilt.

A korén elhunyt Dr. Dragalin Albernek, témavezetémnek, aki 12 éven keresztiil ok-
tatott logikdra, s 6 vetette fel, hogy ezekkel a fejtorokkel foglalkozzam.

Dr. Araté Matyasnak, aki Dr. Dragélin Albert haldla utan vallalta e téma vezetését,
és segitett eredményeim megjelentetésében.

Dr. Pasztorné Varga Katalinnak, Dr. Varterész Magdanak és Dr. Mihalydedk Tamas-
nak, akik barmikor hajlandéak voltak végighallgatni, adtolvasni a cikkeimet, és
ramutatni hibas elképzeléseimre.

A korédn elhunyt Dr. Alexandar Kronnak, akit6l megtanultam, hogy a logikaval filozéfia
nélkiil nem szabad foglalkozni.

Andreas Hercignek, aki gyakorlatias gondolkodasra nevelt, és lehetdséget biztositott
a toulouse-i logikai életbe bekertilni.

Tandraimnak, kollegdimnak, akiktol sokat tanultam.

Madarasz Péternek, akitol tobb mint 8 éve kdlcsonkértem a dolgozat alapjaul szolgald
[41, 42] konyveket, és még mindig nem adtam vissza.

16.3. TABU

Mint ahogy Smullyan sem hagyott megvdalaszolatlanul egyetlen kérdést, adjuk meg
mi is, hogy melyek azok az allitdsok, melyet egyetlen személy sem mondhat. Az L™
és L/ nyelvekben (ezért az lovag-16kété varidnsokban is) érvényes a -C,A = C,—A
formula. Ennek alapjin azokat az éllitasokat tagadva, melyeket mindenki mondhat,
olyan allitasokat kapunk, melyeket senki sem mondhat, igy senki sem mondhatja, hogy
6 16koto, vagy hogy megbizhatatlan erdélyi. Mivel a némdk semmit nem mondanak,
ezek az allitasok jok lesznek az L™ nyelv esetén is. Ha mér normadlis is taldlhaté a
nyelvben, akkor nem létezik olyan &allitds, melyet senki sem mondhat. Hasonléan a
kordbbiakhoz nem létezik olyan allitas sem, melyet Subidu és Subidam egyetlen nap
sem mondhat.



SUMMARY

Smullyan wrote his book [39] about the background of G&del’s theorem before the
boom of theorem provers. The puzzles of this book are cited frequently in papers of
Automated Theorem Proving, but nobody tried to solve all the puzzles before. One
aim of this thesis to end this shortage.

In the following we shall give the categories of the puzzles and the logical languages
to formulate puzzles (Subsect. 17.1). After this we show the tools we need to solve
the puzzles: sequent calculi (Subsect. 17.2) and special truth-tables (Subsect. 17.3).
Then we give more logical languages (Subsect. 17.4) and a method to generate special
valid formulae (Subsect 17.5). Finally we show an application (Subsect 17.6).

Adam Kolany [29] classified Smullyan’s puzzles into three categories:

Guess, who I am! In this case we know all the hypothesis, and we need to select a
formula from a set of formulae which is a conclusion of the hypothesis.

I’ve forgotten what You said. (Metapuzzles) In this case we know all the hypoth-
esis but one, which is a member of a known set of formulae. We know that an
element of another set of formulae is a conclusion of the hypothesis.

What am I to say?/What shall I ask for? In this case we know the conclusion
and all the hypothesis but one. We need to find the unknown hypotheses.

In the first case we need to choose from a set of formulae a formula C, for which the
formula
HAN---NH,DC (17.1)

is valid, where H,, ...H, are the hypothesis are the puzzles. In the second case
we need to choose from two set of formulae formulae C and H,, for which (17.1) is
valid. Instead of checking the validity of Formula 17.1 we shall check its provability
in sequent calculi.

To solve the puzzles in the third category we need to find an unknown formula
X, for which (in the case of “What I am to say?”) the formula

HiAANHyACoX DC (17.2)
is valid or (in the case of “What shall T ask for?”)
HiA---NH, D ((C,X DC)A(CymX D =C) (17.3)

is valid, where C, Hy,...,H, are the known conclusion, and the known hypothesis,
respectively and C, X means that person a can say A.

17.1 LOGICAL LANGUAGES

To apply an automated theorem prover for the puzzles at first we need to formulate
the puzzles, and for this we need suitable logical languages. Smullyan [40] and others
(e.g. [22]) used propositional logic for this, but the formula associated to some of the
puzzles will be extremely complicated using this method. The author constructed ten
modal languages for this reason and created five more languages for his own variants



No | Language |Syntax Semantics

1. Lo FO-F3 VO0-V5

2.1 T FO-F6 VO0-V8

3. ctim FO-F7 VO0-V9

4.| ctTw F0-F6, F8 V0-V8, V10

5.1 CtP F0-F6, F9 V0-V8, V11

6. L™ FO-F3, F10, F11 V0-V5, V12, V14

7.1 cT F0-F3, F5, F10, F11 |[V0-V5, V7, V12, V14
8. [ LmY F0-F3, F6, F7, F12 |V0-V5, V9, V16, V17
9.] £t F0-F3, F6, F7, F12 |[V0-V7, V18, V19
10. | ct/ F0-F3, F6, F7, F12 |V0-V7, V18-V22
1.7 FO0-F5, F14 VO0-V7, V23

12.| ctinm FO-F7, F13 V0-V7, V24, V25
13.] ™ F0-F3, F6, F15 V0-V5, V26-V28

14.[ . FO0-F3, F6, F15 V0-V5, V26, V27, V29
15.] £t FO-F7 VO0-V7, V30, V31

Table 17.1. Logical languages

of puzzles. Table 17.1 summarizes the languages. (The definitions of the rules and
formulae occur in Table 17.1 and 17.2 are in the previous chapters.)

Note, that in the puzzles the word said or says occurs, but Smullyan and the
others used can say instead at solving them. This is the reason why we shall use the
modal operator can say, too. The paper about logic £t/ [8] studies the modal operator
said, and shows, that we could use LY/ instead of £!f. Similar statement holds for
the other logical languages, too. But for the sake of simplicity we shall focus on can
say in the following. Note also that in two case the same syntax has two different
semantics, so in the following we shall identify our languages with its number in the
table before.

17.2 SEQUENT CALCULI

In this thesis our proving method is the sequent calculus [25] as it was defined in
Definition 3.7. In almost each logic we need to extend the standard set of rules with
some new rule, as the Table 17.2 shows. The method of sequent calculi is sound, i.e.

THEOREM 17.1 If the formula A is provable in sequent calculi then it is valid.

There is sometimes some gap between the semantics and the sequent calculus. For
example in the logic of knights and knaves (Logic 2) the formula T, = —F}, is valid,
but this is not provable in the calculi. To make the method complete, we need to add
this extra information to the formula:

THEOREM 17.2 If the formula A is valid, then the formula Z O A is provable.
In the Logic 1, 8 and 14 Theorem 17.2 holds if Z is constant true, i.e. in this case we
don’t need Z. In the Logic 2-5, 11 and 14 Theorem 17.2 holds if formula Z is

A (Te A=F) V (T A Fy)).
zeP



In the Logic 6 in the case of brothers Theorem 17.2 holds if formula Z is
((Lg A =Ly A=Uq AU) V (mLg A Ly ANUg A =Uy)).
In the Logic 6 in the case of Lion and Unicorn Theorem 17.2 holds if formula Z is
(Lo ALy A—Ug A Up).
In the Logic 7 Theorem 17.2 holds if formula Z is

L, ANU,ANF. AN-LyAN—-L.N\—-U, AU, N F, /\—|Fb)/\
L,ANU.NFyAN—-Ly AN—-L.AN-U, AUy, —F, /\—IF)/\
LyANU,NF.\N=Ly, A=L. AUy AN =U. A\ =F, /\—|Fb)/\
LyANU.ANF, AN=LyA=L.A=Uy A=Uy A =Fy A=F )N
L. ANU,NFyAN—LyAN—Ly AUy AU, N\ —F, /\—IF)/\
L. ANU,ANFy ALy ALy AU, AU, A\ F A )

~ o~ o~~~ o~

In the Logic 9 and 10 Theorem 17.2 holds if formula Z is

N\ (T N=Fou A=Np) V (2Ty A Fy A=NR) V (2Ty A=Fy AN,)).
z€eP

In the Logic 12 Theorem 17.2 holds if formula Z is

N (T A=~Fy N=Ny A=M,) V (<Ty A Fy A =Ny A M)V
zEP

(=T AN=Fpy AN Nyp A=My))V (=T A —Fp ANy A M)).
In the Logic 13 Theorem 17.2 holds if formula Z is
/\ (I, V F).
zeP
In the Logic 15 Theorem 17.2 holds if formula Z is

N (T A=~Fy N=M,) V (T, A Fy A=M,) V (=T, A =F, A M,)).
zEP
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New Rules
—>Cl, Ci —
—>Cl, Ci —
—>Cl, Cl —
—>Cl, 01 —

- Ck,... =5 C,CH =, ...CY >
—-Ch.. .= C3,Ch—, ... Cy >
—>CQ, Cy —

—>C3, 03 e d
—>C4, Cy —

11. S —

12. —)05, Cs —
13. —>C(5, 06 e d
14. —>C7, Cr —
15. —>Cg, Cg e d

©) 0| N 3| Oy | ) D

H
e

Table 17.2. Extra rules for sequent calculi

17.3 “WHAT I AM TO SAY?”

17.3.1 FIRST METHOD

Consider the following puzzle whose solution is well-known:
In a cell there are two doors. If we choose the right one we get free, but in the
other case we will die. There are two guards in the cell, one of them always
tells the truth, the other always lies. We can put a yes-no question to one of
them before we choose a door. What is the right question?

We shall formalize this example in the Logic 2 as follows: Let the propositional letter
D denote that the left door is the right one, and call the guards a and b. We would
like to get a formula X such that if we ask the guard “Is it true that X?” then he
answers “yes” if the left door is the right one (D), and he answers “no” if the right
door is the right one (D).

We can formulate the puzzle as =(T, = Tp) D (Cy,X) = D). The puzzle has a
solution, if this formula is valid for some formula X. By constructing the tableau of
this formula we should obtain that the following two formulae are valid:

((Ta AN=Ty A=D)V (=T, ATy A D)) O X

~

E

X 5~ ((=Tu ATy A=D) V (T, A =T} A D))

~ v
~~

F

Note that we separated the conjunctions containing X and its negation, and we treat
the formula X as atomic at this stage. These two formulae E— > X and X— > F can
be treated as a formulae of propositional logic, and by the Craig interpolation theorem,
if formula £ D —F is valid, then there is a solution. Smullyan gave a constructive



method [38] to find the interpolant, but we now construct the solutions with truth-
tables.

Let us build a truth-table (Table 17.3), where the rows belongs to the different
valuations of propositional letters of E and F'. Now propositional letters are T,, T}
and D. The truth-table has three columns respectively for £, X and —F'. Let us fill
the columns of E and —F according to the valuations. For each row let us do the
following:

1) If the column of E contains 1 then write 1 into the column of X.

2) If the column of =F contains 0 then write 0 into the column of X.

If these two rules contradict each other then there doesn’t exist a suitable X, therefore
the puzzle has no solution, and we can stop. With these two rules we need to fill four
places (marked with arrows). The remaining four places (marked with a, b, ¢ and d)
can be filled arbitrary, so we have 16 different solutions.

Let us compose the formula X according to the truth-table in a standard way.

T.|Ty |D|E X -F
111(1]0 a 1
111(0]0 b 1
11010 0<«<] 0
110(0|1|—=1 1
oOj1(1f1|—1 1
0/1(0f0 0+<]0
0j0(1f0 c 1
0/0]0fO0 d 1

Table 17.3. Solution of the puzzle of Door of Freedom.

At first let us choose the following values: a = d = 1 and b = ¢ = 0. Then the
synthesized form of the formula X will be the following:

(Tu ATy AD)V (Ty A=Ty A=D)V (=T ATy A D)V (=T, A =Ty A =D).

This formula can be simplified in different ways, and each variant corresponds to an
English sentence:
e ~(T, = D):
o “It isn’t true, that the other guard is a knight iff the left door is the right
one?”
e -1y, = D:
o “The other guard is a knave iff the left door is the right one?”,
o “The other guard could say the left door isn’t the right one?” or
o “The other guard could say the right door is the right one?”

If weset a =d=0,b=c=1 then the formula X will be the following:
(ToANTyAN=-D)N (To AN=-Ty N\=D)V (-T, AT, AD)V (-T, AN\=T, AD). (17.4)
Hence we have two more solutions:
e T,=D:
o “Are you a knight iff the left door is the right one?” or
o “Could you answer ‘yes’ if I ask you ‘the left door is the right one’?”



THEOREM 17.3 Formula 17.2 is valid for some formula X iff the first method con-
structs X.

A similar statement holds for Formula 17.3.

17.3.2 SECOND METHOD

The first method has some restrictions:

e the original formula must be valid,

e we can have exactly one unknown formula, or the other unknown formulae must

drop out at simplification.

Some of Smullyan’s puzzles contain more unknown sentences. By formalizing we get
more unknown formulae, so the former method is unusable. To solve these puzzles
we need a new method based on the fact that the unknown formulae are logical
combinations of the propositional letters. We build a special truth-table which has
2" rows and 2™ columns according to the n propositional letters and m unknown
formulae. Let us construct this truth-table (Table 17.4) for the previous example!

(T, =T) D (T, =X)=D)
T, |Ty|D| (X=1) (X =0)
1711 1 1
11110 1 1
1101 1 0
1(0]0 0 1
0|11 0 1
0110 iy 0
0|0|1 1 1
0[{0|0 1 1

Table 17.4. Another solution of the puzzle of Door of freedom.

We can see that if T,, =T, and D are true then the formula X must be true, too
(third row). To get the solution we need to choose exactly one “1” from each row.
If one row doesn’t contain “1”, then the original formula cannot be valid, so there
is no solution. If there are more “1” in one row, then we can choose arbitrarily, and
we have several solutions. If we choose the ones marked with ' then we get back our
previous solutions.

The synthesis of the unknown formula is similar as before, we need to take the
ones we choosed and are in the column where the unknown formula has value 1 and
construct a d.n.f. where each conjunction corresponds to the values of the atomic
variables. By choosing the marked ones, the formula X will be (17.4).

Let us examine a puzzle ([39, Puzzle 173]) where there are more unknown vari-
ables!

The converse of a statement “If P then Q” is the statement “If () then P”.

Now, there exist two statements X, Y, which are converses of each other and

such that:

1) Neither statement is deducible from the other.



2) If a Transylvanian makes either one of the statements, it follows that the
other one must be true.
Can you supply two such statements?

We prefer the unrelated unknown formulae, so we shall denote by X and Y the
antecedent and the succedent part of the unknown sentences. We cannot express the
Restriction 1 by a logical law, so we solve the puzzle without it, and we shall check
afterwards whether the solution fulfills this restriction or not. Note that this is a
Transylvanian puzzle, so we shall use Logic 8 to formulate it.

(C.(XDY)D (Y DX)A(C.Y DX)D (X DY))
(X=1) (X =0)
Y =1) (Y =0) Y =1) (Y =0)
Vol M, 1 0 0 1
-V, | M, 1 i 1 1
v, | =M, 1 1 1 1
=V, | "M, 1 0 0 1

Table 17.5. Solution of Puzzle 173.

On the Table 17.5 the are 2, 4, 4 and 2 “1” in the rows so we have 2 x4 x4 x 2 = 64
solution candidates. We need to check whether they fulfill the Restriction 1 or not.
We left it to the reader to check them but we marked one solution. To get the formula
X we need to collect the marked numbers from the columns where X = 1, they are
in the first and the second row. Hence X ~ (V, A M)V (=Vy, A M,) ~ M,. To get the
formula Y we need to collect the marked numbers from the columns where Y = 1,
they are in the first and the third row. Hence Y ~ (V, A M,) V (V, A =M,) ~ V,.
Therefore our solution is the following: “If I am a vampire then I am sane.” and “If
I am sane then I am a vampire.” These formulae satisfies Restriction 1, so they are
solutions of the puzzle.

THEOREM 17.4 Formula 17.2 is valid for some formula X iff the second method
construct X supposing X is logical combination of atomic formula p, ..., p, and the
rows of the truth-table are determined (at least) by p1, ..., pn-

A similar statement holds for Formula 17.3.

17.4 VARIANTS

17.4.1 A NON-NORMAL MODAL LOGIC

As we noted in the first subsection the knight-knave puzzles can be solved in Logic
11, too, where instead of the modal operator can say the modal operator said occurs.

To construct the semantics of the logic of said, we need to attach statements to
persons. One solution can be to give the set of pairs (z, B), (where the person x said
the statement B) but in this case we need correspondence between this set and ¥,
where ¥ is a classification of the persons. Traditionally we are using independent
parts at defining semantics, so we shall use another solution: Let ¥y be a subset of
P x F,and y|= S, B iff ((z,B) € Yy and g C,B). Note that we have no any



requirement for set ¥y, but it would be natural to say, that the set {B||(z, B) € ¥y}
is finite for each inhabitant, because everybody can state only finitely statements.

If somebody didn’t say a sentence B, then we have no information whether he
cannot say B, or he can say B, but just for some reason he didn’t. This is the reason
why we have no — S rule in the sequent calculus.

If we extend the traditional rule-set with — S and apply them as usual, then we
cannot prove S; B D Sy B (Table 17.6).

\ T,,B— S,B \
\ F, — B,S,B \

S.B — S, B
— (S.B D S.B)
Table 17.6. We cannot continue this proof.

We can make our sequent calculus complete by introducing a restriction:

We can apply the rule S — if
e S;,A¢ 0
e The formula S, A has the highest degree in the sequent (not counting the
formulae of the form SyB in ©, wherey € P)

Note that the degree of a formula is the number of connectives it contains.
Table 17.7 shows, that in this logic the property K doesn’t hold.

T.,,B,A—S,B

T,,B,S;A— S;B

T.,,AD>B,S;A— S;B

S2A, Sz(AD B) — 5. B
Sy ANS,(ADB)— S,B
3 S,AANS,(ADB) D S,B

Table 17.7. K doesn’t hold.

Note also that in this logic the rule of extensionality doesn’t hold, too. Finally note
that by using a similar method we could construct similar variants of Logic 2-10 and
12-15. These new logics lack the property K and the rule of extensionality, too.

17.4.2 KNIGHTS, KNAVES AND THE OTHERS

In Smullyan’s book [39] the knights always tell the truth. Consequently they cannot
say false statements. Smullyan does not mention any taboo in his puzzles, so we can



assume that the knights can say any true statement. For the knaves the opposite
holds, so they can say any false statement and cannot say any true statement. We
can arrange our information in columns:

can say false statements |can say no false statements
can say true statements knights
can say no true statements knaves

Later Smullyan introduced a third type of islanders: the normals, who sometimes tell
the truth and sometimes lie. If we put this type into the table one slot will remain
empty. To fill this gap we need a new type of islanders, who cannot say anything;
hence we call them mutes. So the complete table is the following:

can say false statements |can say no false statements

can say true statements normals knights
can say no true statements knaves mutes

In Logic 12 we can formulate this scenario.

When Albert G. Dragalin showed me at first time the Smullyan’s puzzles he used
his Russian translation of [39]. The original text is the following: It is assumed that
every inhabitant is either a knight or a knave. He translated to me the corresponding
Russian text to Hungarian as: every inhabitant is a truthteller or a liar. In Logic 13
we can formulate this scenario, and with the same syntax in Logic 14 the previous
one.

If we call knights truthtellers who aren’t liars, knaves the liars who aren’t truth-
tellers, and mutes the persons who are truthtellers and liars, then this closes up the
line of logics of puzzles. If we denote the knights, knaves, normals and mutes with T,
F, N and M, respectively, then we can draw Figure 17.1.

T
N M

T T

F
N M

T

F F
F

Figure 17.1. The variants of the logical languages



If we treat T" as 1 and F' as 0 then the four figures are subalgebras of the “diamond
algebra”. The lower figure corresponds to the logic of knights and knaves (Logic 2),
and the right one to the logic of knights, knaves and normals (Logic 9). The logic of
other figures originate from the author’s work (Logic 12 and 15).

17.5 GENERATION OF VALID FORMULAE

Based on Logic 2 we can construct a new propositional logical language £', in which
the set of atomic formulae is SU{T,|z € P}. Let ' be a function assigning £’ formulae
to formulae of Logic 2 as follows:

p'= p,ifpeS
(Tm)lz T:
(F,)'= -7,
(CAy= -
(AAB)= A'AB’

For this function the following theorem holds:

THEOREM 17.5 The formula A of Logic 2 is valid iff formula A’ of L' is valid

Note that function " isn’t bijective, for example (C, A)" and (T, = A)" are the same. £’
can be treated as a sublanguage of Logic 2. Then we can construct valid formulae of
Logic 2 that are not in £’ by replacing subformulae -7, /T, = A of a valid £'-formula
with F,/C,A. For example from the valid £'-formula T, = ((T, = B) = B) we can
get T, = ((C:B) = B), C,,((T, = B) = B) and C,(C,B = B) valid formulae of
Logic 2.

According to Smullyan’s puzzles the following problem arises: What are the sen-
tences that every inhabitant can say? We can ask this question as: Which formulae
of Logic 2 of the form C, A are valid?

It is easy to check that infinitely many such formulae exist. For example from
To =T, Ty, =(-T1,), Ty = (T, =7T) and T, = (T, = (Ty = T))) valid £L'-formulae
we can get CpTy, CpFy, C,Ct s C,C,Cy T, valid formulae of Logic 2. Hence every
inhabitant can say, that he is a knight, he isn’t a knave, he can say, that two times
two is four and he can say, that another inhabitant can state about himself that he
is a knight.

We can answer the question in the case of other logics, too. Note that until now
we used the fact that T, = —F, which is not valid in general. If we drop this and the
function ' maps atomic formulae to itself (for example (F )’ is F), then the following
theorem holds, where Z is the same formula as in Subsect. 17.2.

THEOREM 17.5 The formula A is valid iff formula Z D A’ of £' is valid

In the special case of Lion and Unicorn (Logic 6) from Theorem 17.5 it follows, that
both animals can say statement A on Mondays iff U, = A. Similarly they can say
statement 4 on Wednesdays iff =U, = A. Hence it follows that there is no such
statement (in Logic 6) that both of them can say at any time.



17.6 AN APPLICATION

In real life it is implausible that there are agents similar to the knaves of the puzzles.
More likely they are similar to knights (reliable), normals (unreliable) and mutes [2]
(dead agent). In the puzzles all the habitants know the type of the others, hence
they know what the others can say. In real life the agents can ignore whether another
agent is reliable. So they don’t know what the others can say, but they know what
the others said if they observe the utterance.

f f g
Figure 17.2. The satellites around the Earth

In our toy-example there are eight agents and an observer (0). Only the adjacent
agents can communicate. The adjacent agents are connected with a line in Fig. 17.2.
We suppose that at most one of the agents isn’t reliable. The agents report about
facts we denote with @, R, ...

If the observer gets the following messages: S,S.Q) and SpS¢(), then he can con-
clude that @ is true. If the messages are S,S.Q) and S,S535,Q then from these o
cannot conclude that () is true, because the agent a can be unreliable and in this case
we cannot get information from his reports. If the messages are S,S.Q and SpS;—Q
then we have no information about ), but we know that one of agent a, b, e and f
is unreliable. If we have two more messages: S;S;R and SyS.—R, then we know that
only agent a or agent b can be unreliable.

An extension of the logic of this section is discussed in [10].
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