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A VALOSZINUSEGI GONDOLKODAS SAJATOSSAGALI
A témavalasztas indoklasa

A dolgozat a valosziniiségi gondolkodas sajatos elemeit kivanja
vizsgalni.

A valdszinliség szamitdsa a matematikanak egy olyan teriilete,
amelynek gyakorlati haszna kozel all hozzéank, hiszen valdszinliséggel
kapcsolatos dontéseket — sokszor észrevétleniil is — nap mint nap hozunk.
S6t, a nem determinisztikus eseményekkel kapcsolatos dontések
elokészitése a természettudomany, a tarsadalomtudomany teriiletein is nagy
jelent6séget kap.

Amikor egy eseményhez tartozd valdszinliséget probalunk megadni,
akkor az tobbféleképpen torténhet:

o Intuitiv modon, érzéseinkre hagyatkozva.

e A valdésziniiség relativ gyakorisagokkal torténd megkozelitésével.

o A val6szinliség elméleti modell segitségével torténd kiszamitasaval.

A dolgozat a haromféle megkozelités sajatos elemeit kivanja feltarni a
magyar kozoktatas gyakorlatdban. A témaval azért kezdtiink foglalkozni,
mert tanitoképzé foiskolas hallgatdinkkal dolgozva a valdsziniiség
kiszamitdsdnak témakore mas matematikai témakoroknél sokkal tobb
gondot okozott, melynek okait a fogalomalakulas folyamatdban éreztiik.

Kutatasi célok

A kutatas alapvetéen azt vizsgalta, hogy a kozoktatasban alkalmazott
gyakorlat milyen mértékben segiti a valosziniiség fogalmanak el6készitését
és kialakitasat. Ennek érdekében a vizsgalodas a kovetkezd célokat tiizte ki:

e Feltarni a valdszinliség kiilonbozd értelmezéseinek sajatos elemeit és
ezek eltérését;

e Vizsgilni a valdszintiségfogalom fejlodési fazisait;
Vizsgalni a  jelenlegi  kozoktatdsi  gyakorlat  szokédsait a
valoszinliségszamitas tanitisa soran;

e Képet kapni a valdszinliségszamitas tanulasanak a valoszintiségfogalom
értelmezésére gyakorolt hatasarol;

e Bemutatni, hogy a valdsziniiség fogalma a hétkoznapi tapasztalatbol
eredeztethetd €s a matematika mas teriileteivel 6sszekapcsolhato.
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Kutatasi médszerek

A kutatasi célok elérése érdekében a kovetkezd modszereket alkalmaztuk:

Tanulmanyoztuk a valdszinliségi gondolkodast érintd pszichologiai és
didaktikai elméleteket.

Attekintettik és elemeztiik a jelenleg érvényben 16v6 hazai tantervek
tankonyvek, ¢s szakmodszertani anyagok a valdszinliségszamitas
tanitasara vonatkozo allaspontjat és szemléletét.

Kérdoéives kikérdezéssel Osszehasonlitd vizsgalatot végeztiink harom
kiilonb6zd matematikai el6képzettséggel rendelkezd csoportban.
Tanitasi 6rdkon megfigyeltiik az alkalmazott gondolkodasi stratégiak
moddosulasat a valdszinliségszamitds tanuldsanak hatdsara.

Fobb kutatasi kérdések

1.

2.

Tapasztalhatok-e eltérések a kiillonb6zé matematikai eldképzettséggel
rendelkezd csoportok valdsziniiségi itéletalkotasaban?

Aktivizalodnak-e a valdszinliségszamitas témakorében megtanult
ismeretek valosziniiségi itéletalkotas soran?

Hat-e a valdszinliséggel kapcsolatos elsédleges megérzés matematikali
problémamegoldas kozben?

Hol a helye ennek a témakdrnek a magyar matematikatanitasi
gyakorlatban?

A kutatas hipotézisei

1.

2.

A magasabb matematikai eldképzettségli csoportok atlagosan jobban
teljesitenek a valdszinliségi problémak megoldasa soran.

A valosziniiségszamitas témakorében megtanult ismeretek a
valészinliségi  itéletalkotas soran nehezen aktivizalédnak. A
valoszinliség fogalmank kiilonb6z6 értelmezései kozott fellelhetd
eltérések az itéletalkotast nagymértékben befolyasoljak.

Egy esemény valoszinliségének becslését a fogalomalkotds minden
fazisaban befolyasoljak szubjektiv tényezok is.

a) A valosziniiségi szemléletfejlesztés idOszakaban végzett iskolai
tevékenységek a valoszinliség relativ  gyakorisagokkal torténd
megkozelitését segitik. A valoszinliség kiszamitdsanak idGszakaban



végzett feladatok a valdszinliség kombinatorikus modon valo szamitdsat
erdsitik.

b) A valdsziniiség témakdre a matematika mas témakoreivel
Osszekapcsolhato.

A kutatas témajanak tanulaspszicholégiai és didaktikai vonatkozasai

A fogalomalkotasi folyamat vizsgalatanak kiindulépontja Skemp
elmélete.

A témakor ¢épiilése soran az anyanyelvi szohasznalatnak nagy
jelentdsége van, ezért nem tekinthetiink el a nyelvi vonatkozasok
vizsgalatatol. Vigotszkij allaspontja szerint a gondolkodas és a beszéd
egymds kozti viszonya nem alland6, a fogalom fejlédése kdzben mindségi
és mennyiségi valtozasok torténnek. Fontos részét képezi a dolgozatnak a
val6szinliségi itéletalkotasok soran torténd nyelvhasznalt vizsgalata.

A valdsziniiség fogalma a hétkdznapi tapasztalatbdl ered. Vigotszkij
kutatdsaihoz kapcsolddva tudjuk, hogy a hétkoznapi szohaszndlat fligg a
fogalmat hasznal6 egyéntdl és a fogalom jellegétol.

Az elsddleges megérzés, az intuici6 fogalma alapvetd jelentOségli a
téma feltarasahoz. Az intuicid értelmezéséi koziil kutatasunkban Fischbein
tanuldselméleti meghatarozasara tamaszkodtunk.

Bruner reprezentacios elméletének konkluzioja szerint a matematika
tanitasanak olyan alapelvekre kell épiilnie, amelyek feltarjak a valosag és a
matematika kapcsolatat. Ezt Paivio dual kod elmélete tovabb finomitja,
mely szerint a megismerés verbalis és vizualis sikja kiilon utakon jarnak. Az
egymastol eltérd képi és verbalis fogalomképzetek a fogalomalakitas
folyamata soran potencialis konfliktusfaktort jelentenek. Ilyen konfliktusok
keletkezhetnek a valdszintiséggel kapcsolatos fogalmak alakulasakor is.

Az analégids gondolkodas fejlesztése kiemelt teriilete a matematika
tanitasanak. Az analdgia meghatdrozasiban Vasarhelyi Eva kutatasaira
tamaszkodtunk. A valosziniiség témakorében igen nehéz észrevenni, ha egy
probléma rokonsagban all egy mar megoldottal, és Sok ugynevezett
valoszinliségi paradoxon is hamis analdgian alapul.

Magyarorszagon az 1978-as tanterv érvénybe Iépése utan kezdddott
meg a valosziniiségszamitas tanitdsa a kozoktatasban, mely az alsobb
évfolyamokon a valoészinliség fogalmanak tapasztalati alapozasat célozta
meg. Nagy kiilonbség van a valoszinliségi szemlélet fejlesztése, és a



valoszinliség szamitisa koOzott. A valdsziniiségi szemléletfejlesztéssel
foglalkoz6 nemzetkdzi irodalom kiindulépontja Piaget és Fiscbein
munkassaga volt. Kett6jiik allaspontja sok tekintetben egyezett, de
szemléletiikben eltérések is megfigyelhetéek. Az esély megjelenését illetden
Fiscbein szakit Piaget fejlodéslélektani besoroldsaval, melyet kés6bb mas
kutatok is alatimasztanak. Kutatasunk egyik alapvet6 irodalma Fischbein
»The Intuitive Sources of Probabilistic Thinking in Children” cim konyve.
Fischbein munkassiga a matematika didaktikdra ezen Dbelil a
valdszinliségszamitas tanitisara alapvetd hatassal volt. Bemutatta, hogy a
valészinliségi  tevékenységek  szoros  kapcsolatot — mutatnak  a
természettudomanyos gondolkodas fejlédésére, valamint a matematika mas
teriileteit is érintik. Ezzel igazolja a valdsziniiségi tevékenységek komplex
voltat, és javaslatot tesz arra, hogy ezek a tantervekben is megjelenjenek.
Kutatasunk szempontjabol fontos eredménye annak igazolasa, hogy az
oktatasban alkalmazott jo eljarasok segitenek megérteni a sztochasztikus
folyamatok dinamizmusat. Egyetértiink azon kovetkeztetésével, hogy az
oktatasban sziikség van a tapasztalatszerzé tevékenységekre.

A valésziniiség fogalmanak matematikai megkozelitései és ezek hatasa
az oktatasra

A valoszinliség mint tudomanyos fogalmom tanitisa és események
valészinliségének kiszamitasa alapvetéen kétféle modon torténik az
oktatasban.

o A val6szinliség statisztikai (relativ gyakorisagokkal torténd)
értelmezése:

Konkrét kisérletekhez kapcsoldédva a tanulok megfigyelik a relativ
gyakorisagok ,.stabilizalodasat” FEbben a megkozelitésben késébb
bizonyithaté matematikai tételeket el6legeziink meg, valosziniiség helyett a
kivant pontossagu relativ gyakorisagot hasznaljuk.

o A valbszinliség axiomatikus felépitése a Kolmogorov—féle
axiomarendszerben:

Az adott problémahoz elméleti modellt allitunk, amelynek segitségével
meghatarozhatok a kivant valoszintiségek. A tanitds gyakorlataban célszerii
egy-egy probléma elméleti modelljének érvényességét statisztikai
szimulacié eredményeként kapott érté¢kekkel ellendrizni.



A magyar kozoktatas gyakorlataban a valoszintiséggel kapcsolathan
mindig targyaljak a relativ gyakorisag fogalmat. A targyalas soran a
tanitvanyoktol azt kérik, hogy a valoszinliségre, mint egy rogzitett szamra
gondoljanak. Ugyanakkor a relativ gyakorisag a véletlentél fiigg. Azt
gondoljuk, hogy igen nehéz e kett6sségnek a fogalmi kezelése. Ez lehet a
témakor targyalasanak egyik fontos sajatossaga.

A magyar kozoktatas dokumentumainak vizsgalata

A NAT a matematika miveltségteriilet tanitasanak alapelvei kozott
hangsulyozza, hogy a matematika killonb6z6 témakoreinek szerves
Osszeépiilésével kivanja feltarni a matematika és a matematikai gondolkodas
vilagat.

Ehhez igazodva a kerettantervek az altalanos célok meghatarozdsakor
minden esetben emlitést tesznek a valdszinliségi gondolkodas fejlesztésének
lehetdségérol a matematika mas teriiletein, ez viszont a részletes kidolgozas
sordn csak kevés esetben jelenik meg. A kerettantervek nem egyformak a
valoszinliség-statisztika ~ témakoréhez  tartozd  fejlesztési  feladatok
megfogalmazasaban, és a valdszinliség-statisztika témakoréhez ajanlott
oraszamok meghatarozasaban.

A tankonyvek elemzése azt mutatja, hogy a valdsziniiségi szemlélet
fejlesztését szolgald tevékenységek az alsd tagozaton a tanév végére
keriilnek, raadasul a tankonyvekben nem, vagy csak elenyészé mértékben
jelennek meg valosziniiségi problémak a matematika mas témakoreiben. Ez
a tény a téma céltudatos épiilését megkérddjelezi.

A val6szinliségi szemléletfejlesztést szolgaldo tevékenységek dontd
tobbsége klasszikus valdszintiségi mezdvel irhatd le. A valdszinliség relativ
gyakorisagokkal valo értelmezése hangstlyos. A valosziniség szdmitasara
vonatkozd feladatok donté tobbsége kombinatorikus meggondolasokkal
oldhaté meg. Kevés tankonyv foglalkozik azzal, hogy egy probléma
valészinliségét tobbféle modon hatarozza meg és ezzel — segitse a
modellvalasztas tanulasat.

Vizsgalat bemutatisa

A vizsgélat elézményei: Az 1970-es évek végén és 80-as évek elején
Anglidban David Green vizsgalta kérdéivvel 11-16 éves didkok



valoszinliségi gondolkodasat. Az 1989/90-es tanévben harom orszag —
Brazilia, Magyarorszdg és Quebec (Kanada) — részvételével zajlott a
SIMULO projekt, melyben 10-14 éves gyerekek valoszinliségi
gondolkodasat vizsgaltak. Ezen kutatasok elméleti eredményeit, és
tesztkérdéseinek egy részét felhasznaltuk vizsgalatunkhoz.

A vizsgalat soran a kovetkezd kvalitativ és kvantitativ modszereket
hasznaltuk:

o Kérdoéives felmérés és a kérdoéivek elemzése

o Tanitasi 6rak tartasa illetve megfigyelése az ELTE Tanitoképz6 Karan

o Tanitasi 6rak megfigyelése 3., 4., 5. osztalyban

Kérdoives vizsgalatunkban harom kiilonb6z6 populacio valdszinliségi
gondolkodasat figyeltiikk meg:

. az ELTE-TOFK 178 hallgatoja. (Ez csoport reprezentalja, a
val6szinliségszamitast mar tanult, de nem matematikai,
természettudomanyos érdeklédésti populaciot)

. az ELTE-TTK 139 hallgatoja. (Ebben a populacioban magasabb
matematikai el6képzettség illetve természettudomanyos érdeklédés
feltételezhetd.)

. 66 4ltalanos iskolai tanul6 (10-13 év) (Ez a populdcié még nem
tanult valosznliségszamitast)

A tapasztalatok bemutatdsat az alabbi résztémakorok koré csoportositva
végeztik:

e A nyelvhaszndlat szerepe

o A val6szinliség becslése €s szamitasa

o A kérdésfeltevés modjanak jelentdsége

e Erzelmi tényezék

e A tudas aktivizalhatosaga

A vizsgalat legfontosabb tapasztalatai a kovetkezok:

Az esély szamokkal torténd kifejezésre valdo hajlandosag fiigg az
eloképzettségtol. Az esély kifejezése alapvetéen szdzalékos formaban
torténik. Kiilonosen igaz ez szubjektiv itéletalkotiasok soran. A matematika
tanulasa soran rengeteg olyan kifejezést hasznalunk, amely mast jelent a
hétkdznapi szohasznalatban, mint a szaknyelvben. Ez a probléma a
valdszinliség témakorében fokozottan jelen van.



A valosziniliség j6 meghatarozasa fligg a tanultsagtol. Minél képzettebb
valaki matematikabdl, annal sikeresebben oldja meg a feladatokat. Igen sok
valoszintiségi probléma megoldasanak fontos 6sszetevdje az arany fogalma.

Az analogids gondolkodas a matematika tanuldsanak és értésének fontos
része. A valoszinliség témakorében az analogidk alkalmazasaval 6vatosan
kell banni.

A valoszinliségszamitas tanulasa soran rengeteg olyan kérdés vetddhet
fel, mely tobbféleképpen értelmezhetd. A valaszadashoz legjobban
illeszked6 modell kivalasztasa csak akkor lehet sikeres, ha a didkok ebben
segitséget kapnak. A modellvalasztas sokkal jobban fiigg a kérdésfeltevés
moddjatél, mint a matematikai képzettségtol. A kérdés feltevésének modja

A valoszinliség témakdrében az érzelmi tényezOk egyetlen vizsgalati
csoportban sem elhanyagolhatéak. A hiedelmek befolyasoljak, vagy gatoljak
az esély ismert elméleti modell alapjan torténd meghatdrozasat. Az érzelmi
befolyésoltsdg a matematika €s a valdszinliségszamitds tanulasanak hatasara
csokken. A kérdbives €s az orai tapasztalatok dsszevetése azt mutatja, hogy
az érzelmi tényezok valdsagos problémahelyzetben sokkal erdsebbek, mint a
tanfeladatok megoldasakor. Az érzelmi tényez6k hatdsa az egyik oka annak,
hogy a valdszinliségszamitasban megszerzett ismeretek tevékenységben
nehezen aktivizalodnak.

A kutatas eredményei a hipotézisek tiikrében

1. A magasabb matematikai eloképzettségii csoportok atlagosan jobban

teljesitenek a valoszintisegi probléemak megolddsa soran.

A harom kiilonb6z6 matematikai eloképzettségli vizsgalati csoport
teljesitményének Gsszehasonlitasa a kovetkezo eredményt hozta:

Atlagosan a legmagasabb teljesitményt az ELTE — TTK hallgatoi
nytjtottak. Ezt kovette az ELTE — TOK hallgatok csoportjanak atlagos
teljesitménye, a legalacsonyabb teljesitményt nyujtott az altalanos iskolasok
csoportja, akik valdszinliségszamitast még nem tanultak.

Az Osszteljesitményt tekintve a harom csoport szignifikdnsan elkiiloniil,
ugyanakkor az egyes kérdésekre adott valaszok sok esetben nem kiilonitik el
a harom vizsgélati csoportot.

Ennek alapjan az 1. hipotézisiinket nem vetjiik el.



2. A valosziniiségszamitds téemakorében megtanult ismeretek a valosziniiségi
itéletalkotas soran nehezen aktivizalodnak. A valosziniiseg fogalmank
kiilonbozé  értelmezései  kozott fellelheto eltérések az itéletalkotast
nagymeértékben befolyasoljak.

A vizsgalat eredményeinek tiikrében a 2. hipotézis sem vethetd el.

A kérdéives vizsgalat, és az Orai tapasztalatok alapjan
kimondhatjuk, hogy a matematika és a valoszinliségszamitas tanulasa soran
megszerzett tudas nehezen aktivizalodik a valosziniségi itéletalkotasok
soran.

Az események valosziniiségének becslésére haromféle gondolkodasi

stratégiat alkalmaztak:

e Intuitiv modon, érzésekre hagyatkozva.

e A valdésziniiség relativ gyakorisagokkal torténd megkozelitésével.

e A valdszinliség valamilyen elméleti értékének kiszamitisaval.

Ugy talaltuk, hogy a kérdéshez legjobban illeszkedd stratégia
kivalasztasa a valosziniiségi gondolkodas kulcskérdése. A kérddives és oOrai
tapasztalatok azt mutatjak, hogy a stratégiavalasztast mindharom vizsgalati
csoportban befolyasoljak a nyelvi tényezOk, a kérdésfeltevés moddja, a
valoszinliségszamitas és a matematika mads teriiletein megszerzett ismeretek,
valamint az érzelmi tényezok.

A valdszinliségi itéletalkotasok soran a nyelvhasznalat szerepe dontd
jelentdséggel bir. Egyrészt a valdszinliség kifejezésének modjabol
kovetkeztethettink a  valaszold  gondolkoddsmodjara. Masrészt a
matematikai szaknyelv és a hétkdznapi szoéhasznalat kozott meglévo eltérés
a tudas aktivizalasanak gatjat jelentheti.

A val6észinliség  témakorében az  érzelmi  tényez6k nem
elhanyagolhatbak. A hiedelmek befolyasoljak, vagy gatoljak az esély ismert
elméleti modell alapjan torténd becslését. Az érzelmi befolyasoltsag a
matematika és a valoszinliségszamitas tanuldsanak hatdsara csokken. Az
érzelmi tényezOk valdsagos problémahelyzetben erésebbek, mint a
tanfeladatok megoldasakor. Az érzelmi tényezdk hatasa az egyik oka annak,
hogy a valoszinliségszamitasban megszerzett ismeretek tevékenységben
nehezen aktivizalodnak.



3. Egy esemény valosziniiségének becslését a fogalomalkotas minden fazisaban
befolydsoljdik szubjektiv tényezdk is.

Fischbein kutatasai igazoltak, hogy Iétezik elsddleges intuicié a
valdszinliségrol. Az intuiciok a matematika tanitdsa soran mindvégig jelen
vannak. A kérddives és az Orai vizsgalat azt mutatta meg, hogy a
valoszinliséggel kapcsolatos megérzés gyakran ellentétes a mérhetd,
kiszamolhat6 val6szinliséggel. A dontéselmélet mas kutatdsai is ezt a
feltevést tamasztjak ala (Kapadia — Borovcnik 1991).

A kérdéives vizsgalat soran az is kidertilt, hogy az elsédleges megérzés
olyan erdsen hat a valosziniliségi problémamegoldasra, hogy helyenként a
matematikabol megszerzett tudast is elfedi.

Igazoltuk, hogy egy esemény valoszinliségének becslését a
fogalomalkotas minden fazisaban befolyasoljak szubjektiv tényezok is.
Tehat a harmadik hipotézis sem vetheto el.

4. a) A valosziniiségi szemléletfejlesztés idoszakaban végzett iskolai
tevékenységek a valosziniiség relativ gyakorisagokkal torténé megkozelitését
segitik. A valoszintiseg kiszamitasanak idoészakaban veégzett feladatok a
valosziniiség kombinatorikus modon valo szamitasat erdsitik.

Mind a tantervi, mind a tankdnyvi dokumentumok elemzése
alatamasztjak ezt a hipotézist: A valdszinliségi szemléletfejlesztés
idészakaban végzett iskolai tevékenységek a valosziniiség relativ
gyakorisagokkal torténé megkdzelitését segitik, emellett a tankonyvekben
megjelennek a valdsziniiség kombinatorikus moéddon valé szamolasara
szolgald feladatok. A valdszinliség kiszamitasanak idGszakaban végzett
feladatok tovabb erdsitik a valdszinliség kombinatorikus modon valod
szamitasat. A tankOnyvekben megjelend problémak dontd tobbsége a
klasszikus valosziniiségi modellel oldhatd meg.

A dokumentumelemzések azt is megmutattak, hogy a kozoktatas
gyakorlata keveset foglalkozik a modellvalasztas kérdésével. Ha a kérdéives
vizsgalat és az Orai megfigyelés tapasztalatait Osszevetjik a
dokumentumelemzés eredményével, azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy
a valosziniiségszamitds eredményes tanitdsanak alapvetd kérdése a
valoszinliség megadasahoz valaszthatdo modellek ismerete és ezek
eltéréseinek tudatositasa.
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4. b) A valdsziniiség témakére a matematika mds  témakoreivel
osszekapcsolhato.

A kerettantervek az altalanos célok meghatarozasakor minden esetben
emlitést tesznek a valosziniiségi gondolkodas fejlesztésének lehetdségérol a
matematika mas teriiletein, ez viszont a részletes kidolgozas soran csak
kevés esetben jelenik meg. A tankonyvekben nem, vagy csak elenyészd
mértékben jelennek meg valoszinliségi problémak a matematika mas
témakdreiben. A dolgozat példat mutatott a valdszinliség témakorének a
matematika mas témakdoreivel torténd  Osszekapcsolasara, ezaltal
egzisztencialis kijelentésiink igaz.

Kitekintés:

A dolgozatban bemutatott korabbi kutatasok (Green kutatdsai és a
SIMULO kutatas) a valdszinliségi gondolkodas négy szintjét allapitottak
meg. Tovabbi kutatdsok sziikségesek annak vizsgalatdhoz, hogy a szintek
megéllapitdsa akkor milyen moddon tortént. Amennyiben ez lehetséges,
érdemes lenne kiilonbdz6 matematikai el6képzettségli vizsgalati csoportok
valoszinliségi gondolkodasanak Green-féle szintjeit meghatarozni.

Kutatasunk 4. kérdése adott valasz tulajdonképpen a jelenlegi magyar
kozoktatasi gyakorlatban 1évé hianyokra hivja fel a figyelmet. Ezért utat
jelol fejleszté kutatasok szamara. Sziikség van arra, hogy kidolgozzanak és
a gyakorlatban kiprobaljanak olyan tanitasi anyagokat,

a) amelyek a valdszinliségi problémak statisztikai megoldasa vezet

célhoz;

b) amelyek egyszerre fejlesztik a valdszinliségi gondolkodast és

megvalodsithatnak a matematika egy masik teriiletén vald fejlesztést.

E mellett sziikség van annak hangsulyozasara, hogy a valosziniiségi

szemléletfejlesztés sordn végzett tevékenységek a matematika mas

teriileteit is érintik.
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PROBABILISTIC THINKING, CHARACTERISTIC FEATURES
Reasons for the choice of thesis topic

The dissertation intends to examine the particular elements of
probabilistic thinking. Calculation of probability is an area of mathematics
with the most obvious practical utility because making decisions connected
to probability is — sometimes imperceptibly — part of our daily routine.
Moreover preparation of decisions connected to nondeterministic events is
emphasized both in the fields of natural and social science.

Assigning probability to an event could happen in several manners:

o Intuitively, relying on feelings.

e By approach probability with relative frequency.

e By calculation of the theoretical value of the probability.

The dissertation aims to reveal the particular elements of these three
approaches in the practice of Hungarian education. We started to investigate
the topic because while we were working with our students in training
school we had to realize that calculation of probability looks much more
difficult for them than other areas in mathematics. We thought that the root
cause of the problem is in the process of concept formation.

Aims of research

This research examines in what capacity the practice applied in the
education eases the preparation and formation of the concept of probability.
For this purpose the objectives of this research are as follow:
o To explore the particular elements of the different approaches of
probability and the differences between them;
e To investigate the development stages of the concept of probability;
e To investigate the habits of the current practice of public education
in teaching probability theory;
e To get an impression of the effect of the way of learning probability
theory on the interpretation of probability;
e To demonstrate that the concept of probability can be derived from
everyday experiences and connected with other fields of
mathematics.
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Methods of research

To reach the research objectives we applied the following methods:

We studied the psychological and didactic theories concern to
probability thinking.

We reviewed and analyzed the attitude concerning to the education
of probability of national curriculums, textbooks and
methodological sources currently in force.

We performed a comparative study by questionnaires on three
groups with different pre-qualification of mathematics.

During lessons we observed the modifications of applied thinking
strategies induced by learning probability theory.

Major research questions

1. Are there differences in probability decisions of groups of people
having different level of mathematical grounding?

2. Isthe learnt knowledge activated during probability decisions?

3. Has the primary intuition related to the probability influence on
mathematical problem solving?

4. How can this subject be positioned in the practice of Hungarian
teaching mathematics?

Hypotheses

1. Groups having higher level of mathematical grounding perform
better in average in probability problem solving.

2. The knowledge gained in studying probability is going to be
activated during decision making hardly. The differences among the
interpretations of probability influence the decisions substantially.

3. Subjective factors also have influence on the estimation of the
probability of an event in each and every phase of concept
formation.

4. a) The exercises completed in lessons during the period of the

development of probability approach help the approximation of
probability by relative frequency. The exercises during the
calculation of probability enhance the combinatorial manners.
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b) The probability topics can be linked to other areas of
mathematics.

Psychological and didactic aspects of the research topic

The starting point of the investigation of the conceptualization process
is Skemp’s theory.

Native language vocabulary has a great importance in building the
topic, thus the investigation of the linguistic aspects is indispensable.
According to the theory of Vigotszkij the relation between thinking and
talking is not constant, during the development of the concept qualitative
and quantitative changes occur. Investigation of the language usage in
probability judgments is an important part of the dissertation.

The concept of probability comes from everyday experiences.
Connected to the research of Vigotszkij we know that accustomed
vocabulary depends on the person using the concept and the type of the
concept.

The concept of primary impression, intuition has a fundamental
importance to explore the topic. Among the interpretations of intuition we
rely on Fischbein’s learning theory definition in our research.

According to the conclusion of Bruner’s representation theory the
mathematics education has to be based on principles that unfold the relation
of the reality and mathematics. This is further refined by Paivio dual code
theory that assumes the verbal and the visual dimension of cognition
develops separately. The visual and verbal concept images differing from
each other are conflict factors during the process of concept development.
Such conflict could arose during concept development as well.

The development of analogical thinking is a highlighted area of
mathematics education. We rely on the research of Eva Vasarhelyi in the
definition of analogy. It’s difficult to notice in the topic of probability if a
problem is related to one that is already solved and so many paradoxes in
probability are based on false analogy.

In Hungary the instruction of probability theory in public education
started after the curriculum of 1978 came into force, which aimed the
empirical foundation of the concept of probability. There is a great
difference between development of probability approach and calculation of
probability. The starting point of the international literature on perspective
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development of probability was the work of Piaget and Fiscbein. Their point
of view was the same in many aspects but differences can also be found in
their attitude. Regarding the presence of chance Fischbein distanced himself
of the developmental psychological classification of Piaget that was
confirmed by other researchers later. One of the main literary base of our
research is Fischbein’s book entitled ,,The Intuitive Sources of Probabilistic
Thinking in Children”. The work of Fischbein had a major influence on
mathematics didactics, especially on teaching probability theory. He showed
that probabilistic activities are closely related to the development of
scientific thinking and they affect other areas of mathematics. By this he
proved the complexity of probabilistic activities and he proposed them to
appear in the curriculums. The proof that the appropriate methods applied in
education aid the understanding of dynamism of stochastic processes is an
important result of his regarding our research. We agree on his conclusion
that experiencing activities are necessary in education.

Mathematical approaches of the probability conception and their
influence to the education

The scientific concept and the calculation of probability of events can
be taught basically in two different ways in public education.

e Statistical interpretation of probability (by relative frequencies):

The students observe the stabilization of relative frequency in related
concrete experiments. Mathematical theses are advanced in this approach,
which can be proven later. The relative frequency with the desired precision
is used instead of probability.

e The axiomatic construction of probability in Kolmogorov's axiom
system:

A theoretical model is established for the given problem in order to
determine the desired probability. In teaching practice, it is expedient to
verify the validity of a theoretical model associated to one or another
problem with a value gained as result of a statistical simulation.

The term of relative frequency always discussed along with the concept
of probability in the practice of Hungarian education. During this discussion,
the students are asked to think of the probability as a fixed number. At the
same time the value of the relative frequency randomly changes. We think
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that handling of this duality is very difficult. It could be an important flavor
in the discussion of the topic.

Investigation of the documents of Hungarian education

The ,,NAT” emphasizes in the principles of mathematics teaching that
it aims to explore the world of mathematics and mathematical thinking by
integral linking of different topics of mathematics.

In line with this the curriculum frameworks always mention the
possibility of development of probabilistic thinking in other areas of
mathematics when defining general objectives, however it appears in the
detailed elaboration in only a few cases. The curriculum frameworks are
different in wording tasks belonging with the topic probability-statistics and
also in determination the number of hours recommended for the topic.

Analyzing textbooks shows that activities for development of
probabilistic perspective remain to the end of the school year in primary
school, in addition problems related to probability do not or only slightly
appear in other topics of mathematics in textbooks. This fact raises doubts if
the topic is constructed single-minded.

The wvast majority of activities for development probabilistic
perspective can be described by the classical probabilistic field. The
interpretation of probability by relative frequency is emphasized. Most of
the tasks concern to calculating probability can be solved by combinatorial
methods. The starting point of defining probability is the empirical law of
large numbers. Only a few textbooks deal with approximating the
probability of a problem in different manners to help learning the selection
of a model this way.

Demonstration of the investigation

Antecedents of the investigation: In the late 1970s and early 80s David
Green examined the probabilistic thinking of 11-16 years old students by
questionnaire in England. In the school year 1989/90 three countries —
Brazil, Hungary and Quebec (Canada) — participated in SIMULO project
that investigated the probabilistic thinking of 10-14 years old children.
Theoretical results of these researches and parts of their questionnaires were
used in our investigation.

16



The following qualitative and quantitative methods were used during
the investigation:
e Questionnaire survey and analysis of questionnaires
o Keeping and observing lessons at the Faculty of Primary and Pre-School
Education of ELTE
e Observing lessons in 2. 3. 5. grade
In our questionnaires we observed the probabilistic thinking of three groups:

e 178 students of the Faculty of Elementary Teacher Training of
ELTE (They represent the population that has already learnt
probability, but has no interest in mathematics and natural
sciences,)

e 139 students of the Faculty of Science ELTE (Higher level of
mathematical grounding and interest in natural sciences can be
assumed in this population.)

e 66 elementary school students (10-13 years old) (This population
has never learnt probability.)

The presentation of the experiences will be grouped around the following
sub-topics:
e The role of language
Estimation and calculation of probability
The importance of the way of questioning
Emotional factors
Activitability of knowledge

The examination has been completed by presenting activities observed on
lessons, which activities show the relationship of probability to other
mathematical areas.

The most important experiences are the following:

Willingness to express chance by numbers depends on the pre-
qualification. The chance is usually expressed by percentage, especially
when the judgment is subjective. When learning mathematics we use a lot of
expressions that has different meaning in everyday vocabulary then in
mathematical terminology. This problem is strongly present in the topic of
probability.

The good definition of probability in depends on erudition. The more
mathematically educated a person is better in solving the tasks. The concept
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of rate is an important component of solving many probability related
problems.

Analogical thinking is an important part of learning and understanding
mathematics. In the topic of probability analogies have to be applied
carefully.

During learning probability a lot of questions that can be interpreted in
different ways occur. The selection of the model best suited to the question
can only be successful if the students are helped in this. The model selection
is more dependent on the questioning then on the mathematical
qualification. The way of questioning highly influences the thinking strategy
of the students.

In the topic of probability the emotional factors cannot be neglected in
any of the test groups. Beliefs can influence or inhibit the definition of
chance by known theoretical models. Emotional influence is reduced as the
result of learning mathematics and probability. Comparison of
guestionnaires and experiences of lessons shows that the emotional factors
are much stronger in real problem situations then in solving school tasks.
The influence of emotional factors is one reason why the knowledge
acquired in probability theory is difficult to apply in activities.

The results of research according to the hypotheses

1. Groups having higher level of mathematical grounding perform better

in average in probability problem solving.

The comparison of the performance of three groups having different
mathematical grounding is the following:

Students of ELTE-TTK gained the highest performance on the average.
Students of ELTE-TOK gained the second average result. Students of 5"
and 6" classes of primary school reached the third position in the
competition.

Regarding to the overall results, the three groups are significantly
different. On the other hand, the three groups cannot be differentiated based
on the answers given to one or another individual question. Based on this we
do not rule our first hypothesis out.
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2. The knowledge gained in studying probability is going to be activated
during decision making hardly. The differences among the
interpretations of probability influence the decisions substantially.

The second hypothesis cannot be ruled out according to our examination.

Based our questionnaire and experiences on lessons we can state that the

knowledge gained during studying mathematics and probability is hardly
activated during making probability decisions.

Three different thinking strategies had been applied to estimate the
probability of events:

e Intuitive manner relying on feelings
e Approximation by relative frequency
e Calculation some sort of theoretical value of probability

We found that the key point of probability thinking is the selection of
the appropriate strategy the best fitting to the question.

Based on our experiences, the selection of the strategy is influenced by
linguistic factors, the manner how the question is asked, the knowledge
about probability and other mathematical areas and emotional factors as well
in all three groups.

The used terminology has crucial significance in probability decisions.
On one hand, we can judge the way of thinking based on the manner how
the probability is expressed. On the other hand, the differences between the
mathematical terminology and the ordinary usage of the language could
prevent the activation of the gained knowledge.

The emotional factors cannot be neglected in topics of probability.
Beliefs influence or prevent the estimation of chance based on a learnt
theoretical model. The influence of emotional factors reduces by learning
mathematics and probability. These factors are much stronger in real life
scenarios than during solving exercises. The influence of emotional factors
is one of the reasons why the gained knowledge about probability can hardly
be activated.

3. Subjective factors also have influence on the estimation of the
probability of an event in each and every phase of concept formation.

Fischbein verified that primary intuition about the probability exists.

The intuitions continuously present in teaching mathematics. The

questionnaire and the lesson observations indicated that anticipation related
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to the probability quite often contradicts to the measured and counted
probability. The results of theory of decision confirm this assumption.

The evaluation of the questionnaire indicated that the primary
anticipation so strongly influences the probability problem solving that
sometimes it obscures the gained mathematical knowledge.

We proved that the estimation of the probability of an event is
influenced by subjective factors in each phase of concept formation. So, the
third hypothesis cannot be ruled out.

4. a) The exercises completed in lessons during the period of the
development of probability approach help the approximation of
probability by relative frequency. The exercises during the calculation
of probability enhance the combinatorial manners.

This hypothesis was proven by the analysis of curriculum of studies and
schoolbooks. The schoolwork in the period of development of probability
approach helps the approximation of probability be relative frequency.
Besides that the exercises for combinatorial manner of calculating the
probability also appear in schoolbooks. In the period of calculating
probability, the exercises enhance the combinatorial manner. Most of the
exercises appearing in the schoolbooks can be solved by the classic
probability model.

The document evaluations also indicated that the questions around the
model selection hardly appear in practice of education. If we compare the
experiences of the questionnaire and observation of lessons to the result of
document analysis we can conclude that knowledge about the selectable
models for solving probability problems and bringing the differences among
them to students’ consciousness are the fundamental questions to teach
probability successfully.

b) The probability topics can be linked to other areas of mathematics.

The curriculums of studies always mention the possibilities of
developing probability thinking within other areas of mathematics. On the
hand it rarely appears in the elaborated plans. Probability problems of other
mathematical areas do not or rarely appear in the schoolbooks. This
document exhibits example of linking topics of probability to other areas of
mathematics. This example proves our hypothesis.
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Perspectives

Researches exhibited in this paper — Green’s researches and the Simulo
program — determined four levels of probability thinking.  Further
researches are needed to investigate how these levels were determined. If it
was possible, it would be worth to determine the Green-levels of probability
thinking for groups having different levels of mathematical grounding.

The answer to the fourth question of our research draws the attention to
the lacks in the current practice in Hungarian public education. Therefore it
shows the direction of the new researches.

It is necessary to elaborate and try in practice such teaching materials that

a. show statistical manners of solving probability problems;

b. develop probability thinking and other areas of mathematics at the same
time. It is also necessary to emphasize that activities performed during
development of probability approach also influences other topics of
mathematics.
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