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1. Nagy szamok erSs torvényei paronként fiiggetlen tobbin-
dexes valdsziniiségi valtozdk esetén

Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza és d € N rogzitett. Bevezetjiik
a kovetkezd jeloléseket: |n| := ny---ng, ahol n = (nq1,...,nq) € N, Yon =
Y onewds log™ # := max{l,logz},haz>0élogTz:=1, haz<0. Azn<m
(n,m € Nd) reldciét értelmezziik koordindtdnként.

Tegyiik fel, hogy az {X,,n € Nd} valosziniiségl valtozdk ugyanabban az
(Q, F,P) valdsziniiségi mez8ben vannak értelmezve. Legyen Sp := > 1., Xk.

1.1. definicié. (Gut (1992) [8].) Azt mondjuk, hogy az {X,,n € N}

valosziniiségl valtozdk sorozata az X valdszinliségl véltozdval dtlagban gyengén
domindlt, ha létezik ¢ > 0 dgy, hogy

1
o O Pkl > ) < eB(|X] > 2)
k<n

teljesiil minden n € N% és 2 > 0 esetén.

Az aldbbi tobbindexes konvergenciatételek Kruglov (1994) [11] egyinde-
xes tételeinek kiterjesztései.

1.1. Egy éltaldnos konvergenciatétel

Fazekas és Témadcs (1998) [7] Theorem 3.1.

1.1.1. tétel. Legyen {X,,n € Nd} nemnegativ valosziniiségi valtozok egy
sorozata, {by,n € Nd} nemnegativ szamoknak egy korlatos sorozata, tovibba
By = stn bx. Ha

3 ﬁP (1 — Bal > <h]/7) <

minden ¢ > 0 esetén, ahol 0 < r < 1, akkor

1

|n|1/7“ (Sn - Bn) —0 (|n|—>oo) majdnem biztosan.

1.2. Kolmogorov-féle nagy szdmok er6s térvénye

Fazekas és Témadcs (1998) [7] Theorem 4.1.
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1.2.1. tétel. Legyen {Xy, : n € N} pdronként fiiggetlen valésziniiségi
valtozok sorozata X-szel atlagban gyengén domindlt. Tegyiik fel, hogy

E (|X|(log™ [X])1) < oo

Ekkor )
> HP(|Sn — ESn| > ¢ln|) < o0

minden ¢ > 0 esetén, tovabbd, ha még sup{E|Xyn|,n € N} < oo is teljesiil,
akkor

H(Sn —ESn) — 0 (jn|]—o0) majdnem biztosan.

1.3. Marcinkiewicz-féle nagy szdmok erds tdrvénye

Fazekas és Témadcs (1998) [7] Theorem 5.1.

1.3.1. tétel. Legyen { Xy, n € N} valdsziniiségi viltozék X -szel dtlaghan
gyengén domindlt sorozata. Tegyiik fel, hogy E(|X|" (log™ | X])41) < oo, ahol

0 < r < 1. Ekkor .
E — i/r
4 | |P(|Sn|>5|n| ) < 00

barmely ¢ > 0 esetén, tovabba

S

|n|f/_’“ — 0 (Jn|—o0) majdnem biztosan.

2. A tobbindexes valdsziniiségi valtozdkra vonatkozé nagy
szamok erGs torvényeinek egy dltalinos megkozelitése

Az el6z8 fejezet jeloléseit haszndljuk itt is. Legyen Ny := N U {0}, R a
valés szdmok halmaza, 0 := (0,...,0) € N& & 1:= (1,...,1) € N%. Jelsljiik
az m,m, ... € N’ rdcspontok koordindtait ugyanazon indexelt betiikkel, azaz
példdul n = (n1,...,nq). Jelentse n — oo azt, hogy n;, — oo minden ¢ €
{1,...,d} esetén. Legyen |log n| := Hle log™ ni. Aap jeldlje az {an € R,n €
Ng} sorozat differenciasorozatdt, azaz ) ., Aax = dn. Azt mondjuk, hogy
{an € R)n € Ng} szorzat tipusd sorozat, ha léteznek olyan a%), n € Ng,
i€ {1 ..., d} szdmok, melyekre a, = Hle a%l) teljesiil minden n € N¢-re.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy {a, € R,)n € Ng} nemcstkkend, illetve



nem korlatos, ha ag), n € Ny nemcstkkend illetve nem korlatos sorozatok
minden 7 € {1,...,d} esetén.

2.1. definicié. A ¢:N¢ x N — R fiiggvényt szuperadditivnek nevezziik,
ha

g<ia(j1a'"ajm—lakajm-l—la'"ajd))'i'
+ (Gt yimet b+ Limat, -, ia),d) < g(i,J)

bérmely Lj € N4, i <j, m=1,...,dés i, <k < jn esetén. Azt mondjuk,
hogy az {X,,n € Nd} valoszinilségi valtozdk tobbindexes sorozata szuperad-
ditiv r-edik momentum struktirdval rendelkezik, ha minden 1 < j (1,j € Nd)
esetén

E| > Xi| <g¢°GJ),
<K<
ahol ¢:N% x NY — R szguperadditiv fiiggvény, o > 1 és r > 0.

2.2. definicié. Legyen (Q,F,P) egy valésaintiségi mez8, {Xn,n € N}
valészintségl valtozok tobbindexes sorozata és F, C F c-algebra minden
n € NY esetén. Tegyliik fel, hogy m < n esetén Fp, C Fpn. Ha Xy, Fy-mérheto
minden n € N%re, EX; = 0, tovibb4 E(Xn | Fm)=0minden m <n,m#n
esetén, akkor azt mondjuk, hogy (Xn, Fn) martingdldifferencia.

Az aldbbi tobbindexes konvergenciatételek Fazekas és Klesov (2000) [3]
egyindexes eredményeinek megfeleléi.

2.1. F6 eredmény

Noszély é Témécs (2000) [12] Proposition 1, illetve Fazekas, Klesov,
Noszély és Tomécs (1999) [4] Theorem 3.1.

2.1.1. tétel. Legyen n € N* & r > 0 rogzitettek. Legyen {am, m € N3}
nemnegativ valés értékii tébbindexes sorozat, tovibbd {bm,m € N} pozitiv
valds értékil szorzat tipusi nemcsékkend sorozat. Ha

= (iggir) < 2o

teljestil minden m < n esetén, akkor
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Noszély és Témdcs (2000) [12] Theorem 3, illetve Fazekas, Klesov, Noszily
és Témaécs (1999) [4] Theorem 3.2.

2.1.2. tétel. Legyen r > 0 rogzitett, {an,n € N&} nemnegativ valés
értéki tobbindexes sorozat, tovdbbd {bn,n € Ng} pozitiv valés értéki szorzat
tipusi nemcsokkend é nem korldtos sorozat. Tegyiik fel, hogy >, an /bl < o0
és E(maxme<n [Sm|") <D men ¢m minden n € N? esetén. Ekkor

Sn

— —0 (n—o0) majdnem biztosan.
n

2.2. Alkalmazasok

Logaritmikus silyozdsi dsszegek. Noszdly é Toémécs (2000) [12] Theo-
rem 7, illetve Fazekas, Klesov, Noszdly és Témadcs (1999) [4] Theorem 4.2.

2.2.1. tétel. Tegyiik fel, hogy az {Xn,n € N%} valdsziniiségi valtozék
tébbindexes sorozatdra valamely C' > (0 és 3 > 0 esetén

K|

A 1
B X) < € (W) (log™ )71

minden k <1 (k,1 € Nd) esetén. Ekkor

1 X
Z ko (n — o0) majdnem biztosan.

Szuperadditiv momentum struktirdval rendelkezé sorozatok. Noszaly és
Témécs (2000) [12] Proposition 11, illetve Fazekas, Klesov, Noszély és Témacs
(1999) [4] Theorem 4.1.

2.2.2. tétel. Legyen r > 0, o > 1 & tegyiik fel, hogy {Xn,n € N%}
valoszinitiségi valtozok tébbindexes sorozata szuperadditiv r-edik momentum
struktirdval rendelkeszik. Ha Ag®(1,n) > 0 minden n € Nere, é valamely
q > 0 esetén

9*(1,n)

7 =
n

teljesiil, akkor
Sn

174 — 0 (n— o0) majdnem biztosan.



Brunk— Prohorov tipusi tételek. Noszély és Témdcs (2000) [12] Proposi-
tion 13.

2.2.3. tétel. Legyen (Xn, Fn) martingdldifferencia, teljestiljon
E(E(Xl | Fm) ‘fn) =E (X1 | Fin(mn)) (2.2.1)

minden 1 m,n € N? esetén, p > 1, C > 0é r < p+ 1. Tegyiik fel, hogy
> m<n ElXm|* < C|n|". Ekkor Sn/|n| — 0 (n — o0) majdnem biztosan.

Noszély és Témécs (2000) [12] Proposition 14.

2.2.4. tétel. Legyen (Xpn, Fn) (2.2.1) tulajdonsdgui martingéldifferencia
és p > 1. Amikor p > 1, tegyiik fel, hogy E|X,|® szorzat tipusi sorozat.
Legyen by, pozitiv valos értékid, nemcstkkend és nem korlatos szorzat tipusiu
sorozat, tovabba tegyiik még fel azt is, hogy p > 1 esetén van olyan 6 >
(p — 1)/2p, hogy |n|’ /by nemnévekvé. Ekkor

E|Xa|?
27| P a1 < oo

2p
n bn

esetén Sp/bn — 0 (n — o0) majdnem biztosan.

3. A konvergencia sebessége a nagy szamok torvényeiben,
Banach-térbeli értékii véletlen elemekbdl 4ll6 szériasoro-
zatok esetén

P legyen a nemcsokkend f:[0,00) — [0,00) fiiggvények halmaza. Az
[ € ® fiiggvényrsl azt mondjuk, hogy teljesiti a As-feltételt (f ~ Asz), ha
létezik egy ¢ > 0 konstans, hogy f(2¢) < c¢f(¢) minden ¢ > 0 esetén.

Legyen B egy valds, szepardbilis Banach-tér ||.|| normaval, és {X,x,n €
N k=1,...,n} B-értékil valdszin(iségi valtozok szériasorozata. Ezt soronként
figgetlennek nevezziik, ha X,1,..., X,, fiiggetlenek minden n € N esetén.
Legyen S, := > p_; Xpk-

3.1. definicié. (Gut (1992) [8].) {Xnr,n € N,k = 1,...,n} dtlaghan

gyengén domindlt az X valosziniiségi valtozdval, ha létezik v > 0, hogy

1 n
— E P(|| Xni|| > t) < vP(]X]| > ) minden ¢ > 0, n € N esetén.
n

k=1

Témécs (2003) [14] Theorem 3.1.
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3.2. tétel. Legyen {X,r,n € N,k = 1,... n} soronként fiiggetlen, B-
értékil valosziniségi valtozok szériasorozata, mely dtlagban gyengén domindlt
az X valdszinilségi viltozoval. Tegyiik fel, hogy Iétezik egy pozitiv valés sza-
mokbdl all6 {y,,n € N} sorozat, hogy {||Sal|/vn,n € N} valdsziniiségben
korldtos. Legyen «, 8, ¢ € ®, o nem korldtos, 9, ~ Az, d £ 0 &

Bn) = pla(n + 1)) —p(a(n)), n=01,2,....
Tegyiik fel, hogy
Bo(|X]) < 20, BI(X[)<oo & lhm 0

n—00 "yn

= Q.

Legyen
pu(n) == pG(n—1) minden n €N esetén,
vagy
p(n):= G(n) minden n €N esetén.

p(n) = B(n) esetben tegyiik fel, hogy Iétesik ¢ > 0, hogy elég nagy n € N-ek
esetén

ef(n) < B(n —1).
Legyen ng € N olyan, hogy ¥(a(n)) > 0 minden n > ng esetén. Ha létesik
Jj €N és r >0 gy, hogy

> (e

akkor

Z p(n) P(HSnH > ea(n)) < oo minden £>0 esetén.
n
n:l

3.3. megjegyzés. A fenti tétellel konnyen bizonyithatéak példdul a ko-
vetkezd Baum—Katz tipusi eredmények.
— Fazekas (1992) [2] Theorem 3.1, Theorem 3.5, Theorem 6.2,
— Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [9] Corollary 4.1 és 4.2 verzidi,
— Jain (1975) [10] Theorem 3.3.

Ezek koziil Fazekas (1992) [2] Theorem 3.1 az aldbbi.

3.4. tétel. Legyen 0 < p < 2, s > p, rp > s és B p-tipusu. Legyen
{ Xk, n €Nk =1,... n} soronként fiiggetlen, B-értékil valdszintségi vdlto-
70k szériasorozata, mely atlagban gyengén domindlt X -szel. Tegyiik fel, hogy
p>1lesetén EX,; =0 (k=1,...,n). Ha E|X|" < oo, akkor

(o)
Z n" 2P (||Sn|| > Enr/s) < oo minden ¢ >0 esetén.
n=1
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4. Majdnem biztos kézponti hatareloszlas-tételek m-fiiggd,
tobbindexes valdsziniiségi valtozdkra

Legyen B az R Borel-halmazainak o-algebraja. é, jelolje az © € R pontra
koncentrdlt egységnyi tomeget, azaz 6,28 — R, §,(B) = lhaz € Bés 6,(B) =
0 ha z ¢ B. Jelsljiik = médon a gyenge konvergencist. Legyen {Xn,n € N}
0 varhato értékil és véges szorasi valdszintliségi valtozdk tébbindexes sorozata,
ahol d € N rogzitett. Legyen ||n|| .= max{ny,...,ng} é d(V1, V3) := inf {||n—
m|| :n € Vi, m € V,}, ahol V3, Vs C N% Legyen o(V) (ahol V C NY) a

legsziikebb olyan c-algebra, melyre nézve X;, mérhet6 minden n € V' esetén.

Emlékeztetiink a jol ismert m-fiiggd sorozat definicijara.

4.1. definicié. Legyen m € N rogaitett. Az {Xn,n € N} valészini-
ségi valtondk sorozatdt m-fiiggdnek nevezzik, ha a o(V1) é& o(V3) o-algebrik
minden olyan Vi, Vs C N¢ esetén fiiggetlenek, melyekre d(Vi,V3) > m.

Hasznélni fogjuk még a kdvetkezd jeloléseket: Sp := > .., Xk, Bn =
D?Sn, (n == Sn/VBn é puc, jeldlie a (o valdsziniiségi valtozd eloszldsat.

A kovetkezd két tétel lényegében Fazekas és Rychlik (2001) [6] fiiggetlen
Xn-ekre vonatkoz6 eredményeinek a kiterjesztése.

Témécs (2002) [13] Theorem 2.1.

4.2. tétel. Legyen { Xy, n € N} m-fiiggd, 0 virhaté értékil valdszintségi
valtozok sorozata. Tegyiik fel, hogy

Iétezik M, 6 > 0, hogy E|Xn|*™® < M < 0o minden n € N? esetén (4.1)

B
létezik o > 0 és n, € N tgy, hogy ﬁ > o minden n > n, esetén. (4.2)
n

Legyen 0 < dg) < clog k%l olyan, hogy > ;7 dg) =ocomindeni€ {1, ... d}-
re. Legyen dy = Hle dgl) € Dpn = ) 1cn dx. Ekkor minden p eloszlds esetén
a kovetkezo két allitds ekvivalens: -

1

o Z dib¢y(w) = # (n—00) majdnem minden w € (2 esetén,
™ k<n
1

N Z dypg, = p (n—00).

™ k<n



Témécs (2002) [13] Theorem 2.2.

Theorem 4.3. Legyen {Xn,n € N} m-fiiggd, 0 virhaté értéki va-
16szintségi valtozdk sorozata. Tegyiik fel, hogy a (4.1) és a (4.2) feltételek
teljesiilnek valamely 6 > 0 esetén. Ekkor

1 1
m Z m‘ka(w) = N(0,1) (n—oc) majdnem minden w € §} esetén.
k<

5. A Rosenthal-egyenl6tlenség kevers mezékre

Legyen (2, F,P) egy valdszinfiségi mezd és Fq, Fy C F o-algebrak. Az
a-keverési egyiitthatot a kévetkez6 mdédon definidljuk:

a(F1,Fs) = sup{|P(A)P(B) — P(AB)|: A € F1,B € Fa}.

Legyen d € N rogzitett pozitiv egész szam, tovabba I C Z% nem fires halmaz.
Tekintsiik Z%ben a ||.|| maximum normat é az dltala generdlt o tdvolsd-
got, azaz |[n|| := max{|ni|,...,|nq4|}, ahol n = (n1,...,nq) € Z%, tovdbba
o(n,m) := |n — m)||. Legyen ¥ := {V} : t € I} valdszintiségi vdltozdk tobbin-
dexes sorozata. Az Y «-keverési egyitthatdja alatt a kovetkezdt értjiik:

ay (r,u,v) == sup{a(Fr, , Fr,) : (1, I2) > r, card(l1) < u, card(l2) < v},

ahol I; és I nem iires véges részhalmazal I-nek, F;, = o{Yy :t € I;},i = 1,2.
Legyen T véges részhalmaza [-nek. Bevezetjiik a kovetkezé jeltléseket:

Lip,e,T) == Z <E|Y |N+a n/(pte) Z ||Yt||u+a

teT teT
L(h,0,T), ha 0 < 2 < 1,
D(h,e,T) =< L(h,e, T), hal<h<2

max{L(h,e,T), L"?(2,¢,T)}, ha?2< h.

Legyen s, := card({t € Z : ||t|| = #}NI) és b, := card({t € Z* : ||t]| < r}N]I),
tovabb4d

)

)= Bullh = u = Db = DY (v (o b= ) s b,
r=1

Doukhan (1994) [1] Theorem 1 egy Rosenthal-egyenlétlenség mezdkre. A
tétel vazlatos bizonyitdsdban azonban egy altalunk at nem hidalhaté ugrést
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taldltunk. Ezért megadjuk a Rosenthal-egyenlStlenség egy valtozatat, amelyet
részletesen bizonyitani tudunk.

Fazekas, Kukush és Témécs [5] Theorem.

5.1. tétel. Legyen | > 1, ¢ > 0, {Y,t € I} valdszintségi vdltozdk tobbin-

dexes sorozata, EY; = 0 és E|Y;|'*® < oo minden t € I esetén. Legyen h a leg-
(@)

kisebb péaros egész szam, melyre h >l teljesiil. Tegyiik fel, hogy Cohmu < 00,
u=1,...,h— 1. Ekkor ltezik egy K(,) konstans, hogy
1
E|> Vi| < K@D(l,eT) (5.1)
teT

I-nek minden véges T részhalmaza esetén.

5.2. megjegyzés. K(,) nem fiigg T-t8l, csak a keverési egyiitthattdl és
[-481. Ha 0 < & < 1/2, akkor az explicit alakja: K,y = H\* C, ahol

(@) — (@ <~ (h (@)
HY =14 Z_; Cohn T 2 (u) a7 m
Cl — 2(h—l+a)(2h+2]—1)/a.

Amennyiben [ paros egész szdm, akkor C; javithaté C; = l-re. Az (5.1) 0 <

[ <1 esetén teljesiil a cgffzb_u < oo feltétel nélkiil is. Ekkor K(,) = 1.
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1. Strong laws of large numbers for pairwise independent
random variables with multidimensional indices

Let N¢ be the positive mteger d-dimensional lattice points, where d is a
positive integer. The following notation will be used: |n| = ny - --ng, where
n=(ny,...,ng) € N, don = D onends logt # = max{1,log z}, if > 0 and
logt2z=1,if  <0. For nm € N% n < m is defined coordinatewise.

We shall assume that random variables (r.v.’s) {Xp,n € N} are defined
on the same probability space. Let Sp = > 1., Xk.

Definition 1.1. (Gut (1992) [8].) It is said that the sequence {Xn,n €
Nd} is weakly mean dominated by the r.v. X, if for some ¢ > 0,

1
o O Pkl > ) < cB(|X] > 2)
k<n

for all n € N and « > 0.

The following multiindex convergence theorems are extensions of the
single index theorems in Kruglov (1994) [11].

1.1. A general almost surely convergence theorem

Fazekas and Témécs (1998) [7] Theorem 3.1.

Theorem 1.1.1. Let {X,,n € Nd} be a sequence of nonnegative r.v.’s,
and let {by,n € Nd} be a bounded sequence of nonnegative numbers, and

Bn = stn . If

3 ﬁP (1 — Bal > <h]/7) <

for every € > 0, where 0 < r < 1, then
1

W(Sn — Bn) — 0 (|n|]—o0) almost surely (a.s.).

1.2. Kolmogorov’s SLLN

Fazekas and Témécs (1998) [7] Theorem 4.1.

Theorem 1.2.1. Let {X,,n € Nd} be a sequence of pairwise indepen-
dent r.v.’s, which is weakly mean dominated by X. Assume that

E (|X|(log™ [X])1) < oo
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Then )
> HP(|Sn — ESn| > ¢ln|) < 00

for any ¢ > 0, moreover if sup{E|Xp|:n € N} < oo, then

1

—(Sa —ESn) — 0 (|n|]—o0) as.
25— BSw) — 0 (=)

1.3. The Marcinkiewicz SLLN without assuming independence

Fazekas and Témécs (1998) [7] Theorem 5.1.

1.3.1. tétel. Let {X,,n € N} be weakly mean dominated by X such
that B(|X|" (log* |X])*~1) < oo, where 0 < r < 1. Then

3 ﬁP (1Sal > <a’") < oc

for any € > 0, and
Sn

WHO (In|—o0) a.s.

2. A general approach to strong laws of large numbers for
fields of random variables

We shall use notation of the previous chapter. Let Nog = N U {0}, 0 :=
0,...,0) € Nd and 1 = (1,...,1) € N Denote R the set of real numbers.
Coordinates of m,n,... € N? are denoted by same letters with indices, ie.
n always means the vector (n1,...,n4). n — oo is interpreted as n; — oo
for all i € {1,...,d}. Let |logn]| := Hle log* n;. The difference sequence of
sequence {an € B,n € N2} will be denoted by Aap, ie. > ken Aax = an. We
shall say that a sequence {a, € R,n € Ng} 18 of product ty}pe, if there exist
a%) € R, neNg, i€ {l... d},suh that ay, = Hle a%l) for each n € I,
In this case the sequence {a, € B,n € N3} is said to be nondecreasing,

Q)

(resp. unbounded), if all
ie{l,...,d}.

Definition 2.1. A function ¢:N? x N? — R is said to be superadditive,

, n € Np is nondecreasing, (resp. unbounded) for all

if

g<ia(j1a'"ajm—lakajm-l—la'"ajd))'i'
+ (Gt yimet b+ Limat, -, ia),d) < g(i,J)
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for any ,j e N, i <j m=1,...,d i < k < jm. A sequence of r.v.’s
{Xn,n€ Nd} 1s said to have r-th moment function of superadditive structure,

if for all i <j (i,j € N9)

E| > Xk| <¢%GJ),
i<k<j

where ¢: N9 x N? — R is superadditive, & > 1 and r > 0.

Definition 2.2. Let (€2, F,P) be a probability space. Let {Xn,n € N4
and {F,,n € Nd} be a sequence of r.v.’s and be a sequence of o-subalgebras
of F, respectively. We assume that Fp,, C Fp f m < n. If X, is measurable
with respect to Fp for all n € N¢, EX; = 0 and E(Xn | Fm) =01 m <n,
m # n, then we say that (Xn, Fn) is a martingale difference.

The following convergence theorems are multiindex versions of the single
index results in Fazekas and Klesov (2000) [3].

2.1. The basic SLLN
Noszély and Témécs (2000) [12] Proposition 1 and Fazekas, Klesov, No-

szaly and Témdécs (1999) [4] Theorem 3.1.

Theorem 2.1.1. Let n € N be fixed. Let r be a positive real number,
{am,m € N¢} be a nonnegative sequence. Suppose that {bm, m € N} is a
positive, nondecreasing sequence of product type. If

P (pelsl) < X
- I<m
for all m < n, then

m

S
E(Q‘%ﬁ b

m

DR

m<n ™

Noszély and Témécs (2000) [12] Theorem 3 and Fazekas, Klesov, Noszily
and Témaécs (1999) [4] Theorem 3.2.

Theorem 2.1.2. Let {an,n € N¢}, {bn, n € N} be nonnegative sequen-
ces and let r > 0. Suppose that {b,,n € Ng} 18 a positive, nondecreasing, un-
bounded sequence of product type. If 3~ an /by, < 00 and E(maxm<n |[Sm|")<
Y m<n Gm for alln € N, then

Sn

— =0 (n—o0) as

bn
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2.2. Applications

Logarithmically weighted sums. Noszdly and Témdcs (2000) [12] Theo-
rem 7 and Fazekas, Klesov, Noszdly and Témdcs (1999) [4] Theorem 4.2.

Theorem 2.2.1. Let {X,,n € N9} be a sequence of random variables
and suppose that for some C' >0, 3 >0

|k|)@ 1
EX X)) <C | — _—
[B(&u &)l < <|1| (log* |1])4-1

for all k <1 (k,1 € N%). Then

1 Xk
_ — 0 .S.
oga] 2 iy 0 @) as

Sequences with superadditive moment structures. Noszaly and Tomdécs
(2000) [12] Proposition 11 and Fazekas, Klesov, Noszily and Témécs (1999)
[4] Theorem 4.1.

Theorem 2.2.2. Let » > 0, & > 1 and suppose that {Xn,n € N} has r-
th moment function of superadditive structure and Ag®(1,n) Is nonnegative
for any n € N, Then for arbitrary ¢ > 0

g9“(1,n)
M
n
implies S
Mﬁ—ﬂ) (n — o0) a.s.

Brunk— Prohorov type theorems. Noszily and Témdcs (2000) [12] Propo-
sition 13.

Theorem 2.2.3. Let (X, Fn) be a martingale difference,
E(E(Xl | Fm) ‘fn) =E (X1 | Fuin(mn)) (2.2.1)

for all lm,n € N% Let p > 1, C > 0 and r < p + 1. Suppose that
> m<n ElXm|* < C|n|". Then Sy/In] — 0 (n — ) a.s.
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Noszély and Témdcs (2000) [12] Proposition 14.

Theorem 2.2.4. Let (Xpn, Fn) be a martingale difference having property
(2.2.1) and let p > 1. When p > 1, suppose that E| X, |? is sequence of product
type. Then

E|Xa|?
27| P a1 < oo

2p
n bn

implies Sp/bn — 0 (n — o0) a.s., provided that by, is a nondecreasing, po-
sitive, unbounded sequence of product type and either p = 1 or |n|® /b, is
nonincreasing for some § > (p — 1)/2p.

3. Convergence rates in the law of large numbers for arrays
of Banach space valued random elements

Let @ denote the set of functions f:[0,00) — [0, 00), that are nondecre-
asing. A function f € ®¢ is said to satisfy the Az-condition (f ~ Ay) if there
exists a constant ¢ > 0, such that f(2t) < cf(?) for all ¢ > 0.

Let B be a real separable Banach space with norm [|.||, and let {Xp5,n €
Nk =1,...,n} be an array of B-valued r.v.’s. It is rowwise independent, if
Xn1, ..., Xpn are independent r.v.’s for all n € N. Let S, = 22:1 Xnk-

Definition 3.1. (Gut (1992) [8].) We say that the array {X,z,n € N k =
1,...,n} is weakly mean dominated by the r.v. X, if for some v > 0,

k
Lk
o 2 PUIXnll > 1) <4P(X|>1) forall >0 and nel.
=1

Témécs (2003) [14] Theorem 3.1.

Theorem 3.2. Let {X,r,n € Nk = 1,...,n} be an array of row-
wise independent B-valued r.v.’s which is w.m.d. by the r.v. X. We assume
that there exists a sequence {y,,n € N} of positive real numbers such that
UISnll /yn,n € N} is bounded in probability. Let o, ¥, € ®g, « be not bo-
unded, ¥, ~ Az, ¥ £ 0 and

B(n) = pla(n + 1)) — pla(n)), n=0,1,2,....

We assume that

Eo(|X]) < o0, EdJ(X]|)<oo and lim
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Let
pn) =pn—1) forall neN

or

pu(n) =B(n) for all neN.
In case p(n) = f(n) assume that there exists a constant ¢ > 0 such that
ef(n) < fln —1)

for n € N large enough. Let ng € N be such that J(a(n)) > 0 for all n > ng.
If there exist j € N and r > 0 such that

e ()

then -
Z MP(||Sn|| > Ea(n)) < oo forall ¢>0.

n=1 n
Remark 3.3. The following known Baum—Katz type results are corol-
laries of the previous theorem.
— Theorem 3.1, Theorem 3.5 and Theorem 6.2 of Fazekas (1992) [2],
— a version of Corollary 4.1 and 4.2 of Hu, Rosalsky, Szynal and Volodin
(1999) 9],
— Theorem 3.3 of Jain (1975) [10].

E.g. Theorem 3.1 of Fazekas (1992) [2] is the following.

Theorem 3.4. Let 0 < p < 2, s > p, rp > s and let B be of type p.
Let {X,p,n €N, k=1 ...,n} be an array of rowwise independent B-valued
r.v.’s which Is weakly mean dominated by the r.v. X. Assume that EX,,; = 0
(k=1,...,n) in case p> 1. FE|X|’ < o0, then

inr_zP (||Sn|| > Enr/s) < oo forall ¢>0.
n=1

4. Almost sure central limit theorems for m-dependent ran-

dom fields

Denote B the g-algebra of Borel-sets of R. Let 6, be the unit mass at point
r €R, that is 6;:8 =R, 6;(B)=1if v € Band 6;(B)=0if « ¢ B. = p
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denotes weak convergence to the probability measure u. Let {X,,n € Nd} be
a multiindex sequence of r.v.’s, where d is a fixed positive mteger. Suppose
that EX, = 0 and DX, < oo for all n € N Let ||n|| = max{ns,..., n4}
and d(Vy,Va) = inf{|[n—m]|| : n € Vi, m € Va}, where V3, Vs C N Let (V)
(where V C N%) be the smallest o-algebra with respect to which {X,,n € V'}
are measurable.

Recall the well-known concept of m-depence.

Definition 4.1. Let m € IV be fixed. The random field {X,,n € N} is
said to be m-dependent, if the o-algebras o(V1) and o(V2) are independent
whenever d(V1,V3) > m, Vi, V5 C N,

In the following let Sp = >y <, Xk, Bn = D?Sn, (n = Sn/V/Bn and let
pc, denote the distribution of the r.v. (y.

The following two theorems are extensions of the results on independent

Xn’s in Fazekas and Rychlik (2001) [6].

Témécs (2002) [13] Theorem 2.1.

Theorem 4.2. Let {Xn,n € N be an m-dependent random field,
EXn = 0, n € N% Suppose that

there exist M, 6 > 0, such that E|Xp|*** < M < oo for all n € ¢ (4.1)

and

Bn
there exist o > 0 and n, € N? such that ﬁ >cforalln>n,. (4.2)
n
Let 0 < dg) < clog k%l, assume that Y ;. dg) =oo for allie {1,...,d}.
Let dy = Hle dgl) and Dp = ) ", <, dix. Then for any probability distribution
it the following two statements are equivalent:
1

i) Z dib¢p(w) = # (n—00) for almost every w € €,

™ k<n

1
Do Z dypg, = p (n—00).
k<n

Témécs (2002) [13] Theorem 2.2.

Theorem 4.3. Let {Xn,n € N} be an m-dependent random field,
EXy = 0, n € N%. Assume that (4.1) and (4.2) hold for some § > 0. Then

1 1
@ Z méck(w) = N(0,1) (n—o0) for almost every w € .
k<
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5. On the Rosenthal inequality for mixing fields

Let (2, F,P) be a probability space. Let F; and Fz be two o-algebras in
F. The a-mizing coefficient 18 defined as follows.

a(Fy, Fa) = sup{|P(A)P(B) — P(AB)| : A € F1, B € F2}.
Let d € N be a fixed positive integer, I C Z%, ||n|| = max{|n1|, ..., |[nd|},

where n = (ny,...,nq) € Z%, and onm) =|n—m||. Let Y = {Y; : t € I}
be a multiindex sequence of r.v.’s. The a-mizing coefficient of Y is

ay (r,u,v) == sup{a(Fr, , Fr,) : (1, I2) > r, card(l1) < u, card(l2) < v},

where I; and I5 are finite subsets in I, F;, = o{Yy:t € I;}, 1= 1,2.
Let T be a finite set in /. Introduce the following notation.

L(ﬂ,E,T) — Z <E|Y |N+a pf(ute) Z ||Yt||u+a

teT teT
L(h,0,T), it0<h<1,
D(h,e,T) =< L(h,e, T), fl<h<2

max{L(h,e, T), L"?(2,¢,T)}, if2<h.

Let s, = card({t € Z* : ||t|| = r} N 1), b, = card({t € Z* : ||t|| < r} N ]) and

cfffz_u = 8ul(h —u—1l(h—1)! Z(ay(r, u, h — u))a/(h-l—g)srbff—z.
r=1

The following theorem is a version of Theorem 1 of Doukhan (1994) [1].
In the proof of that theorem we have found a gap. For our version we gave
detailed proof.

Fazekas, Kukush and Témdécs [5] Theorem.

Theorem 5.1. Let | > 1 and ¢ > 0. Let {Y¢,t € I'} be centered random
variables with E|Y;|'T* < oo, t € I. Let h be the smallest even integer with
h > l. Assume that cgaz_u < oo forw=1 ... h—1 Then there is a constant

K(a) such that
I

EZYt

teT

< Ky D(l,¢,T) (5.1)

for any finite subset T of I.
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Remark 5.2. K(,) does not depend on 7" but it depends on the mixing
coefficients and . If 0 < ¢ < /2, then K(,) = H,(ﬁ)C'l, where

h—1 h—2 h
e SIS Dl (VT

:2
Cl — 2(h—l+a)(2h+2]—1)/a )

u=1

If [ is an even integer, then one can put C; = 1. Inequality (5.1) is always
satisfied for 0 < ! < 1, if we replace K(,) with 1.
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