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Bevezetés

Annak rovid vézoldsaval kezdjiik, hogy mi a hattere és a magyardzata a
disszertacié cimében — és aztan a munka soran végig — alkalmazott termi-
nolégidanak.

Ismeretes, hogy Hermann WEYL volt az elsd, aki rdmutatott a kovaridns
derivélas Riemann-struktiraktdl fiiggetlen fogalmanak fontossigara [44]. Ha M
egy (sima) sokasdg, D pedig kovaridns derivalds M-en, akkor D-t igen gyakran
konnezidként, vagy Weyl nyoman affin konnezxidként emlitik (bar ez utdbbi
kifejezés més értelemben is hasznélatos), az (M, D) part pedig affindsszefiggd
sokasdgnak vagy affin sokasignak mondjik. Az ,affinOsszefiiggé sokasdg”
elnevezés manapsdg mar kissé régiesen hangzik és egyre ritkdbb. Az affin
sokasdg” elnevezés ellen az szol, hogy ez kétértelmii: affin sokasdgon gyakran
un. affin struktirdval ellatott sokasigot értenek; egy affin struktira kijelolése
ekvivalens egy torzi6- és gorbiiletmentes kovaridns derivalds megaddasaval. Az
ilyen értelemben vett affin sokasdgoknak igen gazdag elmélete van, amelybe jé
betekintést enged példaul a [19] dolgozat.

Mindenezek alapjan 1gy dontottiink, hogy egy kovaridns derivalassal
ellatott sokasdgra a Serge LANG [24] altal hasznilt D-sokasdg elnevezést
fogadjuk el és alkalmazzuk.

Munkankban a helyzet lényegesen bonyolultabb, mint a D-sokasidgok
klasszikus elméletében. Azt, hogy mirél is van szd, intuitive nagyon vildgosan
leirja Masao HasHiGucHI [23] dolgozatdanak els§ paragrafusdban. Szabad
forditasban: amikor egy M differencidlhaté sokasdg olyan geometriai tulaj-
donsagaval foglalkozunk, amelyek nem csupan M pontjaitdl fiiggenek, hanem a
pontbeli nemzérus érintévektoroktdl is, akkor M-et vonalelem-térnek (space
with line-elements) nevezziik, az érintévektorokat pedig tdmaszelemeknek
hivjuk. Fontos megjegyezni, hogy a vonalelem, illetve vonalelemtér (espace
d’elements linéaires) fogalma mar Elie CARTAN Finsler-tereket targyald
klasszikus munkdjaban is kdzponti szerepet kapott (lasd [8]).

Disszertaciénk szintén az ilyen ,irdnyfiiggd objektumok” elméletéhez
kivan hozzajarulni. Ezekhez a vizsgalatokhoz elengedhetetlen egy alkalmas
kovaridns derivalas (vagy ,konnexi4”) bevezetése. Ilyen kovarians derivalast
értelmezett 1949-ben VARGA Ott6 [42] a klasszikus tenzorkalkulus eszkdzeivel,
majd hasonl6 mddon — de téle fiiggetleniill — M. Hashiguchi 1958-ban [23].
Atiiltetve Lang terminolégidjat erre a szituacidra, egy kovaridans derivaldssal
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ellatott vonalelem-sokasdgot neveztiink vonalelem D-sokasagnak. Varga
Otté eljarasat a koordindtas nyelvezet megorzésével, de modernizalt formaban
vazoljuk az Appendixben (6.3). A vonalelem D-sokasdgok Varga Ottd kez-
deményezte elméletét a késobbiekben tobb hazai geométer is tovabbépitette,
illetve gazdagitotta; elegendd ezzel kapcsolatban Sods Gyula [33], TAMASSY

Lajos [40], NaGY Péter [30] és SZABO Zoltan [35] dolgozatara utalnunk.

A vonalelemtér Cartan &ltal bevezetett intuitiv fogalménak pontossé tétele a
fibralt nyaldbok elméletének keretei kozott valt lehetségessé. A | vonalelemtér”
megfelelje ekkor egy olyan vektornyaldb, amelynek bazissokasdga egy M so-

o
kasdg nemzérus érintovektorainak T'M sokasaga, totaltere a

TM x 0 TM = {(u,v) e TM x TM | #(u) = T(u)}

o

fibralt szorzat (itt 7: TM — M a természetes projekcié, 7 := 7 | TM),
projekcidja az

(u,v)ei’MxMTMHuefM

leképezés. Ezt a nyaldbot disszertacionkban a wvisszahizott nyaldbként emlitjiik
o * . D8 B . . 7 . 7 P 7 .. ’

és 7 T-val jeloljiik. Mivel vizsgalataink egy részében a zérusvektorok torlése nem

sziikséges, gyakran szerepeltetjik a

T TM X0y TM — TM

visszahizott nyaldbot is. Vonalelem D-sokasdgon ezek utan olyan (M, D)
part, értiink, ahol M egy sokasag, D pedig a +r vagy a 7*7 vektornyaldbon
adott kovarians derivélds.

Annak felismerése, hogy a Finsler-geometridban alkalmazott kiillonbozé (L.
BERwWALD , E. CARTAN és H. RUND éltal bevezetett) kovaridns derivéldsok
egységes és indexmentes targyaldsdul alkalmas fogalmi keretiil szolgdlnak a
(mi sz6hasznalatunkkal) vonalelem D-sokasidgok, az 1960-as évek elején tortént
meg. Ennek a nézdpontnak a szisztematikus érvényesitésével elséként talan
H. AKBAR-ZADEH munkdiban taldlkozhatunk (ldsd példaul [1]); ezekrél j6
osszefoglalé dttekintést ad 2006-ban publikdlt monogréafidja [2]. A Makoto MAT-
SUMOTO &ltal egy évtized alatt, 1960 és 1970 kozott igen alaposan kidolgozott
elmélet mas utat kovet. Matsumoto egy specidlis principalis nyalab principalis
konnexidiként térgyalja az un. Finsler-konnexidkat [27], [28]. Az alkalmazott
principalis nyaldbhoz csatolt vektornyaldab azonban éppen a 77 visszahizott
nyaldb, igy a principdlis nyaldb megkozelités ugyanarra az eredményre ve-
zet, mint a vektornyalab-nézéponti targyalas. Erdemes megemliteni, hogy
P. DOMBROWSKI egy Matsumoto-cikkrol irt, de onallo érdekességgel bird
referdtumaban [17] Matsumoto eredményeit éppen a visszahizott nyaldb
nyelvére forditja le. Attekintve a kiilénboz6, lehetséges megkozelitéseket, M.
CRAMPIN egy 2000-ben publikalt dolgozatdban [13] ismételten és hatdsosan
a visszahuzott nyaldbon alapuld targyalds mellett érvel. Ez a nézopont és a



hozzdkapcsolédé fogalmi-kalkulativ appardtus részletes kifejtést nyert a [37]
munkaban. Disszertacionk &ltaldnos elméleti hatteréiil ez a munka szolgal,
terminolégiankban és jel6léseiben, aprébb eltérésektdl eltekintve, ezt kovetjiik.

Tovabbi kulcsfogalom dolgozatunk cimében az Ehresmann-konnexid.
Ez az elnevezés a differencidlgeometria irodalméban tobb, egymastdl eltérd
értelemben is szerepel. Disszertaciénkban Ehresmann-konnexion — roviden
szolva a

0—TMxpy TM —TTM — TM Xp TM — 0

kanonikus egzakt sorozat olyan jobb oldali hasitasat értjiik, amelynek simasagat

csak TM x y T M f6l6tt kivéanjuk meg. (A pontos definiciét illetéen lasd 4.1.1-et.)
Megjegyezziik, hogy ez a fogalom a [37]-ban horizontdlis leképezésként szerepel.

16 e helyen roviden szélnunk Charles EHRESMANN konnexidelmélethez
valé legfontosabb hozzajarulasarél. Ehresmann konnexiéelméleti vizsgalataihoz
a ,nyersanyagot” Elie Cartan e téméban irt dolgozatai szolgaltattak. Egy
haromrészes, 1923-ban, 1924-ben és 1925-ben publikalt, cikksorozataban [8] Car-
tan bevezette egy sokasdgon az affin konnexi6 fogalmat, és értelmezte az eh-
hez kapcsolédd alapveté geometriai adatokat: torzid, gorbiilet, holonémia, ... .
Részletesen targyalta ezek alkalmazasait a klasszikus és a relativisztikus mecha-
nikdban, és megmutatta fontossdgukat az dltaldnos relativitdselmélet geomet-
riai jelentésének tisztazasa szempontjabdl. Kifejtette specidlisan, hogy egy kon-
nexié szerinti parhuzamos eltolds hogyan kapcsolhaté ssze a Galilei-féle tehe-
tetlenségi elvvel, illetve — altalanosabban —, hogy miként alkalmazhaté egy gra-
vitdciés mezében mozgd részecske mozgdsanak leirdsara; foglalkozott tovabba
a klasszikus mezdelméletek (elektomdgnesesség, hidrodinamika) affin konnexidk
segitségével torténtod geometrizalasaval. Késobbi munkaiban Cartan kiterjesz-
tette vizsgdlatait az ,infinitézimaélis konnexidk” tovabbi tipusaira, igy a kon-
formnak, euklideszinek, illetve projektivnek mondott konnexidkra.

Cartan munkdinak nyelvezete és appardtusa a mai olvasé szamara nehéz
és foleg idegen; leforditdsa a mai matematika nyelvére nem is olyan egyszerii
feladat. Tudnunk kell, hogy az emlitett idészakban, az 1920-as években, még
a sokasag fogalma sem kristalyosodott ki teljesen, ez csupan 1936-ban Huss-
ler WHITNEY egy nevezetes dolgozatdban [45] valt tértént meg. Erdemes meg-
emliteni ehhez kapcsolédéan, hogy 1927-ben Cartan publikdlt egy kdnyvet a
Riemann-geometriardél. Ezt 1946-ban egy lényegesen kibovitett masodik kiadas
kovett, amelyet 1983-ban R. Hermann kommentérjaval angolra is leforditottak.
Cartan még miive masodik kiadasaban sem vallalkozott arra, hogy kitérjen a
sokasdgok pontos értelmezésére; konyvének 56. oldalan ezt olvashatjuk:

»La notion generale de variété est assez difficle a définier avec precision.”

(,A sokasdg fogalma til bonyolult ahhoz, hogy precizen definidljuk.”) Ma mar
ezt nem igy latjuk: az &altaldnos topoldgia és a differencidlszamitdas modern
eszkozeivel a sokasdgok pontos értelmezése nem iitkozik semmilyen nehézségbe.

Charles Ehresmann volt az, aki 1950-ben megalkotta a konnexié modern
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fogalmat, fibrdlt nyaldbok altaldnossidgdban [18]. Amennyiben a nyaldb ren-
delkezik 1n. struktira-csoporttal és az Lie-csoport — és igy maga a nyalab
principalis fibralt nyalab — akkor a konnexié olyan 1-formaként értelmezhetd,
amely értékeit a struktira-csoport Lie-algebrajaban veszi fel, és eleget tesz
bizonyos axiéméknak. (Az Ehresmann-konnexié elnevezés az ilyen konnexid
1-formdkra is hasznélatos, lasd példdul [34].) Ehresmann a Cartan altal beveze-
tett kiilonboz6 konnexidkat Cartan-konnexidknak nevezte (nem tévesztenddek
Gssze a Finsler-geometridban hasznalatos Cartan-derivéldssal), és megmutatta,
hogyan nyerhetdk ezek egy principalis fibralt nyalabon adott konnexié specidlis
eseteiként.

Disszertaciénk fo témaja az affinitas- és az automorfizmus-csoport kapcso-
latanak tisztazasa Ehresmann-konnexiok, illetve a 7*7 visszahtizott nyaldabon
adott reguldris kovarians derivalasok esetén. E vizsgalatokkal parhuzamban az
Ehresmann-konnexidk altalanos elméletét is kiegészitjiik néhany 1j észrevétellel,
valamint néhdny fontos ismert tétel \ij bizonyitasiaval. A dolgozat 6 fejezetbél
épil fel, beleértve egy Appendixet.

Az elsé fejezet az alapvetd megéllapoddsok rogzitése mellett néhany,
a tovabbiakban felhasznaldsra keriilo fontos fogalomra és tényre emlékeztet,
valamint egyszerti technikai jellegii észrevételeket tartalmaz. A késébbiekben jél
hasznalhat6 értelmezését adjuk a 77 nyaldbon definidlt kovaridns derivalasok
geodetikusainak (,autoparalel gérbéinek”).

A miésodik fejezetben bevezetjiik és a sziikséges mélységig targyaljuk a
disszertacié szempontjabol fontos specidlisabb fogalmakat és konstrukciokat.
Lefrjuk, hogy az érintényalab kanonikus objektumai, valamint bizonyos
vektormezok és szelések hogyan transzformdlédnak az alapsokasag egy diffeo-
morfizmusa altal szirmaztatott eléretolas (push-forward) alkalmaval.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogy egy szemispray automorfizmus-
és affinitdscsoportja egybeesik (3.2.5.).

A negyedik fejezet targyalja a disszertaciéban az Ehresmann-konnexidkkal
kapcsolatban felvetett problémdk jelentés részét. A bevezet6 szakaszban
Crampin és Grifone egy alapvetd tételére adunk egy, az ismerteknél némileg
egyszeribb bizonyitdst. Részletesen leirjuk az Ehresmann-konnexié és egy
diffeomorfizmus altali visszahizottja alapvetd geometriai adatainak kapcsolatat
(4.2.10. lemma). A 4.3. szakaszban két Ehresmann-konnexié kiilonbségtenzorat
targyaljuk. Megmutatjuk, hogy  egy kanonikus, injektiv nyaldbleképezéstol
eltekintve — egy Ehresmann-konnexiéonak és a hozza csatolt szemispraybdl
szarmazd Ehresmann-konnexionak a kiilonbségtenzora az Ehresmann-konnexio
er0s torzidjanak %—szerese. Ebbdl, egyebek mellett, kozvetlentil kovetkezik az a
fontos, ismert tétel, hogy egy Ehresmann-konnexiét egyértelmiien meghataroz
az erds torzidja és a hozzd csatolt szemispray. A 4.4. szakaszban megmutat-
juk, hogy egy Ehresmann-konnexi6 affinitds-csoportja megegyezik a hozza
csatolt szemispray affinitas-csoportjaval, homogén Ehresmann-konnexié esetén
pedig a csatolt Berwald-derivalas affinitds-csoportjaval. A 4.5. szakasz teljes
egészében Uj eredményeket tartalmaz. Igazoljuk, hogy egy Ehresmann-konnexié
automorfizmus-csoportja részcsoportja az altala indukdlt Berwald-derivéalas
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automorfizmus-csoportjanak. Bebizonyitjuk, hogy az alapsokasdg egy diffeo-
morfizmusa akkor és csak akkor automorfizmusa egy Ehresmann-konnexiénak,
ha automorfizmusa a hozzd csatolt szemispraynek és invaridnsan hagyja az
erds torzidt. Eredményeinkbdl kovetkezik, hogy egy diffeomorfizmus pontosan
akkor automorfizmusa egy Ehresmann-konnexiénak, ha affinitds és invaridansan
hagyja az erds torziot. Megmutatjuk ennek alapjan, hogy az a klasszikus tétel,
miszerint egy sokasdgon adott kovaridns derivdlds automorfizmusai éppen a
torziét invaridnsan hagyé affinitdsok, kis mértékben élesithetd.

Az 6todik fejezet els6 szakasza a visszahiizott nyaldb kovaridns derivdlasaival
kapcsolatos kiilonboz6 regularitési feltételeket és egy Ehresmann-konnexiéhoz
val6 csatoltsagukat targyalja. Az 5.2. szakasz elsO tételében explicite leirjuk,
miként konstrualhaté regularis kovarians derivalasbél Ehresmann-konnexid,
majd (5.2.2.) bebizonyitjuk, hogy ez az egyetlen olyan Ehresmann-konnexid,
amelyre vonatkozdan az adott kovaridns derivalds horizontalis-deflexiéja elttinik.
Specidlisan: egy Ehresmann-konnexié &altal indukdlt Berwald-konnexiébél is
szarmazik egy Ehresmann-konnexié; megmutatjuk, hogy a két Ehresmann-
konnexié kiilonbségtenzora éppen az eredeti Ehresmann-konnexié tenzidja.
Az 5.3. szakaszban igazoljuk, hogy a visszahiuzott nyaldbon értelmezett
regularis kovaridns derivdlasok affinitds-csoportja egybeesik az indukalt
Ehresmann-konnexid affinitds-csoportjaval. Az 5.4. szakasz a 4.5. szakasszal
allithaté parhuzamba, és miként az, ez is csupa 1j eredményt tartalmaz. F6bb
tételeink, jelentésen tdmaszkodva az Ehresmann-konnexiékra vonatkozé analdg
tételekre, a reguldris kovaridns derivalasok automorfizmusait jellemzik olyan
affinitdsokként, amelyek bizonyos torzidkat invaridnsan hagynak.

A disszertacié valamennyi fontosabb eredményét indexmentes szamolassal,
ill. meggondoldasokkal igazoljuk; a koordinatas megkozelités ezeknél a
problémdkndl szinte attekinthetetleniil bonyolult lenne, ugyanakkor a targyalds
sordn a fontos objektumok mindegyikének megadjuk a koordindtds eldallitasat
is. Mindezek mellett a koordindtas nézépontnak szenteljiik a teljes Appendixet,
amelyben levezetjlik egy szemispray koefficienseinek, tovabba egy Ehresmann-
konnexio, egy 7*7 nyaldbon adott kovarians derivalds, valamint egy tetszéleges
vektornyaldbon adott kovaridns derivalas Christoffel-szimbdlumainak transz-
formécids szabdlyait térképcsere esetén. A kifejtés soran idorél-idére kitériink a
bevezetett fogalmak és a nyert eredmények torténeti vonatkozasaira is, ebben a
tekintetben azonban nem torekedhettiink teljességre.






1.

fejezet

Vektornyalabok és
kovarians derivalas

1.1.

(1)

(iii)

(iv)

1.2.

Altalanos megallapodasok

Sokasagon egy véges (de nem nulla) dimenzidju, Hausdorff, osszefiiggd,
megszamlalhaté bazisu sima sokasdgot értiink.

Az R val6s szamegyenes sokasag-strukturajat az (R,r) := (R, 1g) egytagi
atlasz definidlja.

Legyen M és N két sokasiag. Az M N-be val6 sima leképezéseinek hal-
mazdt C°(M, N)-nel jeloljik. Amennyiben N = R, gy a C>*°(M) :=
C>°(M,R) jelolést hasznéljuk.

A kovetkezdkben leképezésen — ha mast nem mondunk — sima leképezést
értiink.

Egy M sokasag oOsszes diffeomorfizmusa csoportot alkot a leképezés-
komporicié miiveletével, ezt a csoportot Diff (M )-mel jeldljiik:

Diff(M) := {p € C>(M, M) | ¢ diffeomorfizmus}

Koordinatas szamoldsokban kovetjiikk az Einstein-féle Gsszegzési kon-
venciét.

Szelések és vektornyalabok

Legyen F és M sokasag, w: E — M sima sziirjekcié. © p € M {6lotti
fibruma E, := 7= 1(p). Egy 0: M — E leképezés szelése m-nek, ha moo = 1,;
ezen szelések halmazat Sec()-vel (olykor Sec(E)-vel) jeloljik:

Sec(m) :={oc € C*(M,E) |moo =15}
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Ha U C M nyilt halmaz, 0 € C*(U,FE) és m oo = 1y, akkor o-t U {616tti
lokdlis szelésnek nevezziik.

Megmutathaté, hogy ha 7: E — M sziirjektiv szubmerzié, akkor barmely
p € M pontnak van olyan kdrnyezete, amely folott 1étezik lokdlis szelés — és
megforditva. Lasd [7].

Legyen k pozitiv egész. Egy m: E — M sima sziirjekcié k-rangi wvalds
vektornyaldb, ha tetszoleges pont f0lotti fibruma k-dimenzids valds vektortér,
és minden p € M ponthoz megadhat6 p-nek egy U kornyezete, valamint U {616t ti
lokélis szelések egy (0,)k_, sorozata gy, hogy az

151
UXRF — 77 U), g, — v'oi(g) + -+ vFor(g)
Vi

leképezés diffeomorfizmus. Ekkor (o,(¢))%_, minden ¢ € U pont esetén

bézisa az E, vektortérnek. Azt mondjuk, hogy (0,)k_, lokdlis bdzisa a =
vektornyaldbnak.

Ha 7: E — M vektornyaldb, akkor Sec(7) természetes médon C°°(M)-
modulus. Ennek zéruseleme az

o: M — I, p — o(p) := 0, := {E, zérusvektora}
zérusszelés.

1.2.1. Definicié. Egy 7: By — M és my: Ey — My vektornyaldb kézotti
nyaldbleképezésen olyan (F, f) leképezéspdrt értink, ahol F € C*®(Ey, Ey),
f € C>®(My, M), és teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) m o F = fom (fibrumtartés).

(ii) Minden p € M esetén F, := F | (E1)p: (E1)p — (E2)fp) linedris le-
képezés (linearitds).

(F, f) erds nyaldableképezés, ha My = My := M és f = 1. Ha F diffeomor-
fizmus, ekkor nyalabizomorfizmusrdl beszélink. Eqy vektornyaldb énmagdra
vald nyalabizomorfizmusdt nyaldbautomorfizmusnak mondjuk.

A ,nyaldbleképezés” elnevezést gyakran csak az (F, f) péar elsd tagjira, az
F: Ey — Es fibrumtartd, fibrumonként linedris leképezésre hasznaljuk.

Megmutathaté (1dsd példaul [20]), hogy egy (F, f) nyalédbleképezés pontosan
akkor nyalabizomorfizmus, ha

(1) Fp: (E1)p — (E2)¢(p) minden p € M esetén linearis izomorfizmus, és
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(2) f: My — M, diffeomorfizmus.

A kovetkezd alapvetd tényt, amelynek bizonyitdsa megtaldlhaté példdul [4]-
ben, gyakran fogjuk alkalmazni.

1.2.2. Lemma (Az erds nyaldbleképezések alaplemmaja.). [{] Tekintve
eqy F': By — FE5 erds nyalableképezést, az

F: Sec(my) — Sec(ms), o+ Flo):=Foo

leképezés C°(M)-linedris. Megforditva, ha egy F: Sec(m) — Sec(ms)
leképezés modulus-homomorfizmus, akkor wvan olyan F: Ey — FEy erds
nyaldbleképezés, hogy F(o) := F o o teljesiil minden o € Sec(my) szelés esetén.

Legyen m: E — M egy vektornyaldb, (F, f) automorfizmusa m-nek. Ekkor
tetszbleges o € Sec(w) szelés esetén

(1.1) Fyo:=Fogof!

szelése m-nek. Ezt a Fipo szelést a o szelés F' altali eldretoltjanak hivjuk.
Az Fy: Sec(m) — Sec(r) leképezés bijektiv, (Fig)™' = (F~1)4. Teljesiil
tovabbd, hogy tetszbleges h € C°(M) fiiggvény esetén

(1.2) Fy(ho) = (ho f~)Fyo,
igy F modulus-homomorfizmus a
heC®(M) s hofteC®(M)

gytirt-izomorfizmus f6l6tt.

Lokalis leirds. Tegyiik fel, hogy (0,)k_, egy U C M nyilt halmaz folotti
lokélis bazisa Sec(r)-nek, és igy minden ¢ € U esetén (0,(q))%_, bézisa F,-nak.
Ha (F, f) automorfizmusa w-nek, akkor

Vg elU: F(os(q) € Eq, [e{l,... k},
és ezért egyértelmi modon
F(op(a)) = F5(0)oa(f(@))
irhaté. Igy az (F§(q)) € GLi(R) invertdlhaté métrixhoz, illetve az
(Fg): U — GLi(R), q— (F§(q))
sima leképezéshez jutunk, amelynek segitségével F' lokdlisan az
(1.3) Foog=Fg(oaof); Be{l,....k}
formuldkkal irhaté le. Ezt felhasznalva
(Feoa)(f(@) =) Floaa) =) (F§(0ao N)@), aelh
kovetkezésképpen
(1.4) Fyop = (Fgof oa, Be{l,....k}.
Hasonléan kapjuk, hogy
(1.5) Fylog=((F)§o foa
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1.3. Az érintonyalab
Legyen M n-dimenziés sokasdg, és tekintsiik ennek a TM = |J T,M
érintésokasdgat. Az M sokasig érintdnyaldbja az a
T:TM — M
n-rangui vektornyaldb, ahol 7 a
v— 71(v):=p, ha veT,M

természetes projekcid. (Szikség esetén 7 helyett a béazissokasdgra utalé Tp-et
frunk.)

7 szeléseinek C°(M)-moduluséra az X(M) := Sec(7) jelolést hasznaljuk és
X(M) elemeit vektormezdkként emlitjiik.
Az R sokasig (R, r) térképéhez tartozd koordindtavektormezé a

d
—R—TR
dr

leképezés.

Legyen M és N sokasag, ¢: M — N sima leképezés. Ekkor ¢ érintd-
leképezése az a

ps: TM — TN, v € TyM — 0. (v) = (¢s)p(v) € Ty N
leképezés, ahol tetszéleges h € C*°(N) esetén

(p)p(0)(h) := v(h o).

(p«, p) nyaldbleképezés 7py: TM — M és 7n: TN — N kozott. Ha
specidlisan ¢ € Diff (M), akkor (¢., ) nyaldbautomorfizmusa 7-nak, (@.., @)
pedig a 7ppr: TT M — T M vektornyalabnak.

Az érintSleképezés definicidjabdl kovetkezik, hogy

(1.6) TO Py =poOT,

(1.7) TTM © Psx = P O TT M-

Ha M és N két sokasag, ¢: M — N pedig sima leképezés, akkor azt
mondjuk, hogy egy X € X(M) és egy Y € X(N) vektormez6 p-megfeleld, ha
pr0X =Y ogp. llyenkor azt irjuk, hogy X ~ Y. Ismert, hogy ez a relacié akkor

©

és csak akkor teljesiil, ha barmely g € C*°(N) fiiggvény esetén

(1.8) X(gop) = (Yg)oep.
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Ennek alkalmazasaval egyszertien adddik, hogy ha X; ~Y; és X5 ~ Y5,
® ®

(1.9) (X3, Xo] ~ [¥1,Ya],

%)
tehdt a ¢-megfelelés sordn a Lie-zardjel megorzddik.

Egy ¢ € X(T'M) vektormezé és egy T M-en értelmezett (})—tl’pusﬁ A tenzor
[€, A] Frolicher-Nijenhuis zdrdjelen az

(1'10) [5"4]77 = [67‘477] - A[ivﬁ]? ne X(TM)

el6irassal definialt G)—tenzort értjiik.

Megallapodunk abban, hogy koordindtas szamolasokhoz az M sokasagon ki-
jeloliink egy (U, (u®)?_,) térképet, és TM-en az éltala indukdlt

(1.11) (T_l(Z/[), (xi7yi)?:1) ; zhi=wlor, yi(v) = v(ul); veTM

térképet tekintjiik.
Példa. Legyen p: M — M sima leképezés. Ha U N o(U) # 0, akkor o,
koordinatakifejezése

[ 0p! 0
— i =
(1.12) o ) 4 <8ui OT> (8ui OwOT) '

.+ hatdsa a

(1.13) | y
e (55) = (5507) o 33)%) +340) (o o7) 0 (;y)() ;

e () -G,

formuldk segitségével irhaté le, ahol v € 771(U).

1.4. Gorbék

Egy M sokasagbeli girbén egy ~: I — M sima leképezést értiink, ahol
I C R egy (rendszerint) nyilt intervallum.
A ~ gorbe sebesség- illetve a gyorsuldsvektormezdje

d
1.15 Y=, 0—: 1 — TM,
(1.15) V= o

illetve

Ty d d d
(1.16) Fi=F:= (%)« 0 o (’y*o dr>*o O I — TTM.
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Egy gorbét requldrisnak mondunk, ha minden ¢ € I esetén ~(t) # 0.
Tekintve egy v: [ — M gorbét, 4 és 4 kozott fennall a
(1.17) T« 0N =7

relacio.
Val6ban, felhasznélva az (1.15)-6t és (1.16)-ot (valamint a ldncszabélyt)

. d d d d
« O = Ty O « O — o— = O Yy O — o— =
TOYET v dr /), dr e dr /), dr

= (rof)soat =m0 1 =
dr dr

1.4.1. Lemma. Ha v: I — M eqy gorbe és p: M — M sima leképezés,
akkor

(1.18) poy'=ps07,
(1.19) ‘P o= pux 0F.

Bizonyitds. A definicié és a lancszabdly alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy
V;|

( ) d d .
o~v'= 07)s 0O — = (Pe OV O — = (P, 07,
L v dr LaRat) dr LG

illetve

— . d . d .
oY =(Ps09)x0 = = Pux 0 (V)x 0 = = pux 0.
dr dr

1.5. A 777 visszahuzott nyalab
A 7: TM — M érintényaldb 7 folotti visszahizottja (pull-backje) az a
T TM Xpy TM — TM
TM f6l6tti n = dim(M)-rangi vektornyaldb, amelynek totéltere
TM xpy TM ={(v,w) e TM xTM | 7(v) = 7(w)},
egy v € T'M pont {6l6tti fibruma a

{U} X TT(U)M = TT(U)M
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vektortér; a projekcié a pry: TM x TM — TM, (v,w) — v természetes
projekcié TM X p; T'M-re vald lesziikitése.

Diagramon:
PIy
TM xp TM —— TM
T T
™ M
T
A 7*r visszahuzott nyaldb szeléseinek C°°(T'M)-modulusira a

korabbiaknak megfeleléen — az Sec(7*7) jelolést haszndljuk.
Kozvetleniil lathato, hogy

X e C®°(TM,TM): 7ToX =71 ¢és

X €Sec(tr) = { Voe TM: X(v)=(v,X(v)).

Azt mondjuk, hogy X az X szelés f6 része. Sec(7*7) elemei természetes
modon azonosithatdk a £6 résziikkel, ezzel az azonositési lehet6séggel esetenként
kiilén kommentar nélkiil éliink. Sec(7*7) elemeire a T-menti vektormezd elne-
vezést is haszndljuk.

Ha X € X(M), akkor

X:v GTM}—>)?(’U) = (v, X(7(v)) € TM xp TM
T-menti vektormezd, amelyet bazikus vektormezé-nek mondunk.
A bazikus vektormezok lokalisan generdljak a szelések modulusat, ezt a

késébbiekben a tenzoridlis reldcidk igazolasdnal gyakran alkalmazni fogjuk.
Specialisan, ha (U, (u®)™ ) térkép M-en, akkor a

0 N . 9 .
50T g VET (u)'_><v’<8ui>7(v)>’ (ie{l,....,n})

szelések lokalis bazisat alkotjdk Sec(7*7)-nak.

A 7*7 visszahuzott nyaldbnak egy kitlintetett szelése a
0:ve€TMv+— 6(v) := (v,v) € TM xpy TM

leképezés, ezt kanonikus szelésnek hivjuk.

1.6. Kovarians derivalas vektornyalabon

Egy m: E — M wvektornyalabon adott kovariins derivaldson olyan
D: X(M) x Sec(m) — Sec(r),
(X,0)— D(X,0) = Dxo = Do(X)
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leképezést értiink, amely elso valtozdjaban tenzorialis és a masodik valtozdjaban
derivdcié. Ez utobbi azt jelenti, hogy

Dx(fo) =(Xf)o+ fDxo,
minden f € C*(M) fiiggvény esetén.

Ha (U, (u')?_,) térkép M-en, és (0, )%_, lokalis bazisa Sec(w)-nek U folott,
akkor a

(1.20) Diol;:F?ﬁoa; te{l,....n}, pe{l,....k}
u?
relaciok altal definialt

sima fuggvényeket a D kovaridns derivalds adott térképre és lokdlis bazisra
vonatkozé Christoffel-szimbdlumainak hivjuk.

A kovetkez§ észrevétel jol ismert és egyszeriien ellendrizhetd.

1.6.1. Lemma és definicié. Tegyiik fel, hogy (F,f) automorfizmusa w-nek.
Ha

(1.21) (F#*D)xo := F,' Dy, x Fyo; X € X(M), o € Sec(n),

akkor F#D is kovaridns derivdlds a m vektornyaldbon, amelyet D F dltali vissza-
hiizottjdnak (pull-backjének) hivunk.

Amennyiben F#D = D, 1gy azt mondjuk, hogy F automorfizmusa D-nek.

D dsszes automorfizmusa csoportot alkot a kompozicio miweletével, ezt a cso-
portot Aut(D)-vel jeldljiik.

Lokalis leiras. Miként a Christoffel-szimbélumok bevezetésénél, jeldljiink
ki M-en egy (U, (u’)",) térképet, és legyen (o,)F_, U folotti lokalis bézisa
Sec(m)-nek. A lokalis bazis tagjainak F' altali eldretoltjait (1.4) adja, mig a %
koordinatavektormezdk f altali eléretoltjai

(1.22) f#% = (g{; of—1> %, fl=ulof.
Ha D = F#D, akkor tetszéleges X € X(M) és o € Sec(m) esetén

Dxo = (F#D)xo := (F#)flﬁf#XF;(#U7
ahonnan

(1.23) F#Dxd: Df#XF#O'.
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Legyen specidlisan X = 52 (i € {1,...,n}), 0 := 04 (a € {1,...,k}).

Ekkor egyrészt

F#D%Ua = Fy (I,04) = (F o fﬁl) Fyoy =
= (Clao /) (B o S ox = ((ChFy) 0 /) on.
Masrészt:
Df#%F#aa (1.4),(1.22) f)( ) F,6 o f_l) o5 =

of D 0 Ffo -1

- ((gare) o) o (- f-l) A -

= (G Onen)+ 2552 (P55 1) o) -

- ((g{;Ff (Fhsof)+ W) of_1> o =
(% (30e) ) o)

ahol f;‘ﬁ fiiggvények D Christoffel-szimbélumai az alapulvett térképre és
lokélis bézisra vonatkozéan. (1.23) értelmében a levezetett reldcidk bal oldalai
egyenldek, igy a jobb oldalak is azok.

Ez azt adja, hogy D és D = F#D Christoffel-szimbdlumait a

OF)
ou’
(a, N € {1,...,k}, i € {1,...,n}) relicid kiti dssze, specidlisan F akkor és

csak akkor automorfizmusa a D kovarians derivalisnak, ha az F-et lokdlisan
reprezentdlo

(1.24) I F) = gfz Fi(Ty0f) +

(F$): U — GLy(R)

madtrizértéki leképezés, valamint az M-en indukdlt f: M — M diffeomorfiz-
mus komponensfiggvényei eleget tesznek a

9 OFg
(1.25) T Fy = f ST o ) + 815

(a,Be{1,... k}, ie{l,..., n}) parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek.

Tekintstink tovabbra is egy m: E — M vektornyaldbot. Ha I C R nyilt
intervallum és ¢: I — M sima gorbe, akkor egy s: I — FE sima leképezést
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c-menti szelésnek mondunk, ha mo s = ¢, és igy minden ¢ € I-re s(t) € E ).
A c-menti szelések kézenfekvé médon C'°°(I)-modulust alkotnak, erre a Sec,()
jelolést hasznéljuk.

1.6.2. Lemma és definicié. Ha D kovaridns derivdlds a m vektornyaldbon,
akkor létezik eqy és csak egy olyan

D.: Sec.(m) — Sec.(m), s+— D.s
R-linedris leképezés, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
(i) Bdarmely [ € C>(I) és s € Sec.(m) esetén
(1.26) D.fs= f's+ fD.s
ahol ' az f fiiggvény szokdsos derivdltja.
(ii) Ha o € Sec(w) és s := o o c € Sec.(n), akkor bdrmely t € I-re

(1.27) (Des)(t) = Deyor-

A D, leképezést a D-hez csatolt c-menti kovaridans derivalasnak nevezzik;
tetszdleges s € Sec.(m) esetén a D.s c-menti szelést az s c-menti kovaridns
derivaltjanak hivjuk.

Ha D.s = 0, akkor azt mondjuk, hogy az s szelés parhuzamos ¢ mentén (a D
kovaridns derivdltra vonatkozdan,).

A lemma igy megfogalmazva megtaldlhaté a Greub—Halperin—Vanstone mo-
nografia [20] 2. kotetében (Chapter VII, Problem 11). A bizonyitdsa lényegében
ugy torténhet, mint a sokasdgokon adott gorbementi kovaridns derivélasra vo-
natkozé megfeleld allitasé, ldsd példaul [36].

1.6.3. Definicié. A 77 nyaldbon adott D: X(T'M) x Sec(t*1) — Sec(7*T)
kovarians derivdlds geodetikusan olyan ~v: I — M requldris gorbét értink,
amelyre

(1.28) D;(60%) =0
teljesiil, ahol 0 a kanonikus szelés.

(1.27) alapjan tetszleges ¢ € I-re
(1.29) D;(504)(1) = Dy,
igy v pontosan akkor geodetikus, ha eleget tesz a
(1.30) Dy =0, tel

feltételnek.



2. fejezet

Strukturak az

érintonyalabon

2.1. Liftek
Egy f € C°°(M) fuggvény T'M-be vald vertikdlis liftje az
fri=foreC™(TM);
teljes liftje az
[ TM — R, v f(v) :=0(f) = (df)r () (v)
fliggvény.

Lokalis lefras. Kijelolve az M sokasdgon egy (U, (u)™,) térképet, és te-
kintve T'M-en az altala indukalt térképet (14sd (1.11)), f¢ koordinétakifejezése

c _ .1 8f _ 7\C a.f ’
! @y <8ui07—> =) (81#) ’

Specidlisan:

Kozvetleniil adddik a definiciébdl, hogy tetszdleges f,h € C°(M) fiigg-
vények esetén

(2.1) (FR)C = fhY + fRC.

2.1.1. Lemma. Ha egy §& € X(TM) vektormezdre minden f € C(M)
fiigguény esetén £fY = £f°¢ = 0 teljesiil, akkor £ = 0, kovetkezésképpen T M
barmely vektormezdjét egyértelmilen meghatdrozza az M-beli fiigguények ver-
tikalis- és teljes liftjein valé hatdsa.

11
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Bizonyitds. Tekintsiik az (U, (u’)?,) térkép altal indukalt (1.11) térképet

TM-en, és legyen & (:) ¢ 821- + 5”“6‘;. Valasszuk f fiiggvényként az w’
u :

fiiggvényeket (j € {1,...,n}). Ekkor a feltételek szerint
0=¢W) =¢&!) =€, & 0=¢£W) =¢€(y') =¢"

teljestil, amibol kovetkezik, hogy & = 0. O

A fenti lemmanal erésebb észrevétel is igaz: K. Yano és A. Ledger megmu-
tatta (1asd [46]), hogy T'M vektormezdit mdr az M -beli figgvények teljes liftjein
vald hatdsuk meghatdrozza. A disszertaciéban azonban csak a 2.1.1 lemmara
fogunk tédmaszkodni.

Egy £ € X(TM) vektormezét wvertikdlisnak nevezink, ha & ~ 0. Az (1.9)
relaciébdl kovetkezoen vertikalis vektormezdk Lie-zardjele is vertikalis, emiatt a
vertikalis vektormezdk Lie-részalgebrajat alkotjak az X(TM)-nek, ezt XV (T M)-
mel jeloljiik.

Lokdlis leiras. Az (1.11)-ben leirt indukélt térképet haszndlva, a vertikalis
vektormezdk koordindtaeléallitasa

_ nza n-+41 oo (.—1
£ = &g ETeoN (W),

Tetszéleges X € X(M) vektormezdhoz egyértelmiien létezik olyan XV ver-
tikalis vektormezd, hogy tetszdleges f € C°(M) esetén
(2.2) X[ =(Xf)".

Ezt a vektormezét az X vektormez6 vertikdlis liftjének nevezziik.
Lokalis leiras.

0 ;0
2. X' = (X")— ha X =X"—y;
23) = X)an b Xlu=xi
specialisan
o\’ 0
» (2) -2
Az
(2.5) X eX(M)— (X)) =X e X(TM).

leképezést vertikalis liftelésnek hivjuk.
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Konnyen lathatd, hogy tetszdleges X € X(M) és f € C°(M) esetén

(2.6) (FX) = fX".

Felhasznédlva a 2.1.1. lemmét, 1étezik egy és csak egy olyan C € X(TM)
vektormezd, hogy barmely f € C°°(M) esetén

(2.7) Cf'=0 é Cf =

Az elsé feltétel miatt C vertikdlis, ezt a specidlis vektormezot a T M-en adott
Liouville-vektormezionek nevezziik.
Lokalis leiras.
.0

C = y’ayi.

(2.8) =

Szintén 2.1.1.-et hasznélva, minden X € X(M) vektormez6hoz egyértelmiien
létezik olyan X€© € X(T'M) vektormezd, amelyre tetszéleges f € C°°(M) esetén

(2.9) XCfS=(Xf)°  és
(2.10) X =(Xf)

teljesiil. Ezt a vektormez6t az X wvektormezd teljes liftjének hivjuk.
Lokalis leiras. Ha X (:) X9 akkor
u

out’
(2.11)
- 9] OXT 0 ., 0 - oX"\" o
X = (X’ . g . - = (X)) — 7)€ . =
o on vyt (Gor) =y e+ ) (5)
specialisan
9\ 0
2.12 - = -
(212) (8u2> ox?

Tetsz6leges X € X(M) esetén

(2.13) X~ X.

T

Valéban, tekintve egy f € C°°(M) fliggvényt és felhaszndlva (2.10)-et,

X¢n X L8 Ye(for)=(X[f)or —= Xf'=(Xf)".

Szintén egyszertien adédik, hogy

(2.14) (FX)S = f'XS+ fXY; X eX(M),feC=M).
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2.1.2. Lemma. Ha ¢ € C*°(M,M), akkor

(2.15) (fop) = [ op. [feCT(M).

Bizonyitas. Tetszdleges v € T M vektorra

(o) (v) :=0v(f o) = () (f) = f(u(v)) = (f* 0 ) (v),

ami az észrevétel helyességét jelenti. 0

2.1.3. Lemma. Legyen X,Y € X(M), és tegyiik fel, hogy ¢: M — M sima
leképezés. Ha X ~Y, akkor X¢ ~ Y°©.
@ P

Bizonyitds. Az (1.8) relacid és a 2.1.1. lemma miatt elegendé megmutatni,
hogy tetszdleges f € C°°(M) esetén

X(fCope)=(Yf) o pu és X ([ ops) = (YfY) 0 pu.
Valéban, (2.15)-6t alkalmazva

X(fops)=X(fop)=(X(fop) =
=Y fop) = [ )op=(Yf)op.

illetve

X(f opa) =X(foTop) =X((fop))=(X(fow) =
=((Yf)ep) = flopor=(Y[f)oTop, =
=Y f) o =Y f)op.

]

A késébbiekben szereplé éllitdsok bizonyitdsahoz felhasznaljuk az alabbi jol
ismert reldcidkat, ahol X,Y € X(M).

(2.16) (XY, V"] =0,
(2.17) (XY, Y] = [X, Y],
(2.18) (X, V] = [X, Y],
(2.19) [C,X"] = —X",
(2.20) [C, X¢] = 0.

Ha az X; (i € {1,...,n}) vektormezdk lokélisan (egy U C M nyilt halmaz
f6lott) generdljak az X(M) modulust, akkor az ((X})™,, (X{)™ ) vektormezk
lokdlisan generdljak az X(7T'M) modulust.

Ez az észrevétel lehetové teszi, hogy T'M-en megfogalmazott tenzoridlis
allitasok igazoldsdndl tetszOleges T'M-beli vektormezOk helyett X(M) egy
(lokalis) bazisa tagjainak vertikalis- és teljes liftjeit szerepeltessiik.
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2.2. A kanonikus egzakt sorozat

Tekintsiik a 7: TM — M és a 7ppr: TTM — T M érintonyalabot, vala-
mint a 7%7: TM X TM — T M visszahuzott nyalabot.

1. Ertelmezziink egy
i: TM xpy TM — TTM

leképezést, a kovetkez&képpen: ha (v, w) € TM xp TM és c(t) := v+ tw
(t € R), akkor
i(v,w) := ¢(0).

2. Legyen

J=(rry, 1) : TTM — TM X TM,
2 € T,TM — (v, (14)0(2)).

Az i és j leképezést kanonikus injekcionak, illetve kanonikus sziirjekcionak ne-
vezzik.

Lokalis lefras. Az (U, (u)™,) térkép altal indukalt térképet hasznélva (1asd
(1.11)), hav € 77" (U), w € Tr(,yM és z € T, TM, akkor

= (g) wo=(4(2), )

Kozvetleniil addédik, hogy i erés nyaldbleképezés 777 és 7y, kozott, j pedig
Ty €8 7T kOzOtt.

A
0 — TM x5 TM —— TTM == TM %,y TM — 0

sorozat egzakt: 1 injektiv, j sziirjektiv és ITm(i) = Ker(j).
Az utébbi relaciébdl kovetkezden

(2.21) joi=0.
A TTM vertikdlis résznyaldbja a

VTM := Ker(t,) = Im(i) c TTM
kanonikus résznyalab.

Az erés nyalableképezések alaplemmaéja (1.2.2) értelmében i és j modulus-
homomorfizmusokat indukal a megfeleld szelések modulusai kézott az

X € Sec(r° 1) — iX :=i0 X € X(T'M) és
E€eX(TM)— jE :=jo& € Sec(T*T)
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eléirds szerint; ezeket a homomorfizmusokat véaltozatlanul i-vel és j-vel jeloljiik.
Igy C*°(TM)-homomorfizmusok egy

0 — Sec(7"T1) LN X(TM) S, Sec(t*1) — 0
egrakt sorozatdhoz jutunk. Ekkor X¥(T'M) = i(Sec(7*7)), specidlisan tetszdleges
X € X(M) vektormez$ vertikalis liftjét, illetve a Liouville-vektormezét (lasd
(2.2), illetve (2.7)) megkaphatjuk az aldbbi mddon:
(2.22) X' =iX,
(2.23) C =10.

Kozvetleniil adédik, hogy barmely X € X(M) vektormezdre teljesiilnek a

(2.24) iXe=X
és a
(2.25) JX'=0
relacidk.
A
(2.26) J:=ioje€ End(X(TM))

leképezést, vertikdalis endomorfizmusnak hivjuk.
(2.22) és (2.24) alapjan kapjuk, hogy

(2.27) JX¢=X', haX €X(M).

Egyszerti szdmoldassal ellenérizheték az (1.10)-ben bevezetett Frolicher-Nijenhuis
zardjellel kapcsolatban az

(2.28) [XV,J]=[XJ] =0, X e X(M),
(2.29) [C,J]=-J
formulak.

2.2.1. Lemma. Tetszdleges v: I — M sima gdrbe esetén
(2.30) jogy=10d04.
Bizonyitds. Felhaszndlva (1.17)-et, tetszbleges ¢ € I esetén

JG(@) = (V(#), = (5(1)) = ((1),¥(¥)) =
=0(3(8)) = d 0 5(1),

ami igazolja az észrevételt. 0
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Lokdlis leiras. Az (1.11)-beli térképet haszndlva,

0 0

2.31 i— = ——
(2.31) 9 = oy

o 0 0
2.32 j— — _ 4 =
(2.32) io0 “aa © g, 0,
tovabba

0 0 0
2. -y = - 8 - = .
(2.33) Jaxl By és J@yl 0

2.3. Szelések és kanonikus objektumok transz-
formacioi
Legyen ¢ € Diff(M). Az 1.2. szakaszban leirtaknak megfeleléen egy
X € X(M) vektormezd @, dltali eldretoltjit oy X-vel jeldljiik:

opX =@, 0X ot

Egy &€ € X(T M) vektormez .. dltali eléretoltjira (az elézéekkel dsszhangban)
az (p4)#& jelolést hasznaljuk. Tehdt

(p)pl = pan ool

diagramon:
TTM -2 TTM
3 (pa)#€
T M T M
©u

(1.9)-bdl kovetkezéen az eldretolt és a Lie-zdrdjel képzése felcserélhetd:

(2.34) e#[X, Y] = [pp X, pxY], XY € X(M);
(2.35) (p)#lsml = (@) #& (p)gnls  &n e X(TM).

A 2.1.3. lemma kozvetlen kovetkezménye, hogy amennyiben ¢ € Diff (M) és
X € X(M), ugy
(2.36) (p) X = (02 X)°.

Szintén egyszertiien ellenérizhetd, hogy érvényes a kovetkezo
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2.3.1. Lemma. Ha ¢ € Diff(M) és
O X @t (u,v) € TM X TM — (@u(u), ps(v)) € TM x 3y TM,
akkor (vs X @x, psx) automorfizmusa a 7T visszahizott nyaldbnak.

Egy X e Sec(7*T) szelés @, x . dltali eléretoltjit ga#f(—mal jelolve, (1.1)-
nek megfeleléen

(2.37) (p#)? = (s X ©x) oXo ot

2.3.2. Lemma. Megtartva az eldzd lemma jeloléseit, tetszdleges X € X(M)
esetén

Bizonyitds.

X = (pu x @) 0 (Irar, X 07) 00" = (u,0u0 X 07) 000, =

= (1TM,QD*OXOTOQO*_1) = (ITM,gp*oXocp_loT) =
= (lpp,ppXoT) =: gﬁ

Hasonldan egyszerti szamolds mutatja, hogy

(2.39) cp#é =.

2.3.3. Lemma. Tetszoleges p: M — M sima leképezés esetén érvényesek a
kovetkezdk:

(2.40) Gax 01 =10 (s X ©4);
(2.41) (s X Px) 0§ = j O Puss
(2.42) Yix 0J =T 0 Py

n

Bizonyitds. Legyen (U, (u)?_;) térkép M-en és tekintsiik az altala in-
dukdlt (1.11) térképet T'M-en. Felhasznélva .. koordindtakifejezését ((1.13)
és (1.14)), tetszleges (v, w) € TM xpy T M pérokra:

st = (50(5) ) v ()0 (),

(22 (0). 2 () = (.(w)) (83)() = () <8'>W> _

OyJ
i 6<Pj (8)
=y (w —(7(v — ,
v om ) (57)
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o’

mivel ¢, (w)(u!) := w(u o @) = w(¢’) = w(u') 5% (7(v)). Ezzel beldttuk (2.40)
helyességét.

Ha z = 2 (), + =" (i) € TTM, abol v € T,M, akkor (2.32)-t is
figyelembe véve h

gg)“ ) <86M>T<¢*<v)>> -
(B (). )-

= (P« (v), Pu(7:(2))) = (P 0 Trar) X (4 0 T)(2) = (P X ) 0i(2),

igy (2.41) is teljestil.
Végiil a (2.42) reldcié a (2.40) és (2.41) alapjin

Ysx 0 =p0ioj=1i0(p. X ps)oj=
:iojo@**:']o@*w

O
2.3.4. Kovetkezmény. Ha o € Diff(M), akkor
(2.43) (1) 4C = C;
(2.44) ()XY = (P X)".
Bizonyitas.
(p2)#C = puw0iodop,t =io (p. X i) 0dop, ! =
—i0pyd 205 =C;
() X" = puoioXop  =io(p: x o) 0o Ko, ! =
. o (2.38) . —= v
=ioppX = ippX = (ppX)"
o
2.3.5. Kovetkezmény. Ha ¢ € Diff (M), akkor
(2.45) (ps)p 0l =10y,
(2.46) g od =Jo(ps)g,
(2.47) () 0T =T o (pu)g.
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Bizonyitds. Tetszoleges X € Sec(r*7) esetén

(p2)#iX = i 0io X oyt 27

=io(p. x ) o X op;t =ipyX,

igy (pu)goi=iopy .
Tekintve egy & € X(TM) vektormezot,

. . _ 2.41
©#(3€) == (ps X @u) 0jo Lo (24D

= j O Qux 050@*_1 Zj(sﬁ*)#f,

ami (2.46)-ot adja.
A (2.47) reléci6 az elézbek kozvetlen kovetkezménye. u]



3. fejezet

Spray-sokasagok

3.1. Masodrendiui vektormezok

3.1.1. Definicié. Egy S: TM — TTM leképezést szemispray nek neveziink,
ha eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

Sprl. 71y oS = 17w, S(Op) = Oop, Op € TpM .

Spr2. jS =9, illetve — ekvivalens mdodon — JS = C' .

Spr3. S sima TM = |J T,M\ {0,} félétt.
peEM

Amennyiben a Sprd helyett az erdsebb
Spr3t. S sima TM-en

feltétel teljesiil, igy azt mondjuk, hogy S masodrendii vektormez6 M filitt.
Egy C'-osztdlyii szemisprayt spraynek, eqy mdsodrendi vektormezét pedig affin
spraynek neveziink, ha mdsodfoki pozitiv homogén abban az értelemben, hogy
teljesiil ra a tovabbi

Spr4d. [C,S] =S
feltétel.

Megjegyzés. Egyszeriien adédik, hogy egy spray pontosan akkor affin spray,
ha C?-osztalyt.

Lokalis leiras. Tegyiik fel, hogy S: T'M — TTM szemispray. Tekintsiink
M-en egy (U, (u')™,) térképet, és legyen (7' (U), (z°,y*)™ ) az dltala indukalt
térkép TM-en. Sprl alapjan 71 (U) folott
0] 0

S - ii‘ Sn+i7.
W) Ox* + oy’

21
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frhaté, ahol Si, S"*i (i € {1,...,n}) sima fiiggvények —X(U) UTM folott.

A jS = 6 feltétel miatt S' 22 =y’ -2 amibél

Si=y  ie{l,....n}

kovetkezik.
Tradicionalis okokbdl bevezetve a

. 1 _
G' = —55”“, ie{l,...,n}

fliggvényeket, S koordinatakifejezése az

0 ;0
oxi G oy’

(3.1) S=y

alakot 0lti.

Amennyiben — specidlisan — S spray, gy a G* fiiggvények mésodfoki po-
zitiv homogének. Ha  rdaddsul S kvadratikus spray, akkor megadhatdak
G’ U — R sima fiiggvények gy, hogy

i1 j i i
(3.2) G' = g(ijoT)yjyk; ik = Gpj-

A tovabbiakban egy szemisprayvel ellitott sokasdgot — vagyis egy olyan
(M, S) part, ahol S: TM — TTM szemispray — szemispray-sokasdgként is
emlitiink. Ha specidlisan S spray, akkor spray-sokasagrol vagy palyatérrol
beszéliink.

Egyszeril szamoldssal adddik, hogy tetszéleges f € C°°(M) és S szemispray
esetén

(33) fo=8g

teljesiil. (Szintén konnyen lathatd, hogy adott f fiiggvény esetén ez a reldcid
fiiggetlen a szemispray megvalasztasatdl.)

3.1.2. Allitas (Grifone). [22] Ha S szemispray és € € X(TM), akkor
(3.4) J[IE, 8] = Je.

A Grifone-féle relaciéban £ := X X € X(M) vélasztdssal élve azt kapjuk,
hogy ~
ijXY, S| =iX,
ahonnan

~

(3.5) jlxY, 8 = X =jx¢
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kovetkezik. A (3.4) alkalmazdsdval az is adédik, hogy
(3.6) [C,S]— S e X(TM),

mivel

J(C, 51— 85)=J[C,5]|-C=J[IS,S]-C=J5-C=0.
3.1.3. Lemma. [37] Tetszdleges S szemispray és X € X(M) vektormezd esetén
(3.7) (XY, 8] =X+
irhatd, ahol n € XV(T'M).
Bizonyitds. Felhaszndlva a (3.4) relaciét
J[XY, 5] =J[IX S| =TXC,

amibél kovetkezik, hogy az [ XV, S] és a X¢ csupdn egy vertikalis vektormez6ben
térhet el, hiszen ha J¢ = 0, akkor & € X¥(TM). o

3.2. Spray-sokasagok affinitasai és automorfiz-
musai

3.2.1. Definicié. (1) Egy S: TM — TTM szemispray — vagy (M, S) szemi-
spray-sokasig — geodetikusdn olyan v: I — M requldris gorbét értink,
amelynek sebességuektormezdje integralgorbéje S-nek, vagyis amelyre

(3.8) 5 =804

teljesiil.

(2) Ha (M,S) szemispray-sokasdg, akkor eqy p: M — M diffeomorfizmust
affinitdsnaknak (vagy totdlgeodetikus transzformdciénak) nevezink, ha S
tetszdleges v: I — M geodetikusa esetén ¢ oy is geodetikusa S-nek, azaz

(3.9) Poq=Sopor.

Egy S szemispray osszes affinitdsa Lie-csoportot alkot [25], ezt a csoportot
Aff(S)-sel jeldljiik. Erdemes megjegyezniink, hogy sprayk esetén az affinitasokra
megkivant differencialhatésagi feltétel elejthetd: egy fontos, de eléggé elfeledett
dolgozatdban ([6]) F. Brickell megmutatta, hogy ha ¢: M — M homeomorfiz-
mus €s megdrzi eqy spray geodetikusait, akkor ¢ diffeomorfizmus.

3.2.2. Lemma. Legyen (M,S) szemispray-sokasdg, po: M — M pedig egy dif-
feomorfizmus. ¢ pontosan akkor affinitisa az S szemispraynek, ha S tetszdleges
v geodetikusa esetén

(3.10) (psx 0S8 —Sop,)oy=0.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aff(S). Ekkor ¢ o~ is geodetikus, igy

1(1.18),(1.19) 0o 04 = S0 g0 (3.8)

Poy=50poy
= 0SS0y =50p,0% <= (puo0S—Sop,)od=0.
Ha a (3.10) teljesiil, akkor az el6z6h6z hasonléan adédik, hogy ¢ € Aff(S). o
Lokalis leirds. Legyen (U, (u)™,) térkép M-en. Egy ~v: I — M reguléris
gorbe akkor és csak akkor geodetikusa a (3.1) koordinatael8allitdssal rendelkezd
S szemispraynek, ha 7% := u’ o y koordindtafiiggvényei eleget tesznek az

(3.11) v +2G 04 =0, ie{l,...,n}
relaciénak.

3.2.3. Lemma. Ha S: TM — TTM szemispray és ¢ € Diff (M), akkor

(0)#S = pux 0 S0 o
szintén szemispray. Amennyiben rdaddsul S spray, igy (v«)xS is spray.

Bizonyitds. Felhasznalva, hogy 7rar 0 wwe = @s o Trr, kapjuk, hogy

Tra © (Px)#S = Trar 0 Pas 0 S0 0,1 =

= Py orTMoSOgJ*_l (spzrl) Px OlTMOSD*_l =

=@ o0t =1p,

tehat (p.)xS is eleget tesz az Sprl feltételnek.

. 2.46 . (Spr2 2.39
.1(90*)#5( 29 SO#JS( = )¢#5(: ’s,

(ps)#S tehdt a Spr2 feltételt teljesiti.
Nyilvanvalé, hogy ha S rendelkezik az Spr3 vagy Spr3* tulajdonsaggal, akkor
()4 S-re is érvényes ugyanez.
Tegytik fel végiil, hogy [C, S| = S. Ekkor
€, (90)#5] "2 1(00)4C. (92) 5] =
(Spra)

= () [C,S] =7 ()5,
tehat (p.)xS is masodfokd pozitiv homogén. o

3.2.4. Lemma és definicié. Legyen adott eqy S: TM — TTM szemispray
és eqy ¢: M — M diffeomorfizmus. Ha (p.)xS =S, azaz

(3.12) Pax 05 = S0y,

akkor azt mondjuk, hogy ¢ automorfizmusa az S-nek.
S dsszes automorfizmusa csoportot alkot a kompozicid miveletével, ezt a cso-
portot Aut(S)-sel jeliljiik.
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3.2.5. Allitas. Tetszdleges S szemispray esetén
(3.13) Aff(S) = Aut(S).

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy ¢ € Aut(S), és legyen v: I — M geodetikusa
S-nek. Ekkor

Sopor=So0p. 0y E . 0S0g=
=P 0 =pon,

tehdt ¢ o v is geodetikusa S-nek, igy ¢ € Aff(S).
Megforditva, tegyiik fel, hogy ¢ € Aff(S). Ekkor tetszbleges v: I — M
geodetikus esetén

——felt ——— _

Sop.of=50poy =lpoy'=
= Qa0 = pus 08507,

tehat
Sop,oy=puoSor.
Mivel TM minden nemzérus vektora megkaphaté egy geodetikus

kezd6sebességeként, az S o px = @, 0 S relacié teljesiil barmely v € TM \ 0
vektorra. A zérusvektorokban

Sprl. Spril.
S0 0.(0p) = S0p()) "= 0o, = 04,0, = ¢s(00,) = pu 0S(0,),

ahol p € M tetszileges. Ezzel igazoltuk, hogy S o . = p.. 0S5 a teljes TM-en
érvényes, tehdt ¢ € Aut(95). 8]



4. fejezet

Ehresmann-konnexiok

4.1. Ehresmann-konnexidok

4.1.1. Definicié. Egy M sokasdg folitti, vagy TM-en adott Ehresmann-
konnexién olyan
H:TM xpy TM — TTM

leképezést értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
Ehrl. K sima TM x TM filitt.

Ehr2. H fibrumtarto és fibrumonként linedris:
ha v € TM és H, := H | {v} x Tr,)M, akkor 3, linedris leképezése
{v} x Ty )y M-nek T,T M -be.

Ehr3. j oH = 1TM><MTJ\4~
Ehr4. Tetszdleges p € M, v € T,M esetén
H(o(p),v) = (04)p(v),
ahol 0o € X(M) a zérus vektormezd.

Roviden szolva, egy Ehresmann-konnexio a

0 — TM X3y TM —— TTM = TM %3y TM — 0

kanonikus egzakt sorozat egy jobboldali hasitdsa, az Ehrl-beli, gyengitett
simaséagi feltétellel.

Az Ehr3. és Ehr4. feltétel konnyen ellenérizheté médon konzisztens, azonban
H  és a beldle szarmazd objektumok — simasdga nincs biztositva a teljes
értelmezési tartomanyan. Ez Osszhangban van a Finsler geometriai alkal-
mazdsok igényeivel, ott ugyanis a simasdg o(M) folotti sériilése tipikus.

26
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HTM :=Im(H) résznyaldbja TT M-nek, amelyre teljestil, hogy
TTM =HTM ®VTM.

Ezt (a H éltal szdrmaztatott) horizontdlis résznyaldbnak hivjuk.

Kijelolve TM-en egy H: T'M Xy TM — TTM Ehresmann-konnexiét, a
(4.1) h:=Hoj, illetve
(42) vV = 1TTM —h

nyalabendomorfizmusokat a H-hoz tartozo horizontdlis, illetve vertikdlis projek-
tornak nevezziik; a

(4.3) Vi=ilov:TTM — TM x TM

leképezést, pedig a H-hoz csatolt vertikdlis leképezésnek hivjuk. Kozvetleniil
adédik V definicigjabol, hogy

(4.4) Voi=1lrmx,rm,
(4.5) Ker(V) = Im(H) (=VoH=0),
(4.6) v=ioV.

A H Ehresmann-konnexié és az &ltala szarmaztatott nyaldbleképezések
tenzoridlis leképezéseket indukdlnak a megfelelé6 szelések modulusainak
szintjén, ezeket a leképezéseket jelolésiikben nem kiilonboztetjiikk meg az illetd
nyaldbleképezésektol.

EN(TM) == H(Sec(r*7)) = h(X(TM))
részmodulusa az X(TM)-nek, a H-ra nézve horizontdlis vektormezék modulusa.
Egy X € X(M) vektormezd (H szerinti) horizontdlis liftje
(4.7) X" := H(X) = hx".
Ha X,Y € X(M), akkor XV ~ 0, Y" ~ Y miatt

(4.8) (XY, V"] € ¥(TM).
Megmutathatd, hogy (lasd példdul [37]), hogy
(4.9) [X,Y]" = h[X", Y"].

Ha az X; (i € {1,...,n}) vektormezék egy U C M nyilt halmaz folott
generdljék az X(M) modulust, akkor az ((X})™,,(X")" ) vektormezdk ge-
nerédljak 7=1(U) az X(T'M) modulust.

Ez az észrevétel ugyanazt az egyszeriisitést teszi lehetové T M-en megfo-
galmazott tenzoridlis allitdsok bizonyitdsaval kapcsolatban, mint a 2.1. szakasz
végén tett megjegyzés.
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4.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy H Ehresmann-konnexic M féldtt. Az
(4.10) M X e X(M) — M(X) := X" e x"(TM)
leképezésre (a FH-hoz tartozd horizontdlis liftelés) teljesilnek a kivetkezdk:
(i) X)) = X)), X € X(M), f € CO(M);
(i)  Jolh=1¢".

Megforditva, ha adott egy £": X(M) — X(TM) leképezés, amely eleget tesz az
(i) és (ii) feltételeknek, akkor az a C°°(TM)-linedris kiterjesztéssel értelmezett
H: Sec(t*7) — X(TM) leképezés, amelyre H(X) = M(X) (X € X(M))

FEhresmann-konnexio.

Bizonyitds. A tett észrevételek kozvetleniil ellenérizhetéek. O

4.1.3. Allitas (Crampin—Grifone). Tegyik fel, hogy S: TM — TTM sze-
mispray. Az

(4.11) M X e X(M) — MN(X) = % (X —[S, XY]) € X(TM)

leképezés eleget tesz a 4.1.2. lemmabeli feltételeknek, igy eqy Hg FEhresmann-
konnexidt szdrmaztat, amelynél tetszéleges X € X(M) esetén

BN 1
(4.12) Hs(X) = 3 (X =15, X"]) (Crampin).
A Hg-hez tartozé horizontdlis projektor megadhatd a
1 .
(4.13) hs = 3 (1x(rary — [S,3]) (Grifone)
formuldval.

Bizonyitds. FEls6ként a 4.1.2. (i)-(ii) feltételek teljesiilését ellendrizziik.
TetszOleges f € C°°(M) fiiggvényt tekintve:

(FX) 1= 5 (X = [S,(PX)"]) = 5 (X4 fX7 —[8, X)) =

= DX XY IS X - (57 )

- %f" (XC—[8,X"]) = f0"(X),

(" tehét eleget tesz (i)-nek. Mivel

Tof(x) = Jaxe— 15, x) 20 Lo —aps, x) &
= XX = XY= 0 (X),
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(ii) is érvényes.
(4.13) ellendrzéséhez elegendd a bal és a jobb oldalt vertikalis, illetve teljes
lifteken kiértékelni.

~

thV = g‘fs Oj(XV) = g‘(s Oj o i(X) = 0,

masrészt

1

1 (3.5)
5 &

(1aeran — [8,3]) (X) = 5 (X"~ [8,35] + J[5, X*)
1

_2(X 7X):07

XV (TM) folott tehat mindkét oldal ugyanigy hat. Ami a teljes lifteken vald
hatéast illeti, azt kapjuk, hogy

hs X° = 3 0 j(X7) = Hs(X) = (X~ [5,x"]) 2"
- %(XC 18,91X¢ — 3[S, x9) & %(XC _8,]X°) =
= L (xiran — [S,3)(X9).

A (x)-gal jelolt 1épésben azt hasznaltuk fel, hogy

(2.28)

0 ="[XJ]S =[XJS] - J[X°,9S] =
=[X¢,C] - J[X, S = —-J[ X, S].

]

Megjegyzés. A most igazolt eredményt — legalabbis a koz0lt ,indexmentes”
formdban M. Crampin és J. Grifone fedezte fel (fliggetleniil) az 1970-es évek
elején, és bizonyitotta be koordindtamentes eszkozokkel; lasd [10], illetve [22].
Az itt adott bizonyitds 1ényegében a Crampin-féle bizonyitas egy egyszertusitett
valtozata.

Lokalis leirds. Rogzitsiink M-en egy (U, (u')?,) térképet és tekintsiik a

o~

TM-en az altala indukélt (1.11) térképet. Ekkor 7*7-nak (%) , Trar-nek
i=1

n
(% %)izl lokélis bézisa. Egyértelmien léteznek olyan
N7 ' (U) cTM — R; i,7€{1,...,n}

7= (U) N TM f6lstt sima fiiggvények, hogy

3 o\" o .0 ,
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ezeket a fiiggvényeket az Ehresmann-konnexi6 (U, (u')? ) térképre vonatkozd
(réviden U-ra vonatkozd) Christoffel-szimbdlumainak hivjuk. Segitségiikkel a H-
hoz tartozo vertikalis leképezés, valamint a horizontalis- és a vertikdlis projektor
lokélis béazisokon valé hatasa a

) 0 ) )
41 ) N2 9\ _ 9.
(4.15) v <8x3> ) N Out’ v <8yﬂ> W) Oul’
0 0 ;0 0
(4.16) (836]) W) Ozi Toyt’ <8y7> W) 0
9 .0 o\ 0
) ¥ <W> @My Y (&w‘) w Oy

formuldkkal irhat6 le, ahol j € {1,...,n}.

4.1.4. Lemma és definicié. Legyen H: TM Xy TM — TTM FEhresmann-
konnexié M folétt. Ha

(4.18) Sy := H o,

akkor Sg¢ szemispray, amelyet a H-hoz csatolt szemispraynek nevezink. Erre
teljesiil a

(4.19) h[C, Sg¢] = Sy
reldcic.
Bizonyitds. (a) Ehr2.-b8l kivetkezben
Trm © Sy = Trm © Hod = Lr;

joSs =joHod "= Iraruyrar 08 =4,

Ehrl. pedig biztositja, hogy Sg¢ sima T™ félott, Sgc tehat szemispray.
(b) Ratérve (4.19) igazoldsira,
(3.6) .
0 = h([C, Sj{] - S%) = h[C, Sﬂ—(] —Hojo Sy =
= h[C, S5¢] — H o § =h|[C, S5] — Sy,

és igy h[C, S3¢] = S9¢ valéban fennll. O

4.2. Az indukalt Berwald-derivalas. Tenzid,
torzidk

4.2.1. Lemma és definicié. Jelentse 7: TM — M a 7: TM — M érinté-
nyaldb hasitott nyaldbjdt; ekkor + =7 | TM.
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Tekintsik a # 7: TM Xy TM — TM wvisszahizott nyaldbot, a szeléseinek
C*(TM)-modulusdt jeldlje Sec(7°’*7). Tegyiik fel, hogy M félétt adva van egy H
Ehresmann-konnexio. _

Ha tetszéleges &€ € X(TM) vektormezé és Y € Sec(? 1) szelés esetén

(4.20) VeY i=j[vE, HY] + V[he, iY],

akkor a V: X(TM) x Sec("7) — Sec(?"7) leképezés kovaridns derivilds a #+ 7
nyaldbon, ezt a H Ehresmann-konnexié altal indukalt Berwald-derivalasnak
nevezzik.

Specidlisan,
(4.21) VY =0, iVaY =[X"Y];, X Yex(M);
el 9, ONI
4.22 — = Ny—, N =—1L ke {l,...,n});
( ) v(%)hauk ) jkaulv Jk ayk (j? € { ) an})a

az N;k fligguényeket a Berwald-derivdlds ((1.11)-ben régzitett) térképre vonat-
kozd Christoffel-szimbolumainak hivjuk. A

(4.23)
VI Sec(? 1) x Sec(? 1) — Sec(7 1), (X,Y) — V'}(Y =VyzY

leképezést a H dltal szarmaztatott h-Berwald derivalasnak nevezziik. Ha
(4.24) VLY = ViV =jiX, HY],  X,Y € Sec(r"7),

akkor a YV operator figgetlen az Ehresmann-konnezidtol, ezt a kanonikus ver-
tikalis (vagy v-kovaridns) derivaltnak hivjuk.

4.2.2. Definicié. Legyen adva az M sokasdg folott egy
H:TM xpy TM — TTM

Ehresmann-konnexid, és tekintsik az dltala indukdlt V" h-Berwald derivdldst.
A H FEhresmann-konnezié tenzidjin a kanonikus szelés h-Berwald diffe-
rencidljat, vagyis a

(4.25)  t:=V": X € Sec(?'r) — t(X) := V"§(X) := Vo = V[HX, (]
(1)—tenzort értjiik. Specidlisan tetszéleges X € X(M) vektormezd esetén
(4.26) it(X) = [X",C].

A tenzid eltinése esetén az Ehresmann-konneriot homogénnek nevezziik.

Lokalis leiras. t komponensei egy T'M-en indukélt térképre vonatkozéan a

(427) t (8'&]) (Z) (ykNjk 7Nj)%v S {Lvn}
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relaciék altal meghatarozott

(4.28) th = "Nl — NI, i,j€{1,...,n}

fliggvények, ahol N; a H Christoffel-szimbolumai, N;k = Z;V,f pedig az indukalt
Berwald-derivalas Christoffel-szimbdlumai.

(4.28)-bdl kozvetleniil adédik, hogy egy H Ehresmann-konnexié akkor és csak
akkor homogén, ha tetszéleges térképre vonatkozé Christoffel-szimbdlumai
elséfoki pozitiv homogén fliggvények.

4.2.3. Lemma. Ha eqy H Ehresmann-konnexid homogén, akkor az Sy csatolt
szemispray spray. Megforditva, ha Sy spray, akkor t(5) = 0.

Bizonyitdis. Tegyiik fel el6szor, hogy a H Ehresmann-konnexié homogén.
Azt kell ellenérizniink, hogy [C, Sy¢] = Sy.

(4.19)

[C, Ss¢] = h[C, S3¢] + v[C, Sg¢] =" Sgc +1V[C, S(].
H homogenitdsa miatt t = 0, igy specialisan
0 =1t(0) := V[H 0 0,10] = V[Sq, C],

kovetkezésképpen [C, Sg¢] = Sy¢ valéban fennall.
Megforditva, ha Sq¢ := H o § spray, akkor

4.2.4. Lemma. [37] Legyen H Ehresmann-konnexiéd M félétt, t a tenzidja, V
pedig a csatolt vertikdlis leképezés. Ha V a H dltal indukdlt Berwald-derivdlds,
akkor

(4.29) Vo=toj+"V.

Bizonyitas. Elegendd azt ellendrizni, hogy a bal és a jobb oldal ugyanazt
az értéket veszi fel vertikdlis és horizontdlis lifteken. Legyen tehat X € X(M)
tetszoleges. Ekkor egyrészt

V5(XY) = Vs 29 51X, H 0 6] = j[X, Sa] )
= W voiR) = V(XY) = (toj+ V)(X)

(hiszen j XY =joiX = 0).
Masrészt

(4.29) tehdt valéban teljesiil. o
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4.2.5. Kovetkezmény. Egy Ehresmann-konnexio pontosan akkor homogén, ha
Vi="V,

ahol 'V a hozza csatolt vertikalis leképezés, V pedig az dltala indukalt Berwald-
derivdlas.

4.2.6. Lemma és definicié. Fgy H Ehresmann-konnexid torzidjin a
(4.30) T(X,Y):=VhY - VEX —j[HX HY]; XY €Sec(? 1)
(;)-tenzort értjik. Badzikus vektormezdk esetén,

(4.31) iT(X,Y) = [ X" V] —[Y", X' - [X, Y]

adodik.

Lokalis leiras.

R , N
4.32 (-2 2 ) = (v, —nNi )2
( ) (81#’81;’“) (Z/{)( ik k])auly
a

i i . _ONj ONj
(4.33) Tjr 1= Nje = Nij = ng - ayf

fiiggvények T komponensei az (U, (u')},) térképre vonatkozdan.

4.2.7. Lemma. Egy szemispray daltal indukalt Ehresmann-konnezio torzidja
eltinik.

Bizonyitas. Legyen S szemispray M {olott, és jeldlje T a Hg Ehresmann-
konnexi6 (4.1.3. allitds) torzidjat. Tetszéleges X, Y € X(M) vektormezbket véve,

iT(X,Y) = [X" Y] - Y X - [X,Y] =
(4r2y 1 o, 1 Vi v | R 1 v v v (2.17),(%)
= E[X7Y}_§[[57X]ay]_§[y7X]+§[[Say]7X]_[X7Y} =

[X,Y] - [X,Y]' = 0.

1 1
= [V, X]'+ =
SV X"+ 5

A (x)-gal jelolt lépésben a vektormezdk Lie-zardjelére vonatkozd Jacobi-
azonossagot alkalmazuk:

(1S, Y7, X¥] + [[YY, XV, ST+ [[XY, 51, YY) = [[S, Y], X¥] = [[S, X¥], Y] = 0.
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4.2.8. Definicié. Egy H: TM xp TM — TTM FEhresmann-konnexié erds
torzidjin a

(4.34) TS :=V"6+isT =t +is5T
T-menti (})-tenzormezét értjiik, ahol isT(X) == T(6, X).

Lokalis leiras. Tetszéleges j € {1,...,n} indexre

3 3 00\ (4.21),(4.32)
<8u3> W) <8uﬂ> + (y ouk’ auﬂ>

— — —

, . , )
+yk(N1:~j - N;k) = (ykNlch - N;

, )
— (y*N? — N? = —
=(y N]k N7) Ol J)aui’

170t

tehdt T° komponensei egy indukalt térképre vonatkozdan az

1 O,
oyl

(4.35) y*NiL — Ni=y - N} (i,5,k € {1,...,n})

fliggvények.
4.2.9. Lemma. Bdrmely Xe Sec(7*7) bdzikus vektormezd esetén
(4.36) T°(X) = V[Ssc, X*] = i[Ss¢, X",
ahol S5 a H-hoz csatolt szemispray.
Bizonyitds. Tetsz6leges X € X(M) vektormezbre:

T5(X) = t(X) + T(5,X) =
= VX", C] + V[S3c, X*] = V[X",C] — j[Sa¢, X"] =
= V[Sq¢, X*] — j[Ss¢c, X"].

4.2.10. Lemma és definicié. Amennyiben H Ehresmann-konnexid az M so-
kasdyg folott és o € Diff (M), gy

(4.37) PFH = ¢ o Ho (u X pu)

is Ehresmann-konnexid, amelyet H ¢ dltali visszahuzottjanak (pull-backjének)
neveziink. A H Ehresmann-konnezid egy A geometriai adatinak o#3-bol
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szdrmazé megfeleldjét p#* A-val jelélve, érvényesek a kivetkezdk:

(4.38) e*V = (o' x o) 0 Vo pu;
(4.39) Lp#h = (p;*l oho @,y
4.40 v =l ovop.

© Do D
(4.41) PPH(X) = (p)5 (2 X)", X € X(M);
4.42 #t = @, ot opy;

¥ QP# P#
(4.43) P*FT = @,' 0T o (pg X pg);
4.44 #T% = ' 0 T% 0 py.

¥ Py P#

Bizonyitds. Kozvetleniil ellendrizhetd, hogy ¢# H eleget tesz a Ehrl.-Ehr4.
feltételek mindegyikének; példaul Ehr3. a kovetkezdképpen adddik:

_ . Ehr3.
Xy ) ojoHo (pu X @) =

X 1) 0 (px X @u) = Irnrx -

jop®H =jop,! oo (p. x ¢.) = (¢

= (¢, "

A felsorolt reldcidk hasonléan egyszertien vezethetdk le; példaként (4.41)-(4.43)
igazolasat mutatjuk be.
(a) TetszOleges X € X(M) vektormezd esetén

P*H(X) = ol o Ho (g x 0.) 0 X P27 o

HoHopuXop. =
= ¢ 0o HopuX 0= o (paX)" 0o = (04) 5 (0 X)".
(b) Barmely X € X(M) vektormezdre

~ - (2.43),(4.41)
e*t(X) = p*V[p? H(X),C] 7=

= (r" x o) o Vo o[(pa) g (puX)", (0:)5'Cl =
= (pr' x i) oVopuopy! o[(pxX)",Clop. =
= (¢ x @) o V(g X)", Clo g, =
= 5 Vl(paX)", O = o5 t(ppX) = 3" ot o oy (X).
(c) Tetszéleges X,Y € X(M) vektormezéket tekintve

1

#I(X,Y) = [p#00(X), Y] - [ H(E), X - (X, y) TTET
= |07 (a0, (005 1«0#1/)]—
— |7 e, ()7 (0 X)] = ()7 (pu X, YD) =
= (p)7" (e X)", (so#m [(psY)", (w#XH (pxlX,Y])) =
= (p)3 TP X, 04Y) = (p) 5" 0 T o (04 0 04)(X, V).
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4.3. Ehresmann-konnexidk kiilonbségtenzora

4.3.1. Lemma és definicié. Legyenek H, és Ho Ehresmann-konneziok az M
sokasdg féldtt és tekintsik a hozzdjuk csatolt Vy és Vo vertikdlis leképezéseket.

A
(J‘Cl - f}(g) . SEC(T*T) — X(TM)

leképezés vertikalis értéki, és igy létezik pontosan egy olyan
P: Sec(t*1) — Sec(7"7)

endomorfizmus, hogy

(4.45) Hy—Hy=1i0P.

Ezt a P tenzort a Hy és Hy kiillonbségtenzor anak hivjuk.
Ekkor P = Vy 0 H, és ezért

(4.46) ioP=vyoH;.
Bizonyitas. Mivel
Jo(Hy —Hp) =io(jod; —joHe) =io(lrmxyrym — 17mx 1) =0,

Hi — Ho valéban vertikdlis értéku, és igy elédll i o P alakban, ahol
P: Sec(t*1) — Sec(7*7) egyértelmiien meghatarozott (})—tenzor. Masrészt

j‘fl—g'fz:g{l—g‘fzo(jog'fl):j'fl—hgoj'fl:(1—112)09{1:
=vooH; =io(VyoH;)

miatt (4.46) is teljesiil. o

Megjegyzés. A vertikalis leképezések kiilonbségtenzora
(447) Vl - VQ = —VQ e} h1

alakban all elé.

4.3.2. Allitas (az erds torzié interpreticidja). Tekintsink eqy H
Ehresmann-konnexiot és a hozzd csatolt Sq¢ szemisprayt. Ekkor az Soqc-
bol szarmaztathato Hg, Ehresmann-konnexio és a I kilinbségtenzora a I
erds torzidgjanak %—szerese:

(4.48) H — Hg,, = =iT".
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Bizonyitds. Legyen X € X(M) tetszéleges.

T (%) 2% VS, X¥] — I[Sse, X" =
=v (XC — 2%, ()?)) — J[S5¢, X" = vX© — 2vHs, (X) — T[Sac, X"] =

= VX© — 2(Hs, — H)(X) + I[XN, 5] B

~

= J[VXC’S:}C] + 2(9‘( — %S%)(X) + J[hXc,Sg.(] —
= J[VXS, S] + 2(3 — Hs, ) (X) + J([XE, So] — [VXE, Sag]) +1 201

= J[VXC, S3¢] + 2(H — Hs, )(X) — I[vXE, Sa] = 2(H — Hg, )(X)

4.3.3. Kovetkezmény. Egy H FEhresmann-konnexié erds torzidja pontosan
akkor tinik el, ha a H-hoz csatolt Sg¢ szemispray dltal indukdlt Hg, Ehresmann-
konnezio megegyezik az adott H Ehresmann-konnexidval.

4.3.4. Kovetkezmény. Egy Ehresmann-konnexid erds torzidja akkor és csak
akkor tinik el, ha eltinik a tenzidja és a torzidja.

Bizonyitas. Legyen H: TM Xy TM — TTM egy Ehresmann-konnexié.
Az er6s torzid definiciéjabdl kozvetleniil lathatd, hogy eltiing tenzid és torzid
esetén az erds torzid is eltinik.

Megforditva, tekintsiik az Sg¢ indukdlt szemisprayt, tovdbbda az Sg¢-bdl
szarmazo Hg, Ehresmann-konnexiét. Tegyiik fel, hogy T® = 0. A 4.3.2. lemma
értelmében H = Hg, és Hg, torzidja eltiinik (l4sd 4.2.7. lemma). Emiatt a
TS =t + 45T relaciobhan TS = T = 0, amibdl t = 0 kdvetkezik. O

4.3.5. Kovetkezmény (Unicitds-tétel.). Egy Ehresmann-konnezidt egy-
értelmilen meghatdrozza az erds torzidja és az dltala indukdlt szemispray.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy H; és Hs Ehresmann-konnexidk ugyanazzal a
TS er6s torzidval és S szemisprayvel rendelkeznek. A 4.3.2. lemma miatt

1 1
51’1‘S = j‘fl — j‘fs és §1TS = IH:Z - :H:S7

amibdl H; = Hsy kovetkezik. o

Megjegyzés. A két utébbi kovetkezmény megtaldlhaté Grifone [22] cikkében
(1.56, 56) és a de Leén-Rodrigues monogréfiaban ([15]; 4.8.1, 4.8.3) is, kiilénb6z6
bizonyitdsokkal. Az itt bemutatott targyalds eltér mindkét munkaétdl; igy
véljiik, hogy egyszeriibb és természetesebb. [26] dolgozatunkban sziikségiink volt
az Ehresmann-konnexidk kiilonbségtenzoranak alaposabb vizsgalatdra, és ennek
soran mindegy melléktermékként nyertiik ezeket az ismert, fontos tételeket.



38 4. FEJEZET. EHRESMANN-KONNEXIOK

4.4. Ehresmann-konnexidk geodetikusai és affi-
nitasai

4.4.1. Definicié. Egqy H: TM x, TM — TTM Ehresmann-konnexié geo-

detikusdn olyan v: I — M reqularis gorbét értink, amelyre

(4.49) Voy=0

teljestil, ahol V a H-hoz csatolt vertikalis leképezés.

Egy ¢ € Dift (M) leképezés a H Ehresmann-konnexid affinitdasa, ha megdrzi a

geodetikusokat (mint parametrizdlt gorbéket), azaz

(4.50) Volp 5 ~'=0, ha v geodetikusa H-nak.

JH dsszes affinitdsa csoportot alkot, ezt Aff(H)-val jeldljik.

A definicié gy is megfogalmazhatd, hogy H geodetikusai azok a regulris
M-beli v gorbék, amelyeknek gyorsuldsa H-ra nézve horizontdlis 4-menti vek-
tormez0, azaz amelyek a

(4.51) hoy =%
feltételnek tesznek eleget.

4.4.2. Allitas. Legyen adva eqy H: TM xpr TM — TTM FEhresmann-
konnexid. H geodetikusai eqybeesnek a H-hoz csatolt Sq¢c == H o § szemispray
geodetikusaival.

Bizonyitas. Tekintslink egy v: I — M regularis gorbét.
(a) Tegyiik fel, hogy « geodetikusa az Sg¢ = H 0§ szemispraynek (5 = Sg¢ o 7).
Ekkor
Voy=VoSso0y=VoHodody=0,
~ tehat geodetikusa H-nak. Megforditva, legyen v geodetikusa H-nak. A (4.51)
relacio alapjan

§=hj=Hojoy "= Hodod=Sxo4,

~ tehat geodetikusa a H-hoz csatolt Sq¢ szemispraynek. O

4.4.3. Kovetkezmény. Egy FEhresmann-konnexié affinitisai egybeesnek a
hozzd csatolt szemispray affinitdsaival.

Bizonyitds. Legyen H Ehresmann-konnexio, ¢ € Aff(H) és tegyiik fel, hogy
~v: I — M geodetikusa H-nak. Ekkor 4.4.2 értelmében ~ Sqc-nak is geodeti-
kusa, tehat

S}Coapc;’y:S;cocp*o'y:J{O(;oga*o?y:f}(ocp#éogp*o*y:

1

=Ho(pxxps)odop opoy=Ho(psxps)odoy=

. " . I = felt. -
=Ho(p xpi)ojoy=Hojop,, 05 =hopoy =Tpoy!
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Megforditva, ha ¢ € Aff(Sq) és v geodetikusa Sqc-nak (és igy H-nak is), akkor

howgyf(it'f}fojos‘%ogp(.)'y:

= Hobopory= Sy opor T Gor,

azaz p € Aff(H). o

4.4.4. Lemma. Ha egy H Ehresmann-konnexié homogén, akkor 3 geodetikusai
egybeesnek a H dltal indukdlt Berwald-derivdlds geodetikusaival.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy tetszéleges t € I esetén

1.29 2.5

(V4 (6 04)) (1) "2 V0 = Vo((1) “2™ Vo 5(1),

és igy
Vi(6o4) =Vos.

Innen kiolvashaté V és H geodetikusainak egybeesése. O

4.4.5. Kovetkezmény. Homogén H Ehresmann-konnezio esetén

(4.52) Aff(KH) = Aff(V),

ahol V a I dltal indukalt Berwald-derivdlds.

4.4.6. Allitas. Egy Ehresmann-konnexio dltal indukadlt Berwald-derivdlds geo-
detikusai akkor és csak akkor esnek egybe az Ehresmann-konnexio geodetikusai-

val, ha az Ehresmann-konneziohoz csatolt szemispray spray.

Bizonyitds. Megtartva az el6zd lemma jeloléseit, tetszoleges t € I esetén

(V400 ®) "2V woi) "2 (toj+ V)(HR) =
— V() + tGE®) 2V Vo5 (1) + £(5) (3(2).

Mivel
t(8) = V[Sy, C] = =V[C, Sa],

kovetkezik, hogy
Vi(504)=Vod <= t(6) =0 X [C, 5] = Sy,

amibol adddik az allitas. o
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4.5. Ehresmann-konnexiok automorfizmusai

Emlékeztetiink ra, hogy ha H: TM x p; TM — TT M Ehresmann-konnexio
az M sokaség folott és ¢ € Diff (M), akkor H ¢ altali visszahiizottja

P*H = .} o Ho (ps X 94)
(lasd 4.2.10).

4.5.1. Lemma és definicié. Eqy M sokasdg folotti H Ehresmann-konnezio
automorfizmusdn olyan ¢ € Diff(M) transzformdciot értink, amelyre
o*H = K, azaz

(4.53) Pax 0 H =Ho (px X ¢s)
teljesiil. H osszes automorfizmusa csoportot alkot a kompozicio miweletével, ezt
a csoportot Aut(H)-val jeloljiik. A

4.5.2. Allitds. Megtartva az eldzd lemma jelléseit, az aldbbi dllitdsok ekviva-
lensek:

(4.54) 0 € Aut(H) (= Qw0 H =FHo (. X ©4));
(4.55) (px X 0x) 0V =V 0 pru;
(4.56) Yix 0h =ho g,
(4.57) Pis OV = V O (Dyy;
(4.58) (p)a X" = (ppX)", X € X(M).
Bizonyitds. A 4.2.10. lemma alapjan az allitas teljesiilése nyilvanvald. O

4.5.3. Allitas. Legyen H egy Ehresmann-konnezid és ¢ € Diff(M) automor-
fizmusa H-nak. Ekkor érvényesek a kovetkezd relaciok:

(4.59) ppot=topy;
(4.60) ez 0T =To(pg X pu);
(4.61) pu 0T =T% 0 pyu.

Bizonyitds. Egyszerli szamoléds a 4.2.10. és 4.5.2. éllitdsok alkalmazasdval.

4.5.4. Allitas. Ha ¢ automorfizmusa a H Ehresmann-konnezxionak, akkor
automorfizmusa az dltala indukdlt Berwald-derivdldsnak is, kivetkezésképpen

(4.62) Aut(H) C Aut(V).
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Bizonyitas. A H &ltal indukélt Berwald derivaldst meghatarozzdk a
VY =0, VY =V[X" Y] (X,Y €X(M))

formuldk (l4sd (4.21)), igy az 1.6.1.-ben mondottak értelmében ¢ € Aut(V)
igazolasahoz elegendd azt megmutatnunk, hogy

V(¢*)#Xv<p#y =0 és g&#(VXhY) = V(Lp*)#X'“QO#Y'
Az elsé reldcié kozvetleniil addodik (2.38) és (2.44) alapjan. Ami a mdsodikat
illeti, a

~. (4.21) v _q (4.55)
eu(VxnY) "= (px X 02) o VX" Voo 7=

=Vopuo[X" Y op, !t =Vo (p)x[X", Y] =
= V()6 X" (205 7] "2 V(0 X", (9 X)"

—— (4.58) N
Vigaxpr#X = Vig)xnesX

(4.21)

szamolas mutatja, hogy ez is teljesiil. O

4.5.5. Allitas. Ha ¢ € Aut(H), akkor ¢ € Aut(Ssc), ahol Syc := Hod a H-
hoz csatolt szemispray. Megforditva, ha S szemispray M félott és Hg az S dltal
indukdlt Ehresmann-konnexid (lasd 4.1.3), akkor Aut(S) C Aut(Hsg).

Bizonyitds. Ha ¢ € Aut(H), akkor

Pue 0 3097 = prn0Hodo iyt 12V

=3 o (pe X ) 080 =T o0d = Sy,
igy ¢ € Aut(Sy).

Megforditva, legyen S szemispray és ¢ € Aut(S). Ekkor barmely X € X(M)
vektormezore,

-~ 12) 1
per 0 H5(R) "2 2 (prn 0 X+ 01 0 [XY,8]) =

1
:5(so**oXcow,?l+¢**O[X“75}0<p:1)Oso*:

((px) £ X+ (pu) 2 [XY, 8] 0 s =

= L (ea X + (0 X)", (0)48]) 0 . "L

(92 X)° + [(9£X)", 8]) 0 pu = Hs(ppX) 0 =
=HsoppX op,=Hso (. X ps)0X,

és ez bizonyitja az allitas masodik részét. O
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4.5.6. Tétel. Az M sokasdig eqy ¢ diffeomorfizmusa akkor és csak akkor
automorfizmusa eqy M folotti H Ehresmann-konnexionak, ha automorfizmusa
az Sy¢ csatolt szemispraynek, és teljesil a @y o TS =TS o pu reldcid.

Bizonyitds. A 4.5.3. és 4.5.5. allitasok alapjan a feltétel sziikséges.
Az elegendéség bizonyitasdhoz tekintsiink egy ¢ € Aut(Syc) leképezést és tegyiik
fel, hogy @4 o T® = T° o 4. Ekkor tetszileges X € X (M) vektormezét véve,

P#T(X) = o (V[Soe, X1 = [S3¢, X"]) =
= 4 0 V1S90, X*1 =3 0 () [So0, X' " oy 0V [Soe, X] = [ Soe, () 0 H 0 X
Miésrészt,
T* (04 X) = (92 X) = V[Suc, (pX)"] = [Soc, 3 0 93 X | =
felt.

=V [Sac, () X"] =] [Sﬁc,ﬂo P4 © )A(} =

= Vo ()4 [S36, X" = § [Ssc, H o oy 0 X
Igy a mésodik feltétel (g o T® = T3 o0 py) az aldbbi egyenldséggé alakithato:

(4 0V = Vo (.)) [0, X = [ Soc, ((9e) 0 H — H o o) X .
Ezzel ekvivalens a kdvetkezd:
(463) §0 (g 0V~ Vo (p.)g) [S36, X = 3 [Sue, ((9) 0 H ~ H 0 o) K] .
Ennek bal oldalat alakitva,
10 (s 0V = Vo (p)g) = (p)g 0 v —vo ()

(4.63) jobb oldalin a zérdjeles kifejezés a kovetkezOképpen véltozik:

= (2.24) . . (2.46)
((p)p o H =Hopy) X "="((px)g 0 Hoj—Hopuoj) X "=
= ((px) oh —ho(p.)z) X == (vo(pu)s — (pu)p o v) X©.
Ezek alapjin (4.63) a

(4.64)
((pe)g 0 v —vo(pe)g) [S3c, IXT] = =T [Sac, ((ps) g 0 v — v o (pu)) X

alakot 6lti. Mivel

J(p)pvX) =T opuovXop, ! =
= o J(vX)op !t =0,
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(ps) v X© vertikdlis, és emiatt ((¢x)x 0V — v o (p.)x) X szintén vertikalis.
Alkalmazhat6 ily médon a (3.4) Grifone-azonossag, és igy azt kapjuk, hogy
(4.64) ekvivalens a

(4.65)  ((pa)g 0V = Vo (pu)g) [G3,IXT = ((pu)g 0 v — Vo (pu)g) X
relacioval. Itt, a 3.1.3 lemmat felhasznalva,

[Sgc, X = —[XY,Sq¢] = =X —, ne X' (TM).
((pe)g o v —vo (ps)g)n =0, mivel barmely ¥ € X(M) esetén

((pe)gov—vo(p)p) Y = (p)gY" = v ((pu)pY") =
= (pxY)" —v(pxY)' =0.

Igy végiil a (4.65) relacit a

—((p)gov—vo(pa)y) X° = ((pe)g o v —vo(p)y) X

forméban irhatjuk fel, amib8l kdvetkezik, hogy (@.)x 0o vX® = v o (p.)xXC.
Ebbol ¢ o v = v o ¢,, adddik, és ez a 4.5.2 alapjan ekvivalens azzal, hogy
© € Aut(H). o

4.5.7. Kovetkezmény. Ha M eqy H Ehresmann-konnezidval ellatott sokasdyg,
akkor eqy o: M — M diffeomorfizmus pontosan akkor automorfizmusa H-nak,
ha ¢ € Aff(K) és az erds torzidra teljesil a gy o TS =TS o py feltétel.

Bizonyitds. Az eléz6 tételre tekintettel csupdn azt kell beldtni, hogy
Aut(Sy¢) = Aff(KH). Ez pedig igaz, ugyanis

4.4.3.

Aut(Syc) ¥E> AfF(Sy) 2D AR ().

Diszkusszid

Legyen D kovaridns derivélds az M sokasdgon (vagyis a 7y, érintényaldbon),
o

a torzigjat jelolje T'(D). J6l ismert a klasszikus elmélethdl (lasd példaul [43]),
hogy M-nek egy ¢ diffeomorfizmusa akkor €s csak akkor automorfizmusa
D-nak, ha affinitdsa D-nak (azaz ,totdlgeodetikus transzformdcid”) és megdrzi

o

a torziot, vagyis w4 o T(D) = T(lo)) o @y. Szakaszunk hétralevd részében azt
vizsgdljuk meg, hogy miként kaphatd vissza ez a fontos tétel az Ehresmann-
konnexidkkal kapcsolatban most nyert eredményiinkbdl.



44 4. FEJEZET. EHRESMANN-KONNEXIOK

Emlékeztetiink arra, hogy ha H olyan homogén Ehresmann-konnexié M
folott, amely a teljes értelmezési tartomdnydn C"-osztdlyi, akkor egyértelmiien

létezik olyan D kovarins derivélds M -en, hogy tetszdleges X,Y € X(M) esetén
(4.66) (DxY)' = [X", V'] =iVY

(V a H-bdl szarmazd Berwald-derivalas), és D geodetikusai egybeesnek H geo-
detikusaival ([37] 2.32 Prop. 3; lasd még [12], [38]). Ebbél azonnal kdvetkezik,

hogy Aff(D) = Aff(H).
Megmutatjuk elészor is, hogy D és K automorfizmuscsoportja egybeesik :
(4.67) Aut(D) = Aut(H).

Ha ¢ € Aut(H), akkor tetszéleges X,Y € X(M) vektormezdk esetén

(peDxY)" = (p)p(DxY)* 27 () 0iVaY =i0pp(Via?) "2
. - (4.58) . — (4.66) , ° v
ZIV(W*)#XM)O#Y = IV((P#X)h #Y = (DW#X@#Y) 5

ami azt jelenti, hogy ¢ € Aut(f)). Ezzel belattuk, hogy Aut(H) C Aut(b).

A forditott irdny1i tartalmazds igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(lo)). Ekkor
tetszéleges X, Y € X(M) esetén

(0)#(DxY)" = (Dy, xppY)".

sz

(4.68) ()2 X" = (0 X)" (p£Y)'] =0
reldciéval. Ttt a (p.) 2 X" — (94 X)" vektormezé vertikalis, ugyanis

I((p) 4 X" — (0 XM P27 (0.4 0 IX — I(pp X)" =

= (pu) g 0iojod(X) —iojoH(ppX) =
= () X" —i(pgX) = (p) 2 X" — (pu) g X" = 0.

Ismert, hogy T'M egy vertikilis vektormezdje pontosan akkor vertikalis lift, ha
a vertikalis liftekkel képzett Lie-zardjelei elttinnek ([37], 2.4.(6)). Igy (4.68)-bdl
kovetkezik, hogy van olyan Z € X(M) vektormezd, amelyre

(P)# X" = (ppX)" = 2"
Ezt felhasznélva, H homogenitasa alapjan

v (2.19)

Z (2%, C) = [(p) X", C] = [(p2X)", C] =
()4 X", (9)4C) = [(94X)",C] = (pu) 0 it(X) — it((12X)") = 0
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adédik, tehat
()2 X" = (2 X)", X € X(M).

Ez 4.5.2. értelmében ekvivalens azzal, hogy ¢ € Aut(H). Kovetkezésképpen

o

Aut(D) C Aut(H) is fenndll, amivel (4.67) bizonyitast nyert.
Egyszertien ellendrizhetd, hogy D és K torzidjanak kapcsolatat a

(4.69) (T(D)(X,Y))' =iT(X,Y);  X,Y € X(M)

relacié adja, igy (4.60) figyelembevételével

(4.70) ¢ € Aut(H) = pu o T(D) = T(D) 0 (0 X p).

Osszegezve: amennyiben H a teljes értelmezési tartomdnyan C'-osztély,

homogén Ehresmann-konnexié M {6l6tt és D az 4ltala az (4.66) formula szerint
meghatarozott kovarians derivalas, akkor érvényesek a kovetkezé implikaciok:

o € Aff(D)
pg o T(D) =T(D) o (pg x py)

(4.67) (4.70) l

¢ € Aut(D) {

» € Aut(H)

{ o € A0 = AfF(D)
4.5.7

pypoT® =TS opy

Innen kozvetleniil kiolvashaté a diszkusszid elején idézett klasszikus tétel, s6t az
is kideriil, hogy ez valéjaban kis mértékben élesithetd, nevezetesen igaz a

4.5.8. Tétel. Az M sokasdg egy ¢ diffeomorfizmusa akkor és csak akkor auto-

morfizmusa eqy M-en adott D kovaridns derivdldsnak, ha affinitdsa D-nek és
g 04T =i5T 0@y, ahol T a (4.69)-cel karakterizdlhatd tenzor.

Bizonyitds. Az el6z6ekhez mar csak annyit kell hozzdtenni, hogy a D-hoz
tartozé Ehresmann-konnexié erds torzidja a homogenitas miatt az i5T tenzorra
redukélédik (v.6. (4.34)). o



5. fejezet

Vonalelem D-sokasagok

5.1. Regularitas és csatoltsag

5.1.1. Definicié. Vonalelem D-sokasdgon olyan (M, D) pdrt értink, ahol
M egy sokasdg, D pedig kovaridns derivalds a 7°1 visszahiuzott nyaldbon, vagyis
olyan _ _

D: X(TM) x Sec(t*1) — Sec(t*1) (£,Y) — D¢Y

leképezés, amely elsé valtozdjaban tenzorialis, mdsodik vdltozojaban derivdcio.
A D-hez tartozé v-kovaridns derivaldason a

51 DY: Sec(r*1) x Sec(r*1) — Sec(7*71),
(5.1) (X,Y)— DLY = D;3Y
leképezést értjiik.

Egy (M, D) vonalelem D-sokasag (vagy egyszertien a D kovarians derivalas)
torzidja a

T(D): X(TM) x X(TM) —> Sec(r*7),

(5:2) T(D)(&,n) := Dein — Dyi€ —j[€,7]

(})-tenzor. Kézvetleniil ldthaté, hogy T(D) ferdeszimmetrikus és mindkét
véltozdjdban tenzorialis.

DY és a VY kanonikus vertikalis derivalt (14sd (4.24)) kiilénbségtenzora a
(5.3) $(X,Y)=VLX - DLX =j[iY, 5] - DwX  (in=X)
leképezés, amelyet Finsler-torzidnak is szokas nevezni ([16], [37]).

5.1.2. Definicié. A 7*7 nyaldbon adott D kovaridns derivdlds deflexiéjdn

(5.4) w: X(TM) — Sec(t"T1), &— u(&) := Dgo,

46
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réviden a p = D0 leképezést értjik. D v-deflexija a
(5.5)  p':=poi: Sec(r*r) — Sec(t*7), X — p'X = p(iX) = D, 50

leképezés. A kovaridns derivdldst regularisnak, illetve erdsen regularisnak
mondjuk aszerint, amint a v-deflexioja fibrumonként injektiv leképezés, illetve
Sec(7*T) identikus transzformdcidja. D vertikdlisan természetes, ha DV = V.
Ha D reguldris, akkor magdt a vonalelem D-sokasdgot is requldrisnak mondjuk.

Megjegyzés. Ha p" fibrumonként injektiv, akkor egyben bijektiv is fibru-
monként, mert fibrumonként linedris transzformdacid, és a fibrumok véges di-
menzids vektorterek.

5.1.3. Lemma. FEgy (M, D) vonalelem D-sokasdg akkor és csak akkor regularis,
ha a p = DS deflexid nulltere direkt dsszeadandd X(TM)-ben, mégpedig

(5.6) Ker(y) @ X'(T'M) = X(TM).

Bizonyitds. (1) Tegyiik fel, hogy D reguléaris. Ha ¢ € Ker(u) N XY(TM),

akkor £ = iX (X € Sec(7*7)) irhaté, igy a £ € Ker(u) feltétel azt adja, hogy

0=p(§) = poi(X) = p'(X),

amibdl p¥ injektivsége miatt X =0 kovetkezik, és igy egyben & = (. Ezzel
belattuk, hogy

(%) Ker(p) N XY(TM) = {0} .
A p¥ =1op kapcsolat alapjan
w(XY(TM)) = p(iSec(7*1)) = p’(Sec(7*1)) = Sec(77),

hiszen ¥ egyben sziirjektiv is. Igy rang(Im(p)) = n, és ezért egyben
rang(Ker(u)) = n. Ez az észrevétel a (x) reldcidval egyltt (5.6) helyességét
jelenti. _ _

(2) Megforditva, tegyiik fel (5.6) teljestilését. Ha p'(X;) = pu¥(Xs), akkor

0= p"(X) — Xo) = p(iX; —iXy),

fgy iX; —iX, € Ker(u). Ugyanakkor iX; —iX, € X¥(T M), ezért a feltétel miatt
1X; = iXs, innen pedig X; = X, kovetkezik. Ezzel beldttuk, hogy p" injektiv;
D tehat regularis. O

5.1.4. Lemma. FEgy vonalelem D-sokasdg vertikalis deflexidja eldallithatd a

(57) /j/v = 1Sec('r*'r) — 158

alakban, ahol § a Finsler-torzio.
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Bizonyitds. Tetszoleges X € Sec(r*7) esetén
i58(X) = 8(6,X) = V,30 — D,50 =
e vy (34) vy VY[V
:J[1X7j{06] — MK (X) = X - 2 (X) = (ISec(T*‘r) — K )(X)7

ami a kivant formula helyességét jelenti. O

5.1.5. Definicié. A D: X(TM) x Sec(r*7) — Sec(7*7) kovaridns derivdlds
Modr-Vanstone regularis, ha (11¥ — lgec(r+r))* = 0.

5.1.6. Kovetkezmény. Ha (M, D) vonalelem D-sokasdg, akkor

(5.8) D wvertikdlisan természetes <= & =0,
(5.9) D erdsen reguldris <= i58 =0,

(5.10) D Modr-Vanstone requldris <= i58 0is8 = 0,
(5.11) D reguldris <= (1gec(r=r) — 158) bijektiv,

kovetkezésképpen érvényesek az alabbi implikdciok:

vertikdlis természetesség = erds reqularitas —

(5.12) = Modr-Vanstone reqularitis = regularitds.

Bizonyitds. A (5.8) evidens, (5.9), (5.10) és (5.11) kozvetleniil adédik (5.7)-
bél. (5.8)—(5.10)-bél a (5.12)-beli elsé harom implikécié kiolvashato.
Végiil a Modr-Vanstone regularitds maga utan vonja a regularitdst, mivel

v vy (8.7) . 5 (5.10)
M (2 : 1Sec(-r*'r) 2 ) = 1Sec(-r*'r) - (158)2 = 1Sec(r*'r)a

(2 Lsec(rer) — H)1" = (Lsec(rr) = ©68) (sec(rer) — 168) = lsec(rer),

tehdt 1 invertdlhaté (inverze a (2 - lgee(r=7) — p') transzformacid) — és igy p”
bijektiv. 0

5.1.7. Definicié. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, és tegyiik fel, hogy M
folétt adva van eqy H Ehresmann-konnexio. Ekkor a

D": SeS(TiT) X SeC(TjT) — SGE(T*T)»

(5.13) (X,Y) — DY := Dy Y

HX
leképezést h-kovarians derivalasnak nevezzik.
D kovaridns derivalds H-deflexidja a

(5.14)  p°t:= D"5: Sec(r*7) — Sec(7¥7), X — p7N(X) = Dy 59,
leképezés. Azt mondjuk, hogy D H-hoz csatolt, ha

(5.15) Ker(p) = Im(KH),

illetve hogy D erGsen csatolt H-hoz, ha

(5.16) p=D35=".
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Vegyiik észre, hogy D H-deflexiéja pu”t = o H.

5.1.8. Lemma. Egy H FEhresmann-konnexiobdl szdrmazd Berwald-derivalds
akkor és csak akkor erdsen csatolt H-hoz, ha H homogén.

Bizonyitds. Ez kozvetlenill adédik az erds csatoltsdg definiciéjabdl és 4.2.5-
bél. u]

5.1.9. Allitds. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, H Ehresmann-konnezio
M félétt.

(1) Ha D pontosan akkor csatolt H-hoz, ha reguldris és eltinik a H-deflexidja.
(2) D akkor és csak akkor erdsen csatolt H-hoz, ha erdsen requldris és eltinik
a H-deflexidja.

Bizonyitds. (1) Ha D H-hoz csatolt, és igy Ker(u) = Im(K), akkor
Ker(p) @ XV(T'M) = X(TM), ami 5.1.3. értelmében D regularitdsat jelenti.
Mivel tetszéleges X € Sec(7*7) esetén p*(X) = po H(X) = 0, ekkor D H-
deflexidja is eltiinik.

Megforditva, legyen D reguldris és teljesiiljion p?¢ = 0. Tetszdleges & € X(T M)
vektormezo egyértelmuen el6allithaté a

§=v&+he=i(VE) + H(j)
alakban. Ha £ € Ker(u), akkor

0= (&) = poi(VE) + o H(GE) = p’(VE) + 1’ (§€) = ' (V¢),

amib6l p¥ injektivsége miatt V& = 0, ebbdl pedig v€ = 0 kdvetkezik. fgy tehat
& = h¢ € Im(H). Megforditva, ha £ € Im(H), akkor £ = h¢ = H(jE), és igy
(&) = po H(jE) = p™(j€) =0,

tehat & € Ker(p) és igy Ker(u) = Im(%H).
(2) Ha D a H-hoz erésen csatolt, akkor

NV =Déoi=Voi (4:4) 1Sec(r*'r):

W= Do =Vor o,

tehdt D valéban erésen regularis, és u’t = 0.
Megforditva, ha D er6sen regularis és a H-deflexidja eltiinik, akkor tetszéleges
€ € X(TM) esetén

D(&) = DS(hE 4+ vE) = DS(H 0 j&) + Do(i0VE) =
= W (iE) + ' (VE) = VE,
tehat D6 =V, azaz D H-hoz csatolt. O
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Lokdlis leirds. Legyen (M,D) vonalelem D-sokasdg. Kijelolve M-en
egy (U, (u')™ ;) térképet és tekintve TM-en az (1.11) indukalt térképet, D
Christoffel-szimbolumai ((U, (u?)™_,)-ra vonatkozéan) a

I ) —y
597 Ouk Ik Qui’ 507 OuF 7k oy

relacidok altal egyértelmiien meghatarozott

(5.17) -
k. -1 k. _—1 A
iU —R, Ci:mU) — R i,5,ke{l,...,n}

sima fiiggvények.
Az (5.3) éltal értelmezett Finsler-torzié komponensei

(/a\/a\)_ 5 T R

1
oul’ Ouk ayF OuJ ay® JuJ

ayk Oud ki g

igy D pontosan akkor vertikdlisan természetes, ha C;k =0 (i,4,k € {1,...,n}).

Mivel
. A A Y e A
58 (8uk> S (y oud’ 8uk> Y Cj out’

(5.9) értelmében az erds reqularitas lokdlis feltétele
(5.18) y*Cl =0 (i, ke{l,...,n})

teljesiilése. (5.7) alapjan azt is megallapithatjuk, hogy

N N N A I N R R
# ((%J) o 58 <8uj) oW +y Cjkaui n (6j +y Cjk) out’

azZazZ

v /é\ 7 ki /é\
kovetkezésképpen
(5.20) D reguléris <= det (67 + y*Cl;) # 0.
Végiil
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ezért D Moor-Vanstone regqularitasdnak lokdlis feltétele
(5.21) v CpCH =0, Gise{l,...,n}
teljestilése.

Megjegyzés. A regularitdsi feltétel egyik els¢ megfogalmazasdval H. Akbar-
Zadeh egy dolgozatdban taldlkozhatunk ([1], ldsd még a [2] monografiit).
Az erds regularitds feltétele ekvivalens a Matsumoto-elméletben szerepld
C,-feltétellel (lasd [28], Prop.13.4, Def.13.3), bar ez els§ ranézésre nem
nyilvanvals. A feltétel lokdlis alakja Matsumotondl y/C%, = 0 — ezért C;! —
az eltérés oka az, hogy Matsumoto a konnexiéparaméterek bevezetésénél az
(5.17)-belitdl kiilonbozé konvencidt alkalmaz. Végiil az dltalunk Modr- Vanstone
reqularitdsként emlitett feltétel az (5.21) lokdlis formdban Modér Arthur [29],
illetve J. R. Vanstone ehhez kapcsolddé [41] dolgozataban bukkant fel. Ezt a
feltételt csak a teljesség kedvéért emlitettiik meg; ugy taldltuk, hogy a tobbi
regularitdsi feltétel egyszertibben, illetve hatdsosabban alkalmazhaté (a szerzdék
altal vizsgalt kérdésekben is).

Tegyiik fel, hogy (M, D) vonalelem D-sokasédg és legyen ¢ € Diff(M). Ekkor
a 2.3.1-ben mondottaknak megfeleléen (. X ., p.) automorfizmusa 7*7-nak,
igy tekinthetjik D ¢, X @, altali visszahizottjat. Ez 1.6.1. értelmében szintén
kovarians derivalds a 7*7 nyaldbon, amelyet (¢, x ©.)# D helyett egyszertien
©# D-vel jeldliink. (1.21) most a

(5.22) (cp#D)gff = w#;lD(w*)#ggo#f/; e %(TM)JN/ € Sec(7"7)
alakot 0lti. Ekvivalens médon,

(5.23) Dip.)pep#Y = (pe X x) 0 (9*D)eY 0 0.

5.1.10. Lemma. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, ¢ € Diff(M), és te-

kintsik az ©* D kovaridns derivildst. Ha o# D deflexidja, illetve v-deflexidja
¥, illetve (pu¥)#, akkor

7

(5.24) p =y oo (pa)y,
(5.25) (1)* = o3 op’ oy,

gy ha D reguldris, illetve erésen requldris, akkor o# D is ilyen tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Tetszbleges & € X(T M) vektormezd esetén

_ 2.39 _
(€)== (p#D)ed = 93" Dy yeond V2 05 Dy 66 =
= 05 1 ((p)#8) = 05 o o (pa)x(8),
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ami igazolja (5.24)-et.
Hasonlé médon, ha X € Sec(7*7) tetszOleges, akkor

v =~ _ (2.39),(2.45)
(N )#(X) = (QO#D)DN(& = ‘P#lD(%)#if(@#é =

=5 1 (e X) = " o i’ 0 pu(X),

—1
P Diw#gé -

ami (5.25) helyességét jelenti. o

5.2. Regularis kovarians derivalas altal indukalt
Ehresmann-konnexi6

5.2.1. Tétel és definicid. Tegyiik fel, hogy (M,D) reguldris vonalelem D-
sokasdg. Ekkor az

lp: X(M) — X(T'M), X lp(X):= X —i(u") ' Dxed

leképezés horizontdlis liftelés (azaz eleget tesz a 4.1.2.-beli feltételeknek) és igy
meghatdroz egy Hp: Sec(t*1) — X(T'M) Ehresmann-konneziot, amelynél

-~

(5.26) Hp(X) = XS —i(")'Dxd (X € X(M)).

FEzt az Ehresmann-konnexiot a D kovarians derivalas dltal indukélt Ehresmann-
konnexiénak nevezzik.
A Hp-hez tartozd horizontdlis projektor

(5.27) hp = Lyray —io (u) ' op
(ahol p:= D9§, illetve p¥ := D6 a D deflexidja, illetve v-deflexidja).
A Hp Ehresmann-konnexio képtere megegyezik a p deflexid nullterével:

(5.28) Im(Hp) = Ker(u).

Amennyiben — specidlisan — D erdsen reguldris, igy

(5.29) Ip(X) = Hp(X) = XS —iDxd (X € X(M)) és
(530) hD = lx(TM) —1io0 M.

Bizonyitds. FElészor ellenorizziik, hogy a 4.1.2.-beli feltételek teljesiilnek.
Tetszéleges X € X(M) vektormezé és f € C°(M) fliggvény esetén

Cp(fX) = (fX) —i(u*) ' D(px)ed =
= [YXC 4 fXY — fUi(p") T Dxed — fCi(p') T Dxod =
= (X —i(n) " Dxed) + fOXY — fi(pY) Tt DaGX) PE"
= fUUp(X) — fE(XY —i(p") ' X) =
= fUp(X) — f9(XY —iX) = f'Up(X),
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és
Jolp(X)=IX —Ji(n') 'Dxed = IX¢ = X¥ = (" (X).
A horizontélis projektort vizsgalva:
hp(X€) :=Hp 0j(X°) = Hp(X) = X — (") (Dx<0) =
= X —i(p) " (X)) = (Lxgrary — o ()~ o p)(X°);

hD(XV) ::j’CD Oj o i(X) = 0,

és a vertikdlisan liftelt vektormezdket (5.30) jobb oldala is eltiinteti:

~

(La(ran —io (p)7H o p)(XY) =XY —i(p") ' pi(X) =
= XY —i(p) (X)) = X' —iX = 0.

Ervényes tehdt a hp = lypp) —io (p')”
Mivel

W3 (X)) = W(XE — 0 (4)" (Dxed) =
= p(X) —poio(u) o p(X) = p(X) - p(X) =0,
Im(Hp) C Ker(p) is teljesiil.

Masrészt tetszoleges £ € Ker(u) vektormezot véve, és £-t £ = hpé+vp alakban
allitva eld,

(&) = p(hpf) + u(vpé) = w(Hp 0 j(€)) + u(io Vp(§)) =
= uoi(Vp(§)) = p'(Vp(§))
folytan
§€Ker(p) = p'(Vp(§)=0 = Vp(§) =0,

hiszen a feltevés értelmében p" bijektiv.
Vp(€) = 0 miatt egyben vp(§) =ioVp(€) =0, és ezért £ = hp& € Im(Hp),
tehat

¢eKer(p) = ¢£elIm(Hp),

és 1gy Ker(u) C Im(Hp). Ezzel a bizonyitds teljes. o

Lokalis leiras. Felhaszndlva a D kovaridns derivalds (5.17)-ben bevezetett
Christoffel-szimbdlumait, tetszéleges j € {1,...,n} indexre

ERV A N s
o (au> = (au> —H) Do)V Gk =
_ a e ov\—1,_ k /8\_ a ki s/, vy—1 /a\ _
—ﬁfl(ﬂ) QD%W—%*?JFJM(M) vl

o P o
_ < .k iosyr_ 2 7 k i r_ Y
- Ot TjwlLi our  OxJ LjilLi oy’
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ahol (5.20) alapjan
(L7) = (L)' = (O] +y°CL)
Igy ha Hp Christoffel-szimbélumainak csalddja (N}), akkor

N = y’“FikiZ = N/L, = y’“l“jk(?i, = y’“l“;k,

kovetkezésképpen Hp Christoffel-szimbélumai az
(5.31) NI+ y°Ch) =y T i (1.0}

reldcick dltal ((5.21) értelmében) egyértelmiien meghatdrozott Nj fiiggvények.
Ha  specidlisan D erfsen regularis, akkor (5.19) figyelembevételével azt
kapjuk, hogy

(5.32) NI =y"T,;; i,7€{1,...,n}.

5.2.2. Allitas. Ha D requldris kovaridns derivdlds, akkor pontosan egy olyan
H Ehresmann-konnexio létezik, amelynek eltinik a H-deflexidja. Ez a konnezid
a D dltal indukdlt Hp Ehresmann-konnexid.

Bizonyitas. Tekintsiik a Hp Ehresmann-konnexiét, H pedig legyen olyan
Ehresmann-konnexié, amelyre

D 0 =0, X € Sec(r*7).

H(X)

Ekkor H és Hp kiilonbségtenzora (4.46) alapjan Vp o H, ahol Vp a Hp-hez
tartozd vertikalis leképezés, tehat

H—-—Hp =10 (VpoXH).
Tekintsitk D p v-deflexiéjat. Tetszoleges X € X(M) vektormezé esetén

1 (Vp o H)(X) = Dy, 5090 = Dige_nepy(x)0 =

-~

hiszen Dg{(;()é = 0 a feltétel szerint, és u(Hp(X)) is eltlinik (5.28) miatt. A
kapott eredménybdl p¥ bijektivsége miatt Vp o H = 0 kovetkezik, amibdl a
kivant H = Hp relacio adodik. o

5.2.3. Lemma. Legyen adva eqy H: TM xXpr TM — TTM FEhresmann-
konnexid és tekintsiik az dltala indukdlt V Berwald-derivdldst. A

ly: X(M) — X(TM), X — Uy (X) = X =iVl

leképezés eqy Hv Fhresmann-konnexiot hatdroz meg, amelynél J'Cv()?) =
Iy (X), X € X(M).
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Bizonyitas. V erdsen reguldris, ugyanis

(3.5) e

b

VY6(X) = j[XY,H 0 8] = j[X", Sa(]

igy 5.2.1 értelmében a lemma igaz. O

5.2.4. Tétel (a tenzié interpretdcidja). A H és a Hy Ehresmann-
konnexiok kilonbségtenzora H tenzidja:

(5.33) H—Hy =iot.
Bizonyitds. Tetszbleges X € X(M) esetén
Hy(X) = X —iVxed = X¢ — iVixed — iVyxed =
= X iV 0 — iVieyxed = X — v[X", O] — J[vXE, H o o] L
=X —v[X", 0] —vX® =hX®—iV[X" (] =
— X"~ it(X) = (3~ i0t)(R),
kovetkezésképpen H — Hy =iot . O
Megjegyzés. Ha (M, D) regularis vonalelem D-sokasag, és Hp a D altal

indukalt Ehresmann-konnexié, akkor az 8 Finsler-torziét eléallithatjuk 7'(D)
segitségével is az

(5.34) $(X,Y) =T(D)(HX,iY), X,Y € Sec(r*r)
formula szerint, hiszen
T s Y i . S .o (4.24)
T(D)(HX,iY) = Dy 5jiY — D jHX —j[HX,iY] =

(5.3)

=Dy X +VyX =VLX - DLX = §(X.Y).

5.2.5. Definicié. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasig, Hp a D dltal
indukdlt Ehresmann-konnezid. A

(5.35)
T: Sec(7*7) x Sec(7°7) — Sec(r*7)  T(X,Y) :=T(D)(HpX,HpY)

tenzort D horizontalis torzidjdnak nevezzik.
(5.2) alapjan

(5.36) T(X,Y) =Dy Y — Dy X —j[HpX,HpY].

Megmutathaté (ldsd [37]), hogy D torzidja eléallithaté a

(5.37) T(D)(&;n) = TG dn) + 8(&, Vi) — 8(in, VE)
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alakban, ahol &, n € X(T'M) és Vp a Hp-hez csatolt vertikélis leképezés.

A D" és a Hp-hez tartozé V' (lasd (4.23)) h-kovaridns derivaldsok
kiilonbségtenzora a

(5.38) P(X,Y) =Dy 5Y — Vs, 5V, X,V €Sec(r'r)
(})—tenzor.

Azonnal lathatd, hogy reguldris (M, D) vonalelem D-sokasig esetén az in-
dukalt Hp Ehresmann-konnexiébdél szarmazé V Berwald-derivalds pontosan ak-
kor esik egybe D-vel, ha az § és P kiilonbségtenzorok eltiinnek.

5.2.6. Lemma. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, akkor a D dltal in-
dukalt Hp Ehresmann-konnexio erds torzidja megkaphatd a

(5.39) TS = isT —isP,
formula szerint.

Bizonyitds. 5.2.2. értelmében D Hp-deflexidja eltiinik. fgy, a rovidség
kedvéért az S := Hp o 0 jeldlést alkalmazva, tetszbleges X € X(M) vektor-
mezd esetén

(isT — i5P) (X) = T(6, X) — (6, X) L
= DgX — Dxd — j[S, X"] — DsX + V[S, X"] =

= V8, x*] — i[5, x" "2 ().

5.2.7. Allitas. Legyen (M, D) reguldiris wvonalelem D-sokasdig. A Hp
Ehresmann-konnexio akkor és csak akkor szarmazik egy szemispraybol 4.1.3.
szerint, ha D horizontdlis torzidja, valamint a P kildénbségtenzor kizitt a

(5.40) T(X,Y)=P(X,Y) - P, X)
dsszefiiggés dll fenn.

Bizonyitds. A formulédt elegendd X ,17 bazikus vektormezdkre ellenérizni.
Ekkor

T(X,Y) = DyiY — Dyu X —jIX", V",
PX,Y)=Dxs¥ = V¥V = DY — VX", VY],
PY,X) = Dyn X — VY, XV,
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ahol a horizontalis liftelések Hp szerint értenddk. fgy
(PX,Y) — P(V, X)) = i(Dxh¥ — Dyn X — VX", Y] + V", x]) ‘&
=i(DxY — Dyn X —J[X" V"] +5[X" V) — (X" Y]+ [V XY] =
—iT(X, V) + IXN Y - XY 4 vt x @
= T(X, V) + (XY — (X" ]+ v, x) 2D
—i(T(X,Y) - T(X,Y)).
A (x)-gal jelolt 1épésben azt hasznaltuk fel, hogy

J[X", Y") = Jh[X", Y] + Iv[X", Y"] = Jh[xh, v L)

JX,Y]" = [X, Y]
Ily mdédon
T(X,Y)=PX,Y)-P(Y,X)+T(X,Y), X,V eSec(r*r)

kovetkezésképpen (5.40) akkor és csak akkor teljesiil, ha Hp torzidja eltilinik.
Ez pedig ekvivalens azzal (lasd példdul [37]), hogy Hp a 4.1.3. éltal leirt médon
szemispraybdl szarmazik. o

5.3. Vonalelem D-sokasagok geodetikusai és
affinitasai
5.3.1. Lemma és definicié. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg. Tekintsiink
egy v: I — M gorbét, és legyen c: I — TM gorbe fedégorbéje v-nak, azaz
olyan T'M -beli gorbe, amelyre T o c = v teljesil. Ha X € X(M), akkor
Xoc: I —TM xy TM, t— (c(t), X(v(£))
c-menti szelése a visszahizott nyaldbnak. Amennyiben

Dy(Xoc¢)=0,

gy azt mondjuk, hogy az X vektormez6 parhuzamos a v gorbe mentén a c
fed6gorbére vonatkozdan. Ha fedégdrbe gyandnt a v gorbe v: I — TM se-
bességuektormezdjét valasztjuk, akkor

Dy(Xo4)=0
teljesiilése esetén az X vektormezdt v mentén parhuzamosnak nevezzik.

5.3.2. Lemma. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, v: I — M egy gorbe,
X € X(M). X akkor és csak akkor pdrhuzamos ~ mentén ~y-nak egqy c
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fedégirbéjére vonatkozéan, ha kivdlasztva M-en egy (U, (u')?_,) térképet, és te-
kintve TM -en az dltala indukdlt térképet (1.11), a vektormezd X := (y'oX) | U
komponensfigguényei eleget tesznek az

(X?0n)' + (T 00) Wj’(XkOV)-F(C’;kOC) ' (XFor) =0
(1e{l,...,n})

reldcidnak, ahol a T : 77" (U) — R és a Cjp: 7' (U) — R fiigguények D
Christoffel-szimbdlumai a vdlasztott térképre vonatkozdan,

(5.41)

i

'y::uio% ci::yioc; ie{l,...,n}.

Specidlisan, X akkor és csak akkor pdrhuzamos v mentén, ha

(X' 09)" 4 (L 09) 77 (X* 09) + (T 04) 77" (X* 09) = 0
(5:42) * * (iefl,...,n})

Bizonyitds. Jegyezziik meg el6szor, hogy tetszéleges ¢ € I esetén

() = (@ o ) (1) (6‘1)() (5 o e () (ai)() .

Itt 2’ oc=uloToc=uloy=:7" tehit

fgy

S 1.27 g 0
(De(X o c)) (1) "2 Du X = Diy (X* o) =

O k
el
= é(t)(X* 87+ o7)(c(t))D H) ok =
/ a( e}
= '}/l (t) ( ) +Xk )D'Y] (t)( )(,(t) auk'i‘
c(t)
0

o
XD o) g = O 00 (aik> '
Y c(t C(t)

HXF o) (1) 77 (O3 (el0) ( ai) '
c(t)
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— (Xion) () (ai> T (e() 7 ()(X* o)) (a?a) "
o(t) e(t)

FC (1) & (B)(XF o) (0) (ai) -
c(t)

= (X1 oq) + Tigo0) ¥ (X* 07) + (Clroc) & (XF o)) (1 (ai) |
c(t)

amibdl kovetkezik az X ~v-menti vektormezd c-re vonatkozé parhuzamossaganak

a koordinatas feltétele.

Ha specidlisan ¢ = 4, akkor yioc =: ¢t = 4¢', és (5.41) a (5.42) reldcidhoz vezet.
[}

5.3.3. Kovetkezmény. Megtartva az el6z6 lemma feltételeit és jeldléseit, ha
az X,Y € X(M) vektormezdkre X oy =Y o~, akkor teljesiil, hogy

(5.43) Ds(X 04) = Dy(Y 07).
Bizonyitds. Ez kozvetlentl adddik (5.42)-bél, mert
Xoy=Yoy < u'oXoy=u'oYor, ic{l,...,n} <
— X'oy=Y'oy, ic{l,...,n}.
o
Emlékeztetiink ra, hogy 1.6.3. értelmében egy vonalelem D-sokasag geode-
tikusa olyan v: I — M regularis gorbe, amely eleget tesz a Dy(d o %) = 0

feltételnek. (2.30) alapjan kozvetleniil adddik, hogy ez pontosan akkor teljestl,
ha

(5.44) D(jo%) =0.

5.3.4. Lemma. Legyen (M,D) wonalelem D-sokasdg. Tegyiik fol, hogy
~v: I — M reguldris gorbe, amelynek sebesséquektormezdje kiterjeszthetd, azaz
van olyan X € X(M) wvektormezd, hogy ¥ = X o~. v akkor és csak akkor
geodetikusa D-nek, ha sebességuektormezdjének valamely — és ezért bdrmely —
kiterjesztése parhuzamos v mentén: ha ¥ = X oy, X € X(M), akkor

(5.45) Ds(X 04) =0.
Bizonyitds.  5.3.3. miatt (5.45) fiiggetlen a 4 kiterjesztésének meg-
valasztasatol. Tetszoleges t € I esetén
Xo4(t) = X(7(1)) = (4(t), X 070 4(t)) =
= (9(t), X o(t)) = (¥(8),¥(8)) = 6 0 7(t),

tehdt (5.45) ekvivalens azzal, hogy Ds(d0%) = 0, vagyis azzal, hogy v geodetikus.
o
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5.3.5. Kovetkezmény. FEgy ~v: I — M reguldiris gorbe akkor és csak ak-
kor geodetikusa egy (M, D) vonalelem D-sokasdgnak, ha tetszéleges (U, (u®)?_,)
térképre vonatkozd v' 1= u' o v koordindtafiiggvényei eleget tesznek a

1 i . / / i . I /
(5.46) Y+ (T od) v 4F + (Cleo) v 4 =0

reldcionak, ahol a F;k és C]Zk figguények D Christoffel-szimbolumai.

Bizonyitas. Mivel lokalis koordinataeléallitasrdl van szd, nem sértjiik az
altalanossagot, ha foltessziik, hogy U f6lott X o v = 4. Ekkor

(ie{l,...,n}),

és igy (5.42) (5.46)-ot eredményezi. o

;1

, . o y .
Xloy=y'oXoy=y'oy=17", (X'oy) =4

5.3.6. Definicié. Ha (M, D) wvonalelem D-sokasdig, akkor egy ¢ € Diff(M)
diffeomorfizmust affinitdsnak (vagy totdlgeodetikus transzforméaciénak) ne-
veziink, ha D tetszdleges v: I — M geodetikusa esetén ¢ o~y is geodetikusa
D-nek, azaz

(5.47) 5=0, tel.

D -
fponlt)
D affinitdasainak csoportjat Aff(D)-vel jelolyiik.

5.3.7. Lemma. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, Hp pedig a D-
bol szarmazo Ehresmann-konnexio. Ekkor D geodetikusai eqybeesnek Hp geode-
tikusaival.

Bizonyitas. Legyen egy ~: I — M reguldris gorbe geodetikusa D-nek.
Ekkor barmely ¢ € I esetén

D‘y(t)é =0 < Dé(’y(t)) =0 —
> 5(t) € Ker(D§) 22 5(t) € Tm(Hp)

tehat v geodetikusa Hp-nek is. O

5.3.8. Kovetkezmény. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, akkor

(5.48) AfF(D) = Af(Hp).

5.4. Vonalelem D-sokasagok automorfizmusai

5.4.1. Definicié. Legyen (M, D) wvonalelem D-sokasig és o € Diff(M).
Ha ¢#*D = D, akkor azt mondjuk, hogy ¢ automorfizmusa D-nek. D
automorfizmus-csoportjit Aut(D)-vel jeloljiik.
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Az értelmezés szerint tehét
(5.49)
p € Aut(D) <= ppDeY = D,y ,ep4Y; §€X(TM), Y € Sec(r"7).

5.4.2. Lemma. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, ¢ € Diff(M). Ha ¢
automorfizmusa D-nek, akkor D deflexidjara, illetve v-deflexidjdra

(5.50) g opu=po(py)s, illetve
(5.51) pypop =p' ooy
teljestil.
Bizonyitds. A tett észrevételek az 5.1.10 lemmé&bdl adédnak. O

5.4.3. Lemma. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, o € Diff(M). o#*D és D
torzidja kézatt fenndll a

(552) g (T("D)(Em) = T(D) (p)#&, ()gm); &€ X(TM)

dsszefliggés.
Bizonyitas.

ou (T(e*D)(&,n)) = vz ((¢7 D)ein — (¥ D)yi —jl&,m]) =

= Do) 08 (i0) = Digoypn e GE) — 1 [(00) 6, (0u)m] "2

= D)4l () #1) — Do) und () #8) — i [(0x)#&: ()] =
=T(D) ((px) & () ) -

5.4.4. Kovetkezmény. Ha (M, D) vonalelem D-sokasdg, és ¢ € Aut(D), ak-
kor D torzidja invaridns @-vel szemben, azaz teljesil, hogy

(5.53) pg 0 T(D) = T(D) o ((pa)s X (px)#)-

5.4.5. Allitas. Legyen adva egy (M, D) vonalelem D-sokasdg és o € Diff(M).
@ akkor és csak akkor automorfizmusa D-nek, ha minden olyan c: I — TM
gorbe esetén, amelynek ¢: I — TTM sebességuektormezdje kiterjeszthetd c-
menti vektormezd, teljesiil, hogy

(5.54) Do,oc(ppY) 0 (9 0¢) = (px X 9u)De(Y 0¢), Y € Sec(r*7).
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Bizonyitds. (a) Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(D). Legyen ¢: I — T'M olyan
gorbe, hogy
i=toc,
ahol ¢ az Im(c¢) C TM képhalmaz egy nyilt kornyezetében értelmezett vektor-
mez0. Ekkor

I’;_I_ LA —
P O0C= s 0C=ue0§0C=

:90**05090;1090*002(‘P*)#SO(P*OQ

és igy tetszOleges t € I-re

(De.aclppY) 0 (0 0)(t) = D 04Y =

ad nd felt.
= Dy, )pto(p.o0)(t) P#Y = (D(w*)#i(‘P#Y))(QO* oc)(t) =

= (px X ) 0 DeY 097 0 p, 0 c(t) = (pu X i) DeY (c(t)) =

= (s X ) De(ety)Y = (05 X 0:)(DeyY) =
= (s X @) (De(Y 0 0))(1);
ezzel megkaptuk az (5.54) reldcidt.
(b) Megforditva, tegyiik fel (5.54) teljesiilését. Elegendd azt megmutatnunk,

hogy
(e X 0u)D.Y = Dy (ypxY (Y €Sec(t77),2 € TTM).

Ha z € T,TM, vélasszunk olyan £ € X(T'M) vektormezdt, amelyre &(v) = z
teljestil. Legyen ¢: I — T'M v-b6l induld integrdlgorbéje &-nek; ekkor

foc=2¢, z=¢(v) =¢(c(0) = 0).

fgy
(2 X 9)D.Y = (91 X ) Deg)Y = (2 x 92)(Dol(Y 0 0))(0) "=V
= (Dy,oc(p#Y) 0 (9. 00))(0) = DWO)<P#37 =
= Dy..x0)®#Y = Dy (204,
és ezt kellett belatnunk. o

5.4.6. Kovetkezmény. Ha (M, D) wvonalelem D-sokasdg, ¢ € Aut(D), és
v: I — M olyan girbe, amelynek ~v: I — TTM gyorsuldisvektormezdje ki-
terjeszthetd, akkor

(5.55) D_{#Y) 00 7'= (¢ X ) Dy (Y 04).
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5.4.7. Tétel. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdig, Hp a D dltal in-
dukdlt Ehresmann-konnexid, ¢ € Diff(M). ¢ akkor és csak akkor automorfiz-
musa D-nek, ha
a) p € Aut(Hp),

tovabbd az 8 Finsler-torzio és a P kiilonbségtenzor invarians p-vel szemben:
b) pu o8 =380 (px X pu),

és

c) o 0P ="Po(oz X pz).

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy ¢ € Aut(D). Ekkor tetszileges X € X(M)
esetén

a0 Hp 0 (07! x o7 )(X) = a0 Hp o (1,9, 0 X 07) =
= puoHpo(p, o, o Xopop lor) =
= puoHpo (o' oy XoTop!) =
= pumoHpop,' Xop, ' = (p)goHpop,' X =
= (94 0 (5" X0 (1) ' Dy yed) =
_ v 1) felt.
= (P (604X = i) ' Doy, x5 8) &
=X = (ps)poio (W) 'o qu;lDXc(S =
=X —iopgo(u)to @#1 o Dx<d 620
= X —io () o py 0@yl 0 Db = Hp(X),
kovetkezésképpen ¢ € Aut(Hp), tehdt a) teljesiil. A Finsler-torzié és P
kiilonbségtenzor invariancidja szintén kozvetlen szamolassal ellendrizheto.
Legyen XY € X(M) tetszéleges. Ekkor egyrészt
p#(8(X,Y)) = —pp(DyvX) — g oj[X", Y] =
= D) v X —illp)# X" (pu) £ X"]
= —DipyvyeaX —ilesX)", (0 X)'] =
= 8(pp X, pzY) = 8(px X, p3Y),

e

masrészt
o O v felt.
P2 (P(X,Y)) = pp(DxY) — oy o VX", V'] 2
= D(%)#XW#? — pp o VX" VY] =
= D xpesY — V()2 X", (0u) Y] =
= Dy, xpexY — VI(epX)", (pxY)'] =

= P(op X, p2Y) = P(op X, pxY).

N2
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megkaptuk tehat az a), b) és c) reldciét.
Megforditva, tegyiik fel, hogy az a), b) és c) feltételek teljestilnek.
Legyen X € X(M). Ekkor egyrészt

0u08(X,Y) = —pu(DyX) — o 0jIX", V"] =
= —0(Dy+X) = jl(p)# X", (p2) 2 Y],
masrészt
—~ ~ o~ . v )
S0 (ppX,04Y) = —Dip,vyenX —illppX)", (pxY)"] &
= D)y enX — i)z X", ()2 Y],
igy b) alapjan kovetkezik, hogy
(%) o (DyvX) = D) ,yvopX.
Hasonlé mdédon,
~ ~ ~ vi 8)
0u 0P(X,Y) = pu(DxrY) — oy o V(X" Y] =
= @#(DX"Y) - V[(@*)#th (@*)#YVL
illetve
> > S ur felt.
PlopX, 04Y) = Dy, xypenY — Vg X)", (pxY)'] S
= Dipypxr oz — V(02 X", (0:)2Y"],
és igy c¢) miatt
() p4(DxnY) = Dy, xrp4Y -
(x) és (xx) alapjan kovetkezik, hogy
(+) 0#(DeY) = Dy, ep2Y

minden £ € X(T'M), Y € X(M) esetén teljesiil. Meg kell még mutatni, hogy
tetszbleges F € C°(T M) fuggvényt véve,

(++) pu(De(FY)) = Diy.) eonFY

is fennall, ebbél ugyanis kovetkezik, hogy a kivant reldcié barmely Y € Sec(7*1)
szelésre teljesiil.
A Leibniz-szabdly és (1.2) alapjan (4++) bal oldala

04(De(FY)) = pu((EF)Y + FDY) = ((€F) 0 0, )pu Y + (F o o )pu (DY),
a jobb oldala pedig

D) ep(FY) = (0.) 2 (F o 97 NppY + (F o 0, ) Dy e -
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Mivel (.)€ ~ £, (1.8) alapjan
©x

(EF) oo = () #é(F o),

és igy (+) figyelembevételével kovetkezik (4+4) teljestilése. 8]

5.4.8. Allitas. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, akkor
(5.56) Aut(D) C Aff(D).

Bizonyitas. Legyen ~v: I — M a D kovaridns derivdlas geodetikusa, azaz
teljesiiljon D)0 = 0, minden ¢ € I-re. Beldtjuk, hogy tetszéleges ¢ € Aut(D)
esetén Dmt)d =0. DWt)d = Dy, o5(1)0, és mivel y geodetikus, (5.48) alapjan
4 = h o % irhaté, ahol — a rovidség kedvéért — h a Hp-hez tartozé horizontalis
projektor. Igy . 0 5(t) = @ss 0 ho %(1).

Az 5.4.7. tétel miatt ¢ Hp-nek is automorfizmusa, ezért p,, oh =ho ¢,,.
Ily médon, felhasznalva azt is, hogy D H p-deflexidja eltiinik,

Doy = Progunoind = Dy iy =
= (DS o 3p)(jopot)) = 7P (jo'porit)) =0
adédik. Ez azt jelenti, hogy ¢ oy geodetikusa D-nek, tehdt ¢ € Aff(D). o

5.4.9. Tétel. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg és ¢ € Diff (M), akkor
@ € Aut(D) teljesiilésének sziikséges és elegendd feltétele a kovetkezd reldcick
eqyideji érvényessége:

a) ¢ € Aff(D),
b) ¢z 0T =T 0py,
c) pp o8 =380 (o X pu),
d) o oP =DPo(pg X oy),
ahol 'T% a Hp indukdlt Ehresmann-konnexio erds torzidja.

Bizonyitds. (1) Tegyiik fel el6szor, hogy ¢ € Aut(D). Ekkor 5.4.7. miatt c)
és d) automatikusan teljesiil, fennall tovabba, hogy ¢ € Aut(Hp). Ebbol 4.5.6.
alapjan adddik, hogy b) is érvényes, és hogy ¢ € Aut(S), ahol S := Hp o 9.
Azonban

o e Aut(S) B2 e AR(S) L2 e Af(Hp) Y » e Af(D),

amivel igazoltuk a) teljesiilését.
(2) Megforditva, tegyiik fel, hogy fenndllnak az a)-d) relacidk. Ekkor a
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¢ € Aff(D) a) feltétel iménti meggondolasunk szerint ekvivalens azzal, hogy
p € Aff(S). ¢ € AfE(S) és b) miatt pedig 4.5.6.-ra tekintettel ¢ € Aut(Hp)
kovetkezik. ¢ € Aut(Hp) valamint a ¢) és a d) feltétel a 5.4.7. tétel alapjén
biztositja a kivant ¢ € Aut(D) relacié teljesiilését. o

5.4.10. Kovetkezmény. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg és
¢ € Diff(M). ¢ pontosan akkor automorfizmusa D-nek, ha teljesiilnek a kivet-
kezdk:

a) ¢ € Aff(D),

b’) puo0isT =1i5T 0y,

c) pu 08 =380 (px X pu),
d) ppoP="Po(py X px).

Bizonyitds. A tétel igazolasdhoz csupdn annyit kell beldtni, hogy a 5.4.9.-
beli b) feltétel kicserélhetd a b’) feltételre.
Elsoként tegyiik fel a 5.4.9. tételbeli feltételek teljesiilését. Ekkor tetszéleges
X,Y € X(M) vektormezdket véve,

felt.

%) P2 0y 0 (T3(X) +isP(X)) '

op 0isT(X) 2

(2.39) 5.3 >

s v v s v . >y (5.39) .
= T%(pgX) + Plpzd, oz X) T(pp X) +isP(ppX) =" 15T 0 pu(X);

tehat megkaptuk a b’) feltételt.
Megforditva, ha az 5.4.10. tétel feltételei teljesiilnek, akkor tetszdleges
X € X(M) vektormez6 esetén

erT(X) P27 04 (1, T(X) — isP(X)) &

vagyis érvényes 5.4.9.(b). Ezzel a megéllapitast igazoltuk. o

Legyen (M, D) regulédris vonalelem D-sokasdg és Hp a D éltal indukalt
Ehresmann-konnexié. A D kovaridns derivalds vertikdlis torzidja a

(5.57) T(D)(&n) = DV — DyVE =Yg, ], &§ne X(TM)

leképezés, ahol V a Hp-hez tartozd vertikalis leképezés.
A vertikalis torzi6 segitségével a P kiilonbségtenzor leirhaté a

(5.58) PX,Y) =T"(D)(HpX,iV), X,Y € Sec(r*r)

formula szerint, ugyanis

TY(D)(HpX,iY) = D}CD;{Vi}N/ — DgVHpX — V[HpX,iY] (4.23)
=Dhy - Vi Y 2 (% V).
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5.4.11. Tétel. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg. p: M — M
diffeomorfizmus pontosan akkor automorfizmusa a D kovaridns derivdldisnak,
ha

4) ¢ € Afi(D),
B) ¢y o T(D) = T"(D) o ((px)# % (0x)#),
C) oy o T(D) =T(D) o ((px)# X (#4)#)-

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(D). Mar tudjuk, hogy ekkor
p € Aff(D). Megmutatjuk, hogy B) és C) is teljesiil, a reldaciék bal és jobb
oldalat (XY, Y"), (X¥,Y") és (X", Y") (X,Y € %(M)) alaki parokon értékelve
ki.
Sziikségesség.
B) ellenérzése.

(2.21),(2.16) 0

P © T(D)(XV,YV) :cp#(DijYV — Dy j X" —j[XV,YVD
T(D) (@) X" (02)#Y") =D () xvi (@)Y — D) yyvi(pa) X —
= il(p) XY, () Y] = D, x)i(ppY)" —

= D yyyi(e X)" —illexX)", (pY)'] = 0;

pp o T(D) (X', Y") =y (Dxe ¥V —j[X", Y1) = pp Dxo ¥V &

=Dy, x 1Y,

T(D)((ps) 2 X", (02)#Y") =Dy o xed 0 (0:) #Y" = Dy, yri(0:) 6 X —
— ()2 XY, (02 Y PE Dy yxe oY —
—il(paX)", (p4Y)"] = Doy yxoonY

felt.

pp o T(D)(X",Y") =pu(DxsY — Dyn X —j[X",¥"))
= Dig.)yx00#Y = Dip)yvrppX -
—il(p) £ X", (00) Y "g,
T(D)((0s) X", (0u)#Y") =Dy, xvi 0 (0u)#Y" — Doy yvi 0 (0u) 2 X" —
—il(P)# X" () #Y" = Dy, ,x0n¥ —
— Dy X =3[0 X", ()5 Y],
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C) ellen6rzése.

euT"(D)(X",Y") =pu(Dx VY — Dy VXY — V[X¥, V")) &
= Digy vy = Dipy v X,
T (D)((px) X", (0:)# YY) =D (), x: V(04) Y = D) vy V(pw) . X' —
— V()£ X", (0x)# Y] = Dig,)pxVoiopuV—
— DiguvvVoiopuX = V[(pxX)", (pxY)'] =
= Do) yx##Y = Digoy v X.

s 0 T (D)(X", V") =gy (—Dyn X — V[X¥, V")) >4l

= —Dip) e X — V()2 X", (0) Y,

TV (D)((p2)# X", (0u)#Y") =D (), xvV o ()Y " = Dy ,ynV o (0u) . X' —

v 5.4.7. N
—V[(p2) 4 XY, (02) 4 Y] =" =Dy yyron X —

— Vi) # X", ()2 Y"].

pp o TV (D)(X",Y") =z (VX" Y1) "Z" —V[(0.) X", (0.)Y"),
T(D)(()# X", (92)#Y") =Dy, x1V 0 (02) Y "~
— Doy vV o ()2 X" = V[(p) s X", (02)2Y"] =
= V() X", (p) Y.

Elegenddség. Ha a tételbeli feltételek teljesiilnek, akkor azonnal kovetkezik, hogy

pp 01T = 15T 0 u,
pu 08 =380 (pu X pu),
g 0P =Do(pg X pg),

hiszen mindhdrom torzié TV(D)-bél vagy T'(D)-bél szirmaztathaté (ldsd 5.35,
5.34, 5.58), igy 5.4.10. alapjan adédik az allitas. O



6. fejezet

Appendix: a koordinatas
nézopont

6.1. Térképcsere

(1) Az R™ valés vektortér kanonikus bazisara az (e;)I-, jelolést hasznaljuk,
ennek dudlisa (e’)j,; ekkor e'(e;) = &} (i,5 € {1,...,n}).
Az alapulvett M sokasdgon és a hozzd kapcsolédd vektornyaldbokon végzett
koordinatas szdmolashoz M egy p pontja koriil rogzitiink egy

(6.1) U, u) = U, (u),); ui=¢elou (ted{l,...,n})

térképet.
Bazis-tétel (O’Neill). A (6.1) térkép rogzitése utan tetszéleges v € T, M
érintGvektor egyértelmiien elééllithato

(6.2) v =v(u') (8?‘2.)13

alakban.

Léncszabaly parcidlis derivaltakra (Spivak I) Ha ¢ sima leképezése az
M sokaségnak egy N sokasdgba, f: N — R sima fiiggvény, (U, (u®)™ ;) térkép
egy p € M pont koriil, (V, (27)2,) pedig térkép o(p) koriil, akkor

69 U500 =2 e e, e
(2) Legyen
6.4 (@0,7) = (@, 6 )m)
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tovébbi térkép a p € M pont koriil. A (6.1) és (6.4) kozotti atmenetleképezés
p:=dou"l:ulUNU) CR® — aUNU) C R".

Ennek koordinatafiiggvényei

(6.5) pli=elog, te{l,...,n};

segitségiikkel az ,,1j térkép” koordinatafiiggvényei a

(6.6) @t =y¢lou

alakban adhaték meg. A (6.1), illetve (6.4) térképhez tartozé koor-
dindtavektormezdket a

0 oud i
ot Out oud’

transzformacios szabaly koti 6ssze. Ez kozvetleniil adddik a bazis-tétel alapjan,
eszerint ugyanis tetszéleges ¢ € U esetén

() = () #) (52). = e (1) .

Az itt fellép6 (ggﬁ (q)) métrix invertdlhaté (hiszen baziscsere métrixa), az in-

(6.7) ie{l,...,n}

ou’

verze (aui (q)), igy fennall a

0 ol 0
(6:8) 90 = 9w 0w

Osszefiiggés is.
Duélisan, minden w € T); M kovektor egyértelmten el8allithatd

(6.9) o= (0 ) @,

alakban. (6.7) és (6.9) kozvetlen kovetkezményeként kapjuk, hogy a (6.1) ~~(6.4)
térképcsere esetén a koordindta 1-formdk a

ou’

ouwl

(6.10) di' = du? i€{l,...,n}

,kovarians szabdly” szerint transzformalodnak.

Szintén azonnal adédik, hogy a 42 koordindtavektormez8k &ltal
szarmaztatott 621 = % o 7 bazikus vektormezok a

0 (0w )
(6.11) dai <aai OT) oui
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Osszefliggés szerint transzformalédnak.

(3) Tekintstik az M sokasdg 7: TM — M érintényalédbjit. A (6.1) térkép
altal indukalt térkép T M-en

(6.12) (771 u, (xi,yi)?zl) , zt=ulor, y = (u')°

(ldsd (1.11)-et és a 2.1. szakasz elejét). Attérve a (6.1) térképrol a (6.4) térképre,
az indukalt térképek koordinatafiiggvényeinek kapcsolatat a

(6.13) F=ior plouor, ie{l,...,n}
és

_ it .
(6.14) § = (aZi or) Yy, ie{l,...,n}

relacidk adjak. Ez utébbi igazoldséara legyen v € 7= 1(U NU) tetszéleges. Ekkor

F) o= @) ) = (@) (0) 27 O () () =

= (ZZ OT) (v)y (v) = ((gj: OT) Z/j) (v),

ami (6.14) helyességét jelenti. A (6.3) ldncszabdly alkalmazdsaval

07 (6.13) O(@' o 1) <8ﬂi T> O(uF o)

oxJ oxJ aur ° oxI
B % or) sk — o’ JCAT) oy
o °T) % T 9w 0T T oyl’
tehat
ot ou’ oy
(6.15) 97— 90 O = oy

Hasonlé médon

07"
1 - = U:
(6.16) 5 =0

oy’ (6.14) 0 812iOT k) (615 0 oz' _
0xi 91 \\our °7 )Y i \ 0k

_ okt 0xtoyt o
T 00028 T 0uk 0xd | Dok Y

mig
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tehat
oyt orEt
(6.17) dzd ~ Oziozk”
Itt
PE (65 0 [ 0u o) (63 0%’ . outor)
owiork 0w \our ") T \ououwr "T)  oxi

(N P

~ \ Qulouk I ouwiouk T
igy

8@1 _ az,at i
(6.18) oxd <8uj8uk ° T> Y
is frhat6. Hap e UNU, v € T, M tetszbleges, akkor a bazis-tétel alapjdn
0 e 0 oy’ 0]
0 (on),= o (a5), * 0 (o).
0 v 7] oy’ 0]
(6:20 (57) =550 (55) +55 (55) -
igy (6.15)-(6.18) felhasznélasaval a
o) ow o) 0*a o)
21 = : : , k—
(6:21) o <aw ”) 07 © (awauk °T> v o
és
0 oy 0 o

(622) o = oo = (w7 3

transzforméciés szabdlyok adédnak.

6.2. Szemispray-koefficiensek és  konnexio-
paraméterek transzformaciés szabalyai

(1) Legyen S: TM — TTM szemispray. (3.1) értelmében

0 =i O

o~ 7

0 0
S =y oGl =g :
@ ? oz i T o o
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igy U NU folott

0 = 0 (6.19),(6.22)
- — 2G7 — =
oI ¢ oy’
[ 0x' 0 oy' 0 ~: 0yt 0
=g’ - —— -— | - 2G7 = — =
Y (ang oz 0w ay) & o oy

S =g

0zt 0 oy =0yt O (6.15)
T 1209l ) 2
Vowow T (y oz ¢ a;y) Dy

(o 0 S0yt 0y O (6.14)
PN Y j i i
Y (am ”) o <2G agi Y aw‘) oy’

.0 =0yt oyt O
= i 2 J i J - =
Y o ( o5 Y aw) dyt’

kovetkezésképpen térképcesere esetén S koefficiensei a
—GJ ayi' _ lg]%
oy 27 9xI’

transzformaciés szabdly szerint valtoznak.

(6.23) G" ie{l,...,n}

(2) Tekintsiink egy H: TM xp TM — TTM Ehresmann-konnexiét. En-
nek paraméterei a (6.1), illetve a (6.4) térképre vonatkozdan a

) ) .9 ) o ;0
(8u9> @ i iy TR (aaa) @ oW I
relaciok altal meghatdrozott N;: TN U) — R, illetve N; 'U) — R
fiiggvények; i,7 € {1,...,n} (ldsd 4.14).
Mivel egyrészt tetszileges | € {1,...,n}-re

(a) 0 ox 0 @i del 9yt 9 o0y’ 0

ol | @ 0& L OFF  wewy O0i o X oy |l ogF oyt
— 0z’ 0 NE dy' oy'\ 9
ozl i Dogk ozl ) oyt

masrészt

IC) (6.11) ou? IE) ou? IR
(aal) ((aal °T> aua) (aal °T> (am)
ou? . 0 o’ or) N 0 (6.15) 0z7 0 oy’ Ni 0

—oT | — — TIN!— =" —— — —=N!—

ot OxJ ol 7 oyt oxt ox3 Ot~ 7 oyt
kovetkezésképpen a kiilonbozd térképekre vonatkozé Christoffel-szimbdlumok
kozotti transzformacids szabdly

Ay’ i _ 0y Oy
oyt ogktt ozl

(6.24) ile{l,....n}.
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(3) Legyen
D: X(TM) x Sec(t*1) — Sec(7*7),  (£,Y) — D¢Y

kovaridns derivalas a 7*7 visszahtuzott nyaldbon, és tekintsiik D (5.17)-ben be-

vezetett

el U) — R, Chir'U) —R; 4, ke{l,...,n}

Christoffel-szimbdlumait. Ekkor U N U folétt

i ) o ) (6.11),(6.22) B oy° ) _
kw07 Ouk N oL 93 Oyk 0us

0w Oyl oyt e 0us "0y Oy 0w
- 077000 Oy D -, 97 95y’ 9

TS Oyl Oyk gt dul " 9yl Ayk 9yt dul

L9y (9 9P\ 9 9§ oy 9 -, 077 97 9 (6112
Oyl \ 9y" OyF B

~s (6.15 ~5 . z
(felhaszndlva, hogy 8ZT gzk (6.15) agr (ggk o 7') = 0), igy a konnexiéparaméterek

masodik csalddja a

s 8g'r ag9 ay1

(625) Ik — 'rsayj 8yk 8?»}[7 iajvk € {17 s 7n}

tenzori transzformécids szabaly szerint ((5)-tenzorként) transzformalédik.
Hasonlé modon, de kicsit hosszabb szamolassal:

w0, a5° 9
ik A T — a9z” 9 99" 8 A I A~a —
I* Gy 007 957t 507 957 Oy Ous

_ o o IC 5 0 o
T Oxd am oyk oas | Owd o Oy 0us
L 0FT g ., O 0F 0 0F 0 0§ 0F 4 O Lo 0 o o
©0xd oykT TS oul T Oxd 03T Oyk Ous T Oxd Oyk T TSoul T Oxd O Oyk Ous
_ (0% 05y 0% 0a™ % 0F 0§ 0
Oxd Oyk~ " Oxd 93" Oxkdx™  Oxd dyk ") Oul
_ (0805 0y’ sy 05 05 Oy 5y OF O™ PF 0y D (9
T\ Oozioyk oyl "t Oxd oyk Oyl " Oxd 0x Oxkoxm OFt ) Out

_ (0505 0y sy | 05 0 Oy sy OPF Oy 3
S \Oy OyF Ot Tt Oxd Oy Ot TS OxkOxT Ot ) Oud
a (x)-gal jelolt 1épéshen azt haszndlva fel, hogy
ox" 9x™ (6.15) Oy Oy
Oz 0zr Oyl Oy
9 (oy™"_ .\ 9 [ou™ or) g (6141(6:15) ay™ 5m
oY) “oy \oar 7)Y T Ty T

oyl
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fgy a konnexioparaméterek elsé csaladja kozott a

L OU O Oy <, OF 0F° Oyt 0F oy
2 ri, =TL = ok 9l T Briak 9l
(6 6) ik rs 8y] 8yk 8:&1 TS Od 8yk 8gl Oxi Ok agl

transzformaciés szabdly adédik.

(4) Legyen D: X(M) x Sec(r*r) —— Sec(7*7) kovaridns derivalds a
m: E — M k-rangi vektornyaldbon, és tekintsiik ennek az (1.20) Aaltal
értelmezett I'fz: U — R (a,8 € {1,...,k}, i € {1,...,n}) Christoffel-
szimbélumait. Valasszunk egy tovabbi (U, (@)7_,) térképet U NU # () feltétellel,
és Sec(m)-nek egy (5)%_, U folotti lokalis bazisit. Ez utébbiakra vonatkozéan
D Christoffel-szimbélumait, a

relacidk értelmezik. Egyértelmiien létezik olyan
(Ff) :UNU — GLi(R)
leképezés, hogy tetszéleges ¢ € U N U pontban

oa(q) = F(9)55(q).

Ennek segitségével egyrészt

v _ [
Dﬁaa =T/, 0, FiaF,YO')\
irhatd, masrészt
(6.8) Lo
Do oy = Dyu o Flog=
Su? out oal

ol - ot OFP _ (6.8) [ 00 ~ 4= OF
_ F[j D ~ a ~ 0.8 F[j A « ~
T w5598 + oui 0w P ! s + wi | 7N

(6.27) I F =

transzformaciés szabdlyhoz jutunk.

6.3. A Varga Otto-féle invarians differencial

Alapulvéve egy M n-dimenzids sima sokasdgot, [23] dolgozatdban M. Ha-
shiguchi bizonyos feltételeknek eleget tevé Christoffel-szimbélumok kijellésével
értelmezett , affin konnexidt”. Az elbirdsai a kovetkezok:
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(i) M tetszéleges (U, (u’)™,) térképe esetén adottak olyan

o—1 ] 1

it U)—R, Th:t U)—R; djke{l,....n}

sima fiiggvények, amelyek egy (U, (u®)?_,) — (U, (a")"_,) térképcsere
esetén a (6.25), illetve (6.26) transzformacids szabalyok szerint valtoznak.

(ii) A Cj, fiiggvények (—1)-edfoki, a 'Y, fiiggvények nulladfoki pozitiv ho-

mogének:
0Cy . _ _ci, oy
8y'r IR 8y'r

(iii) C;:kyk = 0 (,er6s regularitas”, v.6. (5.18))
Ha

B S .0
8 ——— = e 8 — = S s
a7 Quk I outT T a7 guk T IR gut

akkor igy egy jol definidlt, er6sen reguldris

jke{l,....n},

D: X(TM) x Sec(3"7) —> Sec(?"7)
kovaridns derivalashoz jutunk, a:nely rendelkezik a kdvetkezé homogenitasi tu-
lajdonsaggal: tetszéleges &€ € X(TM) és Y € Sec(# 7) esetén
DinyypelhroY o hy') = hyo (Dﬁf’) ohyl,
ahol tetszoleges A porzitiv valds szam esetén

hyx:veTMv+— \veTM;
hy: (u,v) € TM x5 TM — (Au,v) € TM x5 TM.

Ez a homogenitasi feltétel a Finsler-geometriai alkalmazasokban fontos,
disszertaciénkban erre nem volt sziikség.

Varga Ott6 [42] dolgozatdban masként jar el: az un. invaridns differencidlra ir
el axiémdkat. Eljarasa mai nyelven a kiévetkezdképpen interpretalhato: Egy

D: Sec(#"1) — Hom (X(TM),Sec(?"7)), X +— DX

Coo(TM)

leképezés invarians differencial, ha eleget tesz az alabbi feltételeknek:

22 U f6lotti szelés
u

ID1 Tetszdleges M-en adott (U, (u')™,) térkép és X @ Xi
u

esetén

— —

- . . ) -
— i iyJ —. i
DX @ (dX +(.«JJX>®a - = (DX)'®

ut ut’

ahol d a kiils6 differencial operdtora T'M-en, wj- (1,7 €{1,...,n}) 1I-formak
?_1(1/1) c TM folétt (az in. konnexid 1-formdk).
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ID2 Végrehajtva egy (U, (u')ly) ~ (U, (@)},) térképcserét, ha

DX 7 <D)~() ® 52, akkor U NU folstt

—=\' S (00 (6.15) , . ;OF Nk
- j 4 j - J
(DX) = (DX) <6ui OT) < ="' (DX) Eyi (DX) 8yj>'

ID3 A (DX)i =dX' + w;-)?j 1-formak nulladfoki pozitiv homogének.

ID4 Tetsz6leges X € X(M) vektormezd esetén
(D3)(XY) =X
(erds regularitds; v.6. (5.5)).
Egy (r7'(U), (+,y)j=,) indukdlt térkép folott az w} 1-formak az
w))

alakban allithaték elg. ID3 értelmében az w§ formék nulladfoki pozitiv ho-
mogének, ami definicié szerint azt jelenti, hogy

wh = Dipda + Clydy?, (T, Gy € O

L',cw; = 0,
ahol Lo a C szerinti Lie-derivélds operdtora T'M-en. Ez ekvivalens azzal (1asd
példdul [15], p.189), hogy a T, fiiggvények nulladfoki, a C}, fiiggvények (—1)-
edfoku pozitiv homogének. A D invarians differencidl birtokaban kovaridns de-
rivalast a
(&,Y) € X(TM) x Sec(#'7) — DY := (DY)(£) € Sec(#'7)

eldirassal értelmezhetiink. Ennek az (U, (u?)?_;) térképre vonatkozd, a

. : T
2 auk = Lk gk illetve Dﬁ—auk = Cjk—auk

relacick 4ltal meghatdrozott T;k, C;:k (i,5,k € {1,...,n}) Christoffel-
szimboélumai megegyeznek az w; 1-formak komponensfiiggvényeivel, nevezetesen

D

Tiy=Ti, Ci=Ci: i ke{l... n}.

Valéban, példaul

R N N A R A .
Uit gui = P2 gur = (%m) (m«) =

_wi i 5370\_“)1' i 79\_
T\ owi ) Fouw T TR\ 02 ) out

N )

. ) _
sk (8&:3) dui K gui T Ik gy
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tehat T, = T, minden sz6bajovs indexre.

Kovetkezik az elmondottakbdél, hogy mind a Hashiguchi-féle, Christoffel-
szimbolumokkal alkalmazé megkozelités, mind a Varga Otté-féle invarians dif-
ferencial, mind pedig a targyaldsunkban alkalmazott Koszul-féle definici6 (1asd
5.1.1. definicié és 1.6. szakasz) ugyanahhoz a differencidloperdtorhoz vezet.



7. fejezet

(")sszefoglalé

7.1. Vektornyaldbok és kovarians derivalas

Az elsé  fejezetben  régzitjik  jeldléseinket, megdllapoddsainkat — és
emlékeztetink néhdny olyan alapvetd fogalomra és tényre, amelyeket a
disszertacioban dllanddan alkalmazni fogunk.

(a) Sokasdgon egy véges (de nem nulla) dimenziéju, Hausdorff, dsszefuiggd,
megszamldlhaté bézisi sima sokasdgot értiink. C°(M) az M sokasdgon
értelmezett valds értéki sima fiiggvények gytirtije, Diff( M) jeloli az M sokaség
Osszes diffeomorfizmusai altal alkotott csoportot.

(b) Egy 7: E — M sima sziirjekcié k-rangi valds vektornyaldb, ha
1) tetszéleges F, := 7~ '(p) fibruma k-dimenzids valés vektortér;
P
(2) minden p € M ponthoz megadhaté p-nek egy U kornyezete, valamint egy
0: U x RF — 771 () diffeomorfizmus tigy, hogy barmely ¢ € U esetén a

v € RF — p(q,v) € E,

leképezés linearis izomorfizmus.
Ekkor E-t, M-et, illetve m-t rendre totaltérnek, bazissokasdagnak, illetve pro-
jekcionak nevezziik. Egy 0: M — FE leképezés szelése m-nek, ha mw oo = 1,,.
Ha U4 C M nyilt halmaz, 0: Y — FE sima leképezés és m o o = 1y, akkor o-t
U folotti lokdlis szelésnek hivjuk. m szeléseinek C°°(M)-modulusit Sec(m)-vel
jeloljiik.

Ha 7: E — M k-rangu valés vektornyalab, akkor minden p € M pontnak

létezik olyan U kérnyezete, amely f5lott megadhaté lokalis szelések egy (o4 )k _,
sorozata ugy, hogy az

V1
UxRFE — 7', g | : — v'oi(q) + -+ vron(q)

Vi
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leképezés diffeomorfizmus. Ez egy karakterisztikus tulajdonsdga a vek-
tornyalaboknak, amelyet a disszertaciéban definidl6 tulajdonsagként kezeliink.

(¢c) Egy m: By — M; és my: Fs — DM, vektornyaldb kozotti
nyaldbleképezésen olyan (F, f) leképezéspdart értiink, ahol F': E; — FEs és
f: My — M, sima leképezések, amelyekre w5 o F' = f o teljesiil, és barmely
p € My pont esetén az F | (Ey), leszlikités (R-) linedris leképezés (E1),-bél
(E3)f(p)-be. Egy (F,f) nyaldbleképezést nyaldbizomorfizmusnak hivunk, ha
F diffeomorfizmus. Egy vektornyalab onmagara valé nyaldbizomorfizmusat
nyaldbautomorfizmusnak nevezziik.

(d) Legyenek m1: E1 — M és my: Fy — M koz6s bézissokasdggal ren-
delkez6 vektornyalabok. Egy F': By — Es leképezést erds nyalableképezésnek
mondunk, ha (F,1;/) nyaldbleképezés m1-b6l mo-be. A disszertdciéban
gyakran alkalmazzuk az erds nyaldbleképezések alaplemmdjat (1.2.2.): egy
F: Sec(m) — Sec(ms) leképezés akkor és csak akkor C'°°(M)-linearis, ha
létezik olyan F': Fy — E5 erds nyaldbleképezés, amelyre F(o) = F oo teljesiil,
minden o € Sec(m;) esetén.

(e) Ha (F, f) nyaldbautomorfizmusa a 7: E — M vektornyaldbnak, akkor
egy o € Sec(mw) szelés F éltali eldretoltja a

Fyo = Fogof™!
szelés. Barmely h € C°°(M) fuggvény esetén teljestl, hogy
Fy(ho) = (ho f~')Fyo.

(f) Egy M n-dimenziés sokasag érintényaldbja az a 7: TM — M (oly-
kor 7as-mel jelolt) vektornyalab, ahol tetszéleges p € M pont fibruma a T, M
érintétér. Ha ¢: M — N sima leképezés, akkor ¢ érintdleképezése vagy de-
rivaltja az a @,.: TM — TN leképezés, amelyet a

(pa)(v)(h) :=v(hoy);  veT,M, he C™(N)
el6irds értelmez. (., @) nyaldbleképezése Ty-nek 7y-re, és igy
TN O @Px = PO T, TTN O Pxx = Px OTT M-

(g) X(M) := Sec(ras) jeloli az M-en értelmezett vektormezék C°°(M)-
modulusét; [X,Y] az X, Y € X(M) vektormezok Lie-zdrdjele. Egy £ € X(T'M)
vektormezé és egy TM-en értelmezett A (7)-tenzor [, A] Frolicher-Nijenhuis
zdrdjelén az

[, Aln = [§, An] — A[§,n],  n € X(TM)

eldirdssal definidlt (})-tenzort értjiik.
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(h) Az X € X(M) és az Y € X(N) vektormezbt p-megfeleldnek nevezziik
egy ¢: M — N sima leképezésre vonatkozdan, ha ¢, o X =Y o ¢; ekkor az
X ~ Y jelolést hasznaljuk. ¢ € Diff(M) esetén ¢4 X (lasd (e)) az az egyetlen

%]

vektormezd M-en, amely ¢-megfelelésben all X-szel.

(i) Az R sokasig szokdsos (R,r) := (R,1g) térképéhez tartozd ko-
ordindtavektormezot %—rel jeloljiik. Egy ~v: I — M (sima) gorbe se-

bességuektormezdje a vy := v, o %, gyorsuldsvektormezdje a

.. : . d d d
= = Y4 O — = « O — o —
TEYET dr v dr /), dr

~-, illetve 4-menti vektormezd. Ha ¢: M — M sima leképezés, akkor
POoY=pu0Y, POV P 0.
(j) Egy m: E — M vektornyaldbon adott kovaridns derivdldson olyan
D: X(M) x Sec(m) — Sec(m), (X,0) — Dxo

leképezést értiink, amely az elso véaltozdjaban tenzoridlis, a masodikban pedig
derivacié. Ha (F, f) automorfizmusa m-nek, és

(F¥D)xo := F,' Dy, xFyo,

akkor F#D szintén kovaridns derivalds 7-n, ezt D F altali visszahiizottjdnak
hivijuk. F#D = D esetén azt mondjuk, hogy F automorfizmusa D-nek, a D
automorfizmusai dltal alkotott csoportot Aut(D)-vel jeloljiik.

(k) Ha w: B — M egy vektornyaldb és ¢: I — M egy sima gorbe,
akkor egy s: I —— FE sima leképezést c-menti szelésnek mondunk, ha
mos = c. A c-menti szelések egy C°°(I)-modulust alkotnak, amelyet Sec.(m)-vel
jeloliink. Ha D kovarians derivalas m-n, akkor egyértelmiien létezik olyan
D.: Sec.(m) — Sec.(m) R-linearis leképezés, amely eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek:

(1) barmely s € Sec.(w) és f € C(I) esetén D.(fs) = f's + fD.s,
(2) ha o € Sec() és s := g oc, akkor (D.s)(t) = Dyyyo, t € 1.
A D, leképezést a D-hez csatolt c-menti kovaridns derivdldsnak nevezziik.

(1) A 7 érintényaldb 7 folotti visszahizottja (pull-backje) az a 7%7 vek-
tornyaldb, amelynek totaltere

TM xp TM :={(v,w) € TM x TM | 7(v) = 7(w)},

és projekcidja a (v,w) € TM xTM —— v € TM leképezés. Sziikségiink van arra

a #"7 visszahtizott nyalabra is, ahol #: TM — M a 7 a hasitott érintényaldb:
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TM :=TM \ o(M) (o € X(M) a 7zérus vektormezd), 7 := T FTM.
7*71 szeléseinek Sec(7*7) C°°(T'M)-modulusat generaljak az

X:veTMr— X(v) = (v,X(7(v))) € TM xy TM, X € X(M)

bdzikus vektormezék. A §: v € TM +— 6(v) = (v,v) € TM Xp TM szelést
7*7 kanonikus szelésének hivjuk.

(m) Egy D: X(T'M) x Sec(t*T) — Sec(7*7) kovaridns derivalas geo-
detikusdn olyan ~v: I —— M reguldris gorbét értiink, amely eleget tesz a
D5 (0 0%) = 0 feltételnek; ami ekvivalens a Dx)6 = 0, t € I feltétellel (ldsd

(k)/(2))-

7.2. Struktiarak az érintéonyalabon

Ebben a fejezetben rdviden dsszefoglaljuk a Ty érintényaldbon értelmezhetd
alapvetd kanonikus objektumokat, és leirjuk, hogyan wvdltoznak egy eléretolds
hatdsdra.

(@) fY = forés frveTMvr— f(v) :=v(f) € Regy f € C™(M)
fuggvény wvertikdlis, illetve teljes liftje. Ha @: M — M sima leképezés, akkor
(fop) = fop.

(b) Egy TM-en értelmezett £ vektormezdt wvertikdlisnak mondunk, ha
& ~ 0; a vertikélis vektormezék XY(T'M) algebrija részalgebrdja az X(T'M)

Lie-algebranak. Egy X € X(M) vektormez& vertikdlis liftje az az egyértelmiien
létezé XV vertikdlis vektormezd, amely eleget tesz a XV f¢ = (X f)" feltételnek,
barmely f € C°(M) esetén. Létezik egy kitiintetett vertikdlis vektormezd
T M-en, a C-vel jelolt Liouville-vektormezd, amelyet azzal jellemezhetiink, hogy
Cf'=0és Cfc= fc(f e C®(M)).

(c) Tetszéleges X € X(M) vektormez6hoz egyértelmien létezik olyan
X€ € X(TM) vektormezd, amelyre X¢fY = (X f)¥ és Xf¢ = (X f) teljesiil

barmely f € C°°(M) esetén; ezt a vektormezét X teljes liftjének nevezziik.
Ekkor X¢ ~ X, és X ~ Y maga utdn vonja X¢ ~ Y€ teljesiilését (2.1.3.
™ ® P

lemma). Ha ¢ € Diff (M), akkor (¢.)zX¢ = (@zX)".
(d) Fontos szerepet jatszik a
0 — TM %2y TM —= TTM = TM x 3y TM — 0,

kanonikus egzakt sorozat, ahol i és j az aldabbiak szerint van értelmezve:

i(v,w) 1= ¢(0); c(t) :=v+tw (t€R);  j(2) = (Trm(2), 7+(2)).
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A J:=1iojleképezést TTM wvertikdlis endomorfizmusanak hivjuk. A 7.1./(d)-
ben mondottak alapjan i és j C°°(T'M)-homomorfizmusokat indukal a megfeleld
szelések modulusai kozott, ezeket szintén i-vel és j-vel jeloljiikk. Hasznosak a
kovetkezo relacidk:

C =i/, [C,J] = —J;
X=X, joX'=0, JX‘=X" [X“J]=[X%J]=0, (XeXx(M).

Konnyen ellendrizhet6, hogy tetszdleges ~v: I —— M sima gorbe esetén
jod =00%(2.2.1. lemma).

(e) Ha ¢ € Diff (M), és ¢, X @, jeloli a
(u,v) € TM X pg TM — (0s(u), px(v)) € TM xpy TM

leképezést, akkor (@, X @, ps) nyaldbautomorfizmusa 7*7-nak. <p#)z—ma1
jeloljiik egy X € Sec(7*7) szelés ¢, x @, altali el6retoltjat; ekkor (v.6. 7.1./(e))
X = (e X pu) 0 X 0t

Specidlisan, tetszéleges M-en adott X vektormezé esetén <p#)? = @( (2.3.2.
lemma), teljesiil tovabbd, hogy 40 = 0.
2.3.3. Lemma. Ha ¢: M — M sima leképezés, akkor

Paxoi=10(px X 0s), (P X@u)oj=jopu,  puod=Top..

Amennyiben ¢ diffeomorfizmus, gy (2.3.4. kovetkezmény)
(p)xC =0, () X' = (ppX)" (X € X(M));

tovdbba (2.3.5. kovetkezmény)

(pu)goi=1opy, ppoj=jo(p.)%, (pu)g od =T o (pu)g.

7.3. Spray-sokasagok

Ebben a fejezetben definidljuk a mdsodrendii vektormezdket és legfonto-
sabb wvaridnsaikat. Felidézzik €és dsszegyijtjik a hozzdjuk kapcsolédé alapvetd
tényeket, és megtessziik elsd észrevételeinket az affinitdsaik és automorfizmusaik
kapcsolatdra vonatkozéan.

(a) Egy TM folott sima S: TM — TTM leképezés szemispray, ha
Trap 0 S = 1ppy, 7érusvektort zérusvektorba visz, és eleget tesz a jS = § (vagy
— ekvivalens médon — a JS = () feltételnek. Egy szemisprayt mdsodrendi
vektormezének mondunk, ha a teljes értelmezési tartomanyan sima. Sprayn
olyan C'-osztalyd szemisprayt értiink, amely mdsodfoki pozitiv homogén
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abban az értelemben, hogy [C,S] = S. Egy C?-osztaly sprayt affin spraynek
neveziink.

(b) Ha S szemispray TM-en, akkor tetszéleges & € X(TM), illetve
X € X(M) esetén J[JE,S] = J¢ (Grifone-relacid), teljesiil tovdbba, hogy
[XY,S] = X+, ahol n € X¥(TM).

(c) Egy reguléris v: I — M gorbe geodetikusa egy S szemispraynek, ha a
sebességvektormezdje integralgorbéje S-nek, azaz ha So¥y = 4. Egy o: M — M
diffeomorfizmus affinitisa (vagy totdlgeodetikus transzformdcidja) egy S szemi-
spraynek, ha megérzi a geodetikusokat (mint parametrizalt gorbéket), vagyis
ha

‘o 5 y'=S§olp 5 v, minden v: I — M geodetikus esetén.
Egy S szemispray affinitdsai Lie-csoportot alkotnak, amelyet Aff(.S)-sel jeloliink.

(d) Ha S szemispray és ¢ € Diff (M), akkor (y.)xS szintén szemispray,
és — specidlisan — spray, ha S is spray. ¢-t S automorfizmusanak hivjuk, ha
(ps)S = S, azaz ha . 05 = S o ¢,. Aut(S) jeléli S automorfizmusainak
csoportjat.

(e) Ha S szemispray és ¢ € Diff (M), akkor tetszéleges v: I — M geodeti-
kus esetén

(psx0S—Sop.)oy=0 (3.2.2.);
teljestil tovabba, hogy

AfE(S) = Aut(S)  (3.2.5.).

7.4. Ehresmann-konnexiok

Ebben a fejezetben az Ehresmann-konnezidkat vizsgdljuk. Eqyrészt néhdny
fontos ismert tételt igazolunk ij eszkézdk és dtletek segitségével (4.1.3.,
4.3.2.-4.3.5.), mdsrészt pedig  és ez a fejezet f6 eredménye  egy Ehresmann-
konnexid automorfizmusait jellemezzik az affinitdsai és az erds torzidja
segitségével (4.5.7.). Mindez, egy gondos diszkusszid révén, lehetévé teszi annak
a klasszikus tételnek eqy élesitését, amely szerint ’eqy sokasdg diffeomorfizmusa
pontosan akkor automorfizmusa egy kovaridns derivalisnak, ha affinitds és
megorzi a torziot’.

(a) Egy M sokasig f6l6tti H Ehresmann-konnezion a 7.3./(d)-beli kanoni-
kus egzakt sorozat olyan jobboldali hasitasat értjiik, amely T™ X TM f616tt
sima, és amelyre tetszéleges p € M, v € T, M esetén H(o(p),v) := (0.)p(v) tel-
jesiil, ahol 0 € X(M) a zérus vektormezé. h := Hoj, v := lpppyr—h, V:=i"lov
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és Sq¢c := H o § rendre a H Ehresmann-konnexiéhoz csatolt horizontdlis pro-
jektor, vertikdlis projektor, vertikdlis leképezés és szemispray. Egy X € X(M)
vektormezd (I szerinti) horizontdlis liftje az X" := 5{()?) = hX° e %(IO“M)
vektormezo.

(b) Ha S szemispray M {6lott, akkor egyértelmiien létezik olyan Hg
Ehresmann-konnexié, hogy

> 1
Hs(X) = i(Xc —[XY,9)) barmely X € X(M)-re (Crampin,).
A FH-hoz tartozd horizontélis projektor

hs = 3 (Lxran = [S,3) (Grifond
(4.1.3. 4llités).
(¢) Legyen H Ehresmann-konnexié az M sokasdg f6l6tt. Ha
VeY = j[vE, HY] + V[he,iY]); € e X(TM), Y € Sec(# 1),

akkor V kovaridans derivalas ’?'*T-Il, amelyet a H altal indukdlt Berwald-
derivdlasnak hivunk. A

V%f/ = V}U}f/, illetve a V})N/ = Vi)?f/ (X,Y € Sec(7 7))

formuldval értelmezett V", illetve V¥ operator a (3{-hoz tartozé) h-Berwald
derivdlds, illetve (kanonikus) wvertikdlis derivdlds. (Konnyen lathatd, hogy
VY nem flgg az Ehresmann-konnexié megvélasztasatdl.) Egy H Ehresmann-
konnexi6é t tenzidja, T torzidja, és T® erds torzidja rendre a t := vhs,
T(X,Y) := VLY = VEX — j[HX,HY] (X,Y € Sec(? 7)) és T® := t + isT
tenzor. H homogén, ha a tenzidja eltlinik. Homogén esetben az Sg¢ csatolt
szemispray spray. Megforditva, ha Sy spray, akkor t(6) = 0 (4.2.3. lemma).
4.3.2. Allitas. 1iTS = H — Hg,,, ahol az Hg,, Ehresmann-konnexi6 az Sa
szemispraybdl szarmazik (14sd (b)).
Kovetkezményként adddik (4.3.3., 4.3.4.), hogy egy H Ehresmann-konnexiot
tekintve az alibbi hdrom feltétel ekvivalens: (i) H erls torziGja eltiinik.
(i) H = Hs,, . (i) t =0 és T = 0.
Ugyancsak 4.3.2. alapjan nyerhet6 a
4.3.5. Kovetkezmény (Unicitds-tétel). Egy Ehresmann-konnexict
egyértelmiien meghatarozza az erds torzidja és az altala indukalt szemispray.

(d) Amennyiben H Ehresmann-konnexié M f5l6tt és ¢ € Diff(M), dgy
O*H = o7} o H o (g« X @.) szintén Ehresmann-konnexié, H ¢ altali
visszahizottja. Ha o#3H = T, és igy pus 0 H = H o (s X @.), akkor o-t H
automorfizmusinak nevezziik. Aut(H) jeloli H automorfizmusainak csoportjat.
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A kévetkezé allitasok ekvivalensek:

(i) ¢ eAut(H), (i) (psxps)oV=Vopu,
(iii)) puxoh =ho ., (iV) Qux OV = V 0 Py,
(v) ()2 X" = (pxX)", minden X € X(M)-re

(4.5.2. allitas). Ha (i)-(v) valamelyike, és ezért barmelyike teljesiil, akkor t, T
és T*® eleget tesz a

ppot=topy,  proT=To(py xpy), pppoT =T opy

felcserélési reldcicknak (4.5.3. llitds).
4.5.4. és 4.5.5. Allitasok. Legyen H egy M sokasig foltti Ehresmann-
konnexio, és legyen V a H altal indukalt Berwald-derivalas. Ekkor

Aut(H) C Aut(V) N Aut(Sq).
Megforditva, ha S szemispray M folott, akkor
Aut(S) C Aut(Hg).

4.5.6. Tétel. Az M sokasdg egy ¢ diffeomorfizmusa akkor és csak akkor
automorfizmusa egy (M f6létti) H Ehresmann-konnexidnak, ha automorfizmusa
Sgc-nak és eleget tesz a py o T® = T® o pyu reldcionak.

(e) Egy v: I — M reguldris gorbe geodetikusa a H Ehresmann-
konnexionak, ha Vo4 = 0, vagy — ekvivalens médon — ho# = 4. H geodetikusai
egybeesnek a csatolt Sg¢ szemispray geodetikusaival (4.4.2. 4llitds). H homo-
genitasa esetén H-nak és az altal indukalt Berwald-derivaldsnak ugyanazok a
geodetikusai (4.4.4. lemma). Ez a tulajdonsdg pontosan akkor teljesiil, ha Sq¢
spray (4.4.6. éllités).

(f) Egy ¢ € Diff(M) leképezés affinitdsa egy (M sokasdg folotti) H
Ehresmann-konnexiénak, ha megorzi a geodetikusokat mint parametrizalt
gorbéket (v.6. 7.3./(c)). A H Osszes affinitdsa dltal alkotott csoportot Aff(3H)-val

jeloljiik. Ugyanigy definidlhatjuk egy 7*7-n értelmezett D és egy M-en adott D

kovaridns derivédlas Aff(D) és Aff(ﬁ) affinitascsoportjat. Az (e) pontban tett
észrevételekbdl azonnal adédik, hogy

AfE(H) = Aff(Sq) (4.4.3. kovetkezmény);
és hogy
Aff(H) = Aff(V), ha H homogén (4.4.5. kovetkezmény).

Mivel Aut(Sg) = Aff(Sg) (ldsd 3.2.5.), a 4.5.6. tétel a kovetkezd fontos
eredményhez vezet:
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4.5.7. Kovetkezmény. ¢ pontosan akkor automorfizmusa a H Ehresmann-
konnexionak, ha affinitdsa J-nak és @4 o T® =TS o 4.

Végiil, tekintve egy D kovarians derivalst az M sokasagon, 1j jellemzését adjuk

a lo)—automorﬁzmusoknak. i
4.5.8. Tétel. ¢ € Aut(D) pontosan akkor teljesil, ha ¢ € Aff(D) és

o
-~ o o

p
@4 0isT = isT o gy, ahol T(X,Y) = i Y(T(D)(X, Y)Y, T(D) D torzigja és
X,Y € X(M).

7.5. Vonalelem D-sokasagok

Ebben a fejezetben a 7T nyaldbon adott kovaridns derivdldsokat vizsgdlunk.
Taobbféle regularitds-fogalmat vezetiink be és jellemezzik ezeket. Megmutat-
juk, hogy bdrmely T"T-on adott requldris kovarians derivdldsbol kanonikusan
szarmaztathato egqy FEhresmann-konnezxid. Konstrukcioink egy Ehresmann-
komnexid tenzidjanak j interpretdcidjahoz is elvezetnek. A fejezet f6 eredményei
(5.4.7., 5.4.9., 5.4.11.) kordbbi dllitdsok (4.5.6., 4.5.8.) dltaldnositdsai a 7*7
visszahiuzott nyaldbon adott reguldris kovarians derivalasokra.

(a) Vonalelem D-sokasdgon olyan (M, D) pért értiink, ahol M egy sima
sokasdg, D pedig kovaridns derivalds a 77 visszahuzott nyalabon. A D-hez

tartozé DY v-kovaridns derivdldst a DV)?}N/ = Di;(}N/ (X,Y € Sec(r*7)) eldirassal
értelmezziik. D torzidja a

T(D)(&,n) := Dein — Dpj& —jl&ml;  &m € X(TM)
formuléval definidlt T(D) (})-tenzor. Az
S(X,Y):=VLX —DLX; XY €Sec(r"7)

eléirassal adott 8 kiilonbségtenzort D Finsler-torzidjaként is emlitjiik. Ha egy
H Ehresmann-konnexidt is kijelolink M {6l6tt, akkor a D kovaridns derivalas
T (H-) horizontdlis torzidjat, TV(D) (H-) vertikdlis torzidjat, és P horizontdlis
kilonbségtenzorat rendre a

T(X,Y) := Dy Y — Dyg X — jIHX, HY],
P(X,Y) =Dy Y — VyzY.

formulékkal vezetjiik be, ahol X,Y € Sec(7*7), £, € X(TM). Megjegyezziik,
hogy P(X,Y) = T"(D)(HX,iY).

(b) Legyen D kovaridns derivdlds 7%7-n. A p := D9, illetve ¥ := poi
(1)—tenz0rt D deflexidjanak, illetve v-defleridjanak nevezziik. D requldris, ha
p' fibrumonként injektiv; erdsen reguldris, ha p' = lgec(r+r); vertikdlisan
természetes, ha DY = V",
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5.1.4. Lemma. p" = lgee(r+r) — 155 .

5.1.6. Kovetkezmény. Egy kovarians derivalas pontosan akkor ver-
tikdlisan természetes, erésen reguldris, illetve reguldris, ha 8§ = 0, is8 = 0,
illetve ha lgec(r-7) — 158 bijektiv. A vertikdlis természetesség maga utdn vonja
az erds regularitast, az erés regularitasbol pedig kovetkezik a regularitas.

(c) Legyen D kovaridns derivalds 7%7-n és legyen H M folotti Ehresmann-
konnexid. Ha D}(}N/ = Dg{f(f/ ()?, Y € Sec(7*7)), akkor azt mondjuk, hogy D"
a H-hoz tartozé h-kovaridns derivdlds. D H-deflexidia a p’* := D"6 = o H
(})—tenzor. D H-hoz csatolt, ha Ker(p) = Im(H); D erdsen csatolt a H-hoz, ha
1 ="V. Megmutatjuk a kovetkezoket:

egy H Ehresmann-konnexié altal indukalt Berwald-derivalas pontosan akkor
erésen csatolt H-hoz, ha H homogén (5.1.8.);
— D akkor és csak akkor csatolt H-hoz, ha reguldris és p*¢ =0 (5.1.9./(1));

— D pontosan akkor erésen csatolt H-hoz, ha erdsen reguldris és p’' = 0

(5.1.9./(2)).

(d) Legyen D reguldris kovaridns derivélds a 77 visszahuzott nyaldbon. A
5.2.1. tétel, 5.2.2. és 5.2.7 allitasok eredményeit a kdvetkezOképpen foglalhat-
juk Ossze: Egyértelmiien létezik olyan Hp Ehresmann-konnexié, hogy D Hp-
deflexigja eltiinik. Bazikus vektormezdkon Hp hatasdt a

~

Hp(X) = X —i(p) "' Dx-9, X € X(M).
Osszefiiggés adja meg. A Hp-hez tartozo horizontalis projektor a
hp = Lxray —i(n) "' Dxed

leképezés, és Im(Hp) = Ker(u). Hp akkor és csak akkor szarmazik szemi-
sprayb6l a 7.4./(b) szerinti értelemben, ha T(X,Y) = P(X,Y) — PV, X)
(X,Y € Sec(r*7)), ahol T és P a Hp-hez tartozé horizontdlis torzid,
illetve  kiilénbségtenzor. Ha specialisan D erésen reguldris, akkor
:HD(X) = X°— iDXc5, hD = lx(T]\/I) —1i oM.

Hp-t a D altal indukdlt Ehresmann-konnexiénak nevezziik.

(e) Legyen adott egy H Ehresmann-konnexid, és legyen V a H éltal indukalt
Berwald-derivalas. Ekkor tekinthetjik a V &ltal indukdlt Hy Ehresmann-
konnexiot, és a kovetkezé eredményhez jutunk:

A tenzié interpreticidja (5.2.4.) : it = H — Hy .

(f) A dolgozat f6 részét lezard 5. fejezetben tobbféle jellemzést adunk egy
7*7-n értelmezett D regularis kovarians derivélds automorfizmusaira. Az 5.4.7.,
5.4.9. és 5.4.11. tételek eredményei az aldbbiakban foglalhaték Gssze.

Tekintve a D altal indukalt Hp Ehresmann-konnexiét, és képezve erre vo-
natkozéan a T, T és TV(D) torzidkat, valamint a P kiilonbségtenzort, egy
¢ € Diff (M) diffeomorfizmusra a kivetkez§ dllitdsok ekvivalensek:
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(i) ¢ € Aut(D).

(ii) ¢ € Aut(Hp), és p eleget tesz a 08 = 8o(pu Xz ), Y0P = Po(py Xpx)
reldcicknak.

(iii) ¢ € Aff(D), és ¢ eleget tesz a gy o TS =T 0wy, pu o8 = 8o (pu X Yu),
0P =Po (pu X pu) reldciknak.

(iv) ¢ € Afi(D), és ¢ eleget tesz a @y o T(D) = T(D) o ((px)g X (©u)#)s
g o TY(D) =TY(D) o ((ps)# X (ps+)g) reldcicknak.

7.6. Appendix: a koordinatas nézopont

Az Appendixben levezetjiik egy szemispray koefficienseinek, egy Ehresmann-
konnexi6 és egy, a 7*7r nyaldbon adott kovaridns derivdlds, valamint
egy tetszoleges m vektornyaldbon adott kovarians derivalas Christoffel-
szimbdlumainak transzformacios szabalyat térképcsere esetén. Mai nyelven
torténd (de koordinétés) leirdsat adjuk a Varga Ottd dltal bevezetett invaridns
differencidlnak. Kideriil, hogy ez az operator azonosithaté a Hashiguchi-féle
,vonalelem-sokasdgon adott affin konnexié”-val, és hogy mindkét differencidlasi
eljaras a disszertaciéban szerepld, a 7%7 nyaldbon értelmezett kovaridns derivalas
egy-egy lokdlis megjelenitésének tekinthetd.



8. fejezet

Summary

8.1. Vector bundles and covariant differentia-
tion

The aim of the first chapter is to fiz our notation, conventions, and to recall
some basic concepts and facts which will be used throughout the Thesis.

(a) By a manifold we always mean a connected, Hausdorff, second coun-
table smooth manifold of finite (positive) dimension. C°°(M) is the ring of
smooth real-valued functions on a manifold M, Diff(M) denotes the group of
diffeomorphisms of M.

(b) A real vector bundle of rank k over a manifold M is a smooth map
m: F — M such that
(1) each fibre E, :== 7 '(p), p € M is a k-dimensional real vector space;
(2) for each p € M there is a neighbourhood U of p in M and a diffeomorphism
©: U x R¥ — 7=1(Y) such that for each ¢ € U, the map

v € RF — p(q,v) € E,

is a linear isomorphism.
Then F, M and 7 are called the total space, the base manifold and the projection,
respectively. A smooth map o: M — F is a section of 7w if m o o0 = 1;. More
generally, a section over an open subset &/ C M is a smooth map o: Y — E
with o o = 1y. Sec(w) denotes the C>°(M)-module of sections of .

If 7: E — M is a real vector bundle of rank k, then for each point p € M
there exists a neighbourhood U of p and a family (0,)%_, of sections over U
such that the map

V1
UXRE — ' U), |af : — v'oi(g) + -+ v ox(g)

90



8.1. VECTOR BUNDLES AND COVARIANT DIFFERENTIATION 91

is a diffeomorphism. This is a characteristic property of vector bundles, used in
the Thesis as the defining property.

(c) f m: By — My and my: By — M, are two vector bundles, then a
bundle map of m into my is a pair (F, f) of smooth maps F: E; — E5 and
f: My — M> such that m o F = f om, and for each p € M; the restriction
F | (Ey)p is an (R-) linear map of (E1), into (E3) ). A bundle map (F, f) is
called an isomorphism if F is a diffeomorphism. An automorphism of a vector
bundle is an isomorphism of the bundle onto itself.

(d) Let m: By — M and my: By — M be vector bundles with
common base manifold. Then a smooth map F: E; — FE5 is said to be
a strong bundle map if (F,1;;) is a bundle map of 7; into ms. Throughout
the Thesis is (tacitly) used the fundamental lemma of strong bundle maps
(1.2.2): a map F: Sec(m) — Sec(ms) is C°°(M)-linear, if and only if, there
is a strong bundle map F': E; — E, such that (o) = Foo, for all 0 € Sec(m).

(e) If (F, f) is an automorphism of the vector bundle 7: E — M, then the
push-forward of a section o € Sec(rw) by F' is the section

Fyo:=Fooof '
Then for any function h € C°°(M) we have
Fy(ho) = (ho f~')Fyo.

(f) The tangent bundle of an n-dimensional manifold M is the vector bundle
7: TM — M (denoted also by 737) whose fibre at a point p € M is the tangent
space T, M. If ¢: M — N is a smooth map, then its tangent map or derivative
wr: TM — TN is given by

() (v)(h) :==v(hop); veT,M, he C°(N).
Then (¢4, ) is a bundle map of 75/ into 7, and hence
TN O Px = POTNM, TTN O Pxx = Px OTTM-

(g) X(M) := Sec(rar) is the C°°(M)-module of vector fields on M; [X,Y] is
the Lie bracket of X, Y € X(M).If £ € X(TM) and A: X(TM) — X(TM) is a
type G) tensor on T'M, then their Frélicher-Nijenhuis bracket is the (}) tensor
[£, A] given by

[, Aln = [, An] — A[§,n],  n e X(TM).

(h) Two vector fields X € X(M), Y € X(N) are called ¢-related with
respect to a smooth map ¢: M — N if p, 0 X =Y o y; then we write X ~ Y.
]

If ¢ € Diff (M), then ¢4 X (see (e)) is the unique vector field on M which is
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p-related to X.

(i) We denote by <L the canonical vector field on R arising from the usual
chart (R,7) := (R, 1g). The wvelocity field of a (smooth) curve v: I — M is
A= 0 dd77 the acceleration field of ~ is

. d d d
J=y=do g = (7*°dr>*°dr :
If o: M — M is a smooth map, then
Tor=puod, o= pu oA
(3) A covariant derivative in a vector bundle 7: E — M is a map
D: X(M) x Sec(m) — Sec(m), (X,0) — Dxo

such that D is tensorial in X and a derivation in o. If (F, f) is an automorphism
of 7, and

(F#D)XU' = F#;lDf#XF#(J',

then F#D is also a covariant derivative in =, the pull-back of D via F. If
F#D = D, then F is called an automorphism of D. Aut(D) denotes the group
of automophisms of the covariant derivative D.

(k) Let m: E — M be a vector bundle, and ¢: I — M a smooth curve. A
smooth map s: I — F is said to be a section along c if mo s = ¢. The sections
along ¢ form a C°°(I)-module denoted by Sec.(w). If D is a covariant derivative
in 7, then there is a unique R-linear map D.: Sec.(m) — Sec.(w) such that
(1) if s € Sec(w) and f € C*°(I), then D.(fs) = f's+ fD,s,

(2) if o € Sec(m) and s := o o¢, then (D.s)(t) = Dgyyo, t € I.
D, is called the covariant derivative along c.

(1) The pull-back of Tpr over 7 is the vector bundle 77 with total
space TM xp TM := {(v,w) € TM xTM | 7(v) = 7(w)}, and projection
(v,w) € TM x TM — v € TM. We also consider the vector bundle 7 7,
where #: TM — M is the deleted bundle for 7, i.e., TM = TM \ o(M),

0 € X(M) is the zero vector field, and # := 7 | TM.
The C°°(T'M)-module Sec(7*7) is generated by the basic vector fields

X:veTMr— X(v) = (v, X(r(v))) € TM xy TM, X € X(M).

The section §: v € TM +—— 0(v) := (v,v) € TM X3y TM is called the canonical
section of T*T.

(m) By a geodesic of a covariant derivative
D: X(TM) x Sec(7*1) — Sec(7"7) we mean a regular curve v: I — M
satisfying the condition D (do*) = 0. Equivalently (see (k)/(2)), ~y is a geodesic
of D, if and only if, Dy 46 =0, for all ¢ € I.
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8.2. Structures on the tangent bundle

In this chapter we offer a brief summary of the basic canonical objects living
on the tangent bundle Tas. In particular, we describe, how these objects change
under a push-forward operation.

(a) fY:=forand f:veTM+— f(v):=v(f) €R are the vertical and
the complete lift of a function f € C°(M), respectively. If p: M — M is a
smooth map, then (f o )¢ = f€o ..

(b) A vector field £ on T'M is called vertical, if £ ~ 0; the vertical vector

fields form a subalgebra XV(T'M) of the Lie algebra X(T'M). The vertical lift
of a vector field X on M is the unique vertical vector field XV which satisfies
XVfe=(X[f)" forall f e C(M). We have a canonical vertical vector field, the
Liouwille vector field C' on T M. It may be characterized by the two conditions
Cf'=0and Cfc = f, for all f € C>®(M).

(c) The complete lift of a vector field X € X(M) is the unique vector field

X¢ e X(TM) satisfying X¢f¥ = (X f)" and X°f¢ = (X f)¢ for all f € C>®(M).

Then X¢ ~ X, and X ~ Y implies X¢ ~ V¢ (Lemma 2.1.3). If ¢ € Diff(M),
T p Px

then (¢,) X = (g X)".
(d) We have the canonical exact sequence

0 — TM x5 TM — TTM = TM x5 TM — 0
of strong bundle maps defined by
i(v,w) :=¢(0); c(t) :=v+tw (t€R) and j(z):= (7ram(2), 7(2)).

J :=1io0jis said to be the vertical endomorphism of TTM. By 8.1/(d), i and j
induce C°°(T'M)-homomorphisms at the level of sections, which we denote by
the same symbols. We have the relations

and, for each X € X(M),
ch:)/(\'7 jOXVZO, JXc:XV’ [XV,J}:[XC,J]:O

It is easy to check that jo% = § o+, for any smooth curve v: I — M (Lemma
2.2.1).

(e) If p € Diff (M), and ¢. X ¢, denotes the map

(u,v) € TM Xpy TM — (pu(u), px(v)) € TM x py TM,
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then (@, X @y, @s) is an automorphism of 7*7. We denote by go#)? the push-
forward of a section X € Sec(7*7) by ¢, X ¢.; then (confer 8.1/(e))

X = (px X ) 0 X ot

—

We have, in particular, for any vector field X on M, np#)? = ¢z X (Lemma
2.3.2), and @40 = 4.
Lemma 2.3.3. If p: M — M is a smooth map, then

Paxoi=10(px X 0s), (P X @) 0j=jopus,  @uod=Top,.
If ¢ is a diffeomorphism, then (Corollary 2.3.4)
(P)#C=C, (P X" = (pX)" (X € X(M));

furthermore (Corollary 2.3.5)

(pa)goi=1o0py, pgod=jo(ps)s, (pa)g od =T o (ps)s.

8.3. Spray manifolds

In this chapter we define the second-order wvector fields and their most
important mutations. We collect some basic facts on semisprays, and we have
a first look at their affinity and automorphism groups.

(a) A map S: TM — TTM, smooth on IO“M, is said to be a semispray, if
Tra © S = lpay, it sends zeros to zeros, and satisfies the condition jS = 0 (or,
equivalently, JS = (). A semispray is called a second-order vector field, if it
is smooth on its whole domain. By a spray we mean a semispray of class C*,
which is positive-homogeneous of degree two in the sense that [C,S] = S. An
affine spray is a spray of class C2.

(b) If S is a semispray on T'M, then

JJe, S =3¢ forall e X(TM) — Grifone’s relation,;
(XY, S]|=X+n, neX(TM), foral X e X(M).

(c) A regular curve v: I — M is a geodesic of a semispray S if its velocity
field is an integral curve of S, i.e., So4 =4%. A diffeomorphism p: M — M is
an affinity (or totally geodesic transformation) of S if it preserves the geodesics
considered as parametrized curves, i.e., if

'QO;V‘: SO'cpéfy', for all geodesic v: I — M.

The affinities of a semispray S form a Lie group, denoted by Aff(.S).
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(d) If S is a semispray and ¢ € Diff (M), then (p.)xS is also a semispray,
which remains a spray, if S is spray. ¢ is called an automorphism of S, if
(ps)pS =S, 1e., 0SS = Sop,. Aut(S) denotes the group of automorphisms
of S.

(e) We have the following simple results (3.2.2, 3.2.5): if S is a semispray
and ¢ € Diff(M), then

(pax 0S8 —Sop,)oy =0, for all geodesics v: I — M;
Aff(S) = Aut(S).

8.4. Ehresmann connections

This chapter is devoted to our investigations on Ehresmann connections. On
the one hand, using new ideas and tools, we reproduce some important known
results (4.1.3, 4.8.2-4.8.5). On the other hand, and this is the main result of
the chapter, we characterize the automorphisms of an FEhresmann connection
in terms of its affinities and strong torsion (4.5.7). After a careful discussion,
we obtain a strengthening of the classical theorem: ’a diffeomorphism is an
automorphism of a covariant derivative on a manifold, if and only if, it is an
affinity and preserves the torsion’.

(a) Roughly speaking, an Ehresmann connection H over a manifold M
is a left splitting of the canonical exact sequence in 8.2/(d), smooth only

on TM x,; TM, and given on o(M) xp TM by H(o(p),v) = (04)p(v);
p € M, v e T,M. We associate to any Ehresmann connection J the horizontal
projector h := H o j, the wvertical projector v.= 1pry — h, the wvertical map
V:=i"'ov and the semispray Ssc := H o6. The horizontal lift of a vector field

X € X(M) with respect to H is X" := H(X) = hX°® € %(Z;’M)

(b) If S is a semispray over M, then there is a unique Ehresmann connection
Hg such that

Hg(X) = %(Xc —[X",S]) for all X € X(M)  (Crampin),

with horizontal projector

hg = %(lx(TM) —[S,J)) (Grifone)

(Proposition 4.1.3).
(c) Let H be an Ehresmann connection over M. If

VeV i=j[ve, MY+ V[hE,iY]; € € X(TM), V € Sec(?'7),
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then V is a covariant derivative in 70'*7', called the Berwald derivative induced
by J{. The operators V" and V" defined by

VY :=V,5Y and V%Y :=ViY (XY €Sec(7'7))

are called the h-Berwald derivative (belonging to H) and the (canonical) vertical
derivative, respectively. The latter does not depend on the choice of the Ehres-
mann connection. The tension t, the torsion T, and the strong torsion T of H
are defined, respectively, by t := V"5, T(X,Y) = vg{y - ng — j[HX, HY]
(X,Y € Sec(?'7)) and TS := t + isT. K is called homogeneous if its tension
vanishes. In the homogeneous case the associated semispray Sq¢ iS a spray.
Conversely, if Sy is a spray, then t(0) = 0 (Lemma 4.2.3).

Proposition 4.3.2. 1iTS = ¥ — Hs, , where Hg, is the Ehresmann
connection determined by Sq¢ accoroding to (b).
As a corollary, we obtain that the following three conditions concerning an
Ehresmann connection H are equivalent: (i) the strong torsion of H vanishes.
(ii)) H = Hg,,. (iii)) t =0 and T = 0 (4.3.3, 4.3.4). 4.3.2 also implies

Corollary 4.3.5 (unicity theorem). An Ehresmann connection is uniquely
determined by its strong torsion and associated semispray.

(d) If H is an Ehresmann connection over M and ¢ € Diff(M), then
©#*H := o7 0o H o (p. x @) is also an Ehresmann connection, the pull back of
H wvia . If p#*H = 3, and hence ¢,, o H = H o (¢, X ©,), then ¢ is called
an automorphism of H. Aut(H) denotes the group of automorphisms of H. The
following are equivalent:

(i) ¢ € Aut(H), (i) (o« X 9x) 0V =V 0 @,,
(iii)) Yuxoh =ho ., (iV) Qux OV =V 0 Py,
(v) () X" = (ppX)", for all X € X(M)

(Proposition 4.5.2). If one, and hence all of these conditions are satisfied, then
t, T and TS satisfy the relations

pgpot=topy, oo T =To(pg X pg), pproT =T oy

(Proposition 4.5.3).
Propositions 4.5.4 and 4.5.5. Let H{ be an Ehresmann connection over
M, and let V be the Berwald derivative induced by 3. Then

Aut(H) C (Aut(V) N Aut(Sq)) .
Conversely, if S is a semispray over M, then
Aut(S) C Aut(Hg).

Theorem 4.5.6. A diffeomorphism ¢ of M is an automorphism of an
Ehresmann connection 3 over M, if and only if, ¢ € Aut(Sy) and satisfies the
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relation gy o T = T o pu.

(e) A regular curve v: I — M is said to be a geodesic of an Ehresmann
connection H if Vo4 = 0, or, equivalently, if h o4 = 4. The geodesics of H
coincide with the geodesics of the associated semispray Sq¢ (Proposition 4.4.2).
If H is homogeneous, then H and the Berwald derivative induced by H have
the same geodesics (Lemma 4.4.4). The latter property holds, if and only if,
Sq¢ is a spray (Proposition 4.4.6).

(f) A map ¢ € Diff (M) is said to be an affinity of an Ehresmann connec-
tion H over M, if it preserves the geodesics as parametrized curve (cf. 8.3/(c)).
Aff(H) denotes the group of affinities of 3. We define in the same way the affi-

o

nity groups Aff(D) and Aff(D) of a covariant derivative D in 7*7 and a covariant

derivative D on M, respectively. Our observations in (e) imply immediately the
following corollaries:

Aff(H) = Aff(Sy) (Corollary 4.4.3);
Aff(H) = Aff(V), if K is homogeneous (Corollary 4.4.5).

Since Aut(Ssc) = Aff(Sg¢) by 3.2.5, Theorem 4.5.6 leads to the important
Corollary 4.5.7. ¢ € Aut(H) if and only if ¢ € Affi(H) and

pgp o TS =T o0 py.

Finally, we consider a covariant derivative D on the manifold M , and give a

o
new characterization of D-automorphisms.

o o

Theorem 4.5.8. ¢ € Aut(D) if and only if ¢ € Aff(D) and ¢4 o i;T =
i5T o @y, where T()/(\',}A/) = i_l(T(lo))(X, Y)Y (T(lo)) is the torsion of lo);
X, Y € X(M)).

8.5. D-manifolds with line-elements

In this chapter we consider covariant derivatives in the pull-back bundle
7*1. We define various reqularity concepts and characterize them. We show that
any reqular covariant derivative in 7T gives rise to canonically an Ehresmann
connection. These constructions lead naturally to a new interpretation of the
tension. The main results of the chapter (5.4.7, 5.4.9, 5.4.11) generalize our
previous results (4.5.6, 4.5.8) to this context.

(a) By a D-manifold with line-elements we mean a pair (M, D) consisting of
a manifold M and a covariant derivative D in 777. The v-covariant derivative
DY belonging to D is given by DLY = D;gY (X,Y € Sec(r"7)). The torsion
T(D) of D is defined by

T(D)(&,m) := Dejn — Dyi& — 1€, n); §&meX(TM).
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The difference tensor § given by
S(X,Y):=VLX -DLX; XY €Sec(r*7)

is mentioned as the Finsler torsion of D. In the presence of an Ehres-
mann connection H we define the (H-) horizontal torsion T, the (H-) verti-
cal torsion TV(D), and the horizontal difference tensor P as follows: for each
X,Y € Sec(t*7); &1 € X(TM),

T(X,Y) := Dy Y — Dy X — j[HX, HY],
TV(D)(fa 77) = van - DU’V£ - V[ga 77]7

We note that P(X,Y) = TV(D)(HX,iY).

(b) Let D be a covariant derivative in 7*7. The (;) tensors p := DJ and
1 = poiare said to be the deflection and the v-deflection of D, respectively.
We say that D is regular, if p¥ is fibrewise injective; strongly regular, if
W' = lgec(r=r); vertically natural, if DY = VY.

Lemma 5.1.4. p" = lgec(r+r) — 158 -

Corollary 5.1.6. D is vertically natural <= § = 0; D is stron-
gly regular <= 58 = 0; D is regular <= lgec(7+r) — 968 is bijective.
Vertical naturality implies strong regularity, strong regularity implies regularity.

(c) Let a covariant derivative D in 77 and an Ehresmann connection H
over M be given. Define the h-covariant derivative D" by Dg{? = D}cf(? for
all X,Y € Sec(r*7). Then 1% := D"§ = pio K is said to be the H-deflection of
D. D is associated to H, if Ker(p) = Im(H); D is strongly associated to H, if
u="7YV. We show:

— the Berwald derivative induced by H is strongly associated to H, if and only
if, 3 is homogeneous (5.1.8);

D is associated to 3, if and only if, D is regular and p”* = 0 (5.1.9/(1));
— D is strongly associated to H, if and only if, D is strongly regular and ;”* = 0

(5.1.9/(2)).

(d) Let D be a regular covariant derivative in 7*7. The results of Theorem
5.2.1 and Propositions 5.2.2, 5.2.7 may be summarized as follows.
There is a unique Ehresmann connection Hp such that the H p-deflection of D
vanishes. On basic vector fields Hp acts by

Hp(X) = X —i(u)'Dxed, X € X(M).

The horizontal projector associated to Hp is

hp = Ly(rary — i(p) ™ Dxed;
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and Im(Hp) = Ker(u). Hp is generated by a semispray according to 8.4/(b),
if and only if, T(X,Y) = P(X,Y) — P(Y,X) (X,Y € Sec(r*7)), where
T and P are the horizontal torsion and difference tensors with respect to
Hp. If, in particular, D is strongly regular, then Hp(X) = X — iDx-d,
hp = 1x(rar —iop. Hp is said to be the Ehresmann connection induced by D.

(e) Let an Ehresmann connection H be given, and let V be the Berwald
derivative induced by H. Then we may consider the Ehresmann connection
Hy induced by V, and obtain the following

Interpretation of the tension (5.2.4): it = H — Hy .

(f) Finally, we turn to the various characterizations of the automorphisms of
a regular covariant derivative D in 7%7, and summarize the result of Theorems
5.4.7, 5.4.9, 5.4.11. We consider the induced Ehresmann connection Hp, and
form the torsions T®, T, TV(D) and the difference tensor P with respect to Hp.
For a diffeomorphism ¢ of M the following are equivalent:
(i) ¢ € Aut(D).
(ii) ¢ € Aut(Hp) and ¢ satisfies the relations g4 08 = 80 (pg X pu), proP =
Polpg X o).
(iii) ¢ € Aff(D) and ¢ satisfies the relations ¢y o TS = T30 py, pp 08 =
8o (pg X o), o 0P =Po(pg X vy).
(iv) ¢ € Aff(D) and @ satisfies the relations g4 oT(D) = T(D)o((wx) 4 X (0x)# ),
p4 0 T*(D) = T"(D) o ()4 X (9:))-

8.6. Appendix: a coordinate view

We deduce the rules of transformation under a change of the chart of the
functions (semispray coefficients, Christoffel symbols) which describe locally, i.e.,
in a chart, our basic objects. We present a modern interpretation of the invariant
differential introduced by Otté Varga [42]. It turns out that this operator, as
well as Hashiguchi’s ’affine connection in a manifold with line elements’ ([23])
are just different sides of the same coin, a covariant derivative operator in 7*7
in the sense of the Thesis.
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