Debreceni Egyetem
Informatikai Kar

JATEKELMELET
Témavezeto: Készitette:
Dr. Varterész Magda Szabd Péter
egyetemi docens programtervezl informatikus szak
Debrecen

2010.



KOSZONETNYILVANITAS

Eziton szeretném kifejezni  koszonetemet ¢€s tiszteletemet mindenkinek, aki a
diplomamunkdm elkészitéséhez nagyban hozzdjarult, elsésorban Dr. Virterész Magda
Tanarnének, akinek tudasa és eldaddsmoédja inspirdldlag hatott ram, és sziileimnek, akik

biztositottak szdmomra a tanulashoz elengedhetetlen nyugodt kdrnyezetet.



TARTALOMJEGYZEK

KOSZONEINYIIVANTEAS...eiiieeiiiiiiiiiieiiiiiiieee ettt eeee et eeeeeeeeii e eeeeeanen, 2
TartalOmMIE@YZEK . ..cviiieeiiieeiiiieieieiieeeieeeee ettt 3
0. EIOSZO ittt ettt et eee et eeee et eeaiarrereeeraees 4
L BOVEZOEES . ceii ittt eeee e eeeeeeeeeereeeeeraees 6
JAT KOS ittt ettt e e e e e eeeeeeeeeeaeeens 8
SHLALEGIA e ettt ettt ettt e e et et e e e e e e e 9

A JAtEK 1€PIeZENTACIONA. ceuveviiiiineiiiiiiiiiiiieeiieeeeeieeeeei e eeeieeeeeeee e eeeee e e e 9

A kubai rak€taVAlSAZ ......coouveiiiiiiiiiiiiiiiieeeeii e 9

2. Kétszemélyes JatéKoK VIzSZAlata. .. .coouueiiiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeieeeeeeee e 15
2. 1. ZérusOSSZegll JAtEKOK . ..vvvviieureiiiiiieiiiieeeiiiee ettt 15
2. 1. 1. Nyeregponttal rendelkez0 JAtEKOK. ....uvvviieuvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeieeeeeeeeeeeeeeenns 15

Az els6 VilAghAbOTIT KItOTESE v.vvvveureeiiieeiiiiiiieiiieeeeiieeeeiee e 15
Biztonsagi szintet maximalizald elv — Minimax és Maximin stratégia........................ 17

Megoldas — EgVenSULYPONt...ccouueiiiiiiiiiiiiiiiiieieieeeeeeeeeeeeee e 18
ELONYOK ettt ettt eeeeeans 19
HATANYOK .ottt 20
2. 1. 2. Nyeregponttal nem rendelkez0 JAtEKOK. ....ooveeuviiiiiiieiiiiiiiiiiiiiiieieieieeiieeeennn 21
Varhat6 nyereséget maximalizald elv — Optimalis kevert stratégia...........cc.eeeee......... 21
MEGOIAAS. .ottt e e e eee et eeeeeeeiaiaens 24
ELONYOK . ettt eeeeeeeennn 25
HAtTANYOK . 1vvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiee ettt ettt et e eee ettt ee e et i eerieaees 25
2. 1.3, OSSZEIOGIAIAS ..ttt ettt ettt ettt et et et et ere et ereerenreneane 26
2. 2. VAaltoz0 O0SSZ€GU JATEKOK . c.vvviiiieeiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeieieieieeeeeiieeeeeieeeeeeee e 27
2.2. 1. A fogolydilemma.....ccuueiiieueiiiiiiiiiiieeiiieiieee et 27

A 1aC10NALITAS KOTTALAL. .oeeiee ettt eeee ettt eeeaeeesaeeeeeeennaaaeeeenaaaeennaaeenns 28
Szigoruan dOmINAIt StrAtEEIAK. .. ... e e eeeseseeeseaaaeseaaaaaaaaaanaaaaaaaaae 29

IMEGOLAAS. vttt eeeeeee e eeeeeereeiaens 30
Alternativ me@OIdAS oouvvviiieeiiiiiiiiiiiieeiieeeeee e 31
T6bbszords fogolyAilemMmMA. .uuueeiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeiieeeeieeeeeeee e 31
AXEITOA VEISENYEC. uuvviiiiieiiiiiieieiiieeeee ettt 32
OSSZETOGIAIAS oottt ettt ettt et et et et et etereerereena 33
NaASh-CEVENSULY.ceiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt eeeeeeeeeeeeaan 33
ELONYOK . cttiiiiiiiiiiiieiii ettt eeeeeeeen 34
HATANYOK .ottt 35
2.2.2. A cSIrkedilemMmMaA. . .oooeuueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeee e 36
A tr6]ai fOGAIVEISENY Loiiuvvviiiiiieiiiiieiiiieeeieee et 36
JAtEKEIPDUSOK . ettt ettt eeee i eeeeeeeieiaaenn 37
IMEEOLAAS. .ottt e e e et eeeeeeeeaaaees 38
OSSZETOGIAIAS oottt ettt ettt et eet et et eteerereeraanas 40
2.2.3. A visszahivas dilemMmA a.........oeeeueeeiiieeeiiiiiiiiiiiieiieeeeieeeeeeie e 41

MEGOIAAS. .ottt e e e eee et eeeeeeeiaiaens 41
3. OSSZEOGIALAS. vttt ettt ettt et ettt et et eeene et et erenteretereenenrentenenranens 43
Tablazat- €8 KEPIEt]@GYZEK . ..uvvviiiiueeiiiiieiiiiieiiiiiieiieeieeieeeeeeiee e eeeieeeeeeeeeee e 45
[rOdAlOMIEGYZEK ..ottt e 46




Eloszo

,»Az ember a sziikkdsen rendelkezésre alld javak €s korlatozott lehetdségek vilagaban él,
ezért fontos, hogy hatékonyan és onérdekkovetd modon viselkedjen.”' Az Onérdekkovetd
viselkedés azonban sokszor konfliktushelyzetet teremt, mert sok esetben csak valakinek a
karara érhetiink el sikereket. Azonban nem art szamitasba venniink, hogy a nem kooperativ
viselkedés hosszii tavon nem biztos, hogy a legkifizetdédébb, a masokkal valo
egylttmiikodésnek sokszor szamos olyan eldnye van, amely miatt megéri lemondani az
Oonzésrol.

Sokféle tudomany ¢és tudoméanyag kutatja az onérdekkovetd viselkedés alapvetd formait,
elényeit és hatranyait, a lehetséges viselkedési stratégidkat, valamint azok tarsadalomra
gyakorolt hatasat. A kézgazdasagtan, a dontéselmélet, a konfliktuskutatas, a biologia egyes
részei, a politikatudomany és szamos tarsadalomfilozofiai irdnyzat is foglalkozik a kérdéssel.
A téma kelld koriiljarasahoz ezért nem art az interdiszciplinaris szemlélet, vagy legalabbis a
dolgok tobb szempontbol valdé megvizsgalasara valo hajlam. Mi a jatékelmélet segitségével és
annak keretein beliil fogjuk megvizsgalni a kérdést, néhol megengedve a kitekintést mas
tudoményagak elért eredményeire is, hogy tobb nézdpont érvényesiiljon, és ezaltal teljesebb
képet nyujtsunk a vizsgalt kérdésrol.

A diplomamunka célja nem a jatékelmélet teoretikus bemutatdsa, hanem a jatékelméleti
paradigma alkalmazasa kiilonb6zé kritikus dontési  helyzetekre, érdekkonfliktusokra,
tarsadalmi dilemmakra, jatékokra. A dolgozat kozponti kérdése az, hogy 1étezik-e valamilyen
univerzalis mddszer, valamilyen elv, amely mindig megmondja, hogy kritikus helyzetekben
milyen dontéseket hozzunk? Tovabba: lehet-e raciondlisan gondolkodva jo dontéseket hozni?
Kit nevezhetiink raciondlisan gondolkod6 egyénnek, ¢és mit takar ez Iényegében?
Kézzelfoghato példak vizsgalatdval megprobalunk majd vélaszt kapni ezekre a kérdésekre is.

El6szor roviden bemutatjuk a jatékelmélet kialakulasat és hatterét, ismertetjiik az alapvetd
fogalmakat, majd ratériink a konkrét példak vizsgalatara. Megprébalunk megoldast talalni a
dilemmakra, esetenként tobb lehetséges megoldasi modot is megvizsgalunk, €s szot ejtiink az

egyes mddszerek elényeirdl és hatranyairdl.

'T6th 1. Janos: Jatékelmélet és tarsadalom, JATEPress, Szeged, 1997. 7. o.



Legvégiil pedig sajnalattal megallapitjuk, hogy nem létezik univerzalis, minden esetben

hasznalhat6 modszer, ¢és Osszegzésként levonjuk a tanulsagot.



1. fejezet

Bevezetés

A jatékelmélet a tobbihez képest még viszonylag fiatal részteriilete a matematikanak, de
magas iranta az érdekl6dés a nem matematikusok korében is, mivel alkalmazasi lehetdségei
messze tulmutatnak a matematikan. Az elmélet megalapozdja a magyar szarmazasu sokoldalu
gondolkodd, Neumann Janos volt, aki a pokerjatékot vizsgalva alkotta meg a tarsas viselkedés
matematikai leirasat. A témaval kapcsolatos elsé dolgozata 1928-ban jelent meg, a
Morgensternnel kozosen irt részletesebb leiras pedig 1944-ben sziiletett John von Neumann
— Oskar Morgenstern: Theory of Games and Economic Behavior cimen, mely munkat a
huszadik szazad legjelentésebb tudoméanyos eredményeinek egyikeként tartanak szamon, és a
mai napig a teriilet alapmiive maradt.

Neumann el6tt a jatékokat kizarolag csak pszicholdgiai szempontok alapjan vizsgaltak, az
6 érdeme abban allt, hogy megprobalt kifejleszteni egy mitkodéképes, absztrakt matematikai
eszkOztarat a tarsas interakciok vizsgélatdra. Eldrelaté ujitasa, hogy a legkiilonfélébb,
bonyolult eltéréseket mutatd jatékokat megkisérelte egységes matematikai struktiraba
foglalni és ezeket tisztan, egzakt matematikai eszkozokkel vizsgalni. Nem véletlen, hogy a
tarsas viselkedés kutatdsdban éppen a tarsasjatékok tanulmanyozasa hozta meg az 4ttOrést,
mivel ezek vizsgalata ¢és leirdsa viszonylag egyszerlinek mondhato, egyuttal pedig
megtalalhatéak benniik a kiilonféle konfliktusok fobb elemei, megjelenik és dsszekapcsolodik
benniik a kolcsonds fliggdség, az dnérdekkdvetés és a szabalykovetés.

A jatékelmélet egészen pontosan fogalmazva csak a stratégiai jatékok elmélete: azaz csak
olyan problémakkal foglalkozik, ahol a dontéshozoknak, vagy mas néven a jatékosoknak a
jaték kimenetelére a fennalld feltételek és szabalyok keretei kozott befolyasuk van, és
amelyekben altaldban egy vagy tobb emberrel szemben kell eredményes dontést hozniuk,
vagyis bizonyos cselekvési tervek esetében a lehetséges stratégidk koziil kivalasztani a
legjobbat. Eppen ezért a tiszta szerencsejatékokat (pl. kockajaték, rulett) a jatékelmélet nem
vizsgalja, mert azok eredményei kizarolag a véletlenen mulnak, hidnyzik beldliik a stratégiai
elem. A pokerben éppen az az érdekes, hogy nem csupan a sors, hanem mas emberek

stratégiaja ellen is jol kell teljesitentink.



Els6 hallasra ugyan meglepd lehet, de a pokerjaték elméleti szempontbol nem sokban
kiilonbozik példaul egy haborus konfliktustol. Minden jatékos — a kartyajatékosok a pokerben
éppuigy, mint a hadviseld felek a haboruban — nyerni szeretne, a sajat nyeresége
maximalizalasara torekszik, igyekszik a jaték/hdbordt maga szamara legeldnydsebb
kimenetelét biztositani. Azonban ha az egyik nyer, akkor masok sziikségképpen veszitenek. A
jatékosok céljai tehat altalaban ellentétesek, ez a konfliktus alapja.

Ha érdekeik teljesen ellentétben allnak egymassal, akkor zérus- vagy dllando osszegii
jatékokrol beszéliink, ami azt jelenti, hogy itt 4 érték nem jon létre, és nem is vész el; amit az
egyik jatékos megnyer, azt a masik jatékos elvesziti. A nevét pedig onnan kapta, hogy a
nyereményeket pozitiv nyereségként, a veszteségeket pedig negativ nyereségként szamitva a
jatékosok nyereségeinek Osszege nulla (vagy ¢ konstans, azaz allando). A teljes ellentéten
alapulo konfliktusok a gyakorlati életben viszonylag ritkdk, de azokat az eseteket példaul,
amikor két politikus indul ugyanazért a tisztségért, vagy két nagyvallalat ugyanazért a
szerzOdésért versenyez nyugodtan tekinthetjiik ilyennek, mert ezekben a helyzetekben nem
lehet osztozni a sikeren, de ide sorolhatd az allami koltségvetés — ahol egy meghatarozott
Osszeget osztanak szét az egyes teriiletek kozott — és sok tarsasjaték is (pl. kétszemélyes
kartyajatékok, sakk, stb.), igy ezeknél a konfliktusokndl a zérusdsszegli (allandd Osszegil)
modell a leghasznalhatobb.

A legtobb tarsadalmi, politikai vagy gazdasagi interakcidban azonban a jatékosok kozott
nincsen szaz széazalékos ellentét, egyarant vannak ko6zos és ellentétes érdekeik is. Szinte a
legtobb emberi interakcio ellentétes és kozos érdekek bonyolult kombinécidja. Az ilyen
jatékokat vdltozo (nem zérus-) osszegii vagy vegyes motivdcioju, nem tiszta konfliktusos
jatékoknak nevezziik. Ezekben a jatékokban a jatékosok nem csak egymastol nyerhetnek,
hanem valamilyen a jatékosokon kiviili tényezd is a jatékosok érdekeit szolgalja (pl.
tamogatas, adomany, természeti eréforrasok, stb.). Mivel ezekben a jatékokban a jatékosok
nyereségeinek Osszege nem alland6, a f6 problémat itt az okozza, hogy a jatékosoknak
donteniiik kell arrdl, hogy a kozos nyereségiik maximalizalasara torekednek-e, vagy a sajat
egyéni részesedésiiket szeretnék minél inkdbb ndvelni; a két cél ugyanis legtobbszor

egyidejiileg nem megvalosithato.



Jatékos

Jatékos lehet egyetlen személy, de egyének egy olyan csoportja is, amelyik ©6nallo
dontéshozd egységként miikodik, példaul gazdasagi kiizdelmek esetén egy vallalat, haboruas
konfliktus esetén egy egész nemzet is, vagy bizonyos helyzetekben még a gének is
tekinthet6k annak, mindig attdl fiigg, hogy melyik teriilet melyik problémajat vizsgaljuk. A
Iényeg a kiilonbozo érdekeltségili csoportokon van.

A jatékosok szama szerint megkiilonboztetiink egyszereplds jatékokat, kétszereplds
jatékokat, valamint n-szereplds jatékokat, ahol n > 2 egész szdm. Azokat a jatékokat, ahol
egyetlen szereplé hoz dontéseket, természet elleni jatéknak is szokés nevezni, és formalisan ez
a legegyszerlbb jatéktipus.

Ett6] sokkal érdekesebbek azok a jatékok, ahol mar ketté szerepld kiizd egymadssal.
Ezekben a jatékokban természetesnek tekinthetjiik az egyensulyhelyzetre vald torekvést,
amelyen olyan stratégidk megvalasztasat értjiik, amelyeknél jobbat egyetlen jatékos sem
valaszthat, feltéve, hogy a tobbi jatékos is az egyensulyhelyzetnek megfeleld stratégiat
jatssza. Ez azt jelenti, hogy mindegyik jatékos, miutdn megtudja, hogy a tobbiek hogyan
jatszottak, utdlag sem tud egy masfajta, szamara kedvezdbb jatékmodot taldlni. Mas
stratégiaval sem javithatna az eredményén, legfeljebb csak akkor, ha a tébbiek is valtoztatnak
a stratégiajukon. Az egyensulyhelyzetek vagy egyensulypontok megkeresése a jatékelmélet
egyik Iényeges feladata.

A harmadik csoportot a té6bbszemélyes jatékok képezik, amely két altipusra bonthatd. Az
els6 az un. kooperativ jatékok csoportja. Ez a jatéktipus lényegesen kiilonbozik a
kétszemélyes jatékoktol: itt olyan problémakkal is taldlkozhatunk, amik két jatékos esetén fel
sem meriilnek. Amint ugyanis megjelenik a jatékban egy harmadik szerepld, barmelyik kettd
szovetségre 1éphet egymadssal és koaliciot alkothat. Ezért a tobbszereplds jatékok elmélete
leginkabb a koaliciok létrehozasaval és felbomlasaval foglalkozik, a koaliciok optimalis
méretét kutatja, tovabba azt vizsgalja, hogy egy koalicion beliil a tagok hogyan részesiilnek az
egylittes nyereménybdl. Itt megjegyezziik, hogy szocioldgiai szempontbdl még tovabbi
felosztast is alkalmazhatunk: 1ényeges kiilonbség van ugyanis a kis 1étszamt csoportok (felsé
hatara sokak szerint = 7 &) €s a nagy létszamu csoportok kozott. A kis 1étszamu csoportok
esetében lehet6ség van a kozvetlen vitdra, megbeszélésre, targyaldsra, igy a tagok kozott

konnyebben kialakulhat spontdn kooperdcid, mig a nagyobb 1étszdmi csoportok esetében



nincs lehetdség a személyes kommunikaciora, igy csak kiillonbozd kozvetett modszerekkel
lehet megteremteni a kollektiv egyiittmiikodés feltételeit.

A tobbszemélyes jatékok elméletének madsik valfajaban — Un. nemkooperativ jatékok — a
koaliciok alakitdsa nincs megengedve, vagyis feltételezziik, hogy a jatékosok kozott
szovetségek nem johetnek létre, mondjuk a jaték szabalyai vagy torvényi tiltds miatt (pl.
kartellellenes torvény). Ez megint specialis helyzetet teremt.

Mi a tovabbiakban a kétszemélyes jatékokkal fogunk behatobban foglalkozni.

Stratégia

Stratégian a jatékosoknak a jaték kimenetelét befolyasold tevékenységeit, dontéseit értjiik.

A stratégia tehat egyfajta cselekvési terv, amely a jaték soran (elvileg) el6allé barmely
szitudcibban megmondja a jatékosnak, hogy mit 1épjen, milyen dontést hozzon. A jatékos
sorsa viszont nem csak sajat cselekvéseitdl fiigg, hanem a tobbi jatékos cselekedeteitdl is: ezt
jelenti a kolcsonos fliggdség. Az egyes jatékosok a stratégiaikat egymastdl fiiggetleniil
valasztjadk meg, és stratégiaik megvalasztasakor nem tudjak, hogy a tobbi jatékos milyen
stratégiat valaszt. Ezért nem art dvatosnak lenni, és jol atgondolni, hogy milyen elvek és

meggondolasok alapjan vélasztjuk ki azt a jatéktervet, amely alapjan jatszani fogunk.

A jaték reprezentacidja

Egy valds példan at — az 1962-es kubai rakétavalsag segitségével — vizsgaljuk meg, hogy
elvont moédon hogyan adhaté meg egy jaték leirasa, reprezentacioja.
(Egy haborts konfliktus esetében a ,,jaték” sz6 hasznélata bizonyos szempontbdl talan zavaro
lehet, de a jatékelmélet szempontjabol ez nem relevans kérdés. A tovabbiakban az Osszes

vizsgalt konfliktust ezzel a névvel fogjuk jeldlni.)

A Kkubai rakétavalsag ’

Az USA hirszerzése 1962. oktdber 14-én arrol értesiilt, hogy az orszag teriiletét elérni
képes nagy hatdtavolsagu nuklearis rakétakat telepitettek Kubaba. A jelentés szerint a rakétak

10 napon beliil bevethetoek lettek volna. A kormany 1étrehozott egy valsagstabot, amely hat

?J. S. Brams: Superpover Games, Yale University Press, 1985. 48-62. o.



napon keresztiil titokban iilésezett és elemezte a kialakult helyzetet. Megoldasként tobb
alternativat is fontolora vettek, am végiil két megoldasi lehet0ség maradt az asztalon:

(A) Egy tengeri blokad a tovabbi szovjet rakétaszallitisok megakadalyozaséara, majd
targyaldsok a Szovjetunioval annak érdekében, hogy rabirjdk a mar telepitett
rakétak kivonasara.

(B) Egy légitdimadas a rakétdk ellen, amelyet esetleg kovetett volna a sziget
megszallasa.

A szovjet politikusok a kovetkezd alternativa elétt alltak:

(a) Visszavonjak a rakétaikat.

(b) Kubaban hagyjak a rakétakat.

A vizsgalt konfliktushelyzet egy véges, valtozd Osszegli, kétszemélyes jaték, ahol a
jatékosok az USA ¢és a Szovjetunio, (A) és (B) valamint (a) és (b) pedig az egyes jatékosok
lehetséges stratégiai. Mivel a jaték kimenetele a jatékosok szamdra nem kozombdos, ezért
eloszor is sziikkség van a lehetséges kimenetelek meghatidrozasara, majd pedig annak
megallapitasara, hogy az esetleges kimenetelek mennyire elénydsek ill. hatranyosak
szamukra. Azaz minden jatékos esetében fel kell allitani a kimenetelek kozott egy
preferencia-sorrendet, amely azt jelenti, hogy a jaték barmely két K, és K, kimenetele kozott
a K, > K, vagy a K; < K, relacio 4ll fenn, ahol K,;> K, példaul azt jelenti, hogy a jatékos
szamara a K;-gyel jelolt kimenetel elonydsebb a K, kimenetelnél.

Mivel a jatékelmélet alapproblémajanak megfogalmazasahoz és alapvetd tételeinek
kimondasahoz elegendd a jaték kimeneteleinek rendezettsége, illetve ennek a ténynek a
felhasznalasa, ezért hangstlyozzuk, hogy a relacids jelek itt kizdrdlag csak a rendezettség
jelolésére szolgéalnak. Tehat ezekkel a szdmokkal matematikai miiveleteket nem végezhetiink,
csak arra valok, hogy a kovetkezmények kozott valamilyen sorrendet allitsanak fel. Ezt
ordinalis hasznossagnak nevezziik. Egyes esetekben az is el6fordulhat majd, hogy a szamok a
preferencia-sorrend mellett a hasznossagi szintet is kifejezik, de ezt kiilon jelezni fogjuk.
llyenkor kardindlis hasznossagrol beszéliink.

Azt a fliggvényt, amelyik a jaték kimeneteleinek halmazan létrehoz egy rendezettséget,
kifizetofiiggvénynek nevezzik. A jatékelmélet feltételezi, hogy a jatékosok pontosan tisztaban
vannak sajat (legaldbbis vélt) érdekeikkel, értékrendjiikkel, tehat képesek a szamukra valo

hasznossag szerint sorrendbe allitani a lehetséges kimeneteleket. Tovabba azt is feltételezziik,

10.



hogy a jatékosok tisztdban vannak a jaték szabalyaival, és ismerik az Osszes szerepld
lehetséges stratégiait ¢és a kiilonféle lejatszasok végén varhatd kifizetéseket is — ezt hivjuk
teljes informdcios jatéknak.

Ennek megfeleléen a kimenetelek ¢és kifizetések a kovetkezOk (az elsd szam az USA, a

masodik szam a SZU kifizetéseit jeloli):

— Ha mindkét fél kooperativ (Aa), akkor megegyezés. (3 ; 3)

— Ha az USA beleegyezik a szovjet rakétak kubai allomésoztatasaba (Ab), akkor szovjet
gyOzelem, amerikai vereség. (2 ; 4)

— Ha az amerikai fenyegetés hatdsara az oroszok kivonjak a rakétaikat (Ba), akkor
amerikai gy6zelem, szovjet vereség. (4 ; 2)

— Ha mindkét fél agressziven 1ép fel, akkor a rakétak kubai allomésoztatasa illetve a
légicsapas (Bb), feltehetéen nuklearis haborthoz vezet. A konfliktusnak mindkét fél

szamara ez a legkedvezdtlenebb kimenetele, tehat a kifizetések: (1 ; 1).

Mostmar mindeniink megvan ahhoz, hogy a jatékot atlathatobb formaban is &brazolni
tudjuk. Dolgozhatunk példaul az extenziv vagy jatékfa formdju abrazoléassal, ahol egy dontési
faval, vagyis egy fa-graffal adjuk meg a jatékot. Az eldgazasi pontok — a kiindul6 pontot is ide
értve — a jatékosok dontési pontjai, azaz minden elagazasi ponthoz egyetlen jatékos van
hozzarendelve, akinek véges sok alternativa kozott kell valasztania, azaz tovabb 1épnie, s ahol
a dontési lehetdségeket, vagyis a valaszthatd stratégidkat a fa agai jelolik, a végpontokhoz
pedig a jaték kimeneteleihez tartozo kifizetéseket irjuk. Feltessziik tovabba, hogy minden
jatékos tudja elére, hogy melyik ponthoz van 6 rendelve, és ha sorra keriil, ismeri a jaték
addigi lefutasat, valamint ismeri a tobbi jatékos stratégiahalmazat és a kifizetéseket is, azaz az

egész fardl teljes informacidja van.

A kubai rakétavalsag a kovetkezd jatékfaval dbrazolhato:
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USA
O

PN
SZU

(a) ®) () (b)

O O O
(3:3) (2:4)  (42) (1;1)

1. A kubai rakétavalsag - jatékfa formaju reprezentacio

Ez a felirdsi mod ugyanakkor érzékeltet egyfajta idébeliséget is, ezért mi a masik, un.
stratégiai vagy normadl felirdsi format fogjuk hasznélni, ahol véges kétszemélyes jaték
esetében egyszeriien abrazolhat6 a probléma egy tablazat segitségével, mivel ilyenkor a
kifizetéfliggvények véges halmazon értelmezett valos fliggvények. Ez a valasztas onkényes és
¢lhetnénk a jatékfa nagyobb kifejezo erejével is, de az egyszerlibb felirds kedvéért lemondunk
az id6beli dimenzi6 érzékeltetésérol.

Egy n-személyes jaték normal formaju reprezentacidja megadja a jatékosok Sy, ..., S,
stratégiahalmazait, valamint az ui(si, ..., Sn), ..., Ua(S1, ..., Sn) kifizetéfiiggveényeket,
melyeknek értelmezési tartomanya altaldban a stratégiahalmazok S; X S; X ... X S, direkt
szorzata, értékkészlete pedig a valds szdmok valamely részhalmaza. Jeldlje ezt a jatékot:

G={S,...,Ssuy ..., uy}.

A vizsgalt kubai valsag egy G = {Si, S; uy, up} véges kétszemélyes jaték, és a kovetkezd

tablazattal irhato fel:

Szovjetuniod
visszavon (a) kitart (b)
Egyesiilt beleegyezik (A) 33 2;4
Allamok . tamadas (B) 4;2 1:1

2. A kubai rakétavalsag - normal formaju reprezentacio
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El6szor is meg kell adnunk a jatékban részt vevo jatékosokat (megkiilonboztetiink egy
sor- €s egy oszlopjatékost), masodszor pedig a jatékosok lehetséges dontési terveit, azaz a
stratégiahalmazokat, harmadszor pedig a stratégiakombinacidk halmazan értelmezett
kifizetofiiggvényeket. Az egyes celldkban a bal oldali szdm a sorjatékos kifizetését jeloli, a
jobb oldali pedig az oszlopjatékosét.

Jelen példankban az Egyesiilt Allamok sort valaszt, a Szovjetunié pedig oszlopot, azaz
mindkét jatékos a lehetséges stratégiai koziil — az USA az (A) és (B) stratégia, a SZU pedig az
(a) és (b) stratégia koziil — kivalasztja az egyiket.

Miutan mindkét fél kivalasztotta azt a stratégiat, amely alapjan jatszani fog, a jaték menete
meghatéarozotta valik, leolvashatjuk a kifizetéseket, a jaték lejatszottnak tekinthetd. Példaul ha
az USA a (B) stratégiat valasztja, a SZU pedig az (a)-t, akkor a megfeleld sor és oszlop
metszéspontjabol leolvashatoak a kifizetések: 4 ; 2, tehat az Egyesiilt Allamok kifizetése 4
lesz, a Szovjetunioé pedig 2. Ez azt jelenti, hogy az amerikaiaknak sikeriilt a konfliktus
szamukra legkedvezObb kimenetelét elérni, tehat a legnagyobb kifizetést megszerezni, a
szovjeteknek viszont meg kell elégedniiik a szdmukra masodik legroszabb végeredménnyel, a
masodik legrosszabb kifizetéssel.

crer

késObbi helyen még visszatériink, s ott adjuk majd meg a jaték lehetséges megoldasat is.

Talén ebbdl a példabdl is lathatd, hogy a valds vilag bonyolult és sokszor nehezen érthetd
szerkezetébdl egy jatékelméleti modell felallitdsa nem mindig egyszert feladat. Egy vizsgalt
rendszernek a valosagban Aaltalaban lényegesen tobb jellemzdje van, mint amennyit
egyidejiileg figyelembe tudunk venni a matematikai modellezés és annak szdmitastechnikai
realizdcidja folyaman. A tarsadalomtudomanyok és gazdasdgtudoményok teriiletén dolgozé
kutatoknak sokszor magénak a jatéknak a korrekt felirdsa, a részletek gondos feltarasa, a
reprezentacid helyes elkészitése okozza a legtobb problémat.

Hogy sikeresen alkalmazhassuk a jatékelméleti eszkoztarat valés problémak
megoldasaban, eldszor is helyes konfliktusleirdsra, reprezentaciora van sziikségiink: ha a
konfliktus mibenlétét félreértjilk és helytelen reprezentacioval dolgozunk, akkor a ra adott
megoldas is helytelen és a valdsagban hasznalhatatlan lesz. Ez a szakembereket komoly

kihivasok el¢ allitja.
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Mi a tovabbiakban ezzel a problémaval nem foglalkozunk, a vizsgalt jatékok felirasat
adottnak ¢és helyesnek tekintjiik, és ezekre keresilink jol hasznalhaté megoldasi modszereket,
csak szerettiik volna jelezni, hogy milyen sulyos gyakorlati, konceptualis problémak

adddhatnak az alkalmazdi teriileten.
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2. fejezet

Kétszemélyes jatékok vizsgalata

2. 1. Zérusosszegi jatékok

Amint azt a bevezetd részben is emlitettilk, a zérusdsszegli jatékok olyan szitudcidkat
irnak le, amelyekben a jatékosok érdekei a lehetd legélesebben szembenallnak, a preferenciaik
teljesen ellentétesek.

A kovetkezokben a zérusosszegli jatékok tulajdonsagait és megoldasi moddjait fogjuk

kozelebbrél megvizsgalni.

2. 1. 1. Nyeregponttal rendelkezo jatékok

Az elsé vilaghabort kitorése °

Ebben a konfliktusban az egyik jatékos az Ausztria és Németorszag alkotta kettds
szovetség, a masik jatékos pedig Oroszorszag volt. Szerbia — Oroszorszag szovetségese —
visszautasitotta az osztrak ultimatumot, amely azt kdvetelte, hogy Ausztria vizsgalatot
folytathasson Szerbidban Ferenc Ferdinand meggyilkoldsanak ligyében. A szerb visszautasitas
utdn az osztrak-német szovetségnek el kellett dontenie, hogy megprobaljon-e
kompromisszumot kd&tni a szerbekkel, vagy bevaltsa fenyegetését, és erdszakkal vegyen
elégtételt. Oroszorszagnak arrol kellett dontenie, hogy megszegje-e a Szerbia tdmogatasara
tett igéretét, vagy mozgositsa katonai erejét a szerbek védelmében.

Nézziik a Németorszadg és Ausztria alkotta koalicio preferencidit. A legjobb kimenetel
szamukra az lenne, ha az oroszok cserbenhagyndk Szerbiat, mialatt 6k tdmadnak, ezaltal
Ausztria atvenné az ellenOrzést Szerbia felett, Oroszorszag pedig elvesztené balkani
befolyasat (DK). A masodik legjobb kimenetel szdmukra az elégtétel, értve ezalatt a haborut,
azt is vallalva, hogy Oroszorszdg nem hagyja cserben Szerbiat (DD). A harmadik legjobb
kimenetel, ha valamiféle kompromisszumra jutnak Szerbidval, akit az oroszok

cserbenhagynak, mivel ez esetben azért az oroszok bizonyos mértékii befolyasa a térségre

* G. H. Sayder és P. Diesing: Conflict Among Nations. Princeton University Press, 1977.
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megmarad (KK). Végiil a legrosszabb eredmény akkor kovekezik be, ha az oroszok erdt
demonstralnak, az osztrak-német kettds szovetség pedig lemond a tdmadasrol, igy a szerb
agitacio folytatddik, az osztrak birodalom pedig presztizsét veszti €s jelentésen meggyengiil
(KD). Ez a preferencia-sorrend erdsen vitathat6 €s vitatando is, de mi helyesnek fogadjuk el,
¢s a tovabbiakban eszerint vizsgalodunk.

Feltéve, hogy a szamok kardinalis hasznossagot is kifejeznek, a jaték zérusdsszegiinek

tekinthetd. Ekkor igy néz ki a jaték normal form4ja reprezentécioja:

Oroszorszag
Szerbia Szerbia
cserbenhagyasa (K) tamogatasa (D)
Ausztria — kitér (k) 2 !
Német i
cmetorszag tamad (D) 4 3

3. Az els6 vilaghabort kitorése - normal formaju reprezentacio

Mivel a nulladsszegii jatékokban az oszlopjatékos preferencia-sorrendje éppen az ellentéte
a sorjatékosénak, ezért a tablazatban altaldban csak a sorjatékos preferencidit szoktak
feltiintetni, a masik jatékos preferenciai abbol értelemszertien kikovetkeztethetok.

Ha még egyszerlibben szeretnénk a problémat vizsgalni, akkor lehetdség van a kdvetkezd
matrixos abrazolasra is, ahol A matrix a sorjatékos szamara torténd kifizetést jeloli, B matrix

(ami A-nak pontosan az ellentéte) pedig az oszlopjatékosét:

B 2 1 .o
A—E4 3E (¢sB=—-A)

4. Az els6 vilaghaboru kitorése - matrixos abrazolas

Ezen 4brazolasbol fakaddan a véges, kétszemélyes, zérusdsszegli jatékokat szokas

mdtrixjdatékoknak is nevezni.

Vizsgalatunk kulcskérdése: Milyen elvek és meggondolasok alapjan valasztanak ill.

valasszanak stratégiat a jatékosok az ehhez hasonl6 zérusdsszegii jatékokban?

16.



Biztonsagi szintet maximalizalé elv — Minimax és Maximin stratégia

A jatékelmeélet szerint minden jatékos igyekszik a lehetd legtobb nyereményt biztositani a
maga szamdra egy intelligens ellenféllel szemben, akit ezzel épp ellentétes cél vezérel. Mivel
feltevésiink szerint racionalis jatékosok jatszanak egymadssal, ezért mindig abbdl kell
kiindulunk, hogy a masik jatékos mindig a sajat szamara legkedvezébb dontést fogja
meghozni, a masik kara pedig nem fogja meghatni. Joindulatot tehat nem tételezhetiink fel a
masik jatékos részérdl, ezért a legrosszabb eshetdségre is fel kell késziilniink, st egyenesen
ebbél kell kiindulnunk. Az Egyesiilt Allamok katonai doktrinaja is hasonld ehhez: el van
irva, hogy a tabornokok ne azt vegyék figyelembe, amit az ellenség tenni akar — tehat a
szandékait —, hanem azt, amit meg tud tenni — tehat a lehetdségeit — Ezt figyelembe véve kell
meghataroznunk a sajat stratégiankat.

Elétérbe keriilnek tehat a biztonsagi megfontoldsok, és minden raciondlis jatékos
igyekszik kizarni a szdmdra legrosszabb kovetkezmény eléfordulasanak lehetségét. Ezért az
ilyen zérusosszegii jatékokban azt szoktak tandcsolni a ,legkisebb rossz” elve alapjan, hogy
maximalizaljuk a biztonsagi szintiinket (definicido szerint az egyes stratégidkhoz tartozo
legkisebb nyeremény az adott stratégia biztonsagi szintje), azaz a lehetséges legrosszabb
kimenetelek koziil a legjobbikat valasszuk. Ez gy torténik, hogy a jatékos kivalasztja az
egyes stratégidihoz tartozo legkisebb nyereséget, aztan pedig azt a stratégiat valasztja, ahol ez

a minimalis érték a legnagyobb.

crer

crer

kimenetel, vagyis a biztonsagi szint 3 (szintén az ellenfél D stratégiaja mellett). A biztonsagi
szintet maximalizalo elv szerint az osztrdk-német szovetségnek tdmadnia kell (D), mivel a
tamado stratégia biztonsagi szintje a legnagyobb.

Mivel az ezen stratégiahoz tartozo nyeremény éppen a soronkénti legkisebb (minimum)
értekek koziil a legnagyobb, ezt a stratégiat maximin stratégidnak nevezik. A maximin
stratégia eldénye, hogy a legokosabb rivalis ellen is biztositja a legrosszabb kimenetelek koziil
a legjobbat, kevésbé okos ellenféllel szemben pedig még jobb eredményt is.

Ha megnézziik az orosz jatékos preferencidit, akkor azok éppen ellentétesek az osztrak-
német szovetségével. Az oszlopjatékosnak tehat az az érdeke, hogy a sorjatékos kifizetése,

vagyis a tablazatban szerepld érték minél kisebb legyen, igy az 6 stratégidinak a biztonsagi
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szintjét az oszloponkénti legnagyobb elem adja, célja pedig az, hogy ez az érték minél kisebb
legyen. Ha Oroszorszag a K stratégiaja szerint jatszik, akkor a szdmukra legrosszabb elérhetd
nyeremény a 4-es, ha a D stratégidja szerint jatszik, akkor pedig a 3-as. Mivel ezen értékek
koziil szdmukra a kisebb a kedvezdbb, az oroszoknak a D stratégiat kell valasztaniuk, tehat
Szerbia tAmogatasat.

Mivel az ezen stratégiahoz tartozo kifizetés az oszloponkénti legnagyobb (maximum)

értekek koziil a legkisebb, ezért ezt a stratégiat minimax stratégianak nevezik.

crer

Szerbia Szerbia Sorok
cserbenhagydsa (K)  tdmogatasa (D) minmuma
kitér (K) 2 I i
tamad (D) 4 3 3
Oszlopok maximuma 4 3

5. Az els6 vilaghabort kitdrése — minimax és maximin stratégiak

Megoldas — Egyensulypont

Esetiinkben a maximin és minimax stratégidhoz tartozé kifizetés ugyanaz lesz, vagyis 3.
Ilyen helyzetekben azt mondjuk, hogy a maximin és minimax stratégidk egyensulyban
vannak, a hozzajuk tartozo kovetkezményt pedig egyensulypontnak vagy nyeregpontnak ill.
a jaték megolddsdnak nevezzilk. A nyeregponttal rendelkez6 matrixjatékokban a
nyeregponthoz tartozd stratégidkat optimalisnak lehet tekinteni, ami azt jelenti, hogy ettdl
eltérd stratégia megvalasztasdval sem tudna javitani eredményén egyik jatékos sem, feltéve,
stratégiajat jatssza, akkor egyenstlyi helyzet alakul ki, ami egy stabil allapot. Senki sem banja
meg utdlag a dontését, mert arra a kérdésre, hogy szert tehetett volna-e nagyobb nyereményre,

ha mas stratégiat valaszt, mindenki nemmel fog felelni.
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Elonyok

Az egyensulyi stratégia eldnye, hogy a jatékos az ellenfél stratégia valasztasatol
fliggetleniil biztosithat a maga szdmara egy elére meghatarozhato relativ nyereségmaximumot,
garantalhatja maga szamdra (legalabb) a jaték értékét (ami nyeregponttal rendelkezd
jatékokban a nyeregpont hasznossagaval egyenld). Lényeges dolog, hogy ezaltal
lemondhatunk a masik jatékos viselkedésének befolydsolasardl, mert a relative legjobb
nyereményt ettdl fiiggetleniil is biztositani tudjuk a magunk szaméra. Bizonyos értelemben
tehat a nyeregponttal rendelkez6 jatékok szigoruan determinaltak.

Ha egy matrixjaték rendelkezik nyeregponttal, az azt jelenti, hogy létezik olyan 7/ és ;j
indexpér, hogy X = e;ésy = e;egyensulyi stratégidk (ahol €, a j-edik egységvektort jeldli).

Ekkor:

xA=eA=r1=41

Ay = Ae; < »1= g

Vagyis létezik egy olyan » szdm (a jaték értéke), valamint a sorjatékos egy olyan tiszta
stratégidja (maximin stratégia), amely legalabb v-t biztosit a szdmara, illetve az oszlopjatékos
olyan tiszta stratégidja (minimax stratégia), amelyik garantalja, hogy a sorjatékos legfeljebb 2-
t kap.

Matrixjatékok esetében viszonylag konnyen megkereshetd, hogy van-e a jatéknak
nyeregpontja, csak azt kell megvizsgalni, hogy van-e olyan g;; matrixelem, ami egyszerre

minimuma a sajat soranak és maximuma a sajat oszlopanak.

2 1
r
Ebben az esetben ez csak a 3-as kifizetésre teljesiil, tehat ez a matrixelem a jaték egyetlen
nyeregpontja, tovabba a jaték értéke ¢és megoldasa. Az elobb elmondottak miatt racionalis
jatékosnak azt nevezziik, aki a nyeregponthoz tartozé stratégiat jatssza.
Ha egy zérusosszegili jaték egynél tobb egyensulyponttal rendelkezik, akkor mindegy,

hogy a jatékos melyiket valasztja, mert ezekben a jatékokban minden egyensuly ekvilalens,

vagyis ugyanaz az értéke, és az egyensulyi stratégidk felcserélhetok, vagyis barmely két
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egyensulyi stratégia metszetében egy egyensulypont talalhato, igy tulajdonképpen
barmelyiket valaszthatjuk.

Hatranyok

Viszonylag kevés olyan jaték, azaz matrix van, amely rendelkezik nyeregponttal, ezért ez
a modszer csak igen korlatozott korben hasznéalhatd. A kovetkezd részben mutatjuk be azokat

a jatékokat, amelyek nem rendelkeznek nyeregponttal’.

Megfigyelhetjiik, hogy a valosagban is a jatékelmélet altal eldrejelzett megoldas
kovetkezett be, vagyis mindkét fél a biztonsagi szintje maximalizalasara torekedett és az
elemezni egy problémat persze tGlontal konnyili, mert igy lehetdségiink nyilik olyan
reprezentacio, azaz olyan nyereségmatrix megalkotasara, ami pontosan a kivant nyeregpontot
¢s megoldast szolgaltatja. Ezért is hangsulyozzuk tjra, hogy a reprezentacié helyes
elkészitésén nagyon sok mulik. Ha 1914-ben a jatékosok masként értékelték volna az egyes
kimeneteleket, tehat eltérd preferencidkkal dolgoztak volna, akkor taldan mas, kedvezdbb

megoldas is sziilethetett volna.

4 A kevert stratégiak fogalmanak bevezetésével ezekben a jatékokban is talalhato egyenstlypont. Bdvebben 1d. a
kovetkezo fejezetet.
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2. 1. 2. Nyeregponttal nem rendelkezo jatékok

Léteznek olyan jatékok is, ahol a biztonsagi szintet maximalizald elv nem hasznalhato.
Gondoljunk példaul a kozismert ,Ko6-Papir-Ollo” jatékra. A jatékosok harom jelet
mutathatnak: kovet, papirt vagy ollot. A k6 legy6zi az olldt, a papir legy6zi a kovet, az ollo
legyOzi a papirt. Gy6zelemért 1 pont jar, vesztésért —1 pont. Ha ugyanazt mutatjak, akkor

dontetlen, tehat 0 pont. Ez alapjan a jaték tablazata a kovetkezoképpen alakul:

Masik jatékos
Ko Ollo6 Papir Sorok _
minimuma:
Ko 1 0 -1 -1
Egyik jatékos Papir -1 1 0 -1
Ollo 0 -1 1 -1
Oszlopok maximuma: 1 1 1

6. K6-Papir-Oll6 jaték - normal formajh reprezentacio

Ezekben a jatékokban az el6bb hasznalt elv alapjan nem tudjuk megmondani, hogy melyik
stratégiat érdemes vélasztani. Ezért mas modszerre lesz sziikségiink, ha tanacsot szeretnénk

adni a jatékosoknak a stratégiavalasztast illetden.

cre

jatékban talalhato egy egyensulypont. De ehhez sziikség van a kevert stratégidk fogalmanak

bevezetésére.

Varhato nyereséget maximalizalo elv — Optimalis kevert stratégia

Megfigyelhetjiik, hogy nyeregponttal rendelkez6 jatékban a jatékosnak nem szarmazhat
jatszani, viszont kéros lehet, ha ellenfele eldre megtudja, hogy nem egyenstlyi stratégiat
valasztott. Ezzel szemben a nyeregpont nélkiili jatékokban mindig kéros, ha az ellenfeliink

eldre értesiil a stratégiavalasztasunkrol, ezért érdemes ezt eltitkolni eldle.’

> Zagare, F. C.: Jatékelmélet — Fogalmak és alkalmazasok. Helikon Kiad6, 2006. 41. o.
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Ha a jatékot ismételten sokszor lejatsszak, és az egyik jatékos mindig ugyanazt az altala
megfelelonek tartott stratégiat jatssza (példaul mindig kovet mutat), akkor ellenfele hamar
kiismerheti és megteheti a megfeleld valaszlépéseket. Ezért minden jatékosnak érdekében all
a stratégidit jatékrol-jatékra valtogatnia. Hosszl tavon viszont nem jo megoldas, ha a jatékos
egy eldre kitalalt, determinisztikus szabaly alapjan (pl. két stratégiat felvaltva) jatszik, mert
barmily bonyolult legyen is egy ilyen szabaly, mégiscsak szabalyszerti, tehat elobb-utdébb
megfejthetd, kitalalhato.

Neumann javaslata ezért az volt, hogy nyeregpont nélkiili matrixjatékokban érdemes a
véletlenre bizni a stratégiavalasztast, vagyis valamilyen — a tiszta stratégiak folott értelmezett
— valoszintiség-eloszlas alapjan keverni a stratégidinkat. Célszeri a jatékosnak a
stratégiahalmazan egy eloszlast definidlnia, és e szerint az eloszlds szerint véletlentil
ellenfélt meglepetésként érje a stratégiavalasztasa.

Ekkor a jatékosok stratégiahalmazai az S, halmazokon értelmezhetd eloszlasok halmaza,
kifizetofliggvényei pedig az u, fliggvények — valamennyi jatékos altal valasztott eloszlasokra

vonatkozé — varhato értékei. Az igy adodd sztochasztikus jatékot a G kevert bévitésének

nevezziik.’ Tegyiik fel, hogy
Sc=1{1,2,...,m} (1 <k <n),

¢és mivel az S, halmazok végesek, a rajtuk definialt eloszlasok m,-dimenzios valosziniiségi

vektorokkal adhatok meg, igy a jaték kevert bévitésének stratégiahalmazai:
S’k - { Xi | X — (Xl, ey ka>, Xk > O, 1TXk =1 }

Szemléletesen esetiinkben ez a kdvetkezot jelenti a sorjatékos részére:

,»Valaszd az elsd sort x; valosziniiséggel, a masodik sort x, valoszinliséggel, a harmadik
sort pedig x; valdsziniiséggel, ahol x; = 0, x, = 0 és x5 = 0 valamint x; + x, + x5 = 1”.

Az egységvektor-stratégidkat tiszta stratégidknak hivjuk, kiilonben kevert stratégidakrol
beszEliink. A tiszta stratégia tehat a kevert stratégia specialis esetének tekinthetd, amennyiben
a valoszinliség-eloszlas 1 valoszinliséget rendel az egyik tiszta stratégidhoz és 0

valdszinliséget az Osszes tobbi tiszta stratégiahoz.

% Szidarovszky F. — Molnar S.: Jatékelmélet mdszaki alkalmazasokkal, Mszaki Konyvkiad6, 1986. 35. o.
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Az optimalis kevert stratégia meghatarozasa azon az elgondolason alapul, hogy a
jatékosoknak érdemes a varhato nyereségiiket maximalizalni. E16szor is meg kell keresniink a
jaték kevert egyensulypontjat. Ehhez nagy segitséget nytjtanak az operacidkutatés illetve a

linedris programozas modszerei. A kovetkezd LP feladattal allunk ugyanis szemben:

x>0 y=0
1'x=1 lTy=l
Av < 1 Alx > 61

7. Matrixjaték — Linearis programozasi feladat kapcsolata

Egy x* és y* stratégiapar akkor és csak akkor egyensulypont és o*, B* a sor- ill.
oszlopjatékos kifizetdfliggvény-értéke, ha x*, y*, a*, B* optimalis megoldasa az elobbi
linearis programozasi feladatnak, vagyis megengedett megoldas ¢€s a hozza tartozo
célfiiggvényérték zérus. A jaték v értékét ekkor az optimalis o célfliggvényérték adja.

Mivel a feltételekben y csak az o, x pedig csak a (3 mellett szerepel és a célfiiggvény
additiv, ezért a feladat (y,o) és (x,B) valtozok szerint szeparalhaté. Igy a probléma két linearis

programozasi feladattd bomlik, és mivel ezek mérete kisebb, mint az eredeti feladaté, a

megoldéashoz is gyorsabban juthatunk hozza.

x>0 y=0
1'x=1 1y =1
A'x > -p1 Ay =< ol
g — min. o — min.

8. Linearis programozasi feladatpar

A kO-papir-oll6 jatékra alkalmazva ez a kovetkezoket jelenti:

10 g
A=0-1 1 0¢
do -1 1§

7 Szidarovszky F. — Molnir S.: Jatékelmélet miszaki alkalmazasokkal, Miszaki Konyvkiad6, 1986. 43. o.
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x>0 y=0

X +x+x3=1 yitytys=1
xi—X+ 320 yi—ys—a=0

Xx—x3+ 320 —vity—a=0
X +x3+3=20 Vo +v;—a =0
B — min. o — min.

Ugyanez a LiNgO programban a kovetkezdképpen néz ki:

MODEL: MODEL:
MIN = b; MIN = a;
x1l >= 0; vyl >= 0;
x2 >= 0; y2 >= 0;
x3 >= 0; y3 >= 0;
x1l + x2 + x3 = 1; vl + y2 + y3 = 1;
1*x, + -1*x, + b >= 0; 1*yl + -1*y3 - a <= 0;
1*x, + -1*x3 + b >= 0; -1*yl + 1*y2 - a <= 0;
-1*x; + 1*x3 + b >= 0; -1*y2 + 1*y3 - a <= 0;
END END
Megoldas

Megoldasként azt kapjuk, hogy b=0, x1=0.3333, x2=0.3333, x3=0.3333

valamint a=0, y1=0.3333, y2=0.3333, y3=0.3333.

Vagyis:
_piii ~0-
X—@3:373@, B_Oa
_fiid —0.
y_@3’3’3@’ «=0;

Es mivel at+B = 0 valamint x, y, o, B kielégiti a feltételrendszereket, ez valoban a
linearis programozasi feladat optimalis megoldasa. Ezért a ké-papir-ollo jaték optimalis

megoldéasa az, ha a jatékosok 1/3 valdszintiséggel véletlenszeriien keverik a harom tiszta
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stratégiajukat. Ez az eredmény egyébként teljesen megfelel ésszerii varakozasainknak. A jaték

értéke ekkor » = oo = 0.

Elényék

A fentebb bemutatott linedris programozasi feladatpar segitségével a jaték barmely
egyensulypontja eldallithatd, és tetszéleges egyensulypont esetén az elsé jatékos
kifizetofiiggvényének érteke egyenld lesz a jatek értekével.

A nyeregpont nélkiili jatékokban az optimalis kevert stratégidk egyensulyban vannak, és
egyik jatékos sem képes ndvelni a varhatd nyereményét azaltal, hogy mas stratégiat valaszt.

Az optimalis kevert stratégiaval barmelyik jatékos biztosithatja maga szdmara a jaték értékét.

Hatranyok

Az egyik komoly ellenvetés a kevert stratégidkkal szemben az egyszer jatszott jatékokban
valo alkalmazhatésdga. Mert egy egyszer jatszott jatékban lényegében egyetlen tiszta
stratégiat kell kivalasztania a jatékosnak. Vajon van-e értelme ilyenkor egy véletlen
valoszinliség-eloszlas alapjan valasztott tiszta stratégianak? Sokak szerint nincs. Konnyen
ellentmondas 1éphet fel két el6z6 alapelviink kozott: karara valhat a biztonsagi szintiinknek a
varhatd nyeremény maximalizalasara vald torekvésiink. A vérhatd vagy atlagos nyeremény
fogalménak, vagyis annak a mennyiségnek, amirdl feltettiik, hogy a jatékos maximalizalni
szeretné, tulajdonképpen csak tobbszor jatszott jatékok esetében van értelme.

Egy masik rejtett probléma, hogy olyan jatékokban, ahol minden jatékosnak haromnal
tobb stratégidja van, az optimalis kevert stratégia kiszdmitdsa nem teljesen koltségmenetes.
Ezért kis téttel jellemezhetd jatékokban a jatékosok sokszor inkabb nem vallaljak az optimalis
kevert stratégia meghatarozasanak (idébeli és/vagy pénzbeli) koltségeit.

A harmadik probléma pedig a hasznossag fogalmaval kapcsolatos. Ha a kardinalis
hasznossag meghatarozasara ill. mérésére nincs lehetdség, akkor az optimalis kevert
stratégidk fogalma és hasznalhatésaga megint megkérddjelezddik. Sajnos szdmos gyakorlati
esetben eldfordul, hogy csak ordindlis hasznossagokat tudunk meghatarozni, igy ezekkel a

szamokkal matematikai miveleteket nem végezhetiink.
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2. 1. 3. Osszefoglalas

»Leétezik egy olyan » szam (a jaték értéke), valamint a sorjatékos egy olyan tiszta vagy
kevert stratégidja (maximin stratégia), amely legalabb z-t biztosit a szamara, illetve az
oszlopjatékos olyan tiszta vagy kevert stratégidja (minimax stratégia), amelyik garantalja,
hogy a sorjatékos legfeljebb 2-t kap. Ezek a stratégiak egyensulyban vannak, és az egyensulyi

stratégiak barmely parositasa egy maximin, illetve egy minimax stratégiat jelent a sor-, illetve

az oszlopjatékosnak.” *

Ezt nevezzilk mas néven minimax tételnek, amelyet sokdig bebizonyithatatlannak
tartottak, mig végiil von Neumann igazolta 1928-ban. Ez garantdlja egy tiszta vagy kevert
stratégiabol allo egyenstly létezését minden véges, kétszemélyes, zérusdsszegli, teljes
informacioju jatékhoz. Az elmélet alkalmazhatdsagat ugyanakkor valamelyest csokkentik a
kevert stratégiakkal kapcsolatban felmeriilt problémak.

Mint ahogy azt a kdvetkezd fejezetben latni fogjuk, a valtozo dsszegll jatékok esetében Uj

nehézségek jelentkeznek.

*R. D. Luce és H. Raiffa: Games and Decisions. Wiley, 1957.
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2. 2. Valtozo osszegii jatékok

A valtozd Osszegll jatékokat szokas nem tiszta konfliktusos jatékoknak is nevezni, mert
ezekben a jatékokban a jatékosok kozott nincs teljes érdekellentét. A jatékosok
nyereményeinek Osszege nem allando.

A tovabbiakban ezen jatékok megoldasi modjait fogjuk vizsgalni.

2. 2. 1. A fogolydilemma

A fogolydilemma a jatékelméleti fejtegetések egyik alapproblémadja, s taldn leghiresebb
jatéka, amely rengeteg elméleti és gyakorlati kutatdshoz vezetett. Sokan, sokféleképpen

megfogalmaztak mar, én R. M. Sainsbury leirdsaban szeretném bemutatni:

»Képzelje el a kedves Olvaso, hogy velem egyiitt letartoztatjak, kabitdszerrel valo
visszaélés vadjaval. Elkiilonitett celldkban tartanak fogva benniinket. Az tigyvédiink
mindegyikiinkkel tudatja, hogy az ligyész a kovetkezdket forgatja a fejében (s megvan

minden alapunk arra, hogy megbizzunk ezekben az informaciokban):

(1) Ha mindketten megtagadjuk a vallomast ¢és hallgatunk, az ligyész bizonyiték
hianyaban ejteni fogja a kabitoszerrel valo visszaélés vadjat, s mindkettonket
engedély nélkiili fegyverviseléssel fog megvadolni, amiért sokkal enyhébb
blintetésre szdmithatunk: egy-egy év bortonre.
(2) Ha mindketten vallomast tesziink, mindketten 6t évet kapunk.
(3) Ha egyikiink vall, a masik tagad, akkor azt, aki vall, szabadon bocsatjak, aki
hallgat, tiz évet .
(4) Az (1)-(4) pontokban foglaltakat tarsunkkal is tudattak.

Mit tegylink, ha raciondlisan akarunk cselekedni?

Figyelembe kell venniink tovabba, hogy:
(5) Mindketten a lehet6 legkisebb biintetést szeretnénk.
(6) Egyikiinknek sem 4ll rendelkezésére semmiféle informacié a masik
viselkedésérdl, leszamitva, hogy ra is igaz (5), s hogy & is racionalisan
cselekszik.”

Tehat, hogyan cselekedjek?

’R. M. Sainsbury: Paradoxonok. Typotex Kiado, 2002. 80-81. o.
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Masik fogoly

vall nem vall
vallok -5;-5 0;-10
En
nem vallok -10;0 -1;-1

9. A Fogolydilemma - normal formajt reprezentacio

Egyszerti és meggy6z0 érvelés szol amellett, hogy jobban jarok, ha vallomast teszek:
barhogy is dontson a masik fogoly, én mindig kedvezdbb helyzetbe keriilok, ha vallok.

Tegytik fel, hogy a ,tdrsam” megtagadja a vallomast. Ekkor két lehetdségem van: vagy
megtagadom ¢én is, és igy 1 évet kell {ilndm, vagy vallok, és igy szabadon engednek. Ez
esetben jobban jarok, ha vallok.

Most tegyiik fel, hogy a ,tarsam” vallomast tesz. Ekkor is két lehetdségem van: vagy
megtagadom a vallomast, és igy 10 évet kényszeriilok majd bortdonben tdlteni, vagy vallok, és
ezaltal csak 5 évet kapok. Ebben az esetben is jobban jarok, ha vallok.

A levonhato kovetkeztetés ez: barmit is csindl a tdrsam, én mindenképpen jobban jarok, ha
vallok, vagyis vallanom kell. Mivel a tarsam ¢€s én teljesen hasonld helyzetben vagyunk és
feltettiik, hogy mindketten raciondlis emberek vagyunk, ezért feltehetéleg hasonléan fogunk
gondolkodni, igy pedig valdszinlileg ugyanarra a kovetkeztetésre jutunk. Ha nekem az tlinik
racionalis dontésnek, hogy mindenképpen vallanom kell, akkor ezzel a masik fogoly is igy
lesz, és & is vallomast fog tenni. Igy viszont mindketten 5 évet kapunk a kedvez6bb 1-1 év

helyett, amit akkor kapnank, ha mindketten hallgatnank.

A racionalitas korlatai

A racionalisnak tiiné gondolkodés eredménye tehat az lesz, hogy mindketten rosszabbul
jarunk, mint ahogy egyéb esetben jarhatnank. Felmertilhet a kérdés, hogy mennyire tekinthetd
egy dontés raciondlisnak, ha rosszabb eredményhez vezet, mint ha mashogy dontottiink
volna? Mennyire nevezhetd raciondlisnak az az érvelés, amely végiil kevesebb nyereséget
biztosit szamunkra, mintha mashogy okoskodtunk volna? Nem a nyeremény maximalizalésa,
tehat a minél kevesebb biintetés a cél? Nem azt a gondolkodéasi mintat kellene racionalisnak

nevezniink, amelyik végiil kedvezdbb kimenetelre vezet?
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Talan lehangol6 meglatas, de a racionalis cselekvés bizonyos koriilmények kozott valoban
rosszabb eredménnyel jar, mint ha masként cselekednénk.

Ismeriink olyan eseteket, amikor az ésszeritleniil sokat kockdztatd szerencsejatékosok
nagy Osszegeket nyertek, a raciondlis jatékosoknak pedig be kellett érniiikk szerényebb
nyereményekkel. A fogolydilemma esetében viszont az a meghdkkentd, hogy a gyengébb
eredmény nem szerencse vagy balszerencse eredménye, hanem a raciondlis gondolkodas
elérelathatd kovetkezménye. Mindebbdl levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy nem mindig a
racionalitds a legjobb tandcsadd, mert néhany esetben eldfordulhat, hogy javaslatait figyelmen

kiviil hagyva jobban jarhatunk.

Szigoruan dominalt stratégiak

A legtobb jatékos fogolydilemma helyzetben azért nem véllalja a hallgatast, mert nagyon
kockazatos, til sokat veszithet vele. Az emberek tobbsége pedig fél a tarsa aruldsatol. Ha én
hallgatok, mert mondjuk elfogdsunk elétt megegyeztiink benne, hogy mindketten hallgatni
fogunk, akkor a tarsam érdeke az lesz — tudvan, hogy én hallgatni fogok —, hogy 6 eltérjen
ett6l a megallapodastol, és igéretét megszegve valljon, mert ez esetben jobban jar, mintha
tartani magat az egyezséghez. Igy viszont az én biintetésem 10 év lesz, tehat a legrosszabb
kimenetel. Ezt pedig a legtobb jatékos nem kockaztatja meg.

Racionalis jatékos tehat nem jatszik szigoruan domindalt stratégiakat.

Az s; stratégia szigoriian domindlt az s;”’ stratégia altal, ha a tobbi jatékos stratégiainak
Osszes lehetséges kombinacidja esetén az i-edik jatékos kifizetése szigoruian kisebb az s/

stratégiat jatszva, mint ha az s” startégiat jatssza. Tehat
5 2
U.i<S1, eeey Sic1y Siy Sit1y e ey Sn> < U.i<S1, ceey Sily Siy Sitly o ey Sn)

minden (i, ..., Si1, Sit1, -- ., Sn) €Setére, amely eldallithat6 a tobbi jatékos S, ..., Sii, S
+1, ---5 Oy stratégiahalmazabol, és ahol s;” és s, az i-edik jatékos két lehetséges stratégidja,
tehat elemei S;-nek.’’

Vagyis egy stratégia akkor domindl egy masik stratégiat, ha minden esetben legaldbb
olyan jO, és egy vagy tobb esetben jobb kovetkezménnyel jar, mint a masik stratégia. Ha
minden esetben jobb kovetkezménnyel jar, mint a masik stratégia, akkor szigora

dominanciarol beszélink.

10 Gibbons, Robert: Bevezetés a jatékelméletbe, Nemzeti Tankonyvkiadd, 2005. 12. o.
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A fogolydilemma esetében az i-edik fogoly szamdara a ,hallgat” stratégiat szigoruan
dominalja a ,vallani” stratégia, mivel minden stratégia esetén, amelyet a j-edik fogoly
valaszthat, az i-edik fogoly kifizetése a ,,vallani” stratégia valasztdsa esetén nagyobb, mint a
»hallgat” stratégia valasztdsakor (—5>-10 illetve 0>-1). Feltevésiink szerint, amit
dominancia-elvnek is nevezhetiink: raciondlis jatékos nem jatszik szigortian dominalt
stratégiat.

Egy A cselekedet végrehajtdsa ezen elv alapjan akkor nevezhetd raciondlisnak, ha utana
nem Kkeriiliink rosszabb helyzetbe, mint ha az el6ttiink nyitva all6 lehetdségek koziil
akarmelyik masikat valasztottuk volna, és ha A-t jatsszuk, akkor annak lesz legalabb egy

olyan kovetkezménye, amelyben jobban jarunk, mint ha masképp cselekedtiink volna.

A -5 0 B -5 -10
S 5-10 -1 HO -1
10. A Fogolydilemma — bimatrixos abrazolas

Az optimdlis stratégia keresését tehat nyugodtan korlatozhatjuk az egyes jatékosok nem

dominalt stratégidinak halmazara.

-5
A=(-5 0 B=
11. A Fogolydilemma — szigoruan dominalt sorok ill. oszlopok kikiiszobolése

Megoldas

Esetiinkben a dominalt sorok illetve oszlopok eltavolitasa utan mindkét jatékosnak egy-
egy stratégidja maradt, igy ezek jelentik a jaték megoldasat. Mindkét fél a szigortian
kardinalis hasznossagot jelolnek a szamok) —5 és —5 év lesz. Ez a jaték egyetlen tiszta
egyensulypontja, amely azonban nem-Pareto-optimalis allapot, vagyis Pareto-inferior. Ez azt
jelenti, hogy létezik egy masik allapot, amely legalabb egy személynek jobb és senkinek sem
rosszabb, mint a meglévd. Jelen esetben ez a kedvezobb allapot a (-1; -1). A fogolydilemma
érdekessége, hogy ezzel ellentétben mindharom masik nem-egyensuly Pareto-optimalis.

Akkor neveziink egy elosztast Pareto-optimalisnak, ha nincs olyan maés megvaldsithatd
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elosztas, amely mindenkit ugyanolyan helyzetben hagy, és legalabb egyvalakit jobb helyzetbe

hoz.

Alternativ megoldas "’

Mint azt az elébb lathattuk, az egyetlen Pareto-inferior egyensulyponttal rendelkezd
jatékokban az egyensulyi stratégia kovetése ellentétben all a ,kozosség” érdekével, mert
egyarant gyenge eredményt biztosit igy az egyén, mint a jatékosok 0sszessége szamara.

Erdekességképpen megemlithetjiik, hogy a vildg nagy gondolkodéi és bolcsei —
Konfuciusz, Platon, Arisztotelész, Seneca €s Jézus — mind kisérletet tettek a fogolydilemma
helyzetek elkertilésére illetve kedvezdbb megolddsara, és a kovetkezd aranyszabalyt

javasoltak az egész problémakor megoldasanak:
., Amit akartok, hogy veletek tegyenek az emberek, ti is azt tegyétek veliik.”

Feltettiik, hogy minden jatékos azt akarja, hogy neki minél jobb legyen, ezen elv szerint tehat
ugy kell cselekedniink, hogy a masiknak minél jobb legyen. Ebben az esetben én azt akarnam,
hogy a tarsam ne valljon, igy én sem fogok vallani, tehat a kooperaciot valasztom. Ha ezt az
elvet univerzédlissd lehetne tenni az emberek kozott, akkor az valoban garantilnd a
fogolydilemma helyzetek kedvezdbb kimenetelét: (-1; -1). A dolog kivihetetlensége miatt

azonban ezt csak egy idedlis, szebb vilagban tudjuk valodi megoldasként elfogadni.

Tobbszoros fogolydilemma

Az eredeti fogolydilemma azért annyira stlyos helyzet, mert csak egyetlen valasztési
lehetéségem van, amellyel minden elddl. Tegyiik fel azonban, hogy nem csak egyszer
keriiliink ebbe a szituicioba, hanem — amint ez a valdsagban elterjedtebb — tobbszoros
fogolydilemma helyzetbe keriiliink, vagyis tobbszor kell majd dontést hoznunk ugyanazon
jatékpartner ellen, s ezt a masik jatékos is tudja, és emlékezni fog a dontéseinkre, mint ahogy
mi is emlékezni fogunk az 6 dontéseire. Ebben a sokmenetes fogolydilemmaban mar mas
megoldasi modszert kell talalnunk, ugyanis a masik jatékos kétségteleniil annak megfeleléen
dont majd a késébbiekben, hogy kordbban mi milyen dontéseket hoztunk. Ha példaul az a kép
alakul ki benne rélunk, hogy nem vagyunk egyiittmiik6dd tipusuak, akkor feltehetéen 6 sem

lesz az, igy viszont hosszl tdvon nagyon leromlanak az esélyeink a kedvezd végkimenetelre.

" Méré 1aszl6: Mindenki masképp egyforma, Tericum Kiadé, 1996. 73. o.
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Az én szandékom tehat elsdsorban az, hogy meggydzzem partneremet arrél, hogy egy
kooperativ ember vagyok, aki hajlandé hallgatni. Az 6 célja is valoszintileg hasonl6 lesz. A
tobbszords fogolydilemma tehat mar nem sziikségszerlien vezet annyira lehangold
eredményre, mint az egyszeres helyzet; meggydz6 kutatdsok vannak arrol, hogy a ,.feltételes

kooperdcio” egy hasznalhaté megoldas lehet.

Axelrod versenye

1979-ben Robert Axelrod amerikai politologus szamitogépes versenyt hirdetett, mely arra
kereste a valaszt, hogy tobbszords fogolydilemma helyzetekben van-e, €s ha van, akkor mi a
leghasznalhatobb versenyzési stratégia. A versenyre 14 palyazo kiildott be programot. A
megmeérettetés ugy zajlott, hogy mindegyik programnak egy 200 1épésbdl allo fogolydilemma
jatékot kellett lejatszania eldszor sajat magaval, majd a tobbivel és végilil egy random
programmal, amit mindenkinek elézetesen megkiildtek.

A végeredményt nem befolyasolta sem a programkod hossza, sem pedig hogy mely
tudoményagban dolgozo kutatd irta. Axelrod szerint a legsikeresebben szerepld programok
mind ,,bardtsagosak” voltak, vagyis nem dezertaltak elsként. A sikeres programok masodik
legfontosabb tulajdonsaga a ,,megbocsatas”, vagyis a kooperdlasra vald hajlandosag az
ellenfél dezertalasa ellenére is.

Anatol Rapoport programja lett a gydztes, mely a ,,Tit for Tat” (TFT) nevet kapta, amely
magyarul talan ,,szemet szemért, fogat fogért” elvnek fordithato, és a feltételes kooperacio
elvén alapul: ,,nem vall” 1épéssel kezd, s azutdn mindig azt 1épi, amit az ellenfele 1épett az
el6zo 1épésben. Mivel az adott kozosség Osszetétele, vagyis a tobbi program viselkedése
hatdrozza meg, hogy mi szamit jo viselkedésnek, ezért elméletileg még irhatd olyan program,
amely jobb eredmény elérésére képes.

Noha Osszességében ez a program szerezte a legtobb pontot a versenyben, kiilon-kiilon
egyetlen stratégiat sem gyozott le. Ennek tanulsdga az, hogy egy tobblépéses, tobbszereplds
jatékban nem feltétleniil kell mindig gydzni ahhoz, hogy végiil j6 eredményt érjiink el.
Axelrod érdeme tovabba az, hogy felhivta a figyelmet arra, hogy vannak olyan tobblépéses
interakciok, ahol a tiszta stratégidk véletlenszeri keverésénél eredményesebb megoldasi

moddszerek is alkalmazhatok.
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Osszefoglalas

A fogolydilemma megoldasat a szigoruan domindlt stratégiak iteracios kikiiszobolésének
modszerével talaltuk meg, mely azon a meggydzd oOtleten alapul, hogy raciondlis jatékosok
nem jatszanak szigortian dominalt stratégidkat. Ez egy jol hasznalhaté6 médszer, &m vannak
bizonyos korlatai. Ha a moddszert tetszéleges 1épésben szeretnénk alkalmazni, akkor fel kell
tételezniink, hogy a jatékosok racionalitasa kozds tudas, vagyis nem csak azt kell feltenniink,
hogy a jatékosok raciondlisan gondolkodnak, hanem azt is, hogy minden jatékos tudja, hogy
minden jatékos racionalis, valamint azt is, hogy minden jatékos tudja, hogy minden jatékos
tudja, hogy minden jatékos racionalis (€s igy tovabb).

A masik probléma, hogy a jatékok széles korében ez a mddszer semmilyen eldérejelzést

nem ad a jaték kimenetére. Vegyiik példaul a kovetkezd bimatrixjatékot:

Masik jatékos

Egyik jatékos Y 4;0 0:4 5:3

12. Bimatrixjaték — normal formaju reprezentacio

Itt az el6bb hasznélt mddszer segitségével nem jutunk eldbbre, mert nincsenek szigortian
dominalt sorok illetve oszlopok. Ezeknél a jatékoknal mar egy erdsebb modszerre és

megoldasfogalomra van sziikségiink, ezért a kovetkezokben bevezetjiik a Nash-egyensuly

crcr

Nash-egyensily

Az n-személyes G = {Sy, ..., S,; uy, ..., Uy} normal formdju jatékban az (s, ..., s,)
stratégidk Nash-egyenstlyt alkotnak, amennyiben minden i-edik jatékos szamara az s;
stratégia az i-edik jatékos legjobb valasza (vagy legaldbbis egy a legjobbak koziil) a masik

ey

e, * * * * ,
n-1 jatékos adott (Si, ..., Si1, Sit1 , ---, Sn ) Stratégidjara:
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* * * * * * * * *
Wi(S1 5 «vvy Sid s Sip Sitls ooy Sn) = Wi(S1 5 ey Sid 5 Siy Sit1 5 «+5 Sn )

az S;-ben szereplé minden lehetséges s; stratégia esetére, tehat s a

I},lﬂag,( Wi(S15 + vy Sid s Siy Sitl s vy Sn )
optimumfeladat egyik megoldasa.’
Vagyis minden jatékos minden lehetséges stratégidja esetén jeloljik be a masik jatékos
legjobb valaszat az adott stratégidra. Az oszlopjatékos b stratégidjara példaul a sorjatékos
legjobb vélasza X, mert 4 nagyobb, mint 0 és 3. Huzzuk ald a 4-es szamot. Ha az Osszes

stratégia esetén elvégezziik ezt, akkor a kdvetkezd tablazatot kapjuk:

Masik jatékos

Egyik jatékos Y| 4:0 0;4 53

13. Bimatrixjaték — normal formaju reprezentacid

Egy stratégiapar akkor alkot Nash-egyensulyt, ha a hozzajuk tartozd celldban mindkét
kifizetés ala van htuzva. A jaték egyetlen tiszta Nash-egyensulyat itt a (Zc) stratégiapar

szolgaltatja a hozza tartozé (6 ; 6) kifizetéssel.

Elonyok

Elmondhat6, hogy ha egy stratégiapar Nash-egyensulyt alkot, akkor az biztosan
megmarad a szigortan domindlt stratégidk iteracios kikiiszobolése utdn is, ugyanakkor
létezhetnek mas stratégidk, amik szintén megmaradnak, 4m nem alkotnak Nash-egyensulyt.
Ezaltal a Nash-egyensuly egy erdsebb megoldasfogalom. Ha az iteracios kikiiszobolés utan

egyetlen stratégiapar marad, akkor az biztos, hogy Nash-egyensulyt alkot.

"> Gibbons, Robert: Bevezetés a jatékelméletbe. Nemzeti Tankonyvkiadd, 2005. 15. o.
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Hatranyok

A tobb Nash-egyensullyal rendelkezé valtozo Osszegii jatékokban jelentds problémak
Iéphetnek fel. Ezekben a helyzetekben az egyensulyi stratégia valasztasdnak elve 6nmagaban
nem garantalja, vagy éppen megakaddlyozza a jO eredmény elérését. Ennek részleteit a

kovetkezo fejezetben mutatjuk be.
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2.2.2. A csirkedilemma

A trojai fogatverseny

A bevezetd részben szerepld reprezentacionk targya, a kubai rakétavalsag szerkezetében
nagyon hasonlit arra a jatékra, amit Trojanal jatszott két gérog harcos tobb mint haromezer
évvel ezel6tt. Menelaosz és Antilokhosz harci szekereikkel versenyeztek egy hirtelen sziikiild

uton, melyrdl ir err6l Homérosz az Ilidszban:

»Meneldosz az ut kozepén hajtott, remélve, hogy senki sem fog megprobalni
tal kozel menni kerekeihez, Antilokhosz azonban kiugratta lovait, és

kozvetleniil mellé 4llt. Meneldosz ettd] megijedt, és rakialtott:

»Antilokhosz, be vakon hajtasz, fékezd paripaid: itt épp sziik a szoros, tiistént

tag uton elézhetsz: szétziizodunk igy, szekered szekerembe szaladhat. « >

Meneldosznak ¢és Antilokhosznak egyarant két stratégidja volt: kooperalas (K), azaz
kitérés, a lovak visszafogasa, vagy dezertdlds (D), azaz a Kkitartds, a tovabbhajtas.
Feltételezhetjiik, hogy a legrosszabb kimenetel mindkettejiiknek az lenne, ha mindketten
dezertalnak (DD), azaz mindketten tovabbhajtanak: igy 0Osszeiitkoznek, és valosziniileg
halalukat lelik a lovak talpai alatt. A legjobb eredmény pedig az, ha én megnyerem a versenyt,
tehat tovabbhajtok, a masik pedig kooperdl, tehat visszafogja a lovait (DK). Feltessziik
tovabba, hogy a masodik legjobb kovetkezmény az, ha mindketten kooperalnak, azaz
egyarant visszafogjak a lovaikat, igy pedig dontetlen lesz a verseny végeredménye (KK). A
harmadik legjobb (vagy masodik legrosszabb) kimenetel pedig az, ha elvesztem a versenyt, de

¢letben maradok, vagyis kooperalok, a masik viszont dezertal, azaz tovabbhajt (KD).

A kovetkezoképpen alakul igy a jaték nyereménymatrixa (a legjobb kdvetkezményt 4-es

jeldli, a masodik legjobbat 3-as, és igy tovabb):

" Schelling, T. C.: Arms and Influence. Yale University Press, 1966. 117.
" Homérosz: Iliasz. Eurépa Konyvkiadd, 1985. Huszonharmadik énck
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Menelaosz

Kitér (K) tovabbhajt (D)
kitér (K) 3;3 2:;4
Antilokhosz
tovabbhajt (D) 4;2 151

14. A tréjai fogatverseny - normal formaju reprezentacid

Ha jol megfigyeljiik, akkor lecserélve Anthilokoszt ,,Egyesiilt Allamokra”, Meneldoszt
pedig ,,Szovjetuniora”, tovabba a startégidk neveit megfeleléen atirva, pontosan a kubai
rakétavalsag reprezentacidjat kapjuk: a két gordg harcos 4altal jatszott jaték ¢és a
szuperhatalmak vetélkedésének nyereménymatrixa teljesen megyegyezik. Mindkét jaték
egyarant az un. csirkedilemma (vagy gydva nyul) tipusu jaték egy-egy konkrét példdja,

amelyet a kovetkezmények f0lotti preferencidik strukturdja hataroz meg:
(DK) > (KK) > (KD) > (DD).

Nevét pedig arrdl a veszélyes autos jatekrol kapta, ami az 1950-es években terjedt el az
amerikai fiatalok korében: a két fél autdval egymas felé szaguld, €s aki kitér a masik eldl, azt

gyava nyulnak, vagy csirkének csufoljak.

Jatéktipusok

Az Iliasz-beli trojai fogatverseny és az 1962-es kubai rakétavalsag idében ugyan nagyon
tavol all egymastdl és a szerepldik is teljesen eltérdek, de mindezen eltérések ellenére a két
konfliktus belsé szerkezete azonos. Ebbdl lathatd, hogy a jatékelmélet egyik fontos szandéka
és feladata az, hogy a kiilonbozd id6ben és eltérd koriilmények kozott felmeriilé problémakat
valamiképpen absztrahalja: levalassza roluk azt, ami egyedi, ami helyhez és id6hoz kotott, és
beillessze a latszolag eltérd konfliktusokat egy egységes keretbe, és a felszinek
kiilonbozésége mogott megldssa azokat az altalanos mintazatokat, amik a dolgokban kozdsek.

Emiatt az jatékelméleti szakember feladata az, hogy példaul a gérdg hdsok és a huszadik
szdzadi szuperhatalmak kozott latszolag fennallo kiilonbozoségek ellenére meglassa a két
konfliktus ko6zds struktirdjat, azonos belsd szerkezetét, vagyis azt, hogy a két probléma

absztrakt modon ugyanabba a kategoridba esik.
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Kétszemélyes 2x2-es jatékok esetében Osszesen 78 féle egymastol 1ényegesen kiilonbdzo
tablazat 1étezik, koziilik 12 olyan jaték, melyben a jatékosok szimmetrikus helyzetben
vannak.

Ezek koziil csak 4 tekinthetd dilemmanak, vagyis csapdahelyzetnek:

Fogolydilemma helyzetek: T>R >P > S (és 2R >T + S)
Csirkedilemma helyzetek: T>R >S>P
Nemek harca helyzetek: T>S >P >R

Vezérdilemma helyzetek: S>T >R >P

Az elnevezéseknél attértiink a szakirodalomban haszndlatos jeldléshez: Sucker’s payoff =
(KD), Punishment for mutual defection = (DD), Reward for mutual cooperation = (KK),
Temptation to defect = (DK).

Megoldas

A trojai fogatversenynek, ami a csirkedilemma-helyzet egy konkrét példaja, két tiszta
Nash-egyensulyi helyzete van: a (KD) illetve a (DK), vagyis vagy Anthilokhosz tér ki
egyoldaltian, vagy Meneldosz. Ebbdl kovetkezik, hogy mind a tovabbhaladés, mind a kitérés
racionalis viselkedésnek szamit. Tobb egyenstlyponttal rendelkezé zérusosszegii jatékoknal
mindegy volt, hogy melyik egyensulyt valasztjak a jatékosok, mert ugyanaz volt az értékiik.
Valtozd 0Osszegli jatékoknal azonban eldfordulhat, ¢és itt el6 is fordul, hogy az
egyensulypontok a jatékosoknak kiilonb6zd nyereményt biztositanak / (2 ; 4) és (4 ; 2) /, ezért
nem ekvivalensek és nem felcserélhetok.

A tobb kiilonbozé egyensulypontot tartalmazd valtozd Osszegli jatékokban ezért erds
érdekellentét van a szereplok kozott, mert minden jatékos azt akarja, hogy a neki kedvezdbb
egyensuly kovetkezzen be. Jelen esetben erre a jatékos egyetlen esélye az, ha teljesen
vilagossa teszi a masik fél szamara, hogy részérdl a kooperacié szoba sem johet. A konfliktus
megoldasa szempontjabol ugyanakkor fontos, hogy Iétezik-e minden jatékos szamara
méltanyos kimenetel vagy sem. Itt a méltanyos kimenetel a (KK) allapot lenne a hozzatartozo
(3 ; 3) kifizetéssel, amely egyben megfelel a biztonsagi szintet maximalizalé elvnek is és
Pareto-optimalis allapot, viszont nem egyensuly. Ebbdl is lathatjuk, hogy valtozé Osszegii

jatékokban a maximin stratégiak nem feltétleniil vezetnek egyensulyhoz.
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A konfliktusnak létezik egy kevert egyensulypontja is, amikor mindkét jatékos egy
meghatarozott valoszintiséggel valasztja a kitérést.

A kovetkezd kvadratikus programozasi feladatot kell megoldanunk:

x>0 y=0
1'x=1 1y =
Ay < ol B'x <1

x'(A + B)y — o — B — max.

15. Bimatrixjaték — Kvadratikus programozasi feladat kapcsolata

Egy x*, y* stratégiapar akkor és csak akkor egyensulypontja a bimatrixjatéknak az o*, 3*
megfeleld kifizetéfiiggveény-értékekkel, ha x*, y*, o*, B* optimalis megoldasa az elSbbi

kvadratikus programozasi feladatnak, amelyben az optimalis célfiiggvényérték zérus.

ST I

16. A trojai fogatverseny — bimatrixos abrazolas

Ekkor a programozasi feladat a kdvetkezd alaku:

X1, X2, V1, V2 = 0
x;+x,=1
yity=1

3y1 + 2y, —a =0
4yi + 1y, —a =0
31 +2x,—-B=0

£1+1X7—_BSO

Oxyy; + 6x1y2 + 6xoy1 + 2x0y, — o — 3 — max.

A keresett kevert stratégiapar:

¥ Szidarovszky F. — Molnar S.: Jatékelmélet miszaki alkalmazasokkal, Miszaki Konyvkiadd, 1986. 38. o.
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Mivel ez a megoldas kielégiti a feltételrendszert, és a hozzatartozo célfiiggvényérték is 0,
ez egy optimalis megoldasa a kvadratikus programozasi feladatnak, igy egyensulypont is. Ez

alapjan azt javasolhatjuk, hogy mindkét jatékos 0,5 valdsziniiséggel keverje a két tiszta

stratégiajat. A jatk értéke » = o = 2,5.

Osszefoglalas

Amint azt az elézoekben lattuk, megtorténhet hogy egy valtozo 0sszegli jatéknak tobb,
egymassal nem ekvivalens Nash-egyensulya is létezik. Igy a zérusosszegi jatékokkal
ellentétben itt az is eléfordulhat, hogy minden jatékos egyensulyi stratégiat jatszik, mégsem
alakul ki egyensﬁlyi éllapot. Ha példéul Antilokhosz a D stratégiéj at jétssza, ¢s Meneldosz is a
adodik (1;1), ami raadasul nem is egyensulyi allapot.

Nash tétele szerint, ha a G = {S;, ..., S;; uy, ..., u,} n-személyes normal formaj
jatékban n, valamint minden S; véges, akkor a jatéknak mindig van legalabb egy Nash-
egyensulya (esetleg kevert stratégiakban). Az elobb jelzett probléma miatt azonban a Nash-
egyensuly nem alkalmas arra, hogy altalinos megolddsfogalomma véljon. Nem tudunk
ugyanis tandcsot adni a jatékosoknak arrol, hogy tobb eltérd Nash-egyensuly koziil melyiket
érdemes valasztani. Igy elérejelzést sem tudunk adni afelél, hogy a jatékosok a valdsagban
melyik stratégiat fogjak jatszani.

Erdekességképpen megemlitjiik, hogy a valdsagban a kubai rakétavalsag a (DK)
kimenetellel végzddott, vagyis az amerikai fenyegetés hatdsara a szovjetek kivontdk a
rakétaikat Kubabol. Homérosz Ilidszdban is a (DK) kimenetel kovetkezett be, vagyis
Antilokhosz tovabbhajtott, mintha nem hallotta volna a felszolitasat, s ezért Meneldosz
kénytelen volt kitérni. Elmondhatd, hogy a csirkedillemdk altalaban az egyik vagy mindkét fél

kitérésével végzodnek.
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2. 2. 3. A visszahivas dilemmaja

Az el6z0 részben lathattuk, hogy a tobb kiilonb6zo értékii Nash-egyensulyt tartalmazé valtozo
Osszegll jatékok nem oldhatok meg egyértelmiien. Arr6l azonban nem szoéltunk, hogy az
azonos egyensulyi helyzeteket tartalmazo jatékokban is adddhatnak gondok. A visszahivas
dilemmaja erre nyujt példat.

Képzeljiik el, hogy egy telefonbeszélgetés kdzepén a vonal hirtelen megszakad. Ekkor
mindkét félnek két lehetdsége van: vagy tarcsdz, vagy varakozik. Ha mindketten tarcsaznak,
akkor mindketten foglalt jelzést kapnak. Ha mindketten varnak, akkor megintcsak nem fogjak
tudni folytatni a beszélgetést. A legjobb helyzet az, ha egyvalaki tarcsaz, a masik pedig
varakozik.

A jaték tablazata igy a kovetkezo:

Masik
tarcsaz (T) varakozik (V)
tarcsaz (T) 0;0 1;1
Egyik
varakozik (V) 1;1 00

17. A visszahivas dilemmaja - normal formaju reprezentaciod

Megoldas

A jaték két tiszta Nash-egyensulya a (TV) illetve a (VT), igy a ,,tarcsdz” is és a ,,varni” is
egyensulyi stratégia. A kérdés csak az, hogy melyiket valasszak a jatékosok. Mivel ez egy
tobb, egymassal ekvivalens egyensulypontot tartalmazo inerakcid, ezaltal a jatékban nincs
érdekkonfliktus, viszont ennek ellenére a jatékosok csak akkor érhetnek el jo eredményt, ha
ugyanarra az egyensulyi helyzetre torekednek.

Az egyensulyi stratégia kovetése tehat olyan helyzetekben sem biztos, hogy egyensulyi
allapothoz vezet, ahol tobb, egyforman kivanatos Nash-egyensuly létezik, s koziilik kell
valasztani.

A visszahivas dilemmajanak 1étezik kevert egyenstlypontja is.
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18. A visszahivas dilemmaja — bimatrixos abrazolas

A kevert stratégiapar meghatdrozasdhoz a kovetkezd programozasi feladatot kell
megoldanunk:
X1, X2, Y1, Yz Z O

X1+X2:1

vity=1
ya—a =0
yi—a=0
-3 =0

X1—§§0

2X1Y2 + 2X2Y1 — o — B — maxX.

A megoldas az lesz, hogy a jatékosoknak 1/2 valdszinliséggel kell kevernilik a tiszta
stratégiaikat az optimalis eredmény eléréséhez. A jaték értéke igy » = o = 0,5.
Az ilyen helyzetek megoldasdban az is segithet, ha a felek eldre egyeztetik egymadssal,

hogy ilyen esetekben hogyan fognak viselkedni, vagyis megéllapodnak valamilyen

szabalyban, pl. hogy mindig a hivo fél tarcsaz Gjra.
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3. fejezet

Osszefoglalas

Az elsO fejezetben bemutattuk a zérusosszegli jatékokat, és megvizsgaltuk megoldasi
lehetdségeiket. A biztonsagi szintet maximalizdld6 minimax illetve maximin stratégiak
segitségével egy jol hasznalhato megoldasi modszert mutattunk be, mely a kevert stratégiak
¢s a varhaté vagy datlagos nyeremény fogalmanak bevezetésével a nyeregpont nélkiili
jatékokban is biztositotta az optimalis stratégia megtalalasat. Megallapitottuk, hogy
zérusoOsszegll jatékok egyensulypontjai ekvivalensek egymassal és felcserélhetéek, valamint,
hogy minden matrixjatékra irhatd6 megfeleld linedris programozasi feladat, mellyel a jaték
Osszes egyensulypontja meghatarozhatd. A kevert stratégidkkal kapcsolatban ismertettiink
néhany felmerilt problémat, mely az elmélet alkalmazhatosagat kicsit gyengitette.

A masodik fejezetben a valtozd Osszegli jatékok esetében felmeriild problémakat
vizsgaltuk. A zérusdsszegli jatékokban haszndlt modszerek itt nem jartak sikerrel, ezért ujabb
modszereket ismertettiink. Bemutattuk, hogy milyen 6sszefiiggés van a bimatrixjatékok és a
kvadratikus programozasi feladat optimalis megoldasa kozott. A szigorian dominalt
stratégidk iteracids kikiiszobolésének modszerével sikeriilt megtalalnunk a fogolydilemma
megoldasat, ezutdn pedig bevezettik a Nash-egyensuly fogalmat, mely egy erdsebb
megoldasfogalomnak bizonyult, ugyanakkor a tobb Nash-egyensullyal rendelkezd jatékokra
nem tudtunk egyértelmii megoldast adni.

A jatékelméleti dilemmak bemutatasaval megprobaltunk ravilagitani arra, hogy egy-egy
adott szitudcidoban nem mindig a raciondlis dontés biztositja a legnagyobb nyereményt, s
megkiséreltik bemutatni, hogy az egyensulyi stratégidk valasztdsanak elve nem minden
esetben garantalja, s6t néha éppen megakadalyozza a j6 eredmény elérését.

Egy jatékot megoldhatonak neveziink, ha minden egyensulypontja rendelkezik az
ekvivalencia és felcserélhetdség tulajdonsagokkal, és szigoriian megoldhatonak neveziink, ha
megoldhato és van domindns vagy Pareto-optimalis egyensulyi helyzete.

Megmutattuk, hogy sok jaték ilyen értelemben nem megoldhat6, azaz a jatékelmélet nem
minden esetben tud tandcsot adni a jatékosoknak a stratégiavalasztast illetden. Szomoruan

megallapitjuk, hogy nem létezik olyan modszer, amely minden esetben segitségilinkre lehetne.
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De ,,abbol, hogy a jatékelmélet nem ad egyértelmii megoldast a jatékok bizonyos tipusai
esetében, még nem kell arra kovetkeztetni, hogy az elmélet hibas, vagy nincs megfeleléen

kidolgozva. Lehet, hogy ilyen a dolgok valodi természete.” '

Méré Laszl6 szavaival zarjuk megallapitasainkat: ,,Az ujabb ¢és tUjabb problémak
megoldasadhoz mindig is a racionalitds Ujabb ¢és ujabb formait lesziink kénytelenek

megtalalni.” /7

16 Bacharach, M.: Economics and the Theory of Games, CO: Westview Press, 1977.
" Mér6 1aszl6: Mindenki masképp egyforma, Tericum Kiadé, 1996. 97. o.
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