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Eloszo

Az alapképzésben oktatott analizis, linedris algebra, vektoranalizis témako-
reit feldolgoz6 konyvek, jegyzetek szdma nagy. Ha egy uj sziiletik, természetes
moédon vetddik fel a kérdés: mi adja az 4j munka egyediségét, mit6l lesz jobban
hasznalhat6 a tobbitdl.

A konyv, amit az olvasé kezében tart nem a megszokott médon kozelit a
matematikai ismeretanyaghoz: els6sorban azt hangsilyozza, hogy miért kell
matematikai mddszereket, fogalmakat megtanulni, hol és hogyan alkalmazha-
ték a matematikai ismeretek.

Mivel a konyv a matematika targy eléadasaihoz és gyakorlataihoz késziilt,
a témakorok kovetik a targy természetes menetét, de az egyes fejezetek kidol-
gozasakor nem a fogalmak, tételek rendszerezett felsoroldsa a cél, hanem annak
a miiszaki vagy gazdasagi problémakdrnek a bemutatdsa, ahol az ismereteket a
hallgatéknak a késbbi tanulmanyaik soran alkalmazniuk kell.

Egy-egy témakor bemutatdsa nem néhany példa leirdsét jelenti, hanem a
problémakor rovid, 1ényegre tord, de szakmailag korrekt leirdsat. Az ilyen
igény( feldolgozas nehézségét az adja, hogy a szerzének értenie kell a ma-
tematikdhoz és a feldolgozott szakteriilethez is. E konyv szerz6inél ez adott
volt, hiszen mindhdrman mivel&i a bemutatott szakteriiletnek amellett, hogy
sok éves tapasztalatuk van a matematika oktatdsdban.

A Debreceni Egyetem Miiszaki Kardn az utébbi évtizedben szdmos "ha-
gyomanyos" oktatdsi segédanyag, jegyzet késziilt, melyek tételesen tartalmaz-
zdk a matematika targy anyagéit. Az oktatdsnak (nem csak a matematika vizs-
gdk eredményére vonatkozd) eredményességére és hasznossigara valo torekvés
mégis arra késztette a szerzoket, hogy a miiszaki mechanika, fizika, kémia, bi-
oldgia, kdzgazdasdgtan targyak tematikdjabol néhdny fontos ismeretkort beépit-
senek a matematika eldaddsok és gyakorlatok anyagdba. Emellett az is céljuk
volt, hogy a geometriai példak val6s miiszaki problémakhoz kotédjenek. Igy
példdul a vizsgalt testek, feliiletek épiiletelemekhez, mérnoki mitirgyakhoz,
gépészeti alkatrészekhez kotddnek. Ebben a munkdban mdra oddig jutottak,
hogy a feldolgozott anyag mennyiségében és mindségében megalapozta egy
tankOnyv megirdsat.

A mérnoki szakokon folyé matematikaoktatds a témakorok kidolgozdsa-
nak, az ismeretek ataddsanak moddszertandban lényegében ma is a klasszikus
szemléletmddot koveti. Azonban minél tobb hallgaté szdmdra akarjuk (elfo-
gadhat6 eredményességgel) atadni a matematikai ismereteket, anndl inkabb je-
lentkezik a probléma, hogy csak kevés hallgat6 képes a megszokott absztrak-
ci6s szinten az ismereteket befogadni. A praktikumhoz val6 kozelités igy nem



csak az oktatdsi célok dltal motivalt torekvés, hanem kényszer is az oktatdsi
folyamatban.

E konyv egyik er6ssége, hogy a miiszaki és a gazdasagi témakorok be-
mutatisira az adott szakteriileten elfogadott terminolégiat és jelolésrendszert
haszndljdk a szerz6k. Ez azért kiillonosen fontos, mert a tapasztalatok szerint a
szakmai targyak tanuldsa sordn a hallgaték tobbsége nem veszi észre, hogy a
vizsgdlt példa a matematika 6rdn mar ismertetésre keriilt, ha nem ugyanazokat
az elnevezéseket hallja.

A konyv megirdsakor lényeges szempont volt, hogy a témakorok konnyen
visszakereshet6k legyenek, amikor valamely szaktargy keretében targyaldsra
keriilnek. Ha a hallgaté tjra és tjra el6veszi a konyvet az aktudlis témakorhoz
kapcsolodd szamitasi modszerek atismétlésére, egyre vilagosabba valik sza-
mara a szaktargyak és a matematika kozotti kapcsolat, €s az ismeretei is jobban
rogziilnek.

Jelen konyvet kivéltképpen ajanljuk azoknak a matematikat oktaté kdzép-
iskolai, f6iskolai vagy egyetemi tandroknak, akik nem rendelkeznek mdszaki,
természettudomanyos, vagy kozgazdasagi végzettséggel, de mindig is érdekelte
Oket, hogy hol, és hogyan alkalmazhaték a matematikai eszk6zok és modsz-
erek, amiket tanitanak. Szdmukra ez a konyv afféle ,kincsesldda”, amelyben
barmikor keresgélhetnek, és rataldlva egy-egy érdekes alkalmazasra bevihetik
azt magukkal az 6rdra, vagy kiadhatjdk otthoni feladatnak. Mai rohand vild-
gunkban ritkdn van arra id6, lehet8ség, hogy egy t6liink tdvol all6 miiszaki, ter-
mészettudomanyos vagy kozgazdasdgtudomanyi szakteriileten elmélyedjiink.

Ez a konyv kézen fogva vezeti az olvasot, levéve vallardl a terhet, és 1énye-
gre tor6, olvasmanyos formdban nyujt betekintést a miiszaki és természettudo-
manyos szemléletmddba és az alkalmazdsok széles tdrhdzéba.

A szerz6k koszonetiiket fejezik ki J6zsa Bettina Csilla vegyészmérnok e-
gyetemi hallgaténak, aki a jegyzetet gondosan 4tolvasta, illetve a kémiai alkal-
mazdsokndl hasznos észrevetételeivel segitetette a feladatok preciz megfogal-
maz4asat és megoldasat.

Dr. Kocsis Imre
tanszékvezetd féiskolai tanar
és a tankonyv szerzoi
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6 1. ELEMI GEOMETRIA

1.1. Sikbeli szerkezetek geometriai viszonyai

Elméleti osszefoglalo. Egy rugd megnyiildsa (0sszenyomdddsa) az alabbi 6sz-
szefiiggéssel szamolhato:
Al = |l — |,

ahol Al a rugé megnyudldsa (6sszenyomddasa);
[ a rugd megnyult (6sszenyomott) hossza;
lp a rigd nyujtatlan (6sszenyomatlan) hossza.

Sziikséges matematikai ismeretek. Szogfiiggvények alkalmazasa, szinusz-
tétel, koszinusz-tétel.

Mintafeladat. Egy kisméreti test a fiiggleges irdnnyal « szoget bezar6 AB

vezet6rid mentén mozoghat. A testhez az aldbbi dbrdn [4thaté mdédon egy rugét
erGsitiink. Amikor a test az A pontban van, akkor a rugd megnyildsa nulla.

Adatok:
a=30°% h=0,5[m]; a =0,7[m].

Mekkora a rugé megnytldsa, amikor a test a B pontban van?
Megoldas:
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Az o sz0g nagysiga:
ap = a+90° = 120°.
Els6 1épésben felirjuk a koszinusz—tételt a P AB haromszogre:
P=a>+h?>—2a-h-cosay.

Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

2=0,7740,52-2-0,7-0,5- cos 120°

1?=0,49+0,25+0,35

2=1,09,
amibdl [ ~ 1,04 [m]. Ezt felhasznélva

Al=|l—1p| =11,04 —0,7] = 0,34 [m].
A rug6 megnyilasa tehét 0, 34 [m].
Gyakorloé feladatok.

1.1.1. Feladat. Egy kis goly6 az dbrdn lathaté R sugari negyed koriv alaki
palya mentén mozoghat. Amikor a goly6 a pdlya felsd, A pontjdban van, a
rugd megnyuldsa nulla. Ezt szemlélteti az aldbbi 4bra:

Adatok:
a=60% a=0,2m]; R=0,1[m].
Hat4rozzuk meg a rugd megnyulasat az o szoggel jellemzett B pontban!
Megoldas:
A rugé nydjtatlan hossza lp = 0, 2 [m]. A rugé megnyilt hossza
2=0,3240,12-2-0,3-0,1 - cos 60°
2=0,07,
igy [ ~ 0,26 [m]. Tehdt a rugé megnyult hossza
Al=1l—-1p| = 0,26 —0,2=0,06[m],
igy a rugé megnyult hossza Al ~ 0,06 [m].
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1.1.2. Feladat. Az « hajldsszogti, sima lejtdre helyezett pontszerl testhez az
dbran lathaté médon egy nyomoérugot erdsitiink. A rigd dsszenyomddésa viz-
szintes helyzetében nulla.

Adatok:

a=30% 8 =40°% Iy = 0,6 [m].
A testet elengedve, az a rug6 ! hosszisdga mellett keriil egyenstlyba. Mekkora
a rugd osszenyomoddasa ekkor?

Megoldas:
Tekintsiik az aldabbi A BC haromszoget:

0,6

A

A fenti haromszogben felirva a szinusz-tételt azt kapjuk, hogy

l sin 30°
0,6  sin140°°
Az adatok behelyettesitése utan az
l 0,5
0,6  0,6428

egyenlethez jutunk. Az egyenlet megolddsa utdn azt kapjuk, hogy a rugé ossze-
nyomddasa [ ~ 0,47 [m].
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1.1.3. Feladat. A mellékelt dbra egy forgattyts hajtomiivet szemléltet.

Adatok:
R =20[cm]; | =50 [cm]; oo = 20°.

Szamitsuk ki az aldbbi dbran jelolt d tavolsagot!
Megoldas:
A koszinusz-tételt felirva azt kapjuk, hogy

P=R*+(d+R?-2-R-(d+ R) -cos110°.
Az adatok behelyettesitése utan

502 = 20% + (d +20)% —2-20 - (d 4 20) - cos 110°

adodik. A nevezetes azonossdg elvégzése €s a zdrdjel felbontdsa utdn azt kap-
juk, hogy

2500 = 400 + d” + 40d + 400 + 13,68d + 273.
Osszevonit kivetden a

d? 453,684 — 1427 =0

masodfoku egyenlethez jutunk. Az egyenlet megolddsara d; ~ 19,5, illetve

dy = —73, 18 adddik, igy d > 0 miatt a keresett d tavolsag 19,5 [cm].

1.1.4. Feladat. Egy édllanddan fejl6dd tizem vizsziikséglete tobb, mint az a viz-
mennyiség, amelyet a vezetékcsd jelenlegi keresztmetszetével széllitani tud.
Sziikségessé valt a csovek kicserélése. Az tizem tovabbi fejlédésével szamolva,
olyan csoveket akarnak beépiteni, amelyekkel a jelenlegi vizmennyiség harom-
szorosdt is szdllithatjdk. Mennyivel kell novelni a csé jelenlegi 3 [cm]-es suga-
rat?
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Megoldas:

Jeloljiik z-el azt az értéket, amennyivel meg kell novelniink a csé sugarat!
Ekkor a feltétel szerint

3+2)? 7r=3-3%7.

A kapott egyenlet mindkét oldalat osszuk el m-vel:

(3+z)2=3-3%
Elvégezve a nevezetes azonossagot, az dsszevondst, majd nulldra redukdlva az
egyenletet azt kapjuk, hogy

9+ 6z + 22 = 27

2?2 + 61 — 18 = 0.
A masodfoku egyenlet megoldéképletét alkalmazva
—6£v36+72 _ —64£108  —6+£10,4
2 2 2

adodik. A geometriai tartalom miatt a negativ gyokot nem értelmezziik, igy azt
kapjuk, hogy x =~ 2,2 [m]. A cs0 jelenlegi sugarét tehit = ~ 2,2 [cm]-rel kell
megndovelni.

T12 =

1.1.5. Feladat. Egy lada alapja olyan téglalap, amelynek teriilete 7,2 [m?],
keriilete pedig 11, 6 [m]. Mekkor a ldda hosszisdga és szélessége?
Megoldas:
A keresett lada alaplajanak oldalait jeloljiik a-val és b-vel. Ekkor a feltételek
szerint egyrészt
2 (a+b)=11,6,
masrészt
a-b="172.
Az elsd egyenletbdl kifejezziik példaul a b ismeretlent: b = 5,8 — a. Ezt
behelyettesitve a masodik egyenletbe, majd a kapott egyenletet rendezve az
a?—58a+7,2=0

masodfoki egyenlethez jutunk. Ennek megolddsa utdn a; = 4 vagy ag = 1,8
adodik. Ezt felhaszndlva a téglalap masik oldala: b; = 1,8 vagy by = 4.
Kovetkezésképpen azt kaputt, hogy a 1dda oldalai 4 [m] és 1, 8 [m| hosszuak.
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1.1.6. Feladat. Egy véltoztathat6 nyilasu, szabalyos hatszog alakd csavaranya
oldala a = 2 [cm] hosszisdgu. Milyen x nyildst kell vdlasztanunk ahhoz, hogy
a csavaranya és a csavarkulcs kozott pontosan 0, 6 [mm] hézag legyen?

Megoldas:

Elsé 1épésben a szabdlyos hatszog magassagét kell kiszdmolnunk. Ehhez a hat-
szoget felbontjuk hat egybevdgd szabdlyos haromszogre. A szabdlyos harom-
sz0g magassiga

a-\/§:20-\/§

Mhiromszog =~ g 17,32 [mm].
A hatsz0g magassiaga a hdromszog magassidgdnak kétszerese, igy
Mhatszog = 34, 64 [mm].
A csavarkulcs nyildsanak
34,64 + 0,6 = 35,24 [mm)]

nagysagunak kell lennie.
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1.2. Lemezek és testek tomege

Elméleti 6sszefoglalo. Egy homogén tomegeloszlasu test (lemez) tomege az
alabbi Osszefiiggéssel szdmolhato:

m=p-V,
ahol m a test (lemez) tomege, p a stirlisége, V' a térfogata.

Sziikséges matematikai ismeretek. Sikidomok keriilet- és teriiletképletei, tes-
tek térfogatdnak kiszdmoldsa.

Mintafeladat. Az alabbi dbra egy vaslemezbdl kivagott idomot mutat:

C

A lemez vastagsagat d, a vas stirliségét p jeloli.
Adatok:

a=4,5[cm]; b=6[cm]; x=25[cm]; z=1,5[cm];
R=2[cm]; d=0,3[cm]; p=17,86 [%}
cm
Szamitsuk ki az idom tomegét!
Megoldas:
A haromszog harmadik oldala:
c=c+4+2R+2=25+4+1,5=8]cm].
Ekkor az A BC' haromszog keriilete:
K=a+b+c=4,54+6+8=18,5cm].
Legyen
K
s=5 = 9,25 [cm].
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Ekkor a Héron—képlet felhasznédldsaval azt kapjuk, hogy az ABC haromszog
teriilete:

Tpn=+/s-(s—a)-(s—b)-(s—c) =
=1/9,25-(9,25 — 4,5) - (9,25 — 6) - (9,25 — 8) =
=/9,25-4,75-3,25 1,25 ~ 13,36 [cm?].

A felkor teriilete:

R2.m 22.7
Tfé]k('jr = B = B) ~ 6, 28 [ch].

A lemez teriilete:
Tiemez = T — Treksr ~ 13,36 — 6,28 = 7,08 [cm?].
A vasidom térfogata:
V =d Temez = 0,3 - 7,08 ~ 2,12 [em?].
A vasidom tomege:
m=p-Vax786-212~ 16,66 [g].
Gyakorlé feladatok.

1.2.1. Feladat. Az aldbbi dbrdn egy aluminiumbdl kivagott idom l4thato:

o

Az aluminium sirtiségét p jeloli.
Adatok:
R=10[cm]; a=105% m=250[g); p=27 [%}
cm
Hatdrozzuk meg a lemez d vastagsagat!
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Megoldas:
Egyrészt m = p - V, amibdl az adatok behelyettesitése utan
250 =2,7-V = V ~ 92,59 [cm?]

adodik. Kovetkezd 1épésben kiszamoljuk az aluminium lemez teriiletét. Eh-
hez felhasznéljuk, hogy az aluminium lemez felbonthaté két egybevdgd ha-

romszogre €s két egyenld teriiletli korcikkre. Egyrészt
10-10 - sin 75°
Théromszﬁg = —2 ~ 48,3 [Cm2],

masrészt )
R* -7 -sin75°
Tiorcikk = — " 65,45 [cm?].

A sikidom teriilete:
T =2 (48,3 + 65,45) = 227,5 [em?].

Mivel
V=T-d = 92,59 = 227,5 - d,

ezért az aluminiumidom vastagsaga d ~ 0, 41 [cm].

1.2.2. Feladat. Az aldbbi 4bran egy rézlemezbdl kivagott idom l4thato:

i b
R
a
A réz stirliségét p jeloli. A lemez vastagsaga d.
Adatok:
a=3,5[cm]; b=3[cm]; R=2[cm]|; d =0,3[cm]; p=28§,92 [%}
m

Szamoljuk ki a rézidom tomegét!
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Megoldas:
A korszelet kozépponti szogét a-val jelolve:
e 1,75
in(—=)=- = ~ 142,08°.
Sin ( 9 ) 9 « 5
A korcikk teriilete:
22 . 1. 142,08°
Tiorcikk = ————————— ~ 4,96 [cm?].

360°
A korszelet teriilete:

4 - sin 142, 08°

Tisrszelet = 4,96 — 5 =1,23 [cmz].
Az idom teriilete:
3,53
T = ’2 — 3,73 = 1,52 [em?].

A rézidom térfogata:
V =1,52-0,3 = 0,456 [cm?].
A rézidom tomege:

m = 0,456 - 8,92 ~ 4,07 [g].

1.2.3. Feladat. Az aldbbi dbran aluminium lemezbdl kivagott idom lathato:

7l

b

A lemez vastagsagat d, az aluminium s{irtiségét p jeloli.
Adatok:

S 1 |

Hatarozzuk meg az aluminium idom tomegét!
Megoldas:

Jeloljiik R-el annak a kornek a sugarat, amelybdl a korszelet szarmazik:

15
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Ekkor az A BC haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan
(R —20)* + 40% = R?
adddik. Elvégezve az azonossagot, majd az 0sszevonast, azt kapjuk, hogy
R? — 40R + 400 + 1600 = R? = 40R = 2000,

amibdl R = 50 [cm] ad6dik. A szokdsds modon, az ABC hdromszog A csi-
csdndl 1év6 szogét a-val jelolve azt kapjuk, hogy

in () 2 S 106, 26°

sin(— ) =— ~ .

in | 5 @ )

A megfeleld korcikk teriilete:

R?t-a 5027 -106,26°
Tioreikk = —gg55— = 5 ~ 2318,23 [cm?].

Az ABC' haromszog teriilete:
R? -sina 507 - sin 106, 26°

Théromsz()g = 9 = B ~ 1200 [Cm2].

A korszelet teriilete:
T =2318,23 — 1200 = 1118, 23 [sz]_
Az aluminiumidom térfogata:

V=T d=1118,23-0,5 = 559, 115 [cm®].
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A aluminiumidom témege:
m=p-V =2,7-559,115 ~ 1510 [g].
1.2.4. Feladat. Mekkora annak a vasbol késziilt két méter hosszi egyenes cs6-
nek a tomege, amelynek belsd dtmérGje 5, 4 [cm] és a falvastagsdga 3 [mm], ha
a vas sirfisége 7,2 [%] .
Megoldas:
A cs6 kiils6 atmérdje
5,4+ 0,6 = 6[cm].
A test térfogata:
V =3%.7-200—2,7% 7200 ~ 1074, 42 [cm?].

A cs6 temege:

m=p-V =1074,42- 7,2 ~ 7736[g] = 7,736 [kg].

1.2.5. Feladat. Egy 100 x 40 x 10 [mm] méretekkel rendelkez aranyrudat sze-
retnénk vasarolni. Tudjuk, hogy 1 uncia arany dra 1000 dollar. (1 uncia=31,1
gramm). Az arany sfirisége 19,3 [ : } Héany gramm egy ilyen aranyrdd

cm3

tomege? Hany forintot ér az aranyrid, ha 1 dollar 320 forint?
Megoldas:
Az aranyrud térfogata:
V =100 - 40 - 10 = 40.000 [mm?] = 40 [cm?].
Az aranyrid tomege:
m=p-V=193-40="772[g|.

Az aranyrud
772

31,1

~ 24,82
uncia tomeg(i, melynek ara

24,82 -1000 - 320 = 7.942.400
forint.

1.2.6. Feladat. * Szamoljuk ki az alabbi vaslemezbdl kivagott idom vastagsa-
gat:
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Adatok:
a=1,2[cm]; R; = 3[cm]; Ry =1[cm];
_ ) _ ) _ &
Ry =0,5[cm]; m=43,7[g; p=7,86 [Cmg].
Megoldas:

A vasidom vastagsédga 0, 3 [cm].
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1.3. Térbeli szerkezetek geometriai viszonyai
Sziikséges matematikai ismeretek. Sikidomok teriiletképletei, szogfiiggvé-
nyek, Pitagorasz-tétel, szinusz-tétel és koszinusz-tétel.

Mintafeladat. Az dbran l4that6 torony stabil helyzetét harom, egymassal meg-
egyezd hosszisagu kotél biztositja az aldbbi dbra szerint.

Adatok:

a = 60 [m]; h = 80 [m].
Hat4rozzuk meg a kételek hosszisdgit és egymadssal bezart szogét!

Megoldas:

Az alapkor sugara

V3 2 V3 V3
R=— -a=——a=— 60~ 34,64 m].
2 39T 373 /64 m
A kotelek hosszisdgat Pitagorasz-tétellel kaphatjuk meg:
> = R*+h°

Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
I? = 34,64% + 80° =  1~87,18[m].

A kotelek egymadssal bezart szogére felirhatjuk a
a

sin%:%m0,344

Osszefiiggést, amibdl azt kapjuk, hogy

% ~20,13° =  a~ 40,26°.
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Tehat a kotelek hosszisdga 87, 18 [m], az egymadssal bezart szogiik 40, 26°.
Gyakorloé feladatok.

1.3.1. Feladat. Szamitsuk ki az o, 3 és v szogeket az alabbi, rudakbdl allé
szerkezet esetén!

5,50m

3,12m

5.50m

¥ 3.92m

70\

5,50m

Megoldas:

Tekintsiik az alabbi haromszoget:

4 3,12 B

Felirva a koszinusz tételt azt kapjuk, hogy
2,852 =3,122 + 3,922 - 2.3,12- 3,92 - cos 5.
Elvégezve a kijelolt miiveleteket az

8,1225 = 9,7344 + 15, 3664 — 24,4608 - cos 8
—16,9783 = —24,4608 - cos 3

egyenlet ad6dik, amibdl azt kapjuk, hogy
B = 46,04°.
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Az o szdget a fenti ABC haromszogbdl szinusz tétel segitségével hatdrozhatjuk
meg:

sina 3,92

sin46,04° 2,85

A v szdg kiszamolasahoz tekintsiik el6szor az aldbbi haromszoget:

= o~ 81,05

c

A 5,5 B

Ebben a haromszogben az x értékét koszinusz tétellel kaphatjuk meg:

2?2 =3,122 45,52 —2-3,12-5,5 - cos 80°.
A megfeleld miiveletek elvégzése utdn azt kapjuk, hogy = ~ 5,83 [m]. A v
szoget szinusz tétellel felhasznaldsaval szamolhatjuk ki: v ~ 31, 81°.

1.3.2. Feladat. Uj iszémedencénk alapja 3 méter sugarii kor.

a) Mennyi id6 alatt tudjuk megtolteni 1 méter magasan vizzel, ha a csapbdl
percenként 30 liter viz folyik?

b) Hany forinttal emelkedik az éves vizdijunk, ha évente 5-szor kell cserélni a
vizet a medencében és 1 [m?] viz dra 600 forint?

Megoldas:
a) A medence térfogata a ,,szokdsos" jelolések felhasznédldsdval:
V=r’7m-m=1,5pi-1=2251[m? ~ 7,07 m?,
igy V = 7070 liter. Percenként 30 liter viz folyik at a cs6von, igy

7070
—— ~235.67
30 ’

perc alatt telik meg a medence vizzel.

b) Az éves vizdjunk
600 - 7,07 -5 = 21.210
forinttal emelkedik.
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1.3.3. Feladat. Az dbrén lathat6 1dmpéat harom kotél tartja egyenstilyban, ame-
lyek mésik vége egy-egy oszlophoz van erdsitve.

Adatok:
l1 =1,6[m]; lo =1,8[m]; I3 =1,9[m]; a=0,8[m];
b=1[m]; c¢=0,5[m]; d=0,9[m].

Hatarozzuk meg az dbran lathat6 « és 3 szogeket!

Megoldas:

A keresett szogek

a~63,61° B~ 31,48°.

1.3.4. Feladat. Egy rudakbdl 4ll6 szerkezet az dbrdn lathaté paralelepipedon
alaku cellakbol épiil fel.

Adatok:
a=70% =75 a=0,72[m]; b=0,5[m]; c¢=0,6[m].
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Szamitsuk ki a cella dbrén jelolt e testatlojat!
Megoldas:

A cella testétléja e ~ 1,3 [m].

23
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1.4. Epiiletek és mérnoki miitargyak geometriai viszonyai

Sziikséges matematikai ismeretek. Szogfiiggvények, Pitagorasz-tétel, sikido-
mok teriiletképletei.

Mintafeladat. Az aldbbi dbran lathaté tetészerkezet geometriai adatai ismer-
tek:

Adatok:
m=38[m|; [} =20m]; ly=28[m]; f=3.000[Ft]; p=10%.

a) A tet6 fedéséhez sikpalat hasznalunk. Hatdrozzuk meg a fedendd feliilet
nagysagat!

b) A sikpala négyzetméterenként f forintba keriil. A vdgds soran keletkezd
veszteség miatt a sziikséges mennyiségnél p szazalékkal tobbet kell rendel-
niink. Szamitsuk ki mennyibe fog keriilni a fedéshez megrendelt palameny-
nyiség!

A trapéz alaku tetSrészek szoge 45°.

Megoldas:

a) Vezessiik be az

=1

2

jelolést. Ekkor = 4 [m]. Az dbrdn lathaté haromsz6g magassdga Pitago-
rasz—tétellel szdmolhato ki:

X

2 ) 2
mhéromszég =m-+ .
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Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
2 =8> +4 = 2 80,

mhéromszég mhéromszég =

18y Mhgromszog = V80 ~ 8,94 [m]. Ezt felhaszndlva

T+ Mhiromszog 2
Théromszﬁg = 72 ~ 17,88 [m ]

A trapéz alaku rész magassdga megegyezik a haromszog magassdgdval, azaz
Mirapéz = Mhiromszog-

A trapéz alaku rész teriilete

I +1 20 + 28
Trvapéz = % ey g 8,94 ~ 214, 56 [m’].

A teljes tetSfeliilet nagysaga
Tisssz = 2Tharomszog + 2T trapsz =~ 2 - 17,88 + 2 - 214, 56 ~ 464, 88 [m?].
Az adatok felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy a teté fedéséhez sziikséges
palamennyiség

T =1,1 Ty, ~ 1,1 464,88 ~ 511,37 [m?].

Mivel
f-T =3.000-511,37 = 1.534.110,

ezért a tetd fedéséhez sziikséges palamennyiség 1.652.850 F't-ba kertil.

Gyakorlé feladatok.

1.4.1. Feladat. A feladat szévege megegyezik a mintafeladatéval.
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Adatok:
a=8[m]; b=14[m|; x=3,5[m]; «o=30°%
g =30°% =060 f=3.500Ft]; p = 15%.
Megoldas:
a) Az osszteriilet Ty, ~ 114,06 [m?].
b) A fedéshez sziikséges palamennyiség 459.092 F't-ba keriil.

1.4.2. Feladat. A feladat szovege megegyezik a mintafeladatéval.

A

Adatok:

a=20[m]; b=10[m]; «a=45% [f=2500[Ft]; p=10%.
Megoldas:

a) A trapéz teriilete:

20+ 10
ﬂrapéz = ;— 7,07 = 106, 05 [mz],
a haromszog teriilete
10-7,07
Théromszﬁg = T = 35,35 [m2],

igy az Osszteriilet
Tissz = 282, 8 [m?].
b) Mivel
282,8-2.500-1,1 ="777.700,

ezért a fedéshez sziikséges palamennyiség 777.700 forintba keriil.

1.4.3. Feladat. A feladat szovege megegyezik a mintafeladatéval.



1. EPULETEK ES MERNOKI MUTARGYAK GEOMETRIAI VISZONYAI

c
b
Adatok:
a=20m]; b=15[m]; c¢=10[m]; f=3.200[Ft]; p=10%.
Megoldas:

a) Az osszteriilet Ty, ~ 260, 3 [m?].
b) A fedéshez sziikséges palamennyiség 916.256 F't-ba kertil.

27
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1.5. Testek feliilete

Elméleti 6sszefoglalo. Lasd 1.2. fejezet!

Sziikséges matematikai ismeretek. Sikidomok teriiletképletei, testek térfogat-
és felszinképletei.

Mintafeladat. Az dbran lathato, fémbdl késziilt ontvény geometriai méretei és
stirlisége ismert:

Adatok:
di =20[cm]; dy =40[cm]; d3=60[cm]; h; =30 [cm];
1
he =55[cm]; n=75 p=7,2 [%}, =01 [2}
cim m
a) Hatdrozzuk meg, hogy mennyi fém sziikséges n darab ontvény elkészitésé-
hez!
b) Az ontvények kiviil-beliil zomancfesték bevonatot kapnak. Hany liter festék

sziikséges n darab ontvény lefestéséhez, ha a négyzetméterenkénti festék-
sziikséglet f?
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Megoldas:

a)

b)

Elsé 1épésben kiszdmoljuk a h; magassagu test V; térfogatat. Ehhez

ds? i\’
Tt = Thagykor — Txiskor = (;) T (21) TR

~ 2.827,43 — 314,16 = 2.513, 27 [cm?].
Ezt felhasznalva
Vi =T hy ~2.513,27-30 = 75.398, 1 [em?].

Kovetkez6 1épésben kiszdmoljuk a ho magassigu test térfogatit. Ehhez
el6szor a csonkakip rész térfogatat hatdrozzuk meg:

m d3\* | (d2\®  ds d
‘/CSOl’lkakl:lp = g - hg - [<23> =+ <22> + 53 o 22] ~

~ 109.432 [cm?].
A ,belsd” rész térfogata

d 2
Vi)elsﬁ - (21) s T h2 =~ 17.278, 76 [cm3].

Ezt felhaszndlva
Va2 = Visonkakip — Voelss & 92.153, 38 [em®].
A test térfogata
V =Vi+ Vo~ 75.398,1 + 92.153, 38 = 167.551, 48 [cm?].
Igy tehét egy darab dntvény tomege
m=p- -V a~72-167.551,48 ~ 1.206.370 [g] ~ 1.206, 37 [kg].

Mivel
75-m =~ 75-1.206,37 = 90.477,75,

ezért azt kaptuk, hogy 75 darab ontvény elkészitéséhez 90.477, 75 [kg] fém
sziikséges.

Ahogy azt az a) részben mar kiszamoltuk, az als6 korgyiird teriilete
Tals() korgyfri ~ 2‘5137 27 [Cm2]‘
A fels6 korgylird teriilete

dy\* di\? 9
Ttelss korgytra = 5 ) T\ 5 - A 942,48 [cm?].
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A kiils6 henger paldstjanak teriilete
Tkiits6 henger = d3 - 7 - hq = 5.654, 87 [cm?].
A belsd henger paldstjanak teriilete
Thelss henger = d1 - 7 - (k1 + ho) & 5.340, 71 [em®].
A csonkakup paldstjanak teriilete
Tesonkakip paldstia = <d23 + d;) -7 - hy ~ 8639, 38 [cm?].
Az dsszteriilet
Tisssz = 23.090, 71 [cm?] ~ 2, 31 [m?].
Egy darab 6ntvény lefestéséhez
Tossz - f = 0,23]]]
festék sziikséges. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy 75 darab 6ntvény lefes-
téséhez
75-0,23 ~ 17,25 []]

zoméncfesték sziikséges.
Gyakorlé feladatok.

1.5.1. Feladat. Sziireteléshez henger alaku feliil nyitott vaskddat kiviil-beliil
lefestenek. A kdd magassdga és dtmérGje egyarant 100 [cm] és 1 [m?] lefesté-
séhez 5 [dkg] festéket haszndlnak fel. Mennyi festéket kell venni, ha kétszer
sziikséges a kadat atfesteni? (A kadfal vastagsagat elhanyagolhatjuk.)
Megoldas:

Els6 1épésben ki kell szimolnunk a kad felszinét, ami az alaplap teriiletének
kétszerese és a paldst teriiletének Osszege. Az alaplap sugardt r-el, a magassa-
got m-mel jeldlve azt kapjuk, hogy

A=r? 742 - 7-m=50>-7+2-50 7100 =
= 12.5007 [cm?] &~ 39.250 [cm?].

A kdd felszine tehat A = 39,25 [m?]. A kdd egyszeri lefestése esetén a lefes-
tendd feliilet a kdd felszinének kétszerese, azaz 78,5 [m?]. A kadat kétszer
festjiik le, igy a lefestendd feliilet 6ssszesen 157 [m?]. Osszesen tehat

157 - 5 = 785 [dkg],
azaz 7, 85 [kg| festéket kell felhaszndlnunk.
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1.5.2. Feladat. A feladat szovege megegyezik a mintafeladatéval.

-~
/? )
: ” \7‘,
4 7’
”
y R
\i
x 4 d !

Adatok:
a=40[cm]; b=50[cm]; [ =80[cm]; x=6[cm]; y=20][cm];

1
R = 10 [cm]; pz?ﬂ{fﬁk f—OJ5[2} n = 105.
cm m

Megoldas:
a) A 105 darab ontvény elkészitéséhez 85.528 [kg] fém sziikséges.
b) A 105 darab ontvény lefestéséhez 34, 44 [1] zoméncfesték sziikséges.

1.5.3. Feladat. A feladat szévege megegyezik a mintafeladatéval.

d
i

d

X1 i [ D - E
N ’:.____ _____ -__:-'j

N R N
71 SN
Y1, e o,
X1 P :
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Adatok:

z1 =10[cm]; y1 =8[cm]; 2z =5[cm]|; d; =10[cm]; dz = 20 [cm];
p=1,2 [%]; F=0,17 Li?] n = 10.

Megoldas:

a) A 10 darab ontvény elkészitéséhez 2.834 [kg] fém sziikséges.

b) A 10 darab 6ntvény lefestéséhez 1, 31 [1] zomancfesték sziikséges.

1.5.4. Feladat. A feladat szovege megegyezik a mintafeladatéval. Megjegyez-
ziik, hogy az 4bran lathaté négyzet alapu giila egyenes.

N R

Adatok:
a=18[cm); b=30[cm]; c¢=>5[cm]; p=2,7 [i};

cm3
1
Megoldas:

a) A 85 darab ontvény elkészitéséhez 549, 44 [kg] fém sziikséges.
b) A 85 darab ontvény lefestéséhez 1, 27 [1] zomancfesték sziikséges.
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2.1. Erok és ereddjiik; anyagi pont egyensilya

Elméleti osszefoglalé. Ha egy test méretei elhanyagolhatéak az adott mecha-
nikai problémaban szerepld egyéb méretekhez képest, akkor a testet anyagi
ponttal modellezziik. Az anyagi pont egy geometriai pont, amelyhez hozzaren-
deljiik a test tomegét.

A klasszikus mechanika Newton torvényeire épiil. A torvényeket anyagi pontra
fogalmazzuk meg, azzal a feltétellel, hogy annak tomege id6ben allandé. New-
ton alapfeltevése szerint mindig taldlhaté olyan vonatkoztatdsi (viszonyitasi)
rendszer, amelyben a torvényei teljesiilnek. A fenti Kitiintetett vonatkoztatasi
rendszert inerciarendszernek nevezziikk. A miszaki gyakorlatban a Foldhoz
rogzitett vonatkoztatasi rendszer inerciarendszernek tekinthetd.

Newton 1. torvénye (Tehetetlenség torvénye):
Ha egy anyagi pont nincs mechanikai kolcsonhatdsban maés testekkel, akkor
sebessége id6ben allando:

o(t) = v = éllando,
azaz nyugalomban van, vagy egyenes vonali egyenletes mozgast végez.

Newton II. torvénye (Mozgdsegyenlet):

Ha egy anyagi pont mechanikai kdlcsonhatdsban van més testekkel, akkor azok
egylittes hatdsa minden iddpillanatban egyértelmiien meghatdrozza a pont to-
megének és gyorsuldsdnak szorzatit. A hatés jellemzésére az eredd erd nevi
fizikai mennyiséget vezetjiik be:

F=m-a F=|N].
Newton III. torvénye (Hatds-ellenhatds torvénye):

Egy test dltal egy anyagi pontra kifejtett F'y;, és az anyagi pont altal a testre
kifejtett F'p er6k kozott fenndll az aldbbi osszefiiggés:

Fy = —Fo.
Newton V. térvénye (Erdhatdsok fiiggetlenségének elve):

A Newton II. torvényében szerepld F' er6 egyenld azon erék vektori dsszegével,
amelyet az egyes testek kiilon-kiilon, a tobbi test hidnydban fejtenének ki az

anyagi pontra:
F=YF.
i
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Anyagi pont egyensiilya:
Az anyagi pont egyenstlyban van, ha a rd hat6 eredd erd zérus:

F=YF=0.

Ekkor Newton II. térvénye alapjin a pont gyorsuldsa zérus, azaz nyugalomban
van, vagy egyenes vonald egyenletes mozgést végez.

Sziikséges matematikai ismeretek. Szogfiiggvények, vektormiiveletek, vek-
tor hosszdnak kiszdmitdsa és komponensekre bontdsa Descartes-féle derékszo-
gli koordindtarendszerben.

Mintafeladat. Az aldbbi dbran lathaté négy erd vektorkoordinétds alakban
adott.

Ly
3
3 X
Fy4
Adatok:
F1:4g+4j[N]; F2:—6g+25[N};
Fs=—-8i [N]; Fy=-2{—6] [N].

a) Adjuk meg az er6rendszer eredd erejét vektorkoordindtds alakban!

b) Hatdrozzuk meg az eredd erd nagysigat és az i és j egységvektorokkal
bezart szogét!

¢) Hatdrozzuk meg az dbran lathaté oy, s és ay szdgeket!
d) Szerkesztéssel is hatdrozzuk meg az eredd erdt!
Megoldas:
a) Az eredd erd
F=F1+Fy;+Fs+F;=
=4i+4j — 61+ 2j — 8 — 2i — 65 = —12¢[N].
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b) Az eredd erd nagysdga
|F|=F =,/F2+ F2? =+/(-12)? + 02 = 12|N].

Iit F, és F, az I eredd erd x és y irdnyd komponensét jeldli.
Az ered6 erd 7 egységvektorral bezart szoge 180°, mig a j egységvektorral
bezart szoge 90°.

¢) Az o szOg nagysaga:

tga = gz 2321 = a1 =45°%
Az o sz0g nagysaga:
tgas = F—Z :%:% = oy~ 18,43°,
Mivel
)0 s
Fyg 2 ’

ezért az oy szOg nagysaga:
ay = 90° — arctg(3) ~ 18,43°.

d) Az ered6 erd megszerkesztését az aldbbi dbra mutatja:

ol
>
<

Vi F+*E*EYF, x
= >
Gyakorlé feladatok.
2.1.1. Feladat. Négy erd vektorkoordinatds alakban adott.
Adatok:
Fy=4i+2j +k[N]; Fy = —6i +j — 4k [N];
F3=—2i+3j — 5k [NJ; Fy=—2i—65[N].

a) Adjuk meg az er6rendszer eredd erejét vektorkoordinétds alakban!
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b) Hatdrozzuk meg az ered6 er6 nagysagat!
Megoldas:
a) Az eredd erd
F:fl —i—fg —i—Fg —|—F4 =47+ 234‘%—
—6i+j — 4k —2i +3j — 5k — 2i — 65 = —61 — 8k [N].
Azt kaptuk tehat, hogy az ered6 vektor
o —6
F= 0 | [N].
-8
b) Az eredd erd nagysiaga
F =+/(-6)?>+ (—8)2 = 10[N].
2.1.2. Feladat. Az F er6 nagysiga és az x-tengellyel bezért szoge ismert.
A y
F

2 x

Adatok:
|F| = F =500N; o = 40°.
Hatarozzuk meg a koordinatdit az abran lathat6 koordinatarendszerben!
Megoldas:
Az x irdnyd komponens
F, =—F -cosa~ —383[N].
Az y iranyd komponens

Fy,=F -sina ~ 321,4[N].

37

2.1.3. Feladat. Az F er6 nagysdga, az zy sikkal bezart 3 szoge, valamint az

xy sikra es6 merSleges vetiiletének z-tengellyel bezart o szoge ismert.
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<

Adatok:

|F| = F = 700[N]; a = 50°; 8 = 20°.

Hatdrozzuk meg az F erd koordin4t4it!

Megoldas:

Az ered6 er6 z irdnyd komponense

F,=—F -sin 8 ~ —239,41|N].

Jeloljiik az F erdnek az zy sikra es§ merGleges vetiiletét F,,-nal. Ekkor

Fy = Fgy-cosa=F -cosf-cosa~ 422,8 [N].

Masrészt

Fy = Fyy-sina=F -cosf-sina ~ 503,9[N].

2.1.4. Feladat. Egy csavarfejre négy er6 hat az dbra szerint. Az er6k nagysaga,
valamint a koordindtatengelyekkel bezart szoge ismert.

I

&

h

V|

41

v X

ay
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Adatok:
Fy =150[N]; F» =80[N]; F3=110[N]; Fy=100|N];
a1 =30% a9 =20° a4 =15°

a) Adja meg az erérendszer eredd erejét koordinatdival!

b) Adja meg az eredd nagysdgit és z-tengellyel bezart szogét!

Megoldas:
a) Az eredd er6 = koordinatdja:
F, =199,13[N].
Az ered6 er y koordinatija:
F, =14,3[N].

b) Az ered erd nagysaga:

|F| = F =/F2+F2?=199,64|N].

Az eredd er6 x-tengellyel bezart szoge:
F, 14,3

F, 199,13

tga = = a=~4,11°

2.1.5. Feladat. Az dbran lathaté szanké a ra haté F, Fg és F'}, erdk hatdséara
nyugalomban van.

Adatok:

F =200[N]; F, =210[N]; o = 30°%; 3 = 20°.
Vélasszunk célszerti koordindtarendszert, majd irjuk fel benne a szanké x, y és
z irdnyu egyensulyi egyenleteit! A kapott egyenletrendszerbdl hatarozzuk meg
az ismeretlen I}, eré nagysagat, valamint a lejts sikjaval bezart v szogét.
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Megoldas:

A keresett sz0g v ~ 53, 83°. o

A keresett kényszerer$ nagysaga |F'| ~ 140, 53° [N].

2.1.6. Feladat. Egy elektromos csénak sebessége dllévizben 12 [kTm} A cs6-
nak 3 [kTm} sebességti folyoban a partra merdlegesen indul. Hatarozzuk meg a
csénak parthoz viszonyitott sebességének nagysagit!

Megoldas:

A csénak eredd (parthoz viszonyitott) vektoridlis sebessége a foly6 parthoz és
a csonak foly6hoz viszonyitott vektoridlis sebességének osszege. Igy az eredd
sebesség nagysdga:

k
IF| = V122 + 32 = /153 ~ 12,37 Hn]

2.1.7. Feladat. Az 4bran lathat6 ldampat harom, egyenld [ hosszisagu kotéllel a
mennyezethez rogzitettiink dgy, hogy a felfiiggesztési pontok az ABC' egyenld
oldald hdromszog cstcsaiba esnek.

Adatok:
|Fy|=F,=300[N]; a=0,8m]; [=1,2[m].
a) Mekkora szoget zdrnak be a kotelek a fiigg6legessel («)?

b) Mekkora az I, kotélerd nagysdga? (Az elrendezés szimmetridjabol ado-
ddan a kotélerdk egymassal egyenldek.)
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Megoldas:
a) A keresett sz0g o == 22, 64°.
b) Az F}, kotélerd nagysaga: |F| = F), ~ 108, 35 [N].

41
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2.2. Forgatényomaték; merev testek egyensilya

Elméleti osszefoglalé. Egy er6 forgat6 hatasat annak forgatonyomatékaval jel-
lemezziik. A forgatényomatékot megadhatjuk egy pontra (pl.: gémbcsukld),
vagy egy tengelyre (pl.: ajtésarok) vonatkozdan.
A pontra vonatkozo forgatonyomaték vektormennyiség. Definicidja az O pont-
ra vonatkozdan:

M =7op x F

0 rop )
ahol 7o p az O vonatkoztatdsi pontbdl az erd P tdmaddspontjdba mutaté hely-
vektor.

Adjuk meg a fenti dbrdn 14that6 e tengelyt a vele parhuzamos € egységvektorral.
Az e tengelyre vonatkozo forgatonyomaték el6jeles skaldrmennyiség, amelyet
az aldbbi egyenl6ség definil:

M, = M eg,
6]

ahol e a skaldris szorzatot jelenti.
A skaldris szorzat definicigjat felhaszndlva

M,=Mee=|M]|-|e|-cosa=|M]|-cosa.
@] (@] @]

Azaz M, az M vektor e tengelyre es6 el6jeles merdleges vetiilete.

Merev test egyensiilydnak definicioja:
Egy merev test egyensilyban van, ha az alabbi két feltétel egyidejileg teljesiil:
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1. A testre hat6 eredd erd zérus:
F=YF =0
i

2. A testre hat6 eredd forgatonyomaték a tér egy tetszoleges O pontjara vonat-
kozban zérus:

]\OJ:Z:%:O.

Sziikséges matematikai ismeretek. Vektorok Osszeadasa, kivonasa, skaldris
és vektoridlis szorzdsa. A skaldris és vektoridlis szorzat kiszamitdsa Descartes-
féle derékszogili koordindtarendszerben.

Mintafeladat. Egy sof6r a sebességviltokar PP végpontjara F er6vel hat. A P
pont és az F' erd koordinatai adottak.

: F
P
I
],.‘
) )
X
Adatok:
< —20
F= -30 [N]; P = (—5;30;40) [cm].
20

a) Hatdrozzuk meg az F erd O gombcsukléra vonatkoz6 forgatényomatékat!
b) Hatdrozzuk meg az I erd z tengelyre vonatkozé forgatényomatékat!
Megoldas:

a) Mivel

—0,05
Fop = 0,30 | [m],
0,40
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ezért az F erd O gombesukléra vonatkozé forgatényomatéka:

o B i J k 18
M =7Topx F=| —0,05 0,30 0,40 |=| =7 | [Nm].
o 20 —30 20 7.5

b) Az F erd z tengelyre vonatkozo6 forgatényomatéka:

- 18 0
M,=Mek=| -7 |eo| O | =7,5[Nm].
o 7.5 1

Gyakorlé feladatok.

2.2.1. Feladat. Az 4bran lathaté [ hosszisagi merev rdid O végpontja egy
gdmbcesukléhoz kapcesolddik, amely koriil ellendlldsmentesen elfordulhat. A
rid mésik, P végpontjdban egy ismert F erd tdmad. A rdd irdny4t meghatdrozé
a és 3 szogek adottak. A pontok koordinatdi méterben, az er6é Newtonban ér-
tendok.

[§]

Adatok:

-2

l=2m]; a=70°% pB=30°% F= 3 | [N].
1

a) Hatdrozzuk meg a P pont koordindtdit a megadott koordindtarendszerben!
b) Hatdrozzuk meg az F eré O gombcesukléra vonatkozo forgatényomatékit!
¢) Hatdrozzuk meg az F erd y tengelyre vonatkoz6 forgatényomatékat!
Megoldas:
a) A P pont koordinatdi a megadott koordinatarendszerben:

P =(0,59;1,63;1) [m].
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b) Az F er6 O gémbcsukléra vonatkozé forgatényomatéka:
o —1,37
M= —2,59 | [Nm].
95,03

¢) Az F er§ y tengelyre vonatkozo forgatényomatéka:

M, = —2,59 [Nm)].
2.2.2. Feladat. Az aldbbi dbra egy jatszotéri forgét szemléltet feliilnézetbdl,
amelyet egy adott id6pillanatban négy gyerek, négy kiilonboz6 erbvel tol. Az

erék és timadaspontjaik koordinatai ismertek. Az er6k koordinatdi Newtonban,
a timadaspontoké méterben értenddk.

Adatok:
Fio ( 300 ) N, P = (1,3 —0,75) [m};
F, = ( s ) N Q = (0,75:1,3) [m];
Ty — ( jgg ) INJ; R = (~1,3;0,75) [m];
Fy— ( 2 ) IN): S = (—0,75; —1,3) [m].

a) Szamoljuk ki a gyerekek altal a forgora kifejtett eredd er6t és a forgd kozép-
pontjara vonatkozé ered6 (vektoridlis) forgatonyomatékot!

b) Mennyi a lap sikjara merdleges, a forgd kozéppontjan atmend tengelyre vo-
natkoz6 eredd (skalaris) forgatonyomaték?
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Megoldas:
a) A gyerekek altal kifejtett eredd erd:
o o 179
F=> F,=| 256 | [N].
i 0
Az ered6 vektoridlis forgatényomaték:
o o 0
M = M; = .
) Z 7, 0 [N
i 1515,5

b) A z tengelyre vonatkoz6 ered6 forgatonyomaték:

M, = ZM o k= M ek = 1515,5 [Nm].
2.2.3. Feladat. Az aldbbi dbran lathatd, téglalap alakd fémlemez geometriai
méretei ismertek. Tovabba ismert a G graviticiés er nagysidga és irdnya,
valamint az |F1| = |Fa| = F nagysdgi erdk irdnyat meghatdrozé o és 3
szogek. A lemez az O gdombcsukl6 koriil szabadon elfordulhat. Az dbran va-
zolt helyzetben a lemez egyensilyban van.

z

Adatok:
G =500[N]; «=30° pg=40°%
a=0,9m]; b=0,4[m].

a) Hatdrozzuk meg a G erd, valamint az F'; és Fo er6k és tdmadaspontjaik
koordin4tdit a megadott koordindtarendszerben!
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b) A> g = 0 egyenletet felirva, hatdrozzuk meg az ismeretlen F' nagysagot!
i i

c) A Z F; = 0 feltételt felirva, hatdrozzuk meg az ismeretlen Fo kényszerer6

koordindtit!
Megoldas:
a) A G, valamint az F'; és F5 er6k és tamaddspontjaik koordinatai:
o 0
G = 0 [N] S =(0,0,45;0) [m]
—500
—74,22
Fy = 128,9 [N] P, =(-0,2;0,9;0) [m]
125
74,22
Fo=1 128,9 | [N] P, =(0,2;0,9;0) [m].
125

b) Az ismeretlen F erd nagysiga F' = 195,31 [N].
¢) Az ismeretlen Fo er6 koordinatdi:
- 0
Fo=| —257,8 | INI.
250
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2.3. Anyagi pont hely-id6 fiiggvénye és palyaja

Elméleti dsszefoglalé. A pdlya az a sik- vagy térgorbe, amelyen az anyagi pont
halad mozgdsa sorn.

Az T helyvektor a koordinatarendszer origdjabdl az anyagi ponthoz mutatd
vektor. A helyvektor koordinatdi megegyeznek az anyagi pont koordinataival.
Descartes-féle derékszogii koordinatarendszerben:

Ahogy az anyagi pont halad a pélydn helyét id6r6l-idére mds helyvektor jel-
lemzi. A helyvektort megadva az id6 fiiggvényében megkapjuk a pont 7(t)
hely-idéd fiiggvényét. Descartes-féle derékszogli koordindtarendszerben a hely-
id6 fiiggvény komponensei:

a(t)
m(t) = | v()

z(t)
Az x(t), y(t) és z(t) koordinita-id6 fiiggvényekbdl az idS, mint paraméter
kikiiszobolésével megkapjuk a pdlya egyenletrendszerét. Ez altaldnos térbeli
mozgds esetén két egyenletbdl all6, hdrom ismeretlenes egyenletrendszer, sik-
mozgés esetén pedig egy darab két ismeretlenes egyenlet. Itt meg kell jegyezni,
hogy sikbeli pélya esetén a pélya egyenlete csak akkor adhaté meg y = f(x)
alakban, ha egy adott z koordinitdhoz csak egy adott y koordindta tartozik,
azaz, ha a palya val¢jdban R — R tipusu fiiggvény grafikonjaként adhaté meg.

Ferde hajitds: Ha egy pontszer( testet a vizszinteshez képest o szégben moz-
gasba hozunk, akkor az a vy kezd8sebesség és a g gravitaciés gyorsulds altal
meghatarozott sikban fog mozogni. A mozgast célszerl az dbran lathat6 derék-
sz0gl koordinatarendszerben leirni:
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v A e

(1)
(0

—_—

x(0) x(t)

A fenti koordinatarendszerben a légellendllast elhanyagolva, a test hely-id6
fliggvénye az aldbbi:

x(0) + v,(0) - ¢
oy _ [ x()\ _
o= (1 )= o . P

+vy(0)-t—§-t2

ahol v;(0) és v, (0) a kezdGsebesség koordinatdi, g pedig a graviticids gyorsu-
l4s nagysédga (Magyarorszég teriiletén: 9, 81 [S%])

Sziikséges matematikai ismeretek. Egyenes egyenlete, masodrendti gorbék
egyenletei.

Mintafeladat. A ,,szokdsos” koordinatarendszer kezd6pontjabdl a vizszintes-
hez képest « = 63,43°-0s szogben fell6tt agyaggalamb kezdGsebességének
nagysdga v(0) = 15,65 [2]. A légellendlldstd] eltekintiink.
a) Adjuk meg az agyaggalamb kezd&sebességének x és y komponenseit, majd
hatdrozzuk meg a galamb pélydjanak egyenletét! Milyen alakzat a palya?
b) A koordindtarendszer kezdSpontjabodl, a vizszinteshez képest 30°-0s szog-
ben egy puskdval az agyaggalambra 16viink és el is taldljuk azt. A 16vedék
palydja egyenesnek tekinthet6. Hatirozzuk meg az agyaggalamb szdmaéra
,végzetes” koordindtdkat!
¢) Ha nem 16ttiik volna le, akkor hol ért volna foldet a galamb, és mekkora lett
volna a maximdlis magassdg, amit elér?
Megoldas:
a) Az agyaggalamb kezd8sebességének x komponense:
0:(0) = 15,65 - cos 63,43° ~ 7 [%]
Az agyaggalamb kezdGsebességének y komponense:

vy (0) = 15,65 - sin 63, 43° ~ 14 {9}
S
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Az elméleti dsszefoglaldban leirtak szerint:
x(t) =x(0)+7-1
y(t) = y(0) + 141~ 200
Az agyaggalamb az origébdl indul, igy z(0) és y(0) egyarant zérus, tehat:
x(t)="T7-1t

2.

1
y(t):14-t—%-t2.

A fenti egyenletrendszer els6 egyenletébdl az id6t kifejezve azt kapjuk, hogy
x(t)

-
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

t =

y(t) =14 - x(7t) —4,9- ng) = 22(t) — 0,12%(t)

adodik. Azt kaptuk tehdt, hogy az agyaggalamb palydja parabola, melynek
egyenlete:
y =2z —0,12%

A lovedék pélydja egyenes, amelynek egyenlete az aldbbi:

1
=tg30° -z = — - .
y=1g V3
A talélati pont koordinédtdinak meghatdrozasdhoz meg kell oldanunk az a-
14bbi egyenletrendszert:

y =2z —0,1z>
1
y= % z
Tehat az agyaggalamb szamara ,,végzetes” koordinatak kiszamoldsdhoz meg

kell oldanunk a
1

2z — 0, 12?2 = —u
V3
egyenletet. Az egyenlet megolddsdra x = 0 és x ~ 14, 23 adddik. Feltéte-
lezve, hogy a galambot nem a f6ldon 16jiik le, a ,,végzetes” koordindtdk az
alabbiak

x = 14,23 [m]; y = 8,22 [m)].
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c) A foldet érés helyének kiszdmoldsdhoz meg kell oldanunk az aldbbi egyen-
letet
20— 0,122 =0

EbbSl z # 0 miatt x = 20 adédik. Tehat a fellovés helyétSl 20 méterre
ért volna foldet a galamb. A parabola tulajdonsdgai alapjan a maximalis
magassagot a parabola zérushelyeinek szamtani kdzepénél éri el (azaz az
x = 10 helyen). A maximalis magassag, amit elért volna:

2-10—0,1-10% = 10 [m].
Gyakorlé feladatok.

2.3.1. Feladat. A talajszinttdl egy akndt vy nagysigu kezdGsebességgel indi-
tunk a talajba furt, b tdvolsagban 1€v6 16vészarok irdnyaba.
Adatok:

b= 125[m]; vg = 50 [%}, g=9,81 [?2]

Vo

0 sa

b

Az aknagranat pontosan a 1ovészarokba pottyan.

a) Irjuk fel az akna palydjanak y = f (x) alakd egyenletét! Az egyenletben az
ismeretlen o szog paraméterként szerepel.

b) A becsapddasi pont koordinatdinak ismeretében hatarozzuk meg az o szog
lehetséges értékeit!

c) A fenti o szogek mellett hatdrozzuk meg, hogy milyen maximalis magassa-
gokat ér el az aknagranat!

Megoldas:

a) Az elméleti 6sszefoglaléban leirtak szerint a mozgdas pélydja

o (a) xo +v(0) - t B
T(t>—(y<t>)—(yo+vy<o>-t—g-t2 -

2
(50cosav) - ¢
(50sina) -t — 4,9t |’
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azaz
x(t) = (50cosa) - ¢
y(t) = (50sina) - t — 4,92

Az els6 egyenletbdl kifejezve a ¢ paramétert, majd azt behelyettesitve a ma-

sodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

.CU2

—rotga—49 — T
y=az-tew "7 2500 - cos? o

Felhasznalva az
= tg2 a+1

cos? «

trigonometrikus azonossdgot, az el6bbi egyenletbdl azt kapjuk, hogy a pélya
egyenlete

tg2a +1 9

yrELisa (510,2) ’

amely egy parabola pélyat ad meg.

A becsapddis koordindtdi: x = 125[m], y = 0[m]. Ezt felhasznélva a
parabola fenti egyenletébdl azt kapjuk, hogy
tg2a +1 9
=125tga — ——— - 125”.
0 Stga 510.2 5

Az egyenletet 4talakitva az aldbbi, tg a-ban masodfoku egyenlethez jutunk:
—125tg% a + 510, 2tg o — 125 = 0.

Ennek megolddsaként tg oy ~ 0, 26, illetve tg o ~ 3, 82 addédik. Ezekbdl
azt kapjuk, hogy a keresett szogek:

a1 ~ 14,57°%; ag =~ 75,33°.
Ha oy =~ 14,57°, akkor a palya egyenlete
y = 0,26z — 0,0020922.

A parabola szimmetria tulajdonsdga miatt a maximum értéket a zérushelyei
szamtani kozepénél veszi fel, igy jelen esetben z = 62,5 [m]-nél. Ezt fel-
haszndlva a maximéalis magassig

y=0,26-62,5—0,00209 - 62,5 ~ 8,09 [m].
Ha ay = 75, 33°, akkor a palya egyenlete
y = 3,82z — 0,030622.
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A maximum értéket szintén a zérushelyek szdmtani kozepénél veszi fel a
parabola, igy a maximadlis magassag

y =3,82-62,5—0,0306 - 62,5% ~ 119,22 [m].

2.3.2. Feladat. Egy rakétit egy h = 300 [m]| magas épiilet tetejérdl inditunk. A
rakéta sikmozgast végez, hely-id6 fiiggvénye az dbran vazolt koordinatarend-

T () - ()

alaku. Az id6t masodpercben mérjiik.

300 [m]

a) Adjuk meg a rakéta palydjanak y = f(x) alakd egyenletét!

b) A koordinétarendszer kezdGpontjabol egy nagy kaliberti 16fegyverrel a raké-
tara 1oviink. A 16fegyver csove a vizszintessel 60°-os szoget zar be. Taldlat
esetén adjuk meg a taldlati pont koordinatdit! Feltételezziik, hogy a 16vedék
palydja egyenes.

Megoldas:

a) Az

z(t) = t* + 22
y(t) = 300 — 4, 9t
egyenletrendszer elss egyenletét dtrendezve

th 2% —2(t) =0
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adédik. A t?-ben mdsodfokii egyenlet megolddképletének alkalmazasaval
azt kapjuk, hogy

-2+ /44 4x(t)
2
Mivel t? > 0, ezért csak t2 = —1 + /1 + z(t) lehetséges, tovdbba t > 0

miatt
t= \/—1+ V14 x(t).

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
y(t) =300 —4,9- (= 1+ /1 +2z(t)) =
=3004+4,9—4,9-/1+ax(t) =
=304,9— 4,9 /1 +z(t).

Azt kaptuk tehdt, hogy a palya egyenlete:
y=304,9—4,9 1+ z.
A 16vedék pélydja y = f(x) alakban:
y=vV3-x

t1y= = —1++/14z(t).

A keresett koordinatdkat az
y=304,9—-4,9-vV1+z
y=V3-x
egyenletrendszer megolddsdval kapjuk. A
304,9-4,9-Vi+z=V3 =z
egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
4,9-v1+z=304,9—3- .
Ha az egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emeljiik, akkor
24,01 - (14 z) = 92.964,01 — 1.056, 2z + 322
adédik. Osszevonds utdn azt kapjuk, hogy
3% — 1.080, 21z + 92.940 = 0.

A mésodfokud egyenlet megoldéképletének felhaszndldsdval z; ~ 217, 88,
illetve o ~ 142,19 adédik. Azonban x; esetén

Y1 ~ V3 217,88 ~ 377,38 > 300,
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ami nem lehetséges, igy csak x ~ 142, 19 [m] lehet megoldds. Ekkor
Y~ V/3-142,19 ~ 246, 28 [m)].

2.3.3. Feladat. Egy P anyagi pont egy, a kor kozéppontja felé mutaté erd ha-
tdsara az

(x+4)7+(y+3)* =25
egyenletii koron egyenletesen mozog. Amikor a (—1; 1) [m] pontba érkezik, az
erd hatdsa megszlinik.

a) Irjuk fel a pont tovébbi palydjanak y = f(z) alaki egyenletét! (Az erd
hatdsdnak megsziintével a pont a kor P pontbeli érintéjének irdnydba halad
tovabb.)

b) Adjuk meg a korpalyan halad6 pont hely-id6 fiiggvényét, ha annak szogse-
bessége w = 2 [24] és at = 0 iddpillanatban a Py = (0;0) [m] pontbol
indul és az 6ramutaté jardsaval ellentétes irdnyba halad. A pont szogelfor-
duldsdt az a(t) = w - t sszefiiggés adja.

Megoldas:

a) A kor egyenletébdl azt kapjuk, hogy a kor kézéppontja, illetve sugara:

K =(~4-3)[m);  R=>5[m]
A kozéppontbdl a P pontba mutaté irdnyvektor
vgp =P — K = (3;4).
Ez a vektor normalvektora a keresett egyenesnek, igy az egyenes normalvek-
toros egyenletét felirva azt kapjuk, hogy
3xr+4y=3-(-1)+4-1,
azaz 3z + 4y = 1.

b) A korpélya sugara R = 5 [m]. A korpélyan haladé pont hely-id6 fiiggvénye

— abban a koordinatarendszerben, melynek z* tengelye az O és Py pontok

altal meghatarozott egyenesre illeszkedik, y* tengelye pedig az x* tengely
+90°-0s elforgatasaval kaphaté meg — az aldbbi médon irhato fel:

v [ z*(@)\ [ 5-cos(2t)
T(t) = ( y*(t) ) N < 5-sin(2t) ) °
2.3.4. Feladat. Egy elektromos toltéssel rendelkez6 részecske homogén mag-

neses mezbben, az indukcids vonalakra merSleges sikban az

4 + 497 =1
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egyenletli koron kering. A pont koordindtdi méterben értenddk. Eltaldlhatja-e
ezt a récsecskét az a foton, amelyik a
122 — 16y =1
egyenletl egyenes palyan mozog?
Megoldas:

Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy eltaldlhatja-e a részecskét a foton, meg kell olda-
nunk az

22 +y? =16
r—2y=4
egyenletrendszert! A masodik egyenletbdl
r=4+2y
adddik. Ezt behelyettesitve az elsé egyenletbe azt kapjuk, hogy
(A+29)2+42=16 = 5y>+ 16y =0.

Az egyenlet megoldasara y; = 0és yo = —% adddik. Ezt felhaszndlva azt
kapjuk, hogy 1 = 4 és z9 = —%. Azt kaptuk tehét, hogy a foton kétszer is
eltaldlhatja a részecskét, mégpedig a ( — 15—2; —%) [m] és a (4;0) [m] pontok-
ban.

2.3.5. Feladat. Egy spirdlrugd egyik végét egy sima (surléddsmentes), vizszin-
tes siklap O pontjahoz er0sitjiik, a mésik végéhez pedig egy pontszeri testet
kapcsolunk.

1y

Al;—ov
v

0 M

A rugdé nyujtatlan hossza legyen zérus. A rugét megnydjtjuk, majd a testet a
vizszintes sik egy tetsz6leges pontjabdl, a sikba esd, és a rugé hossztengelyére

merGleges v(0) = 10 [%] nagysagu kezddsebességgel mozgasba hozzuk. A

mozgds korfrekvencidja w = 2 [%24], tovdbbd a test kezdeti helyének x ko-

ordindtdja z(0) = 6 [m)].
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a) Irjuk fel a mozgés hely-id6 fiiggvényét, majd hatitozzuk meg, hogy milyen
palydn mozog a test!

b) Mekkora a rugé megnyildsa, amikor a test dthalad az © = 2 [m] abszcisszaju
ponton?

Megoldas:
a) A mozgas hely-id6 fiiggvénye:

B () z(0) - cos(w - t) 6 - cos(21)
r(t) = < y(t) > - UEUO) -sin(w - £) - ( 5-sin(2t) > ).
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
x(t) =6 - cos(2t)
y(t) =5 -sin(2¢).
Mindkét egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve
2%(t) = 36 - cos?(2t)
Y2 (t) = 25 - sin?(21¢).

adddik. Az els6 egyenletet 36-tal, a masodik egyenletet 25-tel elosztva az
alabbi egyenletekhez jutunk:

(1) = cos?(2t)
2
3/2(;) = sin?(2t).

A kapott egyenleteket dsszeadva (felhasznélva, hogy cos? ¢ + sin? ¢ = 1)
azt kapjuk, hogy
2 2
£ + yf — 1,
36 25
amely egy ellipszis palyat ad meg, amely fél kistengelyének hossza 5 [m],

fél nagytengelyének hossza 6 [m].
b) Az x = 2 abszcisszdju pontban y = j:w'T‘/i. A rugd megnytlésa a (6;0) és
(2; 10"/5) pontok tavolsaga:

3
10-v2 ?
(6—2)2+< : ) ~ 6,18,

tehdt a rugé megnyuldsa 6, 18 [m].
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2.3.6. Feladat. Egy térségben er6s foldrengést észleltek. A térségben elhe-
lyezkedd hdrom véros helye koordindtdival adott. A rengések amplitidéjat
mindhdrom varosban ugyanannyinak mérték.

Adatok:

A= (~8:2)[km]; B = (21) km]; C = (4;8) [km].

a) Hatarozzuk meg a rengés epicentrumdnak koordindtdit, ha tudjuk, hogy a
Iokéshullamok az epicentrumbdl koncentrikus korok formdjaban terjedtek
tova és a rengések amplitiddja a tavolsaggal csokken.

b) Adjuk meg a varosok epicentrumtdl mért tavolsigat €s a rajuk illeszkedd,
azonos rengés-amplitiddval jellemzett kor egyenletét!

CC;I,S)

S f(};l)

Megoldas:
a) A keresett pontot az A BC haromszog oldalfelezd mer6legeseinek metszés-

pontja adja. Az AB szakasz felezési pontja, valamint az A B egyenes irdny-
vektora

Fap = (-3; 2) lkan]
vap = (10; =1) [km],
igy az AB szakasz felez6merGlegesének egyenlete:
10z —y=-30—1,5 = 10z —y = —-31,5.
Az AC szakasz felezési pontja, valamint az AC' egyenes irdnyvektora
Fac = (—2;5) [km]
vac = (2;1) [km],
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igy az AC szakasz felezGmerSlegesének egyenlete:
2r+y=—-4+5 = 2r+4+y=1
A keresett pontot a
10x —y = —31,5
2r+y=1
egyenletrendszer megolddsaval kapjuk. A két egyenletet 6sszeadva
61

24

adddik, amit behelyettesitve a médsodik egyenletbe azt kapjuk, hogy
61 73

]2 =14 =12
y =t T

122 = -30,5 = x=

Igy a rengés epicentruma

B (-85 .
24712

b) A vérosok tdvolsdga az epicentrumtol
61 213 \* [26.765
o) (B) = BT oo

A kor egyenlete
61> 73\
— — — | =~46,51.
<x+24) +<y 12) 6,5

2.3.7. Feladat. Egy parabolaantenna tdnyérjdnak atmér6je és mélysége ismert.
Az antenndt az aldbbi dbrdn lathaté mdédon egy koordindtarendszerbe helyez-
ziik. A koordinétdk kilométer egységben értenddk.

J

v

vevéfej
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Adatok:

h = 15[cm]; d = 65 [cm].

a) Hatdrozzuk meg a vevofej koordinatdit! (A vevdfej a parabola fékuszpont-

jéba esik.)

b) Az antenndra az y tengellyel parhuzamos, az x = 20 egyenletl palydn ha-

lado radigjel érkezik, amelyet az antenna visszaver. Adjuk meg a visszavert
jel palyajanak egyenletét! (Az antenna a tengelyével parhuzamos jeleket a
fékuszpontba gyfijti.)

Megoldas:

a) Annak a paraboldnak az egyenletét keressiik, amelyre illeszkednek a (0;0),

b)

(—32,5;15) és (32, 5; 15) pontok. Ezt felhaszndlva a
0=a-04+b-0+4c
15=a-32,5°4+b-32,5+c
15=a-(-32,5)%+0b-(-32,5) +c
egyenletrendszerhez jutunk. Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 0.
Ezt behelyettesitve a mdsodik és harmadik egyenletbe, majd azokat Ossze-
adva, illetve kivonva a =~ 0, 0142, illetve b = 0 ad6dik. A keresett parabola

egyenlete tehdt: y = 0,014222. Ha a paraboldt y = % - 2% alakban frjuk
fel, akkor azt kapjuk, hogy

1
— ~0,0142 = p~ 35,21,
2p

igy £ ~ 17,61. A vevdfej koordinatdi: tehat
F =(0;17,61) [cm].

A visszavert jel palydjanak egyenlete: y = 17,61 —0, 5965z. A koordinatdk
centiméterben értendok.



3. fejezet

Matrixok alkalmazasai
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3.1. Fesziiltségallapot

Elméleti osszefoglalé. Az alabbi abra egy szilard testet szemléltet, amelyet
kiils6 erdkkel terheliink. A test nyugalomban van. Legyen P a test egy tet-
sz6leges pontja. Vagjuk gondolatban két részre a testet egy siklappal igy, hogy
a metszd sik tartalmazza a P pontot. Mivel a test nyugalomban van, az [ és I1
jelzési darabjai is nyugalomban vannak.

Fi

Az I-es részt gondolatban eltavolitva lathatd, hogy a I7-es rész egyensulyait a
rahatd kiilsé erdk és a metszd feliilleten megoszl6 belsé erérendszer egyiittesen
biztositja. A kiilss er6k és belss erérendszer ered6jét F'ry-vel és Fy-vel jelolve
felirhat6 az aldbbi Osszefiiggés:

F}]-l-?b:ﬁ = FbZ—FU.

Afb

S |

Vegyiink fel a metszd sikban egy, a P pontot tartalmazé A A nagysagu teriilet-
elemet és jeloljiik m-el annak normalisat (sikra merdleges egységvektorat). A
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P pontban az n normédlishoz tartoz6 fesziiltségen a

T AFy
Prn= A0%0 A A

vektort értjiik, ahol AFy, a A A teriiletelemen megoszlé belsé erérendszer
ereddje.
A p,, fesziiltségvektor mindig felirhat6 egy normadlis irdnyu és egy rd merdleges
komponens 0sszegeként:
Pp =0n N+ Tp M,
ahol || = |m| = 1, azaz nn és m egységvektorok. A o, - 7, illetve a 7, - ™
fesziiltségkomponenseket normdl- és csisztatdfesziiltségeknek nevezzik.
A test P pontjdn 4t végtelen sok kiillonb6z6 metszd siklap vehet6 fel. Minden
egyes metsz6 sikhoz mds i egységvektor tartozik, az egyes vektorokhoz pedig
kiilonboz6 fesziiltségvektorok. A P ponthoz tartozé fesziiltségi dllapoton az
egyes 1 irdnyhoz tartozé p,, fesziiltségvektorok dsszességét értjiik.
A T:R3 — R3 fesziiltségi tenzor egy linedris fliggvény, amely az 7 nor-
madlisokhoz a p,, fesziiltségvektorokat rendeli, azaz amelyet az aldbbi Ossze-
fliggés definidl:
T:,  T@) =py

A fesziiltségmdtrix a fesziiltségi tenzornak valamely konkrét koordindtarend-
szerre (bézisra) vonatkozé métrixa. Rogzitslink a P pontban egy Descartes-féle
derékszogli koordindtarendszert, és vegylink fel benne egy kicsiny, kocka alakd
térfogatelemet az dbra szerint:

z z

p:\ g.

T
3 % | L
5, L Lo
il 3a
5 y o< p y
X v/px X

Jelolje az egyes oldallapok normdlisaihoz (azaz az 7, j és k bazisvektorokhoz)
tartozé P pontbeli fesziiltségeket p,, p, €s p,. Az egyes feszilltségvektorokat
x, y és z irdanyd komponensekre bonthatjuk. A p,, fesziiltségvektor koordinatdi
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példaul: o, Ty, €s T.,. Az elsd index az adott komponensnek, a masodik a
feliilet normalisanak az irdnyéra utal (0, 0y, 0. esetén a két irdny egybeesik).
Tehat a fesziiltségvektorok, mint oszlopvektorok, az aldbbi alakot oltik:

Oz Txy Txz
Pe =1 Tyz |5 Py= Oy v Pz = | Tyz
Tzx Tzy Oz

A fesziiltségvektorokbdl dsszedllithaté a P ponthoz tartozd 1" fesziiltségi mét-
rix:

Ox Txy Txz

T = Tye Oy Tyz

Tzx Tzy Oz
Megjegyezziik, hogy a fenti matrix fiigg a koordindtarendszer megvalaszta-
sat6l. Kiilonbozd koordinatarendszerek esetén altaldban kiilonbozd fesziiltsé-
gi matrixokat kapunk. A fesziiltségi matrix szimmetrikus, tehat teljesiilnek a
kovetkez6 egyenlOségek:

Tey = Tyxs  Tzz = Tzz;  Tyz = Tzy-

A fesziiltségi matrix ismeretében a P pontbeli, @ normalishoz tartozé fesziilt-
séget az alabbi Osszefiiggéssel szamolhatjuk ki:

P =T 7.

Azaz a fesziiltségmatrix ismeretében a P pont fesziiltségéllapota ismert. A fe-
sziiltségmatrixot tehdt harom, egymadsra paronként merdleges iranyhoz tartozo
fesziiltségvektor meghatdrozza. A fentiekbdl adddik, hogy a fesziiltségéllapot
megadasdhoz elegend6 harom, egymadsra paronként merdleges iranyhoz tartozd
fesziiltségvektort megadni.

Egy P pont fesziiltségallapotat vizsgélva mindig taldlhatunk olyan 7 irdnyokat,
amelyekhez tartoz6 p,, fesziiltségvektorok normadlis irdnyuak, azaz felirhatd az
aldbbi egyenlet:
=T -m=0,-70 n| = 1.

A fenti tulajdonsagu 7 irdnyokat a fesziiltségi allapot fdirdnyainak, a hozzajuk
tartoz6 o, fesziiltségeket pedig fofesziiltségeknek nevezziik. Az m f6irdnyok
esetén a p,, fesziiltség tisztdn normadlfesziiltség, azaz a csusztatd fesziiltség
nagysdga nulla.

A fesziiltségi f6irdnyok egymadsra pdronként merélegesek.

A féfesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei, a féiranyok pedig egységnyi
hosszisagu sajatvektorai.
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A fé6fesziiltségeket a fesziiltségi matrix |T'— o - E| = 0 karakterisztikus egyen-
letének gyokei szolgdltatjak.

Mivel a fesziiltségi matrix szimmetrikus, ezért a karakterisztikus egyenletének
mindig harom kiilonb6z6 valés gyoke van. Ebbdl adédéan a fofesziiltségek
szdma harom.

A fofesziiltségeket nagysdguk szerint indexezziik az aldbbiak szerint:

o1 > 09 > 03.
Az egyes o; f6fesziiltségekhez tartozé m; fSirdnyok a (T — oy - E) -1 = 0
linedris egyenletrendszer azon megolddsai, melyek egységnyi hosszisdguak.

Sziikséges matematikai ismeretek. Maitrixok determindnsdnak kiszamitasa,
matrixok 0sszeaddsa és szorzdsa, sajatérték, sajatvektor meghatdrozisa.

Mintafeladat. Egy szerkezet valamely P pontjdhoz tartozé fesziiltségallapotot
az alabbi 4bran l4thatd elemi hasdbon bejelolt fesziiltségi adatok jellemzik:

z

y
O 'zl-

1‘/_*& Ty y
4

¥

Adatok:
o, = 50 [MPal; 0, = —30[MPal; o, = 25 [MPal;
Tey = Ty = 30 [MPa]; a = 30°.
a) Adjuk meg az z tengelyhez o szoggel hajlé, xz-sikban fekvd n normalis
egységvektor koordinatdit, valamint a fesziiltségi matrixot a P pontban!

b) Hatdrozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 p,, fe-
szliltségvektort!

¢) Hatdrozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozé normal-
és csusztatdfesziiltségek nagysagat!

d) Hatarozzuk meg a féfesziiltségek nagysagat és a fesziiltségi féiranyokat!
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Megoldas:
a) A normdlis egységvektor koordin4tdi:
3
ngz = cosa = cos 30° = \2[;
. : o 1
n, = —sina = —sin30° = 5
Nyilvan n, = 0, igy a keresett normdlis egységvektor:
V3
n= 2
0
-0,5
A fesziiltségi métrix:
50 30 O
T=1| 30 =30 0 | [MPal.
0 0 25

b) Az 7 vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 p,, fesziiltségvektor:

50 30 0 V3
s,=T-m=| 3 -3 0 |- 3 =
0 0 25

—0,5
25-4/3 43,3
—| 15-v3 |~/ 2598 | MPal.
25 - (—0,5) ~12,5

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
17, = /(43,3)2 + (25,98)2 + (—12,5)2 ~ 52,02 [MPa].

c) Mivel o, =71 ®p,,, ezért

V3 43,3
o 2 e 25,98 | ~43,75 MPal.
0 12,5
—0,5

Mivel

’ﬁn‘ -V U?L +T7%7
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ezért
Tn = /P2 — 02 ~ 28,14 [MPal].
A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei, amiket a karakterisztikus

egyenlet megolddsdval kapunk meg. Tehdt meg kell oldanunk a
T —0c-E|=0

egyenletet. Behelyettesitve az 1" métrixot és az E egységmatrixot azt kap-
juk, hogy

50 30 0 o 0 0
IT—0-E|=det || 30 —30 0 oo o0]|=
\o o0 00 o
50— 30
=det [ 30 —30—(7
0 25—0

A kapott determindnst kiszdmolhatjuk példdul a harmadik sor szerinti kifej-
téssel. Ekkor azt kapjuk, hogy

T —0-E|=(25-0)-(=1)***.[(50 — o) - (=30 — o) — 900] =
= (25 —0)- (6% — 20 - 0 — 2.400).
A fofesziiltségek tehat a
(25 — o) - (6% —20 - 0 — 2.400) = 0
egyenlet megoldasai. Egy szorzat gy lehet zérus, ha valamelyik tényezdje
zérus, igy o = 25 [MPa] vagy
0% —20-0 —2.400 = 0.
A maésodfoki egyenlet megolddképlete alapjan

20 + /400 4+ 9.600 20 £ 100
01,2 = 2 = 2 ;

igy 0 = 60 [MPa], illetve 0 = —40 [MPa]. Az elméleti osszefoglaléban
szerepld konvenciét kdvetve a f6fesziiltségek:

o1 = 60 [MPa]; o2 = 25 [MPa|; 03 = —40 [MPa).

Az egyes fofesziiltségekhez tartoz6 féiranyokat a

(T—0-FE)-n=0
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homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk. Behelyettesitve
a o1 = 60 [MPa] értéket az

-10 30 0 Mo 0
30 =90 0 |- m |=1]0
0 0 -35 n 0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk,
hogy
—10n; + 30n, =0
30n; —90n, =0
—35n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adddik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymdssal, igy koziilik az egyik egyenlet elhagyhatd. Az n, és
n, ismeretlenek kozott az n, = 3n, kapcsolatokat kapjuk. A konnyebb at-

tekinthetSség kedvéért legyen példaul n, = ¢, ahol t € R\ {0} tetszSleges.
Ekkor n, = 3t. Az nn vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie

kell, hogy
\/n2+ng4+n2=1,
azaz

VItZ+t2 =1 = Vv10-t=1 = t=

Tehat a o fofesziiltséghez tartozo f6irany
3

s

V10
0

A o9 = 25 [MPa) értéki ffesziiltség esetén az alabbi linedris egyenletrend-
szerhez jutunk:

o

25 30 0 T 0
30 =55 0 |- n, |=1]0
0 00 n. 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy
251, +30n, =0
30n,; — 55n, = 0.
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Ekkor n, = t adddik, ahol ¢ € R\ {0} tetszGleges. Tovdbbd n, = 0 és
ny, = 0. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell,

hogy
\/n2+ng4+n2=1,

azaz t = 1. Tehat a o9 f6fesziiltséghez tartozé f6irany:

0
N = 0
1
A o3 = —40 [MPa] értékii fofesziiltség esetén az aldbbi linedris egyenlet-
rendszerhez jutunk:
90 30 O Ng 0
30 10 0 ]| n |=]0
0 0 65 Ny 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy
90n; + 30n, =0
30n; + 10n, =0
65n, = 0.
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adddik. Az elsd és masodik egyenletek ek-
vivalensek egymdssal, igy koziilik az egyik egyenlet elhagyhaté. Az n,
€s n, ismeretlenek kozott az n, = —3n, Osszefiiggést kapjuk. A kony-
nyebb attekinthetSség miatt legyen példaul n, = t, ahol t € R\ {0} tet-
szbleges. Ezt az elsd vagy masodik egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk,

hogy n, = —3t. Annak is teljesiilni kell tovabba, hogy az m vektornak
egységvektornak kell lenni, igy fenn all a

/2 2 2 —
ny +ny+n; =1,
Osszefiiggés, azaz

VItZ 42 =1 = V10t =1 = t =

Tehat a o3 fofesziiltséghez tartozd féirany
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Gyakorlé feladatok.

3.1.1. Feladat. Egy szerkezet valamely P pontjdhoz tartozo fesziiltségéallapotot
az 4brdn l4thatd elemi hasdbon bejeldlt fesziiltségi adatok jellemzik.

Z
O-Z
A
: T
T
- yx iag
: Y

FTa\‘P """""" —
‘x/

Adatok:
o, = 45[MPal; 75y = Ty» = —30 [MPa]; o = 30°.
Az 1 vektor az xz-sikban van.

a) Adjuk meg az dbran bejelolt 7w normadlis egységvektor koordindtdit, valamint
a fesziiltségi matrixot a P pontban!

b) Hatdrozzuk meg az m vektor 4ltal iranyitott feliiletelemhez tartozé p,, fe-
sziiltségvektort!

¢) Hatdrozzuk meg az n vektor 4dltal irdnyitott feliiletelemhez tartozé normél-
és csusztatofesziiltségek nagysagit!

d) Hatarozzuk meg a féfesziiltségek nagysagat és a fesziiltségi f6iranyokat!

Megoldas:

a) A normdlis egységvektor koordinatai:

V3

ng = cosa = cos 30° = =

1
n, = sina = sin30° = 3

Mivel n, = 0, igy a keresett normélis egységvektor:
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A fesziiltségi métrix:

0 —30 0
T=| -3 0 0 | [MPal.
0 0 45

b) Az 7n vektor éltal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fesziiltségvektor:

0 -30 0 v
,=T-m=| -30 0 0 2
0 0 45 9
0,5
0 0
= -15-v3 | = | —25,98 | [MPa].
22,5 22,5

¢) A normdl- és csusztatofesziiltségek nagysdga:

on = 11,25[MPa]; 7, =~ 32,48 [MPa].

d) A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei:
o1 = 45 [MPa]; o2 = 30 [MPa]; 03 = —30 [MPa).

A f6irdnyok a megfeleld sajatértékekhez tartoz6 egységnyi hosszisdgui sa-
jatvektorok:

1 1
0 V2 V2
ny = 0 ; Ng = _i ;N3 = i
1 V2 V2

0 0

3.1.2. Feladat. Egy szerkezet valamely P pontjdhoz tartozo fesziiltségallapotot
az 4bran l4that6 elemi hasdbon bejelolt fesziiltségi adatok jellemzik.
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Z
O-Z
| 1
i I
l o
a y
P' :JC T.n’ y
) )".—' - 'a“" = _"—’
e
n

Adatok:

o, = —100 [MPal; o, = 60 [MPal; o, = 50 [MPal;
Toy = Tye = —60 [MPal; o = 30°.

Az 7 vektor az yz-sikban van.

a) Adjuk meg az dbrdn bejeldlt 7 normadlis egységvektor koordindtdit, valamint
a fesziiltségi matrixot a P pontban!

b) Hatdrozzuk meg az n vektor &ltal irdnyitott feliiletelemhez tartozd p,, fe-
sziltségvektort!

c) Hatdrozzuk meg az nn vektor 4ltal irdnyitott feliiletelemhez tartozé normél-
és csusztatofesziiltségek nagysagit!

d) Hatarozzuk meg a féfesziiltségek nagysagat és a fesziiltségi féiranyokat!
Megoldas:

a) A normdlis egységvektor koordinatai:

ny = cosa = cos 30° = :

|3

1
n, = —sina = —sin30° = —5
Nyilvan n, = 0, igy a keresett normélis egységvektor:
0
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A fesziiltségi métrix:

~100 60 0
T = 60 —60 0 | [MPa).
0 0 50

b) Az 7 vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fesziiltségvektor:

0
—-100 60 0O
p,=T 1= 60 -60 0 || V3 |=
0 0 50 2
—-0,5
30-v3 51,96
=| —30-v3 | = —51,96 | [MPa].
—25 —25

¢) A normadl- és csusztatofesziiltségek nagysaga:

on = 57,5[MPal; 7, ~ 52,14 [MPa].

d) A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei:
o1 = 80 [MPa|; o2 = 50 [MPa|; 03 = —120 [MPa].

A féiranyok a megfeleld sajatértékekhez tartoz6 egységnyi hosszisagui sa-
jatvektorok:

3.1.3. Feladat. Egy szerkezet valamely P pontjdhoz tartozo fesziiltségallapotot
az 4bran lathat6 elemi hasdbon bejelolt fesziiltségi adatok jellemzik.
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‘x/

Adatok:
o, = 25 [MPa]; o, = 25[MPa]; 0, = 12,5 [MPal;
Tey = —15[MPal; a = 60°; § = 30°.
a) Adjuk meg az dbrdn bejeldlt 7 normaélis egységvektor koordinatdit, valamint
a fesziiltségi matrixot a P pontban!

b) Hatdrozzuk meg az n vektor dltal irdnyitott feliiletelemhez tartozd p,, fe-
sziltségvektort!

¢) Hatdrozzuk meg az n vektor 4dltal irdnyitott feliiletelemhez tartozé normél-
és csusztatdfesziiltségek nagysagit!

d) Hatdrozzuk meg a féfesziiltségek nagysdgat és a fesziiltségi f6irdnyokat!
Megoldas:
a) A keresett normélis egységvektor:

0,43
n~~| 0,75
-0,5
A fesziiltségi matrix:
25 —15 0
T=| —-15 25 0 | [MPa].
0 0 12,5

b) Az vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 p,, fesziiltségvektor:
-0,5
Py & 12,3 [MPa].
—6,25
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¢) A normdl- és csusztatéfesziiltségek nagysdga:
on ~ 12,14 [MPa]; 7, ~ 6,57 [MPa).
d) A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei:
o1 =40 [MPa|; o9 = 12,5[MPal; 03 = 10 [MPa].

A féirdnyok a megfeleld sajatértékekhez tartozé egységnyi hosszisagu sa-
jatvektorok:
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3.2. Alakvaltozasi allapot, altalanos Hooke-torvény

Elméleti osszefoglalé. Vegyiink egy szilardtestet és biztositsuk annak stabil
egyenstlyi helyzetét megfeleld kényszerekkel. A kényszerek megakadalyoz-
zéak a test merev mozgésait (elmozdulés, elfordulds), de lehetévé teszik annak
alakvaltozasat. Az alabbi abra a testet szemlélteti terheletlen, €s kiils6é erdkkel

terhelt 4llapotaban.

a Fi b

o

Vélasszuk ki a test egy tetsz6leges P pontjat, majd terheletlen dllapotban ve-
gylik fel a hozz4 tartozé kicsiny, kocka alaku térfogatelemet és benne egy P-re
nem illeszkedd @ pontot. A belsé fesziiltségek hatdsara a P pont a P’, mig a @
pont a Q' pontba mozdul el, a térfogatelem alakja pedig — feltéve, hogy az meg-
felelGen kicsiny — paralelepipedonnd torzul. Az dbra c) részén feltiintettiik a @
pontnak a P ponthoz viszonyitott AT relativ elmozdulasat. Az dbra alapjan,
egy ardnypar segitségével értelmezhetjiik az m irdnyhoz tartozd @,, alakvalto-
z4si vektort:

v a, AT _

Ap = 5 = 3 \n\:l

nl 7l

Tehat @, az m egységvektor végpontjanak elmozduldsa. Az &, vektort a PQ
szakasz hosszdval megszorozva megkapjuk a () pont elmozdulasat:

AT =a, - 7.

Azaz az a, vektor ismeretében barmely, az 7 irdnyd egyenesre illeszkedd pont
elmozduldsa meghatdrozhaté. Ez az eljards kozelités, amely anndl pontosabb,
minél kdzelebb vagyunk a P ponthoz.

A test P pontjabdl a tér minden irdnydba indithaték 7 egységvektorok. Az
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egyes vektorokhoz kiilonbozé alakvéltozasi vektorok tartoznak. Az alakvél-
tozdsi vektort tetszleges irdnyban ismerve, a P pont kdrnyezetében barmely
pont elmozduldsa meghatdrozhaté. Ekkor az mondjuk, hogy a P pontban az
alakvéltozdsi allapot ismert. Tehdt a P ponthoz tartozé alakvdltozdsi dllapot
alatt az egyes m irdnyhoz tartozd o, alakvéltozasi vektorok 0sszességét értjik.

Az A: R3 — R3 alakviltozisi tenzor egy linedris fiiggvény, amely az 7 ira-
nyokhoz az @, alakvaltozasi vektorokat rendeli:

A(n) = .

Az alakvdltozdsi mdtrix az alakvéltozdsi tenzornak valamely konkrét koordind-
tarendszerre (bézisra) vonatkozé métrixa. Rogzitsiink a P és P’ pontokban két
azonos tengelyallasd, Descartes-féle derékszogii koordinatarendszert, majd a P
ponthoz tartozéban vegyiink fel egy egységnyi oldalhosszisagu kockat.

z z

X X

Jelolje @, @y, és @, az i, j és k irdnyokhoz tartozé alakvéltozdsi vektorokat
deformaélt dllapotban. Az egyes alakvaltozési vektorokat x, y és z irdnyu Ossze-
tevOkre bonthatjuk. A @, alakvaltozdsi vektor koordinatdi példaul: o, avy, €s
a5z. Az €lsd index az adott komponensnek az irdnyéra, a masodik az 7 irdnyra
utal. Tehat az alakvaltozdsi vektorok, mint oszlopvektorok, az aldbbi alakot
oltik:
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A alakvaltozési vektorokbdl dsszedllithaté a P ponthoz tartozé A alakvaltozési
matrix:
Oy Ogy Ogy
A= | oye gy oy

Oy Ozy Oy

Megjegyezziik, hogy ez a mdtrix fiigg a koordinitarendszer megvalasztdsa-
tél. Kiilonboz6 koordindtarendszerek esetén dltaldban kiilonbozé alakvaltozasi
matrixokat kapunk. Az alakvaltozdsi matrix elemeinek szemléletes geometriai
jelentést adhatunk, ha 4dbrazoljuk példaul a j és k vektorok altal kifeszitett pa-
ralelogramma yz sikra esé merdleges vetiiletét:

Z
ayz ~ ¢yz
A
aZZ = 62
£ azl ;
1
k ¢yZ
7 J, [Cw = Ey
5_72); i
¢Zy ayl azy - ¢Zy
Fi y
Az ébra alapjan
(1+a..)—1
aZZ = f = EZ
(1 + ayy) —1
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tovabb4 kis deformécidk esetén jo kozelitéssel teljesiil, hogy

Oy N 1- Pyz = Pyz

Oy 1oy = @ay.
Az bsszefiiggésekben €, €s €, az y és z irdnyd fajlagos nyiilds, ¢, és ¢, . pedig
az y tengelynek a z tengely irdnydba, és a z tengelynek az y irdnydba torténd
elforduldsa. A fenti egyenletekbdl adodik, hogy ¢, €s ¢, . értéke pozitiv, ha
az y tengely z felé, illetve a z tengely y felé fordul el; ¢, és . eldjelét pedig
a koordindtatengelyek irdnyitdsdhoz igazitjuk, azaz az abran adott esetben ¢,
negativ, ¢, pozitiv. Mindig teljesiil tovabba az aldbbi szimmetria tulajdonsag:

1
Pzy = Pyz = 5 *VYzys
ahol v, az yz-sikbeli szogelfordulds. Ezek akapjdn az alakvaltozasi matrix:
1 1
Ex 5 * Yoy 5 * Vxz
1
A= : ’me 5y 5 : Vyz

N — N

*Vzx 5 * Vzy €z

Az alakvaltozasi matrix szimmetrikus.

Az alakvdltozési métrix ismeretében a P pontbeli, 7 irdnyhoz tartozé alakval-
tozdsi vektort az alabbi Osszefiiggéssel szdmithatjuk:

a, = A7,
ahol 7| = 1.

A alakvaltozasi matrix segitségével barmely tetszbleges n irdnyban 1étrejové
fajlagos €, nyulas, illetve két egymasra merSleges n és m tengely egymas felé
forduldsanak

N — N
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Azaz az alakvaltozdsi matrix ismeretében a P pont alakviltozdsi 4llapota is-
mert. Az alakvdaltozdsi matrixot hdrom, egymdsra paronként merdleges irdny-
hoz tartozé alakvéltozési vektor meghatdrozza. A fentiekbdl adddik, hogy az
alakvaltozasi allapot megadasahoz elegendd harom, egymasra paronként merd-
leges irdnyhoz tartoz6 alakvaltozdsi vektort megadni. Az alakvaltozdsi dllapo-
tot az egységnyi élhossziisdgi kocka egymast metsz6 harom élének végpontjai-
hoz tartoz6 alakvaltozasi vektor koordinataival szokas szemléltetni, az alabbi
dbra szerint:

zZ
A\gz
1
1 /u_’iyyz
nyz k 1
272
1 y

&y 1 nyy

X 57yx

Egy P pont alakvaltozasi dllapotat vizsgalva mindig taldlhatunk olyan 7 irdnyo-
kat, amelyekhez tartozé @, alakvaltozasi vektorok parhuzamosak az 7 irdnnyal,
azaz felirhat6 az aldbbi egyenlet:

an=A-n=¢, 7,

ahol [m| = 1. A fenti tulajdonsdgi 7 irdnyokat az alakvéltozdsi allapot fdi-
rdnyainak, a hozzdjuk tartozé ¢, fajlagos nyuldsokat fényiildsoknak nevezziik.
Az m f6éirdnyokban csak nytlas 1ép fel, irdnyvaltozas nem.

Az alakvéltozdsi f6irdnyok egymdsra paronként merdlegesek.

A fényuldsok az alakvaltozasi matrix sajatértékei, az alakvaltozasi f6iranyok
pedig egységnyi hosszisagu sajatvektorai.

A f6nyuldsokat az alakvaltozasi matrix
|JA—¢e-E|=0

karakterisztikus egyenletének gyokei adjak.
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A alakvéltozdsi métrix karakterisztikus egyenletének mindig hdrom kiilonbdz6
valés gyoke van. Ebbdl adéddan a fonyudldsok szdma harom. A fényildsokat
nagysdguk szerint indexezziik az aldbbiak szerint:

€1 > €9 > £3.
Az egyes ¢; t6nyuldsokhoz tartozé n; f6irdnyok az
(A—¢g;-E)-n=0

homgén linedris egyenletrendszer egységnyi hosszisagd megoldasai.

Terheljiik az egységnyi oldalhosszisagi kocka két szemkozti oldaldt o nagy-
sagd, normdlirdnyu fesziiltséggel. A tapasztalatok szerint a kocka a fesziiltség
irdnydban megnyulik, a fesziiltség irdnydra merdleges keresztmetszete pedig
csokken.

.
.
e i i i

Er

Jelolje € a fesziiltségirdnyu, e, az arra merdleges (keresztirdnyu) fajlagos
nyulast. Tapasztalat szerint, kicsiny deformdciok esetén teljesiilnek az aldbbi
Osszefiiggések:

oc=FE -, Eper=—V-¢,

ahol az E és v anyagi mindségre jellemzd dllandok elnevezése Young-modulus
és Poisson-tényezd. Ezek az értékek acéloknal:

2-10" [Pa] < E < 2,1-10" [Pa]
0,2<v<0,33.
Ha a kocka két szemkozti oldalparjan azonos nagysagu és iranyu, de ellentétes

értelmd 7 fesziiltségek ébrednek, akkor a kocka rombusz alapti hasabba torzul.
Ezt szemlélteti az alabbi abra:
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Tapasztalat szerint, kicsiny deformdaciok esetén a 7 cstsztatéfesziiltség ardnyos
a vy szogtorzuldssal:

T=G .
A G ardnyossagi tényezd neve csisztato rugalmassdagi modulus.
A hirom anyagi 4lland6 kozott minden esetben fenndll az aldbbi 6sszefiiggés:
E
2-(1+v)
Ezek utdn felirhatjuk a fesziiltségi és alakvdltozasi allapot kapcsolatdt megha-
tdrozo, egymdssal egyenértéki osszefiiggéseket:

1 v
A=—.|T= .. E
2G ( 1+v 7 )

14
T=2G (A LA[-E).
¢ ( i )

G:

Az Osszefiiggéseket dltaldnos Hooke-torvénynek nevezziik. Az egyenletekben
szerepl$ Fr és A paramétereket az aldbbi 6sszefiiggések definidljak:
Fr=0,+0y+0,=01+02+03
Ar=ep+ey+te. =1 +e2+e3.
Sziikséges matematikai ismeretek. Szogfiiggvények ismeretek, matrixok 6sz-

szeaddsa és szorzdsa, sajatérték, sajatvektor meghatdrozdsa, vektorok skaldris
szorzata.

Mintafeladat. Egy acélszerkezet valamely P pontjdhoz tartoz6 alakvaltozasi
allapotot az aldbbi dbra szemlélteti:
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Z“
ku
ng
J &y y
i al” 1 i
& — _7xy
X 1 n 2
X Eyyx

Adatok:

e =2,58-107% £, =-2,62-107% ¢, =-0,954-10"%
Yoy =3,9-107%  a=30°; E=2-10"[Pa]; v=0,3.

7 —

a) Adjuk meg az y tengelyhez « szoggel hajlod, yz sikban fekv6 n egységvektor
koordinatdit, valamint az alakvaltozasi matrixot a P pontban!

b) Adjuk meg az m irdnyhoz tartozd alakvéltozasi vektort!

¢) Hatdrozzuk meg az 7 irdnyd ¢, fajlagos nyildst, valamint az i és j egység-
vektorok egymds felé forduldsanak szogét!

d) Hatarozzuk meg a fényuldsok nagysagat és az alakvaltozasi féirdnyokat!
e) Szamoljuk ki a csusztaté rugalmassagi modulus értékét!

f) Adjuk meg a fesziiltségmaétrixot a P pontban!

Megoldas:

a) Mivel az egységvektor az yz sikban fekszik, ezért n, = 0. A keresett vektor
madsodik koordinétéja:

3 .
ny = cos30° = *2[ — 0, 86.

A keresett vektor harmadik koordinataja

n, = —sin30° = —0, 5.
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Tehat a keresett egységvektor:

e v 37
T xy Tz
) 2 f 2,58 1,95 0
A=1 S%e & we [=| 195 -262 0 1074
0 0 —0,95
1 1
5’7%‘ §"Yzy €z

b) Az n irdnyhoz tartoz6 alakvéltozdsi vektor:

0
258 1,95 0
Gn=A-m=1| 1,95 —-2,62 0 0| V3| &
0 0 —0,95 2
—0,5
1,69
~ | —2,27 | -107%
0,48
c) A fajlagos nyulés értéke
y 1,69
en=ned,=| Y3 |e| —227 |-107'~-1,73-10""
05 0,48
Az i és j egységvektorok egymis felé forduldsdnak szoge:
1 1 — -
i'r}/ya:: Q'ny:]'A'Z:
258 1,95 0 1
=(0 1 0)-[ 1,9 -262 0 10741 o | =
0 0 0,95 0

=1,95-10"%
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Megjegyezziik, hogy a vektorokat a korabbiakban oszlopvektoroknak tekin-
tettiik, azonban a j vektor esetén most a sorvektort irtunk, igy a korabbi kon-

., e 7.T ’ e ’ s Ve ’ s
cepciot kovetve j- lenne a preciz irdsmdd, azonban az egyszertiség kedvéért

7.T — , . .s . pd z . 7
aj  helyett j-t frunk. tekintettiikk amiatt, hogy a megfelel matrixszorzasnak
legyen értelme.

A fényuldsok az alakvaltozdsi métrix sajatértékei, amelyeket az
|JA—ec-E|=0

karakterisztikus egyenlet megoldasaval kapunk meg. A karakterisztikus po-
linom:

|A—¢ - E|=
[/ 2,58 1,95 0 e 00
= det 1,95 —2.62 0 107 =1 0 e 0 =
'\ 0 0 —-0,95 0 0 ¢
2,58 1074 —¢ 1,95-107% 0
= det 1,95-107%  —2,62-107% —¢ 0
0 0 —0,95-107% — ¢

A kapott determindnst példdul a harmadik sora szerint kifejtve azt kapjuk,
hogy

(=0,95-107% — ) - (e2 = 0,04-107% - £ — 10,56 - 1079).
A megoldandé egyenlet tehat:
(=0,95-107* — &) - (62— 0,04-107% . £ — 10,56 - 10~%) = 0.

Egy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényezdje zérus, igy a
sajatértékek

e~ 3,23-107%
g9~ —0,95-1074
g3~ —3,27-107%.

Az egyes fényuldsokhoz tartozé alakvaltozasi féirdnyokat az

(A—e-E)m=0 (i=1,2,3)
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homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk. Behelyettesitve
azeq = 3,23 - 1074 értéket az

~0,65 1,95 0 Ny 0
1,95 —5,85 0 A on, =10
0 0  —2,28 n. 0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk,
hogy
—0,65n,; +1,95n, =0
1,951, — 5,85n, =0
—2,28n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adddik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymdssal, igy az egyik egyenlet elhagyhat. Az n, €s n, is-
meretlenek kozott az n, = 3n, Osszefliggést kapjuk. A jelolések egysze-

riisitése miatt legyen példaul n, = t, ahol ¢ € R \ {0} tetsz6leges. Ekkor
n, = 3t. Az m vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell,

hogy
\/n2+ng4+nZ=1,
azaz

Vot +t2 =1 = Vv10-t=1 = t=

Tehat a e fonyuldshoz tartozé alakvaltozasi f6irany

o

3
V10 0,95
] = 1 ~ | 0,32
V10 0
0
Az g9 = —0,95 - 10~* értékii fényilds esetén az alabbi linedris egyenlet-
rendszerhez jutunk:
3,93 1,95 0 Ny 0
1,95 —-1,67 O |- ny | =1 0
0 0 0 n, 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy
3,93n; +1,95n, =0
1,95n, — 1,67, =0
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Ekkor az n, ismeretlenre nem kaptunk semmilyen ,,megk&tést", igy az tet-
sz8leges zérustdl kiilonbozé értékét felvehet, azaz legyen n, = ¢, ahol
t € R\ {0} tetsz6leges. Tovabbd n, = 0 és n, = 0. Az i vektornak
egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell, hogy

\/n2+nitn?=1,

azaz t = 1. Tehat a g5 f6fesziiltséghez tartozé f6irdny:

0
no = 0
1
A g3 = —3,27-10~% értékii fonyiilds esetén az alabbi linedris egyenletrend-
szerhez jutunk:
5,85 1,95 0 Ny 0
1,95 0,65 O 1| ny | =120
0 0 4,22 n, 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

5,851, +1,95n, =0

1,95n, +0,65n, =0

4,22n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 addédik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymadssal, igy koziiliikk az egyik egyenlet elhagyhatd. Az n, és
n, ismeretlenek kozott az n, = —3n, Osszefliggést kapjuk. Az egyszer(ibb

feliras kedvéért legyen példdul n, = ¢, ahol t € R\ {0} tetszSleges. Ekkor
n, = —3t. Mivel n egységvektor, ezért

VOtZ 42 =1.

Ebbd] meghatdrozhatjuk a ¢ értékét:
v10-t=1 = = —.

Ezt felhaszndlva a €3 f6fesziiltséghez tartozd féirany
1
V10 0,32
3 = -0,9
V10 0
0

ng =
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e) A csusztatd rugalmassigi modulus értéke:

E 2. 104
G = = ~ 0,77 - 10" [Pal.
2. (1+v) 2,6 ’ [Pa]

f) Az elméleti 6sszefoglaloban szerepl6 Aj paraméter értéke:
Ar=¢e1+e9+e3=0,91-10"%

Az elméleti dsszefoglaléban leirtak alapjin a fesziiltségmatrix és alakvélto-
z4si matrix kozott az aldbbi kapcesolat adhaté meg:

T:2G-<A+1_2 “Ar- >

Ezt felhaszndlva, a megfelel6 adatok behelyettesitésével a fesziiltségmatrix
a P pontban:

T:2G-(A+1 v ‘AI‘E) =1,54-10'%
%

2,58 1,95 0

195 262 0 21074 40,75-0,91-107%- E| =
—0,95
1,95 0
=1,54-10" - 1 95 —2 62 0 1074
0 —0,95
100
+0,6825-| 0 1 0 |- 107 =
00 1
3,2625 1,95 0
= 1,95 —1,9375 0 1,54-107 =
0 0 —0,2675
5,02425 3,003 0
= 3,003 —2,98375 0 -107.
0 0 —0,41195
Gyakorlé feladatok.

3.2.1. Feladat. Egy acélszerkezet valamely P pontjdhoz tartozé alakvaltozasi
allapotot az aldbbi dbra szemlélteti:
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A

z

Adatok:

£, =22,51-107% €, =6,75-10"% 4y = —39-107";

)

a=30% FE=2-10"[Pa; v=0,3.
a) Adjuk meg az y tengelyhez o szoggel hajlo, xy sikban fekvd n egységvektor
koordinatdit, valamint az alakvaltozasi matrixot a P pontban!
b) Adjuk meg az m irdnyhoz tartoz6 alakvéltozasi vektort!

¢) Hatdrozzuk meg az 7 irdnyu &, fajlagos nyuldst, valamint az i és j egység-
vektorok egymas felé forduldsdnak szogét!

d) Hatarozzuk meg a fényuldsok nagysagat és az alakvaltozasi féirdnyokat!
e) Szdmoljuk ki a cstsztatd rugalmassdgi modulus értékét!

f) Adjuk meg a fesziiltségmaétrixot a P pontban!

Megoldas:

a) A normdlis egységvektor:

=
Ut

3|
I

O N
S
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Az alakvéltozdsi métrix a P pontban:

. 17 17
x Ty xz
: 2 ? 22,51 —19,5 0
A= I -19,5 6,75 0 | -107°.
0 0 0
1 1
572:5 5'723; €z

b) Az n irdnyhoz tartoz6 alakvéltozasi vektor:

0,5
22,51 —19,5 0
an=A-mn=| -195 6,75 0 |-107°. V3 |
0 0 0 2
0
—5,63
~| -39 |- -1075.
0
c) A fajlagos nyulés értéke
0,5 5,63
en=ned,=| ¥ [e| =39 | -107°~—6,19-107".
0 0

Az i és j egységvektorok egymis felé forduldsdnak szoge:

22,51 —19,5 0 1
=(0 1 0)-[ -195 675 0]-10°-[0|=

0 0 0 0
=—-19,5-107°.

d) A fényulasok értékei:
£1 ~ 35,66-107°
g9 = 0
g3~ —6,4-107°,
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A f6irdnyok:
-0, 83 0 0,56
ny ~ 0,56 i ng=1| 0 |; m3g=| 0,83
0 1 0

e) A csusztat6 rugalmassigi modulus értéke:

E 2.101
= = ~ 0,77 - 10" [Pal.
=iy T 2e Y [Pa]

f) Az elméleti 6sszefoglaléban szerepld A paraméter értéke:
Aj=¢e1+e9+e3=29,26- 107°.

Az elméleti Osszefoglaléban leirtak alapjan a fesziiltségmatrix és alakvélto-
z4si matrix kozott az alabbi kapcesolat adhaté meg:

TZQG'<A—|—1_2 CAr- >

Ezt felhasznélva, a megfelel§ adatok behelyettesitésével a fesziiltségmatrix
a P pontban:

T=2G.<A+ AI-E>:1,54-1011-

1—2v

22,51 —19,5 0

—195 675 0 | -10°40,75-29,26-107°- E| =
0

22,51 —19,5 0
=1,54-10' - —19 5 6, 75 0 |- -107°+
0

100
+21,945-( 0 1 0 |-107°| =
00 1

44,455 —19,5 0
= | —19,5 28,695 0 1,54 -10°% =
0 0 21,945
68,4607 —30,03 0
= | —=30,03 44,1903 0 - 108.

0 0 33,7953
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3.2.2. Feladat. Egy acélszerkezet valamely P pontjdhoz tartoz6 alakvaltozdsi
allapotot az aldbbi dbra szemlélteti:

zZ
ugz
ku
n 1
2o
ﬂ\ j 7Y
1 — >
Yy 1 ‘I\‘cfz €y
2 -
X &y

Adatok:

£, =8,38-107% £,=1,88-10"° £,=0,25-10"%
Yoy =—19,5-107% «a=30°; B=60° E=2-10"[Pal;
v=20,3.

a) Adjuk meg az abran lathaté n egységvektor koordinatdit, valamint az alak-
valtozasi matrixot a P pontban!
b) Adjuk meg az m irdnyhoz tartoz6 alakvaltozasi vektort!

¢) Hatdrozzuk meg az 7 irdnyu &, fajlagos nyuldst, valamint az i és j egység-
vektorok egymads felé fordulasanak szogét!

d) Hatarozzuk meg a fonytldsok nagysdgat és az alakvaltozdsi féirdnyokat!
Megoldas:

a) A normdlis egységvektor:
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Az alakvéltozdsi métrix a P pontban:

e U 37
T xy Tz
1 2 f 8,38 —9,75 0
A= Swe & % [=| %75 18 0 -107°.
0 0 0,25
1 1
5723& 5’7zy €z

b) Az n irdnyhoz tartoz6 alakvéltozasi vektor:

8,38 —9,75 0 0,25
a,=A-n=| —9,75 1,88 0 2107° - 0,43 | =
0 0 0,25 0,87
—2.1
~| —-1,63 |-107°.
0,22
c) A fajlagos nyulés értéke
0,25 —2.1
en=nea,=| 043 |e| —1,63 | -107° ~ —1,03-107°.
0,87 0,22

Az i és j egységvektorok egymds felé forduldsanak szoge:

1 ]- - =

2 2
8,38 —=9,75 0 1
=(010) [ -97 1,8 0 |-107°-[0|=
0 0 0,25 0
=—9,75-107°.
d) A fényidlasok az A alakvéltozasi matrix sajatértékei, azaz a
8,38 —¢ —9,75 0
det -9,75 1,88 —¢ 0 =0
0 0 0,25 —¢

egyenlet megolddsai, amire azt kapjuk, hogy
£~ 15,41-107°
eor 2,5-1074
g3~ —5,15-107°.

93
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A f6irdnyok az A alakvaltozasi matrix egységnyi hosszisagu sajatvektorai:
—0,81 0 0,58
ny =~ 0,58 ; no=| 0 ]; mng=| 0,81
0 1 0
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3.3. Matrixok gazdasagi alkalmazasai

Elméleti osszefoglalé. A gazdasagi problémak megoldasat megkonnyiti, ha a
rendelkezésre all6 adatokat megfelel6 médon rendszerezziik, tiblazatba foglal-
juk. Célszer(i az adatokat matrixként reprezentdlni, a veliik végzett miiveleteket
pedig matrixmiveletkként leirni. Az dgynevezett szdllitdsi mdtrixot olyan ese-
tekben alkalmazzak, amikor tobb raktarban tarolnak termékeket és ezeket tobb
rendeltetési helyre kell kiszallitani. A matrixban a fajlagos koltségeket tiintetik
fel, vagyis azt, hogy az aru egy egységének elszallitisa mennyibe kertil.

Masik példaként tekintsiink egy tizemet, amely kiilonb6z6 termékeket allit eld
és a termékek eldéllitdsdhoz kiilonféle nyersanyagok sziikségesek. Ha ezeket az
adatokat tablazatba foglaljuk, akkor az igy kapott matrixot technoldgiai mdtrix-
nak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy egy gazdasig n kiilonboz6 dgazatra bonthaté fel. Rdforditdsi
madtrixnak nevezzik azt a matrixot, melynek a;; eleme azt jelenti, hogy az i-
edik dgazat termelt értékébdl mennyi sziikséges a j-edik dgazat egységnyi ter-
meléséhez. Tegyiik fel, hogy az adott elérni kivant nett6 kibocsétési vektor d
és az x pedig a teljes kibocsatds vektora, ami jelen esetben ismeretlen. Ekkor
ennek legydrtdsa sordn a raforditasi matrix definici6ja szerint A - x inputra van
sziikségiink az egyes dgazatokbdl. Kozgazdasdgtani szempontbdl az a fontos,
hogy még nettéban maradjon plusz d, tehat az Az + d = = matrixegyenlethez
jutunk. Ezt dtrendezve x — Ax = d adddik, amibdl z-et kiemelve azt kapjuk,
hogy z - (E — A) = d. Ebbdl z-et kifejezve z = (E — A)~'d adédik. Az igy
keletkezett (E — A)~! métrixot Leontief-inverznek nevezziik. Ha a Leontief-
inverz valamelyik eleme nulla, akkor a megfeleld dgazat teljesen fliggetlen a
masik dgazattl. Ha a Leontief-inverznek létezik negativ eleme, akkor a gaz-
dasag nem miikodSképes, ugyanis tobbe keriil a miikodés, mint a termelés.

Egy gazdasag akkor és csak akkor produktiv, ha létezik a Leontief-inverz és
annak minden eleme nemnegativ.

A produktivitds egy lényeges kozgazdasdgtani fogalom, a Gale-féle produk-
tivitdsi kritérium szerint, egy A raforditdsi matrix (illetve az azt meghatarozé
gazdasdg) produktiv, ha 1étezik olyan y > 0 termelési vektor, amelyre teljesiil,
hogy y > Ay, azaz 1étezik olyan brutté kibocsatasi vektor, ami meghaladja a
hozz4 kozvetleniil sziikséges raforditdsok mértékét.

Sziikséges matematikai ismeretek. Miiveletek matrixokkal, matrixok inver-
zének kiszdmoldsa, matrixok invertdlhatésagdnak kritériumai, métrixegyenle-
tek megold4sa.
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1. Mintafeladat. Egy cég 3 alapanyagbdl 4 féle terméket allit el6. Az alabbi
tdbldzat (technoldgiai métrix) mutatja, hogy az egyes termékek eldéllitdsahoz
mennyi alapanyag sziikséges, az egyes alapanyagok koltségeit, a nyersanyagok-
bdl rendelkezésre 4116 mennyiségeket, valamint a kész termékek eladdsi drait.
Az egyes termékekbdl rendre 10, 10, 5, 10 darabot gyartunk.

T1 | T2 | T3 | T4 | Koltség (Ft/db) | Kapacitas

Al 1 2 1 1 30 60
A2 3 0 3 2 20 80
A3 2 2 1 4 10 100

Egységar (Ft/db) | 200 | 100 | 300 | 150

Matrixmiveletek felhasznéldsdval vdlaszoljunk az alabbi kérdésekre:
a) Elegendd-e a rendelkezésre 4116 kapacitds?

b) Mennyi a megmaradt alapanyag?

¢) Mennyi a termékek egységnyi eldallitasi koltsége?

d) Mekkora az 6sszkoltség?

e) Mennyi a bevétel?

f) Mennyi a haszon (profit)?

Megoldas:

a) Az eredményt egy métrix és egy vektor szorzata adja

10

1 2 11 45
3 0 3 2 150 =1 65
2 21 4 10 85

Azt kaptuk tehat, hogy az egyes alapanyagokbdl rendre 45, 65 és 85 egység
sziikséges, igy elegendd a rendelkezésre all6 alapanyag mennyiség.

b) Mivel

60 45 15
80 | -6 |=[ 15|,
100 85 15

ezért azt kaptuk, hogy minden alapanygbdl 15 egységnyi maradt meg.
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c) A megfelel§ eredményt egy vektor és egy matrix szorzata adja:

(30 20 10)-( 3 0 3 = (110 80 100 110 ).
2 2 1

Azt kaptuk tehdt, hogy az egyes termékek eldallitasi koltsége rendre 110
forint, 80 forint, 100 forint és 110 forint.

d) Mivel

10
(110 80 100 110 )- 150 =

10
=110-10+80-104100-5+ 110 - 10 = 3.500,
ezért az 6sszkoltség 3.500 F't.
e) Mivel

10
(200 100 300 150 ) - 150 =

10
=200-10+4 100 - 10+ 300 -5+ 150 - 10 = 6.000,

ezért a bevétel 6.000 F't.
f) A profitot a bevétel és a koltség kiilonbségeként kapjuk meg:

6.000 — 3.500 = 2.500,
tehdt a profit 2.500 F't.

2. Mintafeladat. Tegyiik fel, hogy egy zért gazdasagban harom dgazat miko-
dik: mez6gazdasag, ipar és szolgdltatds. Az aldbbi tdbldzatban szerepld szdmo-
kat milli6 forintban kell érteni:

Mezo6gazdasag | Ipar | Szolgaltatas
Mezogazdasag 300 100 300
Ipar 300 100 150
Szolgaltatas 600 100 150

A fenti tablazatot oszloponként értelmezziik igy, hogy példaul az els6 oszlop
azt jelenti, hogy a vizsgalt id6szakban (jelen esetben 1 év alatt) a mez6gaz-
dasag 1.200 millié forint értékli egységet termelt 6sszesen. A fenti 6sszegbdl
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a gazdasdg 300-at mezdgazdasdgi termékre, 300-at ipari termékre, 600-at szol-
gdltatdsi termékekre koltott.

a) Irjuk fel a rdforditdsi matrixot!
b) Miikoddképes-e (produktiv-e) a gazdasag?

Megoldas:

a) A raforditasi matrix

A:

N N N N
Wl Wl Wl
e L N Ll Sl

b) Els6ként kiszamoljuk az F — A matrixot:

101 1 3 _1 _1
1 0 0 1 3 2 4 3 2
1 1 1 _ 1 2 1
010 f—-13 35 3 |=|-1 5 1
001 11 1 1 1 3
2 3 4 2 3 4
Az F — A métrix inverze:

4 28 —15 13

Al —20 40 —-20

50\ 13 _15 28

Az elméleti 6sszefoglaléban leirtak szerint a gazdasag nem produktiv.
Gyakorlé feladatok.

3.3.1. Feladat. Egy étteremben haromféle levesbdl eladott adagok szdmét az
aldbbi tdbldzat mutatja:

gulyasleves | zoldségleves | gyiimolcsleves
hétfo 10 5 5
kedd 20 10 5
szerda 10 10 10
csiitortok 5 20 10
péntek 30 10 20
Egységar (Ft/db) 400 200 300

Vailaszoljunk matrixmiiveletekkel az alabbi kérdésekre!

a) Mennyi a levesekbdl szarmaz6 napi bevétel?
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b) Mennyi a levesekbdl szarmaz 6sszbevétel az 6t nap alatt?

c) Hatdrozzuk meg az egyes levesfélékbdl eladott adagok szamat az 6t nap alatt
Osszesen!

d) Az egyes napokon zoldséglevesbdl hany adaggal tobbet adtak el, mint gyii-
molcslevesbdl?

Megoldas:

a) A megfelel6 eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 5 9 6.500
20 10 5 400 11.500
10 10 10 |- 200 | = 9.000
5 20 10 300 9.000
30 10 20 20.000

Azt kaptuk tehat, hogy hétfén 6.500 forint, kedden 11.500 forint, szerdan
9.000 forint, csiitortokon 9.000 forint és pénteken 20.000 forint volt az em-
litett levesekbdl szarmazd bevétel.

b) Mivel
6.500
11.500
(1111 1)-] 9000 |=

9.000
20.000

= 6.500 + 11.500 + 9.000 + 9.000 + 20.000 = 56.000,

ezért a levesekbdl szarmazo Osszbevétel az 5 nap alatt 56.000 forint.

c) Az egyes levesekbdl eladott adagok szdma

10 5 5
20 10 5
(1111 1)-] 10 10 10 |=(7 55 50).
5 20 10
30 10 20

Azt kaptuk tehat, hogy az 5 nap alatt gulyaslevesbdl 75 adag, zoldségleves-
bdl 55 adag, mig gyiimolcslevesbdl 50 adag fogyott el.
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d) Mivel
10 5 5
20 10 5
10 10 10
5 20 10
30 10 20

0
5

O Y
10
~10

ezért azt kaptuk, hogy hétfén és szerdan ugyannyi adag fogyott el a zoldség-
levesbdl és gyiimolcslevesbdl. Kedden 5 adaggal, csiitortokon 10 adaggal
fogyott el tobb zoldségleves, mint gyiimdmcsleves, mig pénteken gyiimolcs-
levesbdl fogyott tobb, mégpedig 10 adaggal adtak el tobbet, mint zoldségle-

vesbdl.

3.3.2. Feladat. Négy felad6helyr6l harom rendeltetési allomdsra szallitunk a-
rut. A szallitasi koltségeket (euroban) az alabbi (szallitasi) matrix mutatja:

R1 | R2 | R3
F1| 10 |20 | 30
F2 |40 | 50 | 20
F3 |30 |10 |20
F4 | 60 | 70 | 20

Mindegyik feladohelyrdl az elsd rendeltetési helyre 3, a mdsodikra 5, a har-
madikra 4 egységnyi mennyiséget kell széllitani. Mennyi a szdllitdsi koltség

felad6helyenként?
Megoldas:
A szallitasi koltség feladohelyenként
10 20 30
40 50 20
30 10 20
60 70 20

3
5
4

250
450
220
610

Azt kaptuk tehdt, hogy a szallitasi koltségek rendre 250, 450, 220 és 610 euro.

3.3.3. Feladat. Egy gazdasag raforditdsi matrixa A = (
a) Produktiv-e (mlikodéképes-e) a gazdasag?

b) Mennyi legyen a teljes kibocsatds ahhoz, hogy a d = <

megadott nettd termelést elérjiik?

0,2 0,6
0,4 0,1 )

AN \V]

> vektorral
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Mely termékek el6dllitdsa nyereséges, ha drrendszeriink a v = (1,2) vek-
torral adhat6 meg?

Megoldas:

a)

b)

Az E — A mitrix inverzének az elemeit kell megvizsgalnunk, ahol £ a
megfeleld (jelen esetben 2 X 2-es) egységmatrix. Az

1 0 0,2 0,6 \ 0,8 —0,6
E_A_<01>_<Q4OJ>_<—Q4 Q9>
matrix inverze
_ 1 0,9 0,4
1 _ . } 9 —
w_A)'_Q@ <Q6Q8> ( )

Mivel a Leontief inverz minden tagja nemnegativ, ezért a gazdasidg miiko-

)-(3)-(37).

tehat 7 darabot kell az els6, 9 darabot kell a masodik termékbdl eldallitani,
ahhoz hogy a megadott netté termelést elérjiik.

Mivel

1,875 0,83
1,25 1,6

A teljes kibocsatas

(E_Aryd:(lﬂ% 0,83

1,25 1,6

7,07
8,9

0,2 0,6

WA:GQ-(Q4Q1>:ﬂﬂ&,

ezért az elsd termék elballitasa 1 egységbe keriil (igy az nem is nyereséges,
és nem is veszteséges), a masodik termék elballitasa 0,8 egységbe keriil
(tehét ezen a terméken 1, 2 egység a nyereség).

3.3.4. Feladat. Hirom csoport matematika vizsgajegyeit tartalmazza az aldbbi

tablazat:
jeles (5) | jo (4) | kozepes (3) | elégséges (2) | elégtelen (1)
Csl 5 8 7 3 1
Cs2 2 4 0 6 2
Cs3 4 6 5 4 0

Mitrixmiiveletek segitségével vdlaszoljunk az aldbbi kérdésekre:

a) Hatdrozzuk meg a csoportonkénti létszdmot!

b) Hatdrozzuk meg az 6sszlétszamot!
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¢) Hatdrozzuk meg az osztilyzatok megoszlasit, azaz, hogy az egyes osztaly-
zatokbdl 6sszesen hdny darab sziiletett!

d) Szamoljuk ki az egyes csoportok vizsgaatlagit!
Megoldas:

a) A csoportonkénti 1étszdm

1
5 8 7 3 1 1 24
2 40 6 2 1 1=1 14 |,
4 6 5 4 0 1 19

1

azaz az egyes csoportok létszama rendre 24, 14 és 19 £6.
b) Az Osszlétszam

24
(11 1) 14 )=24+14419=5T.
19
Tehat az 6sszlétszam 57 6.
¢) Az osztilyzatok megoszlésa:
5 8 7 3 1
(11 1) (2406 2 |=(11 18 12 13 3).
4 6 5 40

d) Az elsé csoport atlaga:

)
4
1 85
— (5 87 3 1)-| 3 | ==—=23,54
24 ( ) 9 24 ’
1
A masodik csoport atlaga:
)
4
1 40
—(2 406 2)-1 3 |=—=286.
14 ( ) 9 14 ’
1
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A harmadik csoport 4tlaga:

LLUP

1
—-(46 5 40)- )

19

=N W e Ot
|
{
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3.4. A titkosiras alapjai

Elméleti osszefoglalé. A titkosirds (kriptografia) mara kiilon tudomanydgga
nétte ki magat. Ebben a fejezetben ezen tudomanydg alapjaival ismerkediink
meg.

Ahhoz, hogy egy kédolt (titkositott) lizenetet készitsiink, majd a kédot ,,visz-
szafejtsiilk” matematikai eszk6zként alkalmazhatunk matrixokat, felhasznélva a
kozottiik értelmezett miiveleteket.

Tekintsiik azt a legegyszeriibb esetet, amikor a magyar dbécé betiiihez rendeljiik
hozz4 azt a szamot, ahanyadik helyen taldlhat6 a sz6banforgé betli az dbécében.
A kettds” méssalhangazdkat és a harmas mdssalhangzét hagyjuk ki ebbdl a
felsoroldsbdl, hiszen példdul a ,,cs” betiit egy ,,.c” és ,,s” karakter egymds mellé
ifrasaval fogjuk el6dllitani. A ,,sz6k6zh6z” a 0 szdmot rendeljiik hozz4, a mon-
datkozi és mondat végi irdsjelektdl jelen esetben eltekintiink. Az aldbbiakban
osszefoglaljuk, hogy melyik betlihdz, melyik szdmot rendeljiik:

a—1 h— 10 6—19 i — 28
a— 2 i— 11 60— 20 i— 29
b—3 i—12 6—21 i— 30
c—4 j— 13 p— 22 v — 31
d—5 k— 14 q— 23 w — 32
e—6 1—15 r— 24 X — 33
E— 7 m — 16 s — 25 y — 34
f— 38 n— 17 t— 26 z — 35
g—9 o— 18 u— 27 sz0k6z — 0

Az A matrix tartalmazza annak a szénak a karaktersorozatat, amit az el6bbi
modon készitiink el.

Ha egy sz6 példaul 8 betiibdl 4ll, azt szabadon eldonthetjiik, hogy abbdl 8 x 1-es,
4 x 2-es, 2 x 4-es vagy 8 x 1-es métrixot készitiink-e. A dekddolds (illetve ko-
dolés sorén is) sorfolytonosan, balrdl jobbra haladunk. Az elkészitett matrixot
ezutdn megszorozzuk egy ugynevezett kodolo métrixszal (jeloljik ezt B-vel),
amelyet a ,.kodfejt6" tudomdsara kell hozni. Ezen mdtrixrél megkoveteljiik,
hogy invertilhat6 legyen. Ezt kdvetSen elkészitjiik az

X=A-B

matrixot és azt tovabbitjuk a célszemélynek. A kédfejtd jol ismeri a matema-
tikat, igy tudja, hogy a rendelkezésre all6 X és B matrixok segitségével az A
matrixot az

A=X.-B!
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Osszefliggés segitségével szdmolhatja ki.

Sziikséges matematikai ismeretek. Matrixmiveletek, matrixok invertalhatd-
sdganak kritériumai, métrix inverzének meghatdrozdsa, matrixegyenletek meg-
oldésa.

Mintafeladat. Hatdrozzuk meg azt a sz6t, amelyet az

34 56

63 90
X = 30 50

77 104

matrix felhasznalasaval kapunk a

p=(5 %)

kédold matrix segitségével!

Megoldas:
A B matrix inverze:
1 4 -2
B =1 (_3 )

—_

A, dekddolt" A matrix

34 56 16 6
1 [ 63 90 4 -2 9 18

= . -1 = — — . . =
A=X-B 2 | 30 50 ( -3 1 ) 15 5
77 104 2 25

Az elméleti 6sszefoglaldban taldlhat6 kulcs alapjan a keresett sz6: ,,megoldas”.

Gyakorlé feladatok.
3.4.1. Feladat. Hatdrozzuk meg azt a sz6t, amelyet az
22 40
X = 98 148
110 154

matrix felhaszndldsdval kapunk a

o-(37)

k6dolé matrix segitségével!
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Megoldas:

A B matrix inverze:

1 4 -2
_1__7.
B=3 <—3 1>'

A ,.dekédolt" A matrix

) ) 22 40 4 o 16 2
A=X.-Bt=—-.| o8 148 |- = 26 24
110 154 -3 1 11 33

Az elméleti 6sszefoglaldban taldlhaté kulcs alapjan a keresett sz6: ,,matrix”.



4. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
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4.1. Szamitasok egyenaramu halézatokban

Elméleti osszefoglalé. Egyendramu dramforrdsokat €s fogyasztokat (ohmos el-
lendlldsokat) elektromos vezetSkkel 6sszekotve egyendramii hdlozatot kapunk.
Egy ilyen egyendramu hildzatot szemléltet az aldbbi dbra:

F QE D

B — ? — T
— ﬁ |

ﬁA B | c

A csomopont a héldzat olyan pontja, amelybe legaldbb harom vezeték fut be
(A, B, E, F pontok).

Az dg két csomOpontot Osszekotd vezetékszakasz, amely végpontjain kiviil
nem tartalmaz csomépontot (B—C - D —-FE, A—- B, F—-F,A—-F,E—B
vezetékszakaszok).

A hurok olyan vezetékszakasz, amelynek mindkét végpontja ugyanaz a pont
(B-C—-D—-FE—-BvagyA—B—C—D— E— F — A vezetékszakaszok).
Egy aramforras belsd fesziiltségén (Up) a nyitott kapcsain mérhet6 fesziiltséget
értjiik. Ha a kapcsokat vezet6vel 6sszekotjiik, akkor a forrdson keresztiil dram
folyik. Minden dramforrdsnak van belsd ellendlldsa (Ry), amelyen az dram ha-
tasara fesziiltség esik. Emiatt a kapcsokon mérheté Uy kapocsfesziiltség zért
esetben eltér az U, belsé fesziiltség értékétol és fiiggvénye az dramerbsségnek.
Ebbdl adéddan a kapocsfesziiltség helyett mindig a belsd fesziiltség és ellendl-
las értékét adjuk meg, amelyeket rajzban kiilon jeloljiik.

Az egyendramu hal6zatokra vonatkozo6 feladatok megolddsa Kirchhoff két tor-
vényén alapszik. Ezek az aldbbiak:

Kirchhoff I. torvénye:

Barmely csomépont esetén a befoly6 és elfoly6 daramok elbjeles 6sszege zérus.
ElGjelszabaly: a befoly6 dramokat pozitivan, a elfolydkat negativan elGjelez-
ziik.
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A fenti dbra jeloléseivel Kirchhoff elsd torvényét alkalmazva az aldbbi egyen-
letet kapjuk:

L+ +1s—1,=0.

Kirchhoff I1. torvénye:

Barmely hurok mentén korbehaladva, a fesziiltségesések elGjeles Osszege zé-
rus. Elbjelszabdly: a hdlézat minden hurkdhoz onkényesen hozzarendeliink
egy koriiljarasi irdnyt és minden agdhoz egy dramirdnyt. Az ellendlldson es6
IR fesziiltség irdnya megegyezik a valasztott dramirdnnyal, a fesziiltségforra-
son esd fesziiltség irdnya pedig a pozitivtdl a negativ pélus felé mutat. Ha az igy
kapott fesziiltségesés irdnya a valasztott koriiljarasi irdnnyal megegyezd, akkor
pozitiv, ha ellentétes, akkor negativ elGjelet kap.

R
F R 1 ‘ E
Py 1 l
LRy | #Rbl TN U,
U * __t Ry f LR,,
2
I L
A B

A fenti dbra jeloléseivel Kirchhoff masodik torvényét alkalmazva az alabbi
egyenlethez jutunk:

—Up — 11 Rpyy +1-R+Up —Is- Ry = 0.

Az egyendrami hélozatokkal kapcsolatos feladatok megolddsdnak 1épései az
alabbiak:

e A halézat csomépontjaira felirjuk Kirchhoff I., hurkaira Kirchhoff II.
torvényét. Eredményiil mindig linedris egyenletrendszert kapunk.
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e Az egyenletrendszert rendezziik, majd valamelyik ismert mddszerrel
(Gauss elimindcid, bazistranszformécid, Cramer-szabdly, inverzmat-
rix médszer, stb.) megoldjuk. Eredményiil megkapjuk az ismeretlen
aramerOsségeket, ellendllasokat, fesziiltségeket.

e Ha egy dramerdsségre negativ értéket kapunk, az annyit jelent, hogy a
feltételezett dramirdnnyal a technikai dramirdny ellentétes, igy koz-
vetett médon megkapjuk a technikai dramirdnyokat is. (Technikai
dramirdny alatt a képzeletbeli pozitiv toltéshordozok mozgdsiranyat
értjiikk. Itt meg kell jegyezni, hogy a valésagban a fémes vezetékben
eletronok dramlanak, amelyek negativ toltéstiek.)

Sziikséges matematikai ismeretek. Matrix determindnsanak kiszamitasa, li-
nedris egyenletrendszerek megoldédsa kiillonb6z6 médszerekkel.

Mintafeladat. Tekintsiik az aldbbi egyenarami hél6zatot!

. R, R

\ O ) R&O R
I, T U,, o
U
- + 1 + bl
| ] ‘ ’ T
A B

E 2 I, D

Adatok:
Upp =20[V]; Uk =10[V]; Uy =5[V]; R1=2[Q]; Re=4[Q;
Rbl =7 [QL sz =6 [Q], Rb3 =1 [Q]

a) Irjuk fel Kirchhoff elsG torvényét a B csomépontra!

b) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényét az A — B — FE — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Adjuk meg a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kibdvitett matrixat!
e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerdsségeket Cramer-szabdéllyal!

f) Adjuk meg a valédi dramirdnyokat!
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Megoldas:

a) Kirchhoff elsd torvénye szerint egy csomdpontba befoly6 és onnan elfolyé

aramok algebrai 0sszege zérus, igy az A — F' — E — B — A hurokra azt
kapjuk, hogy
-1 +Ig+]3 = 0.

b) Kirchhoff mésodik torvénye szerint barmely hurokban korbehaladva és a

fesziiltségeket eldjelesen 0sszegezve zérust kapunk, igy
I - Ri+ 13- Rps — Ups + 11 - Ryo + Upa = 0.

¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — F — D — C' — B hurokra:

Ups — 13- Rpz+ I - Ro+ 15 - Ry; — Upy = 0.

d) Az adatokat behelyettesitve a megoldand6 egyenletrendszer

—L+L+ Is= 0
81 +4I3 = -5
111, — 413 =15
A fenti linedris egyenletrendszer alapmaétrixa

-1 1 1
0 11 -4
8§ 0 4

)

kibGvitett matrixa
-1 1 1 0
0 11 -4 15
8 0 4 | =5

Az egyenletrendszer alapmatrixdnak determindnsa (példaul Sarrus-szabaly-
lyal szdmolva):

-1 1 1
D= 0 11 -4 |=-44-32-88=—-164.
8 0 4

Mivel ezen determinans értéke nem zérus, ezért az egyenletrendszer megol-
dasara alkalmazhatjuk példaul a Cramer-szabalyt.

Az egyenletrendszerben szerepld I ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
hogy az alapmatrix elsd oszlopat toroljiik, majd annak helyére az egyen-
letrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektort {rjuk, kiszimoljuk az igy
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kapott métrix determindnsét, végiil az elss ismeretlent a kapott matrix deter-
mindnsdnak és az alapmaétrix determindnsdnak hdnyadosként kapjuk. Mivel

0 1 1
Dy=| 15 11 -4 |=20+55-60=15,
-5 0 4
ezért D 15
129
I = o) 164 0,09 [A].

Az egyenletrendszerben szerepld I ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
hogy az alapmatrix méasodik oszlopat toroljiik, majd annak helyére az egyen-
letrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektort irjuk, kiszamoljuk az igy
kapott matrix determinansét, végiil a masodik ismeretlent a kapott métrix
determinansdnak és az alapmatrix determindnsdnak hanyadosként kapjuk.
Mivel

-1 0 1
Dy = 0 15 —4 |=-60-—120+ 20 = —160,
8 —5 4
ezért D 160
2
h=—"2=""= Al.

Az egyenletrendszerben szerepld I3 ismeretlen értékét dgy kaphatjuk meg,
hogy az alapmaétrix harmadik oszlopat toroljiik, majd annak helyére az e-
gyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektort irjuk, kiszamoljuk az
igy kapott matrix determindnsat, végiil a harmadik ismeretlent a kapott méat-
rix determindnsanak és az alapmatrix determindnsdnak hanyadosként kap-
juk. Mivel

-1 1 0
D3 = 0 11 15 | =55+120= 175,
8 0 -5
ezért D 175
3
I3=—=———-~-1 Al.

Az I és az I3 dramerdsségek értékére negativ szamot kaptunk, ami azt je-
lenti, hogy a hozzdjuk tartoz6 technikai dramiranyok ellentétesek a feltéte-
lezettel.
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Gyakorlé feladatok.

4.1.1. Feladat. Az alabbi egyendramu hal6zatban ismert az ellenéllasok értéke,
tovabbd az aramforras belso fesziiltsége €s ellendllasa. Két hurokban rogzitet-
tilk a pozitiv koriiljarasi irdnyt, az egyes dgakban pedig a feltételezett drami-
ranyt.

F Rl E ]2 D
—L 1 -
I R
1" O ) 52© Rbl
— U = U
T
A B C

Adatok:

Ubl :5[V]; Ub2 =20 [V], Rl 22[9]; Rbl :5[9]; Rbg :2[9].
a) Irjuk fel Kirchhoff elsg torvényét a B csomGpontra!
b) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff méasodik torvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Irjuk fel a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerdsségeket Cramer-szabdllyal!
f) Hatdrozzuk meg a technikai dramirdnyokat!
Megoldas:
a) Kirchhoff elsé torvényét alkalmazva

I —I,—-1I3=0

adodik.
b) Kirchhoff masodik torvényét alkalmazvaaz A — B — E — F' — A hurokra
Up+13-Rpp+11 - Ry =0

adodik.
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¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — C' — D — E — B hurokra az
Upi + 12 Ryy — I3 - Ryo — Upp =0

egyenlethez jutunk.
d) Az adatokat behelyettesitve a megoldand6 egyenletrendszer
L— Ib— Is= 0
20 + 213 =-20

5l — 213 =15
A fenti linedris egyenletrendszer alapmatrixa
1 -1 -1
0o 5 -2 |,
2 0 2
kibovitett matrixa
1 -1 -1 0

0 5 -2 15
2 0 2| -20

e) Az egyenletrendszer alapmatrixdnak determindnsa

1 -1 -1
D=0 5 =2 |=24.
2 0 2

Mivel ezen determindns értéke nem zérus, ezért az egyenletrendszer megol-
dasdra alkalmazhatjuk példdul a Cramer-szabalyt.
A mintafeladatban szerepld jelolések megtartasaval azt kapjuk, hogy

0 -1 -1
D = 15 5 —2 | =-110,
—20 0 2
ezért D 110
1
=—==——=-4 .
I o) 2 , b8 [A]
Mivel

1 0 -1
Dy=|0 15 —2|=20,
2 —20 2
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ezért D 50
2
Ih=—=—~0,83[A].
2= =gy ~ O8I
Az I3 ismeretlen meghatarozasa céljabol el6szor kiszamoljuk a D3 deter-
mindns értékét:

1 -1 0
D3=|0 5 15 |=-130.
2 0 =20
A kapott eredményt felhasznélva:
Ds; 130
Is = — = — =~ —5,42[A].
3= p T Tpp ¥ T A2IA

f) Az I, és az I3 dramerdsségek értéke negativ, igy a hozzajuk tartozé technikai
dramirdnyok ellentétesek a feltételezettel.

4.1.2. Feladat. Az aldbbi egyendramu hdl6zatban ismert az ellendlldsok értéke,
tovabb4 az dramforrds belsd fesziiltsége és ellendlldsa. Két hurokban rogzitet-
tilk a pozitiv koriiljardsi irdnyt, az egyes dgakban pedig a feltételezett drami-
rényt.

Adatok:
Uy=20[V]; Ry,=2[Q]; R =2[Q; R2=3[Q];
Rs3=1[Q; R4=6[Q]; R;=06[Q].
a) Irjuk fel Kirchhoff elsG torvényét a B csomépontra!
b) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik térvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Irjuk fel a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen aramerdsségeket Gauss-elimindciéval!
f) Hatdrozzuk meg a valddi dramirdnyokat!
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Megoldas:
a) Kirchhoff elsé torvényét alkalmazva az hurokra
L +I+1I3=0

adodik.

b) Kirchhoff masodik torvényét alkalmazvaa A — F — F — B — A hurokra
Ii Ri+13-R3+1- Ry =0

adodik.

¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — E — D — C' — B hurokra az
—I3-R3+1Iy- Ro+ L - Ry —Upy+1I2-Rs=0

egyenlethez jutunk.
d) Az adatokat behelyettesitve a megoldand6 egyenletrendszer
I+ Ia+1I3= 0
81 +1I3=0

111, — I3 =20
A fenti linedris egyenletrendszer alapmatrixa
-1 1 1
0 1 -1 |,
8§ 0 1
kibdvitett matrixa
-1 1 1 0
0 11 -1 |20
8§ 0 1 0

e) A fenti linedris egyenlerendszer megoldasdhoz elsd 1épésben az elsd sor 8-
szorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz, masodik 1épésben a masodik sor
8-szorosat hozzdadjuk a harmadik sor —11-szereséhez:

-1 1 1 0 -1 1 1 0
0 11 -1 120 | — 0 11 -1 20
0o 8 9 0 0 0 -107 | 160

Gauss elimindci6 utdn kapott métrix rangja a nem csupa nulla sorok szdma.

s

fgy az alapmatrix rangja 3, a kibgvitett matrix rangja 3. Mivel az alapmatrix
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és a kibdvitett métrix rangja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megold-
hat6. Az alapmatrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdmdval, igy az
egyenletrendszer hatdrozott, azaz egyértelmi a megoldésa.

Az utolsé matrixbdl felirva az egyenletrendszert

—-h+L+13=0
11, — Is =20
—10713 = 160.
adodik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy I3 ~ —1,5 [A]. Ezt vissza-

helyettesitve a mdsodik egyenletbe I ~ 1,68 [A] ad6dik. Az elsd egyen-
letbe I>-t és I3-at behelyettesitve megkapjuk, hogy I; ~ 0, 18 [A].

Az I3 dramer8sség értéke negativ, igy a hozz4 tartoz6 valddi dramirany el-
lentétes a feltételezettel.

4.1.3. Feladat. Az alébbi egyendramu hél6zatban ismert az ellendlldsok érté-
ke, tovabba az dramforras bels6 fesziiltsége €s ellendlldsa. Harom hurokban
rogzitettiik a pozitiv koriiljarasi irdnyt, az egyes dgakban pedig a feltételezett
dramiranyt.

Adatok:

Uy, =20[V]; Uy, = 10[V]; Ry =2[Q: Re =3[;
Ry =2[Q; Ry=4[Q; R3=4[Q]; Ry4=3[Q]

a) Irjuk fel Kirchhoff elsg torvényét a D, E és F' csomépontokra!
b) Irjuk fel Kirchhoff mdsodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!
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¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényéta D — H — G — F — E — D hurokra!
e) Irjuk fel a linedris egyenletrendszer kib&vitett matrixat!

f) Gauss-eliminicié alkalmazdsaval hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerds-
ségek értékét!

g) Adjuk meg a tecnikai dramirdnyokat!

Megoldas:

a) Kirchhoff els6 torvényét felirva a D, E és F' csomOpontokra az aldbbi e-
gyenleteket kapjuk:

L -L—I;=0
Iy +13+1,=0
L1 —I,+1Is=0.

b) Kirchhoff masodik torvényét alkalmazva az A — B — E — F' — A hurokra
azt kapjuk, hogy

—Iy-Ri+14-R3—1Ig- Ry =0
¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — C' — D — EE — B hurokra az

I3 - Ry —I4-Rs—I5 - Ryo + Uy =0

egyenlethez jutunk.

d) Kirchhoff mdsodik torvényét felirvaa D — F — F — G — H — D hurokra
az alabbi egyenletet kapjuk:

I1 Ry +1Ir- Ry —I3- Ry + Uy = 0.

e) Az adatokat behelyettesitve a megoldandé egyenletrendszer

— 20, + 41, —3ls= 0
AT; — 4, — 3I; = —10

oI + 21, — 4l =-20
I I — I = 0

I+ I3 +14 =
L — I + I = 0
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A fenti linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa

1 -1
0 1
-1 0
0 -2
0 0
2 2

0 O
1 1
-1 0
0 4
4 —4
-4 0

0
0
-1
0
-3
0

OO WO o

o O O

@)

—20

119

A fenti linedris egyenletrendszer megoldasahoz els6 1épésben az elsd sort
hozzaadjuk a harmadik sorhoz, illetve az els6 sor —2-szeresét hozzdadjuk a

hatodik sorhoz:

-1
1
-1
—2
0
4

OO OO O

0
1
-1
0
4
—4

0
1
0
4
—4
0

0
0
-1
0
-3
0

N O W O

o O O

0
—10
—20

Misodik 1épésben a mdsodik sort hozzdadjuk a harmadik sorhoz, a ma-
sodik sor 2-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz, illetve a mésodik sor

—4-szeresét hozzdadjuk a hatodik sorhoz:

OO OO O
OO OO+

0

1
0
2
4
8

0
1
1
6
—4
—4

0
0
-1
0
-3
0

N O W O

o OO

o

—20

A kapott métrix harmadik és negyedik sordt megcseréljiik, majd az dj har-
madik sor —2-szeresét hozzdadjuk az 6tédik sorhoz és az 4j harmadik sor
4-szeresét hozzaadjuk a hatodik sorhoz:

(el elolololl S
[=NelelBel s

0

OO O N

0

1

6

1
—16
20

0
0
0
-1
-3
0

o OO

@)

—20
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A negyedik sor 16-szorosét hozzdadjuk az 6tédik sorhoz és a negyedik sor
—20-szorosét hozzdadjuk a hatodik sorhoz:

1 -1.0 0 0 1 0
0 111 0 0 0
0 0 2 6 0 -3 0
0 001 -1 1 0
0O 000 =19 22| -10
0 000 20 =34 | —-20

Végezetiil az 6tddik sor 20-szorosat adjuk hozza a hatodik sor 19-szereséhez.
Ekkor az aldbbi ,,lépcsds” matrixhoz jutunk:

1 -1 0 0 0 1 0
0 111 0 0 0
0 0 2 6 0 -3 0
0 001 -1 1 0
0 00 0 —-19 22 —10
0 00O 0 —206 | —580

s

A kapott alapmaétrix rangja 6, a kibdvitett matrix rangja szintén 6. Mivel
az alapmatrix és a kib@vitett matrix rangja megegyezik, ezért az egyenlet-
rendszer megoldhaté. Az alapmatrix rangja megegyezik az ismeretlenek
szamaval, igy az egyenletrendszer hatdrozott, azaz egyértelmii a megoldasa.
Az utolsé matrixbdl felirva az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

L -1 + I = 0
I+ I3+ 1y = 0

215 + 614 — 3l = 0

Iy —Is+ Ig = 0

—19I5 + 221l = 10

—2061 = —580.

Az utolsé egyenletbdl Is ~ 2,82[A] adddik. Ezt visszahelyettesitve az
otodik egyenletbe azt kapjuk, hogy I5 ~ 3,79 [A]. A negyedik egyenletbe
behelyettesitve az I5 és Ig értékeit Iy ~ 0,97 [A] adédik, a harmadik egyen-
letbSl a mar megkapott értékek behelyettesitése utdn I3 ~ 1,32 [A], a mé-
sodik egyenletbdl I ~ —2,29 [A] és az elsb egyenletbdl I} ~ —5,11[A]
adodik.

Az I és I aramerdsségek értéke negativ, igy a hozzajuk tartoz6 technikai
dramirdnyok ellentétesek a feltételezettel.
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4.2. Ismeretlen erok koordinatainak és hatasvonalainak
kiszamolasa

Elméleti osszefoglalo. Lasd a ,,Vektoralgebra és koordindtageometria” cimi
fejezet elméleti 6sszefoglaldjat!

Sziikséges matematikai ismeretek. Vektorok 6sszeaddsa, vektoridlis szorzasa,
linedris egyenletrendszerek megoldasa kiilonb6zé modszerekkel.

7 2z

Mintafeladat. Az aldbbi dbra egy vitorlds hajo stlytalannak tekinthet6 drbocét
szemlélteti, amelyet hdrom kotél (F'y, F'o, F's erdk) és egy gombcesukld (Fo
erd) tart egyensulyban.

0
K\g - \
FO Fs B
X
Adatok:
. —1
Fr=| -2 | [N]; P = (1;4;4) [m];
3
4 3
Fo=| -1 | N); Py = (2;3;2) [m];
-1
B 1
Fs=1 —10 [N]; P3 = (x3;y3; 23) [m].
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a) Azegyensily > F; = 0 feltételébdl hatdrozzuk meg a csuklénél ébreds Fo
i

tamaszerot!

b) Mekkora az F; és F kotélersk gombcesukléra vonatkozo egyiittes forgatd-
nyomatéka?
c) Azegyensily > M; = 0 feltételébdl egy linedris egyenletrendszert kapunk.
i O
Hatdrozzuk meg ebbdl az F'3 kotélers lehetséges, P3 tdimadaspontjainak ko-

ordinatait! Milyen térbeli alakzatra illeszkednek a kérdéses pontok? Hogy
hivjuk a mechanikdban ezt az ,,alakzatot”?

d) Adjunk meg harmat a fenti P pontok koziil!

Megoldas:

a) Legyenek az Fy vektor koordinatdi F, F, és F,. Ekkor
Y Fi=Fo+F1+Fy+F3=

2

F, -1 3 1 0
= F |+ 2]+ -1 ]+ =10 | =10
F, 3 -1 1 0
Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat azt kapjuk, hogy
Fp+3 0
F,—13 | =10
F,+3 0
Ebbdl azt kapjuk, hogy
o -3
Fy= 13 | [N].
3

b) Az F er6 O gombcsukléra vonatkozé forgatényomatéka:

N B 1 j k 20
Mi=7xFi= 1 4 4 | = =7 [Nm]
-1 -2 3 2

Az F3 er6 O gombesukléra vonatkozé forgatényomatéka:
o - i j ok -1
Moy=T9x Fog=1|2 3 2 = 8 [Nm]
3 -1 -1 —11
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Az Fy és F5 er6k O gombesukléra vonatkozé egyiittes forgatényomatéka:
19

-9

¢) Az F'3 er6 O gombcesukléra vonatkozd forgatényomatéka:

o - i j ok y3 + 1023
Ms=r3xF3=|x3 y3 =23 |= —x3 + 23 [Nm]
1 —-10 1 —10x3 — y3
Az F1, Fy és F3 erdk O gombcsukléra vonatkozé egyiittes forgatényoma-
téka:
M =M, + M+ Mj =
20 -1 y3 + 1023 0
= -7 | + 8 | + —x3 + 23 =10
2 —11 —10%3 — Y3 0
Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat azt kapjuk, hogy
19 + y3 + 1023 0
1 —x34 23 = 0
-9 — 101‘3 — Y3 0

Mivel két vektor pontosan akkor egyenld, ha valamennyi koordinatdjuk pa-
ronként megegyezik, ezért az alabbi linedris egyenletrendszerhez jutunk:

ys + 1023 = —19
— 3 + z3=—-1

—101‘3 — Y3 = 9.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:
0 1 10 | —19
-1 0 1 -1
-10 -1 0 9

Cseréljiik meg az elsd és masodik sort, majd az elsd sor —10-szeresét adjuk
hozza a harmadik sorhoz:
-1 0 1 -1 -1 0 1 -1
0 1 10 | =19 | — 0 1 10 | —19
-10 -1 O 9 0 -1 -10 19



124

d)

4. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

A 1épcsds alak eléréséhez a masodik sort adjuk hozz4d a harmadik sorhoz:

-1 0 1 -1
0 1 10 | —19
00 O 0

Az alapmatrix és kibdvitett matrix rangja megegyezik, igy az egyenletrend-
szer megoldhat6. Az alapmatrix rangja (2) eggyel kevesebb, mint az is-
meretlenek szdma (3), igy az egyeneletrendszer hatdrozatlan, egy ismeretlen
értékét valaszthatjuk meg tetsz6legesen. A fenti eliminéci6 utolsé 1épésében
megkapott matrixbdl felirva az egyenleteket azt kapjuk, hogy

—I3 + z3= -1
y3 + 1023 = —19.

A maésodik egyenletbdl az y3 és z3 ismeretlenek kozott az y3 = —19 — 1023
Osszefiiggést kapjuk. Ezt az elsd egyenletbe behelyettesitve x3 = 1 + 23
adodik. Az egyszeribb felirds érdekében vezessiik be a z3 = ¢, ahol t € R
tetsz6leges. Ekkor y3 = —19 — 10t és x5 = 1 + t. Azt kaptuk tehat, hogy

Py = (1+t;—19 — 10t;¢).

Eszrevehetjiik, hogy Py: R — R? tipusi fiiggvény, amelyet megadhatunk

Fo+t-T
alakban, ahol
1 1
To = —-19 |; U= —-10 |,
0 1

kovetkezésképpen a kapott pontok egy tébeli egyenesre illeszkednek. Ez az
egyenes az F'3 er6 hatdsvonala.

Az el6bb megkaptuk, hogy
Py = (1+t;—19 — 10t;t).

Ezt felhasznalva, ha t = 0, akkor

Py = (1;-19;0) [m];
hat = 1, akkor

Py = (2;—29;1) [m];
hat = —1, akkor

P3 = (0;—9; —1) [m].
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Gyakorlé feladatok.

4.2.1. Feladat. Az abran lathaté merev, stlytalan test O sarokpontjan timasz-
kodik, amely koriil ellenallasmentesen elfordulhat. A testet () pontjdban egy
F'1, P pontjdban egy F'5 er6 timadja. A test az F'1, Fa és az O pontnal timadé
kényszerer6 hatdsara nyugalomban van. A P pont koordinétdi nem ismertek.

Adatok:
—4
Fi=| 6 | [kNJ; Q@ = (4;8;8) [m];
2
12
Fy=| —18 | [kN]; P = (z;y; z) [m].
—6

a) Azegyensiily > F; = 0 feltételébdl hatdrozzuk meg a csuklénél ébreds F
i
kényszererét!
b) Adjuk meg az F'; er6 O pontra vonatkoz6 forgatényomatékat!

¢) Azegyensily > M; = 0 feltételébdl egy linedris egyenletrendszert kapunk.
i O

Hatdrozzuk meg ebbdl az F'5 kotélers lehetséges, P tdmaddspontjainak ko-
ordinatait!

d) Adjunk meg harmat a fenti P pontok koziil!
Megoldas:
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a) Legyenek az F vektor koordindtai F,, F, és F. EKkor
ZE =Fo+F1+Fy =
i

F, —4 12 0
=\| F, | + 6 |+ —-18 | = 0
F, 2 —6 0
Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat azt kapjuk, hogy
F,+8 0
F,—12 | ={ 0
F,—4 0
Ebbdl azt kapjuk, hogy
o -8
Fy= 12 | [kN].
4

b) Az F'; er6 O pontra vonatkozé forgatényomatéka:

o y i ik —32
Mi=71xF;=| 4 8 8 |=| —40 | [kNm].
-4 6 2 56

¢) Az F5 er6 O gombcesukléra vonatkozd forgatényomatéka:

o B i j k —6ya + 182
Mo=Tox Fo=|x9 1o 2o | = 62 + 1229 [kNHl]
12 —-18 —6 —18x9 — 1245

Az Fy, F és F5 erk O gombcesukléra vonatkozé egyiittes forgatényoma-
téka:

M:M0+M1+M2:

0 —32 —6y2 + 1822 0

=10 |+ —40 | + 69 4+ 1229 =10

0 56 —181’2 — 12y2 0
Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat azt kapjuk, hogy
—32 — 6y + 182 0
—40 + 69 + 1229 = 0

56 — 1875 — 1245 0
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Mivel két vektor pontosan akkor egyenld, ha valamennyi koordinétdjuk pa-
ronként megegyezik, ezért az aldbbi linedris egyenletrendszerhez jutunk:

—6yg + 1829 = 32
6xo + 1229 = 40
—18x2 — 1215 = —56.
Az egyenletrendszer kibovitett matrixa:

0 —6 18 32
6 0 12 40
—-18 =12 0 | =56

Cseréljik meg az els6 és masodik sort, majd az elsé sor 3-szorosat adjuk
hozz4 a harmadik sorhoz:

6 0 12 40 6 0 12 | 40
0 —6 18 32 | -1 0 -6 18 | 32
—-18 =12 0 | —56 0 —12 36 | 64

A lépcsés alak eléréséhez a masodik sor —2-szeresét adjuk hozza a harmadik
sorhoz:

6 0 12 | 40
0 —6 18 | 32
0 0 0 0

Az alapmitrix és kibdvitett matrix rangja megegyezik, igy az egyenletrend-
szer megoldhat6. Az alapmatrix rangja (2) eggyel kevesebb, mint az is-
meretlenek szdma (3), igy az egyeneletrendszer hatdrozatlan, egy ismeretlen
értékét valaszthatjuk meg tetszdlegesen. A fenti elimindcio utolsé 1épésében
megkapott matrixbdl felirva az egyenleteket azt kapjuk, hogy

6x2 + 1229 =40
— 6y + 1829 = 32.
Legyen 29 = t, ahol ¢ € R tetszbleges. Ekkor

16
Y2 = 3t — ?7
valamint
20
Azt kaptuk tehdt, hogy

20 16
Py= (= —2t:—=— 4 3t:¢).
2 <3 ) 3 + 7)
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P = <6; —?; ;) [on].

P = (230;—136;0> [m].

P= (0; %; 1;) [m].

4.2.2. Feladat. Az dbran lathaté merev, sulytalan rid O végpontja egy gomb-

csuklohoz kapcesolddik, amely koriil ellendlldasmentesen elfordulhat. A rdd ma-
sik, Q) végpontjdban egy ismert F'; er$ tamad.

d) Hat = %, akkor

Ha t = 0, akkor

Hat = %, akkor

Z 4

Adatok:

P = 3 | [kNJ; Q = (2;4;3) [m];

Fo=| F, | [kN]; P = (z;y; 2) [m].

a) Adjuk meg az F'; er6 O gombcsukléra vonatkozoé forgatényomatékat!
b) Az abran lathaté P pont 1 : 3 ardnyban osztja az O() rudat. Hatdrozzuk meg
a koordinétdit!
¢) Irjuk fel az O pontra az egyensiily Z@ = 0 feltételét, majd a kapott
1

linedris egyenletrendszert megoldva adjunk meg egy konkrét F'5 er6t, amely
esetén a rid egyenstilyban van!
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Megoldas:
a) Az I'1 er6 O pontra vonatkozo forgatényomatéka:
o - i ok -5
My =7 x F1 = 2 4 3| = -8 [kNm]
© -2 3 1 14

b) A P pont koordinétéi:

3-0 1 3
P= Q+3-0 +4 = <2;1;4> [m].

¢) Az F er6 O pontra vonatkozé forgatényomatéka:

i j k F. - 3F,
@:@xﬂz i1 2 |=| 3F,-3F. | [kNm).
F, F, F, 3Fy— Fs
Az egyenstlyi nyomatékokra vonatkozé feltételt felirva azt kapjuk, hogy
M=M +M;=
_5 F, — 3F, 0
= 8 |+| 2F—3F. |=]0
14 1F, — F, 0
Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat
—5+F. —3F, 0
—8+3F, —1F, [ =] 0
14+ 3F, - F, 0

adodik. Mivel két vektor pontosan akkor egyenld, ha valamennyi koordi-
natdjuk paronként megegyezik, ezért az aldbbi linedris egyenletrendszerhez

jutunk:
3
_ZF‘U +F,=5
3 1

1
~Fy+ 5 Fy = —14,
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Az egyenletrendszer kibévitett métrixa:

0 -3 1 5

3 1

0 —3 8
-1 5 0]-14

Cseréljiilk meg a masodik és harmadik sort, majd az els sor %-szeresét adjuk
hozz4 a harmadik sorhoz:

1 1
-1 1 0 -14 -1 1 0 |-14
3 3
0 -3 1 8 |- o -3 1 5
3 1 3 1 5
i 0 =3 5 0 5 =31 =32

A 1épcsos alak eléréséhez a masodik sor %—szeresét adjuk hozz4d a harmadik
sorhoz:

1
-1 i 0|14
3
0. -3 1 5
0 00 0

Az alapmitrix és kibdvitett matrix rangja megegyezik, igy az egyenletrend-
szer megoldhaté. Az alapmdtrix rangja (2) egyel kevesebb, mint az is-
meretlenek szdma (3), igy az egyeneletrendszer hatdrozatlan, egy ismeretlen
értékét vilaszthatjuk meg tetszGlegesen. A fenti eliminéci6 utolsé 1épésében
megkapott métrixbdl felirva az egyenleteket azt kapjuk, hogy

3
Bt =5
1
—Fy+ 5 Fy = —14,

Legyen I, = t, ahol t € R tetsz6leges. Ekkor I, = %t—i— 14és F, = %t+5.
Azt kaptuk tehdt, hogy

1

414
Fo= t

3

3t+5
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Ha példdul ¢t = 0, akkor
14
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4.3. Kémiai reakcioegyenletek felirasa

Elméleti osszefoglalé. A kémiai reakciokban mdédosul a kiinduldsi anyagok
kémiai 6sszetétele, mivel az eredeti kémiai kotések felbomlanak és 1j kotések,
mas Osszetételli molekuldk vagy ionok jonnek létre. A kémiai reakciokat al-
taldban fizikai valtozasok is kisérik. A reakcidéegyenletben (kémiai sztochiome-
triai egyenlet) a kémiai folyamatokat kémiai képletekkel irjuk le, amelyekben
a reagdlo és a keletkezett anyagok anyagmennyiség-aranyait is feltiintetjiikk. A
kémiai reakcidkra mindig érvényes a tomegmegmaradds torvénye, mely szerint
a kémiai egyenletek két oldalan az egyes elemek elemi vagy kotott allapot-
ban 1év6 atomjainak szdma és igy a két oldal tomege is megegyezik. Ezen a
torvényen alapszik a kémiai egyenletek rendezése.

Sziikséges matematikai ismeretek. Linedris egyenletrendszerek megoldasa
Gauss-eliminacié vagy bazistranszformacio segitségével.

Mintafeladat. A kalcium-klorid és natrium-foszfat reakciéjat az alabbi kémiai
egyenlet irja le:

a-CaCly+b-NagPOy — c¢-Ca3(POy4)2 4+ d- NaCl.

Hatérozzuk meg az egyenletben szerepl6 ismeretlen egyiitthatok értékét ugy,
hogy azok mindegyike a lehet6 legkisebb pozitiv egész szdm legyen, majd irjuk
fel a helyes reakci6 egyenletet!

Megoldas:
Az egyensiilyi feltételeknek megfeleld linedris egyenletrendszer:
a=3c
2a =d
3b=d
b=2c
4b = 8c.

Azonnal 14thatd, hogy az utolsé egyenlet kdvetkezmény egyenlete az utolsd
eléttinek, igy az elhagyhaté az egyenletrendszer egyenletei koziil. A fenti
egyenletrendszer kibGvitett métrixa:

10 -3 0
20 0 -1
03 0 -1
01 -2 0

OO OO
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Az elsd sor —2-szeresét adjuk hozz4 a masodik sorhoz, majd cseréljiikk meg a
masodik és negyedik sort:

10 -3 010 10 -3 010
00 6 —-11]0 . 01 -2 0160
03 0 -11]0 03 0 -11]0
01 -2 0160 00 6 —-11]0

A maésodik sor —3-szorosat adjuk hozza a harmadik sorhoz, majd a harmadik
sor —1-szeresét adjuk hozz4 a negyedik sorhoz:

10 -3 010 10 -3 010
01 =2 010 01 =2 010
00 6 —1]0|7loo 6 -11]0
00 6 —1|0 00 0 00

Az alapmatrix és kibGvitett matrix rangja is 3, igy az egyenletrendszer megold-
hat6. Az alapmatrix rangja 1-gyel kevesebb, mint az ismeretlenek szama, igy
az egyeletrendszer hatarozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van. A fenti
matrixbdl felirva a Gauss-elimindcié utdn kapott egyenleteket az alabbi egyen-
letrendszert kapjuk:

a—3c=0
b—2c=0
6c—d=0.

Legyen ¢ = t, ahol t € R. Ekkor a = 3t, b = 2t, d = 6t. Mivel az egyenlet-
rendszer legkisebb pozitiv egész megoldasit keressiik, ezért az aldbbi megolda-
sokat kapjuk: a = 3,b = 2, ¢ = 1, d = 6. A kapott eredményeket felhaszndlva
a reakcidegyenlet:

3-CaCly+2-NagPOy — Cag(PO4)2 4+6-NaCl.
Gyakorlé feladatok.

4.3.1. Feladat. A hidrogén-peroxid (H202) bomlékony anyag, amely vizre
(H20) és oxigénre (O2) bomlik. Keressiik meg azokat a legkisebb z;, x2 és
xg poztitiv egész szamokat, melyek leirjak a reakciéban résztvevd vegyiiletek
mennyiségét:

z1 - HyO9 — z9 - H3O + x5 - Os.

Megoldas:
Felirjuk az egyensiilyi egyenleteket. A hidrogén (H) és oxigén (O) atomok
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mennyisége a reakcidéegyenlet mindkét oldaldn meg kell, hogy egyezzen, ami
két egyenletet ad:

H: 2371:2332
O: 2x1 = z9+ 2x3.

Ez alapjdn a megoldand¢ linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:
2 -2 010
2 -1 =210 )°

Az els6 sor —1-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:

2 =2 0710
0O 1 -2 1|0 /)

251?1 - 2:172 =0

Ekkor a

I2—2$3:0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa
van (hiszen az alapmatrix rangja 2, az ismeretlenek szdma pedig 3), igy példaul
x3-t tetszOleges paraméternek vélasztjuk. Ha z3 = ¢, ahol ¢ € R, akkor a
masodik egyenletbdl x5 = 2t adédik. Ezt az elsd egyenletbe behelyettesitve
azt kapjuk, hogy 2z; — 4t = 0, azaz 1 = 2t. Mivel a legkisebb pozitiv
egész megoldast keressiik, (amit ¢ = 1 esetén kapunk meg), ezért a keresett
ismeretlenek z; = 2, xo = 2 és x3 = 1. Ennek megfelel6en a helyes kémiai
egyenlet:

2-H202—>2-H20+02.

4.3.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi kémiai reakcidegyenletben az is-
meretlen egyiitthatok értékét tigy, hogy azok a lehet6 legkisebb pozitiv egész
szdmok legyenek:

z1 - C3Hg + 29 - 09 — x3- CO9 + x4 - H3O.

Megoldas:

Felirjuk az egyensulyi egyenleteket. A szén (C'), a hidrogén (H) és oxigén (O)
atomok szdma a reakcidé egyenlet mindkét oldalan meg kell, hogy egyezzen,
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ami hdrom egyenletet ad:
C: 3x1= x3
H: 8x1 =2x4
O: 2x9 =23 + 24.
Ez alapjan a megoldandé linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

30 -1 010
8 0 0 =210
02 -2 —-11]0

A masodik sort szorozzuk 3-mal:

30 -1 0160 30 -1 010
8 0 0 -2|0]—=124 0 0 —-610
02 -2 -110 02 -2 —-110

Az elsd sor —8-szorosit hozzdadjuk a masodik sorhoz, végiil megcseréljiik a
mdsodik és harmadik sort:

30 -1 010 30 -1 010
00 8 6|0 ]—=102 -2 -11]0
02 -2 —-11]0 00 8 —610

Ekkor a
31‘1 — I3 = 0
21‘2—21‘3—$4:0
8r3 — b6xy =0
egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa
van (hiszen az alapmatrix rangja 3, az ismeretlenek szdma pedig 4), igy példaul
x4-et tetsz6leges paraméternek vélasztjuk. Ha x4 = ¢, ahol ¢ € R, akkor a har-

madik egyenletb6l x5 = %t adodik. Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve
azt kapjuk, hogy

3 5
Az els6 egyenletbdl

3 Si0 = LM
r1 — —U = r1 = —1.
L 1=y
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Mivel a legkisebb pozitiv egész megoldast keressiik, (amit ¢ = 4 esetén kapunk
meg), ezért a keresett ismeretlenek 1 = 1, xo = 5, z3 = 3 és x4 = 4. Ennek
megfelelen a helyes kémiai egyenlet:

C3Hg+5-09 —3-CO9+4- Hy0.



5. fejezet

Komplex szamok
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5.1. Szamitasok valtéaramu halézatokban

Elméleti osszefoglalé. Az elektromos hdl6zatban a hdlézati fesziiltség szinu-
szos valtéfesziiltség. A héldzatra egy elektromos fogyasztot (Z) kotve, azon
szinuszos valtéaram folyik. Rajzoljuk fel k6zos koordindtarendszerben a fo-
gyasztén es6 U fesziiltséget és a rajta atfolyé I dramer8sséget, mint az id6
fliggvényét!

U=U,_,sin(af)
I= Ip sinf et — @)
- I=17_ sinfaft—g,)
O~ =
U=U_,_ sin(wt) 4 ot
()

Az Osszefiiggésekben w = 27 - f, ahol f a haldzati frekvencia (Magyarorsza-
gon f = 50[Hz]). Az abrardl leolvashatd, hogy a fesziiltség és dram kozott
altaldnos esetben g fdziseltolds van, azaz a fesziiltség és dram nem ugyanab-
ban az id6pillanatban veszi fel maximaélis értékét.

Viltéaramokndl az egyendramokhoz hasonléan megfogalmazhaté az Ohm tor-
vény. Ehhez a fesziiltséget, aramerdsséget és valtéaramu ellendllast komplex
mennyiségekként kell értelmezniink. Ehhez tekintsiik az aldbbi 4brat!

U
I

B RIS
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Az abran lathatd, hogy az UésI komplex fesziiltséget és aramerdsséget tigy
vezetjiik be, hogy képzetes résziikk minden pillanatban megegyezzen a fesziilt-
ség és aramerdsség értékével. Ahogy az id6 telik, az U és I vektorok az origd
koriil azonos nagysagui w szogsebességgel forognak, igy bezart szogiik (p)
nagysdga valtozatlan. Ebb&l adédéan a

| <

7 ==
1
hanyados id6ben dlland6. A Z mennyiséget komplex vdltodramii ellendlldsnak,
vagy masképpen komplex impedancidnak nevezziik. Ezek alapjan az Ohm tor-
vény valtéaramokra:
U=2-1.

Véltéaramok esetén egy fogyasztonak nem csak ohmos, hanem induktiv és ka-
pacitiv ellendlldsa is lehet. Ezek szintén komplex mennyiségek, értékiik az
alabbi 0sszefiiggésekkel szamithaté:

. . 1
[ =W i C ok
Az fenti egyenletekben L a fogyaszt6 induktivitdsa, C pedig a kapacitdsa. A
megfeleld mértékegységek:

1 . .
Ll Rl w|i|i Xl Xelol
A fogyaszté ohmos ellendlldsat, induktivitdsat és kapacitdsat rajzban kiilon-

vélasztva jeloljiik.

fogyaszté

A fogyaszt6 teljes komplex impedancidja a harom kiilonb6zd ellenallds 6ssze-
ge:
Z =R+ X, + Xc.
A megfeleld mértékegységek:
Z[9]; RIQY.

(Természetesen L, C, vagy R értéke nulla is lehet, ekkor a fenti kifejezésben
kevesebb tag szerepel.)
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~>

BN
A
 /

Ohm torvénye akkor is teljesiil, ha a fenti dbran szerepl fogyasztét egy bo-
nyolult, tobb fogyasztobdl all6 halézattal helyettesitjiik. Ekkor azonban mar a
halézat eredd komplex impedancidjat jelenti. Néhany specidlis esetben az eredd
komplex impedancia egyszerlien szamithato.

Soros kapcsolds esetén:

Z =01+ T+ ...+ 7.
Parhuzamos kapcsolds esetén:
1 1 1 1

Z 7y Zy Zn

A @ fazisszoget a Z komplex impedancia ismeretében az alabbi dsszefiiggés-
sel szamithatjuk:

Im
ZRe ’
ahol Zy,, a VA komplex szdm képzetes része, mig Zp, a VA komplex szam val6s
része.

o = arctg

Tovébbi, a gyakorlat szempontjabdl hasznos 6sszefiiggéshez jutunk, ha az Ohm
torvényében szerepld Osszefiiggés abszolutértékét vessziik:

Ul =z - |11,
amibdl az kovetkezik, hogy
Umax =7 Imax~
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Az 6sszefliggésben a valds impedancia (valds valtédramd ellendllds). A maxi-
malis értékek (cstcsértékek) helyett a gyakorlatban az effektiv (hatdsos) érté-
keket haszndljdk. Egy valtodram effektiv fesziiltségén és dramerdsségén annak
az egyendramnak a fesziiltségét és dramerdsségét értjiilk, amely egy teljes pe-
riédus alatt ugyanannyi hét termel a fogyaszton, mint a valtéaram. Szinuszos
véltéaram esetén a fesziiltség cstucsértékébdl annak effektiv értékét az alabbi
moédon szdmolhatjuk ki:

Magyarorszdgon a hélézati fesziiltség effektiv értéke 220 [V]. Ebbdl adédik,
hogy a fesziiltség értéke —311 [V] és 311 [V] kozotti érték kozott valtozik.
Ezt kovetéen az Ohm torvényt az aldbbi formaba {rhatjuk:

Uett = Z - Lefy.

Sziikséges matematikai ismeretek. Komplex szamok algebrai és trigonomet-
rikus alakja, komplex szdmok dbrdzoldsa, miiveletek algebrai és trigonomet-
rikus alakban megadott komplex szdmokkal, komplex szdmok konjugéltja és
hossza.

Mintafeladat. Tekintsiik az alabbi valtéaramu hal6zatot:

L, R,

| (=1, Sin(0t-,)

U(t)=U,sin(et)

Adatok:
Uegr = 220 [V]; f =50[Hz]; Ly =0,1H; Ly = 0,15 [H];
C=5-10"°[F]; Ry = 3[Q]; Ry =4]9).

a) Hatdrozzuk meg a komplex, majd a valés impedanciat az aldbbi valtéaramu
halézatok A és B pontja kozott!

b) Hatdrozzuk meg a g fazisszoget!
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¢) Hatdrozzuk meg a f64gban foly6 dramer6sség effektiv értékét!
d) Adjuk meg az daramer8sséget az id6 fiiggvényében!
Megoldas:
a) Mivel
w=27r-f=~314,16 E],
ezért egyrészt
X, =w- Ly -i~31,42i[Q)],
masrészt
X1, =w- Ly -i~47,12i[Q)].
A fentiek felhaszndldsaval az induktiv ellendlls egyrészt
Zy =Ry + X1, = (3+31,42i) [,
masrészt
Zo = Ry + X1, + Ry = (4 +47,12i) [Q].
A kapacitiv ellenallas
5 1

Xo=——5 i~ —63,66i[].
Az ered6 komplex impedancia
11 1 1 1 1 1
7 2, 2, X, 37342 444712 63,660
B 1 3—31,42i 1 4—47,12i
T 3+431,42 331,427 ' 4+47,12i 4 — 47,12
L1 i 331,420 447,12 i

T63.66i i 9131422 16+47.122 ' 63.66
1
~ 0,048 — 0,0369i | —
) ) Z[Q]?

igy .
7= ‘
0,048 — 0, 03691
A valés impedancia

Z = /13,092 + 10,072 ~ 13,13 [Q2].

~ 13,09 + 10,074 [£).

b) A fazisszog:
10,07
13,09

o = arctan ©o ~ 37,57°.
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c) Az effektiv dramerGsség

Ieff = ~ 16, 76 [A]

d) A maximélis dramer6sség
Imax = Leff * \/5 ~ 237 7 [A]
Az aramerdsség-ido fliggvény

I(t) = Iax - sin(wt — g) = 23,7 - sin(314, 16t — 0, 217).

Gyakorlé feladatok.

5.1.1. Feladat. Tekintsiik az alabbi valtéaramu halézatot:

L C R
L —
A B
Wh—)

I(t)=I o Sin(ot-p,)

U(t)=U,__ sin(at)

Adatok:
Uee = 220 [V]; f =50[Hz]; L = 0,2 [H];
C=5-10"[F]; R=51Q].
a) Hatdrozzuk meg a komplex, majd a valés impedanciat az aldbbi valtéaramu
halézatok A és B pontja kozott!
b) Hatdrozzuk meg a g fazisszoget!
¢) Hatarozzuk meg a féagban foly6 dramer8sség effektiv értékét!
d) Adjuk meg, majd rajzoljuk fel az dramer8sséget az id6 fiiggvényében!
Megoldas:
a) Mivel
w=27r-f=~314,16 [i],

ezért
X =w-L-i~62,83i[Q]
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Az induktiv ellendllds
Zy =R+ X = (5+62,830)[Q).
A kapacitiv ellenéll4s
- 1
Xe = w-C
Az ered6 komplex impedancia
Z=271+Xc=5+6283i —63,66i =5 — 0, 83i.

A valés impedancia

Z = /52 + (—0,83)2 = 5,07 2]

-i &~ —63, 66 [).

b) A fazisszog:
0,83

o = arctan — = 360°—9,43° ~ 350,57°.

c) Az effektiv dramerGsség
Uett 220
Z 5,07

L = ~ 43,39 [A].

d) A maximélis dramer8sség
Tnax = Tt - V2 2 61,36 [A].
Az aramerdsség-ido fiiggvény
1(t) = Inax - sin(wt — @) = 61, 36 - sin(314, 16t — 1,957).
A fiiggvény grafikonja:

AWAWA

0 0.005 01 0.015 ¢.02 0.025 03 0.035 (.04 0.045 0)5

o

-20

-40

-60
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5.1.2. Feladat. Tekintsiik az alabbi valtéaramu halézatot:

L R

A C
||
[

I(0)=1npSiN(0t-0,)

P~
o O

Uty=U__ sin(at)

Adatok:
Uett = 220[V]; f =50[Hz]; L =0,2[H]; C =5-107°[F); R=5[Q].

a) Hatdrozzuk meg a komplex, majd a valés impedanciit az aldbbi valtédramu
hél6zatok A és B pontja kozott!

b) Hatdrozzuk meg a g fazisszoget!
¢) Hatdrozzuk meg a f64gban foly6 dramer6sség effektiv értékét!

d) Adjuk meg a maximadlis dramerdsséget!

Megoldas:
a) Mivel
1
w=27r-f=~314,16 [],
S
ezért \
X =w-L-i~62,83i[Q.
Az induktiv ellenallas
Zy =R+ X = (5+62,830) [Q].

A kapacitiv ellenéllés

5 1
Xo=— -1 = —63, 661 €.
¢ w-C ' g
Az ered6 komplex impedancidra teljesiil, hogy
1 1 1 .
= == — ~ (0,0012 4 0,000143,
Z  Z1 Xc

amibdl azt kapjuk, hogy

7 ~ 809,58 — 91, 19i.
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A valés impedancia
Z ~ 814,7[9Q).
b) A fazisszog:
o ~ 353, 58°.
c) Az effektiv dramer6sség
Ueff . 220

Ieff =

d) A maximélis dramer6sség
Tnax = Iest - \/5 ~ 0,38 [A]



6. fejezet

Egyvaltozos fiiggvények
differencialszamitasa
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6.1. Anyagi pont kinematikaja: palya menti mennyiségek

Elméleti osszefoglalé. Ha a vizsgélt test mérete elhanyagolhaté a mechani-
kai problémaban szerepld egyéb méretekhez képest, akkor a test anyagi ponttal
modellezhetd. Az anyagi pont egy geometriai pont, amelyhez hozzarendeljiik a
test tomegét. (Egy gépkocsi Magyarorszag térképén anyagi pontnak tekinthetd.)
Ha egy kiterjedt testet gondolatban, a méretéhez képest elhanyagolhaté nagy-
ségu darabokra bontunk, szintén anyagi pontokat kapunk.

e \
\\
. Test
Anyagi pont

Igy az anyagi pontra nyert ismereteinket felhasznalhatjuk a kiterjedt testek vizs-
gdlatandl. Az anyagi pont mozgésa sordn egy térgérbén halad végig, amelyet a
mozgds pdlydjdnak neveziink. Ha a mozgds pélydja adott, akkor azon az anyagi
pont helye egy elgjeles skaldrmennyiséggel megadhat6. Ehhez jeldljiink ki a
palyan egy O vonatkoztatdsi pontot és egy pozitiv iranyitast.

2\

P  Pdlya iranyitasa

\\

Palya

A P anyagi pont helyét a palydn az O ponttél mért elGjeles {vhossz (s) egy-
értelmiien meghatdrozza. Ezt az ivhosszt pdlyakoordindtdnak vagy kitérésnek
nevezziik. Igy, szemléletesen szélva, a pélya egy ,,gorbe szdmegyenes” lesz,
amelynek az origdja az O pont. A péalyakoordindta ST mértékegysége a méter.
Ahogy az anyagi pont halad a palyan, helyét id6r6l-id6re mas palyakoordinata
jellemzi. A pélyakoordinatat megadva az id6 fiiggvényében, megkapjuk az
anyagi pont s(t) pdlyakoordindta-idé, mas sz6val hely-idé figgvényét.
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A pélyan mozgd P anyagi pont helyét egyenls, At nagysdgi id6kozonként
megjeloltik (Py, Py, P, .. .) az aldbbi dbran:

As:
Az i-edik szakaszon a pont dtlagos sebességét a TSZ hanyados szolgéltatja. A

At id6tartam csokkentésével a fenti hanyados ,,egyre inkabb” a ¢; idGpillanatra

lesz jellemz6. Ez alapjan példdul a Tsto hanyados a ¢ id6pillanatra. Ameny-

A
nyiben At — 0, akkor a 2% hényados pontosan a ¢y idGpillanatbeli v(tg)
sebességet adja. Matematikai megfogalmazasban:
Asp . s(t1) —s(to) _ dso

to) = llm — = lim —4%—— - = .
v(to) = lim Ay = fim t —to dt
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A v(tp) mennyiséget a ¢ idGpillanatbeli pdlya menti sebességnek nevezziik. A
v(t) fiiggvény a pdlya menti sebesség-idd fiiggvény, amely a péalyakoordinata-
id6 fiiggvény 1d6 szerinti derivaltja. Az id6 szerinti derivalast ponttal jelolve:
ds .
v(t) = i 5(t).

Konnyen lathat6, hogy egy fliggvény egy adott pontbeli derivéltjdnak értéke
megegyezik az adott pontbeli érintd egyenesének meredekségével. Ezek alapjan
az s(t) fuggvény to idGpontbeli érintGjének meredekse éppen a ¢y pontbeli
palyasebesség értékét. Most dbrdzoljuk a pdlya menti sebességet az eltelt id6
fliggvényében:

< ¥ . . AUZ' . .
A pont atlagos gyorsuldsat az i-edik szakaszon a —— hédnyados adja meg. A
pillanatnyi pdlya menti gyorsuldst a palya menti sebességhez hasonldan diffe-
rencidlhdnyadosként értelmezziik. Példaul a ¢g id6pillanatban:

A t1) —v(t
a(tp) = lim 2% _ lim 71}( 1)~ 0).
At—0 At t—to 1] — tg
A pdlya menti gyorsulds-idd fiiggvényt a palya menti sebesség-id6 fiiggvény
id6 szerinti derivaldsaval kapjuk:
d
alt) = di; = 0(t) = §(t).

A o(t) fiiggvény to pontbeli érintd egyenesének meredeksége a ¢y pontbeli
palya menti gyorsulds értékét adja. A pdlya menti gyorsuldst megadva az id6
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fiiggvényében megkapjuk az anyagi pont palya menti gyorsulds-id6 fiiggvé-
nyét.

Sziikséges matematikai ismeretek. Hatdrértékszamitas, elemi fiiggvények de-
rivaltjai, differencialdsi szabalyok, szélséértékszamitas.

1. Mintafeladat. Egy vizszintes terepen, 4ll6 helyzetbdl gyorsitd, elektromos
meghajtasu gépkocsi palyakoordinata-id6 fiiggvénye az alabbi:

s(t)=A- [111(1 + B0 L (1 4 e BEHO) _ p. t] VB
Adatok:

1
A = 250 [m]; B=0,145 H; C = 6,494 [s];

D:0,064[ ]; E = —400 [m].

a) Hatarozzuk meg a gépkocsi palya menti sebesség-id6 és palya menti gyor-
sulas-ido fiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a palyakoordindta, pilya menti sebesség és gyorsulds érté-
két a gépkocsi induldsa utdn 10 [s]-mal!
¢) Hatdrozzuk meg a gépkocsi végsebességét!
(A végsebességet a Upax = tlim v(t) osszefiiggés értelmezi.)
—00
d) Milyen értékhez tart a gépkocsi palya menti gyorsuldsa ¢ — oo esetén?
Megoldas:
a) Az osszetett fliggvény derivalasi szabdlya alapjan
oB(t+C)

i(ln(l +eB(t+C))) _ 1 B0 . B B. T B0
(§]

dt 1 + eB(t+0) ’ -
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illetve
g(ln(l + e*B(t‘i’C))) — ; . e*B(t+C) . (_B) —
dt e—B(t+e) 11
B e—B(t—I—c)
- 1 + e—B(t+0)

adodik. A fenti osszefiiggéseket felhaszndlva azt kapjuk, hogy a sebesség-
1d6 figgvény:

[ oB(+C) o~ B(t+C)
v =AB e B T e P =

s oB(t+C) | o—B(t+C) 5 o~ B(t+0) ol
N 1+e Bt+O) 14 e Bt+O)

[ —B(t+0)
=A. . 1 — B. € —D| =

1 +e—B(t+C) 1 +e—B(t+C)

] 1— e—B(t+C)

:AllfigﬁﬂﬁiAD:

1 — o—0,145-(t+6,494) m
= (36,25 1+ o 0.145(t+6,494) 16 [g}

A gyorsulas-ido fiiggvény a sebesség-id6 fiiggvény id6 szerinti derivaltja,
igy azt kapjuk, hogy

d [ 1= BEt+CO) _e—B@+C) . (-=B)-(1+ e—B(t—i—C))

dt \ 1+ e B@+0O) | — @_+e—Bu+CDQ B

_ (1 _ e_B(t"'C)) . e_B(tJ"C) . (_B)
(1+ e Bl+C)?

e B(t+0) 4 o=2B(t+C) 4 o~B(t+C) _ o—2B(t+C)

= B. 5 =
(1+efB(t+C)>

o~ B(t+0)

(14 e~ B+

—2B.
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A fenti eredményt felhaszndlva a gyorsulés-id6 fliggvény:

—B(t+C)
a(t)=o(t)=24-B* —° =
(1+ e B+0))

—0,145.(t+6,494)

e

— 10,51 - 5 |3
(1 + e~ 0.145:(1+6.490)) % s

b) A palyakoordindta értéke az indulds utdn 10 [s]-mal:
5(10) = 250 - [In(1 + 014 10+0:490)) 4
+ In(1 + e 015046490y _ g 064 . 10] 400 = 81, 67 [m)].
A pdlya menti sebesség értéke az indulds utdn 10 [s]-mal:

1 — e—0,145:(10+6,494)

v(10) = 36,25 - 1 & o—0,145-(10+6,404)

—16 = 14,17 [9]
S
A pdlya menti gyorsulds értéke az indulds utdn 10 [s]-mal:

o—0,145-(10+6,494)

a(10) = 10,51 - 5
(1 + e—0,145~(10+6,494))

m
— 0,81 {7}
S SQ

c) A sebességre vonatkoz6 0sszefiiggésben szerepl6 kifejezés végtelenben vett
hatarértéke:

lim e 0-145:(t+6,494) _

t—o0 )

Ezt felhaszndlva a végsebesség:

1 _ —0,145:(t+6,494)
Umax = lim | 36,25 - ] —16] =

t—00 + 670,145-(7&4*6,494)

— 36,25 — 16 = 20,25 [%}

d) Szintén felhaszndlva, hogy

lim e—0,145-(t+6,494) =0
t—o00

azt kapjuk, hogy a gyorsulds értéke ¢t — oo esetén

o—0,145:(t+6,494)
lim a(t) = lim [ 10,51 - 5 | =
t—00 t—00 (1 4 e=0,145:(t+6,494))

~10,51-0=05].
S
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2. Mintafeladat. Az aldbbi dbra egy pontszeri testet szemléltet, amely a viz-
szintes, surlddasmentes sik O pontjaban nyugszik.

a-sin(w - t)
FAAAANNAANANANNAA] ] s
T T T T
o' -Alw) o) Alw)

A testhez egy rugé kapcsolddik, amelynek mdsik végét az O pont koriil az
s*(t) = a - sin(w - t) palyakoordindta-ido fiiggvény szerint mozgatni kezdjiik.
A mozgatas hatdsara, rovid ido elteltével a test is rezgémozgast végez az O pont
koriil. A test sebességével aranyos nagysagu kozegellendllasi erdt feltételezve
a test palyakoordinata-idd fiiggvénye az alabbi alakban irhaté:

5(t) = A(w) - sin (w - t + p(w)).

Az A(w) és p(w) jelolések arra utalnak, hogy az A amplitddoé és a ¢ kezd6fazis
értéke fiigg az a - sin(w - t) ,,gerjeszts” fiiggvényben szerepld w korfrekvencia
értékétl. (Azaz attdl, hogy milyen ,,szapordn” mozgatjuk a rugé végpontjat
az O’ pont koriil.) Beldthatd, hogy a fenti feltételek mellett az A(w) és p(w)
fliggvények az aldbbi alakban irhatdk fel:

b
\/(w02 —w2)2+4‘ﬂ2 - w?
p(w) = arctg (cffw> .

0? —w?

Alw) =

A fenti 0sszefiiggésekben szerepld paraméterek részletezve:

k- k N
h— a; ﬁzi; wozzﬂ.f():[; k:l.OOO[];
m 2m m m

m=1lkgl; ¢=20 [NS}, a=0,1[m],
m
ahol m a test tomege, k a rugémerevség értéke, c és 3 a kozegellenallasi és
csillapitasi tényezd, f a gerjesztd rezgés frekvencidja, fy pedig a rugd és a test
altal alkotott rendszer sajitfrekvencidja. (Azaz az a frekvencia, amellyel a test
rezegne, ha arugé O’ végpontjat rogzitenénk, majd mozgédsba hoznank a testet.)

a) Hatdrozzuk meg az A(w) fiiggvény w véltozo szerinti elsé és mdsodik de-
rivaltjait!

b) Hatdrozzuk meg az w véltoz6 azon w, értékét, amely esetén az amplitidd
értéke maximalis!
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¢) Hovd tart w, és A(w,) értéke, ha a 3 csillapitasi tényezs értéke nulldhoz tart,
azaz, ha a kozegellenéll4st elhanyagoljuk?

d) A megkapott eredmények felhaszndldsdval vazoljuk fel az A(w) fuggvény
grafikonjat!

e) Végezziik el a p(w) fiiggvény teljes vizsgdlatat a [0; w, [ intervallumon, majd
abrazoljuk a fiiggvényt!

Megoldas:

a) Felhaszndlva a megadott adatokat
m 1
b = 100 [:2} wo = V1.000 L]; B =10 H

adodik. Ezeket behelyettesitve az A(w) fiiggvénybe

Aw) 100 100
w)= — _
\/(1'000_W2)2+400w2 V106 —2.000 w? + w4400 w?

100

V108 — 1.600w? + w?
adédik. Ezt atalakitva azt kapjuk, hogy

-1
2

A(w) =100 - (105 — 1.600 w? + w?)

Az A(w) fiiggvény derivaltja:
3
Al(w) = =50+ (10° — 1.600w? + w*) "2 - (=3.200w + 4w?) =

403 — 3200w —200 w3 + 160.000 w
= —50- - = =
2 2

(w* — 1.600w? + 106) (w* — 1.600 w? + 106)

Az A(w) fiiggvény mdsodik deriviltja:

A(w) = (—600w? + 160.000) - (w* — 1.600w? + 10°)3 B
(w* — 1.600 w? + 106)3

(—200w3+160.000w) - 3 - (w*—1.600 w?+100)2 - (4w —3200w)
(w* — 1.600w? + 106)3 '
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Ha a szamlal6t és a nevezdt is elosztjuk (w* — 1.600 w? + 106)%—61, akkor
azt kapjuk, hogy
A () = (—600w? 4 160.000) - (w* — 1.600w* + 105)
(w* — 1.600w? + 106)3
—200w>+160.000w) - 3 - (4w 3200w
2
(w* — 1.600 w2 + 106)3
_ 600w® — 800.000 w* — 88.000.000 w? + 160.000.000.000
(w? — 1.600w? + 1.000.000)2 '

7 2z

b) Ahhoz, hogy megkapjuk az A(w) fiiggvény szélsGértékét, meg kell olda-
nunk az A’(w) = 0 egyenletet:

—200 w? + 160.000 w
3
(w* — 1.600w? + 1.000.000) >
—200w - (w? — 800) = 0.

Az egyenlet megolddsaként w; = 0, wp3 = £+/800 adédik. Azonban
nyilvan az w > 0 feltételnek is teljesiilnie kell, igy azt kapjuk, hogy w; = 0
és wo = v/800. Mivel

=0

+/1.000.000
" )
A0 = 5250000 ="
és
A"(v/800) = — Y300-000

=— <0
405.000 ’
igy a sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltétele alapjan azt kapjuk, hogy az

w = 0[] helyen lokdlis minimuma, az w = /800 [1] helyen globalis
maximuma van az A(w) fiiggvénynek. Tehdt az w érték, amely esetén az
amplitddé értéke maximalis w, = /800 [1]. Ekkor

100
A r) — A 8 0 == s
(o) = A(v800) /40.000 + 400 - 800

100 1
= = — [m].

360.000 6
¢) Ha g — 0, akkor w, — +/1.000 és ekkor A(w,) — oo. Tehat 8 = 0
esetén w, értéke megegyezik az wy sajitfrekvencia értékével. Lathatd, hogy
ha nincs csillapitas, akkor a rendszert sajatfrekvencidjaval gerjesztve az am-
plitudé értéke végtelen lesz. Az w, frekvenciat rezonancia frekvencidnak

nevezziik.
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d) Az A(w) fiiggvény grafikonja:

0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

0 5 10 15 20 25,30 35 40 45 50 55 60 65 70

Az A(w) fuggvény grafikonja 5 = 0 esetén:
1.8
1.6
1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 5 10 15 20 25 30w 35 40 45 50 55 60 65

e) A megfelel$ adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

() = arct 20w
W) = ar s —— .
14 &\ 1.000 — &2
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A p(w) fiiggvény deriviltja

, 1 20 - (1.000 — w?) — 20w - (—2w)
plw) = 10002 2\2 =
1+ 40002 (1.000 — w?)
(1.000-w?)
(1.000 — w?)? 20w? +20.000

~ 1.000.000 — 1600w +wb " (1000 — w?)®

B 20 - (w? + 1.000)
~ w!—1.600w? + 1.000.000°
Lathat6, hogy minden olyan w esetén, ahol a ¢(w) fiiggvény értelmezve
van, ¢’ (w) > 0 teljesiil. Ezért a p(w) fiiggvény értelmezési tartomdnyanak
minden pontjdban szigorian monoton névekvd. Tovabba
" 20 -2w - (w* — 1.600 w? + 10°)
@' (w) = 4 2 612
(w* — 1.600 w? + 10°)
20 (w® +1.000) - (4w’ —3.200w)
(w* — 1.600 w? 4 106)2
=40 - w - (w! +2.000 - w? — 2.600.000)
B (w4 — 1.600 - w? + 1.000.000)2

és ¢"(w) > 0 minden w € [0; v/1.000[ esetén, igy ¢ (w) konvex.
A ¢(w) fiiggvény hatdrértéke az értelmezési tartomanyédnak hatdrpontjaiban:

20 -
lim arctg <0w> =0

w0 1.000 — w?

I 1 20w T

im  arctg | ———— | = =

w—+/1.000 &\ 1.000 — w2 2

A p(w) fiiggvény grafikonja:
16
1.4
12
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
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Gyakorlé feladatok.

6.1.1. Feladat. Az alabbi dbra egy viz alatti, gdmb alakud béjat szemléltet, ame-
lyet egy kotél segitségével a tengerfenékhez rogzitettiink.
W

S

—0

2z

A bdja stirisége kisebb a vizénél, igy a kotél feszes és fiiggbleges helyzetli. A
kotél hirtelen elszakad és a boja az

s(t) = % - <t + ﬁ -e—A'B't.A'lB) fm)]

palyakoordinata-id6 fiiggvény szerint emelkedni kezd a vizben.

7~ 2z

a) Hatdrozzuk meg a bdja pdlya menti sebesség-id6 és palya menti gyorsulds-
1d6 fiiggvényeit!

b) Hatdrozzuk meg a pélyakoordindta, pdlya menti sebesség és gyorsulds érté-
két a kotél elszakaddsdt kovetSen 10 [s]-al!

¢) Hatdrozzuk meg a bdja végsebességét!
(A végsebességet a Upax = tlim v(t) osszefiiggés értelmezi.)
— 00

Adatok:

Pviz — Pbdja

9

A:

4,57 . By
R?. (Pviz - pb(')ja) : 97 Pviz

K K
R = 0,01 [m]; 17:0,00102[ g}; pm:l.ooo[ g}

m-s m3
kg | m
pria =990 |55 g =9,81[5].

A fenti 6sszefiiggésekben 7 a viz dinamikus viszkozitdsat jelenti, R a bdja su-
gara, g a gravitacids gyorsulds ért€ke, tovdbba pyi, a viz slirlisége €s ppsja a boja
stirisége.



160 6. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
Megoldas:
a) Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy
A =0,4679; B =0,0981.
Ezt felhasznélva
s(t) = 2,1372 - (t + 21,786 - e~ 04969 _ 21, 786)

adédik.
A sebesség-id0 fiiggvény a palyakoordindta-idd fliggvény derivaltja:

. 1 A-B _ 4B 1 _A-B-
o) =5(t) = 5 — g e P = (1B 5],

Behelyettesitve A és B értékét azt kapjuk, hogy

o(t) = 2,1872 - (1 — e 005) [ 2],
S

A gyorsulds-idd fliggvény a sebesség-idd fliggvény derivaltja:

a(t) = o(t) = B - e~ 4Bt =, 0081 - 00459 [g]

b) Az el6bbi fiiggvényeket felhasznalva
5(10) = 4,30 [m]

v(10) = 0,79

)
|

. _ m
Vmax = lim (2,1373 - (1 —e"004%)) = 2,1373 | =],

a(10) = 0,06

—

%lE =B

c) A bdja végsebessége

6.1.2. Feladat. Az aldbbi dbra egy pontszer testet szemléltet, amely vizszin-
tes, surléddsmentes sikon nyugszik. A testhez egy rugé kapcsolédik, amelynek
masik vége a fliggbleges falhoz rogzitett. A rugd az dbran vazolt helyzetben
terheletlen, azaz megnyulédsa zérus. A testet v(0) nagysagu kezdGsebességgel
mozgésba hozzuk, amely ezt kvetéen
s(t) = A-sin(w -t + ¢o)
palyakoordinata-id6 fiiggvény szerint az O pont koriil rezgémozgast végez.
v(0)
%—W\/\/\/\/\/\/V\/\/\/\,ﬂ—» X

r r T
-A 0 A
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Adatok:
rad}

s(0) = 0[m; w(0) = 10 [?} w =30 [S .

a) Adjuk meg paraméteres alakban a mozgds v(t) és a(t) fuggvényeit!

b) Awv(t)és s(t) fiiggvények, valamint a v(0) és s(0) kezdeti mozgdsjellemzSk
ismeretében hatdrozzuk meg a ¢q és az A paraméter értékét (A > 0), majd
irjuk fel az s(t), v(t) és a(t) fuggvények konkrét alakjat!

Megoldas:

a) A sebesség-idd és gyorsulds-idé fiiggvények

v(t) = A w-cos(w-t+ o) =30A-cos(30 -t + o) [E}
s
a(t) = —A-w? - sin(w -t + pg) = —900A - sin(30 - ¢ + ) [?2]
b) Behelyettesitve az s(t) és v(t) figgvényekbe a t = 0 értéket azt kapjuk,
hogy
s(0) = A -singp
v(0) = 30A - cos py.
Az s(0) és v(0) értékeket ismerjiik, ezért

0=A-singpg
10 = 30A - cos pg.

adédik. Az elsd egyenletbdl A # 0 miatt azt kapjuk, hogy ¢o = 0, vagy
o = m. Mindkét értéket behelyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk,
hogy csak a ¢y = 0 érték tesz eleget a feladatban el6irt A > 0 feltételnek.
Ebben az esetben a fenti egyenletrendszer masodik egyenletébol

1
10 =304 = A= 3 [m]
adédik. Felhaszndlva a megkapott eredményeket a palyakoordinata-idd, pa-
lya menti sebesség-id6 és palya menti gyorsulds-id6 fiiggvényekre az aldb-
biak adédnak:

s(t) = % - sin(30£) [m]
v(t) = 10 - cos(30t) [?}

a(t) = —300 - sin(30¢) [g}
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6.1.3. Feladat. Egy egyenes palyan mozgé részecske ¢ médsodperc elteltével a
megfigyelés helyétdl
s(t) =13 —1t* 411t — 3
méter tdvolsigra van.
a) Hatarozzuk meg a palya menti sebesség-id6 és a palya menti gyorsulds-idé
fliggvényeket!
b) Adjuk meg azt az id6pillanatot, amikor a részecske sebessége nulla!

c) Hatdrozzuk meg azokat az id6intervallumokat, amikor a részecske sebessé-
gének nagysiga nd, illetve azokat, amikor csokken!

d) Adjuk meg azokat az idSpillanatokat, amikor megvéltozik a részecske moz-
gdsanak irdnya!

e) Szamoljuk ki, hogy az elsé 3 masodpercben 6sszesen mennyi utat tett meg
arészecske!

Megoldas:

a) A palyakoordinata-id6 fiiggvény derivéltja a palya menti sebesség-id6 fligg-
vény
v(t) = §(t) = 3t% — 14t + 11.
A pélya menti gyorsulds-id6 fiiggvény a pdlya menti sebesség-id6 fiiggvény
derivaltja
a(t) = o(t) = 6t — 14.
b) A részecske sebessége azon idGpillanat(ok)ban zérus, amikor a v(t) = 0

egyenlet teljesiil:
3t — 14t + 11 = 0.

A masodfoki egyenlet megoldoképletet felhasznélva

144+ /196 — 132 14 +38
6 6

t12 =

ad6dik, azaz a t = 1[s] és a t = L [s] idGpillanatokban lesz a részecske
sebessége nulla.

¢) A v(t) figgvény monotonitdsét kell megvizsgalnunk:

t<1l| t=1 |[1<t<i| t=4 |¢t>

wl=

V() |+ 0 — 0
u(t) | | lok. max. AW lok. min.

N+
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Az induldstdl szdmitva 1 mdsodpercig a részecske sebessége novekszik,
majd az indulstdl szadmitott % madsodpercig csokken a sebesség, ezt ko-

vetéen a megfigyelés végéig ismét novekszik a részecske sebessége.
d) A részecske mozgésdnak irdnya a t = 1[s] és t = L [s] idpillanatban
véltozott meg.

e) A részecske az els6 3 masodperceben
s = [s(1) = s(0)] + [s(3) — s(1)]
méter utat tesz meg. Mivel

s(1) — s(0) =2 — (—3) = 5,

ezért 5 [m] utat tett meg az elsG masodpercen a részecske. Ezt kovetGen
megfordult és az eredetivel ellentétes irdnyba haladt és mivel
s(3) —s(l) =—6—-2= -8,

ezért 8 [m] utat tett meg. Osszesen tehat 5 + 8 = 13 [m] utat tett meg a
részecske az elsé 3 masodpercben.
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6.2. Anyagi pont Kkinetikaja: kényszermozgas sik- vagy térgorbén

Elméleti osszefoglalé. Ha az anyagi pont egy adott sik- vagy térgorbén végez
kényszermozgast, akkor célszerli mozgasét a kisérd triéder altal kifeszitett ter-
mészetes koordindtarendszerben vizsgdlni. A kisérd triédert hdrom, egymadsra
paronként merdleges egységvektor alkotja (€, 7 és b vektorok).

padlya

gorbiileti kor

simulo sik

Az e érintd irdnyii egységvektor a palya adott pontbeli érintéjének irdnydba mu-
tat, irdnyitasa a palya irdnyitasaval egyez6. Az n normadlis irdnyu egységvektor
a gorbiileti kor kozéppontja felé mutat, tehat merdleges a palya érintGjére, igy
az e egységvektorra. A b binormdlis irdnyii egységvektort az aldbbi dsszefiiggés
értelmezi:

b=¢xT.

Természetes koordindtarendszerben az anyagi pont vektoridlis sebességére és
gyorsuldsara az aldbbi dsszefliggések érvényesek:

U2

UV=v"-E€, Eza-é—kﬁ-ﬁ
A fenti Osszefiiggésben R a gorbiileti sugdr (azaz a simuldkor sugara), v és a
pedig az anyagi pont pdlya menti sebessége és gyorsulasa. A gyorsulds az e
és m egységvektorok sikjaba esik, igy a binormadlis irdnyd gyorsulds zérus. A
simulé kor sugara a palya egyenletének ismeretében barmely pontban szamol-
hat6. Itt csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a palya sikgorbe, tovabba az
egyenlete y = f(x) alakban adott. Ekkor a gorbiileti sugar az x( abszcisszaju
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pontban az aldbbi Osszefiiggéssel szamithatd:

(1+ (@)

Ry —
0 " (20)

A i
y ' anyagi pont e(x)

| X
. »
»

X0
A pélya érint6jének egyenletét is megadhatjuk az alabbi alakban:
e(x) = y(xo) + y'(x0) - (x — x0)-

Természetes koordindtarendszerben a mozgédsegyenlet (Newton II. térvénye) az
alabbi alakban irhat6:
Z F@ =m-a,
i

azaz
5 Fe
i
i
> Fi
i

Tehat végiil az alabbi, skalar mozgasegyenleteket kapjuk:

S h
7
2

T
ZFib =0.
7

o =% o



166 6. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

Kisodrodads (kicsuszds) vizsgalata:

A természetes koordindtarendszerben felirt mozgasegyenletek megolddsaval le-
het&ség nyilik a kisodrédas kinetikai vizsgdlatara. A kisodrodas problémdjat a
kovetkezd kérdésben fogalmazhatjuk meg: maximalisan mekkora nagysagu al-
landé sebességgel haladhat egy pontszer( jarmi egy vizszintes Utkanyarulatban
anélkiil, hogy a menetiranyra merdlegesen kicsiszna az tttesten? A kisodr6das
nélkiili kanyarodés feltétele az alabbi:

|Ft| S,U(J'F‘ny-

A fenti Osszefiiggésben F} és F,, a talaj dltal a jarmire kifejtett kényszerer6

sz Z

tapadési és nyomé komponense, 1o pedig az uttest és a kerekek kozott fellépd
tapadasi surl6dasi tényezo.

Sziikséges matematikai ismeretek. Térgorbe érintési paraméterei, differenci-
dlszdmités, derivalasi szabdlyok.

1. Mintafeladat. Az alabbi dbra egy hullimvasutat szemléltet. Az dbran vazolt
koordindtarendszerben a vasiiti palya egyenlete y = a - sin(b - x) alaku.

y' [r]
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a) A B pont koordinatdibdl hatirozzuk meg a pélya egyenletében szerepld b
paraméter értékét!

b) A hulldmvasutakra vonatkoz6 szabvany szerint a palya emelkedési szoge se-
hol sem haladhatja meg a 60°-ot. Hatarozzuk meg, hogy legfeljebb mekkora
lehet az 4bréan feltiintetett a paraméter értéke, hogy megfeleljiink a szab-
vanynak!

¢) Hatdrozzuk meg a fenti maximalis a paraméter esetén a palya gorbiileti su-
garat az A pontban!

d) Hatdrozzuk meg az A pontban a pdlya altal a hullimvasuti kocsira kifejtett
nyomoéerd nagysagat, ha tudjuk, hogy az A pontban a kocsi sebességének
nagysdga va = 5 [2], tomege pedig 500 [kg].

Megoldas:

Vr [r]

a
BN ]

a) A B pont koordinétdi: xp = 20 [m] és yp = 0 [m]. Ezt felhasznélva
0 = a - sin(200) = 0 = sin(200)
adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
20b=m = b= —.
A pélya egyenlete tehat
" (57)
=aqa-sin(—z).
y=a-sin s

b) A palya egyenletét az = véltozé szerint derivdlva megkapjuk a pédlya mere-
dekségét az a véltozo fiiggvényében:

m(x) =1/ (x) = 4T cos (%x) .
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A 60°-0s emelkedési sz6ghoz tartozé meredekség:
m = tg60° = V3.
A szabvany szerint annak kell teljesiilni, hogy
m < V3,
igy az

egyenlotlenséget kell megoldanunk:

7a2‘7T-COS<2ﬂ;O.T>S\/§ = 7a-7r<\/§,

igy azt kapjuk, hogy

P

20 -

™

a <

~ 11,03.

c) Az el6bbi eredményeket felhasznédlva azt kapjuk, hogy a maximalisan meg-
engedett a érték esetén

y(z) =
Az y(x) fuggvény deriviltja:

Y (z) = V3 cos (;—Ox> :

20-v3 . (TF )
-S|\ —x ).
T 20

Az y(x) fuggvény masodik derivaltja:

3.
y'(x) = — 207T - sin (156) .

A gorbiileti sugar az A pontban
3
20 (143 (cos (55 7-10))*)
Ro=|——7" — ~ 3, 68.
V3 8111(2—0-7%10)-77

d) Mivel
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ezért

2
v
F=m-a—m- -4 =500-9.81 — 500 - =
n m-g—m RA ) 3,68

=500 (9,81 — 6,79) = 1510 [N].

2. Mintafeladat. Az dbrén lathatd, parabola alakd vdjat A pontjabdl kezdGse-
besség nélkiil lecsuszik egy pontszeriinek tekinthetd, 0, 1 [kg] tomegi test. (A
strlédés elhanyagolhatd.) Mekkora er6vel nyomja a vdjat a testet az O pont-
ban?

Megoldas:

2
y=x

N
Fn 0

X
v I[m]

Az m = 0,1 [kg] tomegi test az A pontbdl, h = 1[m] magassagbdl indul.

Az O pontban a sebesség vektora vizszintes irdnyd, nagysaga (a munkatétel
2

alapjan) vo = +/2gh. A test normdlis irdnyd gyorsuldsa 1%’ ahol Rp az O

pontbeli simulékor sugara (azaz a gorbiileti sugar). A normalis irdnyban felirt

mozgéisegyenlet:

4

amibdl azt kapjuk, hogy

2-m-g-h

Ro ’
ahol F), a keresett nyoméer6 nagysaga. A feladatunk tehat az Rp gorbiileti
sugdr meghatdrozdsa. A parabola alakd vdjatot leiré fiiggvény f(z) = 22
Ennek a derivéltja f'(z) = 2z, mésodik derivéltja f”(z) = 2. Ez alapjén a
gorbiileti sugar:

F,=m-g+

Nl

1+ (/'@)]
f"(x)

[1 + (2:70) 2}

2

Ro =
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A gorbiileti sugér az x = 0 helyen

3
2

D+ (2-022 1
Ho = 2 p)
Ezt felhasznalva:
2m-g-h 2-0,1-10-1
F —m. =0,1-104 ———— — =5][N].

3. Mintafeladat. Az alabbi dbra a és b része egy ellipszis alaku gokart pélya
feliil- és oldalnézeti képét mutatja, amelyen egy gokart dllandé v nagysagu se-
bességgel halad.

&

2a

[ 2a I

Adatok:

m=100[kgl; jpo=0,2; g=09,81; [g} a=50[m); b=30[ml.
Mekkora lehet a gokart sebességének nagysdga maximadlisan ahhoz, hogy ne
sodrédjon ki a palya A pontjdban?
Megoldas:

Az dbra b részén feltiintettiik a palya A pontjaban a gokartra haté erdket. A
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jarmd mozgasegyenlete (Newton II. torvénye):
Y F=m-g+F,=m-aa.
i

A fenti mozgasegyenlet az (€,7, b) kisérd triéder dltal kifeszitett természetes
koordindtarendszerben az aldbbi:

0 0 Qe aa

0 + Fy =m-| a, | =m- E—Q

A

—-—m-g Fny ap 0

Ebbdl a vektoregyenletbdl az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

Az els6 egyenletb6l m # 0 miatt azt kapjuk, hogy a4 = 0. Az utolsé egyen-
letbdl F,, = m - g. A gokart pontosan akkor nem sodrédik ki, ha
‘Ft’ < Ko 'Fny-

Felhaszndlva az el6bbi egyenletrendszer masodik és harmadik egyenletét, to-
vébba kihaszndlva, hogy F; > 0 azt kapjuk, hogy
02
m - Ra < po-m-g,
amibdl
v<\po-g-Ra
adddik. Tehat a sebesség maximadlis értéke

Umax = ,UO'g'RA-

A fenti osszefuiggésben R 4 a pélya gorbiileti sugara az A pontban, amelyet az
aldbbiak szerint hatdrozhatunk meg:

[1 + (y’(O))Z}
y"(0)

[N

Ry =
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A fenti 6sszefiiggésben az y(x) fliggvény az ellipszis

2 2
x Yy
b72+7:1

alaki egyenletébdl hatdrozhaté meg. Feltételezve, hogy y(x) > 0 azt kapjuk,

hogy
2

x
y(r) =a-1\/1— 2
Az y(x) fuggvény x véltozoé szerinti elsd és masodik derivaltja:
gy = O 2
=%
24+ 222
b2. 17&
" _ a ( b2>
y'(z) = o2 =
i <

Az a és b paraméterek értékét behelyettesitve, kiszamoljuk az y(z) fiiggvény
elsé és masodik derivaltjanak helyettesitési értékét az x = 0 helyen:

2-0
/ e .
2:02
50 302 (1 302) 11

Vi
0) = : -
vy (0) = =535 /7 108

A gorbiileti sugér a palya A pontjédban:

1+ (y'(0))? : 1y o2
4= | 0 } [11918] :%:18[111].

Ezt felhaszndlva a keresett maximalis sebesség:

Umax = /110 -9 - Ba = 1/0,2- 9,81 - 18 = /35,316 ~ 5,94 [%]
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Gyakorlé feladatok.

6.2.1. Feladat. Az aldbbi dbra egy foly6 folott ativeld kozati hidat szemléltet.
Az abrén vazolt koordindtarendszerben a hid utpéalydjanak egyenlete

y=a-x*+b-x+c

alakd. A tervezés sordn a hid magassagat jellemzd h paramétert szeretnék max-
imalizalni abbdl a célbdl, hogy a hid alatt a magasabb hajok is kényelmesen
athaladhassanak. A hid szélességét jellemzd d paraméter értéke d = 80 [m)].

¥

hL \ x

d

a) Fejezziik ki a palya egyenletében szerepls a, b és ¢ paramétereket az ismert
d és az ismeretlen h paraméterekkel! (A palya egyenletében ezt kovetden
ismeretlenként mar csak a h paraméter szerepel.)

b) Az utak épitésére vonatkoz6 szabvany szerint az Utpdlya emelkedési szoge
sehol sem haladhatja meg a 30°-ot. Hatdrozzuk meg, hogy legfeljebb mek-
kora lehet a hid » magassaga gy, hogy megfeleljiink a szabvanynak!

c) Hatdrozzuk meg a pélya gorbiileti sugarét a hid ,,kbzepén” a szabvény sze-
rint engedélyezett maximadlis h érték mellett!

d) Hatdrozzuk meg a hid ,,kozepén” a pdlya dltalav = 4 [%] nagysagu sebes-
séggel halad6, m = 1.000 [kg] gépkocsira kifejtett nyomderd nagysagat!

Megoldas:

a) A paraboldra illeszkedik a (0;0), (80;0) és (40;h) pontok mindegyike.
Mivel a (0;0) rajta van a parabolapélydn, ezért ¢ = 0. A mésik két pont
illeszkedésébdl a

6.400a + 80b = 0
1.600a + 40b = h

egyenletekhez jutunk. Az egyenletrendszer megolddsaval azt kapjuk, hogy
__h
1.600 20
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Végiil a palya egyenlete:

h 2
e — -
Y= 71600 20
b) A szébanforgd parabola alakd hid az
h 9 h
v@) = "Tg00 " T °

fiiggvény képe, melynek egy tetszSleges P(x;y) pontbeli érintGjének a me-
redeksége az i/ (z) érték:

/ h h .
y(@)=—go5 T to (€ 0:80).
Mivel 3/ (z) egy els6fokd fiiggvény, melynek negativ a meredeksége, igy
a maximadlis értéke az x = 0 helyen van, ami 2%. A szabvdany szerint az
emelkedési szog sehol sem lehet 30°-nal nagyobb, igy teljesiilnie kell a

h h V3

— < tg30° = — < —

20 = '° 20 = 3
egyenl6tlenségnek, amely megolddsara azt kapjuk, hogy

hSQO-?zll,BE)[m].

A hid magassdga tehat legfeljebb 11, 55 [m] lehet.

¢) Mivel
@)= ar S =0
YR 500 7 T 20 AT =
és h b
" = —— = " 40 - —
V() =~ o y'(40) = - .
ezért a goriileti sugdr a hid ,,k6zepén”
1 20 20
R=—=—~ ~ 1,73 [m].
h )
25 h 11,55
d) Mivel
02
S Fn=mg-Fu=m
ezért
v? 42
F,=m-g—m-— =1.000-9,81 —1.000 - ~~
nT TR ’ 1,73

~ 1.000 - (9,81 — 9, 25) = 560 [N].
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6.2.2. Feladat. Az aldbbi dbra egy gordeszkds utvonaldnak feliilnézeti képét

mutatja, mikozben az megkeriil egy épiiletet az a szélességi tttesten haladva.

A gordeszkds sebessége dlland6 v nagysdgu, palydjat az 4bran vizolt koordiné-
1

tarendszerben az y(r) = _ fliggvény frja le.

a

yimj,

Adatok:
m=50lkgl; jpo=0,1; g¢g=0981 [?Z} a = 4[m.
a) Mekkora a gorbiileti sugar a palya A pontjaban?
b) Mekkora lehet a gordeszkds sebességének nagysiga maximaélisan, hogy még
ne cstsszon ki a palya A pontjaban?
Megoldas:

1
a) Mivel y(z) = — = 271, ezért
T

és
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A fentiek felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

1 2
y'(1) = -~z =-1 y'(1) = F=2
A gorbiileti sugar az A pontban
3 3
L+ ) ([ 2]

y"(1)
b) A gordeszka mozgésegyenlete (Newton II. torvénye):

Zfi:m-g+fk:m~a,4.

7

A fenti mozgdsegyenlet az (€,7, b) kisér6 triéder dltal kifeszitett koordina-
tarendszerben:

0 0 Qe aA
0 + Ey =m-| a, | =m: E—i
—-m-gq Fny ap 0

A fenti vektoregyenletbdl az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

O=m-a.=m-ay

1}2

FrF=m-a,=m:" R—A

O=m-ap=—m-g+ Fyy.
Az els6 egyenletbdl m # 0 miatt azt kapjuk, hogy a4 = 0. A harmadik
egyenletbdl F},, = m - g adédik. A gokart akkor és csakis akkor nem sod-
rodik ki, ha

|Ft| S/JO'Fny:,U/O'm'g
Mivel F; > 0 azt kapjuk, hogy

2
v

RA_MO g

v< o g-Ra.

Tehat a sebesség maximadlis értéke

Umax = V/ ,UO'g'RAy
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ahol R4 a gorbiileti sugdr értéke az A pontban. Ezt a feladat a) részében
madr kiszdmoltuk, igy a sebesség maximalis értéke:

Vmax = \/0,1-9,81- V2 ~ 1,18 [9]
S

6.2.3. Feladat. Az aldbbi dbran lathat6 szlalom palydn egy sportkocsit tesztel-

tavolsag b. A sportkocsi dllandé v nagysagu sebességgel halad.

y[m]

x[m]
b

Adatok:
m
m = 800 [ke]; =02  g=981[3];
S
a = 15[m]; b =10 [m].
a) Hatdrozzuk meg a palya
y= D - cos(Ex)
alaku egyenletében szerepld D és E paramétereket!
b) Hatdrozzuk meg a gorbiileti sugarat a palya A pontjaban!
¢) Mekkora lehet a kocsi sebességének nagysdga maximalisan, hogy még ne
sodrédjon ki a palya A pontjaban?
Megoldas:
a) A pélya ivét leir6 fliggvény:

s
= 5 . (* ) .
y(x) cos ( 152
b) Az y(z) fiiggvény elsd és masodik derivaltja:

Y (x) = —% - sin (%x)
2

1" _ T K
yi(@) =15 COS(15$)'
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7'('2

'(15) = 0; "(15) = —.
y(15) =0, y'(15) = =
Felhaszndlva a kapott eredményeket a gobriileti sugér a palya A pontjaban:
45
Ry = — ~ 4,56 m|.
4= —5 ~4,56[m]

¢) A keresett maximalis sebesség:

m
%M=VMryRsz%jﬂ.

6.2.4. Feladat. Az alabbi dbra egy drétkotélpalyat szemléltet, amelyen szén
szallitasara szolgdld csillék haladnak. Az er6sen kifeszitett drotkotél alakjat a
rajta halado csille elhanyagolhaté mértékben torzitja, igy az

y =ch(Az) + B

alakaq.
v
a
X
—
b
Adatok: L
2 1
4= 2 A 4y = 80[m).

a
a) A drétkotélpalyakra vonatkozd szabvany szerint a palya emelkedési szoge

sehol sem haladhatja meg az 3°-ot. Hatarozzuk meg, hogy legfeljebb mek-
kora lehet a dr6tkotél ,,belégasanak™ b nagysdga ahhoz, hogy megfeleljiink
a szabvanynak!

b) Hatdrozzuk meg a pdlya gorbiileti sugarat annak ,,kozéps6” pontjdban a
maximaélisan megengedett b érték esetén!

¢) Hatdrozzuk meg a kotélpalya ,.kozepén” a kotél dltal a 4 [] nagysagi se-
bességgel haladé, m = 800 [kg] tomegii csillére kifejtett erd nagysagat!
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A feladat megoldasa el6tt emlékeztetiink az sh z (szinusz hiperbolikusz) és ch x
(koszinusz hiperbolikusz) fiiggvények definicidjéra:

e’ —e
hx =
shx 5
x —x
chr— e +e
Emlékeztetiink tovdbba arra is, hogy
x —T
(shz) = & te _ he
2
és N Y
(chz) = ¢ 2e =shuz
Megoldas:

a) A kotel maximalis belégasa: b = 0, 36 [m].
b) Mivel A~ 0,0206 [+] és B ~ —1, 36 [m], ezért
y(x) = ch(0,0206x) — 1, 36.
Ezt felhaszndlva
y'(z) = 0,0206 - sh(0,0206x),
illetve
y"(x) = 0,0206 - ch(0,0206z) - 0,0206 = 0,02062 - ch(0, 0206z).
Behelyettesitve a megfelel adatokat a gorbiileti sugar a palya ,,koz€ps&’
pontjdban: R = 1.729, 72 [m].
c) A keresett erd nagysdgat a 2. mintafeladathoz hasonléan az

’

02
Fo=m-g+m- =
Osszefiiggéssel kapjuk meg. Behelyettesitve a megfeleld adatokat
F,, = 7855,4[N]

adodik.
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6.3. Fénytorés és visszaverodés

Elméleti 6sszefoglalo. Vegyiink két optikailag eltérd tulajdonsigi kozeget.
Jelolje c¢; és co a fény terjedési sebességét az egyik és a mdsik kozegben.
Tapasztalat szerint a két kozeg hataran a fénysugdr részben megtorik és behatol
a kozegbe, részben pedig visszaverddik a kdzeghatarrdl.

! o] )
i beesési merdleges

I
i
|
bees6 fénysugar i/_\/ visszavert fénysugar
a | a /
!
/ érintdsik

1

kozeghatar oy

megtort fénysugar

Allitsunk merdlegest a két kozeg hatérfeliiletére abban a pontban, ahova a fény-
sugar érkezik! Ez az egyenes a beesési merdleges. A beesd (visszavert) fény-
sugér és a beesési merbleges altal bezart szoget beesési (visszaverddési) szog-
nek (), a megtort fénysugar és a beesési merdleges altal bezartat torési szognek
(B) nevezziik. A fény torésére és visszaverddésére teljesiilnek az alabbi egy-
szer( torvények:

1. A beesd, visszavert és megtort fénysugar valamint a beesési merdleges egy
sikban vannak.

2. A beesési és visszaver6dési szog egymassal egyenld.

3. A beesési €s a torési szog szinuszanak hanyadosa a két kozegre jellemzd al-
lando, amelyet a 2-es kozeg 1-es kozegre vonatkozd relativ torésmutatojanak
neveziink.

A 3. torvény alapjén:

sin «v c1

- =ng = —.
sin 8 21 &)

Ez az 6sszefiiggés a Snellius—Descartes torvény. Az 0sszefiiggésbdl leolvas-
hat6, hogy az no; relativ torésmutaté megegyezik a c; és co fénysebességek
hanyadosaval. Szokas bevezetni az abszoliit torésmutato fogalmat is, mint egy
adott kdzeg vakuumra vonatkozd relativ torésmutatéjat. Példaul az egyes kozeg
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abszolit torésmutatdja:
ny = nio = Cj
C1
A fenti Osszefiiggésben cg a fény terjedési sebessége vdkuumban. A fentiekbdl
addddan a relativ és abszolit torésmutatok kozott fenndll az aldbbi Osszefiiggés:
ng €
nogp = — = —.
ni C2
Vizsgéljuk meg részletesebben azt az esetet, amikor a fény egy nagyobb ab-
szolut torésmutatdju kozegbdl egy kisebb abszolit torésmutatéji kozegbe 1ép!
Ekkor a torési szog nagyobb, mint a beesési szog: 8 > «a. Ha noveljiik a
beesési szoget, a torési szog is nd, mignem eléri a 90°-ot. Ekkor a fény nem
1ép be a masodik kdzegbe, hanem annak feliilete mentén halad tovabb. Azt a
beesési szoget, amelynél a torési szog 90° hatdrszognek nevezziik. A hatarszog
értékére teljesiil az aldbbi 0sszefiiggés:
sin oy, n9

- =n91 = sinay=mno = —.
sin 90° n1

Ha a beesési szog nagyobb vagy egyenld, mint a hatarszog, akkor a fénysugar
teljes egészében visszaverddik a kozeghatarrél. Ekkor teljes visszaverddésr6l
beszEliink.

Sziikséges matematikai ismeretek. Differencidlszamitas, elemi geometriai is-

meretek, térgdrbék érintési paraméterei, szEls6értékszamitas.

Mintafeladat. Az alabbi abra egy napkollektort szemléltet. A kollektor egy
hosszi, valyud alakd, parabola keresztmetszeti tiikorbdl, és egy a tiikkor fokusz-

tengelyében elhelyezett, vizzel toltott cs6bol all. (A cs6 athalad a parabola F'
fokuszpontjan, és merSleges az dbra sikjara.) Egy mozgaté mechanizmus a
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tiikkrot mindig a Nap irdnydba forditja. Kozismert tény, hogy a tiikor a tenge-
lyével (y) parhuzamos sugérzast az F' fokuszpontjdba gydjti. A fékuszalt nap-
sugarzas hatdsara a cs6ben 1€v6 viz gbzz¢€ alakul, amely egy turbindt meghajtva
villamos energiit termel.

y
\F(
Y NP
h \0 a\ *

d

Adatok:
d = 3[m]; h =0,4[m].
a) Szamoljuk ki az dbran adott d és h méretekbdl a parabola
y=a-2>4+b-x+c
alaku egyenletében szerepld a, b és ¢ paramétereket, majd irjuk fel a para-
bola egyenletét!

b) Hatdrozzuk meg a parabola zp = 0, 75 [m] abszcisszdji P pontjaban hizott
érintdjének meredekségét és irjuk fel az érintd egyenes egyenletét!

¢) Adjuk meg a parabola fékuszpontjanak koordinatéit!

d) A fékuszpont és a P pont ismeretében irjuk fel a visszavert fénysugar egyen-
letét!
Megoldas:
a) Az dbrardl leolvashato, hogy a paraboldra illeszkednek a (0; 0), (—1,5;0,4)
és (1,5;0,4) pontok. Ezt felhaszndlva felirhatok a
0=c
0,4=2,25a+1,5b+c
0,4=2,25a—1,5b+ ¢
egyenletek. Az elsé egyenlet eredményét a masik két egyenletbe behe-
lyettesitve, majd azokat egyenletrendszerben megoldva
8
45’

a =

b=0; c=0
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adédik. A keresett egyenlet tehét

8 o
RPTI
b) A parabola grafikonjat megadé fiiggvény
8 9
y(z) = 15 i
melynek a derivéltja
16
! —_ .
igy a meredekség a P pontban
16 3 4
_ ./ _ 0.2
m=y(0.1)=="1- 15

A keresett egyenes egyenlete
y=yo+m-(x— o),
ahol y a P pont ordinatdja (y koordinataja). Mivel
8 9 1
Yo = 516 10
ezért a keresett egyenes egyenlete

1 n 4 3 N 4
TRV T
¢) Ha a parabola egyenletét
Ly

y:%-x

alakban irjuk fel, akkor p = %. Ekkor a fékuszpont

0= (o)

d) A P pont koordinatai:

(3 8)- ()

A P és F pontokon dthaladé egyenes egy irdnyvektora

_ 3 209
v=|—-;——
4’ 160 )’

183
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igy a keresett egyenes egyenlete:

45 209

V=3 160 "

Gyakorlé feladatok.

6.3.1. Feladat. A levegbben elhelyezett 1ézerrel — amelybdl kilép6 fénysuga-
rak egyéb kedvez6 tulajdonsdgaik mellett nagy ponotssdggal parhuzamosak —
akarunk megyvildgitani (,,eltaldlni”’) egy viz alatti pontszerd targyat. Bizonyitsuk
be, hogy teljesiilnie kell az elméleti 6sszefoglaléban szerepld

sinae

sinfB ¢
Osszefiiggésnek! A bizonyitds sordn abbdl az alapelvbdl induljunk ki, hogy a
fénysugar mindig azon az dtvonalon halad, amelyen az egyik pontbdl a masik

pontba a lehetd legrovidebb id6 alatt jut el. A szdéban forgd 1ézer fényének
terjedési sebessége levegbben ¢ = 3 - 10® [2], vizben cp = 2,25 - 10° [2].

Megoldas:
Tekintsiik az alabbi abrat:

! P P
i beesési mer6leges

Az abran L jeldli a 1ézer—fényforrast, T' pedig a megvilagitand6 pontszerd tar-
gyat. Az dbran haszndlt jelolésekkel a fény terjedési ideje
59 _
Pl
_ Vi (d—2p Vi +a?
C1 C2

51
t=t; +tg = — +
c1
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A kapott mennyiséget tekinthetjiik egy z-t6l fiiggé fiiggvénynek, igy a

d2 d— 2 d2 2
t(x):\/1+( x) +\/2+$
C1 Cc2

fiiggvény minimumat keressiik, amihez meg kell oldanunk a ¢'(z) = 0 egyen-
letet. Mivel
x—d x

+ ;
1 V&34 (d—z)2  co\/d5+ a2

t'(z) =

tovdbb4 az dbra alapjin

d—x _ és x in 3
=sin« ———— =ssinfj,
d? + (d — x)? V5 + 2
ezért ) g
S1n &« S1n
t'(z) = — + .
C1 C2

Természetesen « és [ is x-t6] fliggs értékek, ezért helyesebb a

P(z) = _sin (a(z)) 0 sin (B(z))

C1 (&)
jelolés. A t'(x) = 0 egyenlet megolddsa:
sin (a(z))  sin (B(z))

sin (o i
B (a(z)) L sin (B(z)) _»_ _ ’
Ccl C2 Cc1 C2
amibdl azt kapjuk, hogy

sin (a(a:)) a4

sin (B(z)) 2 3
Azon az x = z helyen, amely eleget tesz a fenti egyenletnek t”(z¢) > 0,
igy valéban minimumot kaptunk. A kapott Osszefiiggés az elméleti Ossze-
foglaléban is emlitett, jol ismert Snellius—Descartes torvény. A kapott % érték
a viznek a levegdre vonatkoztatott torésmutat6ja, ami szintén 6sszhangban van
az elméleti részben leirtakkal.

6.3.2. Feladat. Az f fokusztavolsiagui lencsétdl ¢ tavolsagra 1€v6 targy k kép-
tdvolsaga kielégiti az
1 1 1

= -+
f t k
egyenletet. Ha f adott, akkor mennyi a képtavolsag és a targytavolsag osszegé-
nek minimuma?
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Megoldas:

Az
1 1 1

Ptk

egyenlet mindkét oldalat beszorozva a kdzos nevezdvel azt kapjuk, hogy

t-k=f-k+f-t

A kapott Osszefiiggésbdl fejezziik ki t-t:

_fk

=5 F

At + k érték minimumat keressiik. Ehhez felhaszndlva az el6bb kapott ered-
ményt azt kapjuk, hogy

t-k—f-t=fk = t-(k—f)=f-k = t

[k
t+k=——+%k.
+ - +
Ne feledkezziink meg arrél, hogy f értékét ismertnek tekintjiik, igy egy k-tdl
fliggd fliggvényt kaptunk. Vezessiik be az
[k
k)=-"——+k
a(k) - +

jelolést. Az a fiiggvény derivéltja

oy k=) =k fk—f k(= f)
=T T G -
Pk -2 k- fH+ P K2k f
N (k= f)? - (k- f)?

Az o/ (k) zérushelye:

W:O = kK-2k-f=0 = k-(k-2f)=0,

amibdl azt kapjuk, hogy & = 0 vagy k = 2f.
Az a(k) fuggvény mdsodik derivaltja
) = ZEm20) (= R (R =2k f) 2 (k= )
(k=)
2k? —2kf — 2kf +2f% — 2k2 + 4kf  2f?

(k= f)? (k= f)*
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Ezt felhasznalva

o (k) = 2;;2 - ; >0,

igy a(k)-nak valéban minimuma van 2f-ben. Ekkor a tdrgy- és képtdvolsag
0sszegének minimuma

_ Sk 2 _
t+k‘—m+k—7+2f_4fa

azaz a keresett tdvolsdg a fokusztavolsdg négyszerese.
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6.4. A legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasa

Elméleti osszefoglalé. A legkisebb négyzetek mdodszerét széles korben alkal-
mazzdk mérési adatokbdl all6 pontsorozatok kozelitésére. A kozelitéshez fel-
haszn4alt modellfiiggvény dltaldban valamilyen, a konkrét feladathoz kapcsolo-
do elméleti megfontoldsbdl ismert.

A tovédbbiakban azzal az egyszeri esettel foglalkozunk, amikor a modellfiigg-
vényben egyetlen ismeretlen paraméter szerepel, azaz amikor az megadhatd
f(x) = f(z,a) alakban.

Az eljaras sordn a célunk azon a paraméter meghatirozasa, amely esetén az
f(z) figgvény ,négyzetesen” legjobban kozeliti az adott pontsorozatot. A
modszer sordn a kitlizott feladat tehdt adott

(301;3/1)7 (331; yl), B (%; yn)

pontsorozat esetén a
n

H(a) =Y (g — flar,a))’

k=1

fliggvény minimuménak megkeresése. Ezt a médszert a legkisebb négyzetek
mdodszerének nevezziik. A szEls6érték megkeresését elvégezhetjiik a differenci-
alszamitas eszkozeivel, az egyvaltozoés fliggvények szElséértékszamitisa sordn
tanult modszerekkel.

7 2

Sziikséges matematikai ismeretek. Derivalasi szabalyok, sz€lsGérték 1étezé-
se sziikséges és elégséges feltételeinek alkalmazdsa, egyvaltozés fiiggvények
abrazolasa.

1. Mintafeladat. Egy villanymotorban taldlhat6 gerjesztd tekercs ohm-os el-
lendlldsét kivdnjuk megmérni. A mérések sordn egy dramgenerdtorral kiilon-
bz, ismert nagysagu egyenaramokat folyatunk 4t a tekercsen, mikozben mér-
jik a tekercsen esé fesziiltségeket. A mérési eredményeket az aldbbi tablazat
foglalja Ossze:

I[A] 1 2 3 4 5.5 6 9,2 10

U[V] | 0,0166 | 0,033 | 0,05 | 0,066 | 0,092 | 0,099 | 0,153 | 0,165

A fenti adatsorbol, Ohm torvényének ismeretében, felhasznélva a legkisebb
négyzetek mddszerét, hatdrozzuk meg a gerjesztd tekercs ellenallasat!
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Megoldas:

Ohm torvénye az alabbi alakban frhato6 fel:
U=R-1,

ahol I a fogyaszton (jelen esetben tekercsen) atfolyd dram erdssége, U a fo-
gyaszton esé fesziiltség, R a fogyaszté elektromos ellendlldsa. Jelen esetben
tehat a modellfiiggvény:

U(I)=U(I,R)=R-1I.

Az elméleti 6sszefoglaléban szerepld H (R) fiiggvényre az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

H(R) = (0,0166 — R)? + (0,033 — 2R)? + (0,05 — 3R)*+
+ (0,066 — 4R)? + (0,092 — 5,5R)? + (0,099 — 6R)*+
+ (0,153 — 9,2R)? + (0,165 — 10R)>.
A H(R) fuggvény derivaltja:
H'(R) = —2-(0,0166 — R) —4- (0,033 — 2R) — 6 - (0,05 — 3R)—

— 8- (0,066 —4R) — 11 - (0,092 — 5,5R)—

—12- (0,099 — 6R) — 18,4 - (0,153 — 9,2R)—

—20- (0,165 — 10R) = —9, 3084 + 561, 78R.

A H(R) fiiggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivéltja zérus, azaz meg
kell oldanunk a H'(R) = 0 egyenletet:

—9,3084 + 561,78R =0 = R~ 0,0166 [©].
Mivel
H"(R) = 561,78 > 0,
ezért a H fiiggvénynek valoban minimum helye van az R ~ 0,0166 helyen. A
keresett fiiggvény tehat:
U(I)=0,0166- I.

A mérésekkel kapott pontsorozatot, és azokat ,,négyzetesen” legjobban kozelitd
linedris fiiggvényt az aldbbi dbran szemléltetjiik:
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0.16]
0.14]
0.12|

0.1]
0.08
0.06 ]
0.04]

0.02]

2. Mintafeladat. Egy atomreaktorban bekovetkez6 baleset sordn radioaktiv
anyag keriil a 1égkorbe. Egy, a reaktort6l 200 [km] tdvolsdgban 1év§ kutatdin-
tézetben, ahol még nem tudnak a balesetrdl, a levegében észlelik a megnove-
kedett radioaktivitast. Ezt kovetSen egy 6t mérésbol allé sorozatot inditanak
ugy, hogy az egymast kovet6 aktivitds mérések kozott pontosan egy napos
id6kiilonbség legyen. Az altaluk kapott eredményeket az aldbbi tdbldzat tar-
talmazza:

t[nap] 0 1 2 3 4

A[Bq/m3] |10,00 | 9,17 | 8,41 | 7,72 | 7,10

Megjegyezziik, hogy 1[Bq/m?] az aktivitds, ha 1[m?] levegben masodper-
cenként 1 [db] radioaktiv bomlds torténik. A fenti adatsorbdl a bomldstorvény
ismeretében, alkalmazva a legkisebb négyzetek moddszerét sikeriilt meghata-
rozniuk a szdmukra ismeretlen izotdp felezési idejét. Hatarozzuk meg mi is a
felezési id6t! A felezési id6 ismeretében kovetkeztessiink arra, hogy milyen
izotdp keriilhetett a 1égkorbe?

Megoldas:

A bomlasi torvény alakja az aldbbi:
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ahol A(0) és A(t) a 0 és t idGpillanatban mért aktivitds, 7" pedig az izotGp
felezési ideje. Jelen esetben A(0) = 10, igy a fenti fiiggvény az aldbbi alakot

olti:
t

At) = 10. (;)T

<9 1710 >%>2+<8,41—10-<
3\ 2 1
+(7.72-10- )T> +<7,1—1o.<2

fiiggvényt. A H(T) fiiggvény derivaltja:

Tekintsiik a

)=2. <9,17—10 )j)-(—lo-(bj-ln;-(—j}?»Jr
+2- (8,41—10 ):>-<—10 (;):ln; <—T12)>+
2. <7 72 - 10- )T>-<—10-(1)T-1n;-<—T12)>+

2
N7 Iy 1 1
2 (11-10-(3)7) - (Co (D)l (1)
(ra-10-(3)") - (-10- (5)" my- (-7
A H'(T) = 0 egyenlet egyetlen valés megolddsa, melyet egy alkalmasan vé-
lasztott matematikai szoftver (Maple, Matlab, Geogebra, Wolfram alpha) vagy

valamilyen numerikus matematikai eszkoz (példdul Newton-Raphson médszer)
segitségével tudunk meghatdrozni:

T =~ 8§, 06.

A keresett felezési id6 tehdt 7' ~ 8,06 [nap|. Ez alapjan a 1égkorbe keriilt
izot6p 1311,
A felezési id6 ismeretében azt kapjuk, hogy a keresett A(t) fliggvény:

A(t) = 10- <;>T . (;)

Az aldbbi dbran lathaté a mért pontsorozat és a legkisebb négyzetek médsz-
erével kapott fliggvény grafikonja:
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AlBa/m]
14

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 t[pap]

Gyakorlé feladatok.
6.4.1. Feladat. Baktériumok szaporoddsat jol modellezhetjiik az
N(t) = N(t,a) =a- 2"

fiiggvénykapcsolattal. Négy egymadst kovetd napon méréseket végeztiink a bak-
tériumok szdmadra vonatkozdlag. A mérési eredményeket az alabbi tdblazat tar-
talmazza:

t[nap] 11213 |4

Nlezerdb] |3 6|10 | 14

A legkisebb négyzetek médszerének felhaszndlasaval, hatdrozzuk meg az is-
meretlen a paraméter értékét, majd abrazoljuk a kapott fiiggvénykapcsolatot!

Megoldas:
Az elméleti 6sszefoglaléban szereplé H fiiggvény:

H(a) = (3 —2a)* + (6 — 4a)® + (10 — 8a)? + (14 — 16a)°.

A H fiiggvény derivaltja
H'(a)=2-(3-2a) (=2)+2:(6—4a)-(—4)+
+2-(10 —8a) - (—8)+2- (14 — 16a) - (—16).
Ha elvégezziik az 6sszevondst, akkor azt kapjuk, hogy

H'(a) = 680a — 668.
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Ennek a zérushelye

668 167

680a — 668 =0 = 680a = 668 = @= o5 = o
p . , 167
igy a keresett ismeretlen paraméter a = 70"

Mivel H” (a) = 680 > 0, ezért valéban minimum helye van a H fiiggvénynek,
tehat a keresett fiiggvény

167
= — .2
170

N(t)
18
16
14
12

10

6.4.2. Feladat. Egy dinamikusan fejl6dé vallalat éves nyereségét (millié forint-
ban) lejegyezték az induldst kovetd elsd 4 évben. Az adatokat az alabbi tablazat
tartalmazza:

t[év] 1123 |4

PmFt] |3|6]12]14

A szakemberek az eltelt id6 és a profit kozott linedris kapcsolatot feltételeznek.
Ezt alapul véve, a legkisebb négyzetek mddszerét alkalmazva, hatdrozzuk meg
a

P(t)=P(t,m)=m -t
fliggvény ismeretlen m paraméterét, majd a kapott eredmény felhasznédlasaval
adjunk becslést arra vonatkozdlag, hogy varhatéan mekkora nyereséggel sza-
molhat a cég az induldst kdvetéen 5 évvel.
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Megoldas:

Az adatok behelyettesitése utan az elméleti 6sszefoglaloban szereplé H fiigg-
vény:
H(m) = (3—m)*+ (6 —2m)? + (12 — 3m)? + (14 — 4m)>.
A H fiiggvény derivéltja
H(m)=2-3-m) - (=1)+2-(6—2m) - (-2)+
+2-(12-3m)-(=3)+2- (14 — 4m) - (—4).
Ha elvégezziik az 6sszevondst, akkor azt kapjuk, hogy

H'(m) = 60m — 214.

Ennek a zérushelye

214 107
60m — 214 =0 = 60m = 214 = =%0 — 30"
igy a keresett ismeretlen paraméter m = %, az egyenes egyenlete
107
P(t) = =0 - 1.
14 $
12 .
10
8
6 .
4
Y .
0
0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

A P(t) fuggvény ismeretében azt kapjuk, hogy

107 107
PB)=—5=—~17,83
()= 55 5= g ~ 17,83,

azaz a véllalat induldsa utdn 5 évvel a vdrhat6 profit: 17, 83 milli6 forint.
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6.5. Szélsoértékszamitasi feladatok a mérnoki gyakorlatban

Sziikséges matematikai ismeretek. Fiiggvényvizsgalat, derivéldsi szabalyok,
szE€ls6értékszamitas.

1. Mintafeladat. Egy patak vizét egy 100 hektoliteres taroldba gyfijtik 6ssze.
Az 6sszegyllt viz egy részét ontozésre haszndljak, igy azt a tarolobol tovabb
vezetik egy rizsfoldre. A tdroléban 1év6 folyadék mennyisége (hektoliterben)
az id6 fiiggvényében a

V(t) = 2t° — 21t% + 60t
fiiggvény szerint alakul a [0; 6] idGintervallumban, ahol ¢ a megfigyelés éta el-
telt napok szadmat jelenti.

a) Mennyi folyadék volt a taroloban a megfigyelés kezdetén, a megfigyelés
kezdete utan egy nappal és a megfigyelés végén?

b) Adjuk meg a folyadék mennyiségének valtozasi gyorsasagat az id6 fiiggvé-
nyében!

¢) Mennyi a véltozdsi gyorsasig értéke a folyamat kezdete utdn 1, illetve 2
nappal?

d) Melyik idGintervallumban névekszik, illetve csokken a folyadék mennyisé-
ge?

e) Mikor maximalis, illetve minimadlis a tarolt folyadék mennyisége a meg-
figyelés soran, illetve mennyi a taroléban 1évé maximalis és a minimalis
mennyiségti folyadék?

f) Vazoljuk fel a V (t) fuggvény grafikonjit a megfigyelés teljes idGinterval-
luméban!

Megoldas:

a) Mivel

V(0)=2-0>—21-0%460-0=0hl],
ezért a megfigyelés kezdetén a trol6 iires volt. A megfigyelés végén

V(6) =2-6%—21-6%460-6=36hl],

igy 36 hektoliter folyadék volt a tarol6ban.
A megfigyelés utan 1 nappal

V(1) =2-1>—-21-1>4+60-1 = 41 [hl],

azaz 41 hektoliter folyadék volt a tdroléban.
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b) A véltozasi gyorsasig az id6 fiiggvényében
V(t) = 6% — 42t + 60.

c) A folyadék szintjének valtozasi gyorsasaga a folyamat kezdete utan 1 nappal

. hl
V(1)=6-12—42-1+60=24 []
nap

illetve 2 nappal
. 9 hl
V(2)=6-2°—42-2460=0|—|.
nap
d) Megkeressiik a derivalt fiiggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk a
6t — 42t +60 =0
egyenletet, aminek mindkét oldalét 6-tal oszthatjuk, igy
P —Tt+10=0

egyenlethez jutunk. A masodfoki egyenlet megoldoképletének felhasznala-
saval azt kapjuk, hogy

_7T+£y49-40 T7+3
- 2 2

1,2

amibdl az adédik, hogy ¢t = 2 [nap], illetve ¢ = 5 [nap|. Az els derivalt
eldjeleit tablazatba foglaljuk:

t<2 t=2 2<t<bH| t=5 |t>H
Q)| + 0 - 0 +
Q(t) | | lok. max. ¢ lok. min. |

A megfigyelés kezdetétdl 2 napon keresztiil novekedett a taroldban 1évs
folyadék mennyisége, majd a kovetkez6 3 napban csokkent, ezt kdvetéen
a megfigyelés végig ismét novekedett a folyadék szintje.

e) Az el6z6 tablazatban lathatjuk, hogy a staciondrius helyek ¢ = 2 [nap], il-
letve ¢t = 5 [nap|. Kiszdmoljuk ezeken a helyeken a fiiggvény értékeket

V(2)=2-23-21-224+60-2=>52[h]]
V(5)=2-5>—21-5%+60-5=25[hl|.

Figyelembe véve, hogy a megfigyelés kezdetén 0, a megfigyelés végén 36
hektoliter folyadék volt a taroléban azt kaptuk, hogy a legkevesebb folyadék
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amegfigyelés kezdetén volt (ekkor iires volt a tdrold), a legtobb folyadék (52
hektoliter) a megfigyelés utdni 2. nap volt a taroléban.

f) A V(t) fiiggvény grafikonja:

70
60
50
40
30

20

2. Mintafeladat. Egy hegy ald a mérnokok forditott parabola keresztmetszetti,
egyenes banyavasiti alagutat terveznek. Az alagit 9 méter magas €s a legaljan
6 méter széles. Mekkorara tervezzék a vasuti kocsik szélességét és magassagat
ahhoz, hogy azok a lehet6 legnagyobb keresztmetszettiek legyenek, igy adott
hossziisag mellett a lehet6 legtobb szenet széllithassak?

Megoldas:

Ha az alagit keresztmetszetét leird
f(z) =az® + bz +c

parabolaiv athalad a (—3;0), (0;9) és (3; 0) pontokon, akkor az alagiit megfelel
a feladat feltételeinek. A harom pont koordinatdit beirva az elébbi f(x) fiigg-
vénybe az aldbbi egyenletekhez jutunk:

0=a-(-3)%+b-(-3)+c

9=a-0°+b-0+c

0=a-3*+b-3+c
A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 9. Az elsé és a harmadik egyen-

letet kivonva b = 0, ugyanezen egyenleteket 0sszeadva a = —1 adddik. Tehat
a kordbban emlitett parabolaiv az f(x) = —z? + 9 fiiggvény grafikonja.
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Ha a vasiiti kocsi szélességének fele x, magassiaga —x2 + 9. Tehdt a 2x szé-
lességli, —z? + 9 magassagi téglalap teriilete:

T(z) = —22% + 18z,

Ennek derivéltja
T'(x) = —62% + 18,

amelynek zérushelyei: £+/3. Mivel
T"(z)=—-12¢ =  T"(V/3) <0,

ezért a /3 helyen lesz T-nek lokilis maximum helye, ami egyben globalis
maximum hely is. A vasiti kocsi szélessége tehdt 2z ~ 3,46 [m] (az érték
lefelé van kerekitve), magassaga f(v/3) = —3 + 9 = 6 [m].

Gyakorlé feladatok.

6.5.1. Feladat. Egy téglalap keresztmetszetli gerenda teherbirdsa egyenesen
aranyos a keresztmetszet magassagdval és szélességének négyzetével. Hata-
rozzuk meg a d = 30 centiméter atmérdjl hengeres fatorzsbdl készithets leg-
nagyobb teherbirasu, téglalap keresztmetszetdi gerenda méreteit!

Megoldas:

Legyen a gerenda keresztmetszete a és b oldalhosszisagu téglalap ugy, hogy b
a keresztmetszet magassdga, a a szélessége. Ekkor egyrészt a Pitagorasz—tétel
szerint

a? +b? = d? = a? = d? — b,



6. SZELSOERTEKSZAMITASI FELADATOK A MERNOKI GYAKORLATBAN 199

madsrészt a gerenda szildrdsdga ardnyos az

a®-b=(d®>—b*) -b=900b— b

mennyiséggel. A feladatunk tehdt az f(b) = 900b — b? fiiggvény maximum
helyének meghatdrozdsa. A fiiggvény derivaltja f/(b) = 900 — 3b°.

A staciondrius hely a 900 — 3b? = 0 egyenlet megolddsa. Mivel b > 0, ezért
b = /300 ~ 17,32 [cm]. Mivel f”(b) = —6b < 0, ezért a kapott szélsdérték
hely lokdlis maximum, mivel azonban b ~ 17,32 [cm] az egyetlen szélsGérték
hely az értelmezési tartomanyban, ezért az egyben globdlis maximum hely is.
Mivel b ~ 17, 32 [cm], ezért

a = /900 — 300 = V600 ~ 24, 49 [cm].

A maximalis szilardsagi gerenda keresztmetszete tehat olyan téglalap, amely-
nek oldalai 17, 32 és 24, 49 centiméter hosszisaguak.

6.5.2. Feladat. Milyen magasan kell elhelyezni egy r sugaru, kor alaku cirkuszi
porond kézéppontja f61ott a ldampat, ha azt akarjuk, hogy a porond kiils6 kerii-
letének (ahol a lovasszdmot bemutatjak) megvildgitdsa a lehetd legerdsebb le-
gyen? A megvilagitds er6ssége tetszdleges pontban egyenesen ardnyos a bees6
fénysugar és a pdlya sikja hajlasszogének szinuszdval és forditottan ardnyos a
fényforrds és a pont tdvolsdganak négyzetével.

Megoldas:

Jeloljiik a-val a beesd fénysugdrnak és a pélya sikjanak hajldsszogét.

lampa
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A keresett magassig
m=r-tgao.

A megvilagitas er6ssége a P pontban ardnyos a
sin o« sin « sina - cos? a
2 = r2 -

d2

3

(zosa)

- 2

értékkel. Igy tehat akkor a legerGsebb a vilagitas, ha az
f(a) =sina — sin®

(sin — sin

— — .(sina- (1 —sin?a)) = — -
(sina - (1 —sin” «)) -
T
: 10, = [ — R,
o
figgvény maximadlis értéket vesz fel. Az f fiiggvény deriviltja
f'(@) =cosa —3-sin*a-cosa = cosa- (1 — 3sin’a).

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez&je 0. Azonban cos « # 0,

ugyanis ellenkezd esetben ov = 90°, ami nem lehetséges. Igy tehat
1
1—3sin2a=0 = sina =+—,
V3

amibdl sin o # ——= (ugyanis ellenkezd esetben o tompaszog lenne), {
/3 \ugy p g gy

sina = —
V3

kell, hogy teljesiiljon, amibdl azt kapjuk, hogy az egyetlen, az értelmezési tar-
tomanyba esd gyok o = 0,19597. Az f fliggvény masodik derivaltja

f"(a) = —sina - (1 — 3sin®a) + cosa - (—6 - sina - cos a).
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
f"(0,19597) < 0,
igy f-nek valéban maximuma van. Ekkor
sin av sin av _
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Azt kaptuk tehdt, hogy a megvildgitas akkor lesz a lehet6 legerGsebb, ha

m:L[m]

V2

magasan helyezziik el a l1ampat.

6.5.3. Feladat. Cs&vezetéket kell lefektetni a tengeri furétorony és a parti fi-
nomit6 kozott. A torony 12 kilométerre van a parttél. A finomité a part mentén
20 kilométerre, délre taldlhaté. A viz alatt futd vezeték koltsége 500.000 dol-
lar/kilométer, mig a szarazfoldon futd vezetéké 300.000 dollar/kilométer. Mi a
legkevésbé koltséges megoldas?

Megoldas:
Legyen a viz alatti vezetékszakasz hossza x, a szarazfoldon futéé pedig y.
JSurdtorony
12 x
A 20—y B Y C

Az x és az y kozotti kapesolathoz a furétoronnyal szemkozti derékszog adja a
kulcsot. Pitagorasz tétele szerint:

2% =127 + (20 — y)*.

Ebbdl gyokot vonva

x = /144 + (20 — y)2.

Ebben a modellben csak a pozitiv gyoknek van értelme. A csdvezeték koltsége
dollarban szdmitva

¢ = 500.000x + 300.000y,

amibe behelyettesitve az el6bbi x-et:

c(y) = 500.000 - /144 + (20 — y)2 + 300.000y
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Py

adodik. A gyokos kifejezést atirva tortkitevsjl hatvany alakra:
¢(y) = 500.000 - (144 + (20 — y)z)% + 300.000y.
Ezt derivalva, az Osszetett fiiggvény derivélasi szabélyat is alkalmazva
d(y) = 500.000 - % (144 + (20 — y)Q)_% -2(20 —y) - (—1) 4+ 300.000.
Elvégezve az egyszeriisitést
20—y

(y) = —500.000 -
@) V144 + (20 — y)

s + 300.000

adddik. Ennek zérushelye az
20—y
V144 + (20 — y)

—500.000 -

5+ 300.000 =0

egyenlet megoldédsa:

500.000 - (20 — y) = 300.000~/144 + (20 — y)?

5

3 (20-y) = V144 4 (20 — y)2
5 (20— y)* = 1444 (20 — y)
%6 (20 — y)? = 144,

amibdl y; = 11, y2 = 29. Az y = 29 nem megoldds, mert nem eleme a c fiigg-
vény értelmezési tartomdnyénak, igy y = 11. Kiszdmolva [0, 20] intervallum
hatarpontjaiban és a staciondrius helyen fiiggvényértéket,

¢(0) = 11.661.900, ¢(11) = 10.800.000, ¢(20) = 12.000.000

adodik, igy a legolcsébb megoldas koltsége 10.800.000 dollar. Ezt dgy érjiik
el, hogy a vezeték a finomit6tdl 11 kilométerre ér partot.

6.5.4. Feladat. [16] Egy épiil6 atlétika palyan két parhuzamos egyenes sza-
kaszbdl és az azokat 6sszekotd félkorivekbdl all a futdpdlya. Hogyan kell
kialakitani a pélya alakjat, hogy a futépdlya hossza 400 méter legyen és az
atlétika pdlya belsejében a téglalap alaku rész a lehet6 legnagyobb teriilet( le-

gyen?
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Megoldas:

A parhuzamos egyenes szakaszok hosszat egyenként jelolje a, mig a feladatban
szerepl félkorok sugarat jelolje .

A atlétika palya keriilete
K=2-r-74+2-a.

Tudjuk azonban, hogy a keriilet 400 méter, igy a
400=2-r-7+2-a

egyenlethez jutunk, amibdl a = 200—r-7 adédik. Ezt behelyettesitve a téglalap
teriiletébe azt kapjuk, hogy

T(r)=2-r-a=2-r-(200 —r-7) = 400r —2-72 - .

A T fiiggvény derivéltja
T'(r) =400 —4-7-m,

100
ami pontosan akkor zérus, ha r = —. A T fliggvény mésodik derivaltja
T

T"(r) = —47 <0,
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. . 100 .
igy T-nek lokalis maximum helyen van az 1 = — helyen, ami egyben globa-
T

lis maximum hely is. Ekkor

a:200—7’-7r:200—@-77:100.
™
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6.6. Differencialszamitas a kozgazdasagtanban

Elméleti osszefoglalé. Legyen C(z) egy koltségfiiggvény, amely megmutatja,
hogy x darab termék el6allitisa mennyibe keriil. A hatdrkoltség a koltségtiigg-
vény x (vagyis az elédllitott termék mennyisége) szerinti derivaltja.

A kozgazdaszok a termelés koltségét altaldban harmadfoki polinomfiiggvé-

nyekkel irjak le, azaz
f(z) =az®+bz* + cx +d

alaku fiiggvényekkel. Itt a d a gyartas fix koltségét jelenti (bérleti dij, fitési dij,
gyartésor megvasarlasanak koltsége, stb.), a tobbi tag a véltozo koltség, vagyis
az eldéllitott mennyiségtdl fiiggs koltség.

Azt a fiiggvényt, amely egy termék irdnti keresletet mutatja meg a termék ara-
nak fiiggvényében, keresleti fiiggvénynek nevezzilk. Az f(x) keresleti fiigg-
vény differencidlhdnyadosanak értéke a hatdrkereslet.

Azt a figgvényt, amely egy termékbdl szarmazd bevételt mutatja meg a ter-
mék darabszdmdnak fiiggvényében, bevételi fiiggvénynek nevezzik. A B(x)
bevételi fiiggvény differencidlhdnyadosanak értéke a hatdrbevétel.

A kozgazdasdgtanban gyakran vizsgalt kérdés, hogy 0sszefiiggd mennyiségek
esetén az egyik 1%-os megvaltozdsa a mésik hidny %-os megvaltozdsit vonja
maga utdn. Ezt az dgynevezett elaszticitds mutatja.

Lehetséges, hogy arra vagyunk kivédncsiak, hogy valamely termék drdnak meg-
véaltozdsa hogyan hat a termék keresletére. Ilyenkor megnézhetjiik, hogy hany
darabbal valtozik meg a termék iranti kereslet, ha 1 forinttal n§ az ar. Ebben
az esetben egy konkrét szdmot kapunk, ami a kereslet valtozdsa darabszdmban.
Sok esetben nem megfeleld a kereslet arral szembeni érzékenységét ilyen mo-
don mérni, mivel mig egy auté 1 forintos arnovekedése jelentéktelen, addig 1
csésze kavé aranak 1 forintos novekedése jelentGsebb.

A probléma az, hogy a keresletnek az arvaltozastol valé fiiggését, a termék
irdnti keresletet és az arat ugyanazzal a mértékkel mérjiikk. Ezek a nehézségek
elkeriilhetéek, ha relativ valtozasokat haszndlunk, tehat ha azt vizsgaljuk, hogy
hany szazalékkal valtozik a kereslet, ha 1%-kal n6 az ar. Az igy kapott szamot
nevezzilk a kereslet drrugalmassdganak vagy elaszticitdsanak, ami fiiggetlen
lesz attdl, hogy milyen mértékkel mértiik a termék arat és a kereslet mennyisé-
gét.

Az f(x) fiiggvény jelentse egy termék iranti keresletet az ar fiiggvényében. Az
f(x) abszoldt véltozésa

Af(z) = f(z + Az) — f(2),
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relativ valtozasa

Af(@) _ f(o+Aw) - fz)

f(x) f(z)
A kereslet mennyisége relativ valtozdsdnak és az ar relativ valtozdsdnak hinya-
dosa

Af(z)

o @ Af@) @ fla+Ar)— f@)
5T @) Ae @) e
Az dr egy szdzalékkal n6, ha Az = 155. Ekkor
Ar _ 1
z 100

©~ 7z

amit az el6zd képletbe behelyettesitve a kereslet mennyiségének szazalékos
megvaltozdsat kapjuk. Az elébbiekben definidlt szam fiigg az arvaltozastol és
az x artdl is, de egységmentes, tehdt nem szamit, hogy a termék mennyiségét
tonnaban vagy kilogrammban mérjiik, és hogy az ar dollarban vagy forintban
van-e megadva. Az f fiiggvény elaszticitdsat egy adott pontban ugy definidl-
juk, hogy az fliggetlen legyen x megvaltozasatdl. Ekkor f-nek az x pontban

vett elaszticitasat az
z  flz+Az) - f(z)
f(z) Az

hanyados hatarértékeként definialjuk, midén Ax — 0. Ekkor a differencidl-
hanyados definicidja szerint az elaszticitasra az
X

E(z) = m : f’(x)

Osszefiiggés adodik.

Sziikséges matematikai ismeretek. Derivilasi szabalyok, monotonitas, szél-
s6érték, konvexitds, inflexiés pont meghatarozasa.

1. Mintafeladat. Valamely termék koltségfiiggvénye
C(z) = 2* — 16522 + 10.000z + 20.000 (0 < x < 200),
ahol z a gydrtott termék mennyiségét jelenti ezer darabban, a C'(z) koltséget
pedig euroban értjiik.
A hatarkoltség
C'(z) = 32 — 330z + 10.000.
Mivel a
32% — 330z + 10.000 = 0
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madsodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D = 330% — 120.000 = 108.900 — 120.000 = —11.100 < 0,
igy C'(x)-nek nincs zérushelye, ugyanakkor C’(x) egy ,.feliilrdl nyitott” para-

bola, igy C’(x) > 0 minden x esetén, azaz a C'(x) koltségfiiggvény szigordan
monoton novekvs. A C(x) fiiggvény mdsodik derivéltja

C"(x) = 6z — 330.
Ennek a zérushelye: x = 55. A mdasodik derivalt el6jelét tartalmazé tablazat:
T < 5D T = 5D x> 55
C"(x) - 0 +
C(z) | konkav | inflexids pont | konvex

Mivel C(0) = 20.000, ezért 20.000 euro a fixkoltség. A termelés novekedésé-
vel a koltség is nd, de valtozo intenzitassal. Eleinte a koltség gyorsabban nd,
majd ahogy a gépek, eszkozok kihaszndltsdga javul elkezd csokkenni a kolt-
ség novekedésének iiteme. Késdbb, az inflexids pont (ip) utdn azonban ismét
gyorsul a koltségnovekedés iiteme. Ennek az oka, hogy a rendelkezésre ll6
keretek (berendezések, munkaerd) mar kevésnek bizonyulnak a termékmennyi-
ség noveléséhez.

[Euro]
35000007

3000000,
2500000,
2000000,
1500000
1000000

500000 | 1P
0

20 |0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
00000} [x 1.000 db]
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2. Mintafeladat. Egy drucikk irdnti keresletet az x artdl fiiggben az

100
flo) = —=

fiiggvény adja meg. Irjuk fel az elaszticitds fiiggvényt! Hany szdzalékkal val-
tozik a kereslet, ha az aru 5 Ft-os arat 1 %-kal emelik, illetve 3%-kal csokkentik?

Megoldas:

Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

—100
/ _ ]
(@) (x +5)2
Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitds fiiggvényt:
x x —100 z+5 —100 -z
E = —/——T ! — . = . . — .
(@) = 7/ @) 0 (45?7 100 (¢+52 a+5
Mivel a termék dra 5 Ft, ezért kiszdmoljuk az E'(5) értéket:
-3 1
Eb)=——=—2.
(5) 5+5 2

Ez azt jelenti, hogy ha 1%-kal n6 az ar, akkor varhat6an fél szazalékkal csokken
a termék iranti kereslet. Masrészt, ha 3%-kal csokken az ar, akkor varhatdéan
3-0,5% = 1, 5%-kal n§ a termék irdnti kereslet.

6.6.1. Feladat. Egy horgédszbot gyartdsanak koltsége jol modellezhet6 a
C(x) =2® —102° + 20z (0 <z < 10)
fiiggvénnyel, ahol x a legyartott horgdszbotok darabszdmét jelenti ezer darab-

ban. Hatdrozzuk meg, hogy hdny darab horgiszbotot gyartsunk ahhoz, hogy az
atlagkoltség a lehetd legkisebb legyen!

Megoldas:
Az atlagkoltség
A(z) = = 22 — 10z + 20.

Ennek a derivaltja
A(z) = 2z — 10,

amely pontosan akkor zérus, ha x = 5. Mivel az atlagkoltség fiiggvény gra-
fikonja egy ,.felfelé nyil6” parabola, ezért a kapott stacionarius hely globalis
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minimum hely is egyben, tehdt 5 ezer darab horgészbot esetén lesz minimalis
az atlagkoltség.

6.6.2. Feladat. Egy termék eladdsabdl szdrmazé bevétel a darabszdm fliggvé-
nyében (a darabszdmot ezer darabban értjiik) B(x) = 4/x. A termék el&al-
litdsahoz tartozé koltségfiiggvény C(x) = 2x2. Hany darabot gyartsunk a ter-
mékbdl, ha azt szeretnénk, hogy a nyereség a lehetd legnagyobb legyen? Adjuk
meg a maximdlis profitot is! (Az 4rat mindenhol ezer euréban értjiik.)

Megoldas:
A nyereségfiiggvény
P(z) = B(z) — C(z) = 4y/x — 22°.

A fiuggvénynek ott lehet sz€lsGérték helye, ahol a derivaltja zérus. A P(x)
fliggvény derivéltja

1 2
P'(z) :4-5-37*% —4x = ﬁ—4x.
Meghatdrozzuk a P’(x) fiiggvény zérushelyét:

—dz=0 =  2=dx- /7.

S

Emeljiik négyzetre a kapott egyenlet mindkét oldaldt, majd fejezziik ki az z-et.
Ekkor
4 = 1623 = z ~0,63.

Mivel ,
P'(z)=—-2"2-4<0

és ¢ ~ 0, 63 az egyetlen staciondrius hely, ezért egyben globalis maximum hely
is. Azt kaptuk tehdt, hogy 630 terméket kell gyartanunk ahhoz, hogy a lehetd
legnagyobb profitot érjiik el. Ekkor

P(0,63) =~ 2,38,
tehét 2.380 eurd lesz a (maximadlis) nyereségiink.

6.6.3. Feladat. Egy tlizfal melletti téglalap alaku kertet korbe szeretnénk keri-
teni. A tlizfallal parhuzamos oldal keritési koltsége méterenként 6.000 forint,
mig a tlizfalra merSleges oldalak keritési koltsége méterenként 3.000 forint. A
kert teriilete 100 [m?]. Hatdrozzuk meg az oldalakat gy, hogy a keritési koltség
a lehetd legkisebb legyen!
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Megoldas:

Jeloljiik a ttizfallal parhuzamos oldal hosszat a-val, a tlizfalra merSleges oldal
hosszat b-vel. Ekkor a teriilet T = a - b, amibdl azt kapjuk, hogy

1
100=a-b = b= E
a
A keritési koltség ezer forintban:
600
C(a) = 6a + 6b = 6a + —.
a
Ennek a derivaltja
600
C/(a) =6— ?,
aminek a zérsuhelye
600
6-— =0 =  6a°=600 =  a==I0.
a

Mivel a > 0, ezért a = 10. A C fiiggvény masodik derivaltja
1.200
C//(CL) =3 = C”(lO) = 1,2 > 0,
a
ezért az a = 10 helyen valéban minimuma van a C' fiiggvénynek. Ekkor

100
b=— =10
10 ’

tovabba mivel
C=6-104+6-10 =120,

ezért a minimalis koltség 120.000 forint.
6.6.4. Feladat. Egy termék arbevételi fliggvénye

B(z) =z -1/6.900 — 0, 2z,

ahol x a gyartott termék darabszamat jelenti, a bevételt pedig forintban értjiik.
Allapitsuk meg, hogy milyen x érték esetén lesz a bevételi fiiggvény értéke
maximalis!
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Megoldas:
A B(z) fiiggvény deriviltja
1
B'(x) = 1/6.900 — 0,2z + x - 3 (6.900 — 0, 29@)_% -(—0,2) =
0,1z
= 4/6.900 — 0,22 — ————.
t /6900 —0,2z

A B'(x) fiiggvény zérushelyét kell megkeresniink, azaz meg kell oldanunk a

0,1x
V6900 — 097 2 _
0-900 =0, 2x = =095~

egyeneletet. Ha mindkét oldalt beszorozzuk a nevezdvel, akkor azt kapjuk,

hogy
6.900 — 0,3z = 0,

igy x = 23.000. Az elsé derivalt elGjeleit tablazatban foglaljuk Gssze:

0 <z <23.000 | z =23.000 | x > 23.000
B'(z) + 0 o
B(x) N lok. max. AW

Azonban x = 23.000 az egyetlen szélséérték, igy az globélis maximum hely is
egyben. Azt kaptuk tehét, hogy 23.000 darab terméket kell gyartanunk ahhoz,
hogy a bevétel maximalis legyen. Ekkor a maximalis bevétel

B(23.000) = 23.000 - \/6.900 —0,2-23.000 ~ 1.103.041 Ft.

6.6.5. Feladat. A raktdrozasi koltség a raktdrozott mennyiség (x) és egy al-
landé6 koltség fiiggvénye az f(x) = 40z 4+ 8000 képlet szerint. Hény szdza-
1ékkal valtozik a raktirozdsi koltség, ha 200 termék helyett 2%-kal kevesebb
terméket tarolnak?

Megoldas:
Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

f'(z) = 40.
Ezt felhaszndlva az elaszticités fliggvény

40z
Br) = ——  fllg)= — ¥ 40—
() F'(®) = 1oz 7 8000 407 + 8000
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Kiszamoljuk az F(200) értéket
40 - 200 1
EFQ200) = ———— = —.
(200) 40 - 200 + 8000 2
Igy ha 2%-kal kevesebb terméket raktarozunk, akkor 2 - % = 1%-kal csokken a
raktarozdsi koltség.

6.6.6. Feladat. Egy étteremben egy Uj étel specialitdst vezetnek be. Az elézetes

szamitdsok alapjan a keresletet leiré fiiggvény képlete:

fla)=a?-e,

ahol z az egységdrat jelenti ezer Ft-ban, f(z) pedig a havonta ebbdl a special-
itdsbol varhatéan értékesitendé adagok szamat ezer darabban megadva. Sza-
moljuk ki a keresleti fiiggvénynek az x = 2 pontjahoz tartoz6 elaszticitdsat, és
értelmezziik a kapott eredményt!

Megoldas:
Az f fuggvény deriviltja
f(z) = 20" 422 "

2

(—2z) = e - (22 — 22P).

Az elaszticitds fliggvény

x x .2
Ble) = flz) fiz) = 2.2 ¢ (22 — 22%) =
L,
- .

so 2 2 2

B(2)=2-2-22=—6.

A kapott eredmény azt jelenti, hogy ha az adagok egységarat 1%-kal novelik,
akkor az irdntuk val6 kereslet varhatéan 6%-kal fog csokkenni.



7. fejezet

Egyvaltozos fiiggvények
integralszamitasa
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7.1. Anyagi pont kinematikaja

Elméleti osszefoglalé. Az, Egyviltozos fiiggvények differencidlszamitasa” ci-
mi fejezetben (az emlitett fejezet jeloléseit megtartva) az alabbi Osszefiiggést
kaptuk:

a(t) = o(t) = §(t).
Ezt felhaszndlva az s(t) fiiggvény ismeretében a v(t), a v(t) fiiggvény ismere-
tében pedig az a(t) fiiggvény ids szerinti derivédldssal meghatdrozhaté. Vajon
forditott esetben tudunk-e eljardst adni? Azaz meg tudjuk-e hatdrozni az a(t)
fiiggvény ismeretében a v(t), a v(t) fiiggvény ismeretében az s(t) fiiggvényt?
A vélaszhoz a palya menti gyorsulds-id6 és palya menti sebesség-id6 fiiggvé-
nyek kozotti kapesolatbdl indulunk ki:

alt) = o(t).

Integraljuk a tg és t; hatdrok kozott az el6bbi egyenlet mindkét oldalét:

/a(t) dt = /@(t) dt = [v(t)]3} = v(t1) — v(to).

Atrendezve a kapott egyenlGséget azt kapjuk, hogy

t1

v(ty) = v(ty) + /a(t) dt.
to
Azaz a v(tg) kezdeti pdlya menti sebesség, tovdbba az a(t) palya menti gyor-
sulds-id6 fliggvény ismeretében a palya menti sebesség értéke tetszbleges t1
id6pillanatban szdmolhatd.
Hasonl6 gondolatmenettel a palya menti sebesség-id6 és palyakoordinata-idé
fliggvények kozotti

Osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy
t1
s(t1) = s(to) + /v(t) dt.
to
Azaz az s(tp) kezdeti palyakoordindta, és a v(t) palya menti sebesség-ido fiigg-

vény ismeretében a palyakoordinata értéke tetszdleges t; idOpillanatban sza-
molhat6.
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A fenti 6sszefiiggések akkor is hasznalhatdk, ha a feladat a v(t) és az s(t) fiigg-
vények meghatdrozdsa. Ebben az esetben egyszertien ki kell cserélni a ¢ és ¢
valtozokat a ¢t €s 7 valtozokra. (A 7 valtozé hasznalatara a valtozoiitkozés el-
keriilése miatt van sziikség.) Tehdt a v(t) és az s(t) fiiggvényekre vonatkozé
Osszefiiggések:

t

v(t) = v(tg) + /a(T) dr

to
t

s(t) = s(to) + /U(T) dr.

to

Sziikséges matematikai ismeretek. Modszerek egyvaltozos fiiggvények pri-
mitiv fliggvényének meghatarozdsira, Newton-Leibniz formula.

Mintafeladat. Az alabbi dbra egy 4ll6 helyzetbdl indul6 gépkocsi palya menti
gyorsuldsat mutatja az id6 fiiggvényében:

12],

5

15 [[S]

a) Adjuk meg az egyes szakaszokon a gépkocsi palya menti gyorsuldsat az id6
fliggvényében!

b) Hatdrozzuk meg, majd abrazoljuk az egyes szakaszokon a gépkocsi palya
menti sebességét az id6 fiiggvényében!

¢) Hatdrozzuk meg, majd dbrazoljuk az egyes szakaszokon a gépkocsi palya-
koordinata-id6 fiiggvényét, ha a gépkocsi a zérus palyakoordindt4jd pontbol
indul!

Megoldas:

a) Lathat6 az 4dbran, hogy a palya menti gyorsulds-id6 fiiggvény minden sza-
kaszon legfeljebb els6foki (azaz els6fokd, illetve konstans) fiiggvényekbdl
all el6. Az els6foku fiiggvény meredekségét az i-edik szakaszon jeldlje m;,
ahol (i = 0, 1,2). Jelolje ¢; és a(t;) a szakasz kezdetéhez tartozé idGpontot
és palya menti gyorsulast! A fenti jelolésekkel a palya menti gyorsulds az



216 7. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

1-edik szakaszon:
a(t) = a(t;) +m; - (t —t;).

Az els6 szakasz esetén t € [0; 3]. Ekkor

5 5 [m
alt) = alto) +mo - (t = to) = 0+ 3 - (= 0) = 5t [ 5]
3 3 Ls
A mdsodik szakasz esetén ¢ € [3; 8]. Ekkor
alt) = a(ty) +m1 - (t—t) =5+0-(t—3) =5 [S%}
A harmadik szakasz esetén ¢ € [8; 10]. Ekkor
) ) m
alt) = alta) +ma - (t —t2) =5 — - (t = 8) = —1 +25 [?}
Osszefoglalva tehdt azt kaptuk, hogy
t, ha0 <t <3
, ha3 <t <8
—32¢t+25, ha8<t<10.

Tt wlen

a(t) =

b) Hat € [0; 3], akkor

v(t) = v(tg) + /ta(r) dr = O—i—/t;TdT = [272]75 = %t2 [E]
to 0

Ezt felhasznalva

Hat € [3; 8], akkor

o) =vft) + [atr)dr =3 + [ 5ar =
t1 3

15 . 15 15 rm
] — 5t 15= tf—[ }
5 BTl = 45t =15 =5t — — |

Ezt felhasznalva

15 65 [m}
S
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Hat € [8;10], akkor

t t
65 5
U(t):U(tz)—f-/a(T)dT:2+/—27+25d7'=
to 8
65 5 b65 5, 5
=—4 |- 2 = — ——-t*+25t4+--32—-25-8=
2+[4T+57L 2 4+5+23 5-8
5 9 175 rm
— % 25%—[—}
4 + 2 Ls
Azt kaptuk tehdt, hogy
5
étQ’ ha0 <t <3
15
v(t) = 5t—?, ha3 <t <8
5 175
—Zt2—|—25t—7, ha8 <t < 10.

\

A pélya menti sebesség-idd fliggvény grafikonja:

4| ™M
U —
35 S

30
25

20

Hat € [0; 3], akkor

s(t) = s(to) + / o(r)dr = 0+ O/t 5 24y = [gﬂt S

Ezt felhasznalva
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Hat € [3; 8], akkor

t t

s(t)ZS(t1)+/v(7')d7-:125+/57-_125d7.:

t1 3
15 [5, 157"
:——{— -7 - —T =
2 |2 2,
15 5, 15 45 45

2 2 27 2 2
5, 15, 15[m
=t ——t+—[—].

2 2 2 Ls

Ezt felhasznalva

5 15 15 215 rm
s(8) = 56— 5 8+ == | 7).
Ha ¢ € [8;10], akkor
/ 21 / 17
5 5 5
S(t) = S(tQ) +/'U(T) dr = 7 +/—4T2 +25T— 7d7’ =
to 8
215 5 4 25, 175 |
= —_— —|— ——T —_— —_— —T _=
2 12 2 2 |,
215 5 .3 25, 175 5 25 175
= 12t+2t 2t+12 512 5 64 + > 8 =
—it:} + §t2 y Et + 1325 [E]
12 2 2 6 Lsl

—¢3 ha0 <t <
= a0 <t<3
5 15 15
s(t) =4 =2 — =t 4+ — ha3 <t<
() 5 5 +2, a3 <t<8
5 25 175 1325
— ol T2 T 7Y ha8 <t < 10.
(712 D g it g ha8<t<lo

A palyakoordinata-id6 fiiggvény grafikonja:
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180} 5[m]
160
140
120
100
80
60
40
20

[0]

0051 15 2 25 3 35 4 455 55 6 65 7 75 8 85 9 95 101051111.512125
20 t(s]

Gyakorlé feladatok.

7.1.1. Feladat. Egy vizszintes terepen mozgd, elektromos hajtasi gépkocsi
palya menti sebesség-idd fiiggvénye
1 — e—a(t+b)
o) =A. S [m}
1 + e—a(t+b)

alaku. Az id6t mdsodpercben mérjiik.

b (t=0)

a) Hatdrozzuk meg a gépkocsi palyakoordindta-id6 fiiggvényét feltételezve,
hogy az indulds pillanatdban a pélyakoordinéta értéke s(0) = 0 [m].
b) Ha

1
A =36,25 [?] a=0,145 [S]; b=6,494s],

akkor adjuk meg a palyakoordinita-id6 fiiggvényt!
¢) Milyen hosszi palyaszakaszt fut be a gépkocsi 10 [s] alatt?
Megoldas:
a) Mivel

! ! e @ (T7+b)
(0)+/U( /A 1+e—a7’+b) dT
0 0
ezért elsé 1épésben az
1— efa(Ter)

) = T earm
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fliggvény egy primitiv fiiggvényét keressiik meg. Ehhez vezessiik be az

e—a(T+b) =y

helyettesitést. A fenti egyenletbdl kifejezziik a 7 valtozot:

efa(‘rer) =y

—a-(T+b) =Iny
1

T=——" Iny—5.
a

Ekkor

dr 1 1
dy a y

A helyettesitéses integralds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1l—y 1 1 1 y—1
— —_— s — . — dy = — - dy‘
14y a y a y-(1+vy)
A kapott kifejezésre a parcidlis tortekre bontds médszerét alkalmazzuk. Az

_y-1
y-(1+y)

tortet
-1 A B
y-1 A B
y-(I+y) vy 1+y
alakban keressiik, ahol a feladatunk az A és B egyiitthatok meghatirozasa.
A fenti egyenlet mindkét oldalat szorozva a k6zos nevezdvel, majd a kapott

egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
y—1 A B

— = —+ —
y-I+y) vy 14y
y—1=A-(1+y)+B-y
y—1=(A+B)-y+ A
A két oldalon a megfelel$ fokszamu tagok egyiitthatéinak 6sszehasonlitasa-
bdl az alabbi egyenletrendszerhez jutunk:

A+B=1
A=-1
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Az A értékét kozvetleniil megkaptuk, amit felhaszndlva az els§ egyenletbdl
B = 2 adddik. Azt kaptuk tehét, hogy

1 -1 1 -1 2
./ydy:, L2 =
a y-(14y) a y 14y
1
== (Infy[+2 - In[1+y]) =
1
=—- (—ln e 2. In |1 + e*a(TH’)\) =
a
1
=—- <a~(T+b)+2-ln\1+e*“(7+b)|> k=
a
2-1In |1+ e~a(7+b)|
= +7+0.
a
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
A 1 1 — e*(l(T‘i’b)
S(t)—/ 'm—FBdT—
0
t
2.1nl1 —a(T+b)
_y. | nilte b Br| =
“ 0
2.1nl1 —a(t+b)
—A-< nflte |+t+b+B-t—
a
2-In|1+4e oY p) —
- =
2.1nl1 —a(t+b) 2.1nl1 —a-b
:A.< n| e |+t_&+3.t .
a a
b) Behelyettesitve a megadott értékeket a palyakoordinéta-idé fiiggvényre
2.1n ‘1 + e—07145~(t+6,494)|
t) = 36,25 - t—
s(t) = 36,25 < 0.145 +
2.1nl1 —0,145-6,494
_ZInfire L 1,5
0,145

adodik.
¢) Az els6 10 masodpercben s(10) ~ 27,19 [m] hosszisagu palyaszakaszt fut
be a gépkocsi.



222 7. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

7.1.2. Feladat. Egy mélytengeri kutatéhajo a tenger fenekérdl a
v(t)=A-(1- e_Bt)

palya menti sebesség-id fiiggvény szerint emelkedik.

a) Hatdrozzuk meg a kutatéhajé palyakoordinata-ido fiiggvényét, feltételezve,
hogy a tenger fenekén a pdlyakoordindta értéke s(0) = 0 [m)].

b) Amennyiben
1
A=6,412 [E}; B = 0,459 H
s s
ugy adjuk meg a palyakoordinata-id6 fiiggvényt!
¢) Mennyit emelkedik a kutatéhajo 15 [s], illetve 20 [s] alatt?

Megoldas:
a) A pélyakoordinéta-idé fiiggvény

t t
s(t) = s(to) + /U(T) dr = s(to) + /A- (1 - e_BT) dr =
0 0

I
o .
S
—
—_

CDI
o
3
SN—
o,

\‘
|
N
| —
\]

+

(Dl
SSI e
G
—_ 1
O o~
I

e Bt 1
(1)

b) A megfelel$ adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy
—0,459¢
e 1
t) =6,412- (¢t — =
s(®) ( 0, 459 0,459)
= 6,412t — 13,97¢ %% _ 13,97 [m].

¢) Mivel
s(15) = 6,412 - 15 — 13,97~ 945915 _ 13 97 ~ 82, 22 [m],

ezért a kutatéhajé 15 [s] alatt 82,22 métert emelkedik. Hasonléan kapjuk
meg, hogy a kutat6hajé

5(20) = 6,412 -20 — 13,97e 94920 _ 13 97 ~ 114, 27

métert emelkedik 20 [s] alatt.
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7.1.3. Feladat. Egy rakéta meghajtasi versenyautdval sebesség vildgrekordot
szeretnénk feldllitani, de a hajtdmi az indulds utdn fokozatosan ledll. A ver-
senyautd palya menti gyorsulds-idd fiiggvénye az alabbi alakd lesz:

a(t) = 112. (2—1<t+1>) |
(t+1)2

A t paraméter a veresenyautd induldsatél mért idét jeloli.

a) Hatarozzuk meg a versenyautd palya menti sebesség-idd fiiggvényét (v(t)),
felhaszndlva, hogy az auté nyugalombdl indul.

b) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora maximaélis sebességet sikeriilt végiil elérni
a gépkocsival!

¢) Vizsgéljuk meg a v(t) fiiggvényt monotonitds és konvexitéds szerint, hatd-
rozzuk meg a sz€lséértékét €s inflexids pontjat!

d) Vazoljuk fel a palyasebesség-id6 fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:

a) A pdlya menti sebesség-id6 fiiggvényt a palya menti gyorsulds-idé fliggvény
integrdldsdval kapjuk

B / ' 2—In(t+1) .
v(t)—/112 ((T+1)3 )d.

0

Elsé 1épésben az

2—In(t+1)
fr) = ———=—
(r+1)?
fliggvény egy primitiv fliggvényét keressiik meg.
2—In(t+1) 2 In(t +1)
f(T) = 3 = N 3
(1+1)2 (t+1)z2 (r+1)2

Az elsd tag egyszertien integralhato, hiszen

/(Tfl)gmz/z.(fﬂ)%df:

4
:—4(T+1)_%+C:_

VT +H1

+c.
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A maésodik tag parcidlis integrdldssal integrdlhat6:

In(t+1) ., alr (r Sy —
/Wdf_/l( 1) (r41)5d

=In(r+1)- T

(r+1)72 1 (T+1y%dT:
-

:—2-1n<r+1>-<f+1>—é+2./<7+1>—

=2 In(r+1)-(r+1)2—4-(r+1)2+c=

—2-1n(T—i—1)—4+
= c.
VvT+1
Azt kaptuk tehét, hogy az f(7) figgvény egy primitiv fiiggvénye
Fr) 4 —2-In(tr+1)—4 2-In(v+1)
T)=— — = .
Vil Vil VTl

Ezt felhaszndlva a palya menti sebesség-ido fiiggvény:

t

R N e e L
0

(r+1)2 VTl
_8 2-In(t+1) 224-In(t+1)
B t+1  Vt+1

b) A maximadlis sebességet abban az id6pillanatban éri el a versenyautd, amikor
a gyorsuldsa zérus, azaz meg kell oldanunk az a(t) = 0 egyenletet:

< (2—1<t+1>> 0
(t+1)2

2=In(t+1)

e —1=+t.

Tehét ¢t ~ 6, 39 mdsodperc elteltével éri el a rakéta meghajtasu versenyautd
a maximdlis sebességét. Ekkor a maximélis sebességének nagysdga

v(6,39) ~ 154,67[{?}.
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c) A v(t) fuggvény zérushelye:

224 - In(t + 1)

T
In(t+1)=0

t+1=1 =  t=o,

azaz a v(t) fuggvény egyetlen zérushelye a ¢ = 0 helyen van.
A v(t) figgvény inflexios helyét az a(t) = 0 egyenlet megolddsa adja.
Mivel

1 3 3 :
(4 1)2 = (2-I(t+1)) -2 (t+1)2
a(t)y =112- (t+1)3 ]
_(t+1)%—;(t+1)%-(2—1ﬂ(t+1))
=112. -
(t+1)3
tF1- (—1—3+;‘ln(t+1)>
=112 ;
(t+1)3

ami pontosan akkor zérus, ha

—4+%~ln(t+1):0

8

In(t+1) =
n(t+1) =3
t+1:e%,

amibdl t ~ 13,39 adddik. A v(t) fliggvény mdsodik derivaltjanak elGjelét
tartalmazo tablazat:

t<13,30| t=13,39 |t> 13,39
o(t) — 0 +
v(t) | konkdv | inflexiés pont | konvex

d) A kapott eredmények felhasznéldsaval elkészithetd a v(t) palya menti se-
besség-id6 fiiggvény grafikonja:
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7.2. Munkavégzés

Elméleti osszefoglalo. Egyenes vonali palydn mozgd tomegpontra a kezdd-
ponttél mért x tavolsagtdl fiiggs F(z) er6 hat. Ekkor az & = a ész = b
koordindtaji pontok kozott végzett munka

W:/bF(:v) dz.

Ha egy rugét terheletlen dllapotdban Ax hosszisdggal 6sszenyomunk vagy
megnyujtunk, akkor a rugéerd nagysiga ardnyos lesz Ax-el. A rugder$ nagy-
séga az alabbi Osszefiiggéssel szdmolhato:

|F| =D - Az,
ahol D a rugomerevség,

Az = |x — x0|
pedig a rugd megnyuldsa, ahol x( a rugd terheletlen hossza. Megjegyezziik,
hogy bizonyos szakirodalmakban a rugémerevség helyett az igynevezett rugo-
dllandoval dolgoznak, amely a rugémerevség reciproka.
Ha az z-irdnyu rugéerdt eldjeles mennyiségként értelmezziik, akkor

F(z) =—D - (x — xo).

Specidlisan, ha a terheletlen allapot az xqg = 0 ponthoz tartozik, akkor a fenti
Osszefiiggés az alabbi alakban irhat6 fel:

F(z)=-D .

Tehat az z-irdnyud rugéerd munkdja:
b
W =— / D - zdzx.
a

A negativ elGjel arra utal, hogy a megnyulés és a rugéerd ellentétes ,.értelmiiek”.

Sziikséges matematikai ismeretek. Egyvaltozods fliggvény primitiv fiiggvény
keresési modszerei, Newton-Leibniz formula.

Mintafeladat. Egy rugé alapallapotdban 1 méter hosszd. A rugét 24 [N] erGvel
1, 8 méter hosszisdgira nyujtjuk meg.

a) Hatdrozzuk meg a rugémerevséget!

b) Mennyi munkat végez a rugd, mikdzben 3 méter hosszira nyujtjuk?

¢) Mekkora a rugé hosszisaga 45 [N] terhelés esetén?
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Megoldas:
a) A rugémerevséget az elméleti 6sszefoglaléban ismertetett
|F| =D - Ax
Osszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg. Jelen esetben a rugd megnyildsa 0, 8
méter, igy a
24=D-0,8
egyenlethez jutunk, amibdl D = 30 [%] adaddik.
b) Legyen arugo ,,szabad” vége nyujtatlan dllapotban az x = 0 pontban. Ekkor
F(z) = —30x [N].
A rugd éltal végzett munka az x = 0 és x = 2 koordinatdju pontok kozott:
2

W= —/30xdaz = — [152%]2 = —60 [J].
0
¢) Mivel F(z) = —30z, ezért
45 = =30z = x=—1,5[m],
igy a rugé hosszisdga 1,5 lesz.

Gyakorlé feladatok.

7.2.1. Feladat. Egy rug6 feszitetlen dllapotdban 10 centiméter hosszu. A rugét
800 [N] er6vel 14 centiméter hossztisdgira nyulik meg.

a) Hatdrozzuk meg a rugémerevséget!

b) Mennyi munkét végez a rugd, mikdzben 12 centiméter hosszira nyujtjuk?
¢) Mekkora a rugé hosszisaga 1600 [N] terhelés esetén?

Megoldas:

a) A rugdallandét az elméleti 6sszefoglaldban ismertetett
|F|=D - Az

Osszefiiggésbol hatdrozhatjuk meg. Jelen esetben a rugé megnyulésa 0, 04
méter, igy a

800=D-0,04
egyenlethez jutunk, amibdl D = 20.000 [%] adodik.
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b) Legyen arugd ,,szabad” vége nyujtatlan dllapotban az x = 0 pontban. Ekkor
F(x) = —20.000x [N].

A rugé altal végzett munka az x = 0 és x = 0,02 koordindtdji pontok
kozott:

0,02
W=— / 20.000z dz = — [10.0002%] " = —4[J].
0

¢) Mivel F(z) = —20.000z, ezért
1.600 = —20.000z = x = —0,08 [m],
igy a rug6 hosszisdga 8 centiméter.

7.2.2. Feladat. Egy liftet, melynek motorja a legfelsé szinten van, sodronykotél
tartja. Tudjuk azt is, hogy 1 méteres dr6tkotél darab sulya 45 [N]. Amikor a
kabin a foldszinten tartzkodik 60 [m] kdbel 16g lefelé. Mire a lift a legfelsd
szintre ér a kabel teljes egészében feltekeredik. Mennyi munkat kell forditani
csupdn a kabel felhizasara?

Megoldas:

Az erbfiiggvény:
F(x) =45-(60 — z).
A végzett munka:

60 60
W:/45-(60—x)dx:45-/60—xdx:
0 0

92760

—45. [603: - 9”2] — 45 - (3.600 — 1.800) = 81.000 [J].
0

Azt kaptuk tehét, hogy a végzett munka W = 81.000 [J].
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7.3. Vonal mentén megoszlé parhuzamos erérendszer

Elméleti osszefoglalé. Terheljiink egy rud alakd testet a hossztengelyére me-
réleges megoszlo erdvel. A megoszld erd, a koncentralt er6tdl eltérden, nem a
rdd egy adott pontjaban timad, hanem annak egy [a; b] szakaszdn megoszlik. A
megoszl6 erdt a rad egy adott = koordinatdju pontjdban az f(x) intenzitdssal
jellemezziik.

Ha az f(x) intenzitdst megszorozzuk a rid kicsiny darabkdjdnak dz hosszusé-
gaval, akkor megkapjuk a darabkara haté eré nagysagat:

dF = f(x)dz.

Ebbdl adéddan a teljes [a; b] szakaszra hat6 er§ nagysaga:

F:/bf(gc)dx.

F

ftx)

Q|

1 l" i I .
a XF J L b
dx

A megoszl6 erdrendszernek a sik barmely pontjara kiszamithaté a forgatényo-
matéka. A kicsiny = koordindtdju dx hosszusiagu darabra hat6 er6 O pontra
vonatkoz¢ skalaris forgatényomatéka:

d]\O/[:—dF-x:—x-f(;U)dx.

Tehét az [a; b] szakaszon megoszlé erSrendszer O pontra vonatkozé forgaté-
nyomatéka:

b
]\04:—/x-f(x)dx.
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Itt meg kell jegyezniink, hogy az dramutatd jardsdval ellentétes ,.forgédsértel-
met” tekintjiik pozitivnak.

Az F koncentrélt erdt a megoszIlo erdrendszer koncentrdlt ereddjének nevez-
ziik, ha a sik barmely pontjdra (igy specidlisan az O pontra) ugyanaz a forgaté-
nyomatéka, mint a megoszlé erérendszernek. Azaz:

b
—F~xF:M:—/:c-f(x)d:c.
6]
a
Ebbdl az eredd tdmadaspontjanak x r koordinatdja:

b
— [z f(z)dz [z f(z)dz

Tp = _F =

Sziikséges matematikai ismeretek. Egyvaltozés fiiggvények primitiv fiigg-
vény keresési mddszerei, Newton-Leibniz formula.

Mintafeladat. Az dbra egy egyensilyban 1év6 kétkari mérleget mutat, amely-

nek egyik serpenydjében egy acélbdl késziilt hasab taldlhatd.

r(x)
C
0 a | 1 X
d b

A hasdb hossztengelye mer6leges az dbra sikjdra, igy az 4brdn a hasab alaplapja
lathat6. Az dbrén jelzett geometriai adatokon kiviil ismert a hasdb hossztengely
iranyu [ mérete, p siirlisége, valamint a gravitacios gyorsulds g értéke. Tovabba
tudjuk, hogy a hasdb dltal a serpenydre kifejtett nyoméerd f(x) intenzitdsa, és
a hasdb keresztmetszetét jellemz6 r(z) fliggvénygorbe kozotti Gsszefiiggés az
alabbi:

flx)y=1-p-g-r(x).
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Adatok:

a=0,05[m]; b=0,1m]; ¢=0,15[m]; [ =0,1[m];
m
s2

K
d = 0,25 [m]; p:?.soo[i} g:9,81[ ]
m

a) Irjuk fel az r(z) fiiggvényt, ha tudjuk, hogy annak képe parabola, amelynek
csdcspontja a (d; a) koordinétaju pont!

b) Hatdrozzuk meg a hasab altal a serpenydre kifejtett nyoméerd ereddjének
nagysagat!

c) Hatdrozzuk meg a hasab éltal a serpeny6re kifejtett nyoméerd O pontra vo-
natkoz6 skaldris forgatényomatékat!

d) Szamitsuk ki az ered6 tdmadaspontjanak O ponttdl mért tavolsagat!
Megoldas:

a) Mivel az r(x) fiiggvény grafikonja parabola alaku és a feltétel szerint a para-
bola tengelypontja a (d; a) = (0, 25; 0, 05) pont, ezért a parabola grafikonjat
leir6 fiiggvény:

r(z) =a-(z —0,25)% +0,05.

A fenti dbréardl az is leolvashat6, hogy az r(x) fiiggvény grafikonjéra il-
leszkedik a (d + b;¢) = (0,35;0,15) pont is. Ezt felhaszndlva az aldbbi
egyenlethez jutunk:

a- (0,35 —0,25)% +0,05 = 0, 15.
Az egyenlet megolddsara
0,0l 4+0,05=0,15 = 0,0la=0,1 = a=10.

A parabola grafikonjat leiré fiiggvény tehat

N
r(z) =10 - (z — 0,25)% + 0,05 = 102> — 52 + 0,675 [m] )

b) A feladat feltételei szerint a serpenyére kifejtett nyoméderd f(z) intenzitésa,
€s a haséb keresztmetszetét jellemzd r(x) fliggvénygorbe kozotti osszefiig-
gés:

fxy=1-p-g-r(z)=0,1-7800-9,81- (10z* — 5z 4 0,675) =
= 7651,8 - (1022 — 52 4 0, 675).
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A nyomoéerd nagysiaga

0,35 0,35
F= [ flz)dz = / 7651,8 - (102% — 52 4 0,675) dz =
0,25 0,25
0,35
= 7651,8 - / 1022 — 52 + 0,675 dz =
0,25
10 5 0,35
= 7651,8 - [x?’ — 22240, 675:75] =
3 2 0,25
10 5
= 7651,8 - (3 .0,35% — 3 -0,352+0,675-0,35> —

10

— 7651, 8 -
5 (5

5
-0,253—2~O,252+0,675.0,25> =

1
= 7651,8 - o = 63,765 N].

¢) A skalaris forgatényomaték:

0,35 0,35
M=- / z- f(z)dz = —7651,8 - / 1023 — 52% 4+ 0,675z do =
(@)
0,25 0,25

5 5 27 ,1%%
= —7651,8 - |zat — S + a2 = —19,76715 [Nm].
2 3 80" Joas

d) Az ered6 tdmaddspontjanak xr koordinatija:

0,35
— - f(x)de
. 0{5 (@) N—19,767N031
F=""035 T 63,765 7
— [ f(z)dz
0,25

Gyakorlé feladatok.

7.3.1. Feladat. Az 4bra egy betonbdl késziilt tartéelemet mutat. A jelolt geo-
metriai méreteken kiviil ismert a tartéelem z irdnyd [ mérete, p siirtisége €s a
gravitaciés gyorsulds g értéke.
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A

r(x)

a .
O | d . .

s o

d b

Tudjuk tovabba azt is, hogy a tartéra haté graviticiés erd f(z) intenzitdsa és
a hasdb keresztmetszetét jellemz6 r () fliggvénygorbe kozotti Gsszefiiggés az
alabbi:

flx)y==l-p-g-r(x).
Adatok:

a=2[m]; b=3[m]; c=4[m]; d=8[m]
p:2.800[r1§§]; g:9,81{g]

a) Adjuk meg az r(z) fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a tartéelemre hat6 graviticids erd ered6jének nagysagat!

¢) Hatdrozzuk meg a tartéelemre haté graviticiés erd O pontra vonatkozo ska-
laris forgatényomatékat!

d) Szamitsuk ki gravitaciés erd eredGjének O ponttl mért tavolsagat! (Ez nem
mas, mint a tartéelem silypontjanak O ponttél mért x iranyu tavolsiga.)

Megoldas:
a) Az r(x) fuggvény grafikonja egy egyenes, amelyet
r(x)=m-x+k.
alakban keresiink. Az abrardl leolvashatd, hogy a keresett fiiggvény grafi-

konjdra illeszkednek a (8;2) és a (11;4) pontok. Ezt felhaszndlva azt kap-
juk, hogy teljesiilnie kell az alabbi egyenletrendszernek:

2=8m-+b
4=11m +b.
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Az egyenletrendszer megolddsara m = % és k = —10 adodik. Azt kaptuk
tehat, hogy a keresett fliggvény:

r(z) = 1,5z — 10.

b) A feladat feltételei szerint a tartéra haté gravitdcids er$ f(x) intenzitdsa, és
a haséb keresztmetszetét jellemzd r(x) fiiggvénygorbe kozotti Gsszefiiggés:

2 10
f(#) =1 p-g-r(z)=—3-2800.9,81. <3x—3) _

2 10
=-82404- (Sa—— ).

A nyomderd nagysiga
11

11
2 1
F:/f(x)da::—82.404o/3x—30d$:
8

8

1 10 1M 1 10
= 82404 |- - 2?2 — — —— 82404 (=112 2 .11) =
55, (-5 )
1 10
— 82.404 (3 8% — & 8) — ~ —T741.636 [N].

c) A skaldris forgatonyomaték nagysaga:

2 2
M= —/x-f(:c)dx— —82.404-/0,219;3 —0,5¢dx =
O
0 0

2

3 2
— 82404 - [0,215”52 0,55 | ~
3 21,

~ —82.404 - (—0,52) ~ 42.850 [Nm].

d) Az ered6 tdmaddspontjanak xr koordinatija:

2
— [z f(z)dx
42.
rp = —2 = 2850:0,86.

j%f(x) e 49.773
0

7.3.2. Feladat. Az dbra egy betonbdl késziilt tartéelemet mutat. A jelolt geo-
metriai méreteken kiviil ismert a tartéelem z irdanyd [ mérete, p siirtisége €s a
gravitaciés gyorsulds g értéke.
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A

r(x) {1

a .
0] | J X

s o

d b

Tudjuk tovabba azt is, hogy a tartéra haté graviticios erd f(z) intenzitdsa és
a hasdb keresztmetszetét jellemz6 r(z) fuggvénygorbe kozotti Osszefiiggés az
alabbi:

f@)=—l-p-g-r(z).
Adatok:
a=0,2m]; b=2[m]; ¢=0,5[m]; [ =3[m]

kg m
—2800 |5 i g=981]5].
p=2s0 | ] g-os1[5
a) Irjuk fel az r(x) fiiggvényt, ha tudjuk, hogy annak 4ltaldnos alakja
r(z)=A-vx — B.

b) Hatdrozzuk meg a tartéelemre hat6 gravitacids erd eredjének nagysagat!

¢) Hatdrozzuk meg a tartéelemre haté graviticiés erd O pontra vonatkoz6 ska-
laris forgatényomatékat!

d) Szamitsuk ki gravitacios erd ered6jének O ponttdl mért tdvolsagat! (Ez nem
mds, mint a tartéelem stlypontjdnak O ponttdl mért x irdnyu tavolsaga.)

Megoldas:

a) Az abrardl leolvashatd, hogy a keresett fiiggvény grafikonjara illeszkednek
a (0;—0,5) és a (2; —0,2) pontok. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy tel-
jesiilnie kell az alabbi egyenletrendszernek:

-0,5=-B
—0,2=A-vV2-B.
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Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy B = 0,5. Ezt a mésodik egyenletbe
behelyettesitve A =~ 0,21 adddik. Azt kaptuk tehdt, hogy a keresett fiigg-
vény:

r(z) = 0,21z —0,5.

b) A feladat feltételei szerint a tart6ra haté graviticids er$ f(x) intenzitdsa, és
a haséb keresztmetszetét jellemzd r(x) fiiggvénygorbe kozotti Gsszefiiggés:
fley=—=l-p-g-r(z)=-3-2800-9,81-(0,21-+/z—0,5) =
= —82.404 - (0,21 - v/ — 0,5).

A nyomoéerd nagysaga

2
on/f(:p)dx:

2
:—82.404-/0,21-f—0,5dx:
0
3 2
€Tr2
= —82.404 [0,21 R 0,5x] =

2 0

3
¥
— 82404 - (0,21- = —0,5-2> 0=
2
— —82.404 - (—0,604) ~ 49.773 [N].

¢) A skaldris forgatonyomaték nagysdga:
2 2
M= —/x f(z)dz = —82.404-/0,21:1;3 —0,5zdr =
(@]
0 0

= —82.404 - [o, 21— — 0,5

2
~ —82.404 - (—0,52) ~ 42.850 [Nm].
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d) Az ered6 tdmaddspontjdnak xr koordinitdja:

2
i e i@ 42850
Fo 49.773 ~ 7T
J flx)da
0

7.3.3. Feladat. Az dbra egy egyensulyban 1évo kétkard mérleget mutat, amely-
nek egyik serpenydjében egy hasab talalhatd.

A

d b

A hasédb hossztengelye merSleges az dbra sikjara, igy az dbran a hasab alaplapja
lathatd. Az abran jelzett geometriai adatokon kiviil ismert a hasab hossztengely
irdnyd [ mérete, p slirisége, valamint a graviticids gyorsulds g értéke. Tovabba
tudjuk, hogy a haséb altal a serpenydre kifejtett nyoméers f(x) intenzitdsa, és
a hasab keresztmetszetét jellemzd r(z) fiiggvénygorbe kozotti osszefiiggés az
alabbi:
fl@)=1-p-g-r(x).

Adatok:

a=0,5m]; b=1[m]; c¢=1,5[m]; [=0,5[m];
kg m
d=2[m]; p=5.000 [m?’] g =981 {?}

a) Hatdrozzuk meg r(z) = « - 2% + 3 fiiggvény ismeretlen paramétereit!

b) Adjuk meg a hasdb dltal a serpenydre kifejtett nyoméderd eredéjének nagy-
sagat!

¢) Szamoljuk ki a hasab altal a serpenyore kifejtett nyoméeré O pontra vonat-
koz6 skaléris forgatényomatékat!

d) Hatarozzuk meg az eredd timadaspontjanak O ponttél mért tavolsagat!
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Megoldas:

a) Mivel az r(x) fuggvény grafikonjdra illeszkedik a (d;a) = (2;0,5) és a
(d+ b;c) = (3;1,5) pont, ezért teljesiil az aldbbi egyenletrendszer:

0,5=a-22+4

1,5=a-23+3.
A maésodik egyenletbdl kivonva az els6t azt kapjuk, hogy a = %, amit ha
behelyettesitiink példaul az elsé egyenletbe 5 = —% adédik. Igy tehat azt
kapjuk, hogy
e 1
r(x) = 1 5

b) A feladat feltételei szerint a serpenyére kifejtett nyoméerd f(z) intenzitésa,
és a haséb keresztmetszetét jellemzs r(x) fliggvénygorbe kozotti osszefiig-
gés:

fx)y=1-p-g-r(x)=0,5-5000-9,81-(0,25-2% —0,5) =
=6131,25 - 2% — 12262, 5.

A nyomoéerd nagysaga

3 3
F—/f(a:)dx—/6131,25-2”—12262,5(136—
2 2

_ [615’;’225 .27 _ 12262, 5x]j = 23.119,6 [N].
¢) A skaldris forgatonyomaték nagysaga:
3 3
]\04: —/:c-f(x)da: = /6131,25~a:-2x — 12262, 5z dx =
2 2

3
= /6131,25 (z-2% —2z)da.
2

Az x - 2% fiiggvény egy primitiv fiiggvényét a parcidlis integralas képletének
felhasznéldsaval tudjuk meghatarozni:

27 2% 2% 2%
2'de=2-——- | —mdr=2- — — —.
/a; T g mz " " 2 (In2)2
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Ezt felhasznalva

27 27 517
=6131,25 |2 — — +—F5 — ~ 59.826, 56 |J].
]\O/[ ’ ¥ 2 (In2)2 v 9 56 17]
d) Az ered6 tdimadaspontjanak xp koordinataja:
3
— [z f(z)da

 —58.826,56 _ 250,
23.119, 6

Trp =

2
3
[ f(x)da
2
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7.4. Idealis gazok sebességeloszlasa

Elméleti dsszefoglalé. Barmely gaz koriilbeliil 10710 [m] 4tmérsji részecskék
(atomok, molekuldk) halmaza. A részecskék szdma 22,41 [dm®] normaldl-
lapoti (P = 1,013 - 10° [Pa], T = 273,15 [K]) idedlis gdzban 6 - 10%* [db).
A nagyszdmu részecske ellenére az idedlis gdzok igen ritkdk. Ha teniszlabda
nagysaginak képzeljiik el 6ket, akkor normalallapotban, egy atlagos méretl
lakészobaban 10-20 darab van bel6liik. Ebbdl adédéan (figyelembe véve, hogy
a részecskék kozotti erShatdsok rovid hatétavolsagiak) a kozottik 1€vo kol-
csonhatds elhanyagolhato.

A gazrészecskék folytonos mozgdsban vannak. Minden pillanatban taldlhaték
kozottiik lassabb és gyorsabb részecskék. Osszuk fel a teljes [0; oof [2] se-
bességtartomanyt Av hosszisagui intervallumokra. Ezt kovetSen abrazoljuk
az egyes intervallumokba esd részecskék AN atlagos szamat az intervallum
kozepéhez tartozé sebességnagysag fiiggvényében. Igy kozelitSleg megkapjuk
a részecskék szdmanak sebességnagysag szerinti eloszl4sat:

v

T T ™ T T T

Természetesen minél kisebbre valasztjuk az intervallum Av hosszdsigat, an-
nél pontosabban megkapjuk a valGs sebességnagysag szerinti eloszlast. A AN
mennyiség helyett célszerlibb a Av nagysagatdl fiiggetlen

()= lim 37 = 2¥
v _Azl;rgo Av  dv



242 7. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

mennyiséget dbrazolni. Szakirodalombdl ismert, hogy az n(v) fiiggvény a giz
sebességnagysag szerinti eloszldsdnak stirliségfiiggvénye, amely az aldbbi alak-
ban irhat¢ fel:

n(v) = A-v?- e Bv?

ahol

2 mo \3 mo
A=N. ( )5 B= .
k-T 2-k-T
Az el6bbi ésszefﬁggésekben mo, v és N a gazrészecskék tomege, sebesség-

nagysaga és szdma, 1" a gz hémérséklete,

J
k=1,38-1072 |2 |.

pedig a Boltzmann édlland6. Az emlitett eloszlast Maxwell-Boltzmann eloszlds-
nak is nevezik.
Az n(v) fiiggvény grafikonjdt az aldbbi dbra szemlélteti:

n)

VI v vz

A stirliségfiiggvény segitségével kiszdamolhatjuk a [v1; v2] sebességtartomanyba
es6 részecskék atlagos szamat:

v2

Nlor; va] = / n(v) dv.

Meghatédrozhatjuk a részecskék atlagos sebességnagysagat:

fvn 00
/Un
0

Vitlag = —og
[ n(v
0
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valamint tlagos mozgdsi energidjat:

fsn

Eitlag =
TL U dv

00
/M
0

Megjegyezziik, hogy mivel n(v) siirtiségfiiggvény, ezért

A fenti 0sszefiiggésben € az m tomegl, v nagysagu sebsséggel haladé mozgasi
energidja, amit az

Osszefligggés definidl.

Sziikséges matematikai ismeretek. Egyvaltozds fiiggvények primitiv fiigg-
vény keresési médszerei, Newton-Leibniz formula, az integrdlszdmitas kozép-

érték tétele, Riemann integrél kozelit6 értékének kiszdmoldsa (trapéz formula).
Matematikai szoftverek hasznalata numerikus integralasra.

Mintafeladat. Egy kutatdintézetben félvezetd anyagokat vizsgalnak. A vizs-
galatokhoz alkalmazott mér6kamréaban (turbé molekularis szivattyuk segitségé-
vel) nagyvdkuumot allitanak el6. A vizsgalat kezdetén a kamraban mindossze
N = 10'2 darab nitrogénmolekula taldlhat6. A maradék gz tovabbi adatai az
alabbiak:

mo = 4,652-107% [keg]; T = 273,15 [K].

a) Irjuk fel a gdz sebességnagysdg szerinti eloszldsdnak stirtiségfiiggvényét
(n(v)), majd hatdrozzuk meg annak elsd és mésodik derivaltjat!

b) Hatdrozzuk meg azt a v* sebességnagysagot, amellyel dtlagosan a legtobb
részecske mozog! (A v* sebesség az n(v) fliggvény maximum helye.)

¢) Vizsgdljuk meg az n(v) fiiggvényt konvexitds szerint, hatdrozzuk meg a
fiiggvény inflexids helyeit!

d) Vézoljuk fel az n(v) fiiggvény grafikonjat!

e) Hany darab részecske tartézkodik dtlagosan a [100; 200] [%] sebességtar-
toményban?

f) Hatdrozzuk meg a részecskék atlagos sebességnagysagat!

g) Hatarozzuk meg a részecskék atlagos mozgasi energidjat!
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Megoldas:
a) Az elméleti 6sszefoglaldoban haszndlt jel6lések alapjan az A paraméter érté-
2 4,652-10-26  \°
A=N-\|= (—%) =10". ’ ~
m 1,38 -10723.273,15

~ 34.592 [m?’}

mig a B paraméter értéke:
mo 4,652 -10726
2k-T 2-1,38-10-23.273,15

A kapott eredményeket felhaszndlva a gdz sebességnagysdg szerinti siir-
ségfiiggvénye:

B =

2
~6,17-107° [52}
m

n(v) = A-v? e BV = 34502 . 42 . e 617107%07 [i} .
m

Az n(v) figgvény elsé derivaltja:
n'(v) = 2Av - e BV 4. 0? e BV 9By =
=e BV, (24v — 2ABv?).
Az n(v) fiiggvény mdsodik derivaltja:
n"(v) = —2Bv - e Bt (24v — 2ABv3)+
e BV, (2A — 6ABv?) =
= e B (4AB** — 10ABv? 4 24).

b) Az n(v) fiiggvény maximum helyének meghatdrozdsahoz el§szor megold-
juk az n/(v) = 0 egyenletet. A megoldandé egyenlet

e Bv*. (2Av — 2ABv3) =0

Mivel az z +— " fiiggvény sehol sem zérus, ezért A # 0, v > 0 miatt az
egyenlet megoldasara v = % adédik. Mivel

w( L\ _ 1 2 1 s
n <\/§>—e 4AB [ 10AB B+2A
4A

-1
= (—4A) = —— 0
e ( ) o < U,
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ezért a fliggvények lokdlis maximum helye van a v = % helyen. Mivel ez
az egyetlen lokdlis maximum hely, ezért ez egyben globdlis maximum hely
is. Azt kaptuk tehét, hogy
1 m
vt = —— =127,3 [7}
VB 5

Az elobbiekben megkaptuk, hogy a v = ﬁ helyen globélis maximum

helye van az n(v) fiiggvény. A mésodik derivlt zérushelyeit e B* £ 0
miatt a
4AB*v* — 10ABv? +24 =0

egyenlet megoldasaval kapjuk. Vezessiik be a v? = u jeldlést. Ekkor a
4AB*w* — 10ABu +2A =0
egyenlethez jutunk. Mivel A # 0, ezért az egyenlet mindkét oldalat oszthat-

juk A-val. Ekkor a
4B*u? — 10Bu+2=0

egyenletet kapjuk.A masodfoku egyenlet megoldoképletének alkalmazasa-
val azt kapjuk, hogy

_ 10B++/10002 — 32B2  10B+V638B 5B +/17B

U1,2

8B2 8B? N 4B? 7
azaz
u1:5+\/ﬁ%2,28_ u2:5—\/ﬁ%0,47
4B B’ 4B VB’
Mivel v > 0, ezért
1,51 0,47

V1 = Vo =

VB’
Az n(v) fiiggvény masodik derivaltjdnak elGjeleit az aldbbi tdblazatban fog-
laljuk 6ssze:

047 | _ 047 [ 047 208 [ _ 228 2.28
VSVB|VTVE|VESUSVB|'T VB |V B

n(v) + 0 - 0 +

n(v) | konvex ip konkév ip konvex

A fenti tdblazatban az ,,ip” az inflexiés pont roviditése.
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d) Az n(v) fiiggvény grafikonja:

220000000 s
210000000 n(v) [—}
200000000 m
190000000
180000000
170000000
160000000
150000000
140000000
130000000
120000000
110000000
100000000
90000000
80000000
70000000
60000000
50000000
40000000
30000000

20000000 i [m}
10000000
S

0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440

e) A [100;200] sebességtartomanyba esd részecskék dtlagos szdma:

200 200
N[100;200] = / n(v)dv = / A-v? e BV qu.
100 100

A fenti integralt nem tudjuk kiszdmolni a klasszikus mddon, azaz nem alkal-
mazhaté a Newton-Leibniz tétel, ugyanis az integralandé fiiggvénynek nem
1étezik zart alakban felirhaté primitiv fiiggvénye. Az integral értékét nu-
merikus matematikai médszerekkel vagy valamilyen matematikai program-
csomag alkalmazdsdval szdmolhatjuk ki. Mi most az el6bbit valaszjuk és
trapéz formula segitségével adjuk meg az integral kozelit6 értékét. Bontsuk
fel a [100;200] intervallumot 5 egyenls részre. Ekkor a megfeleld trapézok
teriiltének 6sszege, ami a keresett integral kozelitd értéke:

200

A B? gy, M(100) + 1(120)

2

g0 4 ™(120) + n(140)

- 20+

100
n(140) —;— n(160) 20 + n(160) —;— n(180)

n(180) ;L n(290) 90 Z 10 (n(100) + 2 - n(120) +

+2 - n(140) 4 2 - n(160) + 2 - n(180) + n(200)) .

- 20+
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A megfelel§ adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy a [100; 200] se-
bességtartomanyba esd részecskék dtlagos szdma kozelitSleg 4, 73 - 1011

f) A részecskék dtlagos sebességnagysaga

Jv-n(v)dv
m
Vitlag = 2 ~ 143,65 [;} .
J n(v)dv

0

A szamolasokat matematikai szoftver segitségével végeztiik el.
g) A részecskék atlagos mozgasi energidja:

[ &-n(v)dv
0 —21
Eatlag = ~o0 ~ 5,66 - 10 [J].
[ n(v)dv

0
A szdmoldsokat matematikai szoftver segitségével végeztiik el.

Gyakorlé feladatok.

7.4.1. Feladat. Egy Van de Graaf tipusu részecskegyorsité tartdlydban, a beren-
dezés normél miikodése esetén nagy vdkuum uralkodik. A tartdlyban taldlhato
nitrogén molekuldk szdma N = 2 - 10* [db]. A maradék g4z tovibbi adatai az
alabbiak:
J
mo = 4,652 -10% [kg]; T = 293,15 [K]; k =1,38-10723 [K]

a) Irjuk fel a gdz sebességnagysdg szerinti eloszldsanak stirtiségfiiggvényét

(n(v)), majd hatdrozzuk meg annak elsS és masodik derivaltjat!
b) Hatdrozzuk meg azt a v* sebességnagysagot, amellyel dtlagosan a legtobb

részecske mozog! (A v* sebesség az n(v) fliggvény maximum helye.)

Megoldas:
a) Az elméleti 6sszefoglaldban haszndlt jel6lések alapjan az A paraméter érté-
ke:

2/ mp \3 . 2 4,652 - 10~26 3
A=N-./2. =92.10% .4/ =. ~~
. (k:T) 0 \/7r (1,38-10—23~273,15
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mig a B paraméter értéke:
s2
m2 |’

mo 4,652 10726

B= = :
2k-T 2-1,38-10-23.273,15

m5,74.106{

A kapott eredményeket felhaszndlva:

n(v) = A-v?*- e B = 6,22-107%. 2. g5 741070 [i_ )
m

Az n(v) fuggvény elsé derivaltja:
n'(v) = 2Av - e BV 402 e BV 9By =
=e BV, (24v — 2ABv?).
Az n(v) fiiggvény mdsodik derivaltja:
n"(v) = —2Bv - e B (24v — 2ABv3)+
+e BV (24 — 6ABv?) =
= e B . (4AB** — 10ABv? + 24).

Az n(v) fiiggvény maximum helyének meghatdrozaséhoz el&szor megold-
juk az n’(v) = 0 egyenletet. A megoldand6 egyenlet

e P . (240 — 24Bv?) = 0.

Mivel az z +— e® fiiggvény sehol sem zérus, ezért A # 0, v > 0 miatt az

egyenlet megolddsdra v = % adodik. Mivel

v <1> <0
VB ’
ezért a fliggvények lokdlis maximum helye van a v = % helyen. Mivel ez

az egyetlen lokdlis maximum hely, ezért ez egyben globdlis maximum hely
is. Azt kaptuk tehét, hogy

vt = \/IE — 417,04 [g

7.4.2. Feladat. Egy mol normal allapotd nitrogén gazban hany darab gazré-
szecske sebessége haladja meg a normal allapotud levegdre vonatkoz6 hangse-
bességet? Megjegyezziik, hogy vhang = 331,5 [2]? Emlékeztetiink arra, hogy
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egy mol normdl allapotd nitrogén gz esetén a részecskék szdma, nyomdsa,
hémérséklete és tomege az alabbi:

N =6,022-10%[db]; p=1,013-10° [Pal;
T =273,15[K]; mgo = 4,652 - 1072 [ke].
Megoldas:

Nitrogén gdz esetén az elméleti dsszefoglaléban hasznélt jelolések alapjan az
A paraméter értéke:

AN,/ )

2 4,652 - 1026 3
=6,022-10% . (/= ’ ~
\/w 1 38.10-23. 273,15>

S

~1,87-10' [

m?3 |’
mig a B paraméter értéke:
4,652 10726 2
o _ : ~574-1070 | 2|
2k-T 2-1,38-10-23.273,15 m?
A kapott eredményeket felhasznalva:
n(v) = A-v? e BV = 1,87.101 . 42 . g 574107007 P}

m
Azon gazrészecskék szdmat, amelyek sebessége a hangsebességnél nagyobb,
az aldbbi improprius integrél adja:

oo

B =

_Bw?
A-v? e B do.
331,5

A megfelel6 adatokat behelyettesitve, majd az integralast példaul a ,,Wolfram
Alpha” szamitégépes szoftver segitségével elvégezve azt kapjuk, hogy a ré-
szecskék szama: 4, 45 - 1023 [db].






8. fejezet

Differencialegyenletek

8.1. Mozgastani feladatok

Elméleti osszefoglalé. Newton térvényei a mozgastan alaptételei. Ha az anyagi
pont tomege idében dllandé Newton II. térvénye (mas néven a mozgasegyenlet)
az alabbi alakban irhaté fel:
F=m-a.

A fenti osszefiiggésben ' az eredd erd, amely Newton IV. torvényének értel-
mében az anyagi pontra haté egyes er6k vektoridlis 0sszege.
Newton II. torvényét skalarisan beszorozva a palya érint6jének iranyaba es6
egységvektorral, megkapjuk a mozgasegyenlet palya menti alakjat:

F-e=m-a-e = F=m-a.

A fenti 6sszefiiggésben F’ az eredd er$ palya menti (érintd irdnyd) komponense,
a pedig a palya menti gyorsulds. Felhaszndlva, hogy

alt) = o(t) = §(1),
tovabba megadva a palya menti sebesség és palyakoordinata értékét a ¢ = 0
id6pillanatban, a mozgasegyenlet az aldbbi differencidlegyenlet, illetve kezde-
tiérték problémadk valamelyikére vezet:

(1) F(t) =m-al(t)
(2) F(v(t),t) =m-o(t)  v(0) =
(3) F(s(t),s(t),t) =m-5(t)  s(0)=so, 35(0)=uo.

251
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A fenti kezdetiérték problémdk megoldasaként kapjuk az anyagi pont a(t), v(t)
vagy s(t) fuiggvényét.

Sziikséges matematikai ismeretek. Kozvetleniil integralhatd, szeparabilis és
linedris differencidlegyenletek megoldasa, integralasi szabalyok és modszerek.

1. Mintafeladat. Egy fegyverkisérlet sordn egy 1égvédelmi dgyival egy 45 mé-
ter magas dombrdl tiizeliink fiigg6legesen felfelé. A 16vedék kezd&sebessége
40 [%] nagysagu. A légellenallast elhanyagoljuk.
a) Adjuk meg a 16vedék foldtdl valé tavolsdgat leird fiiggvényt!
b) Milyen magasan lesz a l6vedék két masodperccel a kilovés utdn?
¢) Milyen magasra repiil fel a 16vedék?
d) Mennyi id6 telik el, amig foldet ér a 16vedék?
Megoldas:
a) A lovedék mozgasegyenlete az aldbbi:
—m-g=m-a(t).

Ez az elméleti 6sszefoglaléban szereplS (1) tipusu kezdetiérték probléma.
A fenti egyenletbdl m # 0 miatt azt kapjuk, hogy

a(t) = —g.
A palya menti sebesség-id6 fiiggvény:

A pélyakoordinata-id6 fiiggvény:
t
h(t) = h(0) + /U(T) dr = h(0) + v(0) - t — g 2.
0

Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy a 16vedék ¢ mdsodperccel
a fellovés utan

h(t) = —% 4% 4+ 0(0) -t + h(0) = —5t* + 40t + 45

méter magassagban lesz.
b) A l6vedék magassdga két masodperccel a fellovés utan

h(2) = —5-2% 440 -2 + 45 = 105 [m].
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c) A 1ovedék abban az id6pillanatban éri el a maximdlis magassdgot, amikor
h'(t) = 0, azaz
—-10t +40=0 = t=4,

igy 4 masodperccel a fellovés utdn éri el a maximadlis magassdgot. Ekkor a
magassiga

h(4) = —5-4% 440 -4 + 45 = 125 [m].

d) A 1ovedék akkor ér foldet, amikor
52+ 40t +45=0 =  t?-8t—-9=0
A masodfoku egyenlet megoldoképletének felhasznaldsaval

8++v64+36 8+10
2 2
adddik, igy a fellovés utdn 9 masodperccel ér foldet a 1ovedék.

t12 =

2. Mintafeladat. Egy dgyudlovedéket vg = 120 [%] sebességgel 16nek ki fiig-
gblegesen felfelé. Hatdrozzuk meg, mennyi id6 elteltével éri el a 16vedék a
maximadlis magassdgot, ha a rd hat6 kozegellenélldsi er6 nagysagat leird Ossze-
fiiggés az alabbi alaku:
F=c- vQ,

ahol v a 16vedék pillanatnyi sebessége, c pedig a kozegellendllasi tényezd.
Megoldas:
A 16vedékre mozgésa sordn a gravitacios €s a 1égellendllasi erS hat, igy mozgas-
egyenlete az alabbi kezdetiérték probléma:

—m-g—c-v:=m-a(t), v(O):120{?}.
Ez az elméleti 6sszefoglladban szerepld (2) tipusi kezdetiérték probléma. Az
egyenlet mindkét oldalat osztva a tomeggel az aldbbi egyenletet kapjuk:

c
a(t) = —g—a-v?

Vezessiik be a k = -~ jelolést. Ekkor az
a(t) = —g — k- v2(t)

egyenlethez jutunk. A palya menti gyorsulds-id6 fiiggvény a palyakoordinéta-
id6 fliggvény derivéltja, igy a

o(t) = —g — k- v*(t)
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differencidlegyenlethez jutunk. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. Le-
gyen h(v) = —g — k - v2(t) és f(t) = 1. Ekkor a megoldand6 egyenlet:

| =i [

A bal oldali integraldst végezziik el els6ként. Az integrandust arctg tipusu
integrélra vezetjiik vissza. Ehhez els6ként végrehajtjuk az alabbi atalakitasokat:

1 1 1 1
—dv=— | ————dv=—- | —(————dv=
/—g—k.UQ v /g—kkz-zﬂ v g /1—1—’;-@2 !

Felhaszndlva, hogy

1
tgz) = —,
(arctg x) 722
tovabba azt az integralasi modszert, miszerint
Flax +b
/ flax +b) = (a)’

ahol F' a f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye, azt kapjuk, hogy

B W J.arctg(\/?v). J_
1+(\/§-v)2 g g &

A jobb oldal integrélja

|
Q|
—
o
<
I

/ ldt=t+c
Azt kaptuk tehdt, hogy

1
—\/tkarctg <\/§U> :t+c
qg-

Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy

arctg <\/§v) =—vg-k-t+C,
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amibdl
v(t) =tg(—g-k-t+C)- \/z

adddik. A 16vedék abban a t* idGpillanatban éri el a maximdlis magassagot,
amikor a sebessége zérus, azaz v(t*) = 0. Ekkor

tg(—m+t*+c) —0,

amibdl azt kapjuk, hogy

C=+\/g k-t* = =

A kezdeti érték feltételbsl

|
?T‘-

(0) = 120,

9
120 =4/ = - tgC
\/; &

adodik, amibdl a C-t kifejezve azt kapjuk, hogy

C = arctg (120 . \/E> .
g

)

igy

Tehat a 16vedék a
arctg (120 .

Vg k

id6pillanatban éri el a legnagyobb magassagot.

-

t* =

3. Mintafeladat. Egy gépkocsi futémiivét egy probapadon vizsgaljak. A
vizsgédlat sordn a futomivet fiiggleges irdnyd lengésbe hozzdk. A lengetés
megsziintével a futomti csillapodd lengdmozgast végez, mozgasegyenlete ekkor
az alabbi alaku:
m-i(t) +k-2(t)+D-2t) =0  2(0) = —0,06 [m]; v(0) =0 [E]
s

Adatok:

N N-

m =250 [ke]; k= 1500 [} . D = 25000 [S]

m m
ahol m az iires gépkocsi rugézott felépitményének egy kerékre esd tomege, k
a lengéscsillapit6 csillapitdsi tényezGje, D a spirdlrugd rugémerevsége, x(0)
és v(0) a karosszéria fiigg6leges iranyu kitérése és sebessége a kiszallds pil-
lanatdban. Az autégumikat tekintsiik tokéletesen rugalmatlannak.
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a) Hatdrozzuk meg a kitérés-idé fiiggvényt!
b) Vazoljuk fel a kitérés-id6 fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
a) Az
m-Z(t)+k-2(t)+D-x(t)=0
egyenlet mindkét oldaldt m-el osztva azt kapjuk, hogy

() + %-:&(t) + %x(t) 0.

Ez egy masodrend(i, konstansegyiitthatds, linearis, homogén differenciale-
gyenlet, ami az elméleti 6sszefoglaléban szerepld (3) tipusd egyenlet. A
megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

Z(t) + 6x(t) + 100 = 0.
A differencidlegyenletnek megfelel6 karakterisztikus egyenlet:
A+ 6 4 100 = 0.

A masodfoki egyenlet megolddsa:

—6+ 19,08 —6 — 19,08
— g ———
2 2
Mivel az egyenlet gyokei komplex szamok, ezért a differencidlegyenlet al-
taldnos megolddsa az aldbbi alakban 4ll eld:

x(t) = c1 - €™ - cos(Bt) + ¢z - €™ - sin(pBt),

ahol ¢, illetve 5 a masodfoki egyenlet valamely komplex gyokének valGs,
illetve képzetes része. Behelyettesitve az « és 3 értékeket azt kapjuk, hogy

x(t) = c1 - e cos(9,54t) + o - e - sin(9, 54t).
Az x(t) fiiggvény derivdltja:
@(t) = =3¢ -e 3 - cos(9,54t) — 9, 54c; - e - sin(9, 54t)—
— 3cg - e - sin(9, 54t) 4+ 9, 5dc - e 73 - cos(9, 54t).
Mivel z(0) = —0,06 és ©(0) = 0, ezért
—0,06 = ¢4
0= —3c1 +9,54co.

Az egyenletrendszer megolddsdval co ~ —0,01887 adddik. A kitérés-id6
fliggvény tehat:

z(t) = —0,06 - 73 - cos(9, 54t) — 0,01887 - e3¢ - sin(9, 54t).

)\1%
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b) A kitérés-idé fiiggvény grafikonja:

0.02

0.01

Gyakorlé feladatok.

8.1.1. Feladat. Valaki egy egyenes utca A pontjabdl indul az autdjaval és e-
gyenletesen gyorsulva 10 masodperc alatt ér az utca B pontjdba, ahol a sebes-
sége 72 [kTm} . Hatdrozzuk meg az A és B pontok tdvolsdgat!

Megoldas:

Jeloljiik s(t)-vel a t id§ alatt megtett utat. Mivel az id6t ST egységben mérjiik,
ezért a sebességet atvaltjuk [%] -ra:
km m
2 || =20[2].
] ==L

Az egyenletes gyorsulds miatt:
v(t)=a-t+b.
A feltételek szerint v(10) = 20 [2], tovabbd s(0) = 0 [m] és v(0) = 0 [2].
Ezeket felhasznalva
0=a-0+0 = b=0,

masrészt 20 = a-10, amibdl a = 2 addédik. Mivel a palyasebesség-idd fiiggvény
a hely-idé fiiggvény derivaltja, ezért az

s(t)=a-t+b
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differencidlegyenlethez jutunk. Ez egy kozvetleniil integrdlhat6 differencidle-
gyenlet. Mindkét oldalt integrdlva

s(t)zg-t2+b.t+c=t2+c

adédik. Mivel azt is tudjuk, hogy s(0) = 0, ezért
0=15(0)=0%+c = c=0
adodik, igy a differencidlegyenlet megoldédsa
s(t) = t2.
A 10 masodperc alatt megtett tdvolsig
5(10) = 10% = 100
méter.

8.1.2. Feladat. Egy lovedéket vg = 60 [%] sebességgel 16nek ki fiiggblegesen
felfelé. Hatarozzuk meg a palya menti sebesség-id6 fiiggvényt, ha a 16vedékre
hat6 kozegellendllasi er6 nagysagat leird Osszefiiggés az alabbi alakd:

F=c-wv,
ahol v a 16vedék pillanatnyi sebessége, ¢ pedig a kozegellenallasi tényezd.
Megoldas:
A lovedékre mozgasa sordn a gravitacios €s a 1égellenallasi erd hat, igy mozgas-

egyenlete az alabbi kezdetiérték probléma:

—m-g—c-v=m-a(t), v(O):60{%}.

Ez az elméleti 6sszefoglladban szerepld (2) tipusi kezdetiérték probléma. Az
egyenlet mindkét oldalat osztva a tomeggel az alabbi egyenletet kapjuk:

c
t)=—g—— .
at)=—g——-v
Vezessiik be a k = -~ jelolést. Ekkor az

alt) = —g — k- o(t)

egyenlethez jutunk. A palya menti gyorsulds-id6 fiiggvény a pélyakoordinéta-
ido6 fliggvény derivéltja, igy a

0(t) = —g—k-ov(t)
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differencidlegyenlethez jutunk. Ez egy els6rendd, linedris, inhomogén differ-
encidlegyenlet. Els6ként a megfelel6 homogén egyenletet oldjuk meg:

o(t) = —k - v(t).
Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. Az egyenlet megolddsahoz vezessiik
be a h(v) = v és az f(t) = —k fuggvényeket. Ekkor a megoldandé egyenlet:

/1dv:/—kdt.
v

Az integraldsok elvégzése utdn az
Inv=—-k-t+c
egyenlethez jutunk, amibdl
oy = e Rtre — 0. ekt
adddik. Az inhomogén egyenlet egy megoldasat konstansvaridldssal hatdrozzuk
meg. Az inhomogén egyenlet egy megoldédsat

v, = C(t) - e
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az inhomogén egyenletbe
e M (—k)-Ct)—e®.C'(t) = —g—k-eF.C(1)
adodik. Az egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
C'(t) = —g - et
Mindkét oldalt integralva:

9kt
Ct)=—=-¢e"".
(t)=-2-e
Az inhomogén egyenlet egy megolddsa tehat:
Vp = —% cemktL gkt — —%

A differencidlegyenlet éltaldnos megolddsit a homogén egyenlet teljes megol-
désdnak és az inhomogén egyenlet egy megolddsdnak dsszege adja:

Hy=ert.c— 7,
v(t) =e .
Mivel v(0) = 120, ezért

120:0—% =~ =120+

ezért a palya menti sebesség-id6 fiiggvény:

u(t) = et (% + 120) - %.

)

ENIS
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8.2. Bomlasi és szaporodasi modellek, old6dasok és lehiilések

Elméleti osszefoglald. Fizikabdl ismert, hogy a radioaktiv anyagok bomlasa-
nak gyorsasidga ardnyos a még el nem bomlott atomok szdmdval, ahol az aré-
nyossdgi tényezd az adott anyagra jellemz6 dllandé. Jelolje a radioaktiv atom-
magok szdmadt a t idGpillanatban N (¢). Az el6bb leirtaknak megfelelGen az
atommagok szdmdnak id0 szerinti véltozasi gyorsasiga (derivéltja) egyenesen
aranyos N (t)-vel (minél tobb van belSle, anndl gyorsabban bomlik). A folya-
matnak megfeleld differencidlegyenlet

N(t) = —-X-N(t),

amely egy szepardbilis (szétvélaszthaté valtozdju) differencidlegyenlet, ahol
A > 0 az ugynevezett bomldsi dllando, a negativ elgjel pedig azt jelzi, hogy
a boml6 anyag mennyisége csokken.

Tekintsiink egy pontszerd, amelyet dlland6 hémérsékletl kozeg vesz koriil.
Meghatéarozzuk a test hémérséklet-id6 fiiggvényét, feltéve, hogy ismerjiik a test
kezdeti hdmérsékletét. Ehhez jeloljiik a kornyezet (dlland6) hémérsékletét Ti-
val, a test h6mérsékletét a ¢ idGpillanatban T'(¢)-vel és az ismert, t = 0 id6pil-
lanatbeli hémérsékletét 7°(0)-al!

A Newton-féle hiilési torvény szerint a test hdmérsékletének valtozdsi gyor-
sasdga, (T (t)) ardnyos a test és kornyezetének hémérsékletkiilonbségével, azaz

T(t) — Ty-val. igy T-re a
T(t) = —w(T(t) — )

differencidlegyenletet kapjuk, ahol x rogzitett, a test anyagara jellemzd poz-
itfv konstans. A jobb oldalon szerepld ardnyossdgi tényezdnek negativnak kell
lennie, hogy az egyenlet visszaadja a folyamatnak azt a tulajdonsdgat, misze-
rint a test hdmérséklete csokken (azaz T(t) < 0), ha a kornyezet hidegebb (azaz
T(t) — Ty, > 0) és melegszik, ha a kornyezet a melegebb. Igy a T'(t) fiiggvény
meghatarozasahoz rendelkezésiinkre all az elébbi differencidlegyenlet. Ezen
kiviil a 7'(t) fuggvénynek ismerjik még egy rogzitett pontjaban az értékét,
hiszen tudjuk, hogy kezdetben a test hdmérséklete 7°(0). Igy egy szeparébilis
differencidlegyenlethez tartozé kezdetiérték feladatot kapunk.

Sziikséges matematikai ismeretek. Szeparabilis differencidlegyenletek meg-
oldésa.

1. Mintafeladat. A radium felezési ideje 1590 év, azaz ennyi id6 alatt bomlik
el a még el nem bomlott atommagok szaménak a fele. Allapitsuk meg, hogy a
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radium hény szdzaléka bomlik el 100 év alatt!
Megoldas:

Az elméleti Osszefoglaléban leirtak alapjan a folyamatot leiré differencidle-
gyenlet

N(t)=—X\-N(t).

Az egyenlet megolddséhoz tekintsiik a g(t) = —A és h(N) = N figgvényeket.

Ekkor teljesiilnie kell az
/ ! dN = / Adt
~ =

egyenletnek. Elvégezve az integrdldsokat
InN=-X+c
adodik, amibdl
N(t) — e—AH—C _ e—)\t et =(C - e—At‘

At = 0 idé6pillanatban N (0) atommag volt. Ekkor

NO)=C- e =C,
fgy

N(t) = N(0) - e ™.

Jelen esetben a felezési id6 1590 év, igy t = 1590 esetén

N(1590) = Né())
Ezt felhasznalva
Néo) — N(0) - e~ 15907
amibdl
ln% — 1590\ = A = —1?5%’05 ~ 0,00044.

Ezt felhasznalva 100 év milva a jelen 1év6 atommagok szdma

N(100) = N(0) - ¢~ 200044100 — nr(() . 0,957,

igy az atommagok 4,3%-a bomlik el 100 év alatt.
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2. Mintafeladat. Egy frissen siilt kenyér 10 perc alatt 100 [°C]-r6l 60 [°C|-ra
hilt le. A kornyezd levegd hdmérsékletét a pékek 20 [°CJ-on tartjdk. Mennyi
id6 alatt hil le a kenyér 25°C-ra?

Megoldas:

Jelolje T'(t) a kenyér hdmérsékletét a ¢ iddpillanatban. Ekkor 7'(0) = 100 [°C]
és T'(10) = 60[°C]. A kiilsé kornyezet hémérséklete T}, = 20 [°C]. Aztat
idGpillanatot keressiik, amikor 7'(t) = 25[°C]. Az elméleti dsszefoglaléban
ismertetett modell szerint

T(t) = —k- (T - Tp),

ami egy szeparabilis differencidlegyenlet. A g(t) = —k és h(T) =T — Ty,
jelolést haszndlva teljesiilnie kell az

1
—dT = t)dt
J g = [ a0
egyenletnek.

Behelyettesitve a megfelel fiiggvényeket

1
/T_deT—/—Fédt

adédik. Elvégezve az integraldsokat

In|T —Ty| = -k -t+c,

amibdl 7'-t kifejezve

T-T,=C e "t = T(t)=C-e " +T.

Mivel T'(0) = 100 [°C], ezért
100=C+20 = C = 80.
Masrészt T'(10) = 60 [°C], ezért
60 = Ce %% + 20,
amibdl k értékét kifejezve

40 _ 10w 1 In 3
= S ln-=—10k == —2
80 ¢ 1 AT
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adédik. Mivel In £ = In27! = —In2, ezért
In2 In2
KR=——— = —.
-10 10
Tehat

_ln2t

T(t) =80-e 10 4 20.
Azt a t id6pillanatot keressiik, amikor 7'(t) = 25 [°C], igy megoldandé a

In2

25 =80-e 10! +20

exponencidlis egyenlet. Mindkét oldalbdl kivonva 20-at, majd elosztva 80-al
azt kapjuk, hogy

5 _In2,
% — e 10
Egyszer(sitve, majd mindkét oldal természetes alapt logaritmusat véve
In L = _In2
16 10

adddik. Felhaszndlva, hogy %6 = 167! és 10-zel beszorozva az

10ln16"' = —tIn?2 = In16"10 =n2~*

egyenlethez jutunk. A logaritmus fiiggvény szigori monotonitdsa miatt azt kap-
juk, hogy

16710 =271
Mindkét oldalt 2 hatvanyaként felirva
2710 = 27",

Az exponencidlis fiiggvény szigord monotonitdsa miatt

—40 = —t = t =40
adodik. Azt kaptuk tehat, hogy 40 méasodperc alatt hiil le a kenyér 25°C-ra.
Gyakorlé feladatok.

8.2.1. Feladat. Egy banyakGzet megvizsgalt darabja 100 [mg] urant és 14 [mg]
6lmot tartalmaz. Ismert az urdn felezési ideje 4,5 - 10 év és, hogy 238 [g]
urén teljes elbomldsakor 206 [g] 6lom keletkezik. Allapitsuk meg a banyak&zet
korat! (Tegyiik fel, hogy a keletkezése pillanatidban a k&zet nem tartalmazott
dlmot.)

Megoldas:
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Ha 238 [g] urdnbdl 206 [g] 6lom keletkezik, akkor 14 [mg] 6lom
238
14 - 306 ™~ 16,1748 [mg]

uran teljes elbomldsanak terméke. Kezdetben a k6zetben

100 4 16, 1748 [mg]
uran volt. Az uran bomlésara felirhatjuk az

N(t) = —\-N(t)

differencidlegyenletet. A mintafeladatban lattuk, hogy ennek megoldasa

N(t) = N(0) - e M.
Mivel az urén felezési ideje 4,5 - 107 év, ezért

N(O)

N(4,5-10%) = 5

_ N(0)
N(0) - e~ 4510 _
(0)-¢ -
amib6l A = 1,54 - 10710, Ezt felhaszndlva
116, 1748 - 1341071 _ 100,

amib6l t = 9,73 - 10® éves a kézet.

8.2.2. Feladat. Egy baktériumtenyészetben a baktériumok szamanak noveke-
dési gyorsasiga egyenesen aranyos a baktériumok szamdaval. Ha a baktériumok
szdma 48 ora alatt 100-r6l 1000-re n6, akkor hany baktérium volt a 24. éra

végén?
Megoldas:
Jelolje N (t) a baktériumok szamét a ¢ idGpillanatban. Ekkor fenndll az

N(t) = AN(t)

egyenlet. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. A h(N) = N, g(t) = A

valasztassal élve

1
—dN = [ Adt
=]

adodik. Elvégezve az integraldsokat

InN=MM++c¢
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adodik, amibdl
N(t) — e)\tJrc — e)\t et =(C - e)\t.

Misrészt N (0) = 100 és N (48) = 1000, igy
100 = N(0) = C,

tovabba
1000 = N(48) = 100 - e*®*,
kovtekezésképpen
In10
0= = A= ——.
¢ 48

Ezt felhasznalva
In10

N(24) = 100 - e2*"5" =100 - e2'210 =
=100 - ™ V10 = 100 . /10 ~ 316,
igy koriilbeliil 316 baktérium volt a 24. 6ra végén.

8.2.3. Feladat. Tednkba 10 gramm cukrot szérunk és dlland6 keveréssel biz-
tositjuk az egyenletes old6dédst. Megfigyelésiink szerint a cukor fele 15 mésod-
perc alatt oldédik fel. Mennyi cukor lesz oldatlan dllapotban 40 masoperccel
azutdn, hogy a tedba szdrtuk a cukrot? Az oldatlan anyag mennyiségének val-
tozdsi gyorsasdga ardnyos a még fel nem oldddott cukor mennyiségével.

Megoldas:

Legyen a ¢t mésodperc alatt még fel nem oldédott cukor tdmege m gramm.
Ekkor a folyamatot leliré differencidlegyenlet:

(t) = —k - m(t),

ahol k a kolcsonhatésra jellemzd ardnyossagi tényezd. Ezen differencidlegyen-
let megoldasara az el6z6 fejezetben azt kaptuk, hogy

m(t) = m(0) - e ¥

A feltételeink szerint egyrészt m(0) = 10 [g], mésrészt m(15) = 5 [g]. Ezeket
felhaszndlva az

5=10-e '
egyenlethez jutunk, melynek megoldésa:
In0,5 1In2

k=

15 15 °
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A keresett fliggvény tehat:
m(t) =10 - e 15,
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy 40 méasodperc elteltével
m(40) =10-e 1540 =10 e 512 = 10. 275 ~ 1,57 g].

oldatlan cukor lesz a teaban.
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