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Bevezetés

Bar az altalanositott metrikus differencidlgeometriai - késébb Finsler
- tér fogalméat Riemann [R] mar 1854-ben felvetette a habilitacids
eldadasaban, amelyben az n-dimemzids tér metrizalhatosaganak kiilonbozo
modozatait vizsgalta, de a Finsler-geometria szamos, figyelemre mélto
eredménye az utobbi szdz évben sziiletett meg. Az utdbbi harminc évben a
Finsler terek elméletének fejlodése felgyorsult, sorozatban jelentek meg a
legtjabb eredményeket tartalmazo monografiak.

Riemann a f6 hangsulyt arra a metrikdra helyezte, amely egy csak
helytdl  fliiggd egylitthatgji  pozitiv  definit kvadratikus forma
négyzetgyokeként all eld, de lehetséges altalanositasképpen megemlitette
azt a metrikat is, amit ma Finsler-metrikaként ismeriink. Riemann
nagyjelentéségii ujitasa az volt, hogy geometridjaban a gorbiilet fogalmat is
eleve belsd nézdpontbol fogalmazta meg. Ez a gorbiilet kétdimenzios
sokasagok esetében visszavezet a Gauss-gorbiilethez, de azonnal a metrikus
tenzoron és parcialis derivaltjain keresztiil kifejezett formaban. A Riemann-
geometria elmélete tetszdleges véges dimenzidban megfogalmazhato, és
alapformulai minden dimenzidban azonosak.

A Theorema Egregium-ban Gauss eredetileg azt mutatta meg, hogy
a gorbiilet Osszes olyan mérdszdma kozil, amely a G és a G
fonormalgorbiiletekbdl alkothaté meg, egyedill az szorzatgorbiilet (Gauss-
gorbiilet) az, amelyet a feliileten beliili mérésekbdl is ki lehet szamitani. Ez
masképpen kifejezve annyit jelent, hogy csak a szorzatgorbiilet fejezhetd ki
egyediil a feliilet metrikus tenzoran és parcialis derivaltjain keresztiil. Gauss
az Osszefliggést hosszadalmas szamitdssal vezette le, és csak talalgatni lehet,
mi motivalta a szamitas egyes 1épéseit. A tételét maga Gauss is kiilondsen
nagyra értékelte, és tole szokatlan mdédon 6 maga adta neki a hangzatos
Theorema Egregium nevet. Gauss targyaldsmodjaban a nehézség forrdsa az
kellett mutatnia, hogy belsd mérésekbdl is kiszamithatd. Ezt a modszert
Gauss nem is tudta magasabb dimenzidju sokasagokra altalanositani.



Riemannt 1854-ben, egy évvel Gauss haldla el6tt nevezték ki
magantanarra a Gottingeni Egyetem matematikai tanszékére, amelynek
Gauss volt a vezetdje. Abban az idében az volt a szokas, hogy a habilitacion
a jelolt harom témat terjeszthetett eld, amelyek koziil a tanszékvezetd
tetszése szerint valasztott ki egyet, de a szokas az volt, hogy az elsot tiizte
napirendre. Riemann harmadikként jelolte meg uj geometridjat, amely
annyira ¢érdekelte Gausst, hogy ezt valasztotta a habilitacidés eldadas
témajaul.

A habilitdcios  eldadasban matematikai levezetések nem
szerepelhettek, csak utalni lehetett rajuk. Ennek ellenére Riemann
eléadasabol vildgosan kirajzolédnak az 01j geometriai felfogdsmod konturjai.
Mindenekeldtt arra mutat rd, hogy a geometriat a metrikus sajatossagokra
kell alapozni, és megindokolja, miért célszerli két kozeli pont tavolsagat a
koordinatakiilonbségekbdl képzett pozitiv definit kvadratikus forma
négyzetgyokeként definidlni. Ennek a metrikus formanak a 1étezése teszi
lehetdvé, hogy belso kritérium alapjan allapithassuk meg, mikor ,,sik” (ez
Riemann kifejezése) egy n-dimenziods sokasag. (Akkor, ha a metrikus format
koordinatatranszformaciéval dx; +dx; +...dx. alakra lehet hozni.)

A sziikséges és elégséges feltétel megfogalmazasa érdekében vezette
be Riemann azt a specialis koordinatarendszert, amelyet ma Riemann-
koordinataknak neveziink.

Jeloljuk ki az origét és minden irdnyban inditsunk el beldle
»legrovidebb egyeneseket”. Minden ponthoz meghatdrozzuk a ponton
atmend egyenes mentén az origdtdl mért r tavolsagot és az egyenes
origbbeli irdnykoszinuszait, ¢és ezekbdl a mennyiségekbdl a pont
X, , X,,..., x, koordinatait ugyanolyan képletekkel szamitjuk ki, mint két és
harom dimenzidban a Descartes-koordinatakat (x,=r-c,, c, =cos$). A
konstrukciobol vilagos, hogy ha a sokasag gorbiiletlen, akkor Descartes-
koordinatarendszerre jutunk, amelyben a metrikus forma dx; +dx; +...dx. . A
gorbiiltség az ettdl valo eltéréssel jellemezhetd.

Riemann-koordinatakban az origdn atmend ,,legrovidebb egyenesek”
egyenlete x,=r-c,, és két olyan pontra, amelyek mindketten ugyanazon az

x,=r-c, egyenesen fekszenek az fvelem négyzete: dI’ = dr’ = dx; .



Riemann arra a kodvetkeztetésre jutott, hogy, hogy az origé kozelében - x, -

ben kvadratikus pontossaggal - az ivelemnégyzet altalanos alakja a
kovetkezo:

di’ =Y dx! + a,,xx, -dx,dx, .

Riemann belatta, hogy a sokasdg akkor és csakis akkor sik, ha
@, =0. Abban az idében nem Iétezett még a tenzor fogalma, a gorbiileti

tenzor mégis jogosan viseli Riemann nevét. Belathato ugyanis, hogy
1

Ay =5 Ry -

3
Mint latjuk, a Riemann-koordinatak jelent6sége messze tulmutat
azon, hogy az origoban g,=6, ¢és [’ jk=0. Ilyen tulajdonsagu
koordinatarendszer sok van. A Riemann-koordinatak kiilonlegességét a
dl’ ~ (3, -4 Ry x'x" ) dix' dx*
képlet fejezi ki. Az a,, mennyiségeket Riemann - mai szOhasznalattal -

szekciondlis gorbiiletként interpretalja.

A Finsler-téren 1ényegében minden pont érintéterében egy-egy
altalanositott normafiiggvény van megadva, amely nem sziikségképpen
szarmazik belsd szorzatbol. Meglepd mddon a Riemann-tér ilyenfajta
altalanositasa tobb mint hatvan évre feledésbe meriilt. Riemann maga,
bonyolultsagra hivatkozva vetette el az - ekkor még ,altalanositott
metrikdnak” nevezett - j lehetdséget.

Az elsO fontos eredmény ebben a témakorben Paul Finsler [F1]
1918-ban megjelent dolgozata. Finslert a tandra, Carathéodory 4ltal
bevezetett és a varidcidoszamitds paraméteres problémdinak megoldasara
alkalmazhaté 1) geometriai mddszerek ihlették, amelyek alapjaként az
indikatrix fogalma szolgalt. 1925-ben J. H. Taylor [T], J. L. Synge [Sy] és
L. Berwald [BI1], [B2] szinte egyidejlileg kezdte el az elméletnek a
tenzoranalizis eszkozeivel vald vizsgéalatat. Elsodleges céljuk a tér
geometrizalasa, azaz a metrikdval Osszhangban 1€vé parhuzamossag



fogalom, illetve derivalasi kalkulus kiépitése volt. A Finsler-tér elnevezést
1927-ben J. H. Taylor vezette be.
A vektorok parhuzamos eltolasandl a metrikussag kovetelményének a
kielégitése sziikségessé tette (teszi), hogy a Finsler teret a ponttérnél
bonyolultabb térnek, vonalelemtérnek tekintsiik. Ez a gondolat Cartantdl
[Ca] szarmazik 1934-bdl. A vonalelemtéren mar meg lehet adni olyan
konnexidparamétereket (és igy kovaridns derivalast is), amely hasonlit a
Riemann-terek elméletébdl ismertekhez. Szamos fizikai probléma vizsgélata
esetén azonban sokkal hasznosabb, ha mégis ponttérnek tekintjiikk a Finsler
teret, masrészt a Cartan-féle megkozelités jelentdsen csokkenti a Finsler-
elmélet és a variacidszamitas kapcsolatat.
A masodik vilaghdborut kovetden a Finsler-geometria egy uj fejezete
kezdddott, amikor H. Busemann [Bul] célul tiizte ki a ,,Finsler-geometria
erdejének megtisztogatasat a tenzorok dzsungelétdl”, tovabba hangstlyozta
a Minkowski-geometria tanulmanyozasat a Finsler-geometria minél
gyorsabb fejlddése érdekében [Bu2], [Bu3].
Miar a Finsler-geometria kiépitésekor is jol megfigyelheté a meglévd
geometridkban fennall Osszefiiggések vizsgilata, altalanositisa. Onként
kinalkozik az a gondolat, hogy akar a tér metrikus jellegét szem el6tt tartva,
akar arrél lemondva foglalkozzunk a geodetikusok illetve a palyak
elméletével. (E két, Riemann terek esetén szinonim fogalom altaldnosabb
terekben szétvalhat.) A geodetikusok €s a palyak illetve a geodetikus- €s a
palyatarto leképezések vizsgalata a Finsler-geometria barmely periodusdban
iddszerlinek bizonyult. Napjainkban (tobbek kozott) Makoto Matsumoto és
Bacsé Sandor publikacidi vilagitjdk meg ujabb oldalrdl ezen leképezések
tulajdonsagait.
Az utébbi évtizedekben a Finsler-geometridban szdmos figyelemre méltd
eredmény latott napvildgot, elétérbe keriilt a Finsler terek kutatasa. A
teljesség igénye nélkiil alljon itt az eziddtajt irddott, kivald Osszefoglald,
attekintd jellegli munkdk, monografidk szerzéinek névsora, akiknek nevéhez
egy-egy iskola mikodése is kapcsolodik: M. Matsumoto [M2], S. S. Chern,
D. Bao, Z. Shen [BCS], [She3]. A valos Finsler-metrikdkat vizsgald irasok
mellett megsziilettek a komplex Finsler-metrikdkkal foglalkoz6
tanulmanyok is.

A Finsler-geometria torténetét vizsgalva szembeo6tld, hogy mar a korai
eredmények alkalmazésai is milyen hasznosnak bizonyultak a fizikdban. Az



alkalmazésok kore az utobbi id6ben jelentdsen boviilt, a fizika, a bioldgia
mellé egyéb tudomanyteriiletek is felsorakoztak [AIM], [AM].

A szerzé eredményeit, melyek részben Bacsé Sandorral k6zos munka
termékei, a 4. ¢és 5. fejezet tartalmazza. Az 1-3. fejezet a 4. és 5. fejezetek
eredményeit el6készitd ismereteket foglalja 6ssze. Eredményeimet a [BP1],
[BP2], [BP3], [BGYPSZ] dolgozatokban jelentettem meg. A 4. fejezet 1. és
2. lemmadja és 1. tétele a szerzd sajat, illetve az 5. fejezet 1.-5. tételei
tarsszerzokkel k6zos eredménye.

Ezaton mondok koszonetet témavezetomnek, Dr. Bacs6 Sandornak, a
munkamban valo segitségéért €s hasznos tanacsaiért.

Haélaval tartozom a csalddomnak, akik végig tamogattak a
tanulmanyaimat , valamint a kollegdimnak, akik biztattak, példat mutattak
¢s figyelemmel kisérték a munkam.



1. Fejezet

Affinosszefiiggo- ¢és  Riemann  terek
geodetikus leképezései

Az affinodsszefiiggd terek az affin terek altaldnositasai, melyekben az
alapprobléma a vektorok parhuzamossaga ¢s parhuzamos eltoldsa. A
Riemann-terek az euklideszi terek altalanositdsai, ahol az alapkérdés az
ivhosszmérés. [RT]

Az affin ill. euklideszi terekben a legkényelmesebb az egyenesvonala
koordinatarendszer haszndlata. Ennek oka az, hogy a gorbevonalu
koordinatarendszerben a  vektorok  parhuzamossagat, illetve az
ivhosszmérést leirdé formuldk 4altaldban 1ényegesen bonyolultabbak,

fellépnek bizonyos alapvetd fontossaga /I~ jk ill. g, mennyiségek, melyeket
a gorbevonali koordinatarendszer, illetve az azt leird fliggvények
hataroznak meg. Az daltalanositas ugy torténik, hogy az 77, ¢és g,

mennyiségeket nem egy koordinatatranszformacidbdl (az egyenesvonalubol
a gorbevonaltra valo attérést leird transzformaciobol) vezetjiik le, hanem
bizonyos feltételek figyelembevételével mi adjuk meg azokat. A
parhuzamossagot €s az ivhosszat olyan formuldkkal definialjuk, melyeket a
gorbevonalu koordinatarendszerben kaptunk, ezzel az affindsszefiiggo, ill. a
Riemann-terekhez jutottunk.

Egy Riemann-tér két igen egyszerii €s természetes feltétel teljesiilése
utan mindig egyértelmiien meghataroz egy affin osszefiiggést. A Riemann-
tér ilyen értelemben mindig affindsszefiiggd tér is, ezért az affindsszefiiggd
terek legtobb tétele és Osszefliggése a Riemann-terekben is igaz. A
Riemann-tér gazdagabb, az affindsszefiiggd tér egyszerlibb struktaraju.

Meg kell jegyezni azonban, hogy a Riemann-terek vizsgalata mar egy fél
¢vszazada folyt, amikor a Riemann-terekben a vektorok parhuzamos
eltolasanak kérdését Levi-Civita 1912-ben megoldotta. A péarhuzamos



eltolasnak a Riemann-metrikatél valo elkiilonitése ¢és igy az
affinosszefiiggés 6nalld tanulmanyozéasa csak ekkor indult meg, bar ezutan
igen gyorsan haladt elore.

A Riemann terek apparatusat, a tenzoranalizist a XX. szézad elsd felében
T. Levi-Civita és G. Ricci olasz matematikusok fejlesztették ki. A Riemann
terek bdséges alkalmazasra taldltak a mindenekeldtt fizikai terek
elméletében és az Einstein-féle relativitas elméletben.

Affinosszefiigg6 terek

crer

példat.
Az euklideszi sik tetszdleges egyenesét a Descartes-féle koordinata-
rendszerben a ¢ paraméter linearis fliggvényeként irhatjuk fel: x=a-t+c és
y=b-t+d , ahol a, b, c, d valés konstansok, és az a és b egyszerre nem
tlinhetnek el. [Jeg] Ebbdl kovetkezik, hogy az eldbbi fiiggvények a

d’x _d ’y

a’ df’
masodrendlii kézonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldasai. Ez az
egyenletrendszer ugyanilyen alakii marad akkor is, ha az x és y
koordinatakra  nemelfajuldé  linearis  transzformaciét  alkalmazunk.
Altalanosabb alak(i koordinata-transzformacié esetén azonban a fenti
egyenletrendszer alakja megvaltozik. Gorbevonali koordinatarendszerben
az egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:

=0

d’x' d' Y dx' dx’ Y
dr’ =—F]11(x1,x2)(?] —ZFIIZ(xl,xZ)E?—lez(xl,xz)[?j >
d’x’ d' Y dx' dx’ Y
dr’ :—Ff,(xl,xz)(gj —ZFIZZ(XI,XZ)EE—rzzz(xl,xz)(gj .
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Az egyenletrendszer jobb oldaldn az elsé derivaltak homogén masodfoku
polinomjai allnak. Az egyenletrendszert 6 darab kétvaltozos 17, = I (i, ,

k=1, 2), a koordinatarendszertdl fiiggd, ismert fliggvény adja meg. Kénnyen
igazolhato, hogy az x’ = x/(x’,x’) lokélis koordinata-transzformécié soran
a I", fiiggvények a

o’x* ox* . L ox? ox* oxt
— L, (X)——
ox'ox’ ox” ox' ox’ ox*
szabaly szerint transzformalodnak. Két affin Osszefliggés izomorf, ha az
egyik a masikbol invertalhatd koordindta-transzformacidval szarmaztathato.
A kozonséges sik affin-Osszefliggése rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy alkalmas koordinatarendszerben minden komponens nulla. Az ilyet
affin koordinatarendszernek nevezziik.

A fenti példdban azt lattuk, hogy 6 (a dimenzidszdmmal kifejezve:
nz(n+l)/2) darab I~ jk fuggvényt kellett megadnunk, amelyek rendelkeztek

ri(x)=

a j, k indexekben szimmetria tulajdonsaggal. A bel6lik invertalhato
koordinata-transzformaciéval szarmaztathato wjabb /I~ ji.k fuggvények 1is
szimmetrikusak lesznek az als6 indexekben. Az altalanositas felé¢ haladva a
térben a transzformacids szabalynak eleget tevd, n’ darab I j.k fiiggvényt

adunk meg, és nem varjuk el az el6bb emlitett szimmetriat.

Definici6:[RT] Az X" n-dimenzids differencidlhatdé  sokasagot
affindsszefiiggé térnek nevezzilk és a tovabbiakbak A" -nel jeloljiik, ha
minden koordinatarendszerben van n’ szamt I ;k fuggvény ugy, hogy az
(x) koordinatarendszerrdl az (x) koordinatarendszerre vald attérés esetén a
Iy, és I, Osszefiiggési koefficiensek kozotti kapesolat a
ot = o*x" X ox? ox*
s = ——+ [ (x)— -
6)?& U( ) a?la)?j ﬁl( )afz 6)?1

alakban adhaté meg.

(1.1)
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Definicio: [RT] Legyen 4" egy affindsszefiiggd tér. A I~ ;k Osszefliggési
koefficiensek felhasznalasaval gorbiileti tenzort (Riemann tenzor)
definialhatunk a kovetkez6 képpen

R =0, (x)+ (), (x)=0, L (x)— (), (x). (1.2)
Definici6: [RT] Az x(r) gorbe mentén vett &'(7) vektormezdt akkor
nevezzilk parhuzamosnak, ha

dé' - N

——+ 71" (x())& (1) —=0. 1.3
" ,k(())f()dt (1.3)
Definicié: [RT] Egy &'(x) vektormezdt abszolit parhuzamosnak nevezziik,

ha barmely gérbe mentén parhuzamos vektormezdt hatdroz meg.

Tétel: Az abszolit parhuzamos vektormezok korldtlan Iétezésének
sziikséges ¢s elegendo feltétele a gorbiileti tenzor eltlinése.

Definicio: [RT] Legyen A" egy affinosszefiiggo tér. Az
Syi=l =Ty

tenzort az A" torzio tenzorénak nevezziik.

Az affindsszefliggd tér az affin tér altalanositdsa. Az affin terekben az
Osszefiiggési koefficiensek a j, &k indexekben szimmetrikusak (azaz

I", = I'}), valamint létezik olyan koordinatarendszer, melyben /7, =0. Az

affin tereket a gorbiileti tenzor és a torzid tenzor eltlinése jellemzi.

Definicio: Legyen A" egy affindsszefliggd tér. Az x(¢) gorbét pdlyanak
nevezziik, ha kanonikus paraméterben (vagy kitiintetett paraméter esetén) az
egyenlete
d’x’ ., dx! dx*
— L —— =0
dt dt dt
alaku, ahol a /7, a tér dsszefiiggési koefficiensei.

(1.4)
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Riemann terek

Definicio: Az X" n-dimenzids differencialhatd sokasagot Riemann térnek
nevezziik és a tovabbiakban V" -nel jel6ljiik, ha megadunk rajta egy kétszer
kovarians, szimmetrikus g, tenzormezdt, ahol a g, (x) tenzor egy pozitiv

definit kvadratikus forma egyiitthat6 rendszere, azaz

ds’=g,,(x)dx"dx” >0 Vdx' #0 esetén.
Ezt a kvadratikus format a Riemann tér metrikus alapformdjanak nevezziik.
A g;(x) a Riemann tér metrikus tenzora, amely meghatarozza a mérés

alapformulait.

Legyen x'(f) (t,<t<t,) egy gorbe V"-ben. A gorbe ¢, és ¢,
paramétert pontjai kozotti ivének ivhossza

5= [\ (O (05 (.

A g, (x) felhasznalasaval a V" érintSterében belsdszorzatot definidlunk

(&) =g,y ()EN”,

ahol & és 71 az x pontbdl induld tetszéleges vektorok. A belsOszorzatbol
meghatarozhaté a & hossza:

lel=le.¢) =g eee”

Az x pontbol induld &¢és n vektorok dltal bezart sz6g cosinusat a
(&.m) _ 8o (NN’

I N

cos @ =

képlet adja meg.
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Legyen B(x) a V" egy korlatos, zart, mérhetd tartomanya. A B(x) mértéke
A= J-J- I,/det(g)dxldxz...dx".
B(x)
A fenti integral n=2 esetben a feliiletet, n=3 esetben a térfogatot adja.

Tehat az X" sokasagon ugy adunk meg egy Riemann-metrikat, hogy az
X" sokasag érintdnyalabjan megadunk egy euklideszi, vagy
pszeudoeuklideszi strukturat, mely differencidlhaté modon fiigg az x € X"

ponttol.
A legegyszeriibb példa a Riemann-térre az n-dimenzids euklideszi-tér.
Ebben az esetben tetszdleges e. bazist valaszthatunk az affin

koordinatarendszer megszerkesztéséhez. Az affin koordinatatér pontjaiban a
g; metrikus tenzor komponensei allandok: g, :<ei,e j> , a bazisvektorok

paronként vett belsdszorzatai adjak, ahol det(glj);to, (ij=1,..,n). A

Riemann tér az euklideszi tér altalanositdsa. Az Euklideszi teret jellemzi
olyan koordinatarendszer Iétezése, ahol g, =6, . (A 6, a Cronecker-féle

szimbolum.)
Egy masik példa az n-dimenzids euklideszi térre az (n+/7)-dimenziods
euklideszi tér egy hiperfeliiletének belsé geometriaja.

Definicié: [RT] Legyen V" egy Riemann tér. A g, metrikus tenzor
felhasznalasaval

th/ :%(ajgih +aigjh +ahg;'/) ) (1.5)

melyeket a V" elséfaju Christoffel-féle szimbolumainak neveziink, és masik
n’ szamu skalar szarmaztathato a kovetkez6képpen:

Iy =1g"(0,8,+0.8,+0.8;): (1.6)

melyeket a V" madsodfaju Christoffel-féle szimbolumainak neveziink.
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A 7" Riemann tér méasodfaji Christoffel-féle szimbolumai kielégitik az
Osszefliggési koefficiensek (1.1) transzformaciés formuldit, ezért minden
Riemann tér egyben affindsszefiiggd tér is.

Definici6: Adjunk meg a V" Riemann-térben egy gorbét az x=x(¢)
egyenlettel és a gorbe mentén egy v=v(¢) vektormezdt. Egy vektormezot az

adott gorbe mentén pdrhuzamosnak (parhuzamosan eltolhatonak) neveziink,
ha a gorbe mentén vett kovarians differencialja eltiinik, azaz

SV =dv'+I v dx" =0.

Ellendrizhetd, hogy a gorbe menti parhuzamos eltoldsndl nem valtozik a
vektorok hossza és a vektorok altal bezart szog sem, illetve ezekbdl
kovetkezden a belsdszorzat értéke sem.

Definicié: Legyen T egy (7,s) tipusu tenzora a V" Riemann térnek. A T x*
szerinti kovaridns derivaltja a
Tilmirjln.jx,k — akTilujrjlmj.v _{_1—*1'1ka,]'vaz“.irjlmfv 4o+ FirkaTilmajl...jx
—TP4T"" g gy == TPy T g
Osszefiiggéssel értelmezett (7,s+1) tipust tenzor.
Definicio: Legyen V" egy Riemann tér. Az
h __ h a h h a h
Rl =0, I i)+ TE () () =0, ()~ T, (1.7)

(1,3) tipust tenzort a V" Riemann tér gorbiileti tenzoranak nevezzik.

Egy tetszbleges V" Riemann tér Rhijk gorbiileti tenzora az utolso két

kovarians indexében antiszimmetrikus, azaz:
R! +R! =0

ik =~ ik T
A gorbiileti tenzor komponensei kielégitik a Ricci-azonossagot:
h h h
Ry + R, +R,; =0.
A gorbiileti tenzor komponenseinek kovaridns derivaltjai kielégitik a
Bianchi-azonosséagot:

R +R" +R' =

ijk;1 ikl;j iljk 0 H
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2

ahol a ,,;” szimbdlum a Levi-Civita konnexidéra vonatkozd kovarians
derivalast jeloli.

Fontosak lehetnek azok a Riemann-terek, melyekben az R;.’k gorbiileti
tenzor csak egy K konstans szorzoban térel a o Jh g, — O, g, tenzortol.

Definicio: [Szin]Azokat a Riemann-tereket, melyek Rl.j.’k gorbiileti tenzora a
metrikus tenzor segitségével az
h _ h h
R;’jk _K(Sjgik - Skgy)
képlet szerint fejezhetd ki, ahol K egy konstans érték, konstans gorbiiletii
tereknek nevezziik. A K értéket a tér gorbiiletének nevezziik.

Példaul az (n+I)-dimenziés euklideszi térben az (x')’+.+(x""")’ =R’
egyenletii gombfeliileten egy konstans pozitiv gorbiiletii tér indukalodik,
ahol a gorbiilet: K=1/R’ .

Definicié: Legyen R;k a V" Riemann tér gorbiileti tenzora. Ekkor az

R,=R;, Osszefiggéssel értelmezett (0,2) tipusa szimmetrikus tenzor a

ap

Riemann tér Ricci-tenzora, és az R=R_,g* skalarmezé a tér skaldr

gorbiilete, ahol az a indexekre 0sszegzes torténik.

Az altalanos relativitaselmélet alapfeladata , hogy megadja a gravitdcios
mezOnek az anyag eloszlasatol ¢€s mozgasatol valo fiiggését. Hosszas
kutatdsok utan a gravitacios mezd egyenletét Einstein 1915-ben az alabbi
alakban irta fel: [Hra]

R,-5Rg,=-AT,

i”2 ij?
ahol 7, jeloli az energia-impulzus tenzort, 4 egy allandd, R, a Ricci-tenzor,

R a tér skalargorbiilete. Az egyenlet érdekessége, hogy az egyenlet bal
oldalat a térid6 geometridja hatarozza meg, mig a jobb oldal a A allando
mellett a fizikai meggondolasokkal definialt 7, tenzort tartalmazza.

16



Ha az energia-impulzus tenzor zérus, akkor a mezdegyenlet a kovetkezd

alaku: R;-4Rg;=0.
Ennek a mezdegyenletnek az altalanositasa az
R;=pg;

alaku egyenlet, ahol p egy alland6 mennyiség. Ekkor a Ricci-tenzor csak
egy aranyossagban tér el a metrikus tenzortél. Ilyen mezomodell lehet egy
olyan tér, amely mindeniitt homogén, az anyagsiiriség az egész térben
allandé. [Hra]

Definicio: [Be] Egy Riemann teret Einstein térnek neveziink, ha van olyan
p skaldrmezd, hogy

R; =pg;. (1.8)
Definicié: Egy Riemann tér ekvidisztansnak neveziink, ha van olyan ¢, #0
kovarians vektormez6 ¢, #0 és p skalarmezd, hogy

;= PE;- (1.9)
fgy a @, sziikségképpen gradiens, meghatdroz a V" térben egy normal
kongruenciat, amit ekvidisztansnak nevezink. A tér p#0 esetén
alaptipusu, p =0 esetén szingularis.
Definicié: Legyen V" egy Riemann tér. Az x(z) gorbét geodetikus

vonalnak nevezziik, ha kanonikus paraméterben (vagy kitlintetett paraméter
esetén) az egyenlete

x| o d
da’ " dr dt
alaku, ahol a 77, a tér masodfaju Christoffel-féle szimbolumai.

0 (1.10)

Specialis Riemann terekkel, illetve azok geodetikus leképezésével a 4.
fejezetben foglalkozunk.
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Geodetikus leképezés

Affin dsszefiiggo terek geodetikus leképezése

Legyenek A" és A" affinosszefiiggd terek.
Definicié: [Szin] Az A" térek az A" térre torténd geodetikus leképezésén
értjiilk azt a kolcsonosen egyértelmli megfeleltetést a pontjaik kozott,

amelynél az A" tér minden geodetikus vonala az A" tér geodetikus
vonalaiba megy at.

Vonatkoztassuk az A" teret az x',x”,...x" koordinatarendszerre, A"
teret az x',Xx°,...,x" koordinatarendszerre. Legyen x' = x'(X) k&lcsonosen

egyértelmii megfeleltetés a két tér kozott. Ezzel A"-ben olyan
koordinatatranszformaciét hajtunk végre, amely sordn a két tér egymasnak
megfeleld pontjai azonos koordinatakkal rendelkeznek. A tovabbiakban ezt
a kozos koordinatarendszert fogjuk hasznalni.

Definicio: Tekintsiik a két tér I~ : és I ; Osszefiiggési koefficienseit.

crer

—h h h CRE
Iy =I+FB (hij=1,...,n) (1.10)
alakban adhatjuk meg, ahol P;’ (x) szintén szimmetrikus, (1,2) tipusu

tenzor, amelyet deformdcios tenzornak neveziink. [Szin]

Legyen L az A" térben egy gorbe, amely paraméteres formaban
x" =x"(1) (1.11)
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alaku. Mint ahogy azt kordbban definialtuk, az L gorbe akkor és csak akkor
h

geodetikus, ha A" = % kielégiti a kovetkezd egyenletet:

dA" (1)
dt
ahol p(¢) egy skalarfiiggvény.

+ 1, ()A%(DA" (1) = p(H)A" (1) (1.12)

Ha az L gorbének az A" térben az L gorbe felel meg, s mivel a két teret
ugyanarra a koordinatarendszerre vonatkoztattuk, igy az L paraméteres
alakja is (1.11) alaku.

Ha f geodetikus leképezés, és L A"-ben geodetikus, akkor L A”-ben
geodetikus lesz, azaz A" kielégiti

dA" (1)

+ Tl ()"0 () = B2 (1) (1.13)

egyenletet. [Szin]
Az (1.13) és (1.12) kiilonbségét véve, majd az (1.10)-et felhasznalva és a
2u(t) = p(t)— p(t) jelolést bevezetve

Py (0)A“ (A (1) =2p ()2 (1). (1.14)
Az A" tér minden geodetikus vonalanak ki kell elégitenie ezeket a

feltételeket. Az (1.14) azonossag x'-ben és A'-ben, mivel az A" térben
minden pontbdl minden irdnyban pontosan egy geodetikus vonal indul ki, az

(1.14) feltételnek minden x',x7,...,x" és A', A*,..., A" -re fenn kell llnia.
Az (1.14)-ben az egyenldség csak akkor allhat fenn, ha y(¢) homogén
linedris A" -ban, azaz ha w(¢) =y, (1)A” () alaku. Ezt felhasznélva

B =y, (08 +y,(2)8 (1.15)
ahol y, kovarians vektor. [Szin]

Ez a feltétel sziikséges és elegendd ahhoz, hogy f geodetikus leképezés
legyen. Valdban, ha az (1.15) teljesiil, akkor (1.14) azonossag x',x7,...,x"

és A, A°,.,0-ben. Ezért az (1.12)-es egyenlet minden megoldasa

megoldasa lesz (1.13)-nak is. Kovetkezésképpen az A" tér minden
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geodetikus vonala geodetikus lesz az A” térben is, mert a megfelelé pontok
azonos koordinatakkal rendelkeznek
Ez alapjan érvényes a kovetkezo tétel:

Tétel:[Szin] Ahhoz, hogy az f:4" — A" leképezés geodetikus legyen
sziikséges és elegendd, hogy az Osszefiiggés P; (x) deformacios tenzora

(1.15) alaku legyen.

A deformécios tenzort egy w, kovaridns vektor hatdrozza meg, ezért az
(1.15) figyelembevételével az (1.10) a kovetkezd alakba irhato at:

Lh(x)= (x)+y,(x)8) +y ,(x)5] (1.16)
Ez alapjén lathatjuk, hogy minden f geodetikus leképezéshez tartozik egy
w. vektor. Az ' : A" — A" inverz leképezéshez a —y, vektor tartozik.
Ha A" affindsszefiiggd tér és f: A" — A" geodetikus leképezés, akkor
ehhez tartozik egy v, vektor és teljesiil:

)= )+, (x)0!+i7,(x)3)
(1.16) felhasznalasaval

L ()= (o), (0)+7,(0)0] +Hy; (2)+7,(x))3]

azaz f A" > A" leképezés is geodetikus, és a hozza tartozé vektor
v, =y, +y,.

Ezzel az adott tér Osszes geodetikus leképezéseinek halmaza csoportot
alkot. Az affindsszefliggd terek halmazdban a geodetikus leképezések egy
osztalyozast indukdlnak, egy osztdlyban azok a terek vannak, amelyeknek

van ugyanarra az A" affingsszefiiggd térre geodetikus leképezésiik.
Ezt az osztalyt az A" tér geodetikus osztdalydanak nevezzik [Szin] .

Definicio: Azokat az A" affinosszefiiggd tereket, amelyek egy affin térre
geodetikusan leképezhetdk sikprojektiv tereknek nevezziik. [Szin]
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Mivel az affin terek esetén létezik olyan koordinatarendszer, amelyben az
Osszefiiggési koefficiensek eltlinnek, ezért az (1.16) a kovetkezd alakban
adhat6 meg:

I =y, ()3} +y;(x)5] . (1.16°)
Ezért a sikprojektiv tereket jellemezi egy olyan specialis koordinatarendszer
1étezése, ahol az 6sszefliggési koefficiensek az (1.16”) alakban adhatok meg,
ahol a w.(x) egy kontravarians vektor. Az ilyen specidlis

koordinatarendszer 1étezése sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy az
adott tér sikprojektiv legyen, de meg kell jegyezni, hogy az (1.16)
koordinata-transzformacidra nézve nem invarians.

Riemann terek geodetikus leképezése

Tekintsiink két Riemann teret, melyeket V" és V" jeloli. A Riemann
tereket a g, (x) ¢és a g,(x) metrikus tenzorokkal adjuk meg. Mivel a

Riemann terek egyben affindsszefiiggd terek is, érvényesek az eldbbi
fejezetben mondottak. A 77 és a I Osszefiiggési koefficiensek most a

masodfaju Christoffel-féle szimbolumok, amelyek a metrikus tenzor
segitségével vannak meghatarozva az (1.6) éltal.[Szin]

Minden Riemann tér metrikus tenzora abszolut parhuzamos, ezért V" -
bena g, (x)-re teljesiil
2,,(0)=0,8,(0) - 2 (0Z,, () + 5 (g, (x) =0,

ahol a ";" V"-beli kovarians derivaltat jelsli. Ekkor a (1.16)
felhasznalasaval:

8 (¥) = 2w, (X)g; v, (X)g; +V,(X)g,; - (1.17)
Kénnyen belathato, hogy szimmetrikus regularis g,(x) tenzor esetén a
(1.17)-bél koévetkezik (1.16), amelyben a I~ Uh masodfaji Christoffel-féle

szimbdlum. Ezért kimondhatjuk a kovetkezo tételt:
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Tétel: [Szin] A V" — V" leképezés akkor és csak akkor geodetikus, ha a
masodfaju Christoffel-féle szimbolumaik kozott az (1.16) fennall, €s ami
ezzel ekvivalens, ha a V" tér g, (x) metrikus tenzora V" -ben kielégiti az

(1.17)-t.

Definicio: Az (1.16) és (1.17) a Riemann terek geodetikus leképezéseinek
alapegyenletei és ezeket Levi-Civita féle egyenleteknek nevezzik.[Szin]

Az (1.16)-ban végezziink kontrakcidt a 4, j indexekre
o (x) =T (x)+(n+Dy,(x) (1.18)

Minden Riemann térben
I (x)=50, ln|g|
ahol g=det(g;) . Ezeket felhasznalva

2(n+1)y,(x)=6,In|g/g| (1.19)
a g/g invarians és ebbdl kovetkezik, hogy a y; gradiens vektor. [Szin]

A Riemann terek esetén az affinosszefiiggd terekhez hasonlé mddon
értelmezhetjiik a geodetikus osztaly fogalmat.

A Riemann terek geodetikus leképezéseinek vizsgalata soran két
problémakorrel talalkozhatunk:

1. Adott két Riemann tér, és azt kell eldonteniink, hogy ugyanabba a
geodetikus osztalyba tartoznak, azaz, hogy Iétezhet-e kozottik
geodetikus leképezés.

2. Egy adott Riemann-térrél el kell donteniink, hogy Iétezik-e nem
trividlis geodetikus leképezése valamilyen masik Riemann térre, ¢s
ha igen, akkor meghatirozni az Osszes olyan teret, amelyre
leképezhetd geodetikusan.

Keressiink invaridns mennyiségeket a geodetikus leképezések esetén! A

kovetkez6 meggondolasokat affinosszefiiggd terekben tessziik, de
természetesen ezek érvényesek a Riemann terekben is.
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Az (1.16) felhasznalasaval az f: A" — A" geodetikus leképezésnél a
Riemann tenzorokra a kovetkezd egyenlet teljesiil:

E:k :Rij',k +5ih(lr//kj _'//‘/k)"'é‘/f"ﬂg _5_,}'[‘//1'/(’ (1.20)
ahol
V=V, V¥,
Az (1.20)-ban kontrakciot végrehajtva a A, k indexekre kapjuk, hogy
R, =R, +y1+(n-Dy,. (1.21)

ahol yyy =y, —y;.

A Riemann terek geodetikus leképezései esetén (1.19), és (1.20)

felhasznalasaval igaz a kovetkezd egyenldség:

Ry =R +6v,—S\v,. (1.22)
A h, k indexekre kontrakciot végrehajtva a Ricci-tenzorokra kapjuk [Szin]:
R, =R, +(n-ly,. (1.23)

Az Osszefliggési koefficiensek kozott fenndll (1.16) és ennek
kovetkezménye (1.18). (Mindez a leképezés altal meghatdrozott kozos
koordinatarendszerben érvényes.)

Az (1.18) atrendezésével

v, () =T -17,).
Ezt behelyettesitve az (1.16)-ba

L) =T +55(Te-T2)o +55(T -0 (1.24)
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:
T =Ty =58/ re+8'Ty). (1.25)
Az (1.24)- t atrendezve, majd a fenti jelolést alkalmazva adodik, hogy
T'(x)=T(x), (1.26)

ahol a ]_;jh(x) az (1.25)-nek megfeleld, csak az A" tér Osszefliggési

koefficienseit felhasznéld osszefiiggés.
Belathato, haaz f: A" — A" esetén az (1.26) teljesiil, akkor f geodetikus
leképezés.
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Definicio: A 7;].}' (x) mennyiséget Thomas-féle projektiv paraméternek

nevezziik. [Szin]

Tétel: [Szin] Az f:A4" — A" leképezésnél, ahol a tereket ugyanarra a
koordinatarenszerre vonatkoztattuk, a Thomas-féle projektiv paraméter
invariancidja sziikséges és elegendd ahhoz, hogy az f geodetikus leképezés
legyen.

A Thomas-féle projektiv paramétert minden koordinatarendszerben az affin
Osszefliggés hatdrozza meg, igy ha koordinata-transzformaciot hajtunk
végre, akkor a projektiv paraméterek is transzformalodnak. Tekintsiik az

1 n n

x', ..., x" koordinatarendszerben a 77, és az x',..,X" koordinata-

rendszerben a I~ : koefficienseket. A koefficiensek kozotti kapesolatot az

(1.1) irja le. Ennek a felhaszndldsdval a Thomas-féle paraméterek
transzformacidja

T ox” _h ox® ox’ N 1 (olnA ox" N olnA ox" N o’x"
Toxt  Pox ox! et o' & o) &) oxox!
szabaly alapjan torténik, ahol A = det(ox’ / ox’).

A (1.21) egyenlOséget az i, j indexekre alterndlva kapjuk, hogy
Az (1.21)-t (ntl)-gyel szorozva és atrendezve, majd az (1.27)-t
behelyettesitve adodik a kovetkezd egyenldség:

(n+1)(n —1)1//!7 = (nﬁij + Eﬁ) —(nRij + Rﬁ) )
Ebbdl y, -t kifejezziik és az (1.20)-ba behelyettesitjiik. Vezessiik be a

1 i
W) =R, o 5 Ry - p— [ (nR,+R,)S) —(nR,+R,)S! | (1.28)

jelolést. Ekkor
Wi (x) = W (x) (1.29)
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teljesiil, ahol a I/I_/y.}}((x) az (1.28)-nek megfeleld, de az A" tér megfeleld
mennyiségeit felhaszndlo 6sszefiigges.

Definicio: A W;,’( (x) (1,3) tipusu tenzor, melyet az A" tér Weyl-tenzoranak

vagy projektiv gorbiileti tenzoranak neveziink. [Szin]

Tétel: [Szin] A Weyl-tenzor invarians az affindsszefiiggd terek geodetikus
képezéseire nézve.

Riemann terek esetén a Weyl-tenzor a kovetkezd alaka:
Wu];c - R;k _ﬁ(Rifé‘/:l _Rika.?) (1.30)
Definicié: [Szin] Egy A" teret sikprojektivnek nevezziik, ha Ilétezik
geodetikus leképezése az A" affin térre.
Az affin terek esetén a Riemann tenzor azonosan nulla, ezért W,,};c (x)=0 ¢és
az (1.29)-bol a
Wh

ik

(x)=0 (1.31)
feltételt kapjuk.

Tétel: [Szin] Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy az A" (n>2)

affindsszefiiggd tér sikprojektiv legyen az, hogy az (1.31)-as feltétel
teljestiljon.

A tételt Riemann terekre is kimondhatjuk.

Tétel: [Szin] A V" (n>2) Riemann térnek akkor és csak akkor létezik

geodetikus leképezése egy euklideszi térre, ha az (1.31)-as feltétel teljesiil.

Az (1.30)-ban az (1.31) felhaszndldsa utdn a /4 indexet lehozzuk ¢&s
atrendezziik:

Ry :ﬁ(Rg;‘ghk _Rikghj)' (1.32)
Kontrahéaljuk g”-vel

Ry =% 8w (1.33)
azaz V" -nek konstans gorbiiletlinek kell lennie.
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A konstans gorbiiletd Riemann terek és csak azok a sikprojektiv terek.

Beltrami tétele: [Szin] Ha létezik f:V" —>V" (n>2) geodetikus
leképezés, ahol V" konstans gorbiiletii, akkor 7" is konstans gorbiileti.
Barmely konstans gorbiiletii V" (n>2) térnek létezik barmely konstans

gorbiileti 77" térre geodetikus leképezése.

Bizonyitas: Az f:V" — V" leképezést vizsgaljuk. Mivel V" konstans
gorbiilett teljestil, hogy

Rihkl :R(giké‘lh _§i15:)9 (1.34)
valamint a leképezés geodetikus volta miatt az (1.22) 1s. A (1.22) és (1.34)
Osszevetésébdl kapjuk, hogy

E(gik _V/ik)élh_ﬁ(gil_wi/)é‘: =Ry (1.35)
Az (1.35)-t g, -vel kontrahalva adodik, hogy
Rg‘jkl = EAikg_lj - EA”gk/. > (1.36)
ahol 4, =g, —v, , tovabba felhasznaljuk, hogy
Ry + R, =0 (1.37)
Az (1.37)-be a (1.36)-t behelyettesitve a kovetkezd adddik:
R(Aikglj_Ailgkj+Ajkgli_Aj[gki):0' (1.38)

Mivel R #0, csak a zarédjelben levé kifejezés lehet zérus. A zardjelben levé
kifejezést g’ -lel kontrahaljuk.
nA, —Aj,gﬂgki =0. (1.39)
Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
px)=4,g".
Ekkor
@=§&. (1.40)

A (1.40)-t helyettesitsiik vissza a (1.36)-ba
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Ru
Ry =7(g,»kg1j —gﬂgkj)~ (L.41)

Felhasznaljuk a kovetkezd tételt:
Schur tétele: Ha /" Riemann tenzora elallithato

Rijkl = K(x)(gikg[/ - gilgkj)
alakban, ahol K(x) x-t6l fiigg és g, a V" metrikus tenzora, akkor a K(x)

fuggvény konstans, azaz V" konstans gorbiiletd.

Ekkor a Schur tétel alapjan a K(x) _Ru fuggvény konstans, azaz p(x)
n

figgvény konstans. Ekkor V" konstans gorbiiletii. Ezzel a tétel allitasat
belattuk.
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2. Fejezet
Finsler terek

Az éltalanositott palyatér egy olyan differencidlhat6 sokasag, melynek a
,pontjai” vonalelemek. Vonalelemnek neveziink egy x pontbdl és egy beldle

kiindulé y iranybdl all6 elempart. Az x' lokalis pontkoordinatdk és az y'
irAnykoordinatak egyiittese alkotja a vonalelem lokalis koordinatiit. Az y'
koordinatdk csak egy nem nulla szorzotényezd erejéig vannak
meghatarozva. A vonalelem-terek elméletében a vizsgalatok targyat a
vonalelemek és mas objektumok olyan tulajdonsagai képezik, melyek
invariansak azon differencidlhaté transzformacidkkal szemben, melyeket az
iranyokra is kiterjesztiink.

Az dltalanositott palyatér definicio szerint egy olyan vonalelem-tér (azaz
(x,X) parok osszessége, ahol x(x') az X" tér pontja, az x(x') az x pontbeli
érint6tér egy vektora), amelyben invaridns médon meg vannak adva a

LA (x,@j =0

ds’ ds
kozonséges differencidlegyenlet-rendszer integralgorbéi, az Gn. palyak. A
H'(x,x) fiiggvények 2n fiiggetlen véltozosak, és x valtozora nézve

masodrendben homogének. Tehat az altalanositott palyatereket » darab
H'(x,x) fiiggvény jellemzi. A pélyatér affindsszefiiggésének I : (x,x)
komponenseit a
2rrh
=120
2 ox'ox’
képletek definialjak. Lathatd, hogy a I~ : (x,x) komponenesek az x-ban

nulladrendben homogén fiiggvények. Ezekkel a palydk egyenletei a
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d’x' . odx® dx”
>ty - =0
ds ds ds
alakba irhatok. Ha az 4altalanositott palyatér H'(x,x) fiiggvényei a
differencidlok masodfokt polinomjai lesznek, akkor a pélyatér nem mas,
mint egy kozonséges affinosszefiiggd tér.

Homogén fiiggvények

Legyen U az R” egy nyilt tartomanya és legyen
fx X"y, Ly (xy):Ux R" >R
C” -osztalyu leképezés. Legyen tovabba c:[a,b] > U egy
x'=x'(t), a<t<bh
alakban megadott gorbe U-ban, amely C’ -osztalyd [a,b]-n.
Tekintsiik most az ilyen gorbék esetén a

J(O)=[f (x@) ()t k=dx/d 2.1

integralt és a varidciészamitasi probléma paraméteres alakjat. Kozismert,
hogy ekkor a J(c) minimumat adé ¢ gorbe tetszéleges C' -osztalyt darabja
sziikségképpen kielégiti az
Ei(c) = m_a_f_zo (22)
dt ox'

Euler-egyenletet. Természetes kovetelmény, hogy a gorbék irdnyitottak
legyenek novekvo ¢ paraméter szerint, és a J(c) integral fiiggetlen legyen a

paraméter megvalasztasatol.
Igy tekintsiink egy olyan t=¢(7), 7 €[c,d]< R paramétertranszformaciot,

melyre do/dt>0 és feltételezziik, hogy
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bj £ (x,dx/df)dt = dj £ (x.dx/dr)dr 2.3)

ahol a=¢(c) és b=¢(d). Ha ezt 1 szerint differencidljuk és tekintetbe

vessziik, hogy az x(b) végpont tetszdleges, akkor a kovetkezdt kapjuk:
f(x,dx/dt)(dx/dr)= f(x,dx/d7).

Specialisan vehetjiik a r=pr paramétertranszformacidét, ahol p>0 egy

rogzitett valds szam. Ekkor

f(xdx/dt) p= f (x,(dx/dT) p) (2.4)

Definicié:[AIM], [M4] Egy g(u)=g(u’, ..., u") n valtozds fiiggvényt u-ban
r-edfoku pozitiv homogénnek nevezziik (rdviden (r),-homogénnek) u-ban,
ha

g(pu)y=p' g(u)
teljesiil tetszdleges pozitiv p-re.

fgy (2.4) azt mutatja, hogy f(x,y) sziikségképpen elséfoku homogén y-ban.
Megforditva, nyilvanvald, hogy (2.4)-bél kovetkezik (2.3). Igy a
Carathe¢odory-tételhez jutunk:

Tétel:[AIM], [M4] A J(c) integral pontosan akkor fliggetlen a c irdnyitott
gorbe paraméterének megvalasztasatol, ha az f(xy) figgvény (1),-

homogén y-ban.

Megjegyzés: Nyilvanvald, hogy az f(x,y) fiiggvény x' szerinti parcidlis
derivaltjai szintén (1),-homogének.
Tekintsiik a g(u) n valtozos, u-ban r-edfoku pozitiv homogén fiiggvényt. A

definicioban szerepld egyenldséget p szerint derivalva és p=l-et
helyettesitve a kovetkez6d egyenldség adodik:

(Og/ou’yu'=rg(u) (2.5)

Megforditva, (2.5)-bol az
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rg(pu)=(dg/ou")|,, pu'=(0g(pu)/d p)p
egyenldséget kapjuk.

Most g(pu)-t egy p-t6l fuggd h(p) figgvénynek tekintve a fentiekbdl
dth(p)/ p" )/dp =0 kovetkezik, vagyis h(p)=p"h(1). Ez pedig éppen a fenti
definicioban szerepld egyenldség. Ilymodon Eulernek a homogén
fuggvényekrol sz616 tételéhez jutunk:

Tétel:[AIM], [M4] Egy C'-osztalya g(u) fiiggvény pontosan akkor (r),-
homogén, ha eleget tesz a (2.5) feltételnek.

A (2.5) egyenléséget u’ szerint differencialva:
(8(8g/@ui)jui L 08 _ 0g

ou’ ou’ ou’’

ebbol

0@g/ou)) i, 1) 08
ou’ ou’

Igy igaz a kovetkez6
Megjegyzés: Ha egy C’-osztdlyt g(u) fiiggvény (r) ,-homogén u-ban,
akkor dg/ou’ (r-1),-homogén u-ban.
A definicidbeli egyenldségbdl belathatdé még, hogy ha egy wu-ban r-
edfoku pozitiv homogén g(u) fiiggvény folytonos #=0-ban, akkor
r>0 esetén: g(0)=0,
r=0 esetén: g(0)=konstans.
Allitas:[AIM], [M4] Ha g: R" >R mindeniitt C’-osztalya és M, -

homogén, akkor az lineéris fiiggvény.
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Regularitas

Az  Euler-egyenlet vizsgalatanal kikotottik, hogy f C’-osztalyl, és
(1),-homogén legyen y-ban. Alkalmazva az f;:=0of Joy' és f,:=0f, /oy’

jeloléseket, és az (irodalomban szokésos) Einstein-konvencidt, a kovetkezd
alakot nyerjiik:
dy’ o, ; of
E.(o)=f.| — |+| == |y/-=Z=0. 2.6
'()f”LdtJ (8}0’))} ox 2)
Mivel f; nulladfoku pozitiv homogén y-ban, f; y'=0.Igy az ( f;) matrix

rangja n-nél kisebb, és az E (c)=0 masodrendii differencidlegyenletet nem

adhaté meg Un. normal alakban. Tovabba, mivel i Y 28—f. miatt
Ox’ ox’
E.(c)y'=0, ez az n darab egyenlet nem fiiggetlen egymastol.
[rjuk at (2.2)-t az
2
Feoy)=(fxp) /2 2.7)

y-ban mésodfoku pozitiv homogén fiiggvény segitségével a kovetkezd
alakban:

E(c)

b

_d(F/f), @F/a)_,
dt
ahol F,=0F /oy’

A ¢ gorbének a
o=/ (x(0).2(0)dr

Osszefiiggéssel megadott 7 ivhosszparaméterét véve vilagos, hogy
dr/dt=f(x,x), a homogenitasbol pedig azt kapjuk, hogy

f(xx)dr/dt=f(x,dx/dr)=1.1gy
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E(c)=dF,/dt-0F|ox'=0, y=dx/dr.

Az
o'F
F.(x,y)=——— 2.8
(%)) oy (2.8)
helyettesitéssel az
dy’ OF, . OF dx
E.(c)=F,.(xy)| — |+| —y'-— |=0, =— 2.9
i(c) ,,(xy)(dT] (ax,y Gx’j Y= (2.9)

alakhoz jutunk. Eképpen, ha det(F,;) nem tlinik el, az n darab fiiggetlen
E.(c)=0 egyenletet 4t tudjuk irni normal alakba.

Definicio:[AIM], [M4] Ha det(F}; ) nem tlinik el, akkor a varidcioszamitas

paraméteres problémajat regularisnak nevezziik.

Az alapfiiggvény

Tekintsiink egy M" n-dimenzidés sima sokasagot. Legyen M =T M" az
M" egy x pontjaban vett érint6tér, és TM" a sokasdg érintdnyaldbja. A
n.:TM" — M" projekciot a kovetkezoképpen definidljuk: n_(y)=x, ha

yeM". Legyen egy U az M" egy koordinatakdrnyezete, {U ,(xi)} egy

lokalis koordinatarendszer az U kornyezeten. Az U egy tetszdleges x = (x')
pontjdban vett y érintévektor a kovetkezd alakban adhaté meg:
y= yi(é/ ox'), . Ezzel a TM" érintdnyalab n_'(U) koordinatakdrnyezetén a

{n;] ), (', yi)} egy lokalis koordinatarendszer, melyet a TM" kanonikus
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koordinatarendszerének nevezzink. A TM" tekinthetd egy 2n-dimenzids
sima sokasagnak.

Legyen M egy n dimenzids differencidlhatd sokasag €s L(x,y) egy valds
fiiggvény M érintSterén, TM-en. Legyen x'=x'(f) a<t<b valamely c

gorbe egy U koordindtakornyezetbe esd szeletének az egyenlete. Ezen
gorbedarab s ivhosszat a kovetkez6 integral adja meg:

szhjL(x(z),x(z))dt . (2.10)

Definicio: [AIM], [M4] Egy a fenti ivhosszfogalommal ellatott M sokasagot
egy L alapfiiggvényl, n dimenzids Finsler-térnek mondunk, ha L teljesiti az
alabbi feltételeket:
Differencidlgeometriai céljaink érdekében fel kell tételezniink, hogy
L differencialhaté x'-ben és y'-ben. Hacsak mas nem szerepel,
legyen L mindig C” -osztalyu.
Tovabba:

1. Tetszéleges iranyitott gorbe ivhossza fliggetlen a paraméter
megvalasztasatol, vagyis L elsdfokt pozitiv homogén y -ban.
2. Az L egy reguléris varidcidoszamitasi problémat eredményez, azaz a

2
a.F., F=I)2 (2.11)
oy'oy’

g; 1 =0,0 F=

determindnsa nem zérus.
3. Tetsz6leges xe€ M pont T.M érint6terében van egy olyan 7 .M~

tartomany, amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:
— L differencialhatd y'-ben, ha y' e T.M",
— T.M" nem tartalmazza a nullvektort,

— pozitivan kupszerli tartomany, tehat olyan nem nulla
yeT .M ‘érintdvektorokbdl 4all, amelyekre pyeT.M®
tetszOleges p>0 esetén.

Eképpen M= U T.M" az L alapfiggvény értelmezési tartomanya.

xeM
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4. Az L alapfiiggvény pozitiv értékit 7.M" -on.
Megjegyzések:
1. A g tenzormez6t metrikus tenzornak nevezik. A g, (xy)
komponensek nulladfoku pozitiv homogének, valamint
=g, (x)y'=0,F=L(0,L), (2.12)
g, (x)y'y'=2F (xy)=L*(x,y) . (2.13)
2. Ha g,(xy) folytonos az y=0 pontban, akkor a g, -k csak x-t6l
fiiggd mennyiségek és az L’(x,y) = g;(x,y)y'y’ Riemann-metrikara
redukalddik.

Az indikatrix

Definicio:[AIM], [M4] Az s= rL(x(t),X(t))dt ivhosszintegral extremalisait

a tér geodetikusainak nevezzik.

Egy Finsler-tér geodetikus gorbéinek differencidlegyenletrendszerét
kanonikus paraméter esetén a kovetkezOképpen adhatjuk meg:

2
‘; 142G (x, dx/ ds)=0, (2.14)
S

ahol
G'=g'G,, 2G,=(0,0,F)y'-0,F. (2.15)
mikozben F(xy)=(L(xy)) /2.
Ezek az egyik legfontosabb mennyiségek a Finsler-geometridban.
A 75 (xy) Christoffel-féle szimbolumokat a g, (x,y) x szerinti parcialis
derivaltjaibdl konstrualhatjuk:
7/z‘jk(x1y):gih7/j}‘lk :%(8kgij+8jgik_aigjk)' (2.16)
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Ekkor
2G' () =73V ¥ =00 2.17)
ahol a 0 index y’-vel vald kontrakciot jelent. Ezt a jelolést a révidebb

irasmdd kedvéért hasznaljuk.

A Cartan-tenzort (melyet C-vel jeldliink) a g, (x,y) y szerinti parcialis
derivaltjaibol konstrualhatjuk:

Cy(xy) = gihcj}'lk = %(akgij + ajgik - aigjk) = %(8/(&-]) . (2.18)
Kénnyen igazolhatd, hogy a C, (x,y) szimmetrikus az i €s j indexekben, ¢s
k-ra teljesiil, hogy
C[/'k (x:y)yk:Cg/O =0.
Minden M _ érint6tér tekinthetd egy n-dimenziés Riemann térnek a
kovetkezd metrikadval:
g, (xy)dv'dy’,

ahol x=(x') rogzitett. Ekkor a C’,(x,y) az M, Christoffel-szimbulomai,

amelyek a fenti Riemann-metrikdbdl szarmaztathatok. Ez egy egészen
specialis Riemann tér, mivel altalaban egy Riemann tér y, (xy)

mennyiségei nem rendelkeznek szimmetria tulajdonsaggal.

Ahogy az lathatd volt, pozitiv L(x,y) fiiggvény esetén y-ra adodik, hogy
i Y i
L(x,)=1, ahol /' = . (2.19)
L(xy)
Definicio:[M4] Az [ ={yeM_|L(xy)=1} halmazt az x-beli

indikdtrixnak nevezziik.

A Finsler tér indikatrixfeliilete centralszimmetrikus, mivel az L(x,y)
elséfoku pozitiv homogén y-ban és konvex , mivel L(x,y) egy regularis
variacioszamitdsi problémat eredményez. (A centralszimmetridtdl tobb
esetben eltérhetiink.)

Eszerint a Finsler tér ugy képzelhetd el, mint egy olyan tér, amely tele
van hintve centrdlszimmetrikus és konvex indikatrixfeliiletekkel, melyek az
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ivhosszmérést ugyanugy hatarozzdk meg, mint az euklideszi tér
egységgombijei.

Egyszertien eldallithatunk Finsler metrikat, ha egy Riemann-térbeli
indikatrixalakzatot (ellipszoidot) a kozéppontbol elmozditunk. Ezzel egy
aszimmetrikus metrikat kapunk. Ezt az érdekes Finsler-struktirat
tanulmanyozta G. Randers (1941) [Ra].

Az [ indikatrix az M egy hiperfeliilete, amely paraméteres alakban:

y' =y' (), ahol a=1,.,n—1. Az I_ indikétrixnak indukélt Riemann
metrikaja van, azaz
iJ i 0
80y (0) =8, (xy@)B,B), B, =0
Differencialjuk u“ szerint az L(x,y(u)) =1 egyenloséget. Felhasznalva a
(2.17)-t

i

¢ B =0,
amelybdl kovetkezik, hogy ¢, az [  normalvektordnak kovarians
komponensei. A A(xy)=g, -l =L(0,0,L) 7szogmérd-tenzort”
felhasznalva,
8.p () = hy(x,y(u))B,By.
fgy az I, g,; Riemann metrikdja a 7 szOgmérd-tenzor altal indukalt

metrikanak tekinthetd.
Tétel: [M4] A h tenzor h; komponeseib6l képezett matrix rangja n—1. A

hy(xy)v =0

egyenletrendszer (V') nem-trivialis megoldésai az )’ tSbbszorosei.

Az L’ (x() figgvénytaz I_egy /, pontjaban Taylor-sorba fejtve
L (x0) =L (xL,)+[0,L (¢ = 04) +[£0,0,L 14" = Lp)(¢ = £]) +...
L homogenitasabol kovetkezik
[0,°1, =2L°(xt,), [0,0,L1,=[0,L7].
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fgy a kifejtés az I7(x0)=g,(xL,)0't' +... alakra redukalodik, és a
homogenitas miatt kovetkezik:

L (xy) =g, (x)y'y" +...
Az y,el, esetén Ix(yo):{y|gi].(x,y0)y"yj :1} halmazt az y,-beli
oszkulald indikatrixnak nevezzikk. Az I  indikatrix oszkuldlja az osszes
I (y,) oszkuldlé indikatrixot. Az [ (y,) egy olyan masodrendi

hiperfeliilet, amelynek a koézéppontja az y=0. Ha az F" Riemann tér,
akkor az indikatrix egybeesik a tetszéleges pontbeli oszkuldlo indikatrixszal.
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Konnexiok

Linearis konnexio

Definicié: [Ver] Az M differencialhatd sokasdgon adott /inedris konnexion
(kovarians derivalason) olyan V: X(M)xX(M)— X(M) leképezést
értiink, amelyre tetszdleges X, X,, X,, Y, Y,, Y, e X(M) vektormezdk és
1, g € C*(M) fiiggvények esetén fenndllnak az alabbi 6sszefiiggések:

(1) V(X,+X,,)=V(X,,Y)+V(X,,Y)

Q) V(fXY)=[-V(XY)

(3) V(X,Y,+Y,) =V(XY) +V(X.Y))

@) V(XgY)=g V(XY)+(Xg)Y
A V(X Y) vektormezot az Y vektormezd X szerinti kovaridns derivaltjanak
nevezziik, és gyakran hasznalatos a V .Y jelolés is.

Ha V linearis konnexié M-en, akkor az (M, V') part, illetve sokszor csak az
M sokasagot affindsszefiiggd sokasagnak nevezziik.

Definicio: A V linedris konnexid forzidja a T: X(M)xX(M)—> X(M)
leképezés, melyeta T(XY) =V ,Y -V X -[X Y] kifejezés ir le.

Allitas: Legyen M affinosszefiiggd sokasag. A T torzid (1,2)-tipusu
antiszimmetrikus tenzor: VXY e X(M): T(XY)=-T(Y.X)

Definicio: Egy linearis konnexidt szimmetrikusnak (torziomentesnek)
neveziink, ha a torzio tenzora eltiinik.
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Definicio: [Ver] A \% linedris  konnexid  gorbiilete  a
R: [(M)] > x(M) leképezés, melyet az
R(X,Y)Z =V ,V,Z-V\,V Z-V,Z kifejezés ir le.

Allitas: [Ver] Legyen M affindsszefiiggd sokasag. Az R gorbiilet (1,3)-
tipusu tenzor, amelyre teljesiil: VX Y,Z e X(M): R(XY)Z=-R(Y,X)Z

Megjegyzes: Tetszoleges rogzitett XY € X(M) vektormezdk mellett az
R(XY): Ze X(M)— R(XY)ZeX(M) leképezés az X(M) endo-
morfizmusa.

Allitas: Szimmetrikus linearis konnexi6 gorbiileti tenzoréra teljesiil a
1. Bianchi-azonossag:
VXY, ZeX(M): R(XY)Z+R(Y,Z)X+R(ZX)Y=0. (2.20)
2. Bianchi-azonossag az X(M) endomorfizmusaira:
VXYZeX(M): (V RYZIHV,R(ZX)IHV R(X,Y)=0. (2.21)

Az M sokasdgon legyen adva egy V linedris konnexi6. Vegylink egy
Y e X(M) vektormez6t €s tekintsik a VY: X(M)—> X(M) leképezést,

melyeta VY(X)=V,Y 0Osszefliggéssel definidlunk. A VY leképezés (1,1)-

tipusu tenzor az M sokasagon. Ennek kovetkeztében Y rogzitése esetén a
(V,Y)(p) vektort az X(p) vektor mar meghatarozza.

Definicié: Legyen M-en egy Y sima vektormezd és egy veT,M (pe M)
érintdvektor. Vegyiink egy olyan X eX(M) vektormez6t, amelyre
X(p)=v teljesil. Az Y-nak a v szerinti kovaridns derivaltjan a
VY =(V,Y)(p) vektort értjiik.

Allitas: Legyenek Y, Y, eX(M) vektormezdk és egy veT,M (pe M)
érintévektor. Ha a p pont egy U nyilt kdrnyezetén az Y,, ¥, vektormezdk

megegyeznek (azaz Y)|,=Y,|, ), akkor V Y, =V ¥,.
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Az el6bbi allitas alapjan az M sokasdgon vett kovaridns derivalas
természetes modon meghataroz egy linearis konnexiot az U nyilt
részsokasagon is. Ily modon X, Y e X(U) estén definidlni tudjuk a

V.Y e X(U) vektormezot.

Tekintstik az M (Ux) térképét. A térképezés bazisvektormezdi: X, =%,
X

(i=1, ..., m). Fejezzik kia V, X € X(U) vektormezét V, X, =ZF;‘ X,
alakban, ahol a [ ; :U > R differencidlhaté fiiggvények. Ezeket a

figgvényeket a V kovaridns derivaldas (U,x) térképre vonatkozo

Christoffel-féle szimbolumainak nevezzik.
A Christoffel-féle szimbolumok felhasznalasaval lokalisan leirhatdo a
kovarians derivalas:

Legyenek Y =7'X, és Z=("'X, az tartomanyon vett sima vektormezok.
k
Ekkor V,Z=(n' -ai.Jr ryn'-¢hHx,. (2.22)

1

X
A ZeXU) vektormezének egy pelU pontban vett v=a'X,(p)
érintdvektor szerinti kovarians derivaltja

V.Z=( -%(p) YT p)a - (X (p). (2.23)

Definicié: Legyen o:1 —> M egy sima gorbe és Z=¢'X, e X(o) (o-
menti differencidlhato) vektormezd. A Z vektormezd ¢ helyen vett kovarians
derivéltjan a

Z'(0) =" YO+ (o) (6 (1) ¢ (0} X, (a(®) (2.24)
vektort értjiik.

Definicié: A Z=¢'X, € X(o) vektormezdt pdrhuzamosnak nevezziik a
o:1—> M mentén,ha Z'(t)=0 Vtel-re.

A definicibban mondott feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha a Z
koordinata-fliggvényei kielégitik a
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(&Y O+t oo(t)-(x 0 a)(1)- ¢ (1) =0 (2.25)
egyenleteket.

Definicio: A o:/ —> M sima gorbét geodetikusnak (autoparallelnek)
neveziink, ha 6 € X(o) vektormez6t parhuzamosnak nevezziik a ¢ mentén.

Levi-Civita-féle konnexio

Adott egy (M,g) Riemann-sokasdg, melyen a V egy linedris konnexio.

Ertelmezziik a g metrikus tenzormezé Vg kovarians derivaltjat tetsz6leges

X Y,Z € X(M) vektormezdk esetén a kovetkezod osszefiiggéssel:
Veg(XYZ)=V,g(XY)=Z(g(XY))-g(V,XY)-g(XV,Y). (2.26)

A Vg kovarians derivalt (0,3)-tipusu tenzormez0.

Definicio: Az M sokasagon vett V kovaridns derivalast metrikusnak
mondjuk, ha Vg=0. (Azaz a g metrikus tenzor kovarians derivaltja barmely

X Y,Z € X(M) esetén eltiinik.)

Definicio: Adott egy (M,g) Riemann-sokasdg. Az M Levi-Civita-féle

linearis konnexiojdnak nevezziik azt az egyértelmlien meghatarozott V
kovarians derivalast, amely metrikus és torzidémentes.

Az (M g) Riemann-sokasag Levi-Civita-féle V konnexiojara fennall a
gV Y2)=3{X(g(X.2)+Y(g(ZX))-Z(g(XY))
—gX[Y.Z)+g(Y[ZX])+g(Z[ X Y ])}

Osszefiiggés, melyet Koszul-formulanak neveziink. A Koszul-formula
ismeretében tudjuk meghatarozni a V egy adott (Ux) térképre vonatkozd

Christoffel-féle szimbolumait:

(2.27)

1 0 0 0
F; :Eghk(g(gjk)_i_@(gki)_y(gij))- (2.28)
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Allitas: Legyen o:] — M sima gorbe. Ha az Y,Z € X(o) vektormez6k
parhuzamosak a ¢ mentén, akkor az f(¢) = g(Y(¢),Z(¢)) fiiggvény konstans.

Ebbdl az 4llitasbol kovetkezik, hogy a sima gérbe mentén vett parhuzamos
eltolads megorzi a skalaris szorzatot az érintdtereken.

A y:I—>M sima gorbét akkor neveztik geodetikusnak, ha az
érintdvektoraibdl nyert y € X(y) vektormezd parhuzamos. Ez pontosan

akkor teljesiil, a y, = x" oy koordinata-fiiggvények kielégitik a

HORI A IONAGEAGEIS (2.29)
masodrendt differencidlegyenlet-rendszert.

Definicio: A y:/ —> M geodetikus gorbét maximadlis geodetikusnak
nevezziikk, nincs olyan o:J —> M geodetikus, amely szegmensként
tartalmaznd a y -t, azaz amelyre teljesiilnének a / c J és o|,=y feltételek.

Tétel: M tetszdleges pontjabdl minden irdnyban pontosan egy maximalis
geodetikus indul ki.

Tekintsilk az (M,g) Riemann-sokasagot, és jelolje <,> a TM -beli

belsdszorzatot. Az M R gorbiileti tenzordra az 1. Bianchi-azonossagon kiviil
teljesiilnek a kovetkezok (tetszoleges X, V,Z, W € X(M) esetén):

- (RXZW)=—(R(X.YW,Z)
- (RXY)Z,W)=(R(ZW)XY).

Definicio: Legyen S egy kétdimenzids altere a 7,M (p e M) érintdtérnek

Vegyiik az S altér tetszdleges v és w linearisan fliggetlen vektorait. A
<R(v,w)w,v>

() (w,w)—(v,w)’

tartoz6 Gauss-gorbiiletének nevezziik.

K(S)= szdmot a Riemann sokasag S sikallashoz
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A K(S) értéke nem fiigg az S alteret generdldé v ¢és w vektorok
megvalasztasatol.

Berwald-konnexio

Tekintsiik a G =y %-2Gi% spray-t. A G Christoffel-féle szimbélumai a
X oy

kovetkezd alakban adhatok meg:
]_,i o aZGi
jk(y) < 8yjayk

Fontos megemliteni, hogy a 7~ j.k csak a hely fiiggvénye a TM \ {0} -n.

).

Barmely zérusvektortdl kiilonb6zé y € T M vektor esetén egy
VI TMxC*(TM)—>T.M leképezést definialunk:

VY = )+ |

X

Lathato, hogy >0 esetén V"7 =V~
A V” rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:
D) Vi) =u(f)V + V.V
2) V3.V =1Vy
G) V,(V,+V) =VV, + V.V,
@V, V=V V+V. V.

A V={VTMxC*(TM)—>TM| leképezés  csaladot  Berwald

konnexionak nevezziik.
A Berwald konnexio fliggetlen az irdnytol, ezért altaldban nem ad linearis
konnexiét a TM -en. A BI' Berwald konnexid pontosan akkor lesz linearis

konnexi6 a TM -en, ha a [’ ;k Christoffel szimbolumok y-t6l fiiggetlenek.
(yeT,M\{0})
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Cartan konnexio

Tekintsiink egy F" n-dimenzids Finsler teret az L(x,y) alapfiiggvénnyel. A
differencidlgeometriai tulajdonsagokat szemel6tt tartva az L fiiggvénybdl az
F" tér egy konnexioparjat fogjuk megadni. Az ilyen konnexidpart az F”
tér Finsler konnexiojanak nevezzik. [M4]

Mint ismeretes, minden M érint6tér tekinthetd egy n-dimenziés Riemann
térnek a kovetkezd metrikaval:

g (xy)ady'dy’

ahol x=(x") rogzitett. A Riemann téren természetes médon megadhat6 a
Levi-Civita konnexio, amely 0Osszefliggési koefficiensei a C-tenzor
C;k (x,y) komponensei. (Ezek a komponensek a fenti Riemann metrikabdl

szarmaztathatok.)

Tétel: [M4] Tegyiik fel, hogy a F" tér FI' Finsler konnexidjanak I'
vertikalis konnexioja v-metrikus €s v-torzidmentes. Ekkor az U vertikalis

vektormezd U j.k komponesei egyértelmiien meghatdrozhatok a C-tenzor

C’, komponesei ltal.

A FI' Finsler konnexi6 kielégiti a kovetkezd feltételeket (U és U,
feltételek), amely a g, (x,y) (0)p- homogenitasanak kovetkezményei:

Yy =Cl =0,
Ezenkiviil az U vertikalis vektormezd U}, komponenseinek eltiinése a

koordinatarendszertdl fiiggetlen.

Tétel: [M4] Tekintsiink olyan FT" Finsler konnexidt, melynek vertikalis
konnexidja az F' vertikalis konnexidja. Ekkor
(1) Az U vertikalis vektormezd eltiinik. _
(2) A v-kovarians derivalas egybeesik az ' szerinti parcialis
derivalassal.
(3) Az S' (v) v-torzidtenzor és az S* v- gorbiileti tenzor azonosan eltiinik.
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Definicio: [M4] Tekintsiink egy F" n-dimenziés Finsler teret az L(x,y)
alapfiggvénnyel és g (x,y) alaptenzorral. A CT=T",T") Cartan

konnexion olyan Finsler konnexidt értiink, amely egyértelmtien megadhat6 a
kovetkezd axiomarendszer 4ltal:

(1) h-metrikus: V'g =0,

(2) (h) h-torzio tenzorra: T =0,

(3) a deflexio tenzorra: D=0,

(4) v-metrikus: V'g =0,

(5) (v) v-torzié tenzorra: S’ =0.

A T horizontalis konnexiot az
F"k :7gjk ’Cg;'rNkr'C

ij k/'rNi +CikrNj
és
N} =G =0,G' =70, ~C)
hatarozza meg, ahol a y_j.k ag, x' szerinti parcidlis derivéltjaibdl konstrualt

Christoffel-féle szimbolumok.
A T vertikalis konnexiot a C-tenzor Cj.k konponosei, azaz a g, y' szerinti

parcialis derivaltjaibdl konstrualt Christoffel-féle szimbdlumok, hatarozzak
meg.
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Skalar és konstans gorbiiletii Finsler-terek

A Riemann-geometridban megismert gorbiilet fogalmat eldészor Berwald
altalanositotta Finsler-terekre [BI]. Terjessziik ki a Riemann-tér esetén
megismert metszetgorbiilet fogalmat!

R=R, X"Y'X'Y* |(g,8,-8ug,) X"V X'Y* (2.30)
ahol az R, tenzorkomponensek a h-gorbiileti tenzor komponensei egy
Finsler-konnexidban. Lathatd, hogy R fiiggvénye a helynek ¢&s az

érintovektornak, azaz nem hatdrozza meg az adott pont ¢s egy kétdimenzios
metszet, ellentétben a Riemann sokasdgoknal tapasztaltakkal.

Tekintsiik most a Berwald-tipusu konnexiét. Ekkor a gorbiiletet a
kovetkezOképpen definialhatjuk:

K =H,, (x))y" X'y X" = 231)
= (g (X0 &s (x.1)-g (x.1)g,; (x )y X'y X"

ahol H a h-gorbiileti tenzor Berwald-konnexioban.

Definici6o: [B4] Ha a K gorbiilet barmely (x,y) pontban fiiggetlen X-t6l,
azaz K(x,y) egy skaldrmezd, akkor a Finsler-teret skaldar gorbiiletimek
mondjuk.

Tétel: [B4] Egy Finsler-tér pontosan akkor skalar gorbiiletti, ha az alabbi
feltételek valamelyike teljesiil:
1. R,,=LKh,
2. Ry=mK -hK, (2.32)
ahol K j=§L2K |, TLKI, (Az |, a Berwald-konnexiobeli v-kovarians

derivalast jeloli.)

48



3. A Berwald-konnexidbeli H h-gorbiileti tenzor alakja:

K,
Hyy =K b K+l +h .1‘)%-(;;,”.1,{ )5 @233)

i hiti
Megjegyzés: Az R tenzor kétdimenzids esetben mindig a (2.32)-beli

formaban irhatd, igy barmely kétdimenzids Finsler-tér skalar gorbiileti.

Tegyiik fel, hogy a skalargorbiilet csak a hely fliggvénye, ekkor K, =KL/,
ezért (2.32) és (2.33)
R, =KLl -h;l) = KL(g,!,-g;1,) » (2.34)
és
Hh[jsz(gh/gik +ghkgg/) (2.35)
formara redukalodik.

Tétel: [M2] Ha egy legalabb hiaromdimenziés skalargorbiiletii Finsler-tér
esetén a skalargorbiilet csak a hely fliggvénye, akkor az konstans.

Definicio: [M2] Egy skalargorbiiletii Finsler-teret (n>2) konstans
gorbiiletimek mondunk, ha K konstans.

Tétel: [M2] Egy Finsler-tér (n>2) pontosan akkor konstans gorbiiletii, ha az
(2.34), (2.35) feltételek valamelyike teljesiil:

49



Specialis Finsler terek

Riemann terek

Ebben az alfejezetben a Riemann terekre, mint specidlis Finsler terekre
vonatkoz6 legfontosabb eredményeket foglaljuk ©ssze. A Riemann
geometria, mint a négydimenzids tér-id6 geometridja, az daltaldnos
relativitaselmélet révén fontos szerephez jutott a fizikai jelenségek
leirasanal.

Egy n-dimenzi6s Finsler tér g, (x,y) alaptenzora esetén két kiilonlegesebb
eset lehetséges: a g, vagy csak x-t6l (azaz a helytdl), vagy csak y-tol (azaz
az iranytol) fligg. Abban az esetben, ha a g, csak a hely fliggvénye és nem

fligg az iranytdl, a Riemann tereket jellemezziik, és a Cartan-féle tenzor
komponenseire C;, =0 (2.18) [Ca]. A csak a helytdl valo fliggés nem fiigg

a koordinatarendszer megvalasztasatol.

A Riemann térben a g;(x) tenzormezé megadésa utan az x'(1), (a<t<b)

s = l]« g (x)x' X’ dt

integrallal értelmezzik. Az F(x,x)=,/g; (x)x'x’ eleget tesz a Finsler tér

gorbe ivhosszat az

e

a Riemann terek a Finsler terek specialis esetei.
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A Riemann geometria ivhosszmérése egyszerlien szemléltethetd a
differencialokat hasznélva:

ds =g, (X)x'x’dr és ds® =g, (x)x'x’.

Azok az (x+dx) pontok, melyek (x)-t0l kozelitdleg egységnyi tavolsagra
vannak a
g, (0)x'x’ =1

Osszefliggést elégitik ki. Ez a térben egy (x) kozéppontu ellipszoid. Eszerint
a Riemann tér ugy képzelhetd el, mint egy olyan tér, amely tele van hintve
folytonosan valtozo tengelyhosszusagu €s tengelyiranyu ellipszoidokkal. Az
ellipszoid pontjai az (x) kozépponttdl egységnyi Riemann tdvolsagra
helyezkednek el. Ezek az ellipszoidok (indikatrixok) az euklideszi
egys€ggdmbok szerepét veszik at, és segitségiikkel ugyaniugy lehet mérni
egy tetszOleges gorbe hosszat, mint az euklideszi geometridban az
egységgombokkel. [RT]

Lokalisan Minkowski terek

Az 1930-as évek ota tudjuk, hogy egy Minkowski tér hiperfeliiletein
indukalt metrika Finsler metrika, és igy a Finsler terek modellezhetok
Minkowski terek segitségével.

A Riemann tereket az jellemezte, hogy a g, alaptenzor csak a hely
fuggvénye volt. Ha a masik kiilonlegesebb esetet vizsgaljuk, amikor a g,
csak az y, azaz az irany fiiggvénye, akkor 0,g,=0. (A 0, x, szerinti
parcidlis derivalast jelol.) Ezen kivil a g,y'y’ =L’(xy) miatt a g,

pontosan akkor fiigg csak y-tol, ha L is csak y-t6l fiigg. Meg kell még
emlitentink, hogy 0,L és 0, g, nem alkotnak tenzormezot.

Ha adott egy »n dimenzids, L(x,y) alapfiiggvénnyel ellatott Finsler tér,
akkor annak egy tetszOleges x pontbeli 7 M érintStere tekinthetd ugy, mint
az L(x,y) normafiiggvénnyel ellatott Minkowski tér. Ekkor az L(x, y) -nak
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ki kell elégitenie a haromszog-egyenldtlenséget és csak a zérusvektor esetén
tlinne el.

Definicié:[AIM] Egy Finsler teret lokalisan Minkowski térnek neveziink, ha
minden pontjdban megadhatd egy olyan koordinatarendszer, amelyben az
alapfuggvény nem fiigg a helytdl. Az ilyen koordinatarendszert adaptalt
koordinatarendszernek mondjuk.

Ezzel ekvivalens a kovetkezd

Tétel: [AIM] Egy Finsler tér akkor és csakis akkor lokalisan Minkowski tér,
ha lefedhetd olyan koordinatakérnyezetekkel, amelyek mindegyikében az
alaptenzor komponensei csak az irany fiiggvényei.

Ha L nem figg x=(x)-t61 egy (U,(x')) adaptalt
koordinatarendszerben, akkor (U,L(y)) egy Minkowski-tér egy
tartomanyanak tekintheto.

Jol ismert, hogy Riemann geometridban a normdl koordinatarendszerek
kozotti transzformacio affin. Hasonld kovetkeztetések vonhatok le adaptalt
koordinatarendszer esetén is.

Tétel: [He] Barmely két adaptalt koordinatarendszer kozotti transzformécio
affin.  Igy egy lokalis koordinatarendszer, amelyet adaptalt
koordinatarendszerbdl affin transzformacidval nyertiink szintén adaptalt.

Legyen ugyanis (x') és (x“) két koordinatarendszer, amelyek koordinita-
kornyezetei metszik egymast. Ekkor

oy 5(%;7)) __, 0

& &' a&ar
amely maga utan vonja, hogy

T i 2
OL 0L O [ OL \gwl OX_ (236)
& o' ax o) \ax'ax
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Ha tehat a két koordinatarendszer adaptalt, azaz 8_L=0 és 8—L=0 akkor
ox“ ox'
2
(2.36)-bol Ox ~=0 eltlinése kovetkezik, vagyis a transzformacio affin.
ox“ox

Mig, ha (x") adaptalt és a transzformacié affin, akkor (2.36) jobb oldala

eltiinik, vagyis (x“) is adaptalt koordinatarendszer.

Mindez mar a Finsler geometria korai peridédusaban is ismert volt. Varga
Ottdo mar 1943-ban utalt ra [V], bar a bizonyitast eldszor E. Heil publikalta
[He] 1966-ban.

(a, B) -metrikaval ellatott terek

Definicio: [M8] Egy L(x,y) Finsler-metrikat («, f) -metrikanak nevezziik
¢s L(a,p)-val jeloljuk, ha L elsdfoki homogén fiiggvénye egy

a(x,y)=4la;(x)y'y’ Riemann metrikinak és egy p(x,y)="b,(x)y’

differencial egy-formanak.
Ugyanazon az alapsokasagon értelmezett o metrikajii Riemann teret az adott
Finsler-tér asszocidlt Riemann terének, a b.(x) vektormezdt asszocialt

vektormezonek nevezziik.

Megjegyzés: Az (a,f)-metrika esetén a Riemann metrika nem
szlikségképpen regularis és pozitiv definit.

Az (a,p)-metrikak definidlasa elétt mar tobben foglalkoztak ilyen
tipust metrikdkkal. Mint kordbban mar emlitettem, G. Randers [Ra] 1941-
ben egy érdekes strukturaval foglalkozott; a motivald tényezd a graviticios
térelmélet és az elektrodinamika tanulmadnyozédsa volt. Az alapfiiggvény
ebben az esetben

L(x,y) = a(x,y)+ B(x,y) =y a, (x)y'y’ +b,(x)y"
alaku, ahol a(x,y) egy Riemann metrika és a f(x,y) egy differencial egy-
forma. Ezt a metrikat Randers metrikanak nevezzik.
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Ezzel a metrikaval taldlkozunk R. S. Ingarden [Inl] és G. S. Asanov
[As1], [As2], [HrS] munkaiban.

Ez az ) metrika tobb szempontbol is érdekesnek bizonyult. A Randers
metrikdk példaval szolgdnak negativ konstans gorbiiletli Finsler metrikdkra
[YS]. D. Bao és Z. Shen —1 értékii, negativ konstans gorbiiletli metrikat
konstrualt:

Legyen H" =(R",«) -1 negativ konstans gorbiiletli hiperbolikus Riemann
tér és p(x) jelolje az origdtdl mért tavolsagot. Ekkor

sh p(x)
ch p(x)

L(xy)=a(xy)+ p(»y), yel.R"

Randers-metrika.
A Randers metrikaval ellatott Finsler terek rendelkeznek a kovetkezo
tulajdonsaggal: egy Randers tér részsokasdga szintén Randers tér.

Egy masik nevezetes, a Matsumoto-féle definiciét megel6zé metrikat
Kropina vezette be 1959 és 1961 kozott. Az alapfiiggvény

Cal(xy)  a;(x0)y'y’
Mo =g = byt

alaku.
A Kropina-metrikanak dinamikai és termodinamikai alkalmazéasai is
sziilettek. (Shibata [Shil], [Shi2], Ingarden [In2])

Megjegyzés: Az(a, ) -metrikdk M. Matsumototdl szdrmazd definicidja

tulajdonképpen a Randes- ¢s Kropina metrikdk altalanositdsaként sziiletett
meg.

A Kropina metrika altalanositdsa Hashiguchi, Hojo és M. Matsumoto
nevéhez flizédik:

Definicio: [HHM] Az
a
L(x,y)=—
B

alaku (a, f) -metrikat dltalanositott m-Kropina metrikanak nevezziik.

m+1

(m=0,-1)
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1980-ban érdekes megallapitasokat k6zolt Hashiguchi €s Ichijio:

Tétel: [HI3] Egy L = + £ Randers metrika pontosan akkor pozitiv definit,
ha a; —b,b; pozitiv definit, feltéve, hogy a ispozitiv definit.

Megjegyzés: Ez a tétel azért lényeges, mert a Randers metrikék esetén az a
Riemann metrika nem sziikségképpen pozitiv definit.

Tétel: [HI3] Ha egy Finsler tér barmely pontjaban az indikatrix masodrendii
hiperfeliilet, akkor az alapfiiggvény kielégiti a kovetkezd6 madasodfokt
egyenletet:

Py (Y'Y +q,(x)y' L+r(x)L =0,
tovabba az alapfiiggvény a+ 8, —a+ 8 vagy a’ / S alaku.
Megjegyzés: Adott p,(x), q,(x) és r(x) fiiggvények esetén az el6bbi
egyenlet megoldhaté L >0 -ra. Ha r(x)#0, akkor, az alapfiiggvény o+ f
és —a + f alakban adhaté meg, mig ha r(x) =0, akkor o’ / f alakban .

A Finsler geometria egy tjabb modelljeként sziiletett az in. Matsumoto
metrika, amely szintén (e, f) -metrika, amely kétdimenzios esetét 1989-ben
publikalta M. Matsumoto [M9]. Az n-dimenzids esetre torténd altalanositas
Aikou, Hashiguchi és Yamauchi nevéhez fiizodik.

Definicio: [AHY] Az

2
(04

L(x,y)= oy

alakt (e, f) -metrikat Matsumoto metrikanak nevezziik.

A skalar gorbileti (a, f) -metrikaval ellatott Finsler terek vizsgalata a
kovetkezo eredményekhez vezetett:
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Tétel: [M5] Egy (e, f) -metrikaval ellatott Finsler tér akkor és csak akkor
skalar gorbiiletli, ha az asszocialt Riemann tér kostans gorbiiletii.

H. Yasuda ¢és H. Shimada megallapitotta annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy egy Randers tér skalar gorbiileti legyen, és egy bonyolult
formulédval adtdk meg a skalargorbiiletet [YS]. Ebben a munkéaban talaljuk
meg a kettébnél magasabb dimenzids konstans gorbiiletli Randers terek
osztalyozasat is. (Ez az osztidlyozés hidnyosnak bizonyult.) Viszont egy
kovetkezményt mégis érdemes kiemelni a munkabol.

Kovetkezmény: [YS] Egy Randers tér, amelynél a b, gradiens vektor (azaz
teljesiil 0,b, =0,b;) pontosan akkor skaldr gorbiileti, ha az asszocialt

Riemann tér konstans gorbiiletti.

Definicio: [AIM] Az F"(M",L) Finsler teret C-reducibilisnek nevezzik,
ha

1
Cifk = m (hl] Ck + hik C} + h.fk Ci )’

ahola C, =C, g".

Konnyen igazolhatd, hogy minden kétdimenzids Finsler-tér C-reducibilis.
Ezenkiviil C-reducibilis (e, f) -metrikéval ellatott Finsler-tér n>3 esetben

a Randers tér és Kropina tér.

Tétel: [AIM] Egy Finsler tér (n>3) C-reducibilis akkor és csak akkor, ha
az L(x,y) alapfiiggvény a kovetkez6 masodfoku egyenlettel adhato meg:

2 i i
KL +2K,y'L+K,;y'y'=0
ahol K(x) skalarmez6, K,(x), K, (x) tenzormezok.
Ha K(x) nem tlnik el, akkor a metrika Randers tipusu. Ha K(x) =0, akkor
a metrika Kropina tipusu, feltéve, hogy K, (x) nem tlinik el.
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Landsberg terek

A specidlis Finsler terek ezen osztdlydhoz G. Landsberg egy varidcios
probléma folytan jutott [L1], [L2], [L3]. Kétdimenzids esetben a gorbiilet
fogalmat szem eldtt tartva folytatta szamitasait, latva, hogy a gorbiilet csak a
hely fiiggvénye, mivel a jol ismert Gauss-Bonnet formula teljestil.

Definiciéo: Egy F" Finsler teret Landsberg térnek neveziink, a Cartan-
konnexié P’ hv gorbiileti tenzora azonosan zérus.

A definicioban szerepld tulajdonsag pontosan akkor teljesiil, ha a térben a
P’ (v) hv gorbiileti tenzor azonosan eltiinik. Ebbdl kovetkezik

F;jk :ijkw:O )
ahol a ”” a Cartan-konnexié kovarians derivalasat jeloli. Konnyen
igazolhat6, hogy teljesiil

F,=C.o=0

is, ahol a ";" a Berwald-konnexi6 A-kovarians derivaldsat jeloli.

Egy Finsler-tér esetén Berwald-konnexioban G/, = F; +P, , amely most azt

jelenti, hogy G, = F.

Tétel: [AIM] Egy Finsler tér pontosan akkor Landsberg tér, ha a kdvetkezd
feltételek koziil egy teljestil:
(1) Cartan-konnexidban

a. A P’ (v) hv gorbiileti tenzor azonosan eltiinik
b. Cpy=0

ijk
¢. G, szimmetrikus minden indexben

(2) Berwald-konnexidéban
a. A konnexi6 h-metrikus

b, Cpp=0

c. A hv-gorbiileti tenzorra: y,Gj =0.
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Megjegyzés: A ,Landsberg tér” elnevezéssel mar Berwald korai munkéiban
is talalkozhatunk, bar ekkor a definialé tulajdonsag a Berwald-konnexid 4-
metrikussaga volt.

A g

tenzor Berwald-féle kovarians derivaltja eltinik: g, ,=0. A parhuzamos

s —-2b, feltétel teljesiilése miatt Lansberg terekben a g, metrikus

eltolas nem valtoztatja meg a vektorok hosszat.
Berwald terek

Amikor L. Berwald ezzel a tértipussal foglalkozott, akkor ,,affindsszefiiggd
térnek” nevezte ezeket. Elsdként V. Wagner haszndlta a Berwald tér
elnevezést.

A geodetikusokat leird egyenletrendszerben fontos szerepet jatszanak a G’
fiiggvények, amelyek y-ban masodfokd pozitiv homogén tulajdonsaggal

rendelkeznek. A G' parcialis derivalasaval nyerjiik:
G,=0,G', G;=0,0,G", G,,=0,0,0,G".
Teljestil
G (x, )y ¥y =Fi (x, )y y" =2G"(x,3) = 740 (%, 1),
ahol ]/;k ag; x' szerinti parcialis derivaltjaibol konstrudlt Christoffel-féle
szimbélumok, és a o index a megfeleld y'-vel valoé kontrakciot jelol. A
Riemann terek eseténa G, =y, .

A geodetikusok egyenlete kanonikus paraméterben Berwald-konnexid

esetén
2 j k
ax +G;k(x,ﬂj e ) g
ds ds \ ds ds

Definicio: [M2] Egy Finsler teret Berwald térnek neveziink, ha a G;k csak a

helytol fuggenek, azaz a Berwald-konnexid linearis.
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A G;k nem alkotnak tenzormez6t, de a Berwald tér jellemezhetd a
5,,Gj".k =G,,; =0 tenzoregyenlettel. (A 0, v, szerinti parcialis derivalast
jelol.)

Tétel: [Ca], [B6] Egy Finsler tér akkor és csak akkor Berwald tér, ha a
Berwald-konnexio G (G;k) hv-gorbiileti tenzora azonosan zérus.

Kovetkezmény: Ha egy Finsler-tér Berwald tér, akkor Landsberg tér
Létezik-e olyan Landsberg tér, amely nem Berwald tér? Erre a kérdésre még
nem kaptunk valaszt, ez egy nyitott probléma.

Tétel: [Ca] A C (C_j.k) tenzor A-kovarians derivaltjanak eltiinése (C,;,=0)

Berwald teret jellemez.

A G =F,+C Y 6sszefiiggésbél jol lathato, hogy Berwald tér esetén
G, =F,

k> ezért Fj’k szintén csak a hely fiiggvénye.

Mar foglalkoztunk az («, f)-metrikaval ellatott Finsler terekkel. Ebben az
esetben egy elegendd feltételt adhatunk arra, hogy a tér Berwald tér legyen:

Tétel: [Shi3] Legyen F"(M",L(a,p)) egy (a,f)-metrikaval ellatott
Finsler tér, ahol B =5.(x)y'. Ha b.(x) parhuzamos az R"(M" ) asszocialt

Riemann térben, akkor az F" Berwald tér.

Tétel: [Sz1] Legyen M kétdimenzids, Osszefliggd differencidlhatd sokasag,
(M,L) Berwald tér, ahol L sima és erdsen konvex TM{0} -n.
Ha a Gauss-gorbiilet azonosan zérus, akkor a tér lokalisan Minkowski.
Ha a Gauss-gorbiilet nem azonosan zérus, akkor a tér Riemann.

Ha az emlitett tulajdonsagu alapfiiggvénnyel rendelkezd, nem Riemann &s

nem lokélisan Minkowski teret keresiink, akkor magasabb dimenzidban kell
gondolkodnunk.
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3. Fejezet

Projektiv Finsler-geometria

A Riemann térben a geodetikus vonalaknak két tulajdonsdga van. A
metrikus tulajdonsag alapjan a geodetikusok két pont legrovidebb 6sszektd
vonalai. Van azonban a kozonséges egyeneseknek egy olyan, nem-metrikus
tulajdonsdga is, az érintdi parhuzamosak egymadssal. Mivel ez utdbbi
tulajdonsag teljesedésének vizsgéalatdhoz nincs sziikség metrikara, ezeket a
vonalakat palydknak nevezziik, ezzel is kifejezve azt, hogy a metrika hidnya
miatt nem mondhatjuk, hogy e vonalak minimalis ivhossza gorbék.
Minthogy a Finsler térben metrikus alapfiiggvény is 1étezik, ezért olyan
jellegli tételek felkutatdsa kivanatos, amelyekben a tér alapfiiggvénye is
szerepel. Meg kell emliteniink Rapcsak Andras nevét, akinek sikerilt
differencialegyenlet-rendszerrel jellemezni azoknak a Finsler tereknek az
alapfuggvényeit, amelyek geodetikusan leképezheték egy masik Finsler
térre [Rap2]. Rapcsak e dolgozata még két sziikséges és elégséges feltételt is
tartalmaz két Finsler tér geodetikus megfeleltethetéségére vonatkozodan.
Ugyancsak Rapcsdk volt az, aki kritériumot adott egy leképezés palyatartd
voltara, s megmutatta, hogy a Weyl illetve Douglas tenzorok a palyatartd
leképezés teljes invaridnsrendszerét adjak [Rap3].
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Projektiv kapcsolat

Legyen M" egy n-dimenzios differencialhatd sokasag, melyen két Finsler
metrikat adunk meg az L(x,y) és L(xy). Ezzel a kozos M"
alapsokasagon az F"(M",L) és F"(M" L) Finsler tereket adtuk meg. A

szamitasok megkonnyitése érdekében a két teret vonatkoztassuk kozos
koordinatarendszerre.

Mint ismert, egy F"(M",L) Finsler tér geodetikusait kanonikus paraméter
esetén az

d’x,[ds’ +2G' (x,dx/ds)=0 (3.1)
differencidlegyenlet szolgaltatja, ahol G'=g’G 1 2G j=(3 ;0,F) y'-0 I s F
az energiafliggvény (azaz F =11"). Ha a geodetikusok lokalisan felirhatok

x'=x'(¢) alakban, akkor az elébbi differencidlegyenlet a
d’x, [dt’ +2G' (x,dx/dt)=y(t)dx' | dt (3.2)
alakot 6lti, ahol
y(t) = (dx’/dt?)/(ds/dF) .

Definicio:[AIM], [She3] Tekintsiink két Finsler teret ugyanazon sokasag
felett. Ha az F" tér minden geodetikusa egybeesik az F" tér valamely
geodetikusaval (mint ponthalmaz) és forditva, akkor azt mondjuk, hogy az
F" tér projektiv az F" térhez, és a metrikus alapfiiggvények kozotti
L(x,y) = L(x,y) megfeleltetést projektivnek nevezziik.

Legyen c: x'=x'(t) az M" egy olyan gorbéje, amely kozos geodetikusa
F"-nek és F"-nek. Ekkor ¢ egyenletét F"-ben (3.2) szolgaltatja, mig F" -
ben

d’x,[dt’ +2G' (x,dx/dt)=y (t)dx' | dt (3.3)
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alakban irhatd. Ezért a (3.3) és (3.2) egyenletek kiillonbségét véve

2G' (x,dx/dt) — 2G' (x,dx/dt)= (7 (t) - y (t))dx’ / dt .
Mivel a fenti egyenldségnek barmely x pontban és barmely dx/dt iranyban
teljestilnie kell, igy igaz a kovetkezd tétel:

Tétel: [K] Egy F" Finsler tér pontosan akkor projektiv egy F” Finsler
térhez, ha létezik olyan p(x,y) y-ban elséfokt pozitiv homogén

skalarmez6, amely kielégiti a

G'(x))=G'(xy)+ p(x))y'". (34)
egyenlOséget. A p(x,y) skaldrmez6t a projektiv transzfomacio projektiv
faktoranak nevezziik.

Késobb latni fogjuk, hogy a Randers és Kropina tereknek csak p(x,y)=0
esetben van geodetikus leképezésiik.

Projektiv invariansok

Ezen alfejezetben megvizsgaljuk, milyen kapcsolat van a Berwald
tipusi konnexid torzidé €s gorbiileti tenzorai kozott egymdashoz projektiv
Finsler terek esetén.

Most tegyiik fel, hogy az F” és az F" projektivek. Ennek sziikséges és
elegendd feltétele (3.4) teljesiilése. Ezt y’ majd " szerint derivalva

megkapjuk a (G/,G%) ¢és (G),G) Berwald tipusi konnexdk kozotti
projektiv megfeleltetést, amik a kovetkezok:

G =Gtp,y' +po; (p;=0,p) (3.5

G;k:G/i‘k +pjkyi+pj5]i +pk5; (pjk = akpj = akﬁjp) (3.6)
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A (3.6) osszefiiggést )’ szerint derivaljuk
G;'k/ :G;'kl +pjklyi P 5 +p_/15/£ +pk1§_j' (P =01Py) > (3.7)
majd a kovetkezd helyettesitéseket végezziik el:
Py=w (Gi/‘_G!/')
pijk:ﬁ(éijk'Gijk) .
Ekkor az egyenldséget atrendezve és bevezetve a
Dl =Gl (V"G 401G, +6!G, +6/G, (3.8)

ijk * ijk ~ n+l

jelolést (ahol Gl =0,G/l, G, =0,G, és G,=G,) kapjuk, hogy

i ija

(3.9
Ebben az esetben a 5;;,{ az F" térben a (3.8)-hoz hasonl6 kifejezést jelsl. A

(3.8) az F" térben egy tenzort jelol, melyet Douglas tenzornak neveziink.

Ezzel megmutattuk, hogy a Douglas tenzor invarians az L — L projektiv
megfeleltetés esetén.
A Douglas tenzor rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal: [M4]

- Dh'=p" =D’

ijk Jik ikj

D =0

ja

- D =D;ay“=0 .

ij0

A projektiv Finsler-geometria és ezen beliil a Douglas tenzor bioldgidban
vald alkalmazasardl részletesen olvashatunk P. L. Antonelli, R. S. Ingarden
¢és M. Matsumoto ko6zos munkajanak [AIM] 5. fejezetében. A Douglas
tenzorral kapcsolatos eredményekrél - amelyet Bacsd Sandor és M.
Matsumoto 0j kutatasi eredményei szolgaltatnak - késobb ejtiink szot.

Létezik egy masik invarians is a projektiv megfeleltetéssel szemben,
amelyet Riemann-metrika esetén 1921-ben H. Weyl [We] vezetett be, s
amely késobb a Weyl tenzor elnevezést kapta. E tenzor fogalmanak
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altalanositasa Finsler metrikdk esetén J. Douglas [D] és L. Berwald [B3],

[B4], [B5] nevéhez fiizodik.

Tekintsiik a Berwald konnexi6 A-gorbiileti tenzordt. A H tenzorra teljesiil
Hy +H' +H; =0. (3.10)

A Hj, tenzorbol kontrakcioval kapott H,=H, tenzort h-Ricci tenzornak

nevezzik. A H; tenzor altalaban nem szimmetrikus, mivel a (3.10)-b6l

kovetkezik:
H,-H;=-Hj. (3.11)
Tegyiik fel, hogy az F" és az F" projektivek. Ekkor a (v)h-gorbiileti
tenzorok ko6zotti kapcsolat
R,=R,+y'0,+5'0, - 5,0, (3.12)
ahol O, :=p -pp,, és Q,:=p;, ;- A (3.12) egyenlbséget y" szerint
differencialva, és felhasznilva a R ,=H,, egyenlGséget, a h-gorbiileti
tenzorok kozotti 6sszefiiggést nyerjik:
Hlizjk :H}itjk +yink-h +5;;ij +5;Qk-h - 5Iin-h : (3' 1 3)
A 7 az y" -szerinti differenciélst jelsli. Konnyen igazolhatok a kovetkezo
azonossagok:
Qi =k =D €8 Oyt Qs + 0y =0. (3.14)
A (3.13) és (3.14) felhasznalasaval a kovetkezd egyenldséget kapjuk:
I—_Ia!jjk :chjk +(”'”)ij .

Ebbol
Oy =5 ((H y-Hyy) ~ (H -H,)) (3.15)

Tovébba (3.13)-bol adodik a
H,=H,+0,,~(n-1)Q, (3.16)

Osszefliggés. A (), -t a (3.15)-bél meghatarozva ¢és a (3.16)-ba helyettesitve,

valamint a H /.Zﬁ(nH o TH /.0) jelolést bevezetve a

0, =:5(H,-H)). (3.17)
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addédik. Végil a (3.15)-t és (3.17)-t a (3.12)-be helyettesitjiikk. Ekkor az

egyenldséget atrendezve €s bevezetve a
W), =R+ (v H  +01H, -0,H ;) (3.18)
jelolést, lathatd, hogy
W=, (3.19)
ahol a VI_/j’k az F" térben a (3.18)-hoz hasonlé kifejezést jeldl. A (3.18) az

F" térben egy tenzort jelol, melyet Weyl-féle torziotenzornak neveziink.
A mar emlitett R} ,=H, egy masik invaridns tenzorhoz vezet, melyet
Weyl-féle gorbiileti-tenzornak neveziink:

VVh_Ijk : =Hllg/'k +os (ylij~h +5;ij +5_;‘Hk<h _511Hj»h ) (3.20)

Sikprojektiv Finsler terek

A sikprojektiv terek olyan terek, amelyeknek palyadi egyenesek. Ha
olyan Finsler tereket keresiink, melyek egy sikprojektiv térre palyatartoan
leképezhetdk, akkor arra is valaszt kapunk, melyek azok az alapfliggvények,
amelyeknek extremalis serege egyenesekbdl all [Hil].

Definicié: [AIM] Egy Finsler teret egyenes geodetikusokkal rendelkezének
vagy sikprojektivnek mondunk, ha az alapsokasdg lefedhetd olyan
koordinatakornyezetekkel, amelyekben minden geodetikus reprezentalhatd

n darab x'=x)+ta’ paraméteres linedris egyenlettel.

Jol ismert, hogy egy lokéalisan Minkowski-tér adaptalt koordinatarend-
szerének értelmezési tartomanya altal az alapsokasag egy olyan lefedését

kapjuk, amelyben az alapfiiggvény csak )’ fiiggvénye (csak az iranytol
fiigg). Ekkor a G' mennyiségek eltlinnek és a geodetikusok egyenlete
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d’x/ds’ =0 -ra redukalédik, azaz a geodetikusok ,kiegyenesithetok”. Ezek
szerint barmely sikprojektiv Finsler tér projektiv egy lokalisan Minkowski
térhez.

A sikprojektiv tér 1étezéséhez sziikséges a Weyl tenzor eltiinése, illetve
kétdimenzids esetben a K gorbiileti tenzor a szadmitdsok szempontjabol
rendkiviil nehézkes és hosszadalmas. Igy az alkalmazisok szempontjabdl
Iényegesen konnyebben szamithatd tenzorokat vezetett be Bacs6é Sandor és
Makoto Matsumoto, amelyek az un. Q-invariansok segitségével addédnak.

Tekintsitk az F"(M", L) — F"(M", L) projektiv megfeleltetést, amely
mellett véaltozatlanul maradnak a kdvetkezd projektiv invaridnsok:

1

O’ -invarians: 0'=G"-——ay"
n+1

Q' -invarians: o =aiQh=G,h-L1(G,. y'+ G
n+
Q’ -invarins: 0, ZéjQihZG;—ﬁ(nyh +G6!+G.6)

ahol G=G;, G=Gy, és G=G;; a hv-Ricci tenzor Berwald konnexio esetén.

A O’ -invarians kielégiti a kovetkezd fontos azonossagokat:

=0}, ¢ 00 (3:21)
A O’ -invaridnsbdl egyszeriien szarmaztathaté a Douglas tenzor:
D},=0,0;, (3.22)
illetve egy tjabb O’ -invarians tenzor:
0, =5,0,+0;0l,-6,04-010%. (3.23)
ahol 5,0,=0,0; - (éaQ;’ ) G{. A Q’-invaridnsra fennéllnak a kovetkezok:
0, +05+00=0, é 05, =0. (3.24)

A Q,=0;, Ricci tipusi tenzor segitségével két, a projektiv Finsler

geometria elméletében, az alkalmazésok terén jelentds tenzort adhatunk meg
[BM3]:
1

' +tenzor  I1),=0) +m(5j’Q -5,0,) (3.25)

ij ik “k =i
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IT” -tenzor Hijk :5inj +Q,7 Qak -5jQik -Qill)leaj (3.26)

Tétel: [BM3] A Berwald-féle gorbiileti tenzorbol képezheté Weyl-féle
projektiv gorbiileti tenzor egybeesik a Q invariansokbol szarmazé I7'-
tenzorral.

A (3.22)-bdl lathatd, hogy egy Finsler tér akkor és csak akkor Douglas

tér, ha a Q; fiiggvények csak a helytdl, azaz x'-t6l fiiggnek. Ennek

kovetkeztében a (3.23)-ban megadott O’ invaridns tenzor is csak x'-tél

fiigg, és ezaltal a /7' és I7° tenzorok is csak a hely fiiggvényei. Igy igaz a
kovetkezo:

Tétel: [BM3] Egy Douglas térben a Weyl tenzor komponensei csak a hely
fuggvényei.

Tétel: [BM3] Egy F”" Finsler tér pontosan akkor sikprojektiv, ha az
Douglas tér, tovabba kétdimenzids esetben a /7, =0 feltétel teljesiil,

magasabb dimenzidban pedig a /77 ;k=0 feltétel.

A koordinatatranszformaciok vizsgalatdt megkonnyiti, hogy egy
Douglas térben a Q° invaridnsok altal meghatarozott /7' és /1’ tenzorok
csak a hely fiiggvényei. Igy elegendd csak az (x')— (X))
koordinatatranszformaciét tekinteni. Ennek kapcsan a masodrendii
kozonséges differencidlegyenletek megolddsainak egyenes voltara,
»kiegyenesithetoségére” jol kezelhetd, sziikséges és elegendd feltételek
adhatok kétdimenzioban [BM3].

— Az y"=f(x,y) differencialegyenlet megoldasai akkor és csakis akkor
adjak  egy  sikprojektiv  Finsler tér  geodetikusait, ha
f(x,y)=A(x)y+B(x) alakt, azaz f(x,y) y-ban linedris. Ez az eset
az  y"=k(x,y)(y")’  differencidlegyenletnél pontosan  akkor
kovetkezik be, ha k(x,y) = C(y)x+D(y) alaku.
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— Az y"=P(x)y'+Q(x)y+R(x) masodrendli kozonséges differencial-
egyenlet kétdimenzids, sikprojektiv Finsler tér geodetikusait
szolgéltatja.

Bécso Sandor és Makoto Matsumoto a sikprojektiv terek tovabbi vizsgélata
folytan a kovetkezd eredményeket nyerték:

Tétel: [BM4] Egy legalabb haromdimenzids Finsler tér akkor és csakis
akkor sikprojektiv Berwald tér, ha az lokalisan Minkowski tipusu vagy
konstans gorbiiletii Rieman tér.

Tétel: [BM5] Legyen (x') és (x') két egyenesvonalii koordinatarendszer

(azaz olyan koordindtarendszer, amelyben a geodetikusok linearis
egyenletrendszerrel adhatok meg) egy sikprojektiv Finsler térben. A
koordinatarendszerek kozotti kapcesolatot az

X'+

i

,ahol ¢, ¢', c,, c konstansok (3.27)
cx +c

osszefiiggés irja le. Forditva, ha (x') egy egyenesvonalti koordinata-

rendszer, akkor ebbdl a (3.27) szerint adédé (x') koordinatarendszer is
egyenesvonalu.

Ezutobbi tételben szerepld transzformacidt projektivnek nevezziik.

M. Matsumoto tobb irdsdban foglalkozik sikprojektiv Finsler terekkel,
szlikséges és elegendd feltételt adott egy («, ) -metrikaval ellatott Finsler

tér sikprojektiv voltara [M13], és feltérképezte a konstans gorbiileti
sikprojektiv Finsler tereket [M12].
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Specialis Finsler terek projektiv megfeleltetései

I. W. Roxburgh: vetette fel a kovetkezd problémat, melyet még
napjainkban sem oldottak meg teljes egészében [Rox]:

Hatarozzuk meg az 0sszes olyan Finsler teret, amelynek geodetikusai

egyidejlileg valamely Riemann térnek is geodetikusai, azaz adjuk meg

az Osszes olyan Finsler teret (metrikat), amely projektiv valamilyen

Riemann térhez (metrikahoz).

Mivel egy Riemann térben a Douglas tenzor azonosan zérus, igy az
alabbi tulajdonsagu Finsler terek csak a Douglas terek kozott fordulhatnak
eld. Tobb részeredmény Bacsd Sandor nevéhez flizodik [Ba2].

Tétel: [Rap2], [M3] Ha egy F"(M",L) Finsler tér projektiv egy
F" (M", i) Finsler térhez, akkor
L, y“=0, (3.28)
ahol [, =1 h,=1(g;—1/,),¢és [,=0,L,a”;” szimbolum a Berwald-konnexi6
szerinti A-kovarians derivalast jeloli.

Definicio: [Ba2] Ha a Finsler terek kozotti projektiv megfeleltetésnél az

l;,=0 feltétel teljesiil, akkor a megfeleltetést erds projektivitasnak

nevezzik.

Tétel: [Ba2] Tekintsiik az F” Finsler tér és R" Riemann tér kozotti erds
projektivitast, ekkor a projektiv faktor p(x,y)=e’*L,(x,y) form4jd, ahol
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L.(x,y) az R" Riemann tér metrikus alapfiiggvénye, ¢ tetszéleges, csak a
helytdl fuggd, differencialhaté fiiggvény.

Tétel: Ha az F"(M",L) - R"(M",L) megfeleltetés erds projektivitas, és
F" kontans gorbiiletd, akkor a kovetkezd két eset lehetséges:

- K=0,
vagy

— K=#0é L=e""L,
ahol K a gorbiileti konstans, y tetszéleges, csak a helytél fliggo,
differencidlhat6 fliggvény. A masodik esetben ez a megfeleltetés hasonldsag
[Ru], [Ai].
Tétel: [BM6] Tekintsiik a y:F"(M",L(a, B)) = F"(M",L(e, ) projektiv
megfeleltetést n>2 esetén. Ekkor a kovetkezd osztalyok lehetségesek:

1. yhasonlésag, ekkor L= rL , ahol r # 0 konstans;

2. p zart forma és (a,f) parallel par, ekkor y Un. Randers-

megfeleltetés (azaz L= rL+s/, ahol r # 0 és s konstans);

3. (a,f) parallel par, ekkor minden («,f)-metrika projektiv

egymashoz ¢s az asszocialt Riernann térhez is. Ebben az esetben a
Berwald konnexio egybeesik a Levi-Civita konnexioval.

4. b,b"=b" =0, ckkor G=G, és a;=bb, /b’ +ecc, (e=+1), tovabba
0,b,—0b, = A(x)(bc,-b;c;) , ahol A(x) tetszbleges fiiggveny.

5. b’ =0 és a’ #0 (mod ), ekkor az elsd két esetet kapjuk.

6. b°’=0 és &’ =0 (modf), ekkor G=G és a,=(hc,+b,c)/2,

tovabba  0,b,—0,b, = B(x)(bc,-b;c;), ahol B(x) tetszOleges
figgvény.
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4. Fejezet
Vizsgalatok specialis Riemann terekben

Az els6 fejezetben mar talaltunk feltételt arra, hogy mikor 1étezik egy V"
Riemann térnek nemtrivialis geodetikus leképezése egy masik Riemann
térre. Ezek a terek mindannyian konstans gorbiilettel rendelkeznek.

Az alapegyenletek ) formaja

Amint azt kordbban mar emlitettiik, egy /" Riemann térnek akkor és csak
akkor Iétezik a V" térre geodetikus leképezése, haa V" tér g, (x) metrikus

tenzora V" -ben kielégiti a
8 (X) =2y, (0)g; —w,(X)gy; + ¥ ;(X)g,; - (4.1)
feltételt, ahol
2n+1y,(x) =0, In[g/g|-
Mivel a g/g invarians mennyiség, w; gradiens vektor. [Szin]
Egy ezzel ekvivalens sziikséges ¢és elégséges feltétel a masodfaju
Christoffel-szimbélunokkal fejezhetd ki: a V" — V" leképezés akkor és

csak akkor geodetikus, ha a masodfaju Christoffel-féle szimbolumaik kozott
fennall:

Th _7h h h

T (=T )y, (08!, (1) (42)
Az (4.1) és (4.2) egyenletek a Riemann terek geodetikus leképezéseinek
alapegyenletei, ¢és ezeket Levi-Civita féle egyenleteknek nevezziik.[Szin]
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A y; gradiens vektor segitségével felirhatd:

g; = e*ZWg:]. : (4.3)
Az (4.3)-t V" -ben kovaridnsan derivalva és (4.1)-t felhasznalva
gij,k = ‘//ig’jk + ngik . (4.4)

Ha a g, tenzor regularis (azaz det(g,)+0), akkor (4.3)-bol kovetkezik,
hogy a g, tenzor szintén ilyen tulajdonsagi. Ekkor a g, matrix

invertalhato, és jeldlje g az inverz métrixot, azaz

8.8 “ = é‘ij :

V" -ben kovariansan derivalva ezt az egyenletet, felhasznalva az (4.4)-t

gi{k = _gaﬁ,kgaigﬁj .
Vezessiik be a Al=—y g“ 4.5)
jelolést, ekkor az (4.4)-bol kovetkezik:

gl =10/ + A5 (4.6)
Az i és j indexeket V" -ben leszallitjuk, majd tovabbi jeloléseket vezetiink
be: a; = gaﬂgaigﬁj > /11‘ = gm‘ﬂ“a . 4.7
Az egyenlet a kovetkezd alakot olti:

i = /ligjk + /?“jgik . (4.8)

Ebben az egyenletben az (4.3) és (4.7)-b0l adédoan az a; valamilyen
regularis, szimmetrikus, (0,2)-tipusu tenzor, és a A, kovarians vektor. Az
(4.3), (4.5) ¢s (4.7) sorokbdl az a; -re és A -re olyan kifejezéseket kapunk,

melyekben a V" &s V" terek metrikus tenzorai és a két tér kozotti
geodetikus leképezés y, vektora szerepelnek.

a; = e’z"’g”‘ﬂgmgﬂj (4.9)

h=e"y,g"g, (4.10)
Az (4.8)-bol g’ -vel valé kontrakcié utan (a4 g ) =24, €s az (4.10)-bol
kovetkezik, hogy A, gradiens vektor, és A #0 pontosan akkor teljesiil, ha
v, #0.
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Az (4.9) és (4.10)-bdl levezethetd, hogy v, = -1 a”g 4i »ahol a’ az a; -bol
képzett matrix inverzének elemei.

Osszefoglalva az eddigieket: Ha a V" térnek létezik nem-trividlis
geodetikus leképezése, akkor a térben Iéteznie kell egy a, regularis,

szimmetrikus tenzornak, amely eleget tesz az (4.8)-nak valamely A #0
gradiens vektor esetén.
Ha a V" térben Iétezik az el6bbi feltételnek elegettevd a,; és 4, # 0, akkor

konnyen ellenérizhetd, hogy a tér nem trividlis mdédon geodetikusan
leképezhetd.

Tétel: [Szin] Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a V" térnek
létezzen nem-trivialis geodetikus leképezése egy masik Riemann térre az,
hogy a térben létezzen egy a; regularis, szimmetrikus tenzornak, amely

eleget tesz az (4.8)-nak valamely A, # 0 gradiens vektor esetén.

Ennek a tételnek kovetkezménye, hogy minden ekvidisztans Riemann
térnek nem szingularis esetben (azaz p#0 esetén) létezik nem-trivialis

geodetikus leképezése.

Az ekvidisztans tereket jellemzd egyenlet:
@i = PL;-
Az a; tenzort allitsuk eld a kovetkezOképpen: a; =c@p; +¢,g,, ahol
c#0, c, konstans, €s az a; -bdl képzett matrix regularis. Ekkor
Ay = PP+ P,0) = C(PPE i + PP;E3) -
A A, =cpp, adodik, amely pontosan akkor nem nulla, ha p#0.

Tekintsiik a geodetikus leképezések alapegyenleteinek uj, (4.8)-as formajat.
Ez az a; tenzorra nézve egy elsérendl differencialegyenlet-rendszert ad,

amelyben a /4, szintén ismeretlen. A A vektorra alkalmas feltételt talalva az
(4.8) integrabilitasi feltételei felirhatok.
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Ezért az (4.8)-at x"-szerint kovaridnsan differenciljuk V" -ben, az
eredményt a k és [/ indexekre alternaljuk, és alkalmazzuk a Ricci-
azonossagot.

a, R +a,R =248 +24,,80 — 4,814 &> (4.11)

aj” ikl i i

ahol az R}, a V" Riemann tenzora. Az (4.11)-t kontrahaljuk g’ -val:
ni, = pug, +a,R% —aaﬂRaﬂﬂ. (4.12)
Az (4.12)-ben Rh_l. a Ricci-tenzor vegyes komponense, és a R“,”-ban a f8

index a metrikus tenzor segitségével lett felemelve. Az egyenlet tartalmaz
egy u ismeretlen invaridnst, melyet az (4.12) integralhatdsagi feltételébol
lehet meghatarozni:

a

(n+3)/1aRoi’lk =M 8y~ M8y T a,R [1.K] + aaﬂRD;kl, 7+ ’ (4.13)
+ gikﬂ’aRa; - gi/ﬂaRO;c :

Ebben az egyenloségben a w1, =0, u €s a szogletes zardjel osztas nélkiili

alternalast jelsl. (4.13)-t kontrahaljuk g” -lel:

(n-Dpy =2(n+ D4R +a,, (R, =R7), (4.14)

Az (4.8), (4.12) és (4.14) egyenletek egy Cauchy-tipusu elsdrendii linearis
differencialegyenlet-rendszert alkotnak, melyben az ismeretlenek: az a;

szimmetrikus tenzor, a A, kovaridns vektor és a x invarians. Kordbban mar
megkdveteltik, hogy az a; regularis legyen. Ha az a; kielégiti az (4.8)-t,
akkor ez azt jelenti, hogy az (4.12) és az (4.14) is kielégithetd az a, +cg; (¢
konstans) tenzorral, ennek a feltétele, hogy a det(a; —cg;) zérustdl eltérd
legyen. Ezenkivill ha az (4.8)-t egy a, +¢, (¢, szimmetrikus tenzora a V"

térnek) tenzor is kielégiti, ha a ¢; kovarians konstans, azaz ¢; , =0.

Tétel: [Szin] Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a V" Riemann
térnek létezzen nem-trividlis geodetikus leképezése egy madsik Riemann
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térre az, hogy az (4.8), (4.12) és (4.14) differencidlegyenlet-rendszernek
létezzen nem-trivialis a;, 4, ¢és y megoldasa.

A specialis Riemann terek esetén is vizsgalhatok a geodetikusan
leképezhetdség feltételei. Lassunk néhany példat:

Definicio: A V7" Riemann teret félig-szimmetrikusnak neveziink ha a
gorbiileti tenzora minden pontban kielégiti a kovetkezo feltételt

R: —R' =0, (4.15)

ijk,Im ijk,ml
ahol a “,” a V" tér kovarians derivalésat jeloli.

Tétel: [Szin] Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a V" (n>2) félig-
szimmetrikus és nem konstans gorbiileti Riemann térnek létezzen nem-
trividlis geodetikus leképezése egy masik Riemann térre az, hogy az (4.8) és
A, ; = pg;, (u konstans) (4.16)

1

differencidlegyenlet-rendszernek létezzen nem-trividlis a,(=a;), 4 #0

megoldasa.

Definicio: A V" Riemann teret szimmetrikusnak neveziink ha a gorbiileti
tenzora minden pontban kielégiti a kovetkezo feltételt

R;k,, =0, (4.17)
ahol a “,” a V" tér kovarians derivalasat jeloli.
Az (4.16) feltételt ugy is mondhatjuk, hogy a gorbiileti tenzor abszolut
parhuzamos, amelybdl a Ricci-tenzor abszolut pairhuzamossaga

R, =0, (4.18)
¢s a Weyl-tenzor abszolut parhuzamossaga is kovetkezik:
VI/IJZ}(,, =0. (4.19)

Minden szimmetrikus Riemann térre egyben félig-szimmetrikus tér is.

Tétel: [Szin] A nem konstans gorbiiletli, szimmetrikus V" (#>2) Riemann
terek nem rendelkeznek trivialistol kiillonbozo geodetikus leképezéssel.
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Definicié: [Szin] A V" Riemann teret kétszeresen szimmetrikusnak
neveziink ha a gorbiileti tenzorara teljesil

R" =0 (4.20)

ijk, Im
de R}, #0.

Minden kétszeresen szimmetrikus tér egyben félig-szimmetrikus tér is.
Tétel: [Szin] A nem konstans gorbiiletli, kétszeresen szimmetrikus V" (#>2)

Riemann terek nem rendelkeznek trividlistdl kiilonb6zd geodetikus
leképezéssel.

Definicié: [Szin] A V" Riemann teret m-rekurrensnek neveziink ha a
gorbiileti tenzorara teljesiil
Rh

itk Iy 1.0,

—Q . R (4.21)

I 1.0, T ik
valamely €2, , #0 esetén.

Minden m-rekurrens tér egyben félig-szimmetrikus tér is.

Tétel: [Szin] A nem konstans gorbiiletli, m-rekurrens (m>1) V" (n>2)
Riemann terek nem rendelkeznek trivialistél kiilonbozé geodetikus
leképezéssel.

A szimmetrikus, kétszeresen szimmetrikus és m-rekurrens terekre hasonld
tételeket mondtunk ki. Ezeket 6ssze is foglalhatjuk:

Tétel: [Szin] A szimmetrikus, kétszeresen szimmetrikus, m-rekurrens (m>1)
V" (n>2) , de nem konstans gorbiiletli Riemann terek nem rendelkeznek
trividlistol kiilonboz6é geodetikus leképezéssel, azaz ezekben az esetekben
nem létezik a nem-trividlis geodetikus leképezések Lie-csoportja.
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Majdnem konformszimmetrikus Riemann terek
geodetikus leképezései

Definicié: [Ge] Egy n-dimenziés (n>3) V" Riemann teret (mely g,

metrikdja nem sziikségképpen definit) konformszimmetrikus térnek
nevezzilk, ha a Weyl-féle konform gorbiileti tenzora

1
Chijk = Rhijk - E (ginhk - githj + ghkRij - gthik) +
(4.22)

= Dy(n—2) Si8n ~ Buky)

parhuzamos, azaz C,,,=0. Az R,,, R

, ¢s R rendre a tér gorbiileti

6

tenzora, Ricci-tenzora és skaldrgorbiilete, €és a “,” szimbdlum a V" -beli
kovarians derivalast jeloli.
A konformszimmetrikus Riemann terek » >3 tartalmazzédk a lokdlisan
szimmetrikus és sikkonform tereket. Ebben az esetben is felmeriilhet a
kérdés: létezik-e olyan konformszimmetrikus tér, amely nem lokalisan
szimmetrikus, vagy sikkonform. Erre a legegyszerlibb konstrudlni egy ilyen
teret.
Legyen M ez n-dimenzids n >3 euklideszi tér a kovetkezd metrikdval:

g, dx'dx’ = Q(dx")’ +kaﬂdx“dx'g + 2dx’dx”

0= (Bk,, +caﬁ)x“xﬂ,

ahol az a, p=2, 3, .., n-l, a (k,) szimmetrikus, nem szingularis
konstansokbol ~képzett martrix, a (c,,) szimmetrikus nem zérus

konstansokbodl képzett matrix. A két matrix kozotti kapcesolat a kovetkezd:
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Kk ¢,y =0, a (k) a (k,z) inverze. Es végiil a B csak x' nem konstans

fiiggvénye. Az M egy ,,igazi” konformszimmetrikus tér.

Definicié: [Ge] Egy n-dimenzidés (n>3) V" Riemann teret majdnem
konformszimmetrikus térnek nevezziik, ha Ricci-tenzora kielégiti a
kovetkezo feltételt:
1
R.,—R, .=
TR D (n=1)

ahol a “,” szimbolum a V" -beli kovarians derivalast jeloli.
A majdnem konformszimmetrikus Riemann tereket az angol elnevezés

(nearly conformally symmetric) alapjan (NCS)"-nel jeloljik. Minden

(R,k '8~ R, 'gfk)s (4.22)

konformszimmetrikus tér egyben majdnem konformszimmetrikus tér is.
[Ge] Ezen kiviil minden n-dimenzids (n >3), harmonikus Ricci-tenzorral

rendelkezd Riemann tér (R, , — R, ; = 0) is majdnem konformszimmetrikus.

Most tekintsiink egy példat a nem-trivialis (NCS)" 1étezésére [Rot].
Legyen M =R""' xR (n25),¢ésa g, metrikus tenzor a kdvetkezdképpen
adhat6 meg:
o 2 2

g dx'dx’ = ((n —1x" )”’1 ~faﬁdxadxﬁ + (dx" )
ahol i, j=1, 2, ..., n és a, f =1, 2, ..., n-1 értékeket vehetik fel, az
Jop (x',...,x") tetszdleges non-flat Ricci-flat metrika. Ekkor ha a p egy csak
x"-t6l fiiggd sima fliiggvény, akkor a g=(exp2p)g majdnem
konformszimmetrikus metrika.

Tegyiik fel, hogy egy (NCS)" majdnem konformszimmetrikus Riemann tér
geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre. Legyen az a feladatunk,
hogy olyan feltételt keressiink, amely az (NCS)"-ben sziikségképpen

teljesiil. Felhasznéljuk azt az (4.8), (4.12) és (4.14) egyenleteket, és mar
kordbban emlitett azonossagokat és természetesen a definialdé (4.22)-es
egyenldséget.
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A szadmitasok egyszeriisitése érdekében elsdként olyan kisebb
Osszefiiggéseket sorolunk fel, melyek teljesiilnek (NCS)" -ben.

1. Lemma: Egy majdnem konformszimmetrikus Riemann térben teljesiilnek
a kovetkezok:

R%,=1R, (4.23)
a,R?, =+ a,R* (4.24)
a,,R% " =55 (a- R, —a"R, ) (4.25)

ahol a; szimmetrikus, reguldris tenzor és a=a,,-g" .

Bizonyitas: Tudjuk, hogy a gorbiileti tenzor kovaridns derivaltjaira érvényes
a Bianchi-azonossag:
R, +R., +R.  , =0.

ijkl,m ijlm,k ijmk I

Kontrahaljuk az egyenléséget g’ -mel, és az (4.22)-t alkalmazva:

Roi'lk,on = ﬁ(R,k 8 —-R, 'gfk) .
Egy tjabb, g’"-mel torténd, kontrakciot alkalmazva (4.23)-t kapjuk. Az
(4.24) és (4.25) az (4.23) kovetkezménye.

2. Lemma: Tegyiik fel, hogy egy majdnem konformszimmetrikus Riemann
tér geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre, ekkor teljesiilnek a
kovetkezok:

a” R, 5 =535 (a’R, —aR ) +a,R?, (4.26)
a,,(2R% " =R —(n-DR" ") =a” R, + 54 (a"R,,—aR,)) (4.27)

n(Ay + 28" = (n+Du, + a, ;R +a,R” —a,, R%"” —a,R%" (4.28)
Bizonyitas: Az (4.22)-ben helyettesitjiik az indexeket: i=a, j=i, k=f, majd
az a”” -val kontrahaljuk. Ekkor (4.26)-ot kapjuk.

Az (4.27)-es egyenldség az (4.22), (4.23) és (4.26) egyenlOoségek
kovetkezménye.

Az (4.12)-ben legyen /=k, majd x’ szerint kovariansan derivaljuk:

nA @B

_ a a _ a B
iy — M8 T aai,jR p ta,R kj aa,B,jR il aaﬁR i e
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Az i, j indexekre szimmetrizalva és g’* -val kontrahalva kapjuk az (4.28)-t.

Tegyiik fel, hogy egy majdnem konformszimmetrikus Riemann tér
geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre, ekkor az (4.8), (4.12) és
(4.14) differencialegyenlet-rendszernek létezik nem-trividlis a,(=a,),
A, # 0 és 1 megoldasa.

Most tekintsiik az (4.8) egyenletet. x' szerint kovariansan derivaljuk, majd
az [ és k indexekre alternalva:

Qi — Qg = ﬂ’i,lgjk + ﬂ’j,lgik _ﬂi,kgjl _/Ij,kgﬂ . (4.29)
Az a; tenzorra alkalmazzuk a Bianchi-azonossagot:
_ a a
Qi ~ Dy = azij w ta,R L (4.30)

Az (4.29) és (4.30) egyenldségek jobb oldalait egyenlové téve, x™ szerint
kovariansak derivalva, g -mel kontrahalva

ﬂ.“agjk +/1j‘fagik —/l’kj -1

i, i j ki =

. s v s o5 v 5 (4.31)
= aaj,ﬁ’R w T aai,ﬁR T aajR wpt a,R jk B*
Az (4.31)-be helyettesitjiik a kovetkezo kifejezést
2
nAc, =42 R+ AR+-a”R , ——gR + " go R (4.32)
i, a n-1""a"" i i n-1 af,i 2(”71)2 i 2(n71)2 i"Ya

melyet Gigy kaptunk, hogy (4.12)-t x* szerint kovariansan derivaltunk, és az
(4.8) és (4.12) helyettesitése utan g -val kontrahaltunk.

Az (4.31)-be az (4.32)-t helyettesitve, végrehajtva a j, k indexekre vald
kontrakciot, az elobbi lemmakat ¢s a definicidt alkalmazva:

—a’R,+2(n—1)°2,R% 5 =0. (4.33)
Ezzel belattuk a kovetkez6 allitast:
1. Tétel: Tegylik fel, hogy egy majdnem konformszimmetrikus Riemann tér

geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre, ekkor (NCS)"-ben
szilkségképpen teljesiil (4.33), melyben szereplé 4 ¢és a,=a'g,;

megoldasa az (4.8), (4.12) és (4.14) differencidlegyenlet-rendszernek.
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5. Fejezet

Vizsgalatok specialis Finsler terekben

Rekurrens Finsler terek geodetikus leképezése

Definiciéo: [M14] A H ; (x,y) (1,1)-tipusu gorbiileti tenzor a
kovetkezoképpen adhatd meg:

H! =20G'[ox’ —y“ 8G' [ox“ +2G',G* - G.G* (5.1)
¢s H =(n—-1)H .

Definicio: [M14] Az F" Finsler teret skalar gorbiiletimek nevezziik, ha
H,=hH, (5.2)
ahol h\ =6/ —1',,1'=y'[L és 1, =L, .

Definicio: A Berwald-féle gorbiileti-tenzor a kovetkezoképpen adhaté meg:
h h h

Hy =5 (Hy ) = Hi) - (5.3)

A gorbiileti tenzorbdl kapjuk, hogy H, = H,, , ahol a 0 index az y“-val

valo kontrakciot jeloli: H,' = H,, y*y” = Hy, .

Tegyiik fel, hogy létezik az F" és az F" kozott geodetikus leképezés.
Ekkor az (1,1)-tipust gorbiileti tenzorok kozotti kapcsolat a
kovetkezdképpen adhatd meg:

G =Gl +y'Q,+510,-¥'0,, (5.4)
ahol Qi =P,;—PpP;> ij =Py~ Pr;-
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Definicié: [Mo3] Az F" Finsler teret rekurrensnek nevezzik, ha az F" tér
Berwald-féle gorbiileti tenzora kielégiti a kovetkezo feltételt:

Hi?k;[ =/1,(x,y)H;k, (5.5)
ahol 4,(x,y) egy y-ban 0-ad fokti homogén fliggvény.

Tobb szerzd is tanulmdnyozta a rekurrens Finsler tereket. [Mi], [Mo4],
[PM], [Se] A rekurrens Finsler terekre példat adott Moor Arthur. [Mo3],
[Mo4].

Definicio: [M2] Az F" Finsler teret Landsberg térnek nevezziik, ha az
Y,G%ju =-2P;, =0 (5.6)

feltétel teljesiil, ahol -2P,, =g .., és G}, =G ;).

1. Tétel: [BP1] A rekurrens Finsler terek esetén, ha a A, zérustol
kiilonb6z0, akkor az egyediil a hely fiiggvénye.

Bizonyitas: A (5.5)-t alkalmazzuk a kovetkez6 integrabilitasi feltételre:

Tisir =T =T G = T,Gy -
Ekkor
H;'kﬂ’l(h) = H;G;Ih +H;jGZh _Hrlsz;h > (5.7)
ahol H =H,,y". Ezutin a (5.7)-re egy " szerinti kontrakciot
alkalmazunk:
H Ao =H!G,,—H,G},. (5.8)

A (5.8)-t az i, j indexek szerint kontrahdlva a kovetkez6t kapjuk:
(n—1)H2,,, =0. Ha feltessziik azt, hogy H #0, akkor 4,,) =0 (azaz az 4,

csak a hely fliggvénye).

Az 1. tételbdl és (5.8)-bol kovetkezik
H!G,,—H,G}, =0. (5.9
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Ha F" konstans gorbiiletii, akkor a (5.9)-be az (5.2)-t és (5.6)-t helyettesitve
kapjuk:
H

L
ahol H =R(x,y)L* és R(x,y) a gorbiileti fiiggvény. Ebbdl kovetkezik,
hogy ha H #0, akkor P, =0 és ezzel F" Landsberg tér. Numata [Nul]
eredményét felhasznalva, mely szerint egy nemzérod skaldr gorbiilett

Landsberg tér az egy nemzérus konstans gorbiiletli Riemann tér, teljesiil a
kovetkezd:

=0

2. Tétel: [BP1] Egy nemzérus skalargorbiiletli rekurrens F” (n > 2) Finsler
tér mindig egy nemzérus konstans gorbiiletli Riemann tér.

Rekurrens Finsler terek geodetikus leképezése

Ebben a részben feltessziik, hogy a vizsgalt Finsler terek legalabb
kétdimenzidsak, az F" — F" geodetikus leképezés esetén az F” egy
tetszSleges Finsler tér, mig az F" egy rekurrens Finsler tér.

Egy TJ’ tenzor Berwald-féle kovaridns derivaltja a kovetkezd alakban

adhaté meg:

J

Figyelembe véve a (3.5), (3.6) és (5.10) osszefiiggéseket
]—_[i};lk -(2p, +Zk)ﬁih _I__[ilék)p+ﬁia(pa5: + Py )= Hip; =0 (5.11)
Tudjuk, hogy F" rekurrens tér, ezért teljesiil
[—_Iij"kiz = /Tll__[h

ijk >

T., =0T [ox* -T;,,G¢ + TG, - T.G", (5.10)

melybo6l kovetkezik
H ihfk = Zk[__[ ih )
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illetve felhasznaljuk az ismert azonossagokat [M2], [M14]:
H!=2H" és H!=0.
A”7”az F" térben a Berwald-féle kovarians derivalast jel6li.

Feltettiik, hogy létezik az F" és az F" Finsler terek kozott geodetikus
leképezés, ekkor a terek (1,1)-tipust gorbiileti tenzorai kozott a

H =H'+y'0,+50,-y'0,=0 (5.12)
kapcsolat all fenn, aholQ, = p., —pp;, Oy =Py, — D -
A (5.11)-be helyettesitjiik a (5.12)-t. és a &, tenzorral kontrahalunk:
Hi};lk - hi]QO;k —2p; + /Tk)(Hil - hilQO) - H]ipi - hiH'le)p +

1

+h (O P+ Hp, =0 (5.13)
A (5.13)-t y*-val kontrahélva és az i, / indexekre 6sszegzést végrehajtva:
Hy =00 y(4p=DH +(4p+1)0, =0, A=2,5".  (5.14)
Ez utobbi két egyenlet felhasznalasaval
ALy =(4p+1) 4!, (5.15)

ahol 4/ = H! — Hh/.Ha A/ =0, akkor F" konstans gorbiiletli tér. A (5.15)

egyenlet az ugynevezett szemi-rekurrens Finsler tereket jellemzi [Bal].
Ezzel belattuk a kovetkezo tételt.

1. Tétel: [BP1] Ha egy F” Finsler tér geodetikusan leképezhetd egy F"
rekurrens Finsler térre, akkor az F" tér sziikségképpen szemi-rekurrens tér.

Specialis esetek:

Két esetet vizsgaltunk. Az elsé esetben azt tételeztiik fel, hogy az F" tér

Riemann tér, mig a masik esetben azt, hogy F"szintén rekurrens Finsler tér.
A) Riemann tér esete

Ismeretes a kovetkez6 azonossag: g, H — g, H =0, melyet felhasznalva
a(5.13)-bdl a
H}h} p, —H}hf p, —h'H p,+h'H{ p, +
+2P, H} —=2P,H¢ +2pC’ H =2pC, H} =0 (5.16)
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egyenldséget kapjuk.
Feltettiik, hogy F” Riemann tér, ekkor

1 ,
~ &y =Cu =0 &5 By, =0. (5.17)

A h és i indexekre kontrakcidt végezve és (5.17)-t felhasznalva
Hyp® =Hh,p,, p*=g"p,
azaz
A p*=0. (5.18)
A (5.16)-ba a (5.17)-t s (5.18)-t behelyettesitve kapjuk:
Aihhgpapﬂ =0,
amely azt jelenti, hogy A4'=0, ha hgpapﬂ =p,p*-Lp’#0.

Mindezeket 6sszefoglalva:

2. Tétel: [BP1] Ha F" egy olyan Riemann tér, amely geodetikusan
leképezheté egy F" rekurrens Finsler térre, akkor az F” konstans
gorbiileti Riemann tér, ha p, p* —L’p*> #0.

B) rekurrens Finsler tér esete

Legyen F" szintén rekurrens Finsler tér. A definidld H ;k;  =ALH ;k
egyenldségbdl a kovetkezoket nyerjiik.
H!,=AH', H=\H, A=2,y".
gy
Azill =4 (5.19)
A (5.15) és (5.19) felhasznalasaval
dp+A—-A)A" =0.

Ha dp+A —A1#0,akkor 4" =0. A 2. allitast figyelembe véve:
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3. Tétel: [BP1] Ha az F" rekurrens Finsler tér geodetikusan leképezhetd
egy F" rekurrens Finsler térre, akkor az F” konstans gorbiiletdi Riemann
tér,ha 4p+ A -1 #0.
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Altalanositott Douglas terek

Definicié: A D"y = G"y -4 (v'G,, +6":G , +5":G, +5"4G,) tenzort
Douglas-tenzornak nevezziik, ahol G"x =0G"; / ov* G, =0G; / oy* és
Glj = Ga[ja .

Definiciéo: Az F"(M",L) Finsler teret dltalanositott Douglas térnek

nevezziik, ha
h;’D."f’k;ﬂyﬂ =0,

J

ahol #' =&" — 1"l |1 =oL/oy" ,és I" = y' /L.

A altalanositott Douglas terekkel T. Sakaguchi [Sa] és Vattamany
Szabolcs [Va] foglalkozott. Az altalanositott Douglas terekre példa a
skalargorbiileti Finsler terek [Sa].

4. Tétel: [BP2] Az altalanositott Douglas terek a projektiv leképezésre
nézve zart halmazt alkotnak.

Bizonyitas: Tekintsik az F” — F" projektiv leképezést, ahol az F”
tetszéleges Finsler tér, mig az F" altalanositott Douglas tér. Az F" térben
teljestl:

hiDjsy” =0. (5.20)

A 77”7 az F" térben a Berwald-féle kovarians derivélast jelsli. A 5";,{

Douglas tenzorra alkalmazva a kovarians derivalast a (5.20)-bol kovetkezik:
h, @Dy, [ex” —aDy, [oy” Gy +

ik
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Gs D) —G,D%, -G} De —GpD2)y" =0 (5.21)

ijk pi" ik Bi vk ijy
A (4.5) és (4.6) egyenloségeket a (5.21)-be helyettesitve
h)10Dg, [ox” — oD%, |6y (G + pSy+ pyy )+
(G, + 00 +D,05 + Dy, ¥ )Dj ~
(G + pﬂé‘i}/ + pi5/§ + p/ﬁy}/)D;{jk -
(G + Py0] + D04+ Dy )Dy =
(Gl + PsS] + pS) + Py’ DS 1y’ = 0. (5.21)
Vegyiik figyelembe, hogy a Douglas-tenzor invarians a projektiv
leképezésre nézve (D = D), ekkor a kovetkezd egyenléséget kapjuk:
h[Dg. ,v" +p, Dy 1=0.

Felhasznaljuk, hogy Ef’ y* =0, ekkor az egyenletiink a

h. D" =0 (5.22)
alakara redukélddik. Egyszeri szdmoldssal igazolhatd, hogy h,’,l_za'7 =h.
Ugyanis:

b, = (8, =16, =1"1)=68, 1"l =I'l, +I',I"], =
=6, -1'l -1l +y—]1h y—_h@ =5 -1'l -1l +y—lLil_a =
L "L L L

=6, -1'L -I'lL+1'l, =5 ~I'l, =H..
Ezért, ha kontrahaljuk a (5.22) egyenletet /; -val, akkor a
h,D; v’ =0

i
teljestil.

Vagyis, ha az F” — F" projektiv leképzés esetén az F" egy altalanositott
Douglas tér, akkor az F" is egy altalanositott Douglas tér. Ez azt jelenti,
hogy az altalanositott Douglas terek csoportja zart a projektiv leképezésre
nézve.
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“P-Finsler terek

Definicié: [Iz1], [[z2] Az F" Finsler teret “P-Finsler térnek nevezziik, ha a
P, =5 g;., tenzor a kovetkezd alakban adhat6 meg:

ik
])ijk = Z(xa y)C

ijk

(5.23)
ahol, A(x,y) egy skalarmezd.

A "P-Finsler tereket elészor M. Matsumoto [M5] vizsgalta, késobb masok is
foglalkoztak vele. A P-Finsler terekre példa a Funk metrikaval ellatott
Finsler tér [BCS].

Tétel: [1z1] Egy C-reducibilis "P-Finsler térben (n>3) teljestl

A(x, y) = k(x)L(x, y)
és k(x) csak a hely fiiggvénye.

Korabban megallapitottuk, hogy egy («, ) metrikdju F" (n>3) Finsler tér
pontosan akkor C-reducibilis, ha Randers-, vagy Kropina-metrikaval
rendelkezik.

Definicio: [BM1] Egy Finsler teret Douglas tipusunak, vagy Douglas
térmek nevezzikk, ha a G'y’ —G’y’ figgvények (»')-ben harmadfoka
homogén polimonok.

Tétel: [BM1] Egy Finsler teret Douglas tér pontosan akkor, ha Douglas-
tenzora azonosan eltlinik.
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Tétel: [1z2] Egy C-reducibilis P-Finsler tér (n>3) Douglas-tenzora
eltiinik, azaz D}, =0.

Legyen f(x,y) egy zart 1-forma. Ekkor az

L(x,y) = L(x,y)+ B(x, )
metrikdk kozott egy Randers-transzformdcio. Ebben az esetben a metrikak
kozotti L — L transzformacié projektiv.

Tétel: [Ba2] Tegyiik fel, hogy létezik egy Landsberg-tér és egy ~P-Finsler
tér kozott egy Randers-transzformécio, ahol a transzformacid projektiv
faktora p(x,y). Ekkora p(x,y) kovetkezd egyenloséggel adhaté meg:

p(x,y)=e""L(x,y), (5.24)
ahol L(x,y) a P-Finsler tér metrikus alapfiiggvénye és o(x) egy
tetszoleges differencidlhatd, csak helytdl fiiggo fliggvény.

Tudjuk, hogy a Riemann terek a Landsberg terek specialis esetei. A
Riemann terekben a Douglas tenzor eltiinik, és a f(x,y) zart 1-formaval

adott "P-Randers tér egy eltlin Douglas tenzorral rendelkezd Finsler-tér.

Tétel: [BM1] Egy Randers tér Douglas tér pontosan akkor, ha f(x,y) zart

forma. Ekkor
I _.m
2Gi — i' J k+rlmyy i, 525
Yay'y oy y (5.25)

ahol 7’;1{ a Riemann tér Levi-Civita konnexcidjanak egylitthatoi, ¢és

ry=b by

A (5.24) és (5.25) bol kovetkezik, hogy
I m
2P — e (a+ ),

a+[f

azaz
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l..m
% =™ (5.26)

A (5.26) egyenldségbdl kapjuk:
ry'y" =L (5.27)
A (5.27)-t kétszer differencialva (y' és y” szerint) kapjuk:

_ ()=
bl.;j—e g;-

Ez utébbi egyenldség mutatja, hogy g, csak x-vél fiigg, és kimondhatjuk a

kovetkezd tételt:
5. Tétel: [BP3] Egy olyan haromnal nagyobb dimenzids P-Randers tér,
melynek a Douglas -tenzora eltiinik, Riemann tér.

Ha olyan "P-C-reducibilis tereket keresiink, melyek Douglas tenzora eltiinik,
de nem Riemann terek, akkor csak a P-Kropina terek kozott taldlhatunk.
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Summary

1. Investigations in Riemann spaces

A Riemannian manifold is a manifold possessing a metric tensor. The
metric tensor g, is symmetric and positive definite and tells how to
compute the distance between any two points in a given space.

A geodesic is a locally length-minimizing curve. In the plane, the geodesics
are straight lines. On the sphere, the geodesics are great circles. The
geodesics in a space depend on the Riemannian metric, which affects the
notions of distance and acceleration.

I investigated the nearly conformally symmetric (NCS)" spaces. I studied

the following question: Which property has the nearly conformally
symmetric space if it admits a geodesic mapping into another Riemannian
space.(Lemma 1.-2., Theorem 1.)

Some important notations and theorems

An n-dimensional differentiable manifold 7" is said to be Riemannian
space if there exits a g, tensorfield in V", which satisfies the following
three conditions:

- g, 1s symmetric, thatis g, =g,

- g; isatensor of (0,2) type
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- g, 1s a coefficient of a positive definite quadratic form,
that is gi/.x"xj >0 Vx' #0.
The g, is called metric tensor of V".
The notions of distance, length and angle can be explained by using the

metric tensor. We can define coefficients of connection of Riemannian
space from  the  partial derivatives of  metric  tensor,

I =48"(0,8, + 0,8, —0,8,) is called Christoffel-symbols of V"
In a Riemannian space the stationary curves of the variation of length

are said to be geodesic curves. The geodesic curves with respect to length-
parameter ¢ are defined by a differential equation of the form

2 a p
%+ I (x(0)) B A , where I"), are Christoffel symbols.

dt dt
A geodesic mapping between Riemannian spaces V" and V" is a one

to one mapping between points of spaces, where all geodesic curves of "
correspond some geodesic curves of V" .[Szin]

The mapping between Riemannian spaces 7" and V" is geodesic if and
only if the Christoffel symbols of spaces satisfy the condition
T h h h h : : :

I (x) =T (x)+y,(x)0; +y,(x);, where y; is a covariant and gradient
vector in V". [Szin] There is an equivalent condition to previous: The
mapping between Riemannian spaces V" and V" is geodesic if and only if

the g, metric tensor of V" satisfies  the  condition
g (X) =2y, (g, +tv,(x)g, +v,;(x)g, in V", where symbol *,” denotes

covariant derivative in V" . [Szin]

All geodesic mappings of a given V" make a group, where the
operation is “carrying out consecutive”. The geodesic mappings induce a
classification in the set of Riemannian spaces. A class is determined by the

spaces having a geodesic mapping onto the same Riemannian space V.
This class is called to be the geodesic class of V" . [Szin]
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Beltrami [Szin] has proved the first essential results in the examination of
geodesic mappings between Riemannian spaces:
Beltrami’s Theorem: If there exists a geodesic mapping between

Riemannian spaces V" and V" (#>2), where V" has constant curvature,
then V" has constant curvature too. Any space V" (n>2) with constant
curvature has geodesic mapping to any space V" with constant curvature.

A Riemannian space V" has a non-trivial geodesic mapping to another
Riemannian space iff the differential equations

A =48+ 4,84 (1)
nA,, = pug, + a, R - aaﬂRaiIﬁ (2)
(n-Dpty =2(n+ DA, R +a,, (R, —R™) 3)

have non-trivial solutions in a; (a symmetric tensorfield), A,(non-zero

vectorfield) and the scalarfield .. [Szin]
Nearly conformally symmetric Riemannian spaces

An n-dimensional (»>3) Riemannian space V" is called nearly conformally
symmetric if its Ricci-tensor satisfies the condition
1
R.,.—R, .=
T 2m-1)
where the symbol “,” means the covariant derivative in V" . [Ge]

(R,k -g; — R, -g,»k)»

Lemma 1. Let us assume that a nearly conformally symmetric Riemannian
space (NCS)" admits a geodesic mapping to another Riemannian space.

Then in this (NCS)" space it holds the followings:

a  _ 1
R k,a _7R,k
af _ 1 a
aaiR B _E'GaiR’
a P _ 1 a
a,.R" " =505 (a-R,,—a"R,,)

where a=a,,-g” .
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Lemma 2. Let us assume that a nearly conformally symmetric Riemannian
space (NCS)" admits a geodesic mapping to another Riemannian space.

Then in this (NCS)" space it holds the following:
aaﬂRm,ﬁ = 2(nl—l) (aoi{R,a - aR,i) + aaﬁRa’i‘
a,,(2R% 7 =R —(n-1)R% " )=a” R, ++=(a"R,, —aR,,)

aB.i " 2(n-1)
(2 + A

)g' =(m+Du, +aai,ﬂR“ﬁ +amR“’fﬁ —a,, R’ » —a, R’ 7";.

Theorem 1. Let us assume that a nearly conformally symmetric Riemannian
space (NCS)" admits a geodesic mapping to another Riemannian space.

Then in this (NCS)" space it necessarily holds the following:
—a’R, +2(n—1)°4,R% 7 =0.

(aj; and A4, are non-trivial solutions of (1), (2), (3) differential equations.)

2. Investigations in Finsler spaces

The notion of generalized metric space - although later named as Finsler
space - was introduced by Riemann [R] in 1854 in his famous thesis in
which he studied the various methods of understanding the » dimensional
space. Riemann introduced the notion of a metric, which was the squareroot
of a positive definite quadratic form. He also mentioned the possible
generalization of this metric, nowadays known as the Finsler metric.

In the tangent space of each point of a Finsler space, there is a general
norm defined, which is not necessarily induced by an inner product.
Surprisingly this kind of generalization of a Riemann space has been
forgotten for sixty years. Riemann refused this approach because of its
difficulty.
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Finsler geometry also has remarkable applications in physics, biology
and other branches of science areas too [AIM], [AM].

Results of the author came out in a fruitful collaboration with professor
Dr. Sandor Bacso. (Proposition 1.-2., Theorem 1.-5.) We studied some
properties in recurrent Finsler spaces. First we proved that a recurrent
Finsler space of nonzero scalar curvature is a Riemannian space of nonzero
constant curvature. Further on we investigated the geodesic mappings of
special Finsler spaces into a recurrent Finsler space. We determined a new
class of Finsler spaces, which are generalizations of Douglas spaces, and
these spaces also are closed under projective relations. We proved that a *P-
Randers space with vanishing Douglas tensor is a Riemannian space if the
dimension is greater than three. My results were published in the following
papers: [BP1], [BP2], [BP3], [BGYPSZ].

Some important notations and theorems

Let M be differentiable manifold of dimension » and L(x,y) a real
function on 7M. Then we define the notion of length of a curve. Let
x'=x'(t) a<t<b be the equations of a segment of a curve ¢ in a coordinate
neighborhood U. The length s of the segment is given by the integral

5= jL(x(t),x(z))dz .

The manifold M equipped with this notion of length is called an »-
dimensional Finsler space with the fundamental function L if L fulfills the
conditions below [AIM]

(1) The length of any oriented curve does not depend on the choice of
parameter. That is the fundamental function L is positively
homogeneous of degree one in y.

(2) The length integral gives rise to the regular variational problem. An
important special case is g :281.3 I, (F = r /2) has non-zero

determinant.
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(3) In each tangent space 7.M we have a region 7.M" such that L(x,y) is

differentiable in y', where T.M" does not contain y=0 and is a

positively conical region, that consists of non-zero tangent vectors
yeT.M" for which pyeT M" for any p>0. Thus M = U T.M" is

xeM

the domain of the definition of L.
(4) The fundamental function L(x,y) is positive-valued for any y belonging

to the positively conical region 7.M".

The extremal of the length integral sz.rL(x(t),)'c(t))dt is called the
geodesic of the space. [AIM]

A geodesic is a curve given by the differential equations

d’x. ; . . .
f’ +2G' (x,dx/ds)=0, where s is the normalized parameter, that is the arc-
s

length, G'=¢"G,, 2G,=(6,8,F)y'-0,F and F(xy)=(L(xy))’ /2.

If any geodesic of F" coincides with a geodesic of F” as a set of points
and vice versa, then the change L(x,y)— L(x,y) of the metric is called

projective and F" is said to be projective to F". [AIM], [She3]

Finsler space F" is projective to another Finsler space F” if and only if
there exists a positively homogeneous of degree one scalar field p(x,y)

satisfying G'(x,y) = G'(x,y) + p(x,p)y'.
A scalar field p(x,y) is called the projective factor of the projective change
under consideration. [K]

In the studies of projective Finsler geometry the following tensor introduced
by J. Douglas is very important [D]
Dj =G4 (VG +0!G 401G, +5,G,

ijk * ik~ n+l
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The Douglas tensor is invariant under projective change, that is 5;.’,( ZD;’k .
Furthermore there are two more invariant tensors. The W-tensor is called the
Weyl torsion tensor,

Wi =Rj+-(y'H  +0,H,-0,H )

The other invariant tensor (/) that is,

W :H}iy‘k+n4(yiij<h+5ll;ij+5ij<h _5IiHj»h)

+1

is called the projective Weyl curvature tensor.

On geodesic mappings of recurrent Finsler spaces

A Finsler space F" is called recurrent if the curvature tensor of F" satisfies
the following condition H},, = 4 (x,y)H,,. where 4,(x,y) is a positively

homogeneous function of degree 0 in y. [Mo3]

Proposition 1: [BP1] For a recurrent Finsler space with the nonzero vector
4, depends on the position x alone.

Proposition 2: [BP1] A recurrent Finsler space F" (n>2) of nonzero scalar
curvature is a Riemannian space of nonzero constant curvature.

Theorem 1: [BP1] If a Finsler space F" can be geodesically mapped onto a
recurrent Finsler space F”, then F” must be semi-recurrent.

Theorem 2: [BP1] If F" is a Riemannian space which can be geodetically
mapped onto a recurrent Finsler space F”, then F” must be a Riemannian
space of constant curvature if p,p® —L’p* #0.

Theorem 3: [BPI1] If a recurrent Finsler space F" can be geodesically
mapped onto a recurrent Finsler space F”, then F” must be a Riemannian

space of constant curvature if 4p+ 4 -1 #0.
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A note on a generalized Douglas space

A Finsler space F"(M",L) 1is called a generalized Douglas space if
nD: v =0, where bl =5!-1"l,,1,=0L/oy" ,and I" = y" /L.

Theorem 4: [BP2] The generalized Douglas spaces are closed under
projective relations.

*P-Finsler spaces with vanishing Douglas tensor

A Finsler space F" is called *P-Finsler space, if the tensor P, =5 g,., can
be written in the form £, = A(x,y)C;, , where A(x, y) is a scalarfield. [Iz1],
[1z2]

A Finsler metric L(x,y)=ea(x,y)+ f(x,y) in an n-dimensional differen-
tiable manifold M" is called Randers metric, where a(x,y)=/a,(x)y'y’

is a Riemannian metric in M" and B(x,y)=5b.(x)y' is a differential 1-form

in M". The Finsler space F"=(M",L=a+ ) with Randers metric is
called Randers space. [AIM]

Theorem 5: [BP3] A *P-Randers space with vanishing Douglas tensor is a
Riemannian space if the dimension is greater than three.
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