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Bevezetés

Hilbert az 1900-ban, Péarizsban megrendezett II. Nemzetkozi Matematikai
Kongresszuson sorra vette kora legjelentésebb, megoldatlan matematikai
problémait. A 10. problémaként ismert kérdés a diofantikus egyenletekre
vonatkozik: létezik-e olyan algoritmus, amely képes eldonteni, hogy egy
tetszbleges diofantikus egyenletnek van-e raciondlis egész megolddsa. A
valaszt 1970-ben Matijaszevics [54] adta meg, aki bebizonyitotta, hogy
nincs olyan univerzalis algoritmus, amely a megoldhatdsdg kérdésének
eldontésére alkalmas volna. Kovetkezésképpen nem adhaté univerzalis al-
goritmus a diofantikus egyenletek elméletének mésik két alapvetd problé-
majara sem: a megoldasszdm meghatarozasara és az Osszes megoldas
megallapitasara. fgy rendkiviil értékesek a kiilonboz6 egyenletosztalyokra
bizonyitott effektiv végességi tételek, amelyek nemcsak a megoldasszam
végességét garantaljak, hanem algoritmust is adnak az Osszes megoldas
meghatarozasara.

JelentOs elorelépést Baker effektiv mddszerének alkalmazasa jelentett a
magasabbfoku, kétismeretlenes egyenletek korében, mivel ennek segitsé-
gével effektiv végességi allitasokat sikertilt bizonyitani. Tovabba bizo-
nyos Thue- és szuperelliptikus egyenletek megoldésai is meghatarozhatova
valtak, amelyekrol részletesen Baker [3] konyvében lehet olvasni. A Baker-
modszer meghatarozza, hogy milyen korldton beliil kell keresni a meg-

oldasokat, viszont ahhoz mar nagyok ezek az értékek, hogy konkrét egyen-



letek megoldéasait megtalaljuk. Bizonyos konkrét esetekben a korlatokat
csokkenti tobb redukcids eljaras, példaul Baker és Davenport eredménye
[4], illetve az LLL-algoritmusként ismert médszer [48], amelyet Lenstra,

Lenstra és Lovész dolgozott ki.

GyOry tetszéleges ismeretlenszam esetén is sikeresen alkalmazta a méod-
szert, tobbek koz6tt norma- és diszkrimindnsforma egyenletekre, lasd [32]
és [31]. Még dltaldnosabb egyenletosztalyokra a Thue-Siegel-Roth-Schmidt
modszer alkalmazasaval kaphatunk végességi allitasokat, ezek azonban

mar ineffektivek.

Kombinatorikus hatterti problémak vizsgdlata soran, amikor két vég-
telen halmaz kozos értékeit keressiik, gyakran kapunk diofantikus egyenle-
teket. Dolgozatunkban olyan f(z) = g(y) tipusi szeparabilis egyenletekkel
foglalkozunk, amelyekben az f és g polinomok specidlis, kombinatorikus
jelentéssel birnak. FEzen egyenletek altalanos tulajdonsagai, kombinato-
rikus és aritmetikai jellemz6i megtalalhaték Dickson [23], illetve Deza és
Deza [22] konyvében. Emellett tobb cikk is foglalkozik a kombinatori-
kus szdmok diofantikus tulajdonsigaival, amelyekr6l bovebben Brindza,
Pintér és Turjanyi [16], Kaneko és Tachibana [44], Pintér és Varga [59],
Hajdu, Pintér, Tengely és Varga [39], Hajdu és Pintér [38] illetve Dujella,
Gyéry és Pintér [24] munkaiban lehet olvasni.

A Bevezetés tovabbi részében dolgozatunk felépitését vazoljuk. Az
egyes fejezetek rovid leirdsa mellett a témahoz kapcsolodd legfontosabb
eredményeket, hivatkozasokat is bemutatjuk, valamint a bizonyitdsok soran

hasznélt lemmakat is megemlitjiik.

Az els6 fejezetben a bizonyitdsokhoz felhasznalt segéderedményeket
adjuk meg. A dolgozatban tobbszor eléfordul Baker egy elliptikus egyen-
letekre vonatkozo effektiv végességi allitasa [2], illetve annak egy Brindza
[13] nevéhez fiz6d6 altalanositdasa. A lemmdk kozott szerepel tovabba

Grytzuk és Schinzel eredménye [30], amely egy &ltaldnos egyenletosztaly



megoldasaira vonatkozo tétel specidlis esete, nevezetesen Runge modszerét
[62] felhaszndlva ad effektiv fels6 korlatot a megolddsok nagysdgéara. Vége-
zetiil, az 6todik fejezetben alkalmazott, Fujiwara [29] altal kidolgozott
eredményt ismertetjiik, amely tetszoleges polinom gyoOkeire ad korlatot az

egyutthatdok fliggvényében.

A 2., 3. és 4. fejezetek szorosan kapcsolédnak egymadshoz, igy altaldnos

bevezetésiket, és a kapcsoldodd szakirodalmat nem valasztjuk szét.

Az alabb definiélt fj, ,,(X) polinom a disszertéci6 emlitett fejezeteiben
a vizsgalat targyaul szolgal. Legyenek k > 2, m > 3 egész paraméterek és
jelolje az

X(X+1) (X + (k—2)((m—2)X +k+2—m)

fk,m(X) = k! (1)

k-ad foku, raciondlis egyiitthatés polinom az X-edik (k-dimenzids, m-szog
alapi) figuralis szamot.
Az m = 3 esetben az fi3(X) = X(X+1)','€'!(X+k71) kifejezésbdl az (X+]i€_1)

binomialis egyilitthatokat, a k = 2, illetve k = 3 esetekben a poligonadlis,

illetve a piramidalis szamokat kapjuk, amelyeket az fa ,,,(X) és az f3 (X))

polinomokkal jeloliink, azaz

X((m—-2)X+4—m)
2

fQ,m(X) —

Fom(X) = X(X—F1)((771;2))(—1—5—m)7

ahol m > 3 egész paraméter. Megjegyezziik, hogy praktikus okokbdl a
disszertacidban az fo,,(X) = Poly,(X) és az f3 (X)) = Pyrp,(X) jelolé-

seket is hasznaljuk.

Legyenek k,m és [, n rogzitett egész szamok, amelyekre k > [ > 2 és



m > 3,n > 3 feltételek teljesiilnek és tekintsiik az

fem(x) = fin(y) (2)

egyenletet ismeretlen x,y egész szdmokban. Ekkor a (2) egyenletet tel-
jesito (z,y) szampéarok két figuralis szdm egyenld értékeit hatdrozzak meg.
A vizsgélat ilyen dltaldnossagban reménytelen, tovabbd rogzitett (k, m, [, n)

ni.

A (2) egyenletet m = n = 3 esetben, azaz a binomidlis egyiitthaték
egyenl6 értékeire vonatkozo egyenletet, valamint altalanositdsait tobben
vizsgaltdk, és dltalanos effektiv és ineffektiv végességi eredményeket pub-
likdltak. Kiss dolgozatdaban [45] az (;) = (4) egyenletrdl bizonyitotta be,
hogy adott paratlan p prim esetén csak véges sok megoldéds van. Brindza
[14] kiterjesztette ezt az eredményt az (i) = (‘g), k > 2 esetre, tovabba de
Weger [21] az (g) = (Z), xz,y € 7Z esettel foglalkozott. Brindza és Pintér
[15] az x(z+1) - - (z+k—1) = (Y) egyenlet esetén bizonyitotta, hogy csak
véges sok egész x,y megoldas van, ha k,l > 2. Beukers, Shorey és Tijde-
man [9] az x(z+dy) - - (z+(k—1)d1) = y(y+da) - - - (y+(I—1)d2) egyenlet
esetén, illetve Rakaczki [60] az F'((})) = b(Y) egyenlet megoldésaira vonat-
meghatarozva a kivételes eseteket is.

A (k,m,l,n)=(3,3,2,3),(4,3,2,3), (5,3,2,3) eseteknek megfelel§ egyen-
letek Osszes megoldésait is bizonyitottak. Avanesov [1] az (g) = (:‘2’) egyen-
let esetén igazolta, hogy csak 6t (x,y) szdmparra teljesiil az dllitds. Pintér
[58] és de Weger [20] egyméstdl fiiggetleniil az () = (3), z > 4,y > 2
esetén, mig Bugeaud, Mignotte, Siksek, Stoll és Tengely [18] az (§) = (4)

egyenletet illetéen hatarozta meg az Osszes megoldast.

Az | = 2,n = 4 esetben az f24(Y) = Y? teljes négyzet adédik. A

kérdés altalanositasaval, hogy egy binomidlis egytitthaté mikor lesz teljes



hatvény, vagyis az fr3(z) = y? egyenlettel Gyéry [33] foglalkozott és
oldotta meg.

A klasszikus problémdak kozé sorolandé az 1875-bél, Lucas-tél [52]
szarmazO ugynevezett ”canonball”, vagyis ”agyugoly6” probléma, amely
azt a kérdést vizsgdlja, hogy az egymads utan kovetkez6 négyzetszamok
osszege mikor alkot teljes négyzetet. A (2) egyenletbe a (k,m,l,n) =
(3,4,2,4) értékeket frva tudjuk megadni a problémét, vagyis az 12 + 22 +
R — w

Lucas [53] eredményeit Watson [77] és Ljunggren [49] egyma&stdl kiilonboz6

= y? Osszefiiggést. A kérdést tobben vizsgaltik,

modon tette teljessé. A probléma altaldnositasardl, nevezetesen az x(x +
1)(z+2) = dy? egyenlet megoldasardl sz616 eredmény Bennett [6] cikkében

olvashaté.

A dolgozat mésodik fejezetében a Brindza, Pintér és Turjdnyi [16]
cikkében szerepld sejtést igazoljuk, amely a piramidalis és poligonalis szé-
mok kozos értékeit, azaz a (2) egyenletbdl k = 3 és | = 2 értékek mellett
kapott

fam(x) = fan(y) (3)

egyenletet vizsgalja x és y ismeretlen egészekben. Dolgozatukban bebi-
zonyitottak, hogy eltekintve véges sok (m,n) szampartdl, az egyenletnek
csak véges sok z,y megolddsa van, amelyre max(|z|,|y|) < C; teljesil,
ahol C] az m-t6l és az n-t6l fiiggd effektiven kiszdmithatd korlat, tovabba
a kivételes (m,n) parokra teljesiil, hogy max(m,n) < Cj, ahol Cy ef-
fektiven meghatarozhaté abszolut konstans. Sejtésként fogalmaztdk meg,
hogy csak egy kivételes par létezik, nevezetesen az (m,n) = (5,4). Dolgo-

zatunkban bebizonyitjuk ezt a sejtést.

A harmadik fejezetben bizonyitott allitas elézményeként Mordell klasszi-



kusnak szdmité eredményét idézziik [56, 27. fejezet], amely az

(5) <)~ (D) ()= ®

diofantikus egyenlettel foglalkozik, valaszt keresve arra a kérdésre, hogy
valéban az x = —1,0,2,7,15,74 szamok alkotjdk-e csupan a (4) egyenlet
egész megolddsait. Ljunggren [50] és Bremner [12] egymdstdl fiiggetleniil
meghatdrozta a 6y> = 2% 4+ 5z + 6 alakban is megadhatd, (4) egyenlet
Osszes megoldasat, megmutatva, hogy csak egyetlen tovabbi x € Z esetén
teljesiil az egyenlGség, nevezetesen az x = 767 érték mellett. Tekintettel

az frm(X) polinomra, a (4) egyenlet megadhaté az alabbi médon is:

f373(a: — 2) + f273($ — 1) +x + 1= f274(y). (5)

A fejezet célja, hogy az (5) egyenletet dltaldnositsuk a poligondlis és pira-

midalis szamok segitségével. Még pontosabban megfogalmazva, az

fS,m(m - 2) + f27m($ - 1) +z+1= f2,n(y)

diofantikus egyenletet vizsgaljuk és bizonyitjuk, hogy a kivételes (m,n)

paroktol eltekintve csak véges sok megoldas 1étezik.

A negyedik fejezetben altaldnositjuk a masodik fejezetben szerepl6 (3)
egyenlet bal oldalat, vagyis az altalanos alakban felirt figuralis szamok és

poligonalis szamok kozos értékeire vonatkozo Osszefliggést, azaz az

fem (@) = fan(y) (6)

egyenletet vizsgdljuk. Adott feltételek mellett effektiv végességi allitasokat

adunk a (6) egyenletre egész = és y értékek esetén, meghatarozva tovabba

a kivételt képezo eseteket. Foglalkozunk az f, j42(X) = X2(X+(1]3:1())!( +h=2)




alakban felirt figurdlis szammal és bizonyitjuk, hogy ez az érték csak egyet-

len esetben lehet teljes négyzet.

Az 6t6dik fejezetben az Erdés-Graham probléma speciilis eseteivel fog-
lalkozunk. A rovid tartalmi kivonat el6tt, itt is sorba vessziik a kapcsolodo

elézményeket. Tekintsiik az alabbi
flz,k,d) =z(z+d)--- (x+ (k—1)d)

szorzatot. Erdés [26] és Rigge [61] egymdstdl fiiggetleniil bizonyitottdk,
ha x > 1 és k > 2, akkor f(x,k,1) nem lehet teljes négyzet. Erdds és
Selfridge [28] hires eredményiikben azt allitottak, hogy az f(z, k, 1) sosem
lehet egy egész szam teljes hatvanya, feltéve, hogy = > 1 és k > 2. Azaz,
megoldottdk az

Fo,kyd) =y (7)

diofantikus egyenletet d = 1 esetén. A szakirodalom ebben a témdaban
nagyon gazdag. Els6ként az | = 2 esettel foglalkozunk. Euler bizonyitotta
(1d. [23] 440. és 635. oldalak), hogy egy szamtani sorozat négy egyméast
kovetd tagjanak szorzata sosem lehet négyzet, megoldva ezzel a (7) egyen-
letet k = 4,1 = 2 esetben. Oblath [57] hasonlé &allitast igazolt k = 5 eset-
ben. Saradha és Shorey [65] bizonyitotta, hogy a (7) egyenletnek nincs
megoldasa k > 4 esetben, feltéve, hogy d egy primszam hatvanya. Laish-
ram és Shorey [47] kiterjesztette ezt az eredményt arra az esetre, amikor
vagy d < 1019, vagy d-nek legfeljebb hat primosztéja van. Bennett, Bruin,
Gyéry és Hajdu [7] megoldotta a (7) egyenletet, ha 6 < k < 11 és | = 2.
Hirata-Kohno, Laishram, Shorey és Tijdeman [43] teljesen megoldotték a
(7) egyenletet 3 < k < 110 esetekben. Tengely [71] eredményével egyiitt
a (7) egyenlet 6sszes megoldéasat megkapjuk, ha 3 < k < 100.

A tovébbiakban tegyiik fel, hogy | > 3. ToObb szerz6 vizsgilta az



altaldnosabb
fz,k,d) = by (8)

egyenletet, ahol b > 0 és b legnagyobb primosztdja nem nagyobb, mint k.
Saradha [64] bizonyitotta, hogy a (8) egyenletnek nincs megoldasa k > 4
esetén. Gyéry [34] vizsgdlata a k = 2,3 esetekre terjedt ki, meghatdrozta
a (8) egyenlet Gsszes megoldasat. Gyory, Hajdu és Saradha [36] beldtta,
hogy egy szamtani sorozatban négy vagy Ot egymast kovetd egész tag
szorzata nem lehet teljes hatvany, feltéve, hogy a kezd6 tag és a differencia
relativ primek. Hajdu, Tengely és Tijdeman [40] bizonyitotta, hogy egy
szamtani sorozatban k relativ prim egész szorzata nem lehet kobszam,
ha 2 < k < 39. Bennett, Bruin, Gyéry és Hajdu [7] kiilénb6z6 végességi
allitasokat adott azzal a megkotéssel, hogy k rogzitett. Hajdu és Kovacs
[37] igazolta, hogy egy primitiv szdmtani sorozatban k egymadst kovetd
tag szorzata sosem lehet 6todik hatvany, ha 3 < k < 54. Gyéry, Hajdu és
Pintér [35] bebizonyitotta, hogy tetszéleges pozitiv egész x,d és k esetén,
ahol ged(z,d) =1és3 < k < 35,az z(x+d)--- (v + (k—1)d) szorzat nem
lehet teljes hatvany.

Tekintsiik az alabbi altalanos egyenletet
T
H f(xh ki7 1) = y2
i=1

rogzitett r > 1 és {ky,ka,...,kr} esetén, ahol k; > 4, i = 1,2,...,r.
Erdés és Graham [25] vizsgdlata annak a meghatdrozdsara irdnyult, hogy
ennek az egyenletnek valéban csak legfeljebb véges sok pozitiv egész y
és (z1,x2,...,r,) megolddsa van-e, ha x; + k; < ;41 minden i-re tel-
jesiil, ahol 1 < i < r — 1. Skalba [67] bebizonyitotta, hogy létezik korlat
a legkisebb megoldasra és sikerult becslést adnia a korlat alatt 1évé meg-
olddsszamra. Ulas [74] megvdlaszolta Erdds és Graham fenti kérdését.

Vaélasza negativ volt, ha r = k; = 4 vagy r > 6 és k; = 4. Bauer és



Bennett [5] kiterjesztette ezt az eredményt az r = 3 és r = 5 esetekre.
Bennett és Van Luijk [8] adott egy végtelen csalddot r > 5 esetén, amely-
ben az egymast nem fed6 blokkok 6t olyan egymast koveto egészbdl allnak,
amelyek szorzata mindig teljes négyzet. Luca és Walsh [51] vizsgalta az
(r,ki) = (2,4) eseteket, hai=1,...,r.

Az 6t6dik fejezet elsé részében az

r(r+1)(x+2)(x+3)
z+a)(z+b) v’ (9)

diofantikus egyenlettel foglalkozunk, ahol a,b € Z,a # b paraméterek.
A megoldas méretére korlatot adunk és egy algoritmust, amely megha-
tarozza az osszes (r,y) € Z2 megoldast. A bizonyitds Runge eljirdsan
alapszik, amelyrél részletesen Runge [62], Schinzel [66], Hilliker és Strauss
[42], Grytczuk és Schinzel [30], Walsh [76] és Tengely [70] cikkeiben lehet
olvasni. 2008-ban Sankaranarayanan és Saradha [63] a Runge mddszert
alkalmazva felsé korlatot adott az F(x) = y™ és F(x) = G(y) diofanti-
kus egyenletek megolddsainak méretére. Altalanositotték ezt a médszert a
P(x)/Q(x) = y™ alaki egyenletek megoldasait figyelembe véve. Az utébbi
eredmény alapjdn a (9) egyenlet megolddsainak korlétjét bizonyitjuk. Meg-
jegyezziik, hogy a (9) egyenlet egész megoldédsai megfelelnek az

z(x+1)(x+2)(z+3)(z+a)(z+b) =Y

hiperelliptikus egyenlet egész megolddsainak, ahol Y = (z + a)(x + b)y.
Baker [2] médszerével, miszerint alsé korldtot ad a logaritmikus linedris
formékra, egy felsé korlat biztosithaté a hiperelliptikus egyenlet meg-
oldasanak nagysagara. Tobb szerzo javitott ezen a korlaton, tobbek k6zott
példdul Sprindzuk [68], Brindza[13], Bilu [10], Voutier [75], Bugeaud [17]
illetve Bugeaud, Mignotte, Siksek, Stoll és Tengely [18], de még igy is
nagy maradt. Ennek a hiperelliptikus egyenletnek a megoldasaira is le-

het alkalmazni a Runge mddszert, hogy bizonyitsuk a fels6é korlatot az
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egész megolddsok nagysdgara. A moddszeriink jobb korlathoz vezet, igy
hatékonyabban meghatarozhatok az egész megoldéasok.

Az 6t6dik fejezet tovabbi részében ezt az eredményt terjesztjiik ki olyan
egyenletekre, amelyeknek a bal oldalan olyan racionélis fiiggvények allnak,
amelyekre teljesiil, hogy a szamlalé és nevez6 fokszaménak legnagyobb
kozos osztéja d > 1, tovabba a jobb oldali Y kitevéje és d nem relativ

prim, nevezetesen az

z(x+1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) 2

(x +a)(x+0b) ’

v(x+1)(z+2)(z+3)(z+4)(z+5) 3

(x +a)(z+b)(zr+c) ’

r(x+1)(x+2)(z+3)(z+4)(z+5)
(x4 a)(z+b)(z+c)(x+d)

diofantikus egyenleteket vizsgaljuk, ahol a, b, ¢, d € Z paronként kiilonb6zé
egész szamok ugy, hogy a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5}. Ezen egyenletek meg-
oldésaira sikeriilt korlatot nyerniink, amelyeket a megfelel6 fejezetben mu-
tatunk be.

A disszertaci6 alapjdul az [59], [39], [41], [72] és [73] cikkek szolgaltak.



1. fejezet

Segéderedmények

Elsé lemmank Baker [2] eredménye.

1.1. Lemma. Legyen t(z) harmadfoki, raciondlis egyiitthatés polinom,

amelynek diszkrimindnsa nem nulla. A
t(z) = y?

egyenletbdl kovetkezik, hogy max(|x|,|y]) < Cs, ahol C3 eqy effektiven
kiszamithato konstans, amely csak a t egytitthatoitol figg.

Bizonyitds. Megtaldlhaté a [2] cikkben.

A fenti lemma &ltalanositasanak pontos leirasat Brindza [13], illet-
ve Bugeaud [17] cikkei tartalmazzdk. Masodik lemménk az igynevezett
hiperelliptikus egyenletek megoldasaival foglalkozik, amely a modern dio-

fantikus szamelmélet egyik gyakran hasznalt eredménye.

1.2. Lemma. Legyen t(X) € Q[X] és tegyiik fel, hogy a t(X) polinomnak
van legaldbb hdarom pdratlan multiplicitdsi gyoke. Ekkor a

t(x) =y°

11
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egyenlet x,y egész megolddsaira teljesiil, hogy max(|x|,|y|) < C4, ahol Cy
eqy effektiven meghatdrozhato konstans, amely a t polinom fokszdamdatol és

egyttthatoitol fiigg.

Bizonyitds. A Lemma 1.2 speciélis esete Brindza [13] eredményének.

Kovetkez6 segéderedményiink is specialis esete egy altaldnos egyenlet-

osztaly megolddsaira vonatkozé tételnek. Legyen

t
F(X,Y) = Z > a4 ;XY

i=0 j=0
kétvaltozds, egész egylitthatés polinom, amelynek fokszama X-ben s > 0,
Y-ban ¢t > 0 és irreducibilis Q[X, Y]-ban.
1.3. Lemma. Legyen = és y megolddsa az F(x,y) = 0 egyenletnek és

tegyiik fel, hogy as; # 0 valamely j # 0 indexre. Ekkor

2t(st+1)3
|z| < ((s+1)(t+1)(st+1)2/th> :

€s
2(st+1)3
lyl < <(s +1)(t+ 1)(st + 1)2/%)

egyenldtlenségek teljesilnek, ahol h = max; jla; ;|.

Bizonyitds. Lésd Grytzuk és Schinzel [30] dolgozatét.

Az 6t6dik fejezet bizonyitdsaiban Fujiwara [29] kovetkezd eredményét

fogjuk hasznélni.

1.4. Lemma. Legyen p(z) = > i ga;iz',a, # 0, ahol a; € R minden
1=0,1,...,n esetén. Ekkor
l/n}

1/2
Qn—2 /

an

an—1

9 g e ey

max{|¢[ : p(¢) = 0} < QmaX{

n



2. fejezet

Poligonalis és piramidalis

szamok egyenlo értékei

Tekintsiik az alabbi fejezetben a poligonélis és piramidalis szamokat. Amint
azt a Bevezetésben is irtuk, az

X(X+1) (X +k—2)((m—2)X+k+2—m)

frm(X) = ] (2.)

polinom k = 2 esetben a poligondlis, mig k& = 3 esetén a piramidalis
szamokat jeloli (k-dimenzidéban az X-edik m-gonalis, illetve m-piramidalis

szdmot). Azaz

Pmi(X) = f3,m(X) és POlm(X) = f2,m(X)'

2.1. Eredmények

Els6 tételink a piramiddlis és poligonalis szdmok kozos értékeire vo-
natkozik, amely Brindza, Pintér és Turjanyi egy 1998-as sejtését [16] bi-
zonyitja, miszerint csak egyetlen olyan eset 1étezik, amikor végtelen sok

egyenl6 értéke van a megfeleld piramidalis és poligondlis szamoknak.

13
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2.1. Tétel. Ha (m,n) # (5,4), akkor a
Pyrm(x) = POln(y) (2‘2)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megolddsa van, és ezekre a meg-
olddsokra max(|z|,|y|) < Cs teljesiil, ahol Cs effektiven kiszdmithatd, az

m és n paraméterektdl fliggd korldt.

Megjegyzés. Az (m,n) = (5,4) szampart behelyettesitve a (2.2) egyen-
letbe, az z?(x+1)/2 = 32 egyenletet kapjuk, amelyrdl konnyen belathato,

hogy végtelen sok (x,y) megoldasa van.

2.2. Bizonyitas

A 2.1. Tétel bizonyitasa

Az f3m(z) = fon(y) egyenlet a z = 2(m — 2)(n — 2)x és v = (m —
2)(n —2)(2(n — 2)y — (n — 4)) transzformacickkal a kovetkezd alakban
adhaté meg:

fm,n(z) =
2346(n—2)2%2—4(m—"5)(m—2)(n—2)22+6(m—2)*(n—2)*(n—4)% = 6v°.

Ennek az egyenletnek pontosan akkor lesz véges sok megoldédsa z-ben és v-
ben, ha az fy, »(X) polinom diszkrimindnsa nem nulla, azaz a polinomnak

csak egyszeres gyokei vannak. Az f,, , polinom diszkrimindnsa
D (f m,n) ==

4(n —2)*(m — 2)2[64n2 — 256m + 256)m* + (—1088n? + 4352n — 4352)m>3+
+(—9984n? + 14016n — 243n* — 14016 + 3240n3)m?+
+(—11016n3 + 28912n% — 275201 + 972n* + 27520)m+
+4048n2 — 78400n — 972n* 4 777613 + 78400].
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Jelolje a szogletes zardjelben 1évo kétvéltozés polinomot F(X,Y). Kony-
nyen ellenérizheté a MAPLE programcsomag segitségével, hogy F(X,Y)
irreducibilis Q[ X, Y]-ban, tovabbd az X —— X +4és Y —— Y + 4 helyet-
tesitésekkel a polinom magassaga, azaz egylitthatéi abszolut értékeinek
maximuma 78400-rél 1344-re csokken. Tegyiik fel, hogy az (m,n) pér
gyoke az F(m,n) = 0 egyenletnek. Az 1.3 Lemma kovetkezménye, hogy

m < 1.013 - 10%952¢

és
n < 1.05 - 10202084,

Természetesen a fenti intervallumokban az Gsszes széba joheté (m, n) péart
lehetetlen kiprobalni. Bizonyitasunk a Pell-egyenletek megoldasai kozotti
exponencialis hézagon alapszik. Tegyiik fel, hogy az fy, »(X) polinom-
nak van egy « tobbszoros gyocke. Két esetet kiillonboztetiink meg. Ha o
haromszoros gyok, akkor

(X —a)? =

X346(n—2)X2—4(m—5)(m—2)(n—2)2X +6(m—2)*(n—2)*(n—4)* =

= X% - 3aX? +3a%X — o,

amibdl a = 2(2—n) és m? —Tm+13 = 0 adédik, viszont ez nem teljesiilhet
egész m-re. Ha « kétszeres gyok, [ egyszeres, akkor egyrészt a és [
raciondlis egészek, masrészt o gydke az fp, n(X) polinom derivéltjanak,
azaz,

3a% +12(n — 2)a — 4(m — 5)(m — 2)(n — 2)* = 0. (2.3)

Mivel « egész, ezért a masodfoki egyenlet diszkriminansanak teljes négy-

zetnek kell lenni, igy

3(m —5)(m—2)+9= A2
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ahol A raciondlis egész. Ebbdl az egyenletbdl a
3+ (m—5)(m—2) =343
és a
(2m —T7)% + 3 = 3(24;)?

atalakitasok utan a
(24;)* —3B* =1 (2.4)

Osszefliggést kapjuk, ahol A = 3A; és 2m — 7 = 3B. Ismert, hogy a (2.4)

egyenlet Gsszes megoldédsa

(2+V3)"+(2—v3)"
1

A = ,u paratlan

* (2+V3)" — (2 —V3)"

2V/3
alakban irhaté fel. Az m-re adott felsd becslésbdl az u < 88382 korldtot
kapjuk. A (2.3) egyenletet a-ra megoldva a két gyok

B =

a1 = ;(n _9)(=3+ A).

Behelyettesitve az a-ra kapott értékeket az fy, ,,(X) polinomba és leosztva

(n — 2)2-nel, egy masodfoki egyenletet kapunk n-ben
16(A—3)(—=3m+12+A)(3m—9+A) (A% +3mA—3A+45m—108) (—3m+3+A)
és
16(A+3)(3m—124A)(—=3m~+9+A)(A%—3mA+3A+45m—108)(3m—3+A)

diszkrimindnsokkal. Mivel n raciondlis egész, A és m csak u értékétdl fiigg,
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igy u Osszes széba johetd értékére leellenorizziik, hogy a diszkrimindnsok
teljes négyzetet alkotnak-e. Ezt a MAPLE issqr beépitett fliggvényével
hajtjuk végre, a szdmolasi id6 4 ératdl kevesebb egy négymagos személyi
szamitégépen. A szamolds mutatja, hogy az elsé diszkrimindns m = 5-
re, a masodik m = 26-ra teljes négyzet, azonban a méasodik esetben a
megfelel6 masodfokt, Q felett reducibilis polinom gyOkei nem egészek.
Az els6 esetben n = 4. Végiil tételiink bizonyitdsat az 1.1 Lemma teszi

teljessé.
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3. fejezet

Mordell eredményének
altalanositasa figuralis

szamokkal

Mordell, a mar emlitett, klasszikus eredményében binomidlis egyiitthatdk

Osszegének hatvanyértékét vizsgalta, amely az

() () () ()= 0

diofantikus egyenlettel irhat6 fel. Konyvében [56, 27. fejezet] az x =
—1,0,2,7,15,74 egész megolddsokat adta meg. A (3.1) egyenletet végiil
egymastdl fiiggetleniil Ljunggren [50] és Bremner [12] oldotta meg, meg-
mutatva, hogy a Mordell atal emlitett megoldasokon kiviil az egyenletnek

még egy megoldasa van, az x = 767.

19
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3.1. Eredmények

Ezt az eredményt a figuralis szamokra kiterjesztve vizsgaljuk a kovet-
kez6 egyenletet, amelynek a megoldédsaira effektiv végességi allitdst bi-
zonyitunk. A tételben szerepl6 fs ,,(X) polinom tovabbra is a poligonalis,

mig az f3,,(X) polinom a piramidalis szdmokat jeloli.

3.1. Tétel. Legyenek adottak m és n pozitiv egészek, ahol m > 3,n > 3
és (m,n) # (50,3),(50,6). Ekkor az

f3,m(x_2)+f2,m($_l)+x+1 :f2,n(y) (3.2)

egyenlet minden x és y megolddsdra teljestil, hogy max(z,y) < Cg, ahol Cg

eqy effektiven meghatdrozhato konstans, amely csak az m és n értékektdl

fiigg.

Megjegyzés. A kivételes esetekben, amikor (m,n) = (50,3) és (50,6),
akkor a
(162 +1)(2z — 3)* = (2y + 1)?

(16 + 1)(2z — 3)? = (4y — 1)*

egyenletet kapjuk. Konnyen beldthaté, hogy végtelen sok egész (z,y)
pont taldlhaté ezeken a gorbéken. A kivételes paroktdl eltekintve, a (3.2)
egyenletet elliptikus gorbévé alakitva Baker klasszikus eredményét tudjuk
haszndlni (l4sd 1.1 Lemma), {gy elég garantdlnunk azt, hogy a megfelels

harmadfoku polinomok diszkriminansai nullatél kiilonboznek.

Megjegyzés. Konnyen ellendrizhetd, hogy a (3.2) egyenlet az (m,n) =
(3,4) specidlis esetben Mordell eredeti (3.1) egyenletét adja vissza az
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alabbiak alapjan:

f33(z) = <x ?,)_ 2>, fas(z) = <x ;_ 1), fou(z) = 22,

3.2. Bizonyitas

Az 3.1. Tétel bizonyitasa

A (3.2) egyenletet alakitva adédik, hogy
Frn(x) =8(n—=2) (fsm(x—2)+ fom(z—1) + x4+ 1)+ (n - 4)? = 22,
ahol z = (2(n — 2)y +4 —n). Jeldlje az Fy, ,(z) diszkrimindnsat x-ben

1
D(Fpp) = 20

n) =g (0= 2)2- (64n*m* — 256nm* +256m* — 2240n%*m3 — 8960m>

+8960nm3 + 27456m2 — 27456nm? — 243n*m? + 15936n>m?>
—4536n3m? — 20864m + 972n*m + 20864nm + 23976n>m — 53168n°m

—4672n + 4672 — 31104n° + 6337612 — 972n*) =

16 9
— 2m-22.D .
Ha a diszkriminans nulla, akkor az F, (X )-nek létezik egy tobbszoros

multiplicitasi racionalis « gyoke, amely igy az

/

E, (X)) = g(n —2) ((3m — 6)X? + (18 — 6m)X +2m — 1)

m,n

polinomnak is gyoke. Elegendé a (3m — 6)z% + (18 — 6m)z +2m — 1 =0
egyenlet

3m—9++v3m2—39m + 75
Oé =
12 3(m — 2)
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gyokeit vizsgalni. fgy adddik, hogy a 3m? — 39m + 75 érték biztosan teljes
négyzet. A kovetkezd 1épésben a

3m? — 39m + 75 = k>

altalanositott Pell-egyenletet vizsgaljuk, ahol m és k egészek. Lathatd,
hogy 3|k, vagyis legyen k = 3k1, ahol k1 € Z. Az egyenlet igy felirhaté

(2m —13)? — 3(2k1)? = 69
alakban, amelyet tovabb alakitva jutunk az
X2 -3Y? =69 (3.3)

egyenlethez, ahol az 1j valtozok X = 2m — 13 és Y = 2k;. A Pell-
egyenletek elméletébdl adodik, hogy ha a (3.3) egyenletnek az (X, Yp)
alapmegoldésa, akkor minden tovdbbi egész megoldds ebbdl megadhatd

X +YV3 = (Xo+ YoV3)(V; + UjV3) = (Xo + Yov/3) 5/ (3.4)

alakban, ahol j € Z, 8 = 24/3 alapegység a megfeleld Q(v/3) szdmtestben,

valamint V; és U; az egész megoldasai az alabbi Pell-egyenletnek
VZ-3U% =1. (3.5)

Esetiinkben két alapmegoldédsa van a (3.3) egyenletnek, (Xo,Yp) = (9,2)
és (12,5). Megjegyezziik, hogy 124+5v/3 = (9—2v/3)83, igy a (3.3) egyenlet
minden egész megoldasa megadhat6 az alabbi alakban:

X+YV3 = (9+2V3)(V; +U;V/3) = (9V; +6U;) + (£2V; +9U;)V3, j € Z.
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Tudjuk, hogy 2m — 13 = X = 9V; £ 6U;, igy 2m = 9V; £ 6U; + 13, amibdl
adédik, hogy 2 1 V;. Tovabba, a (3.4) Osszefiiggésbdl lathats, hogy V;
akkor pératlan, ha j paros, azaz legyen j = 2t. Ekkor felhasznalva, hogy
V2 -3U2=1¢ésa

V243U + V3 2ViU; = (Vi + UiV/3)? = Vi + U V'3,
egyenlGséget, azt kapjuk, hogy

o2m = 9V & 6Uy + 13 = 9(V2 + 3U7) + 6 - 2V;U; + 13(V;2 — 3U?)
= 22V 4+ 12V,U; — 12U7.

Tovébbs,
2k =Y = 2V +9Us; = £2(V2+3U3)+9-2ViU; = +2V2+18V;U; £6U2.

Legyen v = V; és u = £U; = Uy,;. Ebbdl felirhatjuk, hogy

m = 1102 + 6vu — 6u®, +k; = v* 4 Yvu + 3u?. (3.6)
Legyen K = +k. Behelyettesitve az a2 = 3%%2%# = 3;?;&5? kife-

jezést az Fy, ,,(x) = 0 egyenletbe egy kvadratikus egyenletet kapunk n-ben,

amelynek diszkrimindnsa
A =16(3m — 9+ K)(—3mK + 63m — 144 + 9K + K?)x

x (K3 +117mK — 9m*K — 225K + 351m?* — 1647m + 1944).  (3.7)

Beirva a (3.6) kifejezést a (3.7) egyenletbe tekintettel arra, hogy 1 = v? —
3u?, az adédik, hogy

A =232 (v 4+ u)2(3v + 2u)* (202 — dvu — u?) (0* — 13v%u? — 6vu® — u?).
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Legyen
P =20 —dou—u? és Q= 4" —13v%u? — 6vu® — ut.

Ellendrizheté, hogy P és @ negativ, ha (+t) > 1 és pozitiv (£t) < 0
esetén.

Ha A négyzet, akkor PQ is az. Vizsgédlva a P és @Q legnagyobb ko6z6s
osztojat, azt kapjuk, hogy

2Q = (16v + 3u)u® (mod P),
128P = —23u? (mod 16v + 3u),

igy
D = (P,Q)|(P,2Q) = ((16v + 3u)u, P).

Mivel (u, P) = (u,2v? — 4ou — u?) = 1,
D | (16v + 3u, P) | (16v + 3u, 128P) = (16v + 3u, 23u?)

(160 + 3u, 23u?) | (16v 4 3u, 23)(16v + 3u, u?) | 2% - 23.

Vagyis létezik egy R egész ugy, hogy
P =60 — (20 +u)? = (—1)°2°23"R%, ¢,0,1 € {0,1}, (3.8)

ahole =0 u < 0esetén ése =1, hau > 1.
Ha P = 0 (mod 23), akkor

6v% = (2v + u)? (mod 23), (3.9)
amibél kovetkezik, hogy +11v = 2v + u (mod 23). Ezek alapjin

u=9v (mod 23) vagy u = 10v (mod 23).
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Ha u = 9v (mod 23), akkor
1 =v? — 3u® = —2420% = 11v? (mod 23),

vagyis a (%) Legendre-szimbo6lum értéke —1, ami a fenti sorbdl adéddéan
ellentmondas.
Ha u = 10v (mod 23), akkor

1 =% —3u? = —299v% = 0 (mod 23),

ami szintén lehetetlen, vagyis a 23 | P feltételbdl kiindulva mindkét eset-

ben ellentmondésra jutunk. fgy 23t P.
Meg kell tehat oldani a
P =60 — (20 +u)? = (-1)°2°R2, £,6,€{0,1} (3.10)

egyenletet. Beldthat6, hogy 3 1 (2v + u), maskiilonben 3|R és igy 9|6v>
teljesiilne. Az a feltétel viszont, hogy 3|v ellentmond annak, hogy v? —

3u? = 1. Modulo 3 vizsgélva a fenti egyenletet adédik, hogy

- (—31) _ <—(2v3—i— u)2> _ <(—1);25R2>
JOIOREE

ahol (%) a Legendre-szimbdélumot jeloli.

Azt mondhatjuk tehat, hogy €+ = 1, ami alapjan két részre bontjuk
a (3.10) egyenlet vizsgédlatat.

I.eset: e=1,6=0
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Ebben az esetben a (3.10) egyenlet felirhato
6v: — (2v +u)? = —R? (3.11)

alakban. Ha 2|u, akkor 2 { v, tovabb4d —R? = 2 (mod 4), ami lehetetlen.
Vizsgéljuk tehat azt, ha 2 { u. Ez alapjan mondhatjuk, hogy 2 1 R és amint
kordbban lattuk, 3 + R, igy a ged(2v 4+ u, R) = 1 Osszefliggés teljesiil. A
(3.11) egyenletbdl kapjuk, hogy

(20 +u+ R)(2v 4+ u — R) = 6%
Ekkor léteznek G és H egészek gy, hogy
220+u+ R = 201G2, 20+u—R= 202H2, v=2GH, cico=06.
Ebbdl kovetkezik, hogy
uw=c1G? + o H?> — AGH.
Ezt behelyettesitve a v — 3u? = 1 kifejezésbe a

144 _%8]_{4:1
C

—3c2G* + 24¢G®H — 80G*H? + —GH®
C

egyenlet adédik, ahol ¢ € {1,2,3,6}. Vegyik az (X,Y) = (G, H) pért
¢ =1 vagy 2 esetén, (X,Y) = (H, G) egyenloség mellett pedig ¢ = 3 vagy
6. Két negyedfoku Thue-egyenletet kapunk

—3X* 4+ 24X3Y — 80X?Y?% 4 144XY3 —108Y* =1, hac=1,6 (3.12)
és

—12X* +48X3Y — 80X2Y? + 72XY3 —27Y* =1, hac=2,3. (3.13)
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A MAGMA (és PARI/GP) programcsomagot hasznaljuk, hogy megoldjuk
a fenti Thue-egyenleteket. A (3.12) Thue-egyenletnek nincs egész (X,Y)
megolddsa. A (3.13) egyenlet Gsszes egész megoldésa az (X,Y) = (1,1) és
(—=1,—1). Ebbdl kovetkezik, hogy

v=2GH =2XY =2 és uw=2X%2+3Y? —4XY =1.

Behelyettesitve az m = 11v? + 6vu — 6u? = 50 értéket a D(m,n) = 0
egyenletbe, azt kapjuk, hogy

—1296(n — 3)(n — 6)(432n% + 11737n — 23474) = 0.

Igy (m,n) = (50,3) és (50,6).

II. eset: ¢ =0,6=1
Ebben az esetben a (3.10) egyenlet felirhaté

60> — (20 + u)? = 2R? (3.14)
alakban. Konnyen lathatd, hogy 2|u. Tovabba,
R? 4+ 2(v +u/2)? = 302

Az 1 =v? — 3u? alapjan, ha 2 | u, akkor 2 { v, ami azt jelenti, hogy 2 { R.
Miként korabban beldttuk 3 { v, ezért ged(R, v + u/2) = 1. Ezek alapjan
adddik, hogy

(R+ (v+u/2)V=2,R — (v +u/2)V=2)|(2R, (v + u/2)V~2) = V2.

Viszont v pdratlan, tovabba a legnagyobb kozos osztéja az R + (v +
u/2)y/—2-nek és konjugéltjanak 1. Az egyenlet Q(1/—2) feletti felbonta-
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sabol kovetkezik, hogy
R+ (v+u/2)vV=2 = £(1 £ vV=2)(G + HV=2)?
valamely egész G, H esetén. Ezt kifejezve azt kapjuk, hogy
v+u/2 =+(G*+2GH — 2H?)
és
v=G"+2H"

Mivel v? > 3u? és v > 0, ezért v+ u/2 > 0. Legyen (X,Y) = (G, +H),
ekkor

w/2 =|X? +2XY - 2Y?| — (X2 +2Y?%), v=X%242Y2

Ezt behelyettesitve a v2 — 3u? = 1 értékbe az aldbbi Thue-egyenleteket
kapjuk:

X4 44X?Y?% +192XY3 —188Y4 =1 (3.15)
és

—47X* — 96X3Y — 44X%Y? 44V = 1. (3.16)
A MAGMA (és PARI/GP) programokat hasznalva azt latjuk, hogy nincs
egész (X,Y) megolddsa a (3.16) egyenletnek. Mig a (3.15) egyenlet Gsszes
egész megoldésai az (X,Y) = (£1,0) parok. Ebbdl az kovetkezik, hogy
u=0ésv =1, tovdbbd m = 11. Beirva ezt az m értéket a D(m,n) =0

egyenletbe ahhoz jutunk, hogy
—81(n? 4 8n — 16)(243n* + 1960n — 3920) = 0.

A fenti egyenletnek nincs egész megoldasa.
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Végiil, ha (m,n) # (50,3), (50,6), lathatd, hogy az F, () harmad-
foku polinomnak egész egytlitthat6i vannak, illetve a diszkrimindnsa nem

nulla. Az 1.1. Lemmat haszndlva a 3.1. Tétel bizonyitasa teljessé valik.
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4. fejezet

Figuralis szamok egyenlo

értékel

4.1. Eredmények

A fejezet elsé allitdsai az

Jrm(x) = fon(y) (4.1)

egyenlettel foglalkoznak, amely az altalanos alakban megadott figuralis
szamok és poligonalis szdmok kozos értékeit vizsgdlja, effektiv végességi

allitasokat megfogalmazva.

4.1. Tétel. Legyenek m,n, k egész szamok, amelyekre teljesiil, hogy k > 3
és (m,n, k) # (5,4,3),(6,4,4). Ha k pdros, akkor tegyik fel tovibbd,
hogy k'D nem r? vagy 2r? alaki, ahol D = ged(k!(n — 4)%,8d(n — 2)) és
d = ged(k,m—2). Ekkor a (4.1) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa

van, amelyek effektiv modon meghatdrozhatok.

Megjegyzés. Ha (m,n, k) = (5,4,3),(6,4,4), akkor kénnyen beldthatd,
hogy a (4.1) egyenletnek végtelen sok x,y megolddsa van.

31
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Az aldbbi allitds a tétel kovetkezménye.

4.1. Kovetkezmény. Legyenek m,n,k egészek és k > 4. Ha k pdros,
akkor tegyiik fel tovabbd, hogy létezik egy p prim, amely k/2 < p < k, ahol
ptn—2. Ekkor a (4.1) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa van,

amelyek effektiv modon meghatdrozhatok.

Megjegyzés. Ha k > 2n, akkor a 4.1 Kévetkezmény teljesiil. A Bertrand-
posztuldtum garantalja a megfelel§ p prim létezését k/2 < p < k kozott.
Mivel p > k/2 > n > n—2, van olyan prim, amelyre teljesiil, hogy p { n—2.

4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy k > 3,m > 3,n > 14 egészek, amelyekre
teljestil, hogy
10m — 26 < n.

Ekkor a (4.1) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa van, amelyek ef-

fektiv modon meghatdrozhatok.

A kovetkez6 tételben Erd8s [26, 27] bizonyitasat fogjuk felhaszndlni,
amelyek segitségével diofantikus egyenletek egy végtelen csaladjara adunk

megoldast.
4.3. Tétel. A k>5,2>k—2 ésy>1 egészek kérében az

frrr2(x) = f2,4(y) (4.2)

egyenletnek a (k,z,y) = (5,47,3290) szamhdrmas az egyetlen megolddsa.

Megjegyzések. k = 5 esetén a tétel kovetkezik Meyl [55] klasszikus

eredményébdl. Az Gsszes egész x,y és k megolddsa az

(") = o) = st =2
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alaku parametrikus csalddnak a diofantikus egyenletek korében Gyéry [33]
azon eredményére vezethetd vissza, amelyben a binomialis egytitthatok

hatvanyértékét vizsgalja.

4.2. Egy segédtétel és bizonyitasa

A 4.1. Tétel bizonyitasa soran felhasznaljuk az alabbi, a bizonyitasban

sziikségesnél tobbet mondé eredményt.

4.4. Propozicié. Legyen t > 0 egész és Pi(z) = z(x +1)...(x + t).
Legyen f(x) € Z]x] ésv € Z\{0} dgy, hogy g(z) := P,(x) f(x)+v primitiv

polinomot alkosson.

e Hat > 3 és deg(g) pdratlan, akkor g(x)-nek van legaldbb hdrom

pdratlan multiplicitasi gyoke.

e Hat > 2, deg(g) pdros és v nem +r? vagy £2r% alaki, akkor g(x)-

nek van legalabb hdrom pdratlan multiplicitasu gyoke.

o Legyen £ > 3. Hat > 3 és deg(f) < (t+ 1)(¢ — 1), akkor g(z)-nek
van legaldbb két olyan gydke, amelyek multiplicitdsa nem oszthato

£-lel.

A 4.4. Propozicié bizonyitasa

Az els6 rész bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy deg(g) péaratlan, de ha-

romndl kevesebb paratlan multiplicitasi gycke van. Ekkor felirhato
Py(x) f(z) +v = (h(x))*(az +b)

alakban valamely h € Z[x] és a,b € Z esetén. Tovabba, a # 0 és mivel g
primitiv polinom, azt kapjuk, hogy ged(a,b) = 1. Mivel 0, —1, —2 és —3 a
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Py(x) polinom gyokei, igy
(7(0))% = (h(=1))*(b — a) = (h(=2))*(b — 2a) = (h(=3))*(b - 3a).

Tudjuk, hogy v # 0, ezért a fenti értékek egyike sem lehet nulldval egyenld,
valamint ged(a, b) = 1, amibél kévetkezik, hogy vagy b, b—a, b—2a, b—3a
vagy —b,a — b,2a — b,3a — b mindegyike négyzetszam. Azonban Euler és
Fermat (23], pp. 440 és 635) klasszikus eredménye szerint, négy kiillonb6z6
négyzetszam nem lehet ugyanannak a szamtani sorozatnak a tagja. fgy
ellentmondasra jutottunk és az allitasunk igazoldst nyert ebben az esetben.

A maésodik eset bizonyitdsdhoz fel kell tenniink, hogy deg(g) paros,
de haromnal kevesebb paratlan multiplicitasu gycke van. Mivel v nem
négyzet, felhasznalva a feltételt, azt kapjuk, hogy g(z) nem lehet (egész)
konstans szamu tObbszordse egy Z[z]-beli polinom négyzetének. Vagyis,

az egyetlen lehetséges feliras
Pi(z)f(z) +v = (h(z))?(az?® 4 bz + ¢)

alakban adhaté meg, ahol h € Z[x] és a,b, c € Z. Tovabba, a # 0 és ismét
felhaszndlva, hogy g primitiv, azt kapjuk, hogy ged(a,b,c) = 1. A feltétel

szerint t > 2, {gy most a
(R(0))%c = (h(=1))*(a — b+ ¢) = (h(—=2))*(4a — 2b+¢c) = v

lehet&séget kell vizsgalnunk. Mivel v # 0, a fenti értékek ismét nem lehet-

nek nullaval egyenlék. Egyszer(i szamitasokkal jutunk ahhoz, hogy
ged(c,a—b+c,da—2b+¢) =1, 2.

Tegytk fel, hogy létezik egy paratlan g prim, amely paratlan hatvanyki-
tevével szerepel ¢ felbontasdban. Ekkor a fenti egyenléségeket figyelembe

véve megallapithatjuk, hogy ¢ paratlan hatvanykitevovel jelenik meg a v
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felbontdsédban is, amibdl kovetkezik, hogy ¢ | a — b+ ¢ és q | 4a — 2b + c.
Azonban ez lehetetlen. Vagyis, c-re teljesiil, hogy 4+r? vagy +2r2 alaki és
ez v-re is fenndll, ami viszont ellentmondas. Ezzel az allitasunk masodik

esete is bizonyitast nyert.

A harmadik eset bizonyitasdhoz tegytik fel indirekt, hogy ¢(x)-nek
legfeljebb egy olyan gyodke van, amelynek multiplicitdsa nem oszthato ¢-
lel. Vizsgaljuk meg elséként azt, amikor g(z)-nek nincs ilyen gyoke, azaz

egy f-edik hatvany Z[z]-ben. Ekkor azt kapjuk, hogy

valamely h € Z[z] esetén. Jelolje rendre F és H az f és h polinomok

fokszamat. Egyrészt felirhatjuk, hogy
t+1+F=/(H.
Masrészrol, a feltevésiinkbol adddik, hogy
F<(t+1)(£-1).
A két kifejezést Osszevetve a H < t + 1 megallapitas adédik. Tovabba,

tudjuk, hogy

ami azt jelenti, hogy h polinom ugyanazt az értéket veszi fel t+1 kiilonbozé
helyen. igy adédik az, hogy h(x) az azonosan konstans polinom. Ez pedig
ellentmondas, vagyis harmadik allitasunk ezen része bizonyitast nyert.

Végiil vizsgaljuk meg azt a lehetséges felirast, amikor
Py(z) f(x) +v = (h(z))(az +b)°

valamely h € Z[z|, a,b € Z esetén, ahol ged(a,b) = 1 és az s-re teljesiil,
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hogy 1 < s < £. Mivel t > 3, azt kapjuk, hogy
(A(0))b* = (h(=1)) (b — a)* = (A(=2))"(b - 2a)° = (h(~3))"(b - 3a)”.

Tovébba tudjuk, hogy ged(a,b) = 1, igy hasonléan az ¢ = 2 esethez, az
teljestil, hogy
b87 (b - a)87 (b - 2a’>sa (b - 30’)5

mindegyike teljes f-edik hatvany és egy sem nulla. Mivel s < ¢ teljesiil,
ezért

b,b—a,b—2a,b— 3a

teljes #'-edik hatvényok, valamely ¢/ = + > 2 esetén. Darmon és
ged(s,0)

Merel [19] eredményét felhaszndlva addédik, hogy négy kiilonbozd ¢'-edik

hatvany nem alkothat szamtani sorozatot. Ezzel az allitasunk harmadik

esetének bizonyitisa is teljessé valt.

4.3. Bizonyitas

A 4.1. Tétel bizonyitasa

A (4.1) egyenlet dtalakithaté a kovetkez8képpen:

8n—2)z(x+1)...(z+k—-2)((m—2)z+k+2—m)

2_ 2
I +(n—4)° =27,

(4.3)
ahol z = (2(n — 2)y +4 —n)2. Az &llitds bizonyitasdhoz meg kell mutatni,

hogy a bal oldalon szerepl6 T'(z) polinomnak van legalabb harom pératlan
multiplicitasi gycke. Ha n = 4 teljesiil, akkor eltekintve azoktdl az ese-
tektél, amikor (m, k) € {(5,3),(6,4)}, az allitds nyilvanval6. A tovébbi
vizsgélat sordn feltehetjiik tehdt, hogy n # 4.

Legyen d := ged(k,m — 2) és D = ged(k!(n — 4)%,8(n — 2)d). Ek-

kor k!T(x)/D egy primitiv Z[z]-beli polinom, amelynek a konstans része
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k!(n — 4)%/D. Erre az alakra méar alkalmazhaté a 4.4 Propozicié és ezzel

a tétellink bizonyitdst nyert.

A 4.1. Kovetkezmény bizonyitasa

A 4.1 Tétel bizonyitasét felhasznalva tudjuk, hogy d | k, amib6l adddik,
hogy d = k vagy d < k/2. Tovdbba, a k > 4 feltételbdl kapjuk, hogy
2 <k/2. fgy, ha létezik egy p prim a fenti feltételekkel, akkor egyértelmiien
megallapithat6, hogy p paratlan hatvanya osztja a k!(n — 4)? kifejezést,
viszont p 1 D. Ezzel az éllitds azonnal adddik a 4.1 Tételbol.

A 4.2. Tétel bizonyitasa

Az (4.1) egyenlet felirhatd
8(n —2) fem(X) + (n —4)* = 22 (4.4)

alakban, ahol z = 2(n — 2)y + 4 — n. Tegyiik fel, hogy a egy tobbszoros
gyoke a
8(n — 2) frm(X) + (n = 4)* =

8= =2) v vy (X +k—2) <X—|—k—1>—i—(n—4)2

k! m— 2
polinomnak. Ekkor a gyoke a

g(X) = <X(X+1)...(X+k:—2) <X+k—1>>,

m — 2
polinomnak is. Ha 1 — % ¢ H :={0,-1,...,—k + 2}, Rolle tételét
hasznélva ellenérizhetd, hogy ezek a gyokok valésak és az (1 — k, 1) inter-

vallumba esnek. Az 1— % € H esetben ugyanez a tulajdonsig igazolhaté

g(X) elgjelének vizsgalatdval.
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Az m = 3 esetben az allitds Yuan [78] eredményéb6l kovetkezik. Valéban,

a (4.4) egyenletet

8@-2)(“’“_1) _ 22 (n—4)2 (4.5)

alakidra hozva, a cikkben szereplé 1.Tétel alapjan meg tudjuk hatarozni
azokat a kivételes (k,n) szamparokat, amelyek esetén a (4.5) egyenletnek
végtelen sok megolddsa van. Elvégezve a szdmitasokat azt kapjuk, hogy
m = 3 mellett a (k,n) = (4,5) szdmpdr esetén a (4.5) egyenletnek, és igy
az eredeti (4.1) egyenletnek is végtelen sok x, y megoldasa lesz. Ezek utan

feltehetjiik, hogy m > 4. Vagyis tetszoleges valds 5 € (1 — k, 1) esetén az

‘5.(5+1)-.--~(5+k_2) <6+k_1>’

m — 2

szorzat kisebb, mint

<k—1—k+1> (-1t =""3p

m — 2

vagyis
9 3
(n—4)" = 8(n = 2) fem ()| <8(m —2)(n —2)——— =8(m —3)(n —2).
A kapott egyenlétlenség ellentmondést eredményez, hiszen
8(m —3)(n—2) < (n—4)% (4.6)
bizonyitva ezzel, hogy nincs t6bbszoros gyoke a
8(n —2) fom(X) + (n — 4)°

polinomnak. Lathaté tovabbd, hogy a (4.6) egyenlStlenség nem teljestil
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n < 14 esetén. A 10m — 26 < n feltételbdl kovetkezik, hogy 8(m — 3)(n —
2) < (n —4)%, han > 14. Végezetiil a bizonyftasunk az 1.2. Lemma

felhasznalasaval teljessé valik.

A 4.3. Tétel bizonyitasa

A (4.2) egyenlet atirhaté
2x+1).. (r+k—2)= (k-1 (4.7)

alakban. El6szor az Erdés [26] altal kidolgozott médszert hasznaljuk azzal
a moédositassal, hogy a (4.7) egyenlet jobb oldaldn 1év6 (k — 1)! faktort is
figyelembe vessziik, vagyis irhatjuk, hogy

r+i=ax? (i=1,....k—2), (4.8)
ahol a; négyzetmentes pozitiv egész ugy, hogy P(a;) < k — 1, ahol P(u)
jeloli az u legnagyobb primfaktordt azzal a megegyezéssel, hogy P(1) = 1.
El6szor azt bizonyitjuk, hogy az a; egylitthatok paronként kiillonbozok.
Tegyiik fel indirekt, hogy a; = a; teljesiil valamely i < j esetén. Ekkor
azt kapjuk, hogy

/-c—2>(a:—i—j)—(x—l—i)zaix?—ail‘?:ai(mg—x%)Z

> a;((x; + 1)2 — xf) > 24 /az? > 2w + 1.

Masrészt, mivel x > k—2, felhasznaljuk a Laishram és Shorey [46] cikkében
talalhato 1. Kovetkezményt, amelynek segitségével explicit médon megad-
hatunk tizennégy olyan (z + 1,k — 2) szdmpéart, amely kivételt képezve
teljesiti, hogy az (z + 1)...(x + k — 2) szorzat legnagyobb primfaktora
kisebb, mint 1.8(k — 2). Konnyen ellenérizhets, hogy ezek a kivételek

nem lesznek a (4.2) egyenlet megoldédsai. Valéban, példaul az = + 1 = 8§,
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k — 2 = 3 esetben a szorzat 8 -9 - 10 alakban all el6, ahol a legnagyobb
primfaktor az 5 és 5 < 1.8 - 3. Ekkor x = 7 és k = 5 értékekhez jutunk,
viszont ezen szampdr esetén nincs olyan egész y, amelyre a (4.2) egyenlet
teljesiilne. A kimaradé kivételes eseteket hasonlé mdédon ki lehet zarni.

fgy feltehetjiik, hogy a ¢ primre teljesiil, hogy
ql(z4+1)...(z+k—2)

szorzatot és ¢ > 1.8(k—2). Megjegyezziik, hogy ¢ ekkor pontosan egy x+1
tagot oszt (i = 1,...,k —2). Mivel k > 5, igy ¢ > k — 1 és ¢ megjelenik

az x + ¢ primfaktorai kozott legaldbb masodik hatvanyon. Ekkor
3.2k 22 <@ <ax+ k-2

Osszehasonlitva ezt a korlatot a fenti k—2 > 2v/z + 1 becsléssel tekintettel
arra, hogy ©r > k — 2, ellentmondashoz jutunk. Ebbdl kévetkezik, hogy

a; # aj, ha i # j.

A bizonyitds kovetkez6 1épésében azt fogjuk igazolni, hogy az
aj---ap—2 | (k’ — 1)'
Ehhez a (4.2) egyenletet atirjuk

aj---ag—2 Y

A=———"===

(k—1)! 22
alakba, ahol z = x - 21 - - - 24_2. Legyen p egy prim és legyen v,(A) = «,
ahol 1v,(A) jeloli a p kitevéjét az A primtényezds felbontasaban (azaz
A p-adikus rendjét) és megjegyezziik, hogy « negativ is lehet. Ekkor

kihaszndlva, hogy az a; egyiitthaték négyzetmentesek és alkalmazva a



41

Legendre-formulat a faktoridlisok p-adikus rendjére, adédik, hogy

a < [H]+1_[H] <1.
b b

Mivel « nyilvanvaléan péaros, ezért o < 0, amelybdl kozvetleniil megkap-

juk, hogy a1 ---ag—o | (k—1)! és
aj---akp—2 < (]{7 - 1)‘ (49)

Ha 5 < k < 15, akkor az egyetlen megoldast a (k,z,y) = (5,47,3290)
szamharmas adja, amit az aldbbi mddon ellendrizhetiink. Els6ként te-

kintsiik a (4.8) kifejezést, amelybdl felirhaté az
(x+1)---(x+k—2) = w? (4.10)

egyenl6ség, ahol uw = aq---ag_9 és v =1 ---xK_o. Tovdbba, ¢ | v, vagyis
a v legnagyobb primosztdja nagyobb, mint k — 2. Ezt felhasznalva Gyo6ry
[34] eredményébdl azt kapjuk, hogy ha k — 1 nem prim, akkor a (4.10)
egyenlet egyetlen megoldasa (z,k,u,v) = (47,5,6,140). Ebbél adddik,
hogy a (4.2) egyenldség pontosan az (k,z,y) = (5,47,3290) szamharmas
esetén teljesiil.

Igy feltehetjiik, hogy k — 1 prim, azaz csupdn a k = 6,8,12, 14 eseteket
kell ellendrizni, amelyek vizsgalata hasonléan miikodik, ezért elegendo egy
konkrét példaval illusztralnunk a megoldas menetét. Valasszuk ki a k =6
értéket. Ekkor a (4.2) egyenlet

22z 4+ 1) (z +2)(z + 3)(z + 4) = 120y>

moédon all el6. Leellendrizve az x+i és x+j legnagyobb kozos osztdjat (1 <

i < j <4), megkapjuk az aj, az, az lehetséges értékeit a (4.8) kifejezésben.
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fgy vizsgalhatjuk az
(x4 1)(z +2)(z +3) = A2?

elliptikus egyenletet, ahol A négyzetmentes és z = Bxixoxs, ahol AB? =
ajazas. Ebbdl arra az eredményre jutunk, hogy A € {1,2,3,5,6, 10, 15,30}.
MAGMA [11] kédot hasznalva megoldottuk ezeket az egyenleteket, ame-

lyeknek (pontosan) az Gsszes megoldédsa az aldbbiakban lathato:

A (z,z)
5 (7,12)
6 | (0,1), (1,2), (47, 140)
15 (2,2)
30 (3,2)

Ezekbdl a megoldasokbodl latszik, hogy a (4.2) egyenlet egyetlen megoldasa
a (k,z,y) = (5,47,3290) szdmharmas.

Tegyiik most fel, hogy £ > 15. Mivel az aq,...,ar_2 k — 2 paronként

kiilonboz6, négyzetmentes szam, azt kapjuk, hogy
ap...ag—o >1.2:3-5-6-7-10-11-13-- - -+ (k—1)-k-(k+1)- (k+2) > (k—1)..

A maésodik egyenl6tlenség a k- (k+1)-(k+2) > 4-8-9-12 Gsszefiiggésbol
kovetkezik, ha k& > 15. Azonban a (4.9) egyenl6tlenséggel ez ellent-
mondésban &ll. Vagyis, a (4.2) egyenletnek nincs megoldédsa k > 15 esetén,

és igy a tétel bizonyitast nyert.



5. fejezet

Az Erdos-Graham probléma

Legyen f(z,k,d) = x(x +d)---(z + (k — 1)d). A fejezet motivacidjaként
szolgalt az
flz,k,d) = (5.1)

diofantikus egyenlet, ha « > 1 és k > 2, valamint ennek &altalanositasa,
nevezetesen az .
[IfGiki1) =4 (5.2)
i=1
egyenlet rogzitett r > 1 és {ki,ko,...,k.} esetén, ahol k; > 4, i =
1,2,...,r, ha z; + k; < x;31 minden i-re, ahol 1 < ¢ < r — 1. A Be-
vezetésben mar lattuk, hogy a kérdés jelentds szakirodalommal bir, igy

attérunk az altalunk vizsgalt egyenletekre.

5.1. Eredmények

A fejezet elso tétele az

z(z+1)(z+2)(z+3) _ 9
(x +a)(xz+0b)

43
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diofantikus egyenlettel foglalkozik, ahol a,b € Z,a # b paraméterek. Az
allitast és a hozza kapcsolédd bizonyitast is két esetre bontottuk, attdl
fliggden, hogy a és b paritasa megegyezik-e vagy sem.

Kiterjesztve ezt az eredményt, a fejezet tovabbi részében az

z(x+1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) 9

(x4 a)(z+Db) ’

v(x+1)(z+2)(z+3)(z+4)(z+5) 3

(x+a)(x+b)(x+c) ’

x4+ 1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) _ 9
@+ )@+ b+ +d)

diofantikus egyenleteket vizsgaljuk, ahol a, b, ¢, d € Z paronként kiilonb6zo
egészek ugy, hogy a, b, c,d ¢ {0,1,2,3,4,5}. Ezen egyenletek megoldasaira
sikeriilt korlatot nyerniink, amelyeket az 5.2, 5.3 és 5.4 tételekben muta-
tunk be.

5.1. Tétel. (I) Legyen a = b (mod?2). Ha (z,y) € Z* megolddsa az

r(x+1)(x+2)(x+3)
z+a)z+b) v (5:3)

diofantikus egyenletnek, akkor

1
’J}‘ < ma’X{|A2‘7 |A1’1/27 ‘A0|1/37 ’BQ‘v ‘Bl|1/27 |BO,1/37 ’Z (a +b— 6)2ab‘}7

ahol
3 1 3
Ay ="a?+ = S —2a-2
2=70 +2ab+4b a b+7
A :—1a3+1a2b+lab2+2a2—lb3+2b2—4a—4b+6
! 4 4 4 4
1
Ag=—=(a+b—4)%ab

4
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3 1 3
By="ad’+ = Zvr—da—4b—
9 4a+2ab—|—4b a b—5

1 1 1 1
31:71a3+1a2b+1ab2+4a271b3+4b2716a716b+6
1
Boz—z(a+b—8)2ab.

(II) Legyen a # b (mod2). Ha (z,y) € Z* megolddsa az

z(z+1)(z+2)(z+3) _ 9
(x+a)(z+0b)

diofantikus egyenletnek, akkor

‘.’L’| < 2ma’X{’02’7 ‘01‘1/27 |CO|1/37 ’D2’7 ’D1’1/27 ‘D0‘1/3}7

ahol
3 5 1 3.5 7 7 5
Cg—4a +2ab+4b 2@ 2b 1
ol g 1,1, T, 1y T, 49 49
Cl = 4a +4ab+4ab —|—2a 4b+2b 4a 4b+6
1
Coz—z(a+b—7)2ab
3 1 3 5 5 19
Do=Za?>+-ab+-b*—Za—=-b+—
L s R R
1 1 1 5 1 5 25 25
Di=—ad+-a*b+-ab’+-a> -+ - "a—"0b
1 4a —|—4a +4a +2a 1 —1—2 4a 1 + 6

1
Dy = ~2 (a+b—5)%ab.

5.1. Kovetkezmény. Legyen a = b(mod2) és t = max{|a|,|b|}. Ha
(z,y) € Z* megolddsa az (5.3) egyenletnek, akkor
2| < max{2t? + 13¢, |3 (a +b— 6)? ab|}.

5.2. Kovetkezmény. Legyen a # b (mod2) és t = max{|a|,|b|}. Ha
(z,1y) € Z% megolddsa az (5.3) egyenletnek, akkor
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2| < 4t% + 20t

A 5.1 Tételt alkalmazva meghatdrozzuk az (5.3) egyenlet Osszes egész
megoldésat a,b € {—4,—-3,—-2,-1,4,5,6,7},a # b esetén.

5.3. Kovetkezmény. Legyen a,b € {—4,—-3,-2,-1,4,5,6,7} és a # b.
Az (5.3) egyenlet minden (z,y) € Z2, y # 0 megolddsdt az aldbbi tdbldzat

tartalmazza:
a b (z,y)
—4 | =31 {(-6,2),(1,2)}
—4 ( ,6)
—2 (7 )
6 {(‘7472)a(372)}

5.2. Tétel. Legyen a,b ¢ {0,1,2,3,4,5} ést = max{|al,|b|}. Ha (z,y) €
72 megolddsa az

(x4 1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) _
(z+a)(x+0b)

diofantikus egyenletnek, akkor vagy
| (3a>+2ab+3b>—30a —30b+ 115)%ab

vagy
lz| < 1663 + 44012

5.3. Tétel. Legyen a,b,c ¢ {0,1,2,3,4,5} és t = max{]al,|bl,|c|}. Ha
(z,y) € Z% megolddsa az

z(z+1)(z+2)(z+3)(z+4)(z+5) _ 3
(x4 a)(z+b)(z+c)
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diofantikus egyenletnek, akkor vagy

z | (a+b+c—15)%abe

vagy
2| < 6t + 68t.

5.4. Tétel. Legyen a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5} és t = max{|al,|b|, ||, |d]|}.
Ha (x,y) € Z? megolddsa az

zz+1)(z+2)(z+3)z+4)(z+5)
(x4 a)(z+b)(z+c)(x+d)

diofantikus egyenletnek, akkor vagy

x| (a+b+c+d—15)%abed

vagy
2] < 12% + 132t

5.2. Bizonyitasok
Az 5.1. Tétel bizonyitasa

Az

(a:(aﬁ +1)(z +2)(z +3)>1/2
(x4 a)(z+0b)

.. , . cp s [ . . 1b
figgvény Puiseux-kifejtés utani polinom része x + 3 — 4.

L eset. El6szor az a = b (mod 2) esettel foglalkozunk, vagyis amikor
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a+b

57 egész. Vezessiik be az

fa(z) = 223 + A2$2 + A1z + Ay =

2
zx+1)(xz+2)(xz+3)—(z+a)(z+D) <x+2—a;b>

és

f(z) ;= =223 + Bya® + Bix + By =

2
2z +1)(z +2)(z +3) — (x + a)(z + b) <x+4—“;b>

jeloléseket. A 1.4 Lemmabdl kovetkezik, hogy fa(z) # 0, ha
|z > max{|Aa], |A1]"2, |Ao|/3} =: ra.
Hasonl6an, fp(x) # 0, ha
|| > max{|Bs|, |B1|"/?, | Bo|'/*} =: rp.

Tovébba, fa(x)fp(z) <0, ha |z| > max{ra,rg}. Ekkor vagy

<$+4_a+b>2<a:(a:+1)(x+2)(:c+3) - <x+2_a+b>2

2 (x +a)(z+Db) 2
vagy
a+b\?  z(z+1)(z+2)(z+3) a+b\>
2 — 4—
<x+ 5 > < @+ a)(z+b) <l|lz+ 5
teljesiil. Mivel %W = y2, igy azt kapjuk mindkét esetben,

hogy y? = (:c +3 - aTH’)Z.
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fgy x gyoke az

2
zx+1)(z+2)(x+3)—(z+a)(xz+D) <x+3—a;b>

kvadratikus polinomnak, amelynek —% (a+b— 6)2ab a konstans része,
ezaltal
2| < |(a+b—6)%ab).

II. eset. Vizsgdljuk most az a # b (mod 2) esetet. Ekkor legyenek

fo(x) = —a® + Coa? + Crz + Co =

2
z(z+1)(x+2)(z+3)— (x+a)(x+0b) (x+3_a+l2)—1>
fo(x) =2 + Daa* + D1z + Dy =

a+b+1\°
2@+ 1)@ +2)(@+3) — (+a)(z+) <x+3_2) _

Az 1.4 Lemmé&bdl adédik, hogy fo(z) # 0, ha

2] > 2max{|Cy|, |C1|'/2,|Co|/*} =: e
és fp(z) #0, ha

|| > 2max{|Ds|, |D1|"/%,|Do|'/*} =: rp.

Vildgos, hogy fo(z)fp(x) <0, ha |z| > max{rc,rp}. Ekkor vagy

<x+3_a+b—1>2< z(z+1)(x+2)(z + 3)

a+b+1>2
2 (x 4+ a)(z+0b)

3_
<<w+ 5
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vagy

a+b+1\?  z(z+1)(z+2)(z+3) a+b—1)\2
(aa- gt ) <SR DELIEED (4420220

teljesiil. Mindkét esetben ellentmondast kapunk, mivel 2(zH)(@+2)(@+3) _

(z+a)(z+b)
y? és nem lehet négyzetszam egymast kovetd négyzetszamok kozott. Igy

|z| < max{rc,rp}.

A 5.3. Kovetkezmény bizonyitasa

Egy Magma [11] kédot hasznédlva megoldottuk az (5.3) egyenletet. Ha
a = b (mod 2), akkor az

2] < max{|Aa|, |A1['/2,|Ao| /%, | Bal, |Bi|"/?, | Bo|'/*}

korlatot hasznalva meghatarozzuk az

2
2(x + 1)@ +2)(z +3) — (x + a)(x + b) <x+3—“'2*b>

kvadratikus egyenlet gyoOkeit. Szamitdsaink részeként, a kovetkezd tab-

lazatban azokat az (a,b) eseteket és a megfelels, |x|-re vonatkozé korla-

tokat soroltuk fel, amely esetekben 1étezik y # 0 megoldas.

a | b | korldt |z|-re

-4 -3 96
415 46
2|7 50

6 |7 114
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Az 5.2. Tétel bizonyitasa

Legyen a,b ¢ {0,1,2,3,4,5} paronként kiillonboz6 egészek és vizs-
galjuk az

z(x+1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) 9

Fla) = (@ +a)(z +b) —Y (54)

egyenletet. Az F' (x)l/ 2 fiiggvény Puiseux-kifejtés utani polinom része

o atb—15  3a’+2ab+ 30— 300 — 30 + 115

P(z)==x 5 x 3
Legyen
1\2
Alz) =z(xz+1)(z+2)(x+3)(x+4)(z+5) — (z+a)(x+b) (P(m) - 8>
1\2
B(z) =xz(z+1)(z+2)(z+3)(z+4)(z+5)— (z+a)(z+Db) <P(J:) + 8> )

Léthat, hogy deg A = degB = 4 és az A f6egyiitthatéja 1/4, a B
féegyiitthatéja —1/4. Jeloljon I4 egy olyan intervallumot, amely tartal-
mazza A(z) polinom minden gytkét, mig Ip intervallumban a B(x) po-
linom gydkei legyenek benne. Abban az esetben, ha x < min{a, b} vagy
x > max{a, b}, tovdbbd x & I4,x ¢ Ip, akkor

A@) . B@)
(x+a)(x+Db) (r+a)(x+0b)

kifejezéseknek ellentétes elojele van. Ekkor két lehetdség adddik: vagy

Flz) - (P(a:) - ;)2 <0< F(z)— <P(a:) + ;)2
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vagy

1

F(z) — (P(x) - é)z >0> F(z) — (P(a:) + 8>2.

Csak az elso esetet targyaljuk részletesen, a masodik eset hasonléan miiko-

dik. Vagyis

2 2
(P(x) + 8) <F(x)=y*< (P(x) - 8) .
fgy adddik, hogy
(8P(z) +1)% < (8y)* < (8P(z) — 1)~

A 8P(x) polinom egész egytitthatés, vagyis ha x egész, akkor 8 P(x) szintén
egész. Rogzitett egész = esetén csak egy négyzetszam lehet (8P(z) + 1)2
és (8P(w) — 1)? kozott, amely a 64P(x)2. Vagyis y = P(x) és x osztja a

64z (z + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4)(x + 5) — 64(z + a)(z + b) P(x)?
polinom konstans tagjat, azaz x osztja a
(3a®+2ab+3b> —30a—30b+ 115)ab
kifejezést. Végezetiil az
L 4

1
A(z) = Ve +aszd+asr’+ajztag 6s B(z) = —1x4—|—b3x3+b2x2—|—b1x+bo

polinomok gyokeinek nagysagara vonatkozd korlatot bizonyitjuk. Legyen
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t = max{|al, |b|}. Ekkor

ldag| < 8t° + 60t + 114t + 45,

[dag| < %t4+60t3+450t2+855t+$,

lda;| < %t‘:’+45t4+282t3+855t2+$t+480,
ldag| < 45 4 604 + 33914 + 85545 4 22 2,

Hasonldéan addédik, hogy

|4bs] < 8t + 60t 4 116t + 30,
15
[4by| < Zt4+60ti”+450152+870t+255,
9
|4by| < Ztg’+45t4+283t3+870t2+1682t+480,
[4bg] < 415 +60¢° + 341¢* + 8704 + 84112

Végiil Fujiwara eredményébdl (1asd 1.4 Lemma) kovetkezik, hogy
max{|C| : A(¢) = 0 vagy B(¢) = 0} < 16t + 440¢*.

Az 5.3. Tétel bizonyitasa

Legyen a,b,c ¢ {0,1,2,3,4,5} paronként kiillonb6z6 egészek és vizs-
galjuk az
r(x+1)(x+2)(x +3)(z +4)(x+5) 4 (5.5)
(@ +a)(z+b)(x +0) Y '

egyenletet. Az

<x(a: +1)(z+2)(z+ 3)(z+4)(z + 5))1/3
(x4 a)(z+b)(z+c)

. . . e . ‘. o +b+
fiiggvény Puiseux-kifejtéssel kapott polinom része P(x) = x + 5 — “H5+<,
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Legyen
1\3
A(z) = z(x+1)(2+2) (z+3) (z+4) (x+5)— (z+a) (x+Db) (z+c) <P(x) — 3>

3
B(z) = z(z+1)(z+2)(z+3) (z+4) (x+5)— (z+a) (x+b) (z+c) <P(m) + ;) .

Tudjuk, hogy deg A = deg B = 5 és az A illetve B polinomok féegyititt-
hatoja 1 illetve -1. Ekkor az

Alx) . B(x)
(x+a)(x+b)(z+c) (x+a)(x+b)(z+c)

kifejezések elGjele ellentétes, ha |z| nagyobb, mint az A(x)B(x) gyokei

abszolut értékének a maximuma. Ekkor a koévetkezé két lehetdség all

fenn: vagy
1\° z@+1)(z+2)(z+3)(z+4)(z+5) 1\*
<P(x) B 3> < (z+a)(x+b)(x+c) < <P(x) + 3)
vagy
1\*  z(z+1)(z+2)(x+3)(z+4)(z+5) 1\*
<P(:r) + 3) < (x4 a)(z+b)(z+c) < <P<x) B 3) ’

A bizonyitas kovetkez6 1épései hasonléak, mint a 5.2. Tétel bizonyitasa,

vagyis y = P(x) =z +5— %b“'c. gy = osztja a
272 (x + 1)(z 4+ 2)(x + 3)(z 4+ 4)(z + 5) — 27(x + a)(x + b)(z + ¢) P(z)?
polinom konstans részét, vagyis

x| (a+b+c—15)3abe.



95

Végezetill meghatdrozzuk az alabbi részben az A(z)B(x) polinom gyokei

abszolit értékének maximumdt, majd Fujiwara eredményét felhaszndlva

vizsgéljuk a korlatot, ahol

Az) = 2% + gzt + asx® + asx® + a1z + ag,

B(x) = — 2% + byzt + b3x® + oz + bz + by.

Legyen t = max{|al, |b|, |c|}. Eloszor kiszdmoljuk az A(z) és B(z) polino-

mok egyiitthatoinak abszolut értékére vonatkozo korlatot, amely a kovet-

kezb

| a4
|as|
|as|
a1
|aol
és
|04
|bs]
(2
|1

|bo

Végiil megallapitjuk az |as_;|'/" és |bs_;|'/",i = 1,2,3,4,5 értékekre vo-

IANIN IN A

IN

IANININ A

IN

3#+1u+§%

16 , , 392 3331
3 o8t + g
ol T Tyt
29 . 112 5 392 2 2744
it 2274
9! T
16 - 70 392 2744
¢ TS T2 1120,
ol T3 3 g Pttt
196 2744
10 14 4 ot T8
+ 3 0ty
2 ].
3t+1&+§,
16 , 512 1979
3ot o 2
ol T T it o
29 , 128 5 512, 4096
TP IR R 074
9 T
16 5 80 12 4
P +—A—t4+—§47t3+— 096t24—120
9 3 3
256 4096
0+ 1685 + ——¢* + ——¢3,
+ Tyttt
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natkozo korlatokat, amelybol azt kapjuk, hogy
max{|a5_i]1/i, |b5_i‘1/i} < 3t2 + 34t.

Igy Fujiwara eredményébél (1asd 1.4 Lemma) adédik, hogy |z| < 6t2+68t.
Az 5.4. Tétel bizonyitasa

Legyen a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5} paronként kiilonboz6 egészek és vizs-
galjuk az
z(x+1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) 9
=y°, (5.6)
(x+a)(x+b)(x+c)(x+d)

diofantikus egyenletet. Az

(x(:v + 1) (z+2)(z+3)(x+4)(z+ 5)>1/2
(x4 a)(z +b)(z + c)(x + d)

fiiggvény Puiseux-kifejtés utdni polinom része P(z) = = + w
Legyen

2
A(z) = 2(z+1)(2+2) (2 +3) (z+4) (z+5) — (z+a) (z+b) (z+c) (z+d) (P(x) - 2)
és

B(z) = z(xz+1)(z4+2)(2+3) (z+4) (x+5)— (x+a) (z+b) (x+c) (z+d) <P(:z:) + ;) .

Az A(x) fokszédma 5, féegyiitthatéja 1, mig a B(x) polinom esetében ezek
az értékek rendre 5 és -1. Lathato, hogy az
A(z) B(x)

(r+a)(x+b)(x+c)(x+d) é (x+a)(x+b)(x+c)(x+d)

kifejezések eldjele ellentétes, ha |z| nagyobb, mint az A(z)B(x) polinomok
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gyOkei abszolit értékének maximuma. Ebbol kévetkezik, hogy vagy

Q%@_J>2<m@+&ﬂx+%@+ﬁﬂx+@@%ﬁ)<<P@O+1>2

2 (x4 a)(xz+b)(x +c)(z +d) 2
vagy

1N @@+ 1)(@+2)(z+3)(x+4)(z +5) 1’
(Por+3) < ittt < (P9 -3)

Azt mondhatjuk, hogy ha |z| nagy, akkor y = P(z) =z + w és

x osztja a
da(z4+1)(z +2)(x +3)(z+4)(z +5) — 4(z+a)(z +b)(z +c)(z + d)P(z)?
polinom konstans tagjat. Vagyis

x| (a+b+c+d—15)%abed.

Végezetill megadjuk az |a;| és |b;]|, i = 0,1,2,3,4 értékekre vonatkozé
korlatokat, ahol

A(z) = 20 4+ agzt + azz® + asz® + a1z + ay,

B(x) = —z° + b4334 + bgl‘g + b2$2 + b1x + bg.

Legyen t = max{|al, 0], |c|, |d|}. Ekkor

lag] < 612 + 28t + 36,

las| < 6t% 4 28t% 4 196t + 225,
lag| < 9t* + 11263 4 294¢% 4 274,
lar] < 1267 + 98t 4+ 196¢% + 120,
lag] < 4t5 4+ 28¢5 + 49t
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és

|b4]
|bs]
b2
1]
|bol

IN

6t + 32t + 21,

61> 4 32t + 256t + 225,
9t + 1283 + 3841 + 274,
12t° 4 112t* 4 256t + 120,
418 4 326° + 64t*.

ININ A

IN

Végil megkapjuk, hogy
max{|as_i| /", [bs_s|"/*} < 6t% + 66t,

ahol i = 1,2,3,4,5 és igy Fujiwara eredményét (1.4 Lemma) ismét fel-
hasznélva adédik, hogy
|lz| < 12t% +132t.
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5.3. Numerikus eredmények és bizonyitasuk

Ebben a fejezetben az (5.2), (5.3) és (5.4) Tételekben vizsgalt diofanti-
kus egyenletek nem-trividlis megolddsainak teljes listajat bizonyitjuk adott
paraméterek mellett. Megjegyezziik, hogy az (,y) € Z? megolddsokat tri-

vialisnak nevezziik, ha y = 0.

5.5. Tétel. Legyen a,b € {—10,-9,...,14,15} \ {0,1,2,3,4,5}, a < b.
Azok az (a,b) pdrok, amelyek esetén az (5.4) egyenletnek létezik nem-

trividlis megolddsa az aldbbi tdabldzatban taldlhatok:

’ (a,b) ‘ a nem-trividlis (z,y) megolddsok ‘
(—10,-8) (3,24)
(—10, —6) (1,4)
(—9,—-7) (2,12)
(=9, -6) (=6,2)
(=7,-3) (=7,6)
(=6,-9) (1,6)
(6, ~2) {(1,12), (-8,12)}
(—4,-2) {(=10,30),(=6,3)}
(—4,7) (—10, 60)
(—2,9) (5,60)
(7,9) {(1,3),(5,30)}
(7,11) {(3,12),(—6,12)}
(8,12) (2,6)
(10, 11) (—6,6)
(11,14) 1,2)
(11,15) (—6,4)
(12,14) (~7,12)
(13,15) (-8, 24)
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5.6. Tétel. Legyen a,b,c € {-7,—6,...,12} \{0,1,2,3,4,5}, a < b < c.
Azok az (a,b, c) szamharmasok, amelyek esetén az (5.5) egyenletnek létezik

nem-trividlis megolddsa az aldbbi tabldzatban taldlhatok:

’ (a,b,c) ‘ a nem-trividlis (z,y) megolddsok ‘
(=7,-6,—4) {(1,-2),(=8,-2)}
(=7,—-5,-1) (—9,-3)
(=7,-2,12) (=7,2)

(=7,7,12) (2,-2)
(=7,9,11) (1,-1)
(—6,—4,12) (—6,1)
(—6,-3,8) (1,2)
(—6,6,10) (4,—6)
(=5,-1,7) (—9,—6)
(=5,-1,11) (—9,6)
(—4,-3,-2) (—=6,—1)
(—4,-3,7) (—6,2)
(—3,8,11) (—6,—2)
(—2,6,10) (4,6)
(—-2,8,9) (1,-2)
(6,10,12) (4,3)
(7,8,9) (1,1)

(9,11,12) {(3,2),(-6,2)}

5.7. Tétel. Legyen a,b,c,d € {-7,—6,...,12}\{0,1,2,3,4,5}, a < b <
¢ <d. Azok az (a,b,c,d) szdmnégyesek, amelyek esetén az (5.6) egyenlet-

nek létezik nem-trividlis megolddsa az aldbbi tabldzatban taldlhatok:
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’ (a,b,c,d) ‘ a nem-trividlis (x,y) megolddsok
(=7,—6,—5,7) (-9,3)
(=7,—6,—4,-3) (1,2)
(—7,-6,—4,6) (—8,2)
(—7,-6,10,11) (=8, 4)
(=7,-5,-1,6) (-9,3)
(—7,-5,6,10) (4,12)
(—7,—4,-1,12) (2,6)
(—7,—4,7,11) (3,6)
(—7,-4,7,12) 2,2)
(—7,—-3,-2,6) (—7,2)
(—7,-3,6,12) 2,3)
(—7,-3,8,11) (—7,3)
(—7,-2,9,11) (1,1)
(—7,-2,9,12) (~7,2)
(—7,-1,8,12) (—7,3)
(~7,6,9,12) (=7,6)
(—6,—5,7,8) (—9,12)
(—6,-5,10,11) {(4,12), (-9, 12)}
(=6, —5,11,12) (3,4)
(—6,—4,7,9) (—10,15)
(—6,—4,7,12) (—6,1)
(—6,—4,8,9) (—6,1)
(—6,—3,7,8) (1,1)
(—6,-3,8,12) 2,3)
(—6,-2,-1,7) (=8, 4)
(—6,-2,9,12) (—8,6)
(—5,-3,-1,8) (=9,6)
(—5,-3,8,9) (1,1)
(—5,-1,6,8) (—9,12)
(=5, -1,10,12) (—9,12)
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’ (a,b,c,d) ‘ a nem-trividlis (z,y) megolddsok
(—4,-3,7,8) (—6,2)
(—4,-3,8,10) (—6,1)
(—4,-3,9,11) (1,1)
(—4,-2,-1,9) (5,30)
(—4,-2,6,9) (—10,15)
(—4,-2,9,11) (5,15)
(—4,-1,7,9) (5,15)
(—4,6,7,9) (—10,30)
(—3,-2,8,9) (1,2)
(—3,-2,8,11) (—6,1)
(—3,-2,10,11) (4,12)
(—3,-1,6,10) (4,12)
(—3,6,8,10) (4,6)
(—2,6,7,11) (3,4)
(—2,10,11,12) (4,3)
(—1,6,10,12) (4,3)
(—1,7,8,12) (2,2)
(—1,9,11,12) (3,2)
(8,9,11,12) (—6,2)

Az 5.5., 5.6. és 5.7.

Tételek bizonyitasa

Sage [69] kédok segitségével meghataroztuk az osszes (z,y) € Z? meg-

oldésait az érintett egyenleteknek. Ezek letolthetok a

http://shrek.unideb.hu/~tengely/RatFunErdosGraham.sage

oldalrél. Az eljardsban az A(z) és B(z) polinomok valés gyokeinek a

becsiilt értékét hasznaljuk a Fujiwara eredményébdl kapott értékek he-

lyett. Ezzel a moédszerrel jobb korldtokat nyeriink a ”kis” megoldasokra.

A "nagy” megoldasok gytkei az adott egész egylitthatds polinomoknak,

igy faktorizdlni tudjuk ezeket a polinomokat, hogy meghatarozzuk az egész

gyokoket.



6. fejezet

(")sszefoglalé

Jelen disszertaciéban olyan f(z) = g(y) tipusu szeparibilis egyenletekkel
foglalkozunk, amelyekben az f és g polinomok specialis, kombinatorikus

jelentéssel birnak.

A disszertacié a Bevezetés utan 6t fejezetre oszlik. Az elso fejezetben a
felhasznalt lemmakat mutatjuk be. A maéasodik, harmadik és negyedik fe-
jezetben a figurdlis szamok vizsgédlata soran nyert eredményeket kozoljiik,
végiil az 6todik fejezetben az Erdds-Graham probléma specidlis eseteivel
foglalkozunk. A disszertacié alapjaul az [59], [39], [41], [72] és [73] cikkek
szolgaltak.

Az els6 fejezetben a bizonyitasokhoz felhasznalt segéderedményeket
adjuk meg. A dolgozatban tobbszor eléfordul Baker egy elliptikus egyen-
letekre vonatkozé effektiv végességi éllitdsa [2], illetve annak egy Brin-
dza [13] nevéhez fiz6d6 dltaldnos véltozata. A lemmdak kozott szerepel
tovdbba Grytzuk és Schinzel eredménye [30], amely egy &ltaldnos egyen-
letosztaly megoldésaira vonatkozo tétel specidlis esete, nevezetesen Run-
ge moédszerét [62] felhasznalva ad effektiv fels6 korlatot a megoldasok
nagysagara. Végezetiil, az 6todik fejezetben alkalmazott, Fujiwara [29]

altal kidolgozott eredményt ismertetjik, amely tetszéleges polinom gyoke-
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ire ad korlatot az egyiitthatok fiiggvényében.

A miésodik, harmadik és negyedik fejezetben a vizsgalat targyat az
aldbb definidlt fi ,(X) polinom adja. Legyenek k > 2,m > 3 egész
paraméterek és jelolje az

XX+ (X+Ek=-2)(m-2)X+Ek+2—m)

fk,m(X) = k! (6‘1)

k-ad foku, racionélis egyiitthatds polinom az X-edik (k-dimenzids, m-szog

alapt) figurdlis szamot. Az m = 3 esetben az fj, 3(X) = X(X+1)~’~€-!(X+k—1)

X+]f—1)

kifejezésbdl az ( binomialis egyiitthatokat, a k = 2, illetve k = 3
esetekben a poligonalis, illetve a piramidalis szamokat kapjuk, amelyeket

az fom(X) és az f3,(X) polinomokkal jeloliink, azaz

X(m—-2)X+4—m)

fom(X) = Pol,,(X) = >

Fam(X) = Pyrm(X) = X(X +1)((m g 29X +5=m)

ahol m > 3 egész paraméter.

Legyenek k,m,l,n rogzitett egész szamok, amelyekre &k > [ > 2, m >
3,n > 3 feltételek teljesiilnek és tekintsiik az

fem(2) = fin(y) (6.2)

egyenletet, ahol x,y ismeretlen egészek. Ekkor a (6.2) egyenletet tel-
jesito (z,y) szampéarok két figuralis szdm egyenld értékeit hatdrozzak meg.
A vizsgalat reménytelen ilyen altaldnossdgban, sét rogzitett (k,m,l,n)
ni. A maésodik és negyedik fejezetben a (6.2) egyenlet konkrét eseteit

vizsgaljuk.

A dolgozat mésodik fejezetében a Brindza, Pintér és Turjényi [16]
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cikkében szerepl6 sejtést igazoljuk, amely a piramidalis és poligonalis szé-
mok kozos értékeit, azaz a (6.2) egyenletbél k = 3 és | = 2 értékek mellett
kapott

fam(z) = fan(y) (6.3)

egyenletet vizsgalja x és y ismeretlen egészekben. Dolgozatukban bebi-
zonyitottak, hogy eltekintve véges sok (m,n) partdl, az egyenletnek csak
véges sok x,y megolddsa van, amelyre max(|z|,|y|) < C1 teljesiil, ahol
C1 az m-t0l és az n-tdl fiiggd effektiven kiszamithatd korlat, tovabba a
kivételes (m,n) parokra teljesiil, hogy max(m,n) < Cq, ahol Cy effektiven
meghatdrozhaté abszolit konstans. Sejtésként fogalmaztik meg, hogy
csak egy kivételes par létezik, nevezetesen az (m,n) = (5,4). Dolgoza-

tunkban bizonyitjuk ezt a sejtést, amit az aldbbi tétel mond ki.

6.1. Tétel. Ha (m,n) # (5,4), akkor a (6.3) egyenletnek csak véges sok
x,y egész megoldisa van, és ezekre a megolddsokra max(|x|,|y|) < C3
teljestl, ahol Cs effektiven kiszdmithato, az m és n paraméterektdl fiiggd

korlat.

Megjegyzés. Az (m,n) = (5,4) szampért behelyettesitve a (6.3)-ba, az
2?(x +1)/2 = y? egyenletet kapjuk, amelyrél kénnyen beldthatd, hogy

végtelen sok (z,y) megolddsa van.

A harmadik fejezetben bizonyitott allitas el6zményeként Mordell klasszi-

kusnak szamité eredményét idézziik [56, 27. fejezet], amely az

() () () ()= o

diofantikus egyenlettel foglalkozik, valaszt keresve arra a kérdésre, hogy
valéban az x = —1,0,2,7, 15, 74 szdmok alkotjik-e csupdn a (6.4) egyenlet
egész megolddsait. Ljunggren [50] és Bremner [12] egyméstol fliggetlentil

meghatdrozta a 6y? = x4 5 +6 alakban is felithaté (6.4) egyenlet 6sszes
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megoldasat, megmutatva, hogy csak egyetlen tovabbi x € Z esetén teljesiil
az egyenldség, nevezetesen az x = 767 érték mellett. A (6.4) egyenlet

tekintettel az fy ,,(X) polinomra, megadhaté az alabbi médon is:

f373(513 — 2) + f273(1' — 1) +z+1= f274(y). (65)

A fejezet célja, hogy a (6.5) egyenletet &ltaldnositsuk a poligondlis és pi-

ramidalis szamok segitségével. Még pontosabban megfogalmazva, az

fam(@—=2)+ fom(z—1)+2+1= fo,(y) (6.6)

diofantikus egyenletet vizsgaljuk és bizonyitjuk, hogy a kivételes paroktdl
eltekintve csak véges sok megoldds létezik. Allitdsunkat a kovetkezd té-

telben foglaltuk Gssze.

6.2. Tétel. Legyenek adottak m ésn pozitiv egészek, aholm > 3,n > 3 és
(m,n) # (50,3), (50,6). Ekkor a (6.6) egyenlet minden x és y megolddsdra
teljesiil, hogy max(z,y) < Cy, ahol Cy eqy effektiven meghatdrozhatd kons-

tans, amely csak az m és n értékektdl fiigg.

Megjegyzés. A kivételes esetekben, amikor (m,n) = (50,3), illetve
(50,6), a (16x+1)(2x—3)2 = (2y+1)?, illetve (16x+1)(22—3)? = (4y—1)?
egyenleteket kapjuk, amelyeknek lathatéan végtelen sok egész (z,y) meg-

oldasa van.

A negyedik fejezetben &ltalanositjuk a mésodik fejezetben szereplo
(6.3) egyenlet bal oldalét, vagyis az altalanos alakban felirt figuralis szamok

és poligonalis szamok kozos értékeire vonatkozd Osszefiiggést, azaz az

fk,m(x) = f2,n(y) (67)

egyenletet vizsgdljuk. Adott feltételek mellett effektiv végességi allitasokat
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adunk a (6.7) egyenletre egész x és y értékek esetén, meghatarozva tovabba

a kivételt képezo eseteket. Foglalkozunk az f, j42(X) = X2(X+(1k);-1())!( +h=2)

alakban felirt figuralis szammal és bizonyitjuk, hogy csak egyetlen esetben

lehet teljes négyzet.

6.3. Tétel. Legyenek m,n,k egész szamok, amelyekre teljesil, hogy k > 3
és (m,n, k) # (5,4,3),(6,4,4). Ha k pdros, akkor tegyiik fel tovabbd,
hogy k!D nem r? vagy 2r® alaki, ahol D = ged(k!(n — 4)2,8d(n — 2)) és
d = ged(k,m—2). Ekkor a (6.7) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa

van, amelyek effektiv modon meghatdrozhatok.

Megjegyzés. Ha (m,n, k) = (5,4,3),(6,4,4), akkor konnyen beldthato,
hogy a (6.7) egyenletnek végtelen sok x,y megoldédsa van.

6.1. Kovetkezmény. Legyenek m,n,k egészek és k > 4. Ha k pdros,
akkor tegyiik fel tovabbd, hogy létezik egy p prim, amely k/2 < p < k, ahol
ptn—2. Ekkor a (6.7) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa van,

amelyek effektiv mdodon meghatdrozhatok.

Megjegyzés. Ha k > 2n, akkor a 6.1 Kévetkezmény teljesiil. A Bertrand-
posztulatum garantdlja a megfelelé p prim létezését k/2 < p < k kozott.
Mivel p > k/2 > n > n—2, van olyan prim, amelyre teljesiil, hogy pf n—2.

6.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy k > 3, m > 3,n > 14 egészek, amelyekre
10m —26 <n

teljesil. Ekkor a (6.7) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa van,

amelyek effektiv modon meghatdrozhatok.

6.5. Tétel. Ak >5, z>k—2¢ésy > 1 egészek korében az egyetlen

megolddsa az
Jipr2(x) = f2a(y) (6.8)
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egyenletnek a (k,x,y) = (5,47,3290) szdmhdrmas.

Megjegyzések. k = 5 esetén a tétel kovetkezik Meyl [55] klasszikus
eredményébdl. A diofantikus egyenletek korében az Osszes egész x,y és
k megoldésa az (3‘%:71) = fr3(®) = fou(y) = y? alakd parametrikus
csalddnak Gyo6ry [33], binomidlis egyiitthaték hatvényosszegét vizsgdld
eredményére vezethetd vissza.

Az 6t6dik fejezetben az Erdos-Graham probléma specidlis eseteivel fog-
lalkozunk. Tekintsiik az alabbi

fle,k,d)=xz(z+d) - (z+ (k—1)d)

szorzatot. Erdés [26] és Rigge [61] egymadstdl fiiggetleniil bizonyitottak,
ha x > 1 és k > 2, akkor f(x,k,1) nem lehet teljes négyzet. FErdds
és Selfridge [28] hires eredményiikben azt allitottédk, hogy az f(x,k, 1)
sosem lehet egy egész szam teljes hatvanya, feltéve, hogy x > 1 és k > 2.
Azaz, megoldottak az f(x,k,d) = y' diofantikus egyenletet d = 1 esetén.
Tekintsiik, tovabba az alabbi egyenletet

-
1 @ik 1) =92
i=1
rogzitett r > 1 és {kq, ko, ..., k. } esetén, ahol k; > 4,i=1,2,...,r. Erdds
és Graham [25] vizsgdlata annak a meghatdrozdsira irdanyult, hogy ha
zi+k; < z;+1 minden i-re teljesiil, ahol 1 <17 < r—1, akkor ennek az egyen-
letnek valéban csak legfeljebb véges sok pozitiv egész (x1,x2,..., 2T, Y)
megoldasa van-e.

A fejezet elsd tétele az

(x4 1)(z+2)(x+3)
GraEen Y (6.9)

diofantikus egyenlettel foglalkozik, ahol a,b € Z,a # b paraméterek. Az
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allitast és a hozza kapcsolédd bizonyitdst is két esetre bontottuk, attdl

fliggben, hogy a és b paritdsa megegyezik-e vagy sem.

Kiterjesztve ezt az eredményt, a fejezet tovabbi részében az

z(x+1)(z+2)(x+3)(z+4)(x+5) 9

Grath =y (6.10)
r(r+1)(x+2)(z+3)(z+4)(z+5) -
( +a)(z + b)(z +c) =y (6.11)
r(x+1)(z+2)(x+3)(x+4)(x+5)
Cta@th@tro@trd y? (6.12)

diofantikus egyenleteket vizsgaljuk, ahol a, b, ¢, d € Z paronként kiilonb6zo
egészek ugy, hogy a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5}. Ezen egyenletek megolddsaira

sikeriilt korlatot nyerniink, amelyeket az alabbi tételekben mutatunk be.

6.6. Tétel. (I) Legyen a = b (mod?2). Ha (x,y) € Z* megolddsa a (6.9)
diofantikus egyenletnek, akkor

1
2] < max{|Aa], | 41['/2, | 40|/, |Ba, | B1[ V2, | Bol %, | (a + b — 6)ab],

ahol
3 1 3
A221a2+§ab+1b2—2a—2b+7
A1:—1a3+1a2b+1ab2+2a2—1b3+2b2—4a—4b+6
4 4 4 4
1
Aoz—z(a+b—4)2ab
3 1 3
B221a2+§ab+1b2—4a—4b—5
B :—1a3+3a2b+1ab2+4a2—1b3+4b2—16a—16b+6
! 4 4 4 4
1

By=—7(a+b— 8)%ab.
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(II) Legyen a # b (mod?2). Ha (v,y) € Z* megolddsa a (6.9) diofantikus
eqyenletnek, akkor

7| < 2max{|Cal, |C1["/2,|Co|'/%, |Ds|, | D1| /2, | Do/},

ahol
3., 1 3, 7 7. 5
= - —ab+-b"—=-a—=-b— -
Cy 4a +2a +4 2a 5 1
=—= —ab+-ab"+-a"—-b>+=-b"——a——b
Cq 4a+4a —|—4a —|—2a 1 +2 4a 1 +6
1
CO:—Z(a—i—b—?)Qab
3 1 3 5 5 19
Dy—=2424 2 Q.9 O 9
9 4a +2ab+4b 2a 2b—|—4
1 1 1 5 1 5 25 25
Di— 2 g3 4 =2 1.9 0 9 lug 9.9 20 = L0
1 4a +4ab+4ab +2a 4b +2b 4a 4b—|—6
1
Dy = ~1 (a+b—5)%ab.

A fenti tételt alkalmazva meghatarozzuk a (6.9) egyenlet Osszes egész
megoldasit a,b € {—4,—-3,—2,—1,4,5,6,7},a # b esetén.

6.2. Kovetkezmény. Legyen a,b € {—4,-3,—2,—1,4,5,6,7} és a # b.
Az (6.9) egyenlet minden (x,y) € Z2, y # 0 megolddsdt az aldbbi tdbldzat
tartalmazza:

(a,b) (—4,-3), (—4,5) | (=2,7) (6
(.Cl?,y) (_672)7(172) (_676) (37 6) (_472

6.3. Kovetkezmény. Legyen a = b(mod2) és t = max{|al,|b|}. Ha
(z,y) € Z* megolddsa a (6.9) egyenletnek, akkor

|| < max{2t? + 13t, |1 (a + b — 6)*ad|}.
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6.4. Kovetkezmény. Legyen a # b(mod2) és t = max{|al,|b|}. Ha
(z,y) € Z? megolddsa a (6.9) egyenletnek, akkor

|z| < 4t% + 20¢.

6.7. Tétel. Legyen a,b ¢ {0,1,2,3,4,5} ést = max{|al|,|b|}. Ha (z,y) €
72 megolddsa a (6.10) diofantikus egyenletnek, akkor vagy

2| (302 + 2ab + 36° — 30a — 30b + 115)%ab  vagy || < 16£3 + 440¢,

6.8. Tétel. Legyen a,b,c ¢ {0,1,2,3,4,5} és t = max{|al, |bl],|c|}. Ha
(z,y) € Z% megolddsa a (6.11) diofantikus egyenletnek, akkor vagy

x| (a+b+c—15)3abc wagy || < 6t 4 68t.

6.9. Tétel. Legyen a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5} és t = max{|al, |bl,|c|,|d|}.
Ha (z,7y) € Z? megolddsa a (6.12) diofantikus egyenletnek, akkor vagy

z|(a+b+c+d—15)2abed wvagy |z| < 12t% 4+ 132t.
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Chapter 7
Summary

To consider equal values of two infinitely set which has combinatorial back-
ground, we can sometimes get Diophantine equations. In our dissertation,
we deal with separable equations f(z) = ¢(y), where the polynomials f

and g have combinatorial meanings.

Our dissertation consists of five chapters. In the first chapter we
present auxiliary results. In the second, third and fourth chapters we
deal with the figurate numbers and the last, fifth chapter we consider the
special cases of the problem of Erdos and Graham. The dissertation is
based on the papers [59], [39], [41], [72] and [73].

In the first chapter we show the lemmas concerning our proofs. The
first lemma is Baker’s classical result concerning the solutions of elliptic
equations [2]. Our second lemma is a classical result from the modern
theory of Diophantine equations, which is a consequence of the Theorem
in Brindza [13]. We apply a special case of a Runge-type result due to
Grytczuk and Schinzel [30] and in the last chapter we will use the result
of Fujiwara [29] which gives a bound for roots of an arbitrary polynomial

to prove our statements.
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There are several results concerning arithmetical and Diophantine pro-
perties of certain combinatorial numbers. Let k, m be integers with k£ > 3

and m > 3, further, denote by

X(X+1).. (X +k-2)((m—2)X +k+2—m)

the Xth figurate number with parameters k and m. The power and equal
values of fi,,(X) in special cases, including, for instance, binomial coeffi-
cients (for m = 3), polygonal numbers (for £ = 2) and pyramidal numbers
(for k = 3) have been studied intensively. In the second, third and fourth
chapter we will investigate the polygonal and pyramidal numbers, so we

have to introduce the concepts of them. Let

X((m—-2)X+4—m)

fom(X) = Polp(X) = >

and X(X +1)((m—2)X +5—m)

6

be the polygonal and pyramidal numbers with integral parameter m > 3.

f3,m(X) = Pyrm(X) =

Let k,m,l,n be fix integers, where k > [ > 2,m > 3,n > 3 and we

deal with the equation

fk:,m(x) = fl,n(y)7 (71)

where z,y are unknown integers. To examine the equation (7.1) in general
is hopeless, so we concentrate on special quadruples (k,m,l,n). In the
second and fourth chapters we will investigate the equation (7.1) in special

cases.

In the second chapter we solve a Diophantine conjecture by Brindza,
Pintér and Turjdnyi [16] without using any reduction methods. In [16],

the authors proved that apart from an effectively computable set of m and
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n, the equation

fam(z) = fan(y) (7.2)

possesses only finitely many solutions and max(z,y) < Ci, where C is
an effectively computable constant depending only on m and n. They
conjectured that the cardinality of this exceptional set is one, namely it

consists of the pair (m,n) = (5,4). We obtain the following

Theorem 7.1 Apart from the pair (m,n) = (5,4) all the solutions x and
y to (7.2) satisfy max(x,y) < Cy where Cy is an effectively computable

constant depending only on m and n.

Remark. In the special case, when (m,n) = (5,4) we get the equation
2?(x +1)/2 = y?. One can easily check that it has infinitely many integer

solutions.

In the third chapter we recall a classical equation of Mordell, who in
his book [56, Chapter 27| proposed the following Diophantine problem.

Are the only integer solutions of the equation

HNORORORG

given by x = —1,0,2,7,15,74? Ljunggren [50] and Bremner [12], inde-
pendently, resolved this equation, showing that there exists one additional
solution, namely = = 767. We can rewrite equation (7.3) by using figurate

numbers as
f33(x = 2) + fas(z — 1) + 2+ 1= fau(y). (7.4)

The aim of this part is to generalize equation (7.4) to polygonal and
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pyramidal numbers. More precisely, we study the Diophantine equation

fam(@—=2)+ fom(z—1)+z+1= fon(y). (7.5)

In this chapter we can prove

Theorem 7.2 For fized positive integers m > 3,n > 3 with (m,n) #
(50, 3), (50,6), all the solutions x and y to (7.5) satisfy max(x,y) < Cs,
where Cs is an effectively computable constant depending only on m and

n.

In the exceptional cases (m,n) = (50, 3) and (50, 6), we have the curves
(16 +1)(2x — 3)? = (2y +1)? and (162 + 1)(2z — 3)? = (4y — 1)?, respec-
tively. It is trivial that there are infinitely many integer points (z,y) on

these curves.

In the fourth chapter we will generalize the equation (7.2). The pur-
pose of this chapter is to give effective finiteness statements for the more

general equation

fem(x) = f2n(y) (7.6)

in integers  and y. Furthermore, we will investigate the square value of

the polynomial f, j42(X) = X2(X +(1k):1())!{ k=2 and provide that it can be

a perfect square in only one case.

Theorem 7.3 Let m,n,k be integers with k > 3 and where (m,n,k) #
(5,4,3),(6,4,4). If k is even, then assume further that kD is not of the
form r%,2r% where D = ged(k!(n —4)2,8d(n—2)) with d = ged(k, m —2).
Then equation (7.6) has only finitely many solutions in x,y which can be

effectively determined.

If (m,n,k) = (5,4,3),(6,4,4), then one can easily see that equation
(7.6) has infinitely many solutions in x,y. As an immediate consequence,

we obtain the following statement.
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Corollary 7.1 Let m,n,k be integers with k > 4. If k is even, then
assume further that there erxists a prime p with k/2 < p < k such that
p 1 n—2. Then equation (7.6) has only finitely many solutions in x,y

which can be effectively determined.

Remark. Note that if £ > 2n, then the condition in Corollary 7.1 is
satisfied. Indeed, Bertrand’s postulate guarantees the existence of a prime

p with /2 < p < k. Since now p > k/2 > n > n—2, we also have p { n—2.

Theorem 7.4 Suppose that k > 3,m > 3,n > 14 are integers with
10m — 26 < n.

Then equation (7.6) possesses only finitely many solutions in x,y which

can be effectively determined.

We closely follow arguments of Erdés [26, 27] and resolve an infinite

family of Diophantine equations.

Theorem 7.5 The only solution of the equation

Jrkr2(@) = f24(y) (7.7)
in integers k > 5, x > k—2 andy > 1 is (k,z,y) = (5,47,3290).

For £ = 5, our theorem follows from a classical theorem by Meyl
[55]. The resolution of another parametric family of Diophantine prob-
lems (I”L]lz_l) = fr3(x) = fo4(y) = y? in integers x,y and k follows from

the result of Gyéry [33] on the power values of binomial coefficients.

In the fifth chapter let us define

fle,kd)=xz(z+d) - (x+ (k—1)d)
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and consider the Diophantine equation

fz, k,d) =y (7.8)

Erdds [26] and independently Rigge [61] proved that the equation f(z, k, 1)
= 52 has no integer solution. Erdds and Selfridge [28] extended this result
when d = 1, x > 1 and k > 2 and they stated that f(x,k,1) is never
a perfect power. This type of Diophantine equations have been studied

intensively. Erds and Graham [25] examined the Diophantine equation

,
H f(xh ki7 1) = y2
=1
for fixed r > 1 and {kiy,ka,...,k,} with k; > 4 for ¢ = 1,2,...7. In the
last chapter we deal with the special case of Erd6s and Graham. We give

bounds for the size of the solutions of the Diophantine equation

2z + D@ +2)(x+3) _
(z+a)(z+b) v (7.9)

where a,b € Z,a # b are parameters. We expand this result and provide

bounds for the size of the solutions of the Diophantine equations

z(z+1)(z+2)(z+3)(z+4)(z+5) 9

(z + a)(z +b) =Y, (7.10)
(x4 1)(x+2)(x+3)(z +4)(x+5)
(@ta)z+b)(xte) =y, (7.11)
w(x+1)(z+2)(z+3)(x+4)(z+5)
GraGrhGeromrd =V (7.12)

where a,b, c,d € 7Z are pairwise distinct integers.

Theorem 7.6 (I) Let a =b (mod?2). If (x,) € Z? is a solution of (7.9),
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then

1
2| < max{|Aa,|A1|"2, |Ao|"?, |Bal, | B1|'2, |Bo| "%, | 1(a+b—6)2ab I},
where

A2:§a2+%ab+gb2—2a—26+7

4
1 3 14 1 5 2 1.3 2
Al——Za +Za b—&-zab +2a _Zb +2b°—4a—4b+6
1 2
Aoz—i(a+b—4) ab
3 5 1 3 5
Bz—4a +2ab+4b 4ag—4b—-5
Bi=—ta®+ e o vaa? - 1 1 a0 — 1601646
4 4 4 4

By = —i (a+b—8)%ab.

(II) Let a # b (mod 2). If (x,y) € Z? is a solution of (7.9), then

‘$| < 2ma’X{’02’7 ‘01‘1/27 |CO|1/37 ’D2’7 ’D1’1/27 ‘Do‘l/:}}?

where
_3.2.1 S T, T, 5
Cz—4a +2ab+4b 2a 2b 2
o 1 3 1 2 1 2 72 13 72 49 49
Ci = 4a +4ab+4ab +2a 4b—|—2b 4a 4b—i—6
1
CO:—Z(aer—?)?ab
_ 32,1 3p2_5__5,.19
D2—4a +2ab+4b 2a 2b+4
_ 1 b oy 12 5 2 13 5,0 26 25
Dy = 4a+4ab+4ab+2a 4b+2b 4a 4b+6

Dy = —i (a+b—5)%ab.

We apply the above theorem to determine all integral solutions of (7.9)
with a,b € {—4,-3,-2,—1,4,5,6,7},a # b.

Corollary 7.2 Let a,b € {—4,-3,—-2,—1,4,5,6,7},a # b. All the solu-
tions (x,y) € Z2,y # 0 of (7.9) are as follows
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(a,b) (—4,-3), (=4,5) | (—2,7) (6,7)
(z,y) (_672)5 (172) (_676) (3’6) (_472)7 (352)

Corollary 7.3 Let a = b (mod?2) and t = max{|al, |b|}. If (x,y) € Z? is
a solution of the equation (7.9) then

|| < max{2t? + 13t, |1 (a + b — 6)*ab|}.

Corollary 7.4 Let a # b (mod?2) and t = max{|al, |b|}. If (z,y) € Z* is
a solution of the equation (7.9) then

2| < 4t% + 20¢.

Theorem 7.7 Let a,b ¢ {0,1,2,3,4,5} and t = max{|al, |b|}. If (z,y) €
72 is a solution of the Diophantine equation (7.10) then either

2 | (3a® + 2ab+ 36> — 30a — 30b + 115)%ab or |z| < 163 + 440¢>.

Theorem 7.8 Let a,b,c ¢ {0,1,2,3,4,5} and t = max{|al, |b|, |c|}. If
(w,y) € Z* is a solution of the Diophantine equation (7.11) then either

z|(a+b+c—15)3abc or |z| < 6t2 + 68t

Theorem 7.9 Let a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5} and t = max{|al,|b|, ||, |d|}.
If (z,y) € Z? is a solution of the Diophantine equation (7.12) then either

z|(a+b+c+d—15)%abcd or |x| <12t 4+ 132t
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