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Daroczy Zoltan (1938-2023)

Daréczy Zoltan élete

Daroczy Zoltan egy bihartordai jegyz6 masodik gyermekeként 1938-ban sziiletett.
Reformatus nevelést kapott és igen jol tanult, ezért sziilei a Debreceni Reformatus
Kollégiumba kiildték. Diakként kedvelte az irodalmat, a torténelmet és a
matematikat. ,A matematika az nem mas, mint szabatos beszéd.” — hallotta ezt
gimndziumi matematikatandratél, Nagy Gézatél. Tandra hatdsara és biztatdsara
részt vett az Arany Daniel matematikai versenyen és a KoMaL pontversenyében is.
Talan ezek miatt valasztotta Dardczy Zoltan a tanari palyat, és felvételizett 1956-ban
a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem matematika-abrazolé geometria szakara.
Maximalis pontszammal is csak fellebbezés utan vették fel. Alig kezdodott el az
egyetemi oktatds, kitort az 56-os forradalom. Egyetemistaként a nemzetdérséghez
csatlakozott, és igy probalt tenni valamit az igaz tligyért. A forradalom leverését
kovetéen az oktatas csak 1957 tavaszan indult Gjra és mivel nem zartdk ki az
egyetemrol, igy 1961-ben kitiintetéses diplomaval végezhetett. J0 tanarai voltak. A
matematikai analizist, annak szépségét és szeretetét Rapcsak Andrastdl és Aczél
Janostdl tanulta. Hamar megértette a hangyabokanyi epszilon fogalmat és késobb,
amikor mar 6 4allt a katedran, tandrgenerdciéknak adta tovdbb, amit tanaraitdl
tanult: tudomanyt, muiveltséget és emberséget. Dardczy Zoltan kozel 6t évtizeden
keresztiil volt a KLTE TTK matematika tanarszakos és matematikus hallgatéinak
meghatarozo és széles korben kedvelt oktatdja. El6addsain didkjaival megszerettette
a mértékelméletet és a valds fiiggvénytant. Hiresek voltak specialkollégiumai,
amelyeken hallgatéit eljuttatta az aktudlis kutatasi kérdésekig. Igazi reneszansz
ember volt, a tudomanyokat komplex moddon oktatta, ravilagitva a tagabb
osszefliggésekre, de teret hagyva az onallé gondolkodasnak is.

Tanulmanyai  befejezése utan nem kapott allast a Kossuth Lajos
Tudomanyegyetemen, de az egyik els6 tudomanyos dolgozatdban ramutatott Rényi
Alfréd egy pontatlansdgara. Ennek koszonhetdéen Rényi Osztondijasként felvette a
Matematikai Kutatéintézetbe. Az itt toltott egy év alatt szerezte meg az egyetemi
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doktori fokozatot Aczél Janos iranyitasa mellett. 1963-t4l egy évig a Bécsi Egyetem
Matematikai Intézetének munkatarsa volt Leopold Schmetterer meghivasara. 1964-
tol dolgozott folyamatosan a KLTE-n, majd a jogutdéd Debreceni Egyetemen. 29
évesen a matematikai tudomany kandidatusa, 38 évesen a matematikai tudomany
doktora lett és kinevezték egyetemi tanarnak. A Magyar Tudomanyos Akadémia
1985-ben levelezo, 1990-ben pedig rendes tagjava valasztotta.

Az egyetem Analizis Tanszékének vezetését 1968-t0l kezdve 16 éven at latta el.
Palydja soran 5 évig volt a Matematikai Intézet igazgatdja, a Természettudomanyi
Kar dékanhelyettese, majd dékanja. A rendszervaltast megel6z6 id6szakban harom-
harom évig volt az egyetem rektorhelyettese, majd rektora. Alapitdja, majd 18 éven
at vezetOje volt a Debreceni Egyetem Matematika és Szamitastudomanyok Doktori
Iskolajanak. 2008-ban, nyugdijba vonuldsakor, professor emeritusi cimet kapott.
Fiatalon a legfontosabb eredményeit az informacidelméletb6l szarmazo
fliggvényegyenletek  vizsgalataban, a Shannon-entrépia  karakterizacidival
kapcsolatban érte el. Az ezeket az eredményeket is bemutatd, Aczél Janossal kozosen
irt monografidja a témakor legtobbet idézett konyvévé valt. Jelentés a hozzajarulasa
a kozepek elméletéhez is. Bevezette az eltéréskozepek fogalmat, és alapveto
eredményeket ért el a kozepekre vonatkozd ugynevezett invariancia-egyenletek
vizsgalataban.

1. abra. Daroczy Zoltan (1938-2023)

Aczél Janos 1965-ben elhagyta Magyarorszagot, de a vele val6 barati kapcsolata és



egylittmikodése sohasem szakadt meg. Innen kezdve tobb mint 6tven évig vezette,
tanacsaival iranyitotta a fliggvényegyenletek és egyenl6tlenségek kutatocsoportot,
amely vilagszerte nagy elismerést szerzett. Lényeglato képességének koszonhetoen a
hozza kozel all6 kutatdk, oktatok mindig a témakor legfontosabb kérdéseire
koncentralhattak. A kutatocsoport nemzetkozi kapcsolatai a 70-es években
kiszélesedtek, a csoport tagjai innent6l kezdve szamos fontos nyugati konferenciara
kaptak meghivast. Emlékezetesek voltak az ezekre torténé kiutazdsok, az egyiitt
toltott id6 és a nehézségeket is megkonnyitd, megértd jo természete. Témavezetése
mellett 14 tanitvanya (1d. Mathematical Geneaology
(https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=105162)) szerzett PhD
fokozatot, akik tObbsége ma is aktiv, nemzetkozileg is elismert oktato- és
kutatomunkat végez. Koziiliik Nagy Béla, Sebestyén Zoltan, Maksa Gyula, Jarai Antal,
Székelyhidi Laszld, Pales Zsolt az MTA doktori cimet is megszerezte. A sajat
sikereinél is fontosabbak voltak szdmara tanitvanyai sikerei. Mindent megtett az 0
elismertetésiik érdekében és aztan veliikk oOriilt, ha ez bekovetkezett. Az is nagy
oromére szolgalt, hogy Bdlint fia az 6 nyomdokaiba lépett és a matematikusi
életpalyat valasztotta.

Az Analizis Tanszék életében fontos szerepet jatszottak a tanszéki szemindriumok.
Ezek egyik fontos valtozata a 80-as évek kozepétol napjainkig évente megrendezett
Sikfokuti Analizis Szemindrium. Az ilyen Osszejoveteleken a tanszéki kollégak és a
PhD hallgatok mellett azok csaladtagjai is részt vehettek. Ezek a rendezvények
nagyban segitették az emberi, barati kapcsolatok kialakulasat. Daréczy Zoltan 40
éven keresztiil csaladjaval egylitt szinte alland6 résztvevéoje volt ezeknek az
szeminariumoknak. A gyerekek, koztiik Orsi és Balint, egyiitt jatszottak. Olyanok
voltunk, és vagyunk ma is, mint egy nagy csalad. Zolinak, kortdl fliggetlentil,
mindenkihez volt egy kedves szava. Humora, empatikussaga és tdjékozottsaga révén
mindig a tarsasag kozéppontja volt.

Daroczy Zoltan mar kozépiskoldas kordban elkezdett versenyszerien sakkozni,
egyetemi évei alatt pedig a DEAC sakkcsapatdban jatszott. A 70-es, 80-as években a
mindig felallitott sakktablanal a TTK és BTK szamos oktatéja vivott schnell partikat
vele és a tanszék tagjaival. Csak mostanra tudatosult benniink, hogy milyen erds
kozosségformald ereje volt ennek a tevékenységnek is.

Tudomanyos palyaja mellett a politikai életben is aktivan részt vett. A 80-as évek
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végén csatlakozott a reformmozgalmakhoz, amelyek végiil az egypartrendszer
felbomlasahoz és a rendszervaltashoz vezettek. Az 1990-es orszaggyulési
képviselbvalasztason a Magyar Szocialista Part Hajdu-Bihar megyei teriileti
listajarol, négy évvel késobb pedig az egyik debreceni egyéni korzetben szerzett
mandatumot és lett parlamenti képviselo.

DaroOczy Zoltan hazai elismertségét tobbek kozott az Akadémiai Dij, a Szele Tibor-
emlékérem, a Szent-Gyorgyi Albert-dij, a Széchenyi-dij és a Magyar Koztarsasagi
Erdemrend kozépkeresztje mutatja. Tudomanyos tevékenységét kiilfoldon is
felismerték: A vilag egyik legrégebbi tudomanyos szervezete, a Hamburgi
Matematikai Tarsasag 2008-ban tiszteletbeli tagjava valasztotta.

Tanitvanyaival, munkatarsaival nemcsak szakmai, hanem bens6séges emberi
kapcsolatokat dpolt. A vezetésére bizott kozosségeket nagy empatidval,
hozzaértéssel iranyitotta, tandcsaival, szeretetével mindannyiunk életét segitette.
Olvasottsaga, muveltsége, nyitottsaga és tajékozottsaga példaértéki volt. Haldlaval a
Debreceni Egyetem és a Magyar Tudomanyos Akadémia egy kivalé oktatojat,
kutatoéjat és szellemi vezetGjét veszitette el.

Charles Dickens a ,Kardcsonyi ének”-ben ezt irja: ,A végzet minden emberre
kiszabta, hogy szellemével hasson embertarsaira, kornyezetére.” Daréczy Zoltanrol
ezt biztosan elmondhato.

Dardczy Zoltan tudomanyos eredményei

Az aldbbiakban a célunk Daréczy Zoltan néhany alapveté és sokat idézett
matematikai eredményének a bemutatasa. Ennek a résznek a megirasakor

felhasznaltuk a szerz6 és Székelyhidi Laszlo [53] dolgozatat.

1. Additiv fliggvények homogenitasi tulajdonsagai

Daroczy Zoltan egyik els6 tudomanyos dolgozata a szegedi Acta Sci. Math.-ban jelent
meg és ebben a valds additiv fliggvények homogenitasi tulajdonsagait tisztazta.

Egy f: R — R fiiggvényt additivnak neveziink, ha teljesiti az alabbi Cauchy-féle
fliggvényegyenletet:
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flet+y)=flz)+fly) (2,5 €R).

Az f(xz) = cx (ahol ¢ € R) alaka fiiggvények ennek a fliggvényegyenletnek a
folytonos megoldasai. Hamel 1905-0s [39] dolgozatanak koszonhet6en tudjuk, hogy
ennek az egyenletnek vannak nem folytonos megoldasai is, s6t véve a valés
szamoknak mint egy a raciondlis szamok teste feletti vektortérnek egy tetszoleges
(Hamel) bazisat, barmely ezen a bazison értelmezett valdos érték(i filiggvény
egyértelmden kiterjesztheté R-re egy additiv fliggvénnyé.

J6l ismert (és nem is nehéz igazolni azt), hogy minden additiv fliggvény Q-homogén,

azaz minden r € QQ esetén teljesiil

flra) =rf(x) (x € R).

Folytonos additiv fiiggvények esetén ez az egyenléség minden r valés szdmra is
fenndll. Természetesnek tino probléma tehat az, hogy milyen s, ¢ irracionalis szamok

esetén van olyan f nem azonosan nulla additiv fiiggvény, amelyre teljestil

f(tz) = sf(x) (x € R). (1)
Dardczy Zoltan [9] alabbi eredménye ezt a kérdést teljesen megvalaszolja.

1.1. tétel. Ha f: R — R egy olyan nem azonosan nulla additiv fiiggvény, amelyre
teljestil (1) valamilyen s, t € R irraciondlis szamparra, akkor vagy s ést algebraiak és
egymds algebrai konjugdltjai (azaz kozos a definidlo polinomjuk), vagy s és t

transzcendens.

2. Kiterjesztési tételek

A fliggvényegyenletek megolddsa soran nagyon sokszor all el6 az a helyzet, amikor
egy valos fiiggvényrol az additivitast csak a szdmparoknak egy részhalmazan lehet
igazolni. Az alapkérdés, hogy ilyenkor a fliggvény milyen kozel all az additiv
fliggvényekhez. Ezen a teriileten Aczél Janos és Erdos Pal [2] érte el az elso
eredményt.
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2.1. tétel. Legyen [f:[0,00) >R egy olyan fiiggvény, amelyre
flx+y) = f(z) + f(y) teljesiil minden x,y € [0,00) esetén. Ekkor f egyértelmiien
terjeszthetd ki R-re egy additiv fiiggvénnyé, azaz van egy olyan egyértelmien
meghatarozott f: R — R additiv fiiggvény, hogy f(m) = f(x) minden z € [0,00)

esetén.

A masik alapvetd kiterjesztési tételt Daroczy Zoltan és Losonczi Laszlo [23] talalta

meg.

2.2. tétel. Legyen f: [0,1] — R egy olyan fiiggvény, amelyre f(x + y) = f(x) + f(y)
teljesiil minden olyan x,y € |0, 1] esetén, amelyre x + y < 1. Ekkor f egyértelmuen
terjeszthetd ki R-re egy additiv fiiggvénnyé, azaz van egy olyan egyértelmien
meghatarozott f: R — R additiv fiiggvény, hogy f(:z;) = f(x) minden z € |0,1]

esetén.

Ezek az eredmények szamos tovabbi vizsgalatot indukaltak és a fiiggvényegyenletek
megoldasanak a mai napig az alapvetd eszkozei. A teljesség igénye nélkiil az olvasd
figyelmét a kovetkez6 dolgozatokra hivjuk fel: [3, 25, 43, 44, 52, 55, 58].

3. Informéaciéfiiggvények jellemzése

A 60-as-70-es években az informdacidelmélet a filiggvényegyenletek elmélete
szamara szamos érdekes és mély problémat szolgaltatott. Aczél Janos és Dardczy
Zoltan 1975-ben publikalt [1] monogréfidja az ezen a teriileten elért legfontosabb
eredményeket foglalta 0©ssze. Az aldbbiakban az informaciéfiiggvényekkel
kapcsolatosan elért eredményekbol valogatunk.

Legyen /3 > 0 egy rogzitett konstans. Egy f:[0,1] - R leképezést p-tipust
informaciéfiiggvénynek neveziink, ha f(0) = f(1), f(3) =1, és minden olyan

x,y € [0,1)-ra, amelyre x + y < 1, fennall az

)+ (1 — 'x')ﬁf(l 3 L) = f(y)+(1— y)ﬂf(l j y)

egyenlet. Ha 5 = 1, akkor f-et kozonséges informaciéfiiggvénynek mondjuk.
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A B #1 esetben a fenti fiiggvényegyenlet a megadott mellékfeltételek mellett

megoldhato, és a kovetkezo6 eredmény igazolhato [11]:

3.1. tétel. Ha p(+#1, akkor f:[0,1] - R pontosan akkor  [-tipusu
informaciofiiggvény, ha

f2) = (2" + (1—2)" —1)  (x€0,1)).

21-8 _ 1
Tehat 5 # 1 esetén a 3-tipusud informdcioéfiiggvények egyértelmiien meghatarozottak

és folytonosak. Ha képezziik a 5 — 1 hataratmenetet, akkor eredményiil az
S(x) = —zlogyx — (1 — x)logy(1 — x) (z €10,1])

képlettel megadhato fliggvényt kapjuk, amit Shannon-féle informaciofiiggvénynek
neveziink (itt a 0-log, 0 := 0 konvencidval élink). Az konnyen lathatd, hogy a
Shannon-fiiggvény 1-tipusu informadciofiiggvény, azaz minden olyan z, y € [0, 1)-ra,
amelyre x + y < 1, teljesiil az

)+l —2)f|——) = flyl += 1l —ylf|——]
Jle)+ 11 =z)fl — Hyl+ 1=yl T

fliggvényegyenlet.

Az informaciéfiiggvényekkel kapcsolatban természetes feltétel a nemnegativitasuk.
A Shannon-fliggvény triviadlisan ilyen, de nem nyilvanvald, hogy van-e mas
nemnegativ informaciofiiggvény. A kovetkezd eredményt Dardczy Zoltan Katai
Imrével [14] egyiitt talalta.

3.2. tétel. Ha f: [0,1] — R egy korldtos és nemnegativ informdciofiiggvény, akkor
f=25.

Ha a korlatossag feltételét elhagyjuk, akkor a helyzet gyokeresen megvaltozik. Ezt
Dar6czy Zoltan és Maksa Gyula [24] alabbi eredménye mutatja.
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3.3. tétel. Ha f:[0,1] - R egy nemnegativ informdciofiiggvény, akkor S < f.
Tovabba léteznek a Shannon-fiiggvénytol kiilonb6z6  nemnegativ

informdciofiiggvények.

4. A természetes szamok homomorfizmusai kompakt Abel-csoportokba

Daroczy Zoltannak és Katai Imrének az egyik fontos kozos kutatasi teriilete volt az
additiv szamelméleti fliggvények aszimptotikus tulajdonsagainak a vizsgalata. Ebbol
az egyiittmikodésiikb6l tobb mint 10 kozos dolgozatuk sziiletett. A [15] dolgozat
egyik féeredménye az alabbi

4.1. tétel. Legyen GG egy kompakt Abel-csoport és legyen o: N — G egy additiv

fiiggvény. Ekkor o pontosan akkor teljesiti a

lim (¢(n+1) —p(n)) =0

n—oc

egyenl6séget, ha minden olyan (n;) olyan novekvo természetes szaimsorozat esetén,

amelyre a ((ny)) sorozat konvergens, konvergens a (¢ (n, + 1)) sorozat is.

A direkt implikacié azonnal lathaté. A forditott iranyud implikdcié igazoldsahoz

viszont nem trividlis Otletre van sziikség.

Ez az eredmény Dardczy Zoltan és Katai Imre szamos tovabbi kozos dolgozatanak
volt a kiindulépontja. A teljesség igénye nélkiil csak a kovetkezd cikkeket emlitjiik
meg: [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22].

5. K6zepek homogenitasa

Az entrépia fogalmak axiomatikus vizsgalata soran Rényi Alfréd az alabbi fogalmat
vezette be: Ha adott egy ¢: (0,1) — R folytonos és szigortan monoton fliggvény,

akkor értelmezziik az

X
R.: U (0,1)" — (0,1)
n=1

kozepet az alabbi képlettel:
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ry+ -+,

Rw(;vl,...vxn):@*( > (neN, zy,...,2, €(0,1)).

Rényi azt sejtette, hogyha ez a kozép a nemteljes valosziniiségeloszlasok halmazan
homogén, akkor ¢ vagy a logaritmus fiiggvényhez, vagy egy hatvanyfliggvényhez

hasonloé. A sejtést Dardczy Zoltan [10] igazolta az alabbi eredményében.

5.1. tétel. Legyeny: (0,1) — R folytonos és szigoruan monoton fiiggvény. Ha
Rw(tl‘»l, tLL‘Q) = ZLR¢<CI’1 C(?2>?

teljesiil minden olyan x,,x,,t € (0,1) esetén, amelyre xy + x, < 1, akkor léteznek
olyan a,b € R konstansok, hogy vagy p(x) = alogx + b, vagy pedig o(t) = axP + b

teljesiil mindent € (0, 1) esetén valamilyen p # 0 konstanssal.

A Rényi altal vizsgalt kozepekrol kideriilt, hogy egy a Bajraktarevi¢ [4, 5] altal
bevezetett kozéposztalynak egy részosztalyat alkotjak. Legyen [ é ]Ii egy
(nemdegeneralt) intervallum, és legyenek f,g: I — R olyan fiiggvények, hogy ¢
pozitiv és az f/g hanyadosfiiggvény szigordan monoton és folytonos. Ekkor

értelmezziik a B, ,: |J -, I" — I kozepet az aldbbi képlettel:

-1
Big(xy, ... x,) = <i> (f(rm) + +f(Tn)> (neN, xy,...,2, €1).

g g(x1) + -+ g(xn)

Ha I := (0,1), f(x) := xp(x) és g(x) := x, akkor B; , egyenl6 a fentebb bevezetett
Rényi-féle R, kozéppel. Ha pedig ¢ = 1, akkor lathatd, hogy 5, , egy ugynevezett

kvaziaritmetikai kozépre egyszertsodik.

A Bajraktarevi¢-kozepek homogenitasanak sziikséges és elegend6 feltételét Aczél
Janos és Dardczy Zoltan az alabbi tételben irtak le:

5.2. tétel. Legyenek f,g: R, — R olyan folytonos fiiggvények, hogy g pozitivés f /g

szigoruan monoton. Ekkor a B; , kozép pontosan akkor homogen, azaz teljestil rd a
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Bf?g(tib'l, c ,‘t;’Un) = th’g(CUl, c :LUn) (n eN, t,xq,...,x, € R+)

fiiggvényegyenlet, ha léteznek olyan p, q € R szamok, hogy BB; , egyenlo a

xy 442l pa
: . P, €R, p#q,
Gpg(@1, ... ) 1= < ? og(a)  log(,)
xylog(xy) + -+ - + x, log(@,
exp ‘ p=qeckR.
\ I( a4+ ah ) b=
képlettel értelmezett G, ,: |J - R" — R, Gini-kézéppel.

Megjegyezziik, hogy az [1] cikkben taldlhato tétel arra az esetre is kiterjed, amikor a
B , kozép a pozitiv valds szamok halmazanak csak egy valodi részintervalluman van

értelmezve, és ekkor a jellemzésben a Gini-kozepek konjugalt komplex (p, ¢q) parokra

vonatkoz6 kiterjesztései is fellépnek.

6. Eltéréskozepek és egyenlétienségek

Dardczy Zoltan 1971-72-ben megjelent [12, 13] dolgozataiban a kozepek egy olyan Uj
osztalyat vezette be, amely az addig ismert legfontosabb kozéposztalyokat specidlis
esetként tartalmazta. Legyen I C R egy nemelfajuldé nyilt intervallum. Egy olyan

kétvaltozds EF: I x I — R filiggvényt, amely a masodik valtozéjaban folytonos és

szigordan monoton csokkend, tovabba eltlinik a diagondalis elemparokon (azaz
E(x,2) = 0 minden x € [ esetén), eltérésfiiggvénynek neveziink. Ekkor nem nehéz

belatni, hogy mindenn € Nésuy,...,x, € I esetén az

E(xlay) T +E(x-nay) =0

max(xy,...,x,) kozé esik. Ezt az egyértelmien meghatarozott y megoldast az
xy,...,r, szamok F-eltéréskozepének (vagy Daroczy-kozepének) nevezziik és

DE (:1:1, Ce ?LIZ‘.n_)-VEI ]8101]111(

Konnyt belatni, hogy az E(x, y) := x — y fliggvény eltérésfiiggvény, és hogy az altala

meghatarozott kozép a szdmtani kozép. A geometriai kozép, a harmonikus kozép,
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altalanosabban a hatvanykozepek, a kvaziaritmetikai kozepek, a Gini-kozepek és a
Bajraktarevi¢-kozepek az eltéréskozepek részosztalyait alkotjak. A kozottiik fennalld
tartalmazasokat az alabbi diagram szemlélteti.

Homogén kézepek

Kvazieltérés-kozepek

Eltérés-kozepek

Gini-kozepek Bajraktarevic¢-kozepek

Hatvany- Kvaziaritmetikai-k6zepek
kozepek

*« Szamtani
kozép

*» Geometriai
kozép

2. abra. Kozepek

Az eltéréskozepekkel kapcsolatos legalapvetébb probléma az egyenl6ség, illetve az
osszehasonlithatdosag kérdése. De amint latni fogjuk, a Holder- és Minkowski-tipusu
egyenlotlenségek teljesiilését is jellemezhetjiik. A Dardczy Zoltan altal talalt
eredmények megfogalmazasahoz valamelyest szlkitjiik az eltérésfliggvények
osztalyat. Azt mondjuk, hogy egy F: ] x I — R eltérésfiiggvény regularis, ha a
masodik valtozoja szerint differencialhaté minden diagonadlis pontban, és itt a
masodik valtozd szerinti parcidlis derivalt negativ. Ha F egy regularis

eltérésfliggvény, akkor az FE regularizdltjoAn az aldbbiak szerint megadott

Ex: I x I — R fliggvényt értjiik:




A fenti jelolések birtokdban kimondhatjuk az alabbi tételt, ami a [12] dolgozatbdl

szarmazik.

6.1. tétel. Legyenek I,.J, K C R nemiires nyilt intervallumok és E: [ x [ — R,

F:JxJ—>R, G: K x K— R reguldris eltéréstfiiggvények és f: I x J — K egy
differencialhato fiiggvény. Ekkor a

DG(f(xlﬁ'yl)a cee 7f(x71,:yn)) S f(,DE(xlv c e 33}71‘)3‘ DF(Z/l; cee ‘syn))

egyenldtlenség akkor és csak akkor teljesiil minden n €N, z,...,xz, €1 6s

Yi,...,Yn € J esetén, ha

G*(f(z,y), f(u,v)) < 01 f(u,v)E*(x,u) + Oof (u,v)F*(y,v),

érvényes mindenxz,u € I-re ésy,v € J-re.

Ebbdl a tételbél a Minkowski- és Holder-tipusu egyenl6tlenségek fenndllasanak
sziilkséges és elegendo feltételeihez lehet jutni az [:=.J:= K : =R, és
flz,y) := 2+ vy, illetve f(x,y) := vy valasztasokkal. Ha a fenti tételt az f(x,y) = «

fliggvényre alkalmazzuk, akkor a [13] dolgozatban igazolt Osszehasonlitasi tételt
kapjuk.

6.2. tétel. Legyen | egy nemiires nyilt intervallum és E,F: [ x [ — R reguldris

eltéréstiiggvények. Ekkor a
,DE(ml :mn) S DF(xla- ..,fl?n) (2)

egyenlotlenség akkor és csak akkor teljesiil mindenn € N és xy, ...z, € I esetén,
ha

E*(z,y) < F*(2,y)

érvényes minden x,y € I -re.
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A Dar6czy Zoltannal kozos [29] dolgozatunkban sikertilt az 6sszehasonlitdsi tételt az
eltérésfiiggvények regularitasanak feltétele nélkiil is megtalalni.

6.3. tétel. Legyenek [ egy nemiires nyilt intervallum és E.F:Ix I — R

eltéréstiiggvények. Ekkor a (2) egyenlotlenség akkor és csak akkor teljesiil minden
ne Nésxy,...,x, € I esetén, ha Iétezik egy olyan p: I — R pozitiv fiiggvény, hogy

E(z,y) < p(y)F(z,y)

érvényes minden x,y € I -re.

Az eltéréskozepeknek szdmos altalanositdsa, alkalmazasa talalhaté példaul a
kovetkezo dolgozatokban: [7, 8, 30, 31, 47, 48, 49, 50, 51]

7. Invarianciaegyenlet kvaziaritmetikai kozepekkel

Legyen ] egy nemiires nyilt intervallum. Ha M, N: I? — [ kétvéltozos kozepek,

akkor tetszoleges x, y € I esetén tekintsiik az

X1 = &, =Y,

Tnt1:— A[(xna yn,): Yn41:— N ({En, yn) (n S N)

képletekkel megadott Gauss-tipusu iteraciot. Feltételezve, hogy M és N folytonos és
szigori kozepek belathaté, hogy az (x,) és (y,) sorozatok egy kozos K (x,y)
hatarértékhez konvergalnak. Ez az eljards egy olyan K: J x I — [ Kkétvaltozds

kozepet hataroz meg, amely a

K({M{z,y),N{z,y)) = K{z.y) (z,y € 1).

fliggvényegyenlet egyértelmiien meghatarozott megoldasa. Ezt az egyenletet az
(M, N) parra vonatkozd invarianciaegyenletnek nevezziik, és az ezt kielégito K
kozepet pedig egy (M, N)-invarians kozépnek mondjuk. Egy egyszeri példa az

invarianciaegyenletre az aldbbi azonossag
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x+y 2xy
. . = /X x,y € RL).
AL By ey

ami azt mutatja, hogy a kétvaltozds geometriai kozép invaridns a kétvaltozos

szamtani és harmonikus kozepekre nézve.

Carl Friedrich Gaussnak a szdmtani-geometriai kozéppel kapcsolatos alapveto
eredménye [37] igy fogalmazhato:

7.1. tétel. Egy folytonos K : R, x R, — R k6zép pontosan akkor megolddsa a

(T 1Y .
[x( 5 ,\/azy):[x(m,y) (x,y € Ry)

egyenletnek, ha

. ~1
2 [2 1t

K(z,y) = —/ ‘ : — (x,y € Ry).
T Jo \/a?cos?t + y?sin’t

A [35] dolgozat célkitlizése az olyan kétvaltozds kvaziaritmetikai kozépparok
meghatarozasa, amelyekhez tartozé invarians kozép szintén kvaziaritmetikai. Ez a
probléma konnyen kitaldlhaté helyettesitések utdn arra a specidlis esetre
redukalhatd, amikor az invarians kozép a kétvaltozds szamtani kozép. Tehat a feladat
az olyan ¢, : I — R folytonos és szigoruan monoton fliggvények meghatarozasa,

amelyek teljesitik a

o (w(x);@(y)) ot <@f><x> + @‘f”<y>) —ety  (@wyen O

fliggvényegyenletet. Ezt az egyenletet O. Sutd [56, 57] 1914-ben megjelent
dolgozataiban az analitikus fiiggvények korében vizsgalta és meghatarozta
megoldasait. Janusz Matkowski [45] 1999-ben kétszeri folytonos differencialhatosag
feltételezése mellett igazolta, hogy a fenti egyenletnek a megoldasai valtozatlanok.
A probléma természetes regularitasi feltételek melletti megoldasat a [35] (magyar
nyelven a [32]) dolgozatunkban adtuk meg.
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7.2. tétel. Legyenek p.1): I — R folytonos és szigoruian monoton fiiggvények. Ekkor
a (3) invarianciaegyenlet akkor és csak akkor teljesiil a p,1 fiiggvényekre, ha
léteznek olyan a,b,c,d valos konstansok, hogy ac # 0 és vagy p(x) =ax +b és
Y(x) = cx + d teljesiil minden x € I esetén, vagy pedig létezik egy olyan p # 0 valos

konstans, hogy fennall o(x) = aeP™ + b €si)(x) = ce P* 4+ d, hax € I.

A tétel bizonyitdsanak lényege annak kimutatdsa volt, hogy a (3) invarianciaegyenlet
fenndllasabol a ¢, 1) fliggvények kétszeri differencidlhatésdga kovetkezik. Ehhez
tobbek kozott Lebesgue-nek a monoton fliggvények majdnem mindeniitti
differencialhatésagara vonatkozd tételét, vagy Baire-nek a derivalfiiggények
folytonossagi helyeinek a sirlségére vonatkozo tételét is fel kellett haszndalni. A
tovabbi részletek a [35], illetve a [32] dolgozatokban talalhatok meg. A témakorrel
kapcsolatos tovabbi eredmények sziilettek még a kovetkezod cikkekben:
[6, 26, 27, 28, 32, 33, 34, 36, 38, 40, 41, 42, 46, 54].

Pdles Zsolt
Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet
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