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Bevezetés

Egyetemi tanulményaim soran matematikdbdl taldn a szamelmélet témakore allt
legkozelebb hozzam. Ezért is valasztottam témaul a szamelmélet kozépiskolai megjelenését.
Szakdolgozatomban a kozépiskoldban eléforduld szamelméleti témakordket igyekszem
Osszegezni.

A dolgozatom egy rovid torténelmi dsszefoglaloval kezddik, melyben a szdmelmélet
kialakuldsat és fejlodését kovetem napjainkig, e tudomanyteriilet nagy alakjai altal végzett
felfedezések ¢és eredmények érintdleges felsorolasaval.

A szakdolgozatom fejezetei a kdzépiskolai oktatdsban megjelend nagy szamelméleti
témakdroket mutatjak be. Minden fejezet tartalmaz egy torténelmi 6sszefoglaldt, melyek egy
rovid, tomor Osszefoglalast tartalmaznak az adott témakdr kialakuldsarol, fejlddésérdl.
Igyekeztem érdekességeket, figyelemfelkelté informacidkat becsempészni ezekbe az
ismertetdkbe, igy lehetdség nyilik ezek megemlitésére iskolai 6rdkon, szakkorokon is.

A fejezetek tartalmaznak még egy elméleti bevezetd részt is. Ezek felépitése,
Osszetétele, a témakor kozépiskolai oktatasanak megfeleléen eltérd. Egyes témakorokhoz
nagyobb méretili, 6sszetettebb bizonyitast is mellékeltem, ezekre ugy gondolom sziikség van,
hogy felébressziik a didkokban a bizonyitasra valo hajlamot.

Végiil, minden egyes témakorhoz Osszedllitottam egy valogatott feladatokbol allo
csokrot. Ezek a feladatok eltérd nehézségiliek és kiillonbozd irdnybol kozelitik meg az adott

témakdrt. Minden feladathoz mellékeltem a feladat egy megoldasanak menetét is.



I. A szamelmélet torténete

Az i.e. VI. szdzadban dolgoz6 Pitagorasz (i.e. kb. 570-480) filozofus és matematikus
volt. A forrasok szerint Szamosz szigetén sziiletett. Pitagorasz kovetdi pitagoreusoknak
nevezték magukat. Pitagorasz és tanitvdnyai a vildg Orok igazsagait a szdmok kozotti
valtozatlan torvényekben vélték felfedezni. Ezért tanulmanyoztdk a szamokat. Ezzel
lényegében megalapitottak a matematika egyik legszebb agat, a szamelméletet.

A pitagoreusok szerint az ,.egy” a szdmok eredete, amely részekre nem bonthato,
amelyet osztani nem lehet, csak szorozni. Igy az egynél kisebb szam nincs. Az egynél
nagyobb szamok az egybdl keletkeznek, annak megsokszorozasaval. A szdmok viszont
részekre bonthatdok, oszthatok, hiszen mindegyik valahdny egységet tartalmaz. A két egyenld
részre oszthatd szamok a paros szamok, a két egyenld részre nem bonthatok a paratlan
szamok. Els6 szamelméleti tételeik is a paros és paratlan szamok elméletéhez tartoztak. Ezek

koziil néhany:
e Paros szamok Gsszege ¢€s kiilonbsége is paros.
e K¢t paratlan szdm 0sszege paros.
e Péros szdmu paratlan szdm Osszege paros.
e Pératlan szamu paratlan szdm Gsszege paratlan.
e Ha paros szdmbol paratlant vonunk ki, akkor pératlant kapunk.
e Paratlan és paros szam szorzata paros.

e Olyan szam, amelynek a fele paratlan, csak tigy bonthatd kéttényezds szorzatra, hogy

az egyik tényezd paros, a masik paratlan.

A szamok oszthatosagéaval kapcsolatban két, ma sem problémamentes felfedezésiik
volt, a tokéletes szamok ¢€s a barati szamparok. A pitagoreusok ismerték a 6, 28, 496 és a 8128
tokéletes szamokat és a 220, 284 barati szampart. Ismerték a primszdm és az dsszetett szam
fogalmat is.

Erdekes momentum, hogy egy babiloni agyagtiblan megtalalhato egy ,Pitagoraszi
szdmhéarmas” sor, amit joval Pitagorasz eldtt, Kr. e. 1600 ¢és 1900 kozott készitettek. Ez az

emberiség egyik legrégebbi szamelméleti dokumentuma.



Az irraciondlis szdmok elsé szisztematikus vizsgéalatat altalaban az i.e. 350 és 300

kozott ¢élt Euklidész nevéhez kapcsoljak, & igazolta eldszor, hogy az V2 irracionalis.
Euklidész legfontosabb és legismertebb miive az Elemek. A tizenot konyvbol allé alkotasnak,
harom része (a VII., VIIL ¢és IX.) foglalkozik szamelmélettel. Mindannak nagy része, amit a
kozépiskoldban matematikabol - kiilondsen amit mértanbdl, geometriabdl - tanitanak, megvan
mar az Elemekben. S6t, sok helylitt a viligon még nem is olyan régen ezt - az Elemeket -
tanitottak az iskolaban matematika oran.

Ugyancsak az oOkorban jelentek meg a diophantoszi problémak is, amelyekben

rendszerint egyenletek egész szdm megoldasait keresték.

A gorog, késobb kinai és hindu szdmelméleti eredmények utan egészen a XVIL
szazadig ezen a teriileten nem tortént semmi emlitésre méltd fejlddés. Ebben a szdzadban
viszont Fermat munkdssaga felkeltette 4lmabol a matematikdnak ezt a mellézott agat. Olyan
tomegli 1j ismeretekkel bdvitette, ami felkeltette masok érdeklddését is, Ezért Fermat
munkassagatol szokds a szdmelméletet 6nallo kutatasi agként kezelni. Nagy hatassal voltak
munkassagara Diophantosz eredményei. Nevéhez fliz0dik az ugynevezett ,nagy Fermat-
tétel”, mely szerint az egész kitevés x" + y" = z" egyenletnek nincs a trivialistol kiilonbozé

megoldésa a természetes szamok korében, ha n > 2.

Szintén szamelmélettel foglalkozott Mersenne, aki eldszor irta fel 1644-ben a nevét
6rz6, 2°-1 alaka, Gn. Mersenne-féle szamok (ahol p primszam) formulajat. Ez nem ad
primszamot p minden primszamértékére, de hosszu idén at fontos szerepe volt a primszamok

tanulmanyozasaban, ujabb primszamok megtalalasaban.

Leonhard Euler (aki az 1700-as években ¢lt, és alkotott) késébb Fermat tobb tételét
bizonyitotta. Gauss mellett Fuler szamit a matematika egyik legtermékenyebb,
legsokoldalibb tuddsanak, aki huszonnyolc nagyobb mii, hétszazotven értekezés, és tobb
tankonyv megalkotoja. O bizonyitotta be, hogy a 2°*+ 1 alak(i Fermat-féle szam nem prim, és
hogy minden péros tokéletes szam 2 (2! — 1) alaki. Felfedezte a nyolcadik tokéletes
szamot, ¢és hatvanegy baratsdgos szampart talalt. Vizsgdlatai nyomén tovabb fejlddhetett a
szamelmélet valamennyi aga, tobbek kozott az analitikus és algebrai szamelmélet is. Euler a

szamelmélet mellett a matematika szinte valamennyi agaban maradandét alkotott. A



sikgeometridban, térgeometridban, trigonometriaban szintén jelends eredmények 6rzik nevét,

s a ,.konigsbergi hidak” problémaja kapcsan a grafelmélet alapjait is 6 rakta le.

A XIX. szdzad szamelméleti kutatasainak irdnyat Gauss szabta meg az 1801-ben
megjelent Disquisitiones arithmeticae cimii és késObbi miiveivel. Alkotédsaival kiérdemelte a
,princeps mathematicorum”, vagyis a matematikusok fejedelme cimet. Munkassadga nemcsak
azért jelentds, mert sok szamelméleti feladatot megoldott, hanem mert (1j modszereket vezetett
be, és Uj kutatési irdnyokat jelolt ki. Gauss mondta: ,,Ha a matematika a tudomanyok kiralya,

akkor a szdmelmélet a matematika kirdlyndje.”

A legljabbkor tovabbi jeles gondolkodoi voltak még példaul Dirichlet, Dedekind,
Csebisev, illetve Vinogradov, akik szintén szdmos jelentds 1j felismerésekkel,

bizonyitasokkal tették még teljesebbé a szdmelmélet szines és nagyszerii vilagat.



I1I. A matematika tanitas célja és feladatai

A matematikatanitas célja és ennek kapcsan feladata: megismertetni a tanuldkat az
Oket koriilvevé konkrét kornyezet mennyiségi és térbeli viszonyaival, megalapozni a
korszerti, alkalmazasra képes matematikai miiveltségiiket, fejleszteni a gondolkodasukat, az
¢letkornak megfeleld szinten biztositani a tobbi tantargy tanuldsdhoz, a mindennapok
gyakorlatahoz sziikséges matematikai ismereteket ¢és eszkozoket, bemutatni azok egyszert,

konkrét gyakorlati hasznossagat.

Kiilonos figyelmet kell forditani a fogalmak alapozésara, kialakitasara, elmélyitésére, s
ez nem nélkiilozheti a sokoldalu tevékenységeket, valtozatos cselekvéseket. A kisérletezés, a
jaték szerepe nem szlinhet meg a kozépiskolai évfolyamokon sem. Alapvetd célunk a
megértésen alapuld gondolkodas fejlesztése, a valosdgos szitudcidk ¢és a matematikai

modellek kozotti kétirdnyll ut megismertetése, €s azok hasznalatanak fokozatos kialakitasa.

A matematikdval valo foglalkozas fejlessze a tapasztalatbol kiinduld ©nallo
ismeretszerzést, alakitsa ki az 0nalld6 gondolkodds igényét, ismertesse meg a

problémamegoldas 6romét, és szolgalja a pozitiv személyiségjegyek kialakulasat.

Torekedni kell a tanuldk pozitiv motivaltsigdnak biztositasara, Onallésaganak
fejlesztésére, a pontos és kitartd munkéra vald nevelésre, a redlis 6nbizalom, az akaraterd, az
igényes kommunikacié kialakitdsdra, a gondolatok érvekkel wvald alatdmasztasanak
fejlesztésére. Nagy szerepet kap az elemzé gondolkodds fejlesztése, a problémamegoldas
mellett az igazolasok keresése, egyszeriibb kovetkeztetések megértése, észrevétele, 6nallo

megfogalmazasa.

Kiilonbozo teriiletekrdl érkezd, mas és mas moddon megfogalmazott informaciok
onallo értelmezésével és az ismeretek meg tanulasaval fokozatosan el kell sajatitani — és
alkalmazni is tudni kell — a deduktiv Ut formait. Ekozben nem csokken az induktiv 1t
jelentésége sem. Hangsulyt kell helyezni a sokszinli tevékenységre, a tapasztalatok
tudatositasara, kiilonb6z6 modokon valé rogzitésére, éErtelmezésére, rendszerezésére,

Osszefliggések keresésére. A matematika tanitasanak-tanulasanak a felsé tagozaton is



jellemzéje a felfedeztetés, a probléma felvetésétdl a megoldasig vezetd — néha tévedésektdl
sem mentes — Utnak az egyre 6nallobb bejarasa.

Nagy jelentdséget tulajdonitunk a kovetkeztetésre épiilé problémamegolddsnak, az
algoritmusok kialakitdsdnak, kovetésének is. Mindezt eleinte konkrét helyzetekben végezziik,

majd erre épitve altalanositunk.

A matematika — a lehetdségekhez igazodva — tdmogassa az elektronikus eszkzok
(zsebszamologép, grafikus kalkulator, szamitdgép, internet stb.), informacidhordozok célszerti
felhasznalasanak megismerését, alkalmazdsukat az ismeretszerzésben, a problémak

megolddsanak egyszerlisitésében.
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II1. A szamfogalom és a szamrendszerek

Torténelmi attekintés

A szamfogalom mar az 6skorban megjelent, az dsember kezdetben az egy, kettd és sok
kozott tett kiillonbséget, amint azt a nyelvészek szamos ma még 1étezd primitiv népnél is
megfigyelték. Kiilonb6zd népeknél kiilonbdzd szamrendszerek kialakuldsat lehetiink tanui,
példaként emliteném a hetes, tizenkettes és hatvanas szamrendszereket. A romai szamoknal
egy érdekes dolgot figyelhetiink meg, ugyanis ezt a szamrendszert az Ot0s ¢€s tizes

szamrendszer keverékének tekinthetjiik.

A szamok irdsdnak legésibb modja a csontok, illetve fadarabok vésése majd
kotélcsomozassal, illetve gyongyok felflizésével jegyezték fel a kiilonbozd szamértékeket.
Késébb a papirusz Egyiptomi megjelenésével elterjedhettek az irott szamjegyek. Az
egyiptomiak tizes szdmrendszert hasznaltak és a tiz minden hatvanyara kiilon jelolést

alkalmaztak, a nagyobb szamokat, pedig a jelek ismétlésével irtak le.

A babiloniak hatvanas szamrendszert hasznaltak, 0k hatdroztdk meg a négyzetgyok

kettd értékét négy tizedes jegy pontossaggal.

A legelterjedtebb szamrendszeriink a tizes, melynek kialakuldsat és elsajatitasat a
kézen 1évé ujjak megszamlalasa egyszeriisitette. Nagyon gyakran hasznalt a szdmrendszer
még a kettes melynek elterjedését a szamitogépek térhoditasa tette lehetdvé, mivel a
szamitogépes adattarolas két jel, a 0 és 1 bit hasznalatan alapul. Ugyanigy a szamitogépek

terjedése miatt gyakori még a nyolcas ¢€s tizenhatos szamrendszerek hasznélata.

A megfeleléen kialakitott szdmfogalom, a boviild szamkorben végzett miiveletek
értése €s begyakorlottsaga alapfeltétele a tovabbi eredményes munkénak. Azt, hogy minden
szdmot fel tudunk frni a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyek és a tiz hatvanyainak

segitségével, ma mar az altalanos iskola hetedik osztalydban megtanuljak a didkok.
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Tétel:
Tetszdleges A>0 egész szam felirhato

A=a,10"+a,. 10" + ... +a;10 + ag alakban, ahol /1/
0<a;<9 és a, 720. 12/

Ebben a felirasban a szamjegyek egyértelmiien vannak meghatarozva.

Bizonyitas:

A maradékos osztds alapjan az A szdm

A =10qp + ay, (0<ay<9) 13/
alakba irhato, ahol qo és ap egyértelmiien meg vannak hatdrozva. Hasonldéan
qo = 10q; + aj, (0<a;<9) /4/

alakba irhato, ahol q; és a, is egyértelmiien vannak meghatarozva. igy folytatva
q1 = 10q2+8.2, (0§32§9)
: /5/

gk = 10qx+1 + ax+, 0<a1 <9)

eléallitasra jutunk. Véges sok 1épésen beliil be kell, hogy kovetkezzen, hogy g, = 0, ugyanis
Qo> q1> ... > Qo1 > qa Szigortan csokkend nem negativ egészek. Igy

Qn-1 =10 -0+ ay, (0<a,<9) 16/
Visszahelyettesitve rendre a /4/, /5/, /6/ egyenleteket /3/ -ba, azt nyerjiik, hogy
A=2,10"+a,.,10"" + ...+ 2,10 + ay, ahol a,, a,.1, ... , a9 egyértelmilen vannak

meghatarozva.

Megjegyzés

A tizes szamrendszer mellet természetesen barmely 1-nél nagyobb alapu szamrendszer
hasznalhat6. Amennyiben 10-nél nagyobb szamrendszerrel dolgozunk, gondoskodnunk kell a
szamjegyek megfeleld jelolésérol, vegyiik példaul a 16-os szamrendszert: nullatol-kilencig
egyezik a jelolés a tizes szdmrendszerbelivel, plusz a 10=A, 11=B, 12=C, 13=D, 14=E, és a

15=F megfeleltetést alkalmazzuk. Ezt az elfogadott jelolést hasznalva mar fel tudjuk irni

12



tizenhatos szdmrendszerbe a kovetkezd szamot: 2315,0=9-16°+0-16'+B-16°, vagyis

231510=90B;s.
Feladatok:
1. példa
frjuk fel a kovetkezé szamokat kilences szamrendszerben:
a, 100
b, 5-9%+2.9*+2.9+7.9%+6
¢, 21 021 1015
Megoldas
a, 100,0= 1-9°+2-9'+1.9°=121,
b, Rendezziik a kifejezést! 2:9*+7-9°+5.9%+2.9'+6.9°=27526,
¢, Csoportositsuk kettesével a harmas szdmrendszerben felirt szamjegyeket, majd az igy
kialakitott kétjegyli szdmokat valtsuk at kilences szamrendszerben és az atvaltasok
eredményeit irjuk az eredeti sorrendnek megfeleléen egymds utan. 21, 02, 11, 01, ebbdl
21=7,02=2, 11=4, 01=1. Vagyis 210211015=7241,.
Megjegyzés

r ’ r ’ ’ , , 7 k , r
A c feladathoz hasonloan irhatok at a szdmok a alapli szdmrendszerrdl 4" alapura, és

viszont (1<k, és ke N).

2. példa

13



Egy sportszergyartd cég a pingponglabddk csomagoldsira az aldbbi szabvanyt tartja a
legjobbnak:

- a pingponglabdédkat hatosaval csomagoljak kis fehér dobozba;
- hat fehér dobozt egy kék dobozba tesznek;

- hat kék dobozt beleraknak egy nagyobb zdld dobozba;

- hat z61d dobozt egy nagy sarga tartoba pakolnak;

- hat sarga tartot egy oridsi piros dobozba csomagolnak.

Hogyan lehet a szabvanyokat betartva 10 000 pingponglabdat becsomagolni? Lesz-e

kimarad6 labda? Melyik dobozbdl hanyat latunk a csomagolas végén?

Megoldas:

Osszunk 6-tal maradékosan!
A tizezret maradékosan elosztva hattal 4-et kapunk, vagyis 4 labda kimarad a csomagolas
soran.
A 9996 elball a kovetkezd formaban:

999610=1-6"+1-6*+4-6’+1-6’+4-6".
Az egyes ladak az egyes helyi értékeknek felelnek meg, igy végiil 1 piros, 1 sarga, 4 zold,
1 kék, 4 fehér dobozt latunk és a 4 kimaradt labdat.

3. példa

a, A lehetd legkevesebb mérdsuly segitségével szeretnénk lemérni egész kilogramm
tomegli, 100 kg-nal nem nehezebb targyakat. Haszndlhatunk egy kétkari mérleget,
melynek az egyik serpenydjébe tesszilk a megmérendd targyat, a masikba pedig a
mérdsulyokat.

Milyen mérdsulyokat hasznaljunk? (Olyan sulykészletre van sziikség, hogy minden esetre

felkésziilve az dsszes targy lemérhetd legyen.)

b, Milyen sulyokat hasznaljunk akkor, ha a mérleg mindkét serpenydjébe tehetjiik dket?

14



Megoldas

a) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 kg-os sulyok megfeleléek (vagyis a kettd hatvanyai), ezek
segitségével minden sulyt ki eld tudunk allitani 100 kilogrammig.
6 stuly azért nem elég, mert minden sulyt vagy hasznalunk, vagy nem. Ez sulyonként két

lehet3séget jelent, igy 6 stly esetén legfeljebb 2° = 64-féle tomeget mérhetiink.

b) 1, 3,9, 27, 81 kg-os sulyok megfeleldek (vagyis a hdrom hatvanyai).
4 stly nem elég szamunkra, mert minden sulyt vagy az egyik serpenydbe, vagy a masikba
tessziik, vagy nem hasznéljuk. Ez sulyonként harom lehetdség, igy 4 suly esetén

legfeljebb 3* = 81-féle tomeget mérhetiink.
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IV. Primszamok

Torténelmi attekintés

Gauss, a matematikusok fejedelme igy fogalmazott: ,a tudomany méltoésaga
megkovetelni 1atszik, hogy egy olyan alapvetd kérdést miszerint egy szamrdl eldontsiik, hogy

prim-e, és ha nem, akkor megtaldljuk primtényezdit, megfeleléen kezelni tudjunk.”

A primtényezdk gyors eldallitdsdra maig nincs kielégitd modszer. Teszt segitségével
konnyen taldlhatunk primszdmokat, két nagy primszamot gyorsan 9ssze tudunk szorozni, de
kellden nagy primeknél a szorzatot még senki sem képest felbontani tényezdire, annak
ellenére, hogy képes felismerni azt, hogy a szadm Osszetett. Ezen az elven alapulnak a

nyilvanos kulcsu titkosirdsok koziil a leghatékonyabbak.

Egy gyakori tévedés a kdzépiskolaban tanuld didkoknal, hogy primszam minden olyan
szam, amely csak onmagaval és 1-gyel oszthatd. Ez a definicié nem pontos, mert eszerint az 1
is prim. A pontosabb kozépiskolaba szant meghatarozésa: primszamok azok az egész szamok,
amelyeknek pontosan két osztojuk van. Ebbdl kovetkezden a 0 és az 1 nem prim és a kettd az

egyetlen paros primszam.
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Definicio

Ha q#0, q# € és q | ab-bdlaq|aés q| b oszthatosdgoknak legalabb az egyike

kovetkezik, akkor a q szdmot primszdmnak nevezziik.

Tétel

Végtelen sok prim van.

Bizonyitas (Indirekt)

Tegyiik fel, hogy csak a p; p2, p3, ..., pn sSzdmok primek. Képezziik a kovetkezd

szamot:
A=pi-p2ps ..o patl

Ennek a szdmnak nem osztdja egyik felsorolt prim sem. Tehat vagy A prim, vagy van
egy olyan prim osztdja, amely nem szerepelt a fentiek kozott. Minkét eset arra utal, hogy van
a felsoroltakon kiviil mas prim is, ami ellentmond a kezdeti feltevésiinkkel. Tehat ebbdl az

kovetkezik, hogy végtelen sok primszam van.

A kovetkezékben a szamelmélet alaptételét és bizonyitasat fogalmazom meg. Ugy
gondolom, a bizonyitast, ha tanorakon nem is, de matematika szakkoron érdemes bemutatni,
mert sok jo Gtletet tartalmaz.

Tétel (Szamelmélet alaptétele)

Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész szam egyértelmiien felbonthatd pozitiv

primszamok szorzatara.

Bizonyitas

El6szor is osszuk az egynél nagyobb pozitiv egészeket két csoportba: legyen az egyik

csoport a primszamok, a masik pedig az dsszetett szamok csoportja.
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A bizonyitashoz sziikséglink lesz a kovetkezd allitasra: egy Osszetett szam legkisebb

valodi osztdja mindig primszam. Az allitast indirekt mdédon bizonyitjuk.

Legyen az Osszetett szdmunk m, a legkisebb valddi osztdja pedig n. Ha n nem prim, akkor
létezik n-nek valodi osztoja, amely - mivel n osztdja m-nek - nyilvan m-nek is osztdja. Tehat
talaltunk m-nek egy n-nél kisebb valodi osztot, amely ellentmond a kiindulési feltételiinknek,
amely szerint m legkisebb valodi osztdja n. Ebbdl kdvetkezden n csak primszdm lehet, tehat

az allitast belattuk.

A tétel két dolgot mond ki: az elsé az, hogy minden szdm felbonthatd primtényezdk
szorzatara, a masodik pedig, hogy ez a felbontds csak egyféleképpen végezhetd el, ha a
tényezOk sorrendjét nem vessziik figyelembe (a szorzdsban a tényezdk sorrendje nem

érdekes). Eloszor az els6 allitassal foglalkozunk.

Az allitast primekre mar belattuk, hiszen minden prim 6nmagaban egy ,,egytényezds szorzat™.
Tekintsilink tehat egy Osszetett szamot, majd osszuk el a legkisebb valodi osztojaval, amelyrdl
mar tudjuk, hogy csak prim lehet. Az osztds utan két lehetdség van: a hanyados vagy prim,
vagy Osszetett szam. Ha prim, akkor készen vagyunk — van egy kéttényezds szorzatunk —, ha
Osszetett szam, akkor ismételjilk meg a hanyadosra az elébbi miiveletet (osszuk el a legkisebb
valodi osztdjaval), és ezt addig folytassuk, amig primszadmot nem kapunk. Mivel végig csak
primekkel osztottunk, és a végeredmény is prim, ezért az allitast igazoltuk: tetszdleges

Osszetett szam felbonthatd primtényezdk szorzatéra.

Az alaptétel mdasodik fele: egy szdmhoz csak egy szorzatot kaphatunk, ha a
szorzOtényezOk sorrendjét nem vesszilk figyelembe. Az allitdst a mar ismert indirekt
modszerrel fogjuk bizonyitani; tegyiik fel tehat, hogy van olyan szam, amely kétféleképpen is
felbonthat6. Ezt felirhatjuk ugy, hogy k=pip2....pa=qi'q2"..."qp , ahol minden p és q
primszam. Ha p-k és q-k kozott vannak egyenlk (tehat pl. ps=q;=19), akkor ezekkel
oszthatjuk az egyenletet ¢és a végén egy olyan egyenldséghez jutunk, amelynek mindkét
oldalan primszamok szorzata szerepel, &m ezek kozott kiilonbozd oldalakon mar nincsenek
egyenldk. Valasszuk ki most az igy kapott egyenlet bal oldalardl az elsé primszdmot! Tudjuk,
hogy a masik oldalon ez a szdm nem szerepelhet, hiszen akkor osztottunk volna vele. Viszont
mivel primek szorzatardl van szo, tudjuk, hogy ezzel a kivélasztott szdmmal a bal oldal
oszthatd, a jobb oldal pedig nem. Igy az egyenléség nem teljesiilhet, tehat ellentmondasra

jutottunk, azaz a kiindul6 allitast belattuk.
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Primszamok a: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ... stb. szamok. Az
alabbi modszerrel meghatarozhatjuk azon p primeket, melyek 1 és n kdzott helyezkednek el.
frjuk fel 1-t31 n-ig a szamokat. Tudjuk, hogy 2 az prim, hizzuk at 2 Gsszes tobbszorosét. A 2-
nél nagyobb, legkisebb, 4t nem huzott szam a 3, amely prim lesz és a 3 kivételével 3 Osszes
tobbszorosét huzzuk 4at. Ismét a 3-nal nagyobb szamok koziil a legkisebb prim az 5 lesz és ezt
az eljarast folytatva n-ig, az 4t nem huzott szdmok megadjak az 6sszes primet 1 és n kozott.

Ezt az eljarast Eratoszthenészi szitanak nevezzik.

Megjegyzés:

Elegend6 az 1 ¢és Jn kdzott p primekkel elvégezni a szitalast, mivel ha valamely a szdm n-

nél kisebb és dsszetett, akkor van +/n -nél kisebb prim osztoja.

Feladatok

1. feladat
Bizonyitsuk be, hogy ha 2*-1 primszam (k € N), akkor k is primszam.
Megoldas (Indirekt bizonyitas)
Tegytik fel, hogy k nem primszam.
Hak=a-b, ahola>1, b>1, akkor
2ab_ 1 — (23)]3_ lb
és ez oszthatd a 2°-1>1 természetes szammal. Vagyis ellentmondasra jutottunk, ezzel
bizonyitottuk az allitdsunkat.

2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely primszdmot 30-cal elosztva, a maradék vagy 1, vagy

primszam.
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Megoldas

Egy primszdm 30-cal osztva nem adhat 2 maradékot (kivéve a p = 2-t), mert akkor
paros lenne, de nem lehet a maradék 3 sem (kivéve a p = 3-t), mert akkor p oszthat6 lenne
3-mal. Igy tovabb haladva azt kapjuk, hogy egy p primet 30-cal osztva a maradék csak az
1,7,11, 13, 17, 19, 23, 29 természetes szamok valamelyike lehet.

3. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely 3-nal nagyobb prim négyzete 24-gyel osztva 1 maradékot
ad.

Megoldas

Egy szam 24-el oszthatdsaganak feltétele, hogy a szdm oszthat6 nyolccal és harommal. A
feladat allitasat felhasznalva végezziik el a kdvetkezd atalakitast:

p*-1=(p-1)(pt1).
Azt kell bizonyitanunk, hogy ez kifejezés 3-mal és 8-cal is oszthato.
A (p-1), p, (pt1) szdmok szomszédos szamok, igy valamelyikiik oszthaté 3-mal (harom
szomszédos szam kozt mindig van harommal oszthato). De az nem lehet a p, igy vagy p -
1 vagy p + 1 oszthato 3-mal.
A p-1¢é p+ 1 szdmok mindegyike péaros, a paros szdmok sorozatdban szomszédos
szdmok. Mivel minden mésodik paros szdm nem csak 2-vel, de 4-gyel is oszthato, igy (p-

1)(p+1) oszthato 8-cal. Ezzel az 4llitast bebizonyitottuk.

4. feladat

Andrés és Béla mar elmultak 5 évesek, mindkettdjiik életkora primszam. Ha Andras annyi
idds lesz, mint Béla most, akkor Béla életkora is primszam lesz. Bizonyitsuk be, hogy

amikor Andras sziiletett, Béla éveinek a szama oszthato volt 6-tal.

Megoldas
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Azt kell megmutatnunk, hogy ha harom db 5-nél nagyobb primszam egy szamtani sorozat
egymast kovetd elemei, akkor a differencia oszthat6 6-tal.
Hogy a differencia paros, az nyilvanvalo. Igy azt kell bizonyitani, hogy oszthaté 3-mal.

Legyenek e primek p, p+d, p+2d.

1. Ha p 3-mal osztva 1 maradékot ad és d is 3-mal osztva 1 maradékot ad, akkor p+ 2d
oszthatd 3-mal,

ha d 3-mal osztva 2 maradékot ad, akkor p+d oszthaté 3-mal.

2. Ha p 3-mal osztva 2 maradékot ad és d 3-mal osztva 1-et, akkor p+d oszthatd 3-mal,

ha d 3-mal osztva 2-t ad maradékul, akkor pedig p+d oszthaté 3-mal.

Tehat d-nek 3-mal oszthatonak kell lennie (ilyen sorozat pl.: 5, 1, 17).

3. feladat

Ot darab egymast kdvetd pozitiv egész szam koziil a negyedik primszam. Bizonyitsuk be,

hogy e szdmok szorzata oszthat6é 240-nel.

Megoldas

A (p-3) - (p-2) - (p-1) 'p* (p+1) szorzatrol kell belatni, hogy oszthato 5-tel, 3-mal és 16-tal.
Ot db egymads utani szam kozott biztosan van 5-tel, illetve 3-mal oszthatd, tehat a szorzat
15-tel biztosan oszthato.

Mivel p prim, ezért (p — 3), (p — 1) és (p + 1), biztosan parosak, s mivel a paros szdmok
sorozatanak 6k egymast kdvetd elemei, ezért valamelyikiik biztosan oszthato 4-gyel is,

vagyis szorzatuk oszthat6 16-tal.
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V. Oszthatosag

Torténelmi attekintés

Mar az egyiptomiak is foglalkoztak az oszthatosag témakorével, ezt bizonyitjak a
felfedezett leletek is. Kiilonbséget tettek a paros és paratlan szamok kozott. Az egyiptomi
Rhind-papiruszon (i.e. 2000 — 1700) a ,,torzstortek” felsoroldsdban csak a paratlan nevezdjliek
szerepelnek.

A harommal val6 oszthatosag szabalyaval a pizai Leonardondl talalkozunk elészor a
,Liber Abaci” cimii kdnyvében.

Az ottel vald oszthatosagi szabalyt mar a régi hinduk is tudtak.

A tizeneggyel vald oszthatosagi szabalyt Al-Karkhi arab matematikus ismertette
elészor. Szabatos megfogalmazast Lagrange francia matematikus adott ra.

Teljes altalanossagban vizsgélta a természetes szdmok oszthatosaganak a kérdését

Pascal francia matematikus.
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Definicio:

Az a és b egész szamok esetén (jelekkel: a ,b € Z ), akkor mondjuk az ,.a” szdmot a ,,b”
szammal oszthatonak, ha 1étezik olyan ,,q”, amelyre a = b-q, ahol q is egész szam. Ekkor b-t

osztonak, a-t tobbszorosnek nevezziik.

Jelolése: a | b.

Ha ilyen q szdm nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy b nem osztdja a-nak.

Jelolés: bta.

Az oszthatésag tulajdonsagai:

1. Minden szdm osztdja onmagéanak. Az a | a, hiszen a'1 = a

2. Ha egy szdm oszt6ja egy masiknak, akkor annak tobbszordseinek is osztoja.
Haa|b,akkora|b-c

3. Egy szam osztojanak osztdja a szamnak is osztdja.
Haa|bésb|cakkoralc

4. Ha egy szdm osztoja két szamnak, akkor 6sszegiiknek és kiillonbségiiknek is osztoja.
Haa|bésb|cakkoralc

5. Haegy szam osztdja egy Osszegnek és az Osszeg egyik tagjanak, akkor osztdja a masik

tagnak is.
Haa|b+césa|b,akkora|c

6. Ha egy szam egy Osszeg valamelyik tagjdnak nem osztdja, akkor az dsszegnek sem

osztoja.

Haa|bésatc,akkoratb+c

23



7. Az a, b természetes szdmokra, haa|bésb | a, akkora= £ b.

8. A 0 minden szdmnak osztdja. Barmely a egész szam esetén a | 0, hiszen 0 - a= 0.

Tétel

Az oszthatdsag reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relacio.

Bizonyitas

1) reflexivitds: a | a, ugyanisa=1-a.

2) antiszimmetria: Haa | b ésa # € b, akkor bt a, ugyanis, ha b | a is fennallna, akkor
alkalmas q ¢és q’-vel b = aq, a = bq’ volna, tehat azt nyernénk, hogy b = b (q*q’),
vagyis q°q’=1, amib6l b # 0 esetén q = q° = £ 1 kdvetkezik. Ha pedig b = 0, akkor

ebbdl mar a = 0 adodik, ami viszont ellentmond annak, hogy a # € - b.

3) tranzitivitas: Ha a | b és b | ¢, akkor a | ¢, ugyanis b = a-q, ¢ = b-q’ tehat ¢ = (aq) *q’
=a- (q'q’), és ebbdl a | ¢ kovetkezik.

Tétel:

TetszOleges a €és b egész szamokhoz 1éteznek olyan egyértelmilen meghatarozott q és r egész

szamok, amelyekre a = b-q +r, ahol 0 < r <|b|.

Bizonyitas:

A 1étezés bizonyitasa:
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Legyena > b > 0, ahol a és b egész. Tekintsiik az a — b kiilonbséget. Ha a — b <b, akkor a —
b =r jeloléssel a =b + r eldallitasra jutunk, ahol mar 0 <r <b. Ebben az esetben az a szdm
b-vel val6 osztdsdnal az 1 hdnyados, az r pedig maradék. Ha azonbana—b > b, akkora—b -
bdl tjra levonjuk a b szdmot. Lehet, hogy mar b-nél kisebb szdmra jutunk. Ha nem, akkor
ujra és ujra ismételjiik az eljarast. Véges sok 1épés utan el kell jutnunk egy olyan
a — gb =r szamhoz, amelynél mar 0 <r <b. Ebbdl a = gb +r, 0 <r <b. Az ilyen tulajdonsagu

q szdmot hanyadosnak, az r szdmot pedig maradéknak nevezziik.

Egvértelmiiség bizonyitasa:

Tegytik fel az éllitassal ellentétben, hogy adott a és b-hez legalabb két kiilonbdzd q; és q»
illetve r; és r; tartozna. Ekkora=bq; + 1, 0 < r; <b|, ¢és a=bqxt+tr, 0 < rp <
teljesiilne. De ebbdl b(q; — q2) = 12 — 11, vagyis b | r, —1; kdvetkezne, azonban az el6z6 mondat
alapjan |r; —1;| < |b|. Tehat b | r; — 11, és a segédtétel miatt ez csak r, — r; = 0, vagyis 1, = 1)
mellett teljesiilhet. Ebbol viszont bq; = bqy, illetve b # 0 —val valo egyszerisités utan q; = q

kovetkezik, ami ellentmondas. Ezzel bizonyitottuk az egyértelmiiséget.

Az altalanos iskola hetedik osztalya a hozott szdmelméleti ismeretek dsszefoglalasaval
kezddédik. A gyerekek mar ebben az évfolyamban megismerkednek a kdvetkezé fogalmakkal:
az oszthatdsaggal, az osztoparokkal, és az oszthatosdg elemi tulajdonsagaival az egész
szdmok korében. Ebben az életkorban torténik eldszor az oszthatdsagi szabalyok ismertetése
is: 2-vel, 3-mal, 5-el, 9-cel, 11-gyel vald osztds. Megismerkednek a legnagyobb kozds osztd

¢s a legkisebb kozds tobbszords fogalmaval.

Amikor ez az anyag keriil targyalasra, a didkoknak mar ismerniiik kell példaul a
természetes, egész, illetve a raciondlis szamok halmazat. Az oszthatosag oktatasa soran

nyomatékositanunk kell a didkok iranyaba, hogy az egész szdmok korében vizsgalddunk!

Ezen ismeretek megtanitasi modja a spiralitas elvét koveti, ennek megfelelden a
hetedik osztalytdl kezdve minden évfolyamban eléfordulnak az oszthatosag témakoréhez

kapcsolodo feladatok.
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Feladatok

1.

feladat

Legyenek n, k és m pozitiv egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor n'k-m- (n*- k%) - (n®

-m?) - (k* - m?) oszthaté 120-al.

Megoldas

Azt kell megmutatni, hogyazn-k-m-(n-k)-(n+k)-(n-m)-(n+m)-(k-m)-(k+

m) 3-mal, 8-cal és 5-tel is oszthato.

1.

Ha n, k, m valamelyike oszthat6 3-mal, akkor a szorzat is.

Ha egyik sem oszthaté 3-mal, akkor n, k, m koziil kell lennie kettdnek, melyek 3-mal

osztva ugyanazt a maradékot adjak, igy ezek kiilonbsége oszthatd 3-mal.

Ha n, k, m mindegyike paros, akkor a szorzat oszthat6 8-cal.

Ha két paros van kozottiik, akkor ezek 0sszege is, kiillonbsége is oszthatd 2-vel, igy a

szorzat oszthatd 8-cal.

Ha egy paros van kozottiik, akkor a két paratlan dsszege ¢€s kiilonbsége is oszthato 2-

vel, igy a szorzat megint oszthat6 8-cal.

Ha mindhdrom paratlan, akkor barmely kettd dsszege és kiilonbsége is paros, tehat a

szorzat oszthatd 8-cal.

Ha n, k, m valamelyike oszthat6 5-tel, akkor a szorzat is oszthatd 5-tel.

Ha egyik sem, de van kozottiik kettd, melyek 5-tel osztva ugyanazt a maradékot adjak,
ekkor ezek kiilonbsége oszthatd 5-tel. Ha mind a harom mas-mas maradékot ad 5-tel
osztva, akkor ezek a maradékok 1, 2, 3 vagy 4. Ha 1, 2, 3, akkor 2+3 oszthat6 5-tel, ha
1, 2, 4, akkor1+4oszthato 5-tel, ha 1, 3, 4, akkor 1+4, ha 2, 3, 4, akkor 2+30szthato 5-

tel.
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2. feladat

Melyek azok a k, 1, m természetes szamok, amelyekre [k; 1; m]=60984, 88k=91 és
11m=2k.

Megoldas

A primtényezés felbontast eléallitva: 60984 = 2°-3%7-11%, ezért — a feltételeket
figyelembe véve — a keresett szamok: n=2"-7-11°=6776, k=3%7-11=693, m=2-3%7=126.

3. feladat

Bizonyitsa be, hogy ha n € N esetén pontosan egy olyan n szam van, amelyre n-9, n-3, n-
y gy p gy oly. y

1, n+3, n+5 szdmok mindegyike primszam!

Megoldas

A szdmokat az 6ttel valo oszthatosag szempontjabol vizsgéljuk:

= n=5k esetén nt+5

= n=5k+1 esetén n-1

= n=5k+2 esetén n+3

= n=5k+3 esetén n-3

n=5k+4 esetén n-9 oszthatd 5-tel.
Belathatd, hogy ezen esetek koziil csak n-9=5 esetben lesznek a keresett szamok primek:

5,11,13, 17, 19.

4. feladat
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Bizonyitsa be, hogy harom kozvetleniil egymas utan kdvetkezd pozitiv egész szam

szorzata oszthatd 504-gyel, ha kozépsd szam kdbszam.

Megoldas

Bontsuk fel az 504-et primtényez0k szorzatara: 504=7-8-9.

Azt kell bizonyitanunk, hogy (a’-1) -a’- (a’+1) oszthato 7-tel, 8-cal, 9-cel. (a € Z).

1. Ha a=7k, akkor a kifejezés oszthatd 7-tel.

2. Ha a=7k+l, akkor a’ 7-tel osztva 1-et (6-ot),
ha a=7k+2, akkor a’ 7-tel osztva 8-at (6-ot),
ha a=7k=+3, akkor a’ 7-tel osztva 27-et (6-ot) ad maradékul.

Ez azt jelenti, hogy vagy a’-1, vagy a’+1 oszthat6 7-tel.

3. a’-1 és a’+1 kozvetleniil egymas utan kovetkezd paros szamok, ha a péaratlan:

szorzatuk tehat oszthaté 8-cal. Ha a paros, akkor 8|a’.

4. Ha a=3k, akkor a’ oszthatd 9-cel, ha a=3k+1, akkor a>=9A+1, tehat vagy a’-1,

vagy a’+1 oszthato 9-cel.

5. feladat

Legyen a, b, c mindegyike pozitiv egész szam. Milyenek lehetnek a 3-mal vald

oszthatosag szempontjabol, ha azt akarjuk, hogy a*+b*+c® oszthat6 legyen 3-mal?

Megoldas

1. Haaza, b, ¢ pozitiv egész szamok mindegyike oszthaté harommal, akkor az a’+b*+c”

1s oszthato vele.
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2. Haaza, b és c pozitiv egész szamok koziil egyik sem oszthatd harommal, akkor

a=3k+1, b=3m=1, ¢=3n+1 alaku.

a’+b>+c? =9(k*>+m’*+n*)+6A, ahol A a k+m+n, k+m-n, k-m+n, k-m-n, -k+m-+n, -k+m-

n, -k-m+n, -k-m-n kifejezések egyikével egyenld, tehat egész szam: 3|a2+b2+c2.

3. Haaza, b és c pozitiv egész szamok koziil pontosan egy nem oszthatd 3-mal, akkor

a’+b*+c?, 9(k*+m*+n?)+6B+1 alaku.

4. Haa, b és ¢ koziil pontosan kettd nem oszthat6 3-mal, akkor a négyzeteik harommal
val6 osztas utani maradékainak 6sszege 1+1, 1+4, 4+4 lehet, egyik sem oszthatd 3-

mal.

Ezek szerint az a’+b*+c” akkor és csak akkor oszthatd 3-mal, ha vagy mind a harom adott

szam oszthat6 3-mal, vagy egyik sem oszthato vele.
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V1. Diofantoszi egyenletek

Torténelmi attekintés

A diofantikus vagy diophantoszi egyenletek elmélete az oOkorba nyulik vissza.
Diophantosz, aki kétezer éve Alexandridban élt, mar vizsgalt olyan szdveges feladatokat,
amelyek elsdfoktl kétismeretlenes egyenletekre vezetnek, s ezek megoldasait a pozitiv
egészek korében kereste. Irt is errél egy konyvet.

A gorogok mar ismerték az ugynevezett pithagoraszi egyenletet, az x*+y* = z°
bizonyos megoldasait. Tudtdk, hogy ennek a haromismeretlenes masodfokl egyenletnek
végtelen sok egész megoldasa létezik. Ugyanez az egyenlet az egyiptomiakndl és az

indiaiakndl is el6bukkan. Az egyiptomiak a derékszogli haromszog megszerkesztésére,

derékszog kijelolésére hasznaltak, példaul a piramisépitésnél.

Késobb évszazadokig ez a kérdéskdr csak elszortan bukkant eld, mignem a 17.
szazadtol €lénk érdeklddés kezd6dott a diofantikus egyenletek irant. Mindez els6sorban Pierre
de Fermat és tobb mas matematikus munkassadganak volt kdszonhetd.

Fermat Diophantosz konyvének olvasasakor vetette fel hires problémajat, mellyel csak
a kozelmultban birk6zott meg a matematikusvilag, pontosabban Andrew Wiles. Fermat azt
sejtette, hogy két harmadik, negyedik..., n-edik hatvany 0Osszege nem lehet harmadik,
negyedik stb. hatvany. Vagyis nincsenek olyan X, y, z pozitiv egész szamharmasok, melyek
kielégitenék az x" + y" = z" egyenletet, ahol n = 3, 4, 5... egész szamok valamelyike.
Diophantosz kdnyvének margojara irta: "Csodalatos bizonyitést talaltam erre a tételre, de ez a
margé tal keskeny, semhogy ideirhatnAm." Ordk titok maradt, hogy Fermat mire
gondolhatott.

Evszizadokon 4t matematikusok serege probalta meglelni Fermat feltételezett
bizonyitasat, igazolni allitasat. A sejtés ellendllt a probalkozasoknak. A matematika sokat
koszonhet ezeknek a diofantikus problémaknak, mivel a megoldési kisérletek sordn olyan
modszerek, elméletek sziilettek, amelyek késdbb igen hasznosnak bizonyultak. Csak egyet
emlitek: Kummer a Fermat-sejtés bizonyitdsdra vonatkozd vizsgalatai soran kidolgozta az

idedlelméletet, ami termékenyitden hatott az algebra fejlédésére. A Fermat-sejtést 1995-ben
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bizonyitotta be Wiles amerikai matematikus, roppant mély algebrai ¢és szamelméleti

segédeszkozokkel.

Hilbert 1900-ban, Parizsban a matematikus vildgkongresszuson a 20. szazad
matematikusai szdmara megoldand6 problémaékat fogalmazott meg. Hilbert 10. problémaja
olyan altalanos eljards keresését tlizte ki célul, amellyel barmilyen egész egyiitthatos
polinomialis diofantikus egyenletrdl az egyiitthatok ¢és a fokszdm ismeretében véges sok

l1épésben eldonthetd, hogy megoldhatd-e az egész szamok korében vagy sem.

A harmincas években Godel és Church kimutattdk, hogy a matematikdban vannak
olyan kérdések, melyek az adott rendszeren beliil nem megvalaszolhatok. Matijaszevics pedig
1970-ben bebizonyitotta, hogy nincs olyan univerzalis eljards, amely minden polinomialis
diofantikus egyenlet esetén valaszt adna a megoldhatdsagra. Ezzel Hilbert 10. problémajarol

bebizonyosodott, hogy megoldhatatlan.

31



A kétismeretlenes, els6fokti diofantikus egyenleteket linedris diofantikus

egyenleteknek nevezziik. Altalanos alakjuk:
Ax + By = C, ahol A,B,C eleme Z-nek.

Konnyen belathato, hogy a megoldas egy sziikséges feltétele, hogy az A és B szamok
legnagyobb koz0s osztoja legyen osztdja a C szamnak. A baloldal oszthat6 az Inko-val, igy a
jobboldalnak is oszthatonak kell lennie vele. Egy tétel mondja ki, hogy ez a feltétel mar

elegendd is a megoldas 1étezéséhez:

Tétel:

A linedris diofantikus egyenletek megoldhat6sagéanak sziikséges és elegendd feltétele, hogy

(A,B) oszthaté C-vel. A megoldéasok szama végtelen.

A megoldas médszere egy példaban:

Egyenletiink: 26 x- 58 y =10

Els6 Iépésként osszunk le a két baloldali egyiitthatd Inko-javal, azaz 2-vel.
13x-29y=5

Fejezziik ki x-et (altalaban a kisebb egyiitthatdji) ismeretlent:
x=(29y+5)/13=2y+(3y+5)/13

Mivel x €s 2y is egész, kell hogy
u=3y+5/13 is egész szam legyen.

fgy 13u=3y+5 Innen megint a kisebb egyiitthat6ji ismeretlent fejezziik ki:
13u-5=3y
y=(13u-5)/3
y=4u-1+(u-2)/3

Mivel y és a 4u-1 kifejezés is egész, ezért a tort is egész szamot ad, azaz
v=(u-2)/3 is egész szam.

Atalakitva:
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3v=u-2
3v+2=u

Ezt az egyenletet mar nem kell 4talakitani, az u egylitthatéja 1 (ez a kisebb egyiitthatd). A
megolddsokat ugy kapjuk meg, hogy v értékeit végigfuttatjuk az egész szdmok halmazan.
Mivel mi az x és y ismeretleneket keressiik, ezért az utolsé egyenlet alapjan eldszor y-t

szamolhatjuk ki:
y=4u-1+(u-2)/3 =4*(3v+2)-1+(3v+2-2)/3=12v+7+v=13v+7
x=(29y+5)/13=2y+(3y+5)/13=2*(13v+7)+26v*(3*(13v+7)+5)/13+14+(39y+26)/13=2
9v+16

A megoldasok tehat: y=13v+7, x=29v+16, ahol v barmely egész szam lehet.

A megoldasok szamparok formajaban:

..(-6,-13), (16,7), (45,20)...
az x értékei 29-el, az y értékei 13-al novekednek.
Lathato, hogy végtelen sok megoldds van. y a 13-mal osztva 7-et, x a 29-el osztva 16
maradékot adoé szamok koziil keriil ki. Nem véletlen a két megoldas periodicitasat add szamok
( 13 és 29) felbukkandsa: az Inko-val vald osztds utan keletkezd egyiitthatok adjak az

ismétlodés nagysagat.
Hilbert azt a feladatot tlizte ki, hogy keressiink olyan 4ltaldnos mddszert (algoritmust),

amely minden egész egyiitthatos algebrai egyenlet esetén eldonti: van-e annak egész

megoldasa. Nem gondolt arra, hogy esetleg ilyen mddszer nem létezik.

Feladatok

1. feladat

Egy derékszogli haromszog oldalai egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor valamelyik

oldala oszthatd 5-tel.

Megoldas

Megmutatjuk, hogy ha egyik befogd sem oszthatd 5-tel, akkor az atfogd oszthato 5-tel.
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1. Ha egyik befogd sem oszthatd 5-tel, akkor ezek négyzete 5-tel osztva csak 1 vagy 4
maradékot adhat.

2. Ha mindketté 1 maradékot ad, akkor az atfogd n’=5k+2 alaka négyzetszam, igy n’

vagy 2-re, vagy 7-re végzddik, ami lehetetlen.

3. Ugyanigy ellentmonddsra jutunk, ha mindkét befogd négyzete 5-tel osztva 4

maradékot ad.

fgy az egyik befogd négyzete 5-tel osztva 1, a masiknégyzete 4 maradékot ad, vagyis ezek

Osszege — s igy az atfogo is — oszthatd 5-tel.

2. feladat

Egy tal siiteményt szeretnénk feldarabolni a téglalap alaka tepsi oldalaival parhuzamos
vagasokkal ugy, hogy szeletelés utan a tepsi szélével érintkezd (kicsit égett) siitemények
szdma egyenld legyen a tepsi szélével nem érintkezd silitemények szdmaval. Hogyan

tehetjiik ezt meg?

Megoldas

Legyen a felszeletelt siiteményben n oszlop ¢és k sor. Ekkor a siitemények
szama n-k. A tepsi szélével nem érintkezd siitemények szdma (n-2) - (k-2).
A feltételek szerint:

nk=2- (n-2) - (k-2),
ahonnan

n-k-4-n-4-k+8=0,
azaz

(n-4) - (k-4)=8.
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Innen n= 5, k = 12 vagy n= 6, k = 8. (Természetesen, ha a tepsit elforgatjuk 90 -kal, akkor

n és k szerepe felcserélodik.)

3. feladat

Oldjuk meg az egész szamok kdrében az alabbi egyenleteket:
g) 1203+ xi=

b) 142434 4+ xl=y7

Megoldas:

a) Kozvetlen behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy x<5 esetén az egyenlet megoldasai
az x =1, y=+1 és az x = 3, y = £3 szdmok lesznek. Megmutatjuk most, hogy x>5
esetén nincs megoldasa az egyenletnek. Vegyiik figyelembe ehhez, hogy
11+2!1+31+4!=33 utols6 szamjegye 3; 5!,6!,7!,... utolsé szamjegye pedig 0. Ilyen
modon x>5 esetén az 1!+2!+...+x! Osszeg 3-ra végzddik, ezért nem lehet egyetlen

y egész szam négyzete (nincs olyan négyzetszam ugyanis, amely 3-ra végzodik).
b) Vegylik a kovetkezo két esetet:

1.) z=2n paros szam. Ez az eset konnyen visszavezethetd az el6zdre, mivel

2n __ n P
yo= (y ) . Ilyen modon péros z-re a kdvetkezd megoldéasokat kapjuk:
x=1; y=+1; ha z tetszOleges paros szdm

x=3; y==*3; ha z=2.

2.) z paratlan szdm. Ha z=1, az egyenldség barmilyen x értékre igaz, minthogy
y=1+2. +x! Legyen z>3. Vegyilk észre, hogy 142H...+7H4+8!=46233

oszthatd 9-cel, de nem oszthatd 27-tel, n>9 esetén azonban az n! szam oszthato

27-tel; minthogy azonban 1!+2!+...+8! 9-cel oszthatd, de 27-tel nem, az

1142!4...+x! Osszeg x>8 esetén oszthatd 9-cel, de 27-tel nem. Ahhoz, hogy )

oszthatd legyen 9-cel, sziikséges, hogy y oszthat6 legyen 3-mal. Ekkor azonban
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v oszthatd 27-tel (mert z>3), kovetkezésképpen x>8, z>3 esetén az
egyenldségnek nincs megoldasa az egész szamok korében. Meg kell még

vizsgalnunk az x<§ esetet. A kovetkezd lehetdségek vannak:
I=1=1"

itt z tetszOleges természetes szam lehet;
11421=3,

azaz nem egyenld semmiféle egész szam 1-tdl kiilonb6zd természetes kitevdji

hatvanyaval;
1421431= 32
tovabba:
424+ 41=33
H4+2M4...+5!1=153
424+ 6!1=873

424+ +7'=5913

A 33, 153, 873 ¢és 5913 szamok azonban nem egyenldk egyetlen természetes
szam 1-td1 kiilonb6z6 egész kitevdjii hatvanyaval. Ilyen modon pératlan z esetén
a kovetkezé megoldéasokat kapjuk:

x=1,y=1, ztetszOleges paratlan szdm

y tetszOleges természetes szam, y=1!+2!+...+x!, z=I.

4. feladat

Oldja meg a 2 E +30 = x!y!z! egyenletet! (x£0)

Megoldas

Megvizsgalva az egyenletet:
o AzX, vy, z kozott nem lehet két darab 6-os (6! = 720),
e sem két darab 5-6s (5! = 120),

e sem egy 5-0s ¢és egy 4-es.
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e Ha pontosan egy 6-os lenne, akkor 2:600+30=1230 miatt a 720 szorzdja csak 1-1
lehetne (2 - 720 > 1330),

6! = 720 azonban nem egyenld a 6, 0, 0; 6, 1, 1; 6, 1, 0 szamjegyek permutéalasa

nyoman nyert haromjegyii szamok kétszeresének és 30-nak az dsszegével.
Ezek szerint 6-0s nem lehet a szdmjegyek kozott.
e A haromjegyli szdm szamjegyeinek mindegyike nem lehet (egyszerre) 3:
333+20>216=3!-3!-3!

e A szamjegyek kozott van tehat 4-es, vagy 5-0s. Ez azt jelenti, hogy

8[x! -y! -z!, tehat 8|xyz +30.

@81{ +1, vagy 8k+5 alaku, tehat paratlan.

Ez azt jelenti, hogy ha a szamjegyek kozott 4-es van, akkor csak egy van:

4! -41-11=1576 > 441. (Az egyesek helyén nem allhat 4-es).
Nyilvanvalé, hogy 3|x! -y! -z!, teht 3|2 xyz + 30, tovabbd 3| xyz, 3[x+y+z.
Csak az x+y+z=6, ¢s x+y+z=9 eseteket kell vizsgalnunk. 4, 3,2;5,1,0; 4,1, 1; 5,3, 1; 5,
2, 2; esetek felelnek meg, az egyenleteknek csak az 5, 2, 2 szamjegyekbdl létrehozhatod
225.
S. feladat
Van-e olyan négyzetszam, melyhez 10-et adva ismét négyzetszamot kapunk?

Megoldas

Az n*+ 10= m’ egyenlet egész szam megoldasat keressiik. m” - n*= 10.

Képezziik néhany négyzetszam kiilonbségét:
149162536 49

3579 1113
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812 16 20 24
A felirtak alapjan az a sejtésiink, hogy az 1 és minden 4k+2 alaki szam kivételével

barmely pozitiv egész szam eldallithato két négyzetszam kiilonbségeként.
2 _2_
m~-n"=(m-+n) (m-n).

1. m®-n®=1 csak akkor teljesiilhet, ha m — n =1 és m + n = 1, ez lehetetlen adott

feltételek mellett.
2. m=n+ 1 esetén m*- n*=2n + 1, tehat barmely pozitiv paratlan szam eléallithato.
3. (m+ n)(m - n) akkor €s csak akkor paros, ha mind m, mind n
a. paros,
b. paratlan.

4k + 2 =2(2k + 1), tehat a szorzat egyik tényezdje paros, a masik paratlan. Nincs tehat

n’+ 4k + 2 alakt négyzetszam, vagyis nincs n° + 10 alaki sem.
6. feladat
Oldja meg az x*+3y’=x’-y’ egyenletet! (x € Z,y € Z)

Megoldas

x>+ 3y*>0, tehat x > y.

Legyenx =y +k (k € N).

k=0 esetén x=0, y=0 az egyenletnek megoldasa.
(y+ k) +3y =(y+k’ -y,
D =k’(3k - 2) - 4k°(3k - 4)(k - 1) >0.
Az egyenldtlenség akkor teljestil, ha

16 —+112 16+\/112.1§k<

<k<
6 6

4.

=1’
(y+ D) +3y=(y+ 1)’-y,
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yly-1)=0;
yi=0,xi=Ly=1,x=2
Mindkét (X, y) szampar megoldas.

k=2,

(YD +3y =(y+2)’-y,

y*+ 4y + 2 =0, az egyenletnek nincs racionalis gyoke.
k=3,

5y*- 21y + 19 = 0, az egyenletnek nincs racionalis gyoke.
k=4,

y2 +5y+6=0,
YI: _29 X1= 2; y2: _39 X2 = 1-
Mindkét szampar megoldas.

Az egyenletnek 6t megoldadsa van
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VII. egész szamok kongruenciaja

Definicio

Az a kongruens b-vel modulo m, ha m|(a - b).

Jelolés: a=b mod (m)
Definicio

a =b mod (m), ha a és b is m-mel osztva ugyanazt a maradékot adja, azaz a = mq, + 14,

b=mqp+ 1 és 1, = 17,

Megjegyzés:

Az 1. és 2. definici6 ekvivalens.

Tételek

1. Az a=b mod (m) relacio ekvivalencia relacio.

2. Haa=bmod (m)ésa=a'd, b=Db'd és m=m'd, akkor a’ = b’ mod (m’).

3. Haa=b mod (m) és ¢ =d mod (m), akkor a+ ¢ =b+ d mod (m) és ac = bd mod (m).

Feladatok

1. feladat

a) Adjunk Uj bizonyitdst a 11-gyel valdo oszthatdésdg szabalydra kongruencidk

felhasznalasaval.

b) Adjunk szabalyt egy 12-es szamrendszerben foirt szdm 13-mal valé oszthatosagara.
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¢) Adjunk szabalyt egy 10-es szamrendszerben folirt szam 7-tel, ill. 13-mal wvalo

oszthatosagara.

Megoldas

a) Ha egy n szamnak a szdmjegyei (visszafel¢ haladva) sorra ay, aj, ... ax, akkor
n=a10%...+a;10"+ag = a(-1)* + ... + a;(-1)" + ao (mod 11),

ami pont azt jelenti, hogy n pontosan akkor oszthat6 11-gyel, ha a szdmjegyeinek a valtott

eléjelii 6sszege oszthatd 11-gyel.

(Valojaban az is kijott, hogy a két szdmnak még az esetleges maradéka is megegyezik.)

b) Egy szdm pontosan akkor oszthaté 13-mal, ha a 12-es szamrendszerben folirt alakjabol

kapott szamjegyek valtott eldjelii 6sszege oszthaté 13-mal.

¢) A 7-tel vald oszthatosdg ellendrzéséhez az egyesek, tizesek stb. helyén allo
szamjegyeket sorra 3-mal, 2-vel, -1-gyel, -3-mal, -2-vel és 1-gyel (majd ugyanilyen
sorrendben folytatva tovabb ismét 3-mal, 2-vel stb.) kell szorozni, s a kapott szdmokat
Osszeadni:

az eredeti szdm pontosan akkor oszthatd 7-tel, ha az elébb kapott sulyozott
Osszeg oszthatd 7-tel. (Persze, az eljards ismételhetd, amig csak elég kis szamot nem
kapunk!). A szorzék a megfeleld 10-hatvanyok maradékaibdl adodtak.
Hasonlo tényezdk a 13-mal vald oszthatdsag ellendrzésére: -3, -4, -1, 3, 4, 1, majd a

sorozat ismétlodik.

2. feladat

Melyik az a masodik legkisebb pozitiv egész szam, amely 2-vel osztva 1-et, 5-tel osztva

3-at, 7-tel osztva pedig 4-et ad maradékul?

Megoldas

Oldjuk meg az alabbi szimultan kongruenciarendszert:
x =1 (mod 2),

x =3 (mod 5),
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X =4 (mod 7).
Az els6é kongruencidnak a megoldésai a
x = 2k +1 alaku szdmok, ahol k tetszéleges egész szam.
Ezt behelyettesitve a masodik kongruenciaba, a
2k + 1 =3 (mod 5) kongruenciat kapjuk,
majd ekvivalens atalakitassal a
k =1 (mod 5) kongruenciat.
Ennek megoldésai a k = 51+ 1 alakt szamok, ahol 1 tetszéleges egész szam.
k értékét visszahelyettesitve az x kifejezésébe, azt kapjuk, hogy az elsé két kongruencia
k6z6s megoldasai az
x=2k+1=2(51+1)+1=10I+ 3 alaka szamok.
Ezt a kifejezést most a harmadik kongruenciaba helyettesithetjiik:
101+ 3 =4 (mod 7),
s ezt megoldva azt kapjuk, hogy 1=5=(4 -3) =5 (mod 7).
Tehat I=7m+ 5, ésigy x = 101 + 3 = 10(7m + 5) + 3 = 70m + 53. Ez azt jelenti, hogy a
szimultan kongruenciarendszernek a megoldéasa az
x =53 (mod 70) maradékosztaly,
s igy a masodik legkisebb pozitiv szdm, ami a feltételt kielégiti, a 123.

3. feladat

Megoldhatok-e, s ha igen, mi a megoldasuk az alabbi kongruencia rendszereknek?
a) 9x=6 (mod 24); 7x=4 (mod 66);
b) x2 =3 (mod 23); 5x= (mod 11);

Megoldas

a) Erdemes észrevenniink az elején, hogy az egyes kongruenciakat még kiilon-kiilon meg
kell oldanunk, és az elsd kongruencia megoldasanal a modulus is megvaltozik, ahogy els6
lépésként a

9x=6 (mod 24) kongruenciat a
3x=2 (mod 8) kongruenciava alakitjuk at.

Az els6 kongruencia megoldédsa x=6 (mod 8), melybdl a masodikba behelyettesitve a
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7(8k + 6) = 56k + 42=4 (mod 66) kongruenciat kapjuk.

Ezt megoldva k=17 (mod 33) adodik.
Megoldasként az

x =8k + 6 =8(331+ 17) + 6 = 2641 + 142 alaku szamokat,

azaz az x=142 (mod 264) maradékosztalyt kapjuk.
(Vegyiik észre, hogy 264 = [24; 66].)

b) Az x*=3 (mod 23) kongruencia két megoldésa az
x=7 (mod 23) és x =-7= 16 (mod 23),

s ezeket kiilon-kiilon kell parba allitani a masodik kongruenciaval, majd megoldani a két
rendszert.

Az els6 rendszer megoldéasa x=30 (mod 253), a masodiké x=85 (mod 253).
4. feladat

Adott n pozitiv egész szdmhoz tekintsiik azon A  {1,2,...,n} halmazokat, amelyekben az
x+y=u+v(mod n)

kongruencidnak nincs mas megoldasa, mint az

x=u,y=v,illetvex=v,y=u

trividlis megoldasok. Legyen f(n) az ilyen halmazok elemszamanak maximuma.
a) Bizonyitsuk be, hogy f(n) <,/{n} +1.
b) Mutassunk példat végtelen sok olyan n-re, amikor. f(n) > ./{n} -1

Megoldas

a) Tekintsiik az A-beli elemek kiilonbségeit modulo n; az x - y és y - x kiilonbségeket
kiilonboztessiik meg. Ha |A| = k, akkor Osszesen k(k-1) ilyen van, egyik sem 0. Ha

valamelyik két kiilonbség megegyezne, akkor azokbol nem trividlis megoldast kapnank.

1 3 _
k< = J — +1
Ezért k(k-1)< n-1, amibsl ~ — 2 V' 4° v+l
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b) Legyen p tetszOleges primszam ¢és n=p(p-1), legyen tovabba g egy primitiv gydk
modulo p. Az A halmaz alljon azokb6l az x szamokbdl, amelyekre x=g* (mod p). El6szor
is bebizonyitjuk, hogy a modulo n maradékosztalyok kozott pontosan p-1 ilyen van.

Legyen r egy tetsz6leges, 0-t61 kiilonb6z6 maradék modulo p, és keressiik az x=r, g'=r
(mod p) kongruenciarendszer megoldasait. Az x szamot az x=r kongruencia
meghatarozza modulo p, a g"=r kongruencia pedig meghatarozza modulo (p-1). Mivel p
¢és p-1 relativ primek, a kinai maradéktétel szerint a megoldasok az egyik modulo p(p-1)

maradékosztaly elemei.

Konkrét példa: Legyen p=7, n=42 és g=3. (A 3 primitiv gyok modulo 7, mivel a 3
hatvanyai 7-tel osztva minden 0-t61 kiilonb6z6é maradékot kiadnak: 3%=1, 3'=3, 3%=2, 3°=
6, 3'=4 és 3°=5 (mod 7).) Az x=3" (mod 7) kongruencia megoldasai az alabbi

tablazatban vannak 6sszefoglalva:

r 3*=r (mod 7) megoldasa X=r, 3*=r (mod 7) megoldasa
1 x=0 (mod 6) X=36 (mod 42)

2 x=2 (mod 6) X=2 (mod 42)

3 x=1 (mod 6) X=31 (mod 42)

4 x=4 (mod 6) X=4 (mod 42)

5 x=5 (mod 6) X=5 (mod 42)

6 x=3 (mod 6) x=27 (mod 42)

Az A halmaz elemei tehat: 2,4,5,27,31,36.

Végiil megmutatjuk, hogy az A halmaz eleget tesz a feltételeknek.

Mint lattuk, az A halmaz elemei paronként kiilonboz6k modulo p. Tetszéleges x,y< A
esetén az x+y érték meghatarozza a szorzatot is modulo p, hiszen xy= g*g’=g*"”. Ha tehat
ismerjlik x+y-t, akkor meghatarozhatjuk xy-t is modulo p, és felirhatunk egy modulo p
masodfokt egyenletet, amelynek két gyoke x és y. A masodfoki egyenlet pedig - a
sorrendtdl eltekintve - egyértelmiien meghatarozza a gydkpart.

Ha tehat ismerjiik x + y értékét, akkor x és y értékét is meghatarozhatjuk modulo p; ez

pedig meghatarozza magat a két elemet is.

Az eldbbi példaban tegyiik fel, hogy azokat az x,y elemeket keressiik, amelyekre
x + y=16 (mod 42).
Ekkor
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X+ y=2 (mod 7) és xy=3'=4 (mod 7).
Az x és y szamok tehat a
t2-2t+4=0 (mod 7) kongruencia gyokei.
Mivel
t2-2t+4= (t-3)(t-6) (mod 7),
az X, y szamok egyike 7-tel osztva 3-at ad maradékul a masik pedig 6-ot. Az egyik szdm
tehat a 31, a masik a 27.
A bemutatott konstrukcidoban n = p(p-1) és |A|=p-1, ezért fln)zp—1>yn—-1

Végtelen sok olyan n-et sikertilt tehat talalni, amikor fln)>yn—-1
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VIII szamelméleti fiiggvények

A nem zérus természetes szamok halmazan értelmezett fliggvényeket szamelméleti

fiiggvényeknek nevezziik.
Definicio

Az f(n) szamelméleti fliggvényt multiplikativnak nevezziik, ha f(ab) = f(a)f(b), V (a,b)=I.
Ha az f(ab) = f(a)f(b) Osszefiiggés tetszdleges a, b természetes szdmok mellett is érvényes,

akkor a figgvényt totalisan (teljesen) multiplikativ fliggvénynek nevezziik
Definicio

A g(n) szamelméleti fliggvényt additivnak nevezziik, ha g(ab) = g(a) + g(b) V (a, b) = 1.
Ha a g(ab) = g(a) + g(b) Osszefiiggés tetszdleges a, b természetes szadmok mellett is

érvényes, akkor a fliggvényt totalisan (teljesen) additiv fliggvénynek nevezziik.
Példak

multiplikativ fiiggvényre: f(in)=(-1)""
totalisan multiplikativ fliggvényre: f(n)=n°, ¢ konstans

additiv figgvényre: 1+(-1)"
totalisan additiv fliggvényre g(n)=c-logn

Nevezetes szamelméleti fiiggvények:

1. o(n) jelenti az 1, 2, ...,n szdmok koziil az n-hez relativ primek szamat. A ¢(n)

fiiggvényt Euler-féle ¢ fliggvénynek nevezziik.

Tulajdonsagok:

e(1)=1
Ha p prim, akkor ¢(p)=p-1.
Ha p prim, akkor f(p%)= p*p™".
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2. d(n) jelenti az n€N 0Osszes pozitiv osztdinak szamat.
3. o(n) jelenti az nEN pozitiv osztéinak az Osszegét. Ha o(n)>2n, akkor bdvelkedd
szamrol, ha o(n)<2n, akkor sziikolkodé szamrol beszéliink.
Ln=1

4. Moebius-féle p(n) figgvény: w(n)=<(-1)",n=p,---p, , piFpi-
0,egyébkent

5. y(n) jelenti az n€N 6sszes kiillonbdzd primtényezdinek a szamat.

6. v(n) jelenti az n€N 0Osszes kiillonbozé primtényezdinek a szadmat multiplicitdssal

egylutt.

Tétel (Euler-Fermat tétel)

Ha (a,n)=1, akkor a®™=1 mod (n).

Tétel (Kis Fermat-tétel)

Ha p prim és pta, akkor a”'= 1 mod (p) vagy (egy masik alakja a Kist Fermat-téetelnak a’=a

mod(p).

Feladatok:

1. feladat

A nevezetes szamelméleti fliggvények értékeit hatdrozzuk meg az n=2000 helyen.

Megoldas

n=2000=2-10°=2*5°
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0(2000)=2000- [1 - 1} . [1 ; 1) =800
2 5

d(2000)=(4+1) -(3+1)=20

2 -1 5*-1

2-1 5-1

7(2000)=2

v(2000)=7

W(n)=0

5(2000) = = 4836

2. feladat

Hatdrozzuk meg azon m, n € N*, (m,n)=1 természetes szamokat, amelyekre

¢ (mn) = ¢ (m) + ¢ (n)
Megoldas:

Mivel (m,n) = 1, az egyenlet egyenértékii a kdvetkezd egyenletekkel:
¢ (mn) =¢ (m) + ¢ (n)
¢ (m)e (n) =0 (m) + ¢ (n)
1 1

Nyilvéanvald, hogy ¢ (m) # 1.
Ha ¢ (m) > 2, akkor
1 1 1 1

@ (m) ¢ (n) <E+E =1

Kovetkezik, hogy ¢ (m) = ¢(n) =2, ahonnan m,n €{3 ,4, 6}. Ezen szamok koziil csak a 3
¢s 4 relativ primek, igy az egyenlet megoldasai:

m=3,n=4,illetve m=4,n=3.
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