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1. Motivacio és célkituzések

Egy M sokasagon adott masodrendli kozonséges homogén differencialegyenlet-
rendszernek egyértelmiien megfeleltethetd egy, a sokasag érintényaldbjan adott S
vektormezé gy, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldasai megegyeznek S in-
tegralgorbéinek M-re vald projekcidival. Ezt az S vektormezot spraynek, S integ-
ralgorbéinek projekcioit pedig a spray geodetikusainak nevezziik. Egy M sokasdgon
spray Finlser- (Riemann-) metrizdlhaté, ha létezik egy olyan Finsler- (Riemann-)
metrika az M-en melynek geodetikusai megegyeznek a spray geodetikusaival.

Ennek a problémanak egy természetes altaldanositasa a projektiv metrizalhatosag
vizsgalata. Akkor mondjuk, hogy két spray projektiv ekvivalens, ha geodetikusaik
atparaméterezhetoek egymasba. Egy M sokasagon adott S spray projektiv Finsler-
(Riemann-) metrizalhat6, ha létezik olyan Finsler- (Riemann-) metrika M-en, mely-
nek kanonikus spraye projektiv ekvivalens S-sel.

A projektiv Finsler-metrizalhatsdgot elséként Hamel [24] tanulméanyozta zérus
gorbiiletli sprayk esetén, amely mint Hilbert negyedik problémajanak Finsler ver-
zi6ja ismeretes. Rapcsdk Andras adta meg lokalisan a projektiv metrizalhatosag
sziikséges és elegendo feltételét egy masodrendii parcialis differencidlegyenletrend-
szer formajaban [41], melyeket ma Rapcsdk-egyenleteknek neveziink [14, 46, 50].
E feltételt késébb Szilasi Jozsef és Vattamany Szabolcs fogalmazta meg koordi-
natamentesen [25, 46]. A dolgozat 2 — 5. fejezetében eme tuldetemindlt parcidlis
differencidlegyenlet-rendszer integalhatosagi feltételeinek meghatarozasaval foglako-
zunk, a 6. fejezetben pedig a kanonikus konnexiéval ellatott Lie-csoportok esetén
targyaljuk a metrizalhatosagi és projektiv metrizalhatésagi problémékat.

Az egyes fejezetek célja roviden a kovetkezo:

Az elso fejezetben fejezetben bevezetjiik a tovabbiakban hasznalt jeloléseket, fo-
galmakat. Roviden emlékeztetiink a Frolicher—Nijenhuis-elmélet alapjaira, majd a
sokasag érintonyaldbjan adott alapveto strukturakkal foglalkozunk. Bevezetjik a
Liouville-vektormezét, a vertikalis endomorfizmust és a sprayt, majd a sprayhez
tarsitott tenzorokkal foglakozunk. A Cartan—Kéhler-elméletrol is attekintést nyj-
tunk.

A masodik fejezetben definidljuk a Finsler-sokasagot, tovabba a Riemann-, il-
letve Finsler-metrizalhatésagi problémakat. Megadunk egy, az ismertektol eltéro
bizonyitast arra a tételre, hogy egy S spray akkor és csakis akkor projektiv Finsler-
metrizalhato, ha fennall a PgF' := i5{) = 0 Rapcsak-egyenlet, ahol 2 = dd;F, és az
ismertetlen F' fiiggvény egy 1-homogén fliggvény, azaz PoF = LoF — F = 0. Az
{isQ =0,LoF — F = 0} rendszert Rapcsdk-rendszernek nevezziik. Megmutatjuk,
hogy a Rapcsdk-rendszerhez tartozdé P; = (Pg,Pc) differencidloperator akkor és
csakis akkor formalisan integralhaté, ha az ip{2 = 0 integralhatosagi feltétel teljestil,
ahol I' a sprayhez tarsitott nemlinearis konnexio.

A harmadik fejezetben a Py = (Pr, Pc) kibévitett Rapcsdk-rendszer integralha-
tosagi feltételeit hatarozzuk meg, ahol PrF = ir€). Igazoljuk, hogy a P, egyetelen
masodrendii integralhatésagi feltétele az ig{2 = 0 alakban adhaté meg, ahol R a
sprayhez tarsitott nemlinearis konnexié gorbiilete. Tovabba megmutatjuk, hogy a



Py rendszer szimboluma involutiv, igy az integralhatosagi feltétel teljesiilése ese-
tén formalisan integralhat6. Ebbol kovetkezik az az ismert eredmény, hogy minden
2-dimenzids sokasagon adott spray, minden lapos spray és minden izotrép spray
projektiv metrizalhat6. Ezt (méas mddszerekkel) kétdimenzids sokasdgokra M. Mat-
sumoto igazolta [28], lapos és izotrép sprayk esetére pedig M. Crampin [11, 12].

A negyedik fejezet targya a projektiv metrizahatosagot a nem izotrop esetben
leité P3 = (Pr, Pc, Ps) differencidloperator integralhatésidganak tanulményozésa,
ahol ® a Jacobi-endomorfizmus, és PsF' = igf). Abban a generikus esetben vizsgal-
juk a P3 operatort, amikor a ® sajatértékei paronként kiilonboznek. Nem izotrop
sprayk projektiv Finsler-metrizalhatosagarol ez iddig nincsenek eredmények az iro-
dalomban, igy a negyedik (és 6todik) fejezet eredményei tjak.

Meghatarozzuk a méasodrendi kompatibilitasi feltételeket, majd megmutatjuk,
hogy Ps3 szimbdéluma nem 2-aciklikus. Spencer-féle komomolégia csoportok segit-
ségével belatjuk, hogy extra obstrukciok jelennek meg a harmadrend szinten. Az
extra harmadrendii integralhatosagi feltételeket is meghatarozzuk.

Az 6t6dik fejezetben haromdimenzids sokasagok esetén vizsgaljuk meg a projek-
tiv metrizalhatosdgot nem izotrop esetben leird Ps differencidloperatort. Amint azt
a negyedik fejezetben megmutattuk, a H*?(P3) Spencer-féle kohomoldgia csoport
nemtrivialis, igy harmadrendii integralhatésagi feltételek is fellépnek. Igazoljuk,
hogy a magasabb rendii kohomoldgia csoportok mind eltiinnek, igy Ps-nak har-
madrendiinél magasabbrendi kombatibilitasi feltételei nincsenek. Tovabba leirjuk
a reducibilis esetet, amikor a Ps operatort egy n; Q(v1, hy) + 12 Q(ve, hy) = 0 alaku
masodrendii integralhatdésagi feltétellel bévitjik ki, ahol 1y és 1, a TM-en értelme-
zett S spray altal meghatarozott fiiggvények. Példat adunk projektiv metrizalhato
nem izotrop sprayre.

A hatodik fejezetben azt az esetet targyaljuk, amikor a sokasag egy Lie-csoport
a kanonikus konnexiéjaval.

Mivel a Riemann-sokasagok specidlisan Finsler-sokasagok is, igy ha az S spray
Riemann-metrizalhaté (illetve projektiv Riemann-metrizalhato), akkor Finsler-met-
rizalhato is (illetve projektiv Finsler-metrizdlhat6). A megforditdsok altaldban nem
teljestilnek. Viszont Szabd Zoltan eredménye [44] alapjan kvadratikus sprayk esetén
a Finsler-metrizalhatésagbol kovetkezik a Riemann-metrizalhatdsag. A projektiv
Finsler-metrizalhato sprayk osztalya azonban még a kvadratikus esetben is ténylege-
sen nagyobb a projektiv Riemann-metrizalhatoakénal. A két probléma kozti kiilonb-
séget érzékelteti az is, hogy amig minden kétdimezios sokasag Finsler-metrizalhato,
addig a projektiv Riemann-metrizalhatésdg problémaja még a kétdimenzids esetben
is igen bonyolult szdmolashoz vezet [10], és ebben az egy esetben tisztazott.

A hatodik fejezetben bizonyitjuk, hogy azon Lie-csoportok potencialisan sokkal
nagyobb osztalya, ahol a kanonikus spray balinvarians projektiv Finsler-metrizalhato,
egybeesik az balinvarians Riemann-metrizalhaté sprayk osztdlyaval. Megmutatjuk,
hogy ez a tulajdonsag homogén terek geodetikus orbitstrukturajara is teljesiil.



2. Az értekezés tartalma és eredményei

El6zmények

Egy n-dimenzios M sokasag érintényalabjat T'M-mel, hasitott érintonyaldbjat
pedig T M-mel jeloljiikk. A koordindtakat M-en (%), az indukdlt koordinitakat
TM-en (z',y°) jeloli.

Sprayn a sokasag hasitott érintényalabjan adott olyan S vektormezdt értiink,
amelyre fenndllnak a kévetkezék: JS = C és [C, S] = S, ahol

0
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a vertikalis endomorfizmus, illetve a Liouville-vektormez6. Az S spray lokalis koor-
dinatarendszerbeli alakja:
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Egy S spray geodetikusan olyan v : [ C R — M regularis gorbét értiink, melyre
teljestil, hogy S o4 = 4. Tetszbleges S spray esetén I' = [J, S| egy vektorértékii
1-forma, amelyet a sprayhez tarsitott konnexiénak neveziink. Ekkor I'? = Id, ezért
[-nak két sajatértéke van: a 1 és a —1. A +1 sajatértékhez tartozd sajataltér a
VT M vertikalis résznyaldb, a —1 sajatértékhez tartozoé sajatalteret pedig HT M-mel
jeloljiik, és horizontalis résznyalabnak nevezziik. Ekkor T,TM = V,TM & H,TM,
v € TM. AT konnexiéhoz tarsitott h : TT M — HT M horizontélis ésav : TTM —
VT M vertikalis projektorokat a kévetkezoképpen definialjuk:

1 1
h:=—-(Id+T) és v:=—(Id-T).
2 2
A nemlineéris konnexi6é gorbiilete az aldbbi vektorértéki 2-forma:
1
R = 5[h, h] € V*(TM),

Jacobi-endomorfizmuson pedig a a kovetkezo vektorértékii, szemibazikus 1-format
értjik:
P :=1i5R

Az S sprayt laposnak nevezziik, ha a Jacobi-endomorfizmusa ® = \J alakt, ahol
A € C®(TM). Tovabba S izotrép, ha & = A\J —a® C, ahol A € C*°(TM), a pedig
egy szemibazikus 1-forma.

Formalis integralhatésag

Legyen (B, m, M) egy vektornyalab az M sokasdg f6lott m : B — M projekciéval.
Legyen s, so két metszése a Sec(B) nyaldbnak. Azt mondjuk, hogy az s; és az sy



ugyanazt a k-jetet hatarozza meg z-ben, ha Taylor-soraik k-adrendig megegyeznek
z-ben. Az s € Sec(B) altal meghatéarozott ekvivalencia osztélyt jelolje ji(s)., az
Osszes k-jetek halmazat pedig Ji(B).

Legyenek B; és By vektornyalabok ugyanazon M sokasag folott. Ekkor egy
P: Sec(By) — Sec(Bs) linearis, k-adrendi differencidloperator azonosithaté a pg(P) :
Je(B1) — By leképezéssel. Egy s € Sec(By) metszés megoldasa P-nek, ha Ps = 0.
Az [-ed rendii fomalis megoldasok terét x € M-ben Solyi;.(P) = Ker pyii.(P)
fogja jelolni.

A k-adrendii P differencidloperator formélisan integralhat6, ha Sol,(P) vektor-
nyalab M felett minden [ > k-ra és a T, : Soliy1,(P) — Soli.(P), leképezés
sziirjektiv minden [ > k-ra.

Egy k-adrendfi differencidloperator oy (P) : S¥T*M ® By — By szimbélumat gy
kapjuk, hogy csak a k-adrendi tagokon vizsgdljuk a hatdsat. Ha €={e;...e,} a
T, M egy bazisa, akkor legyen

rz(P) = Ker 0y..(P),
Ira(Plerc; = {A € gra(P) | i A=+ =i A=0}, j=1,.n

Az & bézis kvazi-reguldris, ha teljesiil a kévetkezo feltétel:

dim ngrl,x(,P) = dim gk,x(P) + Z dim Gk.x (P)el...e]--
j=1
Ha minden x € M-re létezik kvéazi-regularis bazisa T, M-nek, akkor a P szimbolumat
involutivnak hivjuk.
A Rapcsék-rendszer formalis integralhatosdganak tanulmanyozésahoz a Cartan—
Kéhler-tételt és a Goldschmidt-tételt fogjuk hasznélni.

1.2.3. Tétel (Cartan—Kéhler, [9]). Legyen P egy k-adrendi regquldris linedris par-
cidlis differencidloperdtor. Ha a Ty: Solg1(P) — Soli.(P) leképezés sziirjektiv és a
P szimboluma involutiv, akkor P formadlisan integralhato.

A Spencer—Goldschmidt-tétel megfogalmazasahoz tekintsiik a kévetkez6 Spencer-
komplexust:

m
62

67"/ « 5{VL %
0= gmik(P) == T"M ® gm14%(P) —— AN*T*M ® gp_o4x(P) ——

03"

o 2 .
s BT M @ ggan(P) — - =2 A"T*M @ gy pin(P) — 0,
(1)

ahol ' '
57 NT*M @ g (P) = NPT M @ g1 (P).

A H™? Spencer-féle kohomoldgia csoportot a kovetkezéképpen definidljuk:

H™ = Ker 67" /Tm 67",
Egy k-adrendii differencidloperator szimbéluma r-aciklikus, ha H™! =0, 0 < i < r,
VYm > k.

1.2.4. Tétel (Spencer—Goldschmidt, [9]). Legyen P egy k-adrendi requldris parcidlis
differencidloperdtor. Ha a T : Soly41(P) — Soli(P) leképezés szirjektiv és az
operdtor szimboluma 2-aciklikus, akkor P formdlisan integralhato.



Metrizalhatésag és projektiv metrizalhatosag

Egy M sokasagon adott Finsler-fliggvényen egy nemnegativ, folytonos £ : T'M —
R fiiggvényt értiink a sokasag T'M érintonyaldbjan, amely sima 7 M-en, fibrumon-
ként els6fokt pozitiv homogén, tovabba a (g;;(z,y)) = (%) matrix minden
(z,y) € TM esetén pozitiv definit, ahol E = $F? az energiafiiggvény. Finsler
sokasdgon egy (M, F') part értink.

Ha (M, F') egy Finsler-sokasag, akkor egyértelmiien létezik egy S spray, az tgy-
nevezett kanonikus spray, melyre isdd; EF = —dF, ahol ig az S vektormezovel vald
helyettesités operdtora, d a kiils6 derivalas és d; := [iy, d].

Egy M sokasdgon adott S spray Finsler- (illetve Riemann-) metrizalhaté, ha
létezik olyan Finsler- (illetve Riemann-) metrika AM-en, melynek kanonikus spraye
S.

Azt mondjuk, hogy az S és S sprayk projektiv ekvivalensek, ha geodetikusaik egy
irdnyitasorzo atparaméterezéstol eltekintve megegyeznek. Egy M sokasagon adott
S spray projektiv Finsler- (illetve Riemann) metrizdlhat6, ha létezik egy olyan M-
en adott Finsler- (illetve Riemann-) metrika, melynek kanonikus spraye projektiv
ekvivalens S-sel.

2.1.4. Tétel ([8]). Legyen S egy spray az M sokasdgon. Ekkor M akkor és csakis
akkor projektiv Finsler- (illetve Riemann-) metrizdlhato, ha létezik eqy F: TM — R
Lagrange-fiigguény, melyhez asszocidlt E = %FQ energiafigguény 2-homogén (illetve

. 2
kvadratikus), 65} ab; -

pozitiv definit TM-en és teljesiil az igdd;F' = 0 egyenlet.

Jelolje PsF :=is{) = 0 a Rapcsak-egyenletet, ahol 2 = dd; F, és az F' fliggvény
egy 1-homogén fliggvény, azaz PcF = LoF — F =0. Az {isQ =0,LcF — F =0}
rendszert Rapcsak-rendszernek nevezziik. Tehat a projektiv metrizalhatdsag problé-
méaja a P; = (Ps, Pc) parcialis differencidloperator integralhatsdganak vizsgélatéra
vezetheto vissza. Bizonyitjuk a kovetkezd allitast:

2.2.1. Allitas ([34]). A Py rendszer egy mdsodrendi s = jo(F), megolddsa x € TM-
ben akkor és csak akkor emelhetd fel harmadrendi megoldassd, ha az

(ipdd; F), =0,

integralhatosagi feltétel teljesil, ahol T' = [J, S] az S-hez tdrsitott nemlinedris kon-
nexio.

Tovabba igazoljuk, hogy a P; = (Pg, Pc) differencidloperator szimb6luma in-
volutiv. Igy a Cartan—Kahler-tétel alapjan kovetkezik, hogy az irdd,F = 0 egyen-
let teljesiilése esetén P; minden masodrendii megoldasa felemelhet6 végtelen rendii
megoldéssa, azaz a differencidloperator formalisan integralhato.

2.2.4. Tétel ([34]). Legyen S egy spray az M sokasigon. Az S-hez tarsitott Rapcsdk-
rendszer akkor és csakis akkor formdlisan integralhato, ha barmely s = jo(F'), md-
sodrendt; megolddsra teljesil az (irdd; F), = 0 egyenlet.



A kibovitett Rapcsak-rendszer

Ha dim M > 2, akkor a P; differencidloperator PrF := irdd;F = 0 kompa-
tibilitasi feltétele nem teljesiill minden mésodrendii megoldasra, igy nem minden
masodrendi megoldas emelhetd fel harmadrendivé. Ez azt jelenti, hogy a Rapcsak
rendeszer ebben az esetben nem lesz formalisan integralhaté. A kompatibilitasi fel-
tételt a rendszerhez adva redukalhatjuk a kezdeti értékek halmazat. Tehat a tovab-
biakban az integralhatésagi feltételtellel bovitett (Pg, Pe, Pr) rendszert vizsgaljuk.
[gazoljuk, hogy

3.0.1. Lemma ([34]). A (Ps,Pc, Pr) és a P» = (Pr,Pc) differencidloperdtor ekvi-
valens: a két rendszer megolddshalmaza megegyezik.

gy a Pg operator el is hagyhaté a rendszerbdl, és elegendd a Py, = (Pr, Pc)
kibovitett Rapcsak-rendszert vizsgalni. Bizonyitjuk az alabbi allitast:

3.1.1. Allitas ([34]). A Py = (Pr,Pc) rendszer egy mdsodrendi s = ja(F), meg-
olddsa x € TM-ben akkor és csakis akkor emelhetd fel harmadrendii megolddssd, ha
az

(ZRdeF)x - O,

integralhatosdagi feltétel teljesiil, ahol R a sprayhez tdrsitott nemlinedris konnexio
gorbiilete.

Tovabbé belatjuk, hogy a P, operator szimbéluma involutiv. Igy nyerjik a
kovetkezo tételt:

3.1.1. Tétel ([34]). A kiterjesztett Rapcsdik-rendszer akkor és csakis akkor formali-
san integralhatdé ha minden js(F), mdsodrendi megoldds esetén az (irdd;F), = 0
egyenlet teljestil.

Mivel 2-dimenziés sokasigok, lapos és izotrép sprayk esetén az igrdd;F' = 0
feltétel automatikusan teljestil, igy ezekben az esetekben a P, operator formaélisan
integralhato:

3.2.2. Tétel ([34]). Legyen S egy spray az M sokasdgon. A kibévitett Rapcsdk-
rendszer pontosan akkor formdlisan integrdlhato, ha az alabbiak kozil az eqyik telje-
stl:

1. dim M =2,
2. S lapos spray,
3. S izotrop spray.

3.2.3. Kovetkezmény ([34]). Legyen S egy analitikus spray az M analitikus soka-
sigon. Ha M 2-dimenzids sokasdg, S lapos spray vagy S izotrop gorbiileti spray,
akkor S lokdlisan projektiv Finsler-metrizdlhato.



A gorbiileti feltétellel kiegészitett Rapcsak-rend-
szer

Nem izotrop sprayk esetén a kibovitett Rapcsak-rendszer integralhatdsagi feltéte-
leként kapott ig{2 = 0 egyenlet nem sziikségképpen teljestil minden kezdeti feltételre,
tehat ekkor a kiterjesztett rendszer nem formalisan integralhaté. Ezért a nem izot-
rop sprayk projektiv metrizalhatosaganak tanulméanyozasahoz az PrF = ig{2 = 0
integralhatosagi feltételt is hozza kell venni a vizsgalt parcialis differencidlegyenlet-
rendszerhez, és a gorbiileti feltételeket is tartalmazé (Pr, Pc, Pr) differencidlope-
rator integralhatdsidgat kell vizsgalni. Viszont az iz{)2 = 0 egyenletet helyettesit-
het6 a kovetkezd ekvivalens feltétellel: PeF = igpdd;F' = 0, ahol ® a Jacobi-
endomorfizmus. Ebben a fejezetben a Ps := (Pr, Pc, Po) rendszer integralhatdségi
feltételeit tanulményozzuk abban az esetben, amikor a Jacobi-endomorfizmus sajat-
figgvényei paronként kilonboznek.

Az alabbi ,adaptalt” bazist fogjuk szamitasainkban hasznélni:

B:={hy,....,hn,v1,...,0,} CT,TM, (2)

ahol a h; vektormezok a Jacobi-endomorfizmus horizontalis sajatvektorai, h, = S,
valamint Jh;=wv;, i=1,...,n (ésigy v, = C).

4.1.2. Allitas ([35)). A Ps differencidloperdtor egy @ € TM-beli mdsodrendi s =
Jo(F)z megolddsa akkor és csakis akkor emelhetd fel harmadrendi megolddssd, ha
az

i[@,@]Qx = 07
cycl
> (Qa([vi, by, h))e = 0,
ijk

integralhatosdgi feltételek teljestilnek.

A nem iztotrop eset tovabbi vizsgalata igen bonyolultta valik, mivel a Ps szim-
béluma nem 2-aciklikus, és egy nehezen kezelheté6 harmadrendii integralhatosagi
feltétel jelenik meg a rendszer prolongalasa soran. Pontosabban a koévetkezot iga-
zoljuk:

4.2.1. Allitas ([34]). A Ps operdtor szimbéluma nem 2-aciklikus: a Spencer-féle
kohomolégia csoportok kozil a H**(Ps) nemtrividlis és
(n—1)(n—2)

dim H*2(Ps) = > .

Ez azt jelenti, hogy a P3 prolongaltjanak integralhatésagi feltételei nem Ps in-
tegralhatosdgi feltételeinek prolongéltjai, hanem £ (n —1)(n — 2) extra harmadrendi
obstrukcio jelenik meg a harmadrendii megoldasok negyedrendiivé emelésekor. Azt
kapjuk, hogy



4.3.1. Allitas ([35)). A Ps differencidloperdtor valamely js(F), € Sols(Ps) har-
madrendi megolddasa pontosan akkor emelhetd fel negyedrendii megolddssd, ha a
mdsodrendi kompatibilitasi feltételek elsé prolongdltjai zérusok, tovdbbd tetszdleges
X, Y € T,-re teljesil az aldbbi egyenlet:

(X, ®X]|QJY,Y)—[hY,®Y]Q(X, JX) =

+OX (D QIY, hX],hY)) =hX (3 QJY, @X], hY) = Q([JY, ®Y], X)) (4)

—oY (3 Q(JX, hX], hY))+hY (3 Q(JX, 0X],Y)-Q([JX, 2Y], X)).

4.3.3. Kovetkezmény ([35]). A (2)-ben definidlt adaptdlt bazisra vonatkozdan a (4)
integralhatosdgi feltétel az dsszegzési konvenciot nem alkalmazva az aldbbi formdba
irhato:

(Lo, aii)+ B (Loyazs) 5 (Lny i)+ (Lnyajs) + D ofaw = 0,
k=1

k k

ahol 1<, 5 <n, a;;=Q(v;, hy) és az o, B

meghatdrozhatok.

€s vfj fligguények a spray ismeretében

A haromdimenzidos eset

Legyen S egy nem izotrép spray egy haromdimenzios M sokasagon. Ekkor vizs-
galjuk meg a Ps masodrendii integralhatosagi feltételeit. Az alabbi eredményeket
kapjuk:

5.1.1. Allitas ([35]). Az i9e)Q =0 egyenlet azonosan teljesiil.

5.1.2. Allitas ([35]). A ij-’,jl(Qx([vi, hil, hi)): = 0 integralhatdsdgi feltétel ekviva-
lens az ie:$2 = 0 egyenlettel, ahol ®" a Jacobi-endomorfizmus dinamikus kovaridins

derivdltja.

5.2.1. Allitas ([35])). A H™? Spencer-féle kohomoldgia csoport minden m > 3
esetén trividlis, igy Ps prolongdltjanak szimboluma 2-aciklikus.

5.2.2. Tétel ([35]). Legyen S egy nem izotrép spray egy 3-dimenziés M sokasdgon,
és tegyiik fel, hogy az S Jacobi-endomorfizmusanak sajdtfiigguényer kilonboznek. Ek-
kor a Py differencidloperator akkor és csakis akkor formdlisan integrdlhato, ha

1. " € Span{J, @}.

2. A (4) kompatibilitdsi feltétel azonosan zérus.

5.2.3. Kovetkezmény ([35]). Legyen S eqy nem izotrép analitikus spray egy 3-
dimenzios analitikus sokasdgon, tovdbba teqyiik fel, hogy az S Jacobi-endomorfizmusdinak
sajatfiigguényei kilonboznek. Ha a magasabb rendi kompatibilitasi feltétel reducibilis

és a 5.2.2. Télel feltételei a teljesilnek, akkor S lokdlisan projektiv metrizalhato.



Reducibilis eset

Ebben az alfejezetben a P, = (Ps, Py) differencidloperator integralhatdsagi fel-
tételeit hatarozzuk meg, ahol

Py F =1 Q(v1, hy) + 1n2 Q(v2, ha),

ahol 1y és ny a TM-en értelmezett S spray altal meghatarozott fiiggvények. A Py
masodrendi feltétel szarmazhat abbdl, hogy ® ¢ Span{J, ®}, igy P3 masodrendii
komatibilitasi feltétele nem teljestil (és igy a P3 operdtort a szokdsos médon bovi-
teni kell vele), valamint abbdl, hogy az extra harmadrend integrahatésagi feltétel
reducibilis. Megmutatjuk, hogy

5.3.4. Kovetkezmény ([35]). A Py rendszer teljes abban az értelemben, hogy

1. vagy az dsszes kompatibilitdsi feltétel teljesiil, és ekkor a spray lokdlisan pro-
jektiv metrizdalhato,

2. vagy a spray nem projektiv metrizalhato.

Meghatarozzuk a P, kompatibilitasi feltételeit is. Ezek a kovetkezo alakba frhatoak
(5.3.8. Kovetkezmény):

T (VPLF) = niQ(vy, ha) + 150(va, he) i = 1,2,
Ti<v2P4F) = W{Q(Ulv hl) + U%Q(U2a h?) j = 3747 57 6.

ahol az nF-k fiiggvények TM-en. Legyen
1 6
CE (’71 e 77@).
2 My - T

5.3.9. Allitas ([35]). A Py operdtor akkor és csak akkor formdlisan integrdlhatd, ha

rank © = 1.

5.3.10. Tétel ([35]). Legyen S egy nem izotrdp analitikus spray egy 3-dimenzios
analitikus sokasagon, melynek Jacobi-endomorfizmusa generikus, azaz a sajatértékei
minden x € TM pontban kilénbéoznek.

1. Ha ®" € Span{J,®} és a (4) kompatibilitasi feltétel reducibilis, akkor az S
spray projektiv metrizdalhato.

2. Ha @' & Span{J, ®} vagy a (4) kompatibilitisi feltétel reducibilis de nem azo-
nosan zérus, akkor a spray akkor és csak akkor lokdalisan projektiv metrizdlhato,
hany-ne <0 ésrank© = 1.



Kanonikus sprayk invarians projektiv metrizalha-
tésaga

Egy Lie-csoporton haromféle kanonikus konnexié adhaté meg: ha X,Y balinva-
rians vektormezok, akkor ezeket a kovetkezoképpen definidlhatjuk:

1
VY = [X)Y], VyY:=0, V%Y := 5[X,Y].

Mindharom konnexi6 linearis, és mindharom konnexiénak ugyanazok a geodetikusai:
a Lie-csoport 1-paraméteres részcsoportjai és ezek eltoltjai. Ehhez a geodetikus
struktirahoz tartozo sprayt hivjuk a Lie-csoport kanonikus sprayének.

6.1.4. Allitas ([8]). Egy Lie-csoport kanonikus spray-je
1. pontosan akkor invarians projektiv Riemann-metrizalhato, ha invaridns Riemann-
metrizalhato,

2. pontosan akkor invarians projektiv Finsler-metrizalhato, ha invaridns Finsler-
metrizalhato.

6.1.5. Tétel ([8]). Egy Lie-csoporhoz tartozoé kanonikus spray akkor és csakis akkor
imvarians projektiv Finsler-metrizalhato, ha invaridns Riemann-metrizdalhato.

6.1.6. Kovetkezmény ([8]). Egy Lie-csoport kanonikus spraye akkor és csakis
akkor invaridns Riemann-, Finsler-, projektiv Riemann- illetve projektiv Finsler-
metrizalhato, ha létezik eqy ( , ) skaldris szorzat g-n, melyre

([a, 0], ) =0, (5)
minden a,o € g-re.

Egy invaridns geodetikus struktirat az M = G/H homogén téren geodetikus
orbit struktirdnak (vagy g.o. struktiranak) mondunk, ha az o € M origébdl indul6
tetszoleges geodetikusa homogén. Egy g.o. struktirahoz tartozé sprayt geodetikus
orbitspraynek (vagy roviden g.o. spraynek) neveziink.

6.2.5. Allitas ([8]). Egy g.0. spray

1. pontosan akkor invarians projektiv Riemann-metrizdlhato, ha invaridns Riemann-
metrizalhato,

2. pontosan akkor invarians projektiv Finsler-metrizalhato, ha invaridns Finsler-
metrizdalhato.

6.2.6. Tétel ([8]). Egy kvadratikus g.o. spray akkor és csakis akkor invaridns pro-
jektiv Finsler-metrizalhaté, ha invaridns Riemann-metrizdlhato.



1. Motivations and aims

Let us consider a homogeneous system of second order ordinary differential equa-
tions on the n-dimensional manifold M. To every such system we can associate a
vector field S on TM in a coordinate free manner, such that the solutions of the
system of differential equations coincide with the projections of the integral curves
of S to M. This vector field is called spray. The projections of the integral cur-
ves of S is called the geodesics of the spray. A spray is called Finsler (Riemann)
metrizable, if there exists a Finsler (Riemann) structure whose geodesics coincide
with the geodesics of the spray. The projective metrizability problem is more gene-
ral, and perhaps more natural from the point of view of geometrical and physical
applications. Two family of curves are projective equivalent, if they coincide up
to an orientation preserving reparametrization. The projective Finsler (Riemann)
metrizability can be formulated as follows: a spray S on M is called projective Fins-
ler (Riemann) metrizable, if there exists a Finsler (Riemann) metric on M whose
canonical spray is projective equivalent to S.

For flat sprays this problem was first studied by Hamel [24] and it is known as
the Finslerian version of Hilbert’s fourth problem . In the general case Rapcsék [41]
obtained necessary and sufficient conditions for the projective metrizability of a spray
in terms of an overdetermined system of second order partial differential equations.
Coordinate free formulations of the projective metrizability problem where obtained
by Klein and Voutier [25], and by Szilasi and Vattamény [46].

The first five chapters of thesis is devoted to the integrability of the Rapcsak
system by using the Cartan—Ké&hler theory, and in the last chapter we investigate
the metrizability and the projective metrizability of Lie groups and homogeneous
spaces.

In Chaper 1 we introduce the the basic notations and facts. We give a brief
introduction to the Frolicher—Nijenhuis theory, and the canonical structures on the
tangent bundle of a manifold. We introduce the Liouville vector field, vertical endo-
morphism, spray and some important tensors associated to a spray. We also recall
the basic tools of Cartan-Kahler theory.

In Chapter 2 we introduce the Finsler-manifold and the metrizability and projec-
tive metrizability problems. We show that a spray .S is projective Finsler metrizable
if and only if the equation PsF := 15 = 0 holds, where 2 = dd;F, and F is a
1-homogeneous function, that is PocF := LoF — F = 0. We prove that the diffe-
rential operator P; = (Pg, P¢) is formally integrable if and only if the integrability
condition ir{2 = 0 holds, where I is the nonlinear connection associated to the spray.

In Chapter 3 we compute the integrability conditions of the system Py = (Pr, P¢),
where PrF = ir{). The obstruction to the integrability takes the form 152 = 0,
where R is the curvature of the nonlinear connection associated to the spray. We
show that the symbol of the system is involutive thus the conditions of the Cartan-
Kahler theorem are satisfied. Hence, we can obtain that 2-dimensional manifolds,
flat sprays and isotopic sprays are projectively metrizable. We remark that for these
classes of spray manifolds the projective metrizability problem has been discussed
in [4, 11, 12], but our approach here is different.



In Chaper 4 we consider the differential operator of the projective metrizability
in the non-isotropic case, which can be written as P3 = (Pr, Pc, Pe), where ® is
the Jacobi endomorphism and PgF' = i5(). We consider the generic case, when the
eigenvalues of ® are pairwise distinct. We determine the second order conpatibility
conditions, and we prove that the symbol of this system is not 2-acyclic. Using Spen-
cer cohomology groups we show that a complicated extra third order compatibility
condition appears.

In Chapter 5 we turn our attention to the 3-dimensional case. As we have sown
in Chapter 4, the Spencer cohomology group H??(P3) is non-trivial, and third order
integrability conditions can arise. We prove that all of the higher order cohomology
groups vanish, that is the symbol of the prolonged system is 2-acyclic. Furthermore
we discuss the reducible case, where we extend the operator with the integrability
condition 1y Q(vy, hy) +n2 Q(ve, hy) = 0, where 7, and 7 are functions on TM deter-
mined by the spray S. We give an example of non-isotropic projectively metrizable
spray.

In Chapter 6 we consider a Lie group endowed with its canonical connection.
Since every Riemannian manifold is a special Finsler manifold, therefore every Rie-
mann metrizable (projective Riemann metrizable) spray is also Finsler metrizable
(projective Finsler metrizable). The converse is not true in general. However, in the
category of quadratic sprays the situation is different: using Szabd’s theorem [44]
the category of Riemann and Finsler metrizable sprays are the same. The projective
Finsler metrizability, however, is essentially different even in the case of quadratic
sprays. Therefore, the category of projective Finsler metrizable sprays is generally
strictly larger then the category of Riemann metrizable sprays, even for quadratic
sprays.

In Chapter 6 we show the potentially much larger class of projective Finsler
metrizable sprays, corresponding to Lie groups, coincides with the class of Riemann
metrizable sprays. We also generalize these result for for geodesic orbit spaces.

2. Contents and new results

Preliminaries

Let M be an n-dimensional smooth manifold. T'M will denote the tangent
bundle of M, and TM = TM \ {0} the slit tangent bundle of M. We denote the
local coordinates on M by (z') and the induced coordinates on TM by (a, y).

A spray is a vector field S on T M satisfying the relations JS = C and [C, S] = S,
where

. 0 0
=dr' Q@ — =y'—
J T ®8y“ C=y g

are the vertical endomorphism and the Liouville vector field. The coordinate repre-
sentation of a spray S takes the form

+ fi(xuy>i

.0
S=y oy

ox'




The geodesics of a spray S are regular curves v : I C R — M such that So+4 = 4.

To every spray S a connection I' := [J,S] can be associated. We have the
property I'?> = Id, the identity map of T'M. The eigenspace of I' corresponding to
the eigenvalue —1 is the vertical space VI'M, and the eigenspace corresponding to
+1 is called the horizontal space. For any v € T M we have T, TM =V, TM&H,TM.
The h : TTM — HTM horizontal and the v : TTM — VT M vertical projectors
associated to the connection are

1 1
h = §<Id +I') and wv:= §(Id -T1).

The curvature of the connection I' is the Nijenhuis torsion of the associated hori-
zontal projection h:

1
R = i[h’ h] € W*(TM).
The Jacobi endomorphism is the vector valued semi-basic 1-form:
P = ZSR

The spray S is called flat if its Jacobi endomorphism has the form & = AJ and
isotropic if ® = AJ — a ® C, where A € C>°(TM) and « is a semi-basic 1-form.

Formal integrability

Let (B,m, M) be a vector bundle over the manifold M with the projection 7 :
B — M. Let sy, s3 be two sections of the bundle Sec(B). We say that s; and s9
determine the same k" order jet at x, if they are coincide at = up to order k. The
class determined by the section s € Sec(B) at x € M is jr(s)., and the set of all
k-jets is denoted by Ji(B).

Let By and By be vector bundles over the same base manifold M. Then a
linear k'™ order partial differential operator P: Sec(B;) — Sec(By) can be identified
with the map pi(P): Jx(B1) — B2. An s € Sec(B;) is a solution to P-if Ps = 0.
Soly1..(P) := Ker pryi.(P) denotes the set of formal solutions of order [ at x € M.

The k'™ order differential operator P is called formally integrable if Sol;(P) is a
vector bundle over M for all [ > k, and the map 7, : Solj41.(P) — Sol,.(P) is
onto for every VI > k.

Let ox(P) denote the symbol of P determined by the highest order terms of
the operator. It can be interpreted as a map on(P) : S*T*M ® B, — B,. If
E={e1...e,} abasis of T, M, we set

Grz(P) = Ker 0y,,(P),
gk,x(P)el...ej = {A € gk,x(P> ’ i81A == iejA = O}, J=1...,n
The basis £ is called quasi-regular if one has
dim gg41..(P) = dim gx . (P) + Z dim gi 2 (P)e;...e; -
j=1

The symbol of P is called involutive if there exists at any x € M a quasi-regular
basis of T, M.



1.2.3. Theorem (Cartan—Kihler). Let P be a k™ order reqular linear partial diffe-
rential operator. If the map Ty : Soly11(P) — Solx(P) is surjective and the symbol
of P is involutive, then P is formally integrable.

Let us consider the following Spencer complex

67” 5771 (sm
0= gman(P) == T*M @ gm—141(P) —— N°T*M @ gpm—o41(P) ——

sm o5 one *
2 NT*M ® gsii(P) —— -+« ——3 A"T*"M ® Gpnsr(P) — 0,

where ‘ A
S NT*M @ g (P) — AT M @ g1 (P).

The H™* Spencer cohomology group is defined as
H™ = Ker 67" /Tm 87",

The symbol of a k™ order linear differential operator is r-acyclic if H™? = 0, 0 <
1 <r,Vm > k.

1.2.4. Theorem (Spencer-Goldschmidt). Let P be k' order regular linear partial
differential operator. If T : Solpi1(P) — Solx(P) is onto and the symbol of the
operator is 2-acyclic then P is formally integrable.

Metrizability and projective metrizability

A Finsler function on a manifold M is a continuous function F: TM — R,
smooth and positive away from the zero section, positively homogeneous of degree
1, and the matrix g;; = % is positive definite for all (z,y) € TM, where E = JF?
is the energy function. The pair (M, F) is called Finsler manifold.

If (M, F) is a Finsler-manifold, then there exits a unique spray S over T M (the
so called canonical spray) such that isdd;E = —dFE, where ig is the substitution
operator, d is the exterior derivative and d; := [i;,d] = i;d — di,.

A spray S is called Finsler (resp. Riemann) metrizable if there exist a Finsler
(resp. Riemann) metric F' whose canonical spray is S.

Two sprays S and S are called projective equivalent, if their geodesics coincide
up to an orientation preserving reparametrization. A spray S is called projective
Finsler (resp. Riemann) metrizable if there exist a Finsler (resp. Riemann) metric

whose canonical spray is projectively equivalent to S.

2.1.4. Theorem. A spray S is projective Finsler (resp. Riemann) metrizable if and
only if there exists a Lagrange function F': TM — R, such that the energy function

E = %FQ is 2-homogeneous (resp. quadratic), 8Sf£j is positive definite on TM and

the equation igdd ;' = 0 holds.

Let us introduce the notation 2 = dd;F. According to Theorem 2.1.4, in order
to solve the projective metrizability problem, we have to consider and investigate
the integrability of the Rapcsdk system: {igQd =0,LoF — F = 0}. The equation
PsF = i52 = 0 is called Rapcsak equation, PoF := LoF — F = 0 describes the



1-homogeneity condition. Therefore, the projective metrizability problem leads to
the investigation of the partial differential operator P; = (Pg, Pc). We prove the
following proposition:

2.2.1. Proposition. A 2" order solution s = jo(F), at x € TM of the Rapcsdk
system can be lifted into a 3™ order solution if, and only if, one has

(irdd,F), =0, (6)
where I' = [J, S] is the canonical nonlinear connection associated to S.

Furthermore, in Proposition 2.2.3, we show that the symbol of P; = (Pg, Pc)
is involutive. Thus by Cartan—Kéhler theorem, we can conclude that if equation
irddy F' = 0 is satisfied, then every second order solution of P; can be prolonged
into an infinite order solution that is the differential operator is formally integrable.

2.2.4. Theorem. Let S be a spray on the manifold M. Then the Rapcsdk system
associated to S is formally integrable if and only if for every second order solution
s = Jao(F), the equation (6) is satisfied.

Extended Rapcsak system

If dim M > 2, then the compatibility condition PrF' := irdd;F = 0 of the
differential operator P; is not satisfied by all second order solutions and therefore the
Rapcsédk system is not formally integrable in this case. Indeed, the set of initial data
is too large, therefore we have to reduce it by including its compatibility condition
into the system. This leads us to consider the operator (Ps, Pc, Pr). We show, that

3.0.1. Lemma. The differential operators (Ps, Pc, Pr) and Py = (Pr, Pc) are equ-
walent: the solution sets of the two system coincide.

Therefore, we can drop the operator Pg from the system and consider the ex-
tended Rapesdk system simply as: Py = (Pr, Po).

3.1.1. Proposition. A 2™ order solution s = j,(F), of the system Py = (Pr, Pc)
at & € TM can be prolonged into a 3™ order solution, if and only if

(igdd,F), = 0.

Furthermore, we show that the symbol of P5 is also involutive. Therefore, we
obtain the following theorem:

3.1.1. Tétel. The extended Rapcsik system is formally integrable if and only if for
every second order solution jo(F'), the equation (igdd;F), = 0 is satisfied.

It follows

3.2.2. Theorem. Let S be a spray on a manifold M. The extended Rapcsdk system
is formally integrable if and only if one of the following conditions are fulfilled:



1. dim M = 2;
2. the spray S is flat;
3. the spray S is of isotropic curvature.

3.2.3. Corollary. Let S be an analytic spray on an analytic manifold M. If M
1s 2-dimensional manifold, the spray S is flat, or of isotropic curvature, then S is
locally projective Finsler metrizable.

Extended Rapcsak system with curvature conditi-
on

If the curvature of the spray S is not isotropic, then the integrability conditi-
on igdd;F = 0 does not hold for every initial condition, therefore, the extended
Rapcsak system is not formally integrable. Consequently, in order to investigate
the projective metrizability in the non isotropic case we have to add the equation
PrE = igQ = 0 to the system (Pr, Pc) and discuss the integrability of the enlarged
system (Pr,Pc, Pr). Since the curvature condition ig$2 = 0 is equivalent with the
equation Py := 1) = 0, where ® is the Jacobi endomorphism, we can replace the
operator Pr with Py and investigate the integrability of the system represented by
the operator Ps := (Pr, Pc, Po).

In this chapter we investigate the integrability of the system Ps when the Jacobi
endomorphism has distinct eigenvalues. In that case we can consider an adapted
base

B:=A{hy,....,hp,v1,...,0,} CT,TM, (7)

where h; are the horizontal eigenvectors of the Jacobi endomorphism ® with A, := 5,
and Jh;=v;, i=1,...,n (consequently, v, = C).

4.1.2. Proposition. A 2" order solution s = jo(F), of P3 at x € TM can be lifted
into a 3™ order solution, if and only if

i[0,5)$2: = 0, (8)
(0 el ) = 0 o)

The further analysis of P3 is complex, because the symbol of the operator is
not 2-acyclic and a third order compatibility condition can arise. We proved the
following

4.2.1. Proposition. Let S be a non-isotropic spray on an n-dimensional manifold.
Then the first nontrivial Spencer cohomology group is H**(Ps) and

(n—1)(n—2)

dim H>*(Py) = > .




It follows that the integrability conditions of the prolonged system of P5 is not

the prolongation of the integrability conditions of P3. More precisely, there are

s(n—1)(n—2) extra obstructions to lift a third order solution into a fourth order

solution. With further analysis, we obtained the

4.3.1. Proposition. If a 3¢ order solution F of Ps at x € TM can be lifted into
a 4™ order solution, if and only if for any horizontal vector fields X,Y € HTM we
have

[hX, OX|QJY,Y)—[hY, dY]QUX, JX) =

+OX (Y QY hX],hY)) =hX (3 QIY, ®X], hY)—Q([JY, @Y, X)) (10)

cycl cycl

—Y (Y QUJX, hX],hY))+hY (3 Q(IX, 8X],Y)-Q([J X, BY], X)).

cycl cycl
at x € TM.

4.3.3. Corollary. In an adapted basis (7) the compatibility condition (10) can be
expressed as

L (Loyait)+ B (Lo, ajs) +74 (Lnyai) +705 (Lay i)+ ofap, = 0,
k=1

where 1 <i,j <mn, a;; = Qv;, h;) and the summation convention is not applied.

The afj, fj, vfj are functions in a neighborhood of x € T M determined by the Lie

bracket of the elements of the local basis (7).

The three dimensional case

Let S be a non-isotropic spray on a three dimensional manifold M. We obtain
the following;:

5.1.1. Proposition. The compatibility condition (8) is identically satisfied.

5.1.2. Proposition. The integrability condition (9) can be written as ie:2 = 0,
where @ is the dynamical covariant derivative of the Jacobi endomorphism.

5.2.1. Proposition. For any m > 3 the Spencer cohomology group H™? is trivial,
therefore the symbol of the prolongation of Ps is 2-acyclic.

5.2.2. Theorem. Let S be a non-isotropic spray on a 3-dimensional manifold with
distinct Jacobi eigenvalues. Then the PDE operator Ps3 is formally integrable if and
only if the following two conditions are satisfied:

1. " € Span{J, ®},



2. the compatibility condition (10) is satisfied.

5.2.3. Corollary. Let S be a non-isotropic analytic spray on a 3-dimensional analy-
tic manifold with distinct Jacobi eigenvalues. If the higher order compatibility con-
dition is reducible and the conditions 1 and 2 of Theorem 5.2.2 are satisfied, then S
is locally projective metrizable.

Reducible case

In this subsection we study the differential operator P, = (Ps, Py), where
PoF =11 Qv1, ha) + 12 Q(v2, he), (11)

and 7, and 7 are given functions on 7M determined by the spray S. The motivation
of such system comes from the fact that in the case when the dynamical covariant
derivative does not satisfies the condition ® € Span{.J, @} or the condition (10) is
reducible but not identically satisfied, then the extra integrability condition of P
has the form (11). We have the following

5.3.4. Corollary. The system P, is complete in the sense that either all compati-
bility conditions are satisfied and the spray is projectively metrizable, or the spray is
not projective metrizable.

As 5.3.8 Corollary shows, the compatibility conditions of the operator P, can be
expressed as:

Ti(VP4F> = UiQ(Uly hl) + UQQ(U% hz) 1 =1,2,
7 (V2PyF) = 7] Q(v1, ha) + mQ(ve, he)  j = 3,4,5,6.

where nf are functions on TM. Let us consider the matrix

1 6
@ — 771 /]7]1_ “ .. ?7]6 )
n2 My .- Th
Then we have

5.3.9. Proposition. The operator Py is formally integrable if and only if
rank © = 1.

5.3.10. Theorem. Let S be a non-isotropic analytic spray on a 3-dimensional
analytic manifold with distinct Jacobi eigenvalues.

1. If ¥ € Span{J, @} and the compatibility condition (10) is identically zero,
then S is projectively metrizable

2. If & & Span{J, ®} or the compatibility condition (10) is reducible but not
identically zero, then the spray is locally projective metrizable if and only if
m M2 <0 and rank © = 1.



Invariant projective metrizability of canonical sprays

There exist three natural connections on a Lie group G: if X, Y are left invariant
vector fields then we can define them in the following way:

1
VEY =[XY], VY =0, VRY =XV

All three connections are linear and have the same geodesics: the 1-dimensional

subgroups of the Lie group GG and their translated images. The spray associated to

this geodesic structure is called the canonical spray of the Lie group. We have the

following resuts:

6.1.4. Proposition. The canonical spray S of a Lie group is

1. invariant projectively Riemann metrizable if and only if it is invariant Riemann
metrizable,

2. invariant projectively Finsler metrizable if and only if it is invariant Finsler
metrizable.

Moreover, we have the following

6.1.5. Theorem. The canonical spray of a Lie group is invariant projectively Fins-
ler metrizable if and only if it is invariant Riemann metrizable.

6.1.6. Corollary. The canonical spray of a Lie group G is invariant (Riemann,
Finsler, projectively Riemann or projectively Finsler) metrizable if and only if there
exists a scalar product ( , ) on g such that

([a,a],a) =0,
for every a,a € g.

The results on the canonical spray and canonical geodesic structure of Lie groups
can be generalized to the geodesic orbit structure of homogeneous spaces. Indeed, an
invariant geodesic structure on the homogeneous space M = G/H is called geodesic
orbit structure (g.o. structure), if any geodesic v : I C R — M emanated from the
origin o € M is homogeneous, that is

Y(t) = Aexptx, 0 = (exptX,) - o,
with some X, € g, where g is the Lie algebra of G. A spray is called geodesic orbit
spray (or simply g.o. spray), if it corresponds to a g.o. structure.
Concerning the geodesic orbit sprays we have the following resusts:
6.2.5. Proposition. A g.o. spray is

1. invariant projectively Riemann metrizable if and only if it is invariant Riemann
metrizable.

2. inwvariant projectively Finsler metrizable if and only if it is invariant Finsler
metrizable.

6.2.6. Theorem. A quadratic g.o. spray is invariant projectively Finsler metrizable
if and only if it is invariant Riemann metrizable.
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