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Bevezetés

A renormalas alapgondolata szerint nincsenek valédi dllanddk a fizikdban.
A vildgunk mas-mas arcidt mutatja kiilonb6z6 energiaskaldkon, példaul
szubatomi szinten vagy kozmoldgiai tavolsidgokon. A fizika torvényei egy
adott skalatartomanyban érvényesek, és ezen tartomanyokhoz tartoznak
a fizikai allandok. Az allandok értékét mérésekkel adjuk meg, amely fiigg
attél, hogy a mérést milyen energia, id6 vagy tOmegskalan vizsgaljuk.
Ugyan a fliggés lehet gyenge, de minden mennyiség skalafiiggo.

A mikrovildgunk elemi részecskéi kozotti rovid hatétavolsagi koleson-
hatéasait ismertnek tekintiik, ezek megfelel formalizmusban egyszeriinek
mondhaték. Az energia csokkentésével (a tévolsag novelésével) eljuthatunk
olyan tartomanyig, ahol a folyamatok leirdsidra az elemi részek mar nem
megfeloek, mas, valdszinilileg 6sszetett valtozdkat kell bevezetniink. Felme-
riilhet a kérdés, hogy megérthetjiik-e a makrovilagunk ezen komplexitasat
a mikrovilag egyszerliségébol kiindulva. Ennek megvéalaszolasasra alkalmas
eszko6z a renormalas, melynek segitségével megérthetjiik, hogyan tudunk
kapcsolatot teremteni a kiilonb6zé skalatartomanyokon érvényes fizika
torvények kozott.

A renormaélési csoport médszer egy szisztematikus eszkoz arra, hogy egy
adott fizikai rendszer nagy energidju (ultraibolya) tartomanybdl kiindulva,
megkapjuk annak az alacsony energian (infravords) vett tulajdonsigait.
A renorméldsi csoport modszerben a szabadsigi fokokat a k impulzus
(energia) skala szerinti csokkend sorrendbe rendezziik infinitezimalis blok-
kositasi 1épéseken keresztiil, és igy kapjuk meg a modell alacsony energias
viselkedését. A k skala egyfajta hatart képez azon szabadsigi fokok ko-
zOtt, amelyeket nyomon kévetlink és amelyeket mar nem. A k skdla alatti
médusokat megfigyeljiik, ezek a fizikai rendszerhez tartoznak. A k skéla
feletti médosukat nem figyeljiik meg, ezek alkotjak a rendszer kornyezetét.

Egy blokkositasi 1épés felfoghatd tgy is, hogy az a rendszer médusait
transzformalja a kornyezetbe. Ha a rendszer és a kornyezet szabadsagi
fokai Osszefontak, akkor az eliminacié utan kevert allapotok jelenhetnek
meg. A renormélas eddigi formalizmusa csak a tiszta allapotok jarulékaval
szamol. Ez azt mutatja, hogy a mdodszer hidnyos, mert nem szamol a kevert
allapotok jarulékaval.



Célkitinizések

Az értekezésem alapjdul szolgalé kutatdsom célja, hogy a renormaldasi
csoport modszer olyan altaldnositasat adjam, amely a szokasos tiszta
allapotok mellett figyelembe veszi a kevert allapotok jarulékat is. Ezen
jarulékok nagy mértékben megvaltoztathatjak a modszerrel eddig kapott
eredményeket, ezért érdemes az eddig renormaélassal vizsgalt modelleket
djraanalizélni. A kevert allapotok jaruléka akkor nagy, ha az ultraibolya
moédusok nem hanyagolhatdk el, azaz a nem renormélhaté elméletekben. A
realisztikus modellek (funkciondlis értelemben) nem renormalhatdak, ezért
effektiv modelleknek tekinthetSk, amelyekben a renormalds nem szamol a
kevert allapotokkal, emiatt hidnyos eredményt kapunk.

A tradiciondlis renoméalasi csoport médszer az dtmeni amplitidok skala-
invariancidjan alapszik. A zéart idétengelyes (CTP) formalizmus segitségével
az atmeneti amplitidoé helyett a fizikai mérésekhez kozelebb &all6 varhato ér-
tékekre kaphatunk osszefiiggést. A mddszerben megjelenik a stirtiségmatrix,
ami fontos szerepet jatszik a kevert allapotok leirdsaban. A hagyomanyos
renormalasban nem szerepelnek az 6sszefondédéasbdél szarmazd kevert al-
lapotok. Az 6sszefont allapotoknak nincs klasszikus fizikai megfeleléje.
Az altalam ismertetett modszer tartalmazza az Gsszefonddasbol szarmazo
jarulékokat. Emiatt, megkiilonboztetésil a hagyomanyos renormalasi cso-
port médszertdl, az Gj médszert kvantum renormaldsi csoportnak (QRG)
neveztem el.

A kvantum renormalasi csoportot médszerrel egy egykomponensti ska-
larmodellt vizsgaltam. A kornyezet és rendszer szabadsagi fokok koélcson-
hatasa csak véges impulzusnal vett vertexek esetén valosul meg, amely
megkoveteli nemlokalis potencidl kovetését az evolicié sordn. Zart idéten-
gely esetén az id6 szerepe kitiintetett, az csak valds idében fogalmazhatd
meg. A nemlokalitds és a valds id6 az 6sszefonddés leirdsanak két fontos
alappillére. Célom volt, hogy megértsem, milyen szerepet toltenek be ezek
a pilléreknek a renormalasban.

Vizsgaltam nemlokalis potencial szerepét euklideszi egyid6tengelyes
modellekben. A szokésos egykomponensti skalartér mellett egy periodikus
skalarmodellt, a sine-Gordon modellt is analizaltam. Célom volt a lokalis
és nemlokalis potenciallal kapott eredmények Gsszehasonlitdsa. A kvantum-
elméletek valés idejii megfogalmazéasa nyitott kérdés, de ebben az irdnyban
is tettem lépéseket. A konform redukdlt gravitacids elméletben hasznaltam



a valds idejli formalizmust, és kerestem a modell tulajdonsagait.

A célkitlizéseim a renormadlas olyan problémaira hivjak fel a figyelmet,
amelyekkel kevesen foglalkoznak. Ennek ellenére azt gondolom, hogy amig
ezekre a kérdésekre nem kapunk megnyugatd valaszt, addig kérdésessé
tehetok a hagyoméanyos renormaélasi csoport médszerrel kapott eredmények.

Tézispontok

1. A funkciondlis renormalési csoport médszert altaldnositottam zart
id6tengelyes formalizmusban. Levezettem az evolicios egyenleteket
Wegner-Houghton egyenlet keretében Minkowski téridében. Az éles
levagés lehetové tette a rendszer és kornyezet moédusainak egyér-
telmii szétvilasztasat. A 3-dimenzids egykomponensii skaldrmodellt
vizsgaltam. Azt kaptam, hogy modellnek egy szimmetrikus és egy
szimmetriasértett fazisa van. Taldltam egy nemtrivialis nyeregpontot,
Ezzel megmutattam, hogy a nemlokalitds megjelenik az evolucio
soran. Sikeriilt megmutatnom, hogy a bilokéalis potencialhoz tartozé
csatolasok zart idotengelyes formalizmusban vett nemdiagonalis ele-
meiben megjelenik az &sszefont allapotok jaruléka. Ezen csatolasok
modszer, ami az Osszefont allapotok jarulékaval is szamol, kvantum
renormélési csoport mddszernek neveztem [1].

2. Euklideszi téridében egyidétengelyes formalizmusban vizsgaltam a
3-dimenzids egykomponensii skaldrmodellt funckiondlis renormélasi
csoport médszerrel bilokélis potencidl mellett. Levezettem a Wegner-
Houghton egyenletet a fa-szinten tuli hurok korrekcidk figyelembe
vételével. Meghataroztam a fazisszerkezetet. A szokasos szimmetri-
kus és szimmetriasértett fazisok mellett taladltam a fazistérben olyan
régidkat, ahol az evolicid instabilitasra vezet. A modellnek egy gaussi
és egy nem triviadlis nyeregpontja van. Ez utobbi kiilonbozik a szo-
kasos Wilson-Fisher fixponttél. A bilokalis csatoldsok kovetkeztében
két relevans csatolast taldltam a fixpont kozelében. Kiszdmoltam a
modell alapallapoti energidjit szemiklasszikus szinten. Azt kaptam,
hogy a szimmetrikus fazis trividlis alapallapottal jellemezhetd, a szim-
metriasértett fazisban pedig homogén és inhomogén alapallapotokat



killonboztethetek meg [2].

. Vizsgéltam a 2-dimenziés bilokélis sine-Gordon modellt euklideszi tér-
idében funkcionalis renormalasi csoport modszerrel. Megmutattam,
hogy a bilokélis potencial és a Wegner-Houghton egyenlet egyiittes
hasznalata segitségével visszakapom a gradiens kifejtéssel kapott
eredményeket. Bemutattam, hogy a sine-Gordon modell lokalis csa-
Kosterlitz-Thouless fazisatalakulast jellemzo fazisstrukturat a Cole-
man ponttal. Feltérképeztem a modell alapallapotat a szemiklasszikus
energia szamolasaval. A szimmetrikus fazis alapéllapota trividis. A
szimmetriasértett fazisban megjelenik egy homogén alapéllapot, amit
véges, de konstans tér jellemez. Emellett megjelenik egy inhomogén
alapallapot, amelynél a tér periodikus szerkezetii. A homogén és
az inhomogén alapallapotii esetet a 2 = 4r kritikus hulldmszam
érték valasztja el egymastél, ahol a sine-Gordon modell a nemkol-
csonhaté Thirring modell bozonizalt valtozatanak tekinthetd. Ebben
a pontban a bilokalis csatoldsok nem fejlédnek, a modell ennél a
paraméterértéknél lokalissa valik [3].

. A konform redukalt gravitdciés modellt vizsgaltam a funkcionalis
renormalasi csoport moédszerrel. A modszert Minkowski téridében
fogalmaztam meg olyan mddon, hogy a frekvenciaintegralt kiilon
végeztem el. Meghataroztam a modell fazisszerkezetét. Megtaldltam
a modell gaussi fixpontjat, ami nyeregpont. Talaltam egy tovabbi,
nem-gaussi fixpontot, amely ultraibolya vonzé volt, emiatt a modell
renormalhaté. Meghataroztam a nem-gaussi fixponthoz tartozé kor-
relaciés hossz kritikus exponensét. A szamolashoz Litim reguldtort és
az €éles levagashoz tartozé regulatort hasznaltam. Az eredményeket
Osszehasonlitottam az eukildeszi téridoben kapottakkal. A Minkowski
téridében kapott eredmények kvalitativ médon megegyeznek az eukli-
deszi téridében kapott eredményekkel [4]. Szamoltam 3-dimenziéban
euklideszi téridében a korrelaciés hosszhoz tartozé kritikus exponenst
olyan gravitaciés modell esetén is, amikor, a gorbiilet négyzetéhez
tartozo csatolast is figyelembe vettem. Azt kaptam, hogy az exponens
értéke nem mutat konvergenciat a gorbiilet figgvényében [5].
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Introduction

According to the basic idea of renormalization there are no real constants in
physics. Our world is different on different energy scales, such as subatomic
levels or cosmological distances. The laws of physics are valid in a given
range of scales, and physical constants belong to these ranges. The values
of the constants are given by measurements, which depends on the energy,
time or mass scale of the measurement. Although, this dependence may be
weak, all quantities are scale-dependent.

The short-range interactions between the microparticles of our micro-
world are considered to be known, and they can be said to be simple in
a proper formalism. By reducing the energy (increasing the distance) we
can reach the range where the elementary particles are no longer adequate
to describe the processes, and other possibly complex variables need to
be introduced. The question may be whether we can understand this
complexity of the macro-world from the simplicity of the micro-world. The
answer is the renormalization method, which helps us understand how we
can connect the laws of physics across different scales.

The renormalization group method is a systematic tool for obtaining
low energy (infrared) properties of a given physical system from its high
energy (ultraviolet) range. In the renormalization group method, degrees
of freedom are ordered in descending order of £ momentum (energy) scales
through infinitesimal blocking steps to obtain the low energy behavior
of the model. The k scale is a kind of boundary between the degrees of
freedom that we follow and those that we do not. The modes below the k
scale are observed and belong to the physical system. The modes above the
k scale are not observed, they belong to the environment of the system.

A blocking step can also be understood to transform the modes of the
system into the environment. If the degrees of freedom of the system and
the environment entangled, mixed states may appear after the elimination.
The traditional formalism of the renormalization only takes into account
the contribution of pure states. It shows that the method is incomplete
because it does not include the contribution of mixed states.
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Goals

The goal of my dissertation is to provide a generalization of the renorma-
lization group method that takes into account the contribution of mixed
states in addition to the usual pure states. These contributions can signifi-
cantly change the previous results, so it is worth to reanalyze the models.
The contribution of mixed states is significant if ultraviolet modes are not
neglected, that is, in non-renormalizable theories. The contributions of
mixed states are significant if ultraviolet modes are not neglected, namely
in the non-renormalized theories. In these models, renormalization does
not take into account mixed states, they are not suitable to find the correct
results.

The traditional renomalization group method is based on the scale
invariance of transition amplitude. Closed time path (CTP) formalism
allows us to the physically more relevant expectation values instead of the
transition amplitude. The method contains the density matrix, which plays
an important role in the description of the mixed states. The traditional
renormalization method does not include mixed states which are derivated
by the entanglement. There are no classical physical counterparts of entang-
lement states. The method I have emphasized includes the contributions of
the entanglement. In contrast to the traditional formalism, I have referred
to the method as the quantum renormalization group (QRG) method.

I have investigated the one-component scalar modell obtained by the
QRG analysis. The interaction of the degrees of freedom of the environment
and the system can be realized only with finite momentum vertices, which
requires the introduction of the bilocal potential. In the case of closed
time path formalism, the role of time is important, the using of real-time
formalism is necessary. Nonlocality and real-time formalis are two important
parts of describing the entanglement. My goal was to understand the role
of these parts in the renormalization method.

I have examined the role of nonlocal potential in the Euclidean single
time path models. In addition to the usual one-component scalar model, I
have also analyzed a periodic scalar model, the sine-Gordon model. My goal
was to compare the results obtained with local and nonlocal potential. The
real-time formulation of quantum theories is an open-ended question, and I
have taken positive steps to answer it. In conformally reduced gravity theory,
I have worked with real-time formalism and I have examined the properties
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of the model. However, I think that until we get an appropriate response
to these questions, the results obtained by the traditional renormalization
group method can be arguable.

Thesis Points

1. T have generalized the functional renormalization group method in
closed time path formalism. I have derived the evolution equations in
the framework of the Wegner-Houghton equation in Minkowski spa-
cetime. The sharp cut allowed the clear separation of system and en-
vironment modes. I have examined the 3-dimensional one-component
scalar model. I have found that the model has a symmetric and a
broken symmetric phase, and a non-trivial saddle point that provides
a leading-order contribution to the evolution of bilocal potential. I
have presented that nonlocality appears during the evolution. I have
also presented that in the non-diagonal elements of the couplings
belonging to the bilocal potential, in closed time path formalism,
appear the contribution of entanglement states. At tree level I have
determined the evolution of these couplings. I have referred to the
method which also takes into account the contribution of entangle-
ment states, as the quantum renormalization group (QRG) method
[1].

2. I have examined the 3-dimensional one-component scalar model in
single time path Euclidean spacetime formalism using a functional
renormalization group method with bilocal potential. I have derived
the Wegner-Houghton equation by considering the loop corrections.
I have presented the phase diagram of the model. Beyond the usual
symmetric and broken symmetric phases, I have found regions in the
phase space where evolution leads to instability. The model has a
Gaussian and a non-trivial saddle point, which is different from the
usual Wilson-Fisher fixed point. As a result of the bilocal couplings,
I have found two relevant couplings near the fixed point. I have
calculated the ground state energy of the model at the semiclassical
level. I have found that the symmetric phase can be characterized
by a trivial ground state, and the broken symmetric phase can be
characterized by homogeneous and inhomogeneous ground states [2].
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3. I have examined the 2-dimensional bilocal sine-Gordon model using
the functional renormalization group method in Euclidean space-
time. I have presented that by using of the bilocal potential and
the Wegner-Houghton equation together the results obtained by gra-
dient expansion can be recovered. I have shown that the bilocal
coupling starts to evolve by the evolution of local coupling of the
sine-Gordon model. I have regained the phase structure characteristic
of the Kosterlitz-Thouless phase transition with the Coleman point.
I have examined the ground sate by calculating semiclassical energy.
The ground state of the symmetric phase is trivial. In the broken
symmetric phase, a homogeneous ground state appears, characteri-
zed by a finite but constant space. An inhomogeneous ground state
appears, where the space has a periodic structure. The homogeneous
and inhomogeneous ground state cases are seperated by the % = 4
critical value, where the sine-Gordon model is considered to be the
bosonized version of the non-interacting Thirring model. At this
point, the bilocal couplings do not evolve and the model becomes
local at this parameter value [3].

4. T have examined the conformally reduced gravity model using the
functional renormalization group method. I have used the Wegner-
Houghton equation. I have determined the method in Minkowski
spacetime by performing the frequency integral separately. I have
determined the phase structure of the model. I have found the Gaus-
sian fixed point of the model, which is the saddle point. I have found
another non-Gaussian fixed point which is ultraviolet attractive fi-
xed point, making the model renormalizable. I have determined the
critical exponent of the correlation length of the non-Gaussian fixed
point using the Litim regulator and sharp cut-off regulator. I have
compared the results with those which were obtained in the Euclidean
spacetime. The Minkowski spacetime results are qualitatively equi-
valent to the Euclidean spacetime results |4]. I have calculated the
critical exponent of the correlation length in 3-dimensional Euclidean
space even in the case of a gravitational model, when the coupling
to the quadratic term of curvature was also considered. I have found
that the value of the exponential does not show convergence as a
function of the curvature [5].
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