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A tézisflizet a disszertacioban bemutatott legfontosabhb
fogalmak, tételek Gsszefoglalasat tartalmazza az alabbi négy
{6 témakorre bontva: folytonos, eltolasinvarians fiiggvények
karakterizacioi; Osszetett fliggvényegyenlet-rendszerek foly-
tonos megoldasainak meghatarozasa; kvaziosszegek regulari-
téds-megdrzése; illetve hasznossagi fliggvények karakterizaci-
0i. Az eredmények részletei a disszertaciéo mellett a [16] és
[17] cikkekben keriiltek kidolgozasra.

Motivacid

Az értekezésben bemutatott kutatisokat elsGdlegesen hasz-
nosségi fliggvények vizsgalata motivilta, tekintve, hogy ezek
jelentik a gazdasagi matematikiban a fogyasztéi magatartas
modellezésének els6dleges eszkozét. Hasznossagi fiiggvény
alatt egy olyan fliggvényt értiink, mely a fogyaszt6 altal va-
laszthatd alternativik mindegyikéhez rendel egy valés sza-
mot. A fogyasztéd két alternativa koziil a nagyobb fiiggvény-
értékit preferalja.

Célkittizésiink, hogy a leggyakrabban alkalmazott hasz-
nossagi fiiggvények (pl.: Cobb-Douglas tipusua [5], CES ti-
pust [2] hasznossagi fiiggvények) esetén olyan, kénnyen el-
lendrizhetd kritériumokat adjunk, melyek segitségével egy-
szertien elddnthets, hogy egy adott fogyasztd viselkedését,
preferencidit érdemes-e az adott tipust hasznossigi fiigg-
vénnyel reprezentédlni. A szakirodalomban ugyanis ilyen jel-
legl Osszehasonlitdst nem taldlunk, bar az emlitett fiigg-
vényosztalyokat szdmos szerzé vizsgalta kiilonféle szempon-
tok alapjan, példaul a [9, 18, 20| dolgozatokban. A hasz-
nosségi fiiggvények jellemzésére a disszertaciéban fiiggvény-
egyenletek folytonos megoldasainak meghatarozasa jelenti a



f6 matematikai eszkozt.
Az értekezésben vizsgalt Osszetett fliggvényegyenlet rend-
szereket a Boros Zoltan [4] cikkében szerepls

F<$+t7y) =& (F([I},y),t)
F(‘Tvy"i_s) =&y (F(xay)vs)

egyenletrendszer motivalta. Itt F, ®;, Py egyarant ismeret-
len, valos ertékd fiiggvények. A [4] dolgozat {6 eredme-
nye szerint R? egy nyilt, 6sszefiiggd tartomanyan értelmezett
folytonos F' megoldasok elGallnak egy folytonos, szigortan
monoton valés fiiggvény és egy linearis funkcional kompo-
ziciojaként. Ennek magasabb dimenzids analdg valtozatat,
az

F(:I:l,...,xj+tj,...,xn):<I>j(F(ac1,...,:cj,...,xn),tj)
(j=1,....n)

egyenletrendszert vizsgaljuk és oldjuk meg az értekezésben,
majd tekintjiik a rendszer altalanositasat. Utébbi megolda-
sairol kideriil, hogy specialis kvaziosszeg (1d. [13, 15]) alaku-
ak. Ez szolgalt motivacioként a kvazidsszegek regularitasat
targyalo fejezet vizsgélataihoz.

Eltolasinvarians fiiggvények

A tovabbiakban N jeloli a természetes szamok halmazat, R
a valés szamok halmazat, R™ az n € N dimenziés euklideszi
teret, R’ pedig ennek pozitiv koordinadtdju vektorait. A
dimenziordl altalaban feltessziik, hogy n > 2, amennyiben
nem allitjuk ennek ellenkezdjét. Tovabba B(z,r) jeloli az
kézépponti, r sugara nyilt gbmbot R™-ben.



Belathato, hogy az elgbbi, n viltozos egyenlet F' megol-
désai rendelkeznek az aldbbi tulajdonsaggal: barmely x,y €
R™ esetén, ha F(z) = F(y), akkor F(x +t) = F(y +t) is
igaz minden olyan ¢ € R™ vektorra, ami parhuzamos vala-
melyik koordinatatengellyel. Ez a tulajdonsag motivilja a
kovetkezs fogalmak bevezetését.

Definici6é. Legyen () # S C R™ egy halmaz. Azt mondjuk,
hogy az F' : S — R fiiggvény eltoldsinvaridns, ha az F(x) =
F(y) egyenlgségbdl F(x +t) = F(y +t) kovetkezik, barmely
olyan x,y,t € R™ vektorokra, melyekre x,y,x +t,y +t € S
teljesiil.

Definici6. Legyen ) # S C R™ egy halmaz, FF : S — R
pedig egy fiiggvény. Tegyiik fel, hogy barmely x,y € S pont-
parra és barmely olyan 0 < r € R sugérra, mellyel igazak a
B(xz,r) C S és B(y,r) C S tartalmazasok, a kovetkezd fel-
tétel teljesiil: ha F(z) = F(y), akkor F(z +t) = F(y +t)
is fennall minden ¢t € B(0,r) esetén. Ekkor az F' fliggvényt
lokdlisan eltoldsinvaridnsnak nevezziik.

Vilagos, hogy az eltolasinvarianciabol kovetkezik annak lo-
kalis valtozata. Belathatd, hogy nyilt, konvex tartomanyon
értelmezett fiiggvények esetén igaz ennek megforditasa is.

Allitas. Legyen () # K C R™ nyilt, konvex halmaz, tovdbbd
F . K — R lokdlisan eltoldsinvaridns fliggvény. FEkkor F
eltoldsinvaridns.

Folytonos, lokalisan eltolasinvarians fliggvények strukti-
rdjanak megértéséhez kulcsfontossagu az alabbi észrevétel.

Tétel. Legyen O # K C R™ egy nyilt, konvex halmaz, va-
lamint F : K — R eqy folytonos, lokdlisan eltoldsinvari-



dns fligguény. Tovdbbd legyen adott k € N illetve eqy k ele-
md pontrendszer: x1,x2,...,xr € K. Amennyiben valamely
a € R szdmra

F(z1) = F(x2) =+ = F(zk) = «,

akkor F(p) = « teljesil minden olyan p € K pontban, mely
benne van az x1,...,x, pontok affin burkdban.

Ez a tétel akkor alkalmazhaté hatékonyan, ha garantalni
tudjuk olyan, ,kell6en sok” pontot tartalmazé affin fiigget-
len pontrendszer létezését, melynek tagjaiban F' ugyanazt
az értéket veszi fel. A kovetkezd, folytonos (nem feltétleniil
eltolasinvarians) fiiggvényekre vonatkozo altalanos egziszten-
ciatételiink értelmében ilyen pontrendszerek léteznek.

Tétel. Legyen n € N, ) # D C R"™ nyilt halmaz, F : D —»
R pedig egy folytonos fiigguény. Ekkor léteznek x1,...,x, €
D pontok oly mddon, hogy x1,...,x, affin fiiggetlen pont-
rendszer, valamint

F(xzy) =+ = F(zy).

Ezen allitasokat Osszekapcsolva adédik, hogy egy foly-
tonos, lokalisan eltolasinvarians fiiggvény globalisan kons-
tans egymadssal parhuzamos hipersikok mentén. Az érte-
kezésben mindezt nyilt, Osszefiiggd értelmezési tartomany
esetére igazoljuk, melybdl levezetjik a disszerticié elsé f6
eredményének szamitdé dekompozicids tételt. A tovabbiak-
ban p, : R® — R jel6li egy rogzitett a € R™ vektorral valo
belsészorzast, mint linearis funkcionalt.

Tétel. Legyen ) # D C R™ nyilt, 6sszefiiggd halmaz, F :
D — R pedig folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns fiiggvény.



Ekkor létezik olyan a = (a1, ..., a,) € R™ vektor és szigori-
an monoton, folytonos f : p,(D) — R fiigguény, amivel

F(xl,...,:cn):f(alxl—i—.--—i—an:z:n)

teljesil minden (x1,...,2,) € D esetén.

Osszetett fiiggvényegyenlet-rendszerek folytonos
megoldasai

Az eltoldsinvarians fiiggvényekre kapott jellemzési tétel bir-
tokdban az emlitett

F(wl—i—tl,xQ,...,xn):(Ih (F(:L‘l,ajg,...,l‘n),tl) (1)
F(xl,x2+t2,...,xn):<I>2(F(:r1,a:2,...,:vn),t2) (2)

F(zy1,20,...;2p +1ty) = Pp (F(x1,22,...,25),tn) (n)

fliggvényegyenlet-rendszer nyilt, dsszefliggs tartomanyon ér-
telmezett folytonos megoldasait karakterizaljuk. FElséként
azt tisztézzuk, hogy a megoldasokat milyen értelemben ke-
ressiik. Azt mondjuk, hogy F' megoldasa ennek az egyenlet-
rendszernek, ha léteznek alkalmas kétvaltozos, valés értéki
®y,...,P, fliggvények, melyekkel az (1) — (n) egyenletek
mindegyike fennéll.

Megmutathato, hogy az (1) —(n) egyenletrendszer megol-
dasai lokélisan eltolasinvariansak, igy a folytonos megoldésok
jellemzési tétele a korabbiak kdvetkezménye.

Tétel. Legyen ) # D C R™ nyilt, dsszefiiggéd halmaz. Az
F : D — R folytonos fligguény pontosan akkor megol-
dasa az (1) — (n) figguényegyenlet-rendszernek, ha létezik



a = (a,...,ap) € R™ wvektor és egy szigorian monoton,
folytonos f : pa(D) — R fiigguény, amivel

F(z1,...,zp) = f(a121+ -+ + anzy)
teljesil minden (x1,...,2,) € D esetén.

Ezutan az (1) — (n) egyenletrendszert altalanositjuk ugy,
hogy a valtozdkban az Osszeadas helyett altalanosabb mtve-
leteket engediink meg. Legyen minden k = 1,...,n ese-
tén ) # I, C R nyilt intervallum, valamint legyen F} :
I, x I, — I, folytonos, asszociativ egyszertsitéses mive-
let. Legyen tovabb4d S C I x --- X I, egy nemiires halmaz,
u: S — R pedig egy fliggvény. Azt mondjuk, hogy v meg-
oldasa az

U(Fl (:cl,tl),:cg,...,:rn) :\P1(u(m’1,x2,...,xn),t1)
u(xl,Fg (I'Q,tg),...,xn) :\Ifg(u(xl,acg,...,a:n),tg)

u(ml,xg,...,Fn(:cn,tn)) = \I/n(u(xl,xg,...,xn),tn)

fliggvényegyenlet-rendszernek, ha mindegyik fenti egyenlet
teljesiil alkalmas Wy, ..., ¥, kétvaltozos, valos értékd fiigg-
vényekkel. Ezt az egyenletrendszert a tovabbiakban (G-1) —
(G-n)-ként hivatkozzuk, utalva arra, hogy az (1) — (n) rend-
szer altalanositdsaként vezettiik be.

Az el6bbi jellemzési tételiinket a folytonos, asszociativ,
egyszerisitéses miiveletek reprezenticidjarol szold Craigen—
Pales-tétellel [6] 6tvozve karakterizalhatjuk a (G-1) — (G-n)
egyenletrendszer folytonos megoldasait is.

Tétel (Craigen—Pales, 1989). Legyen I C R nemtrividlis in-
tervallum, valamint legyen H : I x I — I egy folytonos,



asszociativ, eqyszerisitéses mivelet. Ekkor létezik eqy Ossze-
addsra nézve zdrt, nem korldtos J C R intervallum, valamint
egy h : J — I folytonos bijekcio, amellyel

H(z,y) =h(h™ () +h7'(y))
teljesil minden x,y € I esetén.

A (G-1) — (G-n) egyenletrendszer folytonos megoldasai-
nak jellemzési tétele az alabbi.

Tétel. Legyenek O # I, C R nyilt intervallumok, Fy : Iy X
I, — I pedig folytonos, asszociativ, egyszerisitéses mive-
letek minden k = 1,...,n esetén. Legyen tovdbbd O # D C
R"™ nyilt, dsszefiiggd halmaz, melyre D C I; X --- X I, .

Azu: D — R fiigguény akkor és csak akkor folytonos
megolddsa a (G-1) — (G-n) figgvényegyenlet-rendszernek, ha
létezik olyan a = (ai,...,a,) € R™ vektor, dsszeaddsra néz-
ve zdrt Jp C R intervallumok, tovdbbd fi : J, — I ho-
meomorfizmusok és eqy szigorian monoton, folytonos g valds
fligguény, amelyekre eqyrészt

Fy(z,y) = fx (F7 (@) + £ () (z,y€ly),
masrészt

U (xl I ijn) = g(alfl_l(x1> +---+ anfrzl(xn))
teljesil minden k=1,...,n és (x1,...,zy,) € D eselén.
Kvazitsszegek regularitas-megérzési tulajdonsa-
gai

Az el6z6 Tétel értelmében a (G-1) — (G-n) egyenletrendszer
folytonos megoldéasai specialis kvaziosszegek (I1d. [13, 15]).



Az értekezésben ilyen tipusu fiiggvények regularitasi kérdeé-
seivel is foglalkozunk.

Definici6. Legyen n € N, n > 2 valamint legyen () # [, C R
nyilt intervallum minden k£ = 1,...,n esetén. Tegyiik fel
tovabba, hogy fr : I — R folytonos, szigorian monoton
fiiggvény minden &k = 1,...,n esetén, g : f1(l1) + -+ +
fu(I,) — R pedig szintén folytonos, szigoritan monoton.
Ekkor az

F(zy,....zn) = g(fi(z1) + - + falzn))
(xr1 €,...,xy € Iy) (i)

moédon értelmezett F: [; X --- x I, — R fiiggvényt kvdzi-
dsszegnek nevezziik. A g, f1,..., fn fliggvényeket az I kva-
zibsszeg generdtorfiigguényeinek hivjuk.

Kvazitsszegek gyakran felbukkannak kozgazdasagtani al-
kalmazasok sorén, példaul Maksa Gyula [1, 14| munkaiban.
A disszertacioban bebizonyitjuk, hogy a kvazidsszeg parcia-
lis derivaltjainak létezése (illetve folytonossiga) maga utan
vonja a generatorfiiggvények differencialhatosagat (illetve a
derivaltak folytonossagat).

Tétel. Legyen n € N, n > 2 és tegyiik fel, hogy az (i) egyen-
lettel definidlt n vdltozés F kvdzidsszeg parcidlisan differen-
cidlhats. Ekkor generdtorfiigguényet differencidlhatéak. To-
vabbd, ha F folytonosan differencidlhatd, akkor generdtor-
figgvényei folytonosan differencidlhatiéak.

Az allitds analég verzidja magasabb rendd folytonos dif-
ferencidlhatdsig esetén is érvényben marad.



Tétel. Legyenek p,n € N pozitiv egészek gy, hogy n > 2
és tegyiik fel, hogy az (i) egyenlettel definidlt n vdltozds F
kvdzidsszeq p-szer folytonosan differencidlhatd. Ekkor gene-
ratorfiigguényes is p-szer folytonosan differencidlhatdok.

Az el6bbi tételek alkalmazéasaként a mér emlitett Craigen—
Péles-tétel [6] egy kiterjesztését kapjuk.

Kovetkezmény. Legyen p € N és legyen O # I C R nydlt
wntervallum. Tegyik fel, hogy H : I x I — I eqy p-szer
folytonosan differencidlhatd, asszociativ, eqyszerisitéses mi-
velet. Ekkor létezik eqy dsszeaddsra nézve zdrt, nem korldtos
J C R nyit intervallum, valamint eqy h : J — I folytonos
bijekcid, melyre a h™' fiigguény p-szer folytonosan differen-
cidlhatd, h|jyg szintén p-szer folytonosan differencidlhato,
tovabbd

H(x,y)=h (h_l(:v) + h_l(y)) (x,yel).

Hasznossagi fiiggvények karakterizacioi

A disszertacié utolso fejezetében a kordbbi szakaszok ered-
ményeinek alkalmazéasaként hasznossagi fiiggvények neveze-
tes osztalyaira kapunk jellemzési tételeket.

Definicié. Legyen D C R} nemiires halmaz és u : D — R
egy fiiggvény. Ekkor a D halmaz elemeit (n joszagbol al-
16) joszdgkosaraknak, az u fiiggvényt pedig hasznossdgi figg-
vénynek nevezziik. Tovabba az

T =y = u(z) < uy) (z,y € D)

moédon definidlt <, € D x D relaciot az u fiiggvény altal
generdlt preferencia reldcionak hivjuk. Egy w : D — R
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hasznossagi fiiggvényt szepardbilisnek neveziink, ha minden
k =1,...,n index esetén léteznek Iy C Ry nyilt interval-
lumok, valamint uy : Iy — R folytonos, szigortian mono-
ton névekvs Un. parcidlis hasznossdgi fliggvények oly modon,
hogy D C I} x --- x I, illetve

w(zy, .. op) =ur(xr) + -+ up ()
teljesiil barmely (x1,...,x,) € D vektorra.

A definiciéban szerepld fogalmakat a legtobb gazdasagi
matematika témaju tankényvben (példaul |3, 11, 19]) meg-
talalhatjuk. Az altalunk tekintett hasznossagi fliggvényekrsl
feltessziik, hogy folytonosak és minden véltozdjukban szigo-
ridan monoton noévekvéek. Ezek a feltételek szdmos, hasz-
nossagi fliggvényekkel és reprezentaciokkal foglalkozo klasszi-
kus dolgozatban megjelennek (Id. Debreu |7, 8] munkait).
Koénnyen lathato, hogy ha ¢ szigortian monoton névekvd,
akkor u és @ owu ugyanazt a preferencia-relaciot generdlja. A
disszertacioban belatjuk ennek megforditidsat is.

Allitas. Legyen 0 # D C R% egy halmaz, és tegyiik fel,
hogy u : D — R és v : D — R két hasznossdgi fiiggvény
igy, hogy <, ==y . Ekkor létezik v : u(D) — R szigorian
monoton névekvd fiigguény, amelyre v = @ o u.

Ezek alapjin két hasznossagi fiiggvényt ekvivalensnek te-
kintiink, ha szigoriian monoton fiiggvénnyel valé kompozici-
oval egymasba vihet6k. Az elébbi észrevételek utan meg-
mutatjuk, hogy a kvazidsszeg alakii hasznossagi fiiggvények
éppen a szeparabilis hasznossagi fiiggvényekkel ekvivalen-
sek. Tovabba, a kvaziosszeg differenciadlhatosagi tulajdon-
sagai oroklédnek a parcialis hasznossagi fiiggvényekre.
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Tétel. Legyen n € N, n > 2, és tegyiik fel hogy minden
kE=1,....,n esetén ) # I, C R nyilt intervallum, vala-
mint ug : Iy — R folytonos, szigorian monoton névek-
v6 fiigguény. Legyen tovdbbd ¢ : ui(lh) 4+ -+ + up(I,) —
R szintén folytonos, szigorian monoton ndvekvd, valamint
p € N jeloljon egy rogzitett pozitiv egész szdmot. Legyen a
v:I x---x I, — R hasznossdgi fiiggvény az aldbbi kvdzi-
0sszeq alakban adott:

v(T1,. ., Tn) = w(ul(xl) +~--+un(acn))
(x1€l,...,2p € I).

Amennyiben a v fligguény p-szer folytonosan differencidlhatd,
azui,...,u, figguények szintén p-szer folytonosan differen-
cidlhatoak. Tovdbbd az

u(zy,...,xn) =ur(zy) + - - +up(zy)
([L’l Efl,...,l'nEIn)

mddon értelmezett u : Iy X --- x I, —> R szepardbilis hasz-
nossdgt fiigguényre =, ==, teljestil.

Megjegyezziik, hogy a szeparabilis hasznossagi fliggvé-
nyek jelentGségét Gorman [10] dolgozata alaposan elemzi.
Végezetiil az Osszetett fiiggvényegyenlet-rendszerek folyto-
nos megoldasaira kapott dekompozicids tételeink felhaszna-
lasaval karakterizaljuk a Cobb-Douglas [5] illetve a CES ti-
pusu [2| hasznossagi fiiggvényeket. Els6ként ezt a két fiigg-
vényosztilyt ismertetjiik.

Definicio. Legyen D C R’} nemiires halmaz és legyenek
Ajar,...,an € Ry adott konstansok. Ha az v : D — R
hasznossagi fliggvény az

w(zy,...,xp) =A-af - ...z ((xl,...,xn)ED)
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képlettel értelmezett, akkor az u fiiggvényt Cobb-Douglas
tipusi hasznossdgi fligguénynek nevezziik.

Definicio. Legyen D C R’} nemiires halmaz valamint legye-
nek A >0, o€ R\ {0} és minden i =1,...,n esetén a; >0
adott konstansok. Ha az u : D — R hasznossagi fliggvény
az

u(:rl,...,xn):A-<Za,’xf>g ((z1,...,2n) €D)
i=1

képlettel értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy u CES tipusi
hasznossdgi fiigguény.

Természetes feltételezés, hogy mindkét nevezetes osztély
tartalmazza a fenti definicikban szerepld képletekkel adott
fliggvények barmely szigoriian monoton valos fliggvénnyel
vett kompoziciéit is, hiszen a generalt preferencidkat ilyen
jellegii transzformécié nem befolyasolja. Ebben az értelem-
ben teljesiilnek a kdvetkezs karakterizacios allitasok.

Tétel. Legyen O # D C R} nyilt, dsszefiiggé halmaz, u :
D — R pedig folytonos, minden vdltozdjdban szigorian mo-
noton novekvd. Ekkor az u hasznossdgi fliggvény pontosan
akkor Cobb—Douglas tipusi, ha minden k = 1,...,n esetén
létezik alkalmas kétviltozds Wy fiigguény a kovetkezd tulaj-
donsdggal:

minden olyan (x1,...,2,) € D pontra és ty € Ry pozitiv
szamra, amelyre

(xla"'axk‘—l7xk"tk7$k+17"'7$n) €D
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teljesiil, fenndll az

u(xl,...,xk,l,xk-tk,karl,...,xn):

egyenlet.

Megjegyzés. A Tétel szemléletesen azt fejezi ki, hogy egy
hasznossagi fiiggvény pontosan akkor Cobb-Douglas tipusi,
ha barmely két azonos hasznossagu

(1,...,2p) illetve  (y1,...,Yn)

joszégkosar esetén a kovetkezs teljesiil: barmely ¢ > 0 esetén,
ha egy adott termék xj, illetve y; mennyiségét rendre t - xj -
ra illetve t - yi -ra valtoztatjuk, akkor az Gjonnan kapott két
joszagkosar hasznossaga is meg fog egyezni egymaéssal (bar-
mely k =1,...,n esetén).

Két joszagbol allo jészagkosarak esetén, azaz amikor a
hasznossagi fliggvény kétvaltozos, a fenti észrevétel a kozom-
bosségi gorbék (vagyis a hasznossagi fliggvény szintvonalai,
1d. [19]) segitsegével is megfogalmazhato: egy hasznossagi
fiiggvény pontosan akkor Cobb-Douglas tipust, ha az

(x1,22) — (121, t2x2)

transzformécié barmilyen t1,ts > 0 esetén kdzdmbosségi
gbrbét kdzombosségi gorbébe visz at.

A CES tipust hasznossagi fiiggvényekre vonatkoz6 ana-
log jellemzési tétel megfogalmazasahoz be kell vezetniink a
R, : Ry xRy — R, fliggvényt a kovetkezd modon:

Ry(u,v) = (+v9)e  (uveRy),
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ahol o # 0 adott paraméter. Egyszertien beldthato, hogy R,
egy folytonos, asszociativ, egyszertsitéses mivelet.

Tétel. Legyen () # D C R} nyilt, dsszefiiggd halmaz, u :
D — R pedig folytonos, minden vdltozéjaban szigorian mo-
noton novekvd. FEkkor az u hasznossdgi fliggvény pontosan
akkor CES tipusi, ha valamilyen o € R\ {0} paraméter mel-
lett minden k = 1,...,n esetén létezik alkalmas kétvdltozds
V. fiigguény a kovetkezd tulajdonsdggal:

minden olyan (x1,...,x,) € D pontra és ty, € Ry pozitiv
szamra, amelyre

(1’1,.‘.,$k_1,RQ(;Uk,tk) ,$k+1,...,$n) eD

teljesiil, fenndll az

u(xla--'vxk—laRg(xkatk) 7xk+17"'7xn)
=V (u(zy,...,zn),tk)

egyenlet.

Megjegyzés. A Tétel szemléletes jelentése, hogy egy u hasz-
nossagi fiiggvény pontosan akkor CES tipusi (o paraméter-
rel), ha barmely két azonos hasznossagu

(1,...,2p) illetve (y1,...,Yn)

joszagkosar esetén a kovetkez6 teljesiil: barmely ¢t > 0 ese-

tén, ha egy adott termék xj illetve gy, mennyiségét rend-
1 1

re (:Ui + tg) ¢ -ra illetve (y,i’ + tg) ¢ -ra valtoztatjuk, akkor az

Gjonnan kapott két joszagkosar hasznossaga is meg fog egyez-

ni egyméssal (barmely k = 1,...,n esetén).
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A disszertacioban szerepeltetjiik ennek az &llitasnak a
CES tipust hasznossagi fliggvények kézombosségi gorbéire
vonatkozd kovetkezményeit. Végiil egy harmadik hasznos-
sagi fiiggvény osztalyra, az uin. standardizalt Madi-Nagy—
Prékopa tipusa [12]| hasznossagi fiiggvényekre is kozliink az
elébbiekhez hasonlé jellemzési tételt.
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This short thesis contains a summary of the most impor-
tant concepts and theorems of our dissertation. The main to-
pics are the following: characterizations of continuous, trans-
lation invariant functions; continuous solutions of composite
functional equations; regularity preservation of quasisums;
characterizations of utility functions. Besides the dissertati-
on, the details of our results are contained in the articles [16]
and [17].

Motivation

The primary motivation for the research summarized in this
dissertation was the investigation of utility functions. These
are the prevalent tools in mathematical economics for the
modelling of an individual consumer’s behavior. By a utility
function we mean a function which assigns a real number
to each element in the set of alternatives from which the
consumer may choose. The preferred alternative is the one
with the smaller function value.

Our main objective is to give certain criteria which are
relatively easy to check in order to decide whether a given
utility function of a well-known type (such as Cobb-Douglas
[5] or CES type [2]) is appropriate for the representation of
a given consumer’s preferences. Surprisingly, we could not
find such direct comparison results in the literature, although
the two notable classes of utility functions mentioned above
have been investigated by many authors (see [9, 18, 20]). Our
main approach for the characterization of utility functions is
to determine the continuous solutions of particular systems
of composite functional equations.

The systems of functional equations considered in the
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dissertation are motivated by the following system consisting
of two composite equations:

F($+tay) =& (F(.Z’,y),t)
F(z,y+s) =22 (F(z,9),s).

Here F, ®;,®5 are all unknown, real valued functions. This
system of equations was considered by Zoltan Boros [4] under
the assumption that F' is defined on a restricted domain,
namely on an open, connected subset of R%. The main result
of [4] is that any continuous solution F, which is defined on
an open, connected domain of R?, can be written as the
composition of a strictly monotone, continuous real function
and a linear functional. In the dissertation we investigate
the higher dimensional analogue of this system:

F(:El,...,xj+tj,...,l‘n):q)j(F(xl,...,l‘j,...,l’n),tj)
(j=1,...,n).

It can be shown that the solutions are particular quasisums
(see [13, 15]). This fact motivates the investigation of regu-
larity properties of quasisums.

Translation invariant functions

In the sequel N and R denote the set of positive integers and
real numbers, respectively. R™ denotes the n dimensional
euclidean space while R"! contains the n dimensional vectors
with positive coordinates. Usually, if we no not assume its
contrary, we suppose that n > 2. Moreover, B(x,r) denotes
the open ball in R™ with center  and radius r.
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Let us observe, that if F' is a solution of the system of
functional equations having n members, which we have int-
roduced above, then the following holds: for any z,y € R"
such that F(x) = F(y), the equation F(z +t) = F(y +1) is
also fulfilled, for any vector t € R™ which is parallel to one of
the coordinate axes. This property motivates the following
notions.

Definition. Let ) # S C R"™ be a set and let F : S — R
be a function. We say that the function F' is translation
invariant, if F(z) = F(y) implies F(z +t) = F(y + t), for
any vectors z,y,t € R" such that z,y,x + ¢,y +t € S.

Definition. Let () # S C R" be a set and let F: S — R
be a function. Suppose that for any z,y € S and for any 0 <
r € R such that B(xz,r) C S and B(y,r) C S, the following
assertion holds: if F(x) = F(y) then F(z +1t) = F(y+1) is
fulfilled for any t € B(0,7). Then the function F is said to
be locally translation invariant.

It is clear that translation invariance implies its local version.
One can easily verify the reverse implication, provided that
the domain of definition is open and convex.

Proposition. Let ) # K C R™ be an open, conver set,
moreover let ' : K — R be a locally translation invariant
function. Then F 1is translation invariant.

In order to understand the structure of continuous, lo-
cally translation invariant functions, the following observa-
tion is crucial.

Theorem. Let ) # K C R™ be an open, convex set and let
F : K — R be a continuous, locally translation invariant
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function. Moreover let x1,...,x, € K be a given collection
of points for some k € N. If

F(x1)=F(xg)=--=F(ap) =«

holds for some number o € R, then F(p) = « is also fulfilled
for such points p € K which are contained in the affine hull

of x1,..., Tk .

The full potential of this theorem can be exploited in situ-
ations when there exist a "large" set of affinely independent
points where the function attains the same value. Our fol-
lowing, general existence theorem for continuous (not neces-
sarily translation invariant) functions ensures the existence
of such systems of points.

Theorem. Let n € N and let ) # D C R™ be an open set.
Suppose that F : D — R is a continuous function. Then
there exist points x1,...,xn € D such that x1,...,x, are
affinely independent, moreover

F(xy) =-- = F(zy).

Merging these preliminary results we obtain that a conti-
nuous, locally translation invariant function is globally cons-
tant on parallel hyperplanes. In the dissertation this sta-
tement is proved for the case of open, connected domains.
Eventually, this proposition implies the following decompo-
sition theorem, which is the first main result of the disserta-
tion. In the sequel, p, : R® — R denotes the inner product
with any fixed vector a € R™ (as a linear functional).

Theorem. Let ) # D C R™ be an open, connected set and
let F: D — R be a continuous, locally translation invariant
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function. Then there exist a vector a = (ay,...,a,) € R”
and a continuous, strictly monotone function f : p,(D) —
R such that

F(zy,...,op) = f(a121+ -+ apzy)

holds for all vectors (x1,...,x,) € D.

Continuous solutions of systems of composite
functional equations

Applying this decomposition theorem for translation invari-
ant functions, we characterize the continuous solutions of the
already mentioned system of composite functional equations

F(x1+t1,:r2,...,a:n) = P, (F(a;l,xg,...,xn),tl) (1)
F(xl,l'g—i-tg,...,l'n) = &, (F(a:l,xg,...,xn),tg) (2)

F(z1,29,...,2n +1tp) =P (F(z1,22,...,20),tn) (n).

We first need to clarify that in what sense are we looking for
solutions. We say that F' is a solution of the system (1) —
(n), if there exist some two-variable real valued functions
®;,...,®, such that all of the equations above are fulfilled.

It turns out that the solutions of the system (1) — (n) are
locally translation invariant, so the characterization theorem
of the continuous solutions is a consequence of our previous
results.

Theorem. Let ) # D C R"™ be an open, connected set. The
continuous function F : D — R is a solution of the system
of functional equations (1) — (n) if, and only if, there exist
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a vector a = (ay1,...,a,) € R™ and a continuous, strictly
monotone function f : pa(D) — R such that

F(zy,...,zn) = f(a121+ -+ + anzy)
holds for all (z1,...,zy,) € D.

In the next part we generalize the system of functional
equations (1) — (n). In each of the variables the addition
is replaced by a more general binary operation. That is,
for all Kk = 1,...,n, let ) # I;; C R be an open interval,
moreover let Fy : I X [, — I be a continuous, associative,
cancellative operation. Suppose that S C I} x --- x I, is a
nonempty set and v : S — R is a function. We say that u
is a solution of the system of functional equations

U(Fl (:cl,tl),:cg,...,:rn) :\P1(u(m’1,x2,...,xn),t1)

u(xl,Fg (I'Q,tg),...,xn) :\Ifg(u(xl,acg,...,a:n),tg)

u(ml,xg,...,Fn(:cn,tn)) = \I/n(u(xl,xg,...,xn),tn)

if all of the equations above are fulfilled for some appropriate
two-variable real valued functions ¥y ,...,W¥, . This system
of equations will be referred to as (G-1) — (G-n), indicating
that it is a generalized version of the system (1) — (n).

Combining our previous characterization theorem with
the representation theorem of continuous, associative, can-
cellative operations by Craigen and Pales [6], we are able to
describe the continuous solutions of (G-1) — (G-n).

Tétel (Craigen-Pales, 1989). Let I C R be a nontrivial in-
terval, moreover let H : I x I — I be a continuous, as-
sociative, cancellative binary operation. Then there exist an
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unbounded interval J C R which is closed under addition,
and a continuous bijection h : J — I such that

H(z,y)=h (b~ () +h~(y))
holds for all x,y € I.

The characterization of the continuous solutions of the
system (G-1) — (G-n) is the following.

Theorem. Let ) # I, C R be an open interval and let
Fy : I, x I, — I be a continuous, associative, cancel-
lative operation, for all k = 1,...,n. Moreover, suppo-
se that ) # D C R"™ is an open, connected set such that
DCL x---x1I,.

Then the continuous function u : D — R 14s a solution
of the system of functional equations (G-1) — (G-n) if, and
only if, there ezist a vector a = (ai,...,an) € R", some
open intervals J, C R closed under addition, moreover some
homeomorphisms fi : Jy — I and a continuous, strictly
monotone real function g such that

Fi (z,y) = fi. (fg 1 (@) + [ () (z.y € Iy)
and also

w(xy,. .., Tp) :g(alffl(azl) +---—|—anfn_1(:17n))
hold for all k =1,...,n and for all (x1,...,z,) € D.

Regularity preservation for quasisums

According to the previous theorem, the continuous solutions
of (G-1) — (G-n) are particular quasisums (see [13, 15]). In
the dissertation we discuss regularity properties of such func-
tions.
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Definition. Let n € N, n > 2 and suppose that I, C R is
a nonempty open interval for £k = 1,...,n. Moreover, let
fr : Iy — R be continuous, strictly monotone functions
for k =1,...,nand let g : fi(l1)+ -+ funln) — R
be also continuous, strictly monotone. Then the function
F:I; x---x I, — R defined by

F(xlv"'>$n) :g(f1($1)+"'+fn($n>)
(x1€li,...,2p €1p) (i)

is called a quasisum. The functions g, f1,..., f, are called
the generators of F.

Quasisums often appear in mathematical economics, for
example, in the works [1, 14] of Gyula Maksa. Applying
some clagsical results from real functions theory we are able
to prove that the existence (and, respectively, continuity) of
the partial derivatives of a quasisum implies the existence
(respectively, the continuity) of the derivatives of the gene-
rators.

Theorem. Letn € N, n > 2 and suppose that the n-variable
quasisum F defined by the formula (1) is partially differenti-
able. Then the generators of F' are differentiable. Moreover,
if I is continuously differentiable, then its generators are
continuously differentiable.

The statement remains valid in the case of higher order con-
tinuous differentiability.

Theorem. Let p,n € N be positive integers such that n > 2
and suppose that the n-variable quasisum F defined by the
formula (1) is p-times continuously differentiable. Then the
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generators of F are p-times continuously differentiable as
well.

Applying the previous two Theorems, we obtain an augmen-
ted version of the Craigen—Pales theorem.

Corollary. Let p € N and let ) # I C R be an open inter-
val. Suppose that H : I x I — I is a p-times continuously
differentiable, associative, cancellative operation. Then the-
re exist an unbounded open interval J C R which is closed
under addition, moreover a continuous bijection h : J — I
such that h=1 is p-times continuously differentiable, h| sy is
also p-times continuously differentiable, moreover

H(z,y)=h (hil(x) + hil(y)) (x,yel).

Characterization of utility functions

In the final part of the dissertation , applying the results of
the preceding sections, we establish characterization theor-
ems for notable classes of utility functions.

Definition. Let D C R’} be a nonempty set and let u :
D — R be a function. Then an element of D will be called
a bundle of goods (consisting of n goods) and u will be called
a utility function. Furthermore, the relation <, C D x D
defined as

z 2y = u(@) < uly) (z,y € D)

is the preference relation generated by the utility function
u. The utility function v : D — R is called additively
separable, if there exist nonempty open intervals I, C R,
and so-called subutility functions ux : Iy —> R which are
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continuous, strictly increasing for £ = 1,...,n such that
DCIL x---x1, and

w(zy,...,op) =ur(xr) + - 4+ up(zy)
holds for all (z1,...,z,) € D.

The previous concepts can be found in most of the text-
books concerning mathematical economics (for instance, in
[3, 11, 19]). We always suppose that the considered utility
functions are continuous, moreover they are strictly increa-
sing in each variable. These regularity assumptions appear
in many classical results concerning representations of pre-
ferences by utility functions (for instance, in the works [7, 8]
of Debreu). It is easy to see that if ¢ is strictly increasing,
then u and ¢ o u generate the same preference relation. We
prove the converse of this statement in the dissertation.

Proposition. Let D C R} be a nonempty set and let u :
D — Rand v : D — R be two utility functions with
=u==y. Then there exists a strictly increasing function
¢ :u(D) — R such that v= @ ou.

After these observations we deduce that utility functions
of quasisum form are equivalent to additively separable uti-
lity functions. Moreover, the differentiability properties of
the quasisum are inherited by the subutility functions. The
equivalence of two utility functions means that they both
generate the same preference relation. In other words, they
are strictly monotone transforms of each other.

Theorem. Letn € N, n > 2 and suppose that ) # I, C R is
an open interval for k=1,...,n. Moreover, let u : I, —
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R be continuous, strictly increasing for k=1,...,n and let
o ui(l) + - 4+ up(Iy) — R be also continuous, strictly
increasing. Let p € N be a fized positive integer. Suppose
that the utility function v : Iy X -+ x I, — R defined by

U(xlw'wxn) = (P(ul(xl)++un(xn))
(l‘l EII,...,l'nEIn).

is p-times continuously differentiable. Then the functions
Uy, ..., Uy are p-times continuously differentiable.

Moreover, for the additively separable utility function u :
I x -+ x I, — R defined by

u(ry,...,xn) =ur(zy) + - +up(zy)
(.Tl GIl,...,CCnEIn)

we have <, ==y .

We shall mention that the significance of additively sepa-
rable utility functions is thoroughly investigated by Gorman
[10]. Finally, applying the decomposition theorems obtained
earlier for continuous solutions of systems of composite func-
tional equations, we characterize the Cobb—Douglas type [5]
and CES type |2| utility functions. We supply the definitions
of these two classes of utility functions.

Definition. Let D C R’} be a nonempty set, moreover let
A ay,...,an € Ry be given constants. If the utility functi-
on u: D — R has the form

w(zy,...,xp)=A-a{ - ...apn ((xl,...,xn)GD),

then w is called a Cobb-Douglas type utility function.
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Definition. Let D C R’} be a nonempty set, moreover let
A >0, 0€R\{0} and a; > 0 be given constants, for every
i1 =1,...,n. If the utility function u : D — R has the form

1
u(xl,...,a:n):A-<Zaixf> ((xl,...,xn)GD),
=1

then u is called a CES type utility function.

It is natural to assume that these classes contain not only
the functions given by the particular formulas above, but
any composition of those with some strictly increasing real
function (since the generated preference relation is invariant
under such transformations). In this sense, the following
characterizations are valid.

Theorem. Let ) # D C R’} be an open, connected set and
let u: D — R be a continuous function which is strictly
increasing in each variable. Then w is a Cobb—Douglas type
utility function if, and only if, for every index k =1,...,n,
there exist a two-variable real valued function Vi with the
following property:

for all points (x1,...,x,) € D and for any positive num-
ber tr, € Ry fulfilling

(1, Tp1, T g, Thg1, .-+, Tn) €D,

the functional equation

u($17"'7xk:—17xk'tk:)xk—‘rl)"')xn) =
\Ilk(u(a:l,...,azn),tk)

holds.
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Remark. In an illustrative sense, this Theorem expresses the
fact that a utility function is of Cobb—Douglas type if, and
only if, for an arbitrary pair of bundles (zj,...,z,) and
(y1,-..,Yn), the following holds: for any ¢ > 0, if we modify
the quantities x; and y; of the same good to the new quan-
tities t -z and t - yg , respectively, then the utility of the two
newly obtained bundles will again coincide with each other
(for every k=1,...,n).

In the two dimensional case, (that is, when each bundle
consists of two goods), this property can be formulated via
the level sets of the utility function. In the context of utility,
these level sets are called the indifference curves of the func-
tion, as it is mentioned in e.g. [19]. Using this terminology,
a utility function is of Cobb—Douglas type if, and only if, the
mapping

(z1,22) = (t121, t2z2)

transforms any indifference curve into another indifference
curve whenever ty, to > 0.

Before formulating an analogous statement for CES type
utility functions, we have to introduce the mapping R, :
R4y xRy — Ry defined as

Ry(u,0) = (u® +v0)e (w0 ERy),

where p # 0 is a given parameter. It is easy to see that R,
is a continuous, associative, cancellative operation.

Theorem. Let ) # D C R’} be an open, connected set and
let u: D — R be a continuous function which is strictly
wncreasing in each variable. Then u s a CES type utility
function if, and only if, there exists a parameter o € R\ {0}
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and, for every index k =1,...,n, there exist a two-variable
function Yy with the following property:
for all points (x1,...,x,) € D and for any positive num-

bers ty, € Ry fulfilling
(x17-~‘7xk71 7RQ (xkvtk) 7$k+17"‘7$n) S Da

the functional equation

u(l‘la--ka—laRQ(xkatk) 7xk+17"'7xn)
=V (u(zy,...,zy),tk)

holds.

Remark. This characterization theorem can be interpreted
as follows. A utility function u is of CES type (with pa-
rameter o) if, and only if, for any two bundles (z1,,...,z,)
and (y1,...,yn) with the same utility the following property
holds: for any ¢ > 0, if we modify the quantities x; and

1
Yy of the same good to the new quantities (xi + tg) ¢ and

1
(y,ﬁ + ¢ ) ¢ respectively, then the utility of the two newly ob-
tained bundles will again coincide with each other (for every
E=1,...,n).

In the dissertation we formulate a corollary of this the-
orem, concerning the indifference curves of CES type utility
functions. Finally, we also supply a similar characterizati-
on of the standardized Madi-Nagy—Prékopa type [12] utility
functions.
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