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BEVEZETES

Ugy emlékszem, dinamikus programozéasrol tanarkétibttam ebszér. Ez nem azt
jelenti, hogy ne ismertem volna dinamikus prograa@sogszkdzeivel megoldhaté feladatokat,
de nem azonositottam azokat kulén kategoriakéntjodaan meggondolom, mér tanarra
valdsom kiszobén, a matematika allamvizsgan is ifgeadatot vettem &] amikor kedvenc
kombinatorikai problémamat kérdezték. A probléma goldasa az ismétlés nélkili
kombinaciok szdmanak meghatéarozasa volt rekurdzefiggges segitségével. Van, aki ezt a
problémat nem tekinti igazi dinamikus programozfedadatnak. Vitatkozni nem akarok
senkivel, azonban tapasztalatom azt mutatja, haggraétlés nélkili kombinaciok kapcsan
megismerhét a dinamikus programozas teljes eszkdzkészletedrKgképsége a dolognak,
hogy megtargyaldsa kdzben szinte magéatél adédrak afelismerések is, amelyeknek egy
részét bizonyitas nélkul, ,készen” kapjdk meg maitém oran.

A hétkdznapokban sok optimalizalasi probléma addéaiikelyek megoldasara ragyogo
eszk6z a dinamikus programozas. Ezért nem vélditegy az eltelt évek soran sok nagyszer
dinamikus programozasi probléma kertlh @l programozasi versenyeken is. Ezek hatdsara
nem csak a versenyeken, hanem az arra készékkorokon is kulon kategoriavétte Ki
magat. Ez a feladattipus tapasztalatom szerintszmit konn§inek a didkok szamara, ezért
fontos vele kiemelten foglalkozni. Ha megfélesorrendben, ke&len sok feladattal
talalkoznak a versengk, éles helyzetben is j0 eséllyel felismerik az tdegozokat, ha pedig
sikertlt felismerni, akkor megfelierutin birtokdban meg is tudjak azokat oldani.

Aki az ebzé bekezdés alapjan arra gondol, hogy a feladatokoliéga csak azok
szamara lehetséges, akik a programozasban jartésall, A feladatok altalaban énmagukban
is érdekes problémakat hordoznak, amelyek gyakmn tablazatkezél programmal is
lekiizdhebk.

A szakdolgozatban az volt a célom, hogy részbenamagk, részben érdékls
kollégaimnak és diakjaimnak megmutassam a témakpledetséges feldolgozasi médjat. Az
ismereteket példak megoldasa soran igyekeztem iatAdieladatokat gyakran nem eredeti
form4jukban kozlém, hanem céljaimnak megfelel modositva, részben a kdnnyebb
szOvegezés, részben a felesleges technikai résekibigyasa miattA feladatok forraséara

sajnos nem minden esetben emlékszem, igy fordelbathogy van, amikor elmarad azok
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megjelblése.

A dolgozat olvaséja hianyolhatja, hogy nem mellékml tényleges megoldasokat
(futtathatd programokat, tablazatokat). E kérdésh#imtésem tudatos. A feladatok
megtargyalasi modijat, segikérdéseket, Otleteket, algoritmusokat akartam itégz Ugy
vélem, hogy minden tovabbi ,maganigy”’, az adotkulik, kolléganak kell megkizdenie

azért, hogy az elvi elképzelésékimiikddé program szllessen.
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1. A DINAMIKUS PROGRAMOZAS HELYE A SZAKKORON

A gimnéziumi informatika tananyagban érdemi médemrszerepel az algoritmizalas.
Az a néhany o6ra, ami arra fordithatd, nem feltéilexlegend arra, hogy az érdeldést
felkeltse, arra még kevésbé, hogy az ezen terligeadn tehetségesek felismerését lareet
tegye. Algoritmizalassal komolyabb formaban csakéies jelentkezés alapjan szervezett
szakkoron talalkoznak a didkok. A szakkori jeleatkeszama sajnos nem teszi lehet a
korosztaly szerinti bontast. Ez a feldolgozas suljét és mélységét is érinti, hiszen az Gjak
miatt évbl-évre eb kell vennem ugyanazokat a témakat. A jobbak szamarkicsit unalmas
lehet, ezt prébalom feloldani azzal, ho§k magyarazzanak el egyes ¢sszefliggéseket az

Gjonnan csatlakozoknak.

A szakkdr tehat spirdlis felépitéé4 évnyi ciklust szemlélve), adott éven belll gedi

feladattipusaiban — a Nemes Tihamér verseny éKax/Gorduldihoz igazodik.
Fobb témakorok
* Matematikai logika
* Programozasi tételek
* Moho algoritmusok
» Dinamikus programozas
» Grafok

» Visszalépéses algoritmusok
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2. DINAMIKUS PROGRAMOZAS —TECHNIKAI MEGALAPOZAS

A didkokat nem lehet &mények nélkil megismertetni a dinamikus prograresai
Ha lehetséges, akkor olyan modon kell a kérdésliezliteni, hogy lehéség szerint ne
direkt médon oktassuk, hanem maguk fedezzék felaatljunk ki a tobbség szamara ismert
tudaselemekdl és az ismert eszkdzok alkalmazasabdél, majd a negaészetességében
tegyik meg a megfelekelbrelépést.

A cél természetesen a bevézdtladatokban is az, hogy eljussunk a megoldast adé
rekurziv dsszefiiggés megfogalmazasaig, majd andzakeken alkalmazédsaval vagy — adott
esetben — a tablazatkitdltés modszerének felhassanall a probléma altal igényelt érték
megadasaig.

2.1 FAKTORIALIS

A szakkorre jaro didkok - tapasztalatom szerint -ar néltalanos iskolaban
megismerkednek a faktorialis fogalmaval, ezért vaine épiteniink. A kiszamitds egyik
maodjat is ismerik, &, szadmukra altalaban csak egy jelodéss az ahhoz tartozd szamitasi

modszerél van sz6.
Feladat: szamitsuk ki 7! értékét!

Hagyomanyos megkdzelitéssel 6ssze kell szorozzekamokat 1€él 7-ig. Végig is
mondjak a diakok: 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040.

A méasik megkdzelités mér szokatlan szamukra, amely

= n(n-1)!,han>0
| 1han=0

meghatarozason alapul. Ezt a kiszamitasi médot kedhelarulni a diakoknak, el is
jatszhaté a kovetkézformaban: ha nem tudod 7! értékét, kérdezd megoanszédodtol 6!
ertékét és szorozd meg 7-tel! Ha nem tudja 6! értékét, megkérdezi 5! értékét a
szomszédjatél és igy tovabb, egészen addig, amfwerl jutunk a 0! kifejezésig. Azt a
legtbbben nem ismerik, mivel: ,Hogy is lehetne d26e0 darab pozitiv egész szamot

0sszeszorozni?” ,Nincs is értelme.” E kijelentésskiermészetesen nem érthetiink egyet, de
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bévebb magyarazatba sem érdemes fogni. Egiiemeazt mondjuk a didkoknak, hogy valahol
véget kell vetni ezeknek a kérdéseknek, ezért kmptsan kinyilatkoztathatjuk, hogy annak
értéke 1. Természetesen matematika oOran vagyobkés feladatok megoldasanal

megtapasztalhatjuk, hogy sziikségéaalt ez a definialas.

A késibbi feladatok miatt célszéritt megismerni egy fluggvényszejeldlési médot,

mely szerint:

a) fakt(n) =112[...[n
b) fakt(n) =nl fakt(n—1), han> 0, fakt(0) =1

A fentiek megértéséhez és kiprobalasahoz nincs ssglkprogramozasi eszkozre,

Iényegében egy tablazatkezerogrammal atliltethék a gyakorlatba.

Amikor szép sorban kiszamitjuk 1!, 2!, 3!, ... 7!ékét, az a tablazatkitéltmddszer
elbfutara, amikor pedig megkérdezzik mastdl a korabibéket (a rekurziv definiciot

hasznaljuk), az a rekurziv megoldas felé visz.

2.2 FIBONACCI SZAMOK

A Fibonacci szamokat sok diak ismeri, a hozza tartdasszikus torténetet azonban az
utdbbi években kevesebben. Feladatként talalva se rekadasa kdzben kideritliethogy
mekkora az ismertsége. Ha nem ismerik, akkor odisze problémat |épésk Iépésre
lektizdeni, mivel nem megoldhatatlan a 14-16 évemdataly szamara. Megfetetanari
irdnyitassal biztosan célba lehet érni. Javasloktasszikus valtozat hasznalatat, mivel az
mddot ad a teljes végiggondolasra és a hasznaefisgést szisztematikus munkaval tudjuk
felépiteni.

2.2.1.FIBONACCI SZAMOK —ALAPFELADAT

A feladat: elhatarozzuk, hogy nyulakat fogunk teszyéni, ezért vasarolunk egy
Qjszuldtt nyulpéart. A nyulak két honap alatt valnakmékennyé. A termékeny nyulparoktél
minden hénapban egy Ujabb nyudlpar szlletik. Hatarbaneg, hogy az disév végén hany

nyulparunk lesz, ha feltételezzik, hogy egy senzfpligl a vizsgalt id alatt! [3]

A megoldast praktikus a nyulparok szamat régt#blazattal megkeresni.
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1.héd | 2. hd | 3. hé | 4. hd | 5. hd | 6.hé | 7. hd | 8. hd | B. hd | 10. hé | 11.hd | 12. hd
fiatal 120N 21N A1 [ 22| »3 5 8 13 21 34 55
T TR o R o R ok %
nemziképes O—*1—*1—*2—*3—*5 8 13 21 3 55 89
56708 1 1 2 3 5 8 13 21 34 35 89 144

A fenti tablazatbdl leolvashatd, hogy fiatal nyulaknemaképes nyulaktol sziletnek,
mig nemsképes nyulak az &6 honap fiatal és neriképes nyulainak 6sszegeként allnak
els.

Ha a megoldast tablazatke®ed| adjuk meg, akkor kbnnyedén kiszamithaté az égym
koveth Fibonacci szamok hanyadosa, amely az Ugyneveratiyraetszés értékéhez (kb.
1,618) kozelit. Erdemes ennek kapcsan néhany maeredtig a rmivészetre utalni, de a
természeti és épitészeti vonatkozasokat is megt lehditeni. Ha a szakkori diakok
fogékonyak erre, akkor hazi feladatként is utamajtirak ennek.

Ne mulasszuk el megemliteni, hogy a Fibonacci skameghatarozasara zart formulat

(L+V5) - - V5]
J52"

diakok tudasszintjenek megfdleh akar egy program irasaval, akar tablazatkezelgram

is talaltak, ez az Binet-formulakib(n) =

. A formula helyességét — a

hasznalataval igazolhatjuk. Programiras esetén m@sleaz n-dik hatvany flggveny
megirasaval egy kis dd tolteni, hiszen a trividlis (n-szer valasztom rgbdényednek az
alapot) helyett hatékonyabban is meg lehet oldanfeladatot. A megoldas kdzben
megbeszélhéta hattér szamrendszervaltas (tizd&lettesbe) is.

2.2.2.VVALTOZATOK FIBONACCI SZAMOKRA

A Fibonacci szadmos problémanak sok valtozata ism@szen még csak nem is
Fibonacci talélta ki azt. BE$z0r két indiai matematikus irta le: ,Hanyféleképpehet révid és
hosszu szétagokkal kitblteni egy adotbtartamot, ha egy hosszu szétag két révidnek felel
meg?” Dolgozatomban tobb valtozatot is bemutatok.
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2.2.2.1. BACILUSOK

1993/1994 NTOKSZTV. 2. kategéria, 2. fordulo, 3. tela[4][5.1]
Egy bacilusfajta a kovetkézellegzetességekkel rendelkezik:
. keletkezése utan egy oraval szaporodoképessé valik;

. minden (szaporoddképes) 6ra végén osztdédassalrerifpa keletke& két Uj bacilus
kozul az egyik 'O6reg' — ez mégi korat, a masik ‘fiatal' — ez csak egy 6ra mlbsz
szaporodoképes;

. a szaporodas elhanyagolhat6 aatt megy végbe.

Ha adott pillanatban egy addig csiramentes kornpezkeril egy Ujszilott bacilus,
akkor hany bacilus lesz a tenyészetben N (N>=1) dddvah A program olvassa be a
billentytizetsl N értékét, majd irja ki ranként a bacilusok sz&ma

Ebben a feladatban a klasszikus megfogalmazasnasizef atirataval talalkozunk. Ha
otthoni munké&nak adjuk ki, a didkok fel fogjak igme hogy a Fibonacci szamokat rejti a

megfogalmazas.

2.2.2.2. LEPCSOFOKOK

Egy n [épcéfokbdl allo Iépcésor tetejére szeretnénk feljutni. Egy |épéssehamy két
leépcsifokkal kerulhetiink feljebb. Adjuk meg, hogy hanyltib6z modon juthatunk fel a
lépcsor tetejére!

Erdekes megfigyelni, hogy béar ez a feladat jobleazik a diakoknak, hiszen kézzel
foghat6, természetes megfogalmazas — mégis tobézsépet okoz a megoldasa. Ennél a
valtozatnal célszér mar a meghbeszélés elején a rekurziv Osszefiigdés téeelni a
gondolataikat. A megoldas alapotlete az a kérdegy la |épcs tetejére mely lépésokokrol
Iéphetlink? Mivel egy Iépésben egy vagy két I8fmikal juthatunk feljebb, ezért a kozvetlen

alatta lew, vagy a ketivel alatta leg l1épcsfokokrdl. LegyenL(n) az a fuggvény, amely

megadja, hogy az n-edik Iépcéfokra hanyféleképpen juthatunk fell Akkor

L(n)=L(n-1)+L(n-2). Erdemes visszautalni a faktoridlis kiszamitasanakurziv
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modjara és tisztdzni azokat a feltételeket, améle® az Osszefuggés alkalmazhaté.
Nyilvadnvalo, hogyn =2 esetén nincs gond az alkalmazéssal, hisz@nlégpc$fok a lépcé
legalja. EbBI azonnal adddik, hogy melyn értékekre kell killon meghatarozni a fiiggvény
értékét. Kezdeni egyféleképpen tudjuk, ez&f0) =1, de az el§ lépcsfokra is csak
egyféleképpen juthatunk fel (egyet Iépiink a legél)aezértL (1) =1. Ha megvizsgaljuk az
Osszefuggést, akkor valéban ugyanahhoz jutottunigt mamely a Fibonacci szamokat
hatarozta meg.

2.2.3.M ODSZEREKROL A FIBONACCI SZAMOK KAPCSAN

2.2.3.1. MELYIKAJOBB MODSZER ?

A Fibonacci szdmok meghatarozasanal ugy latszikgyha tablazat-kitdltéses
(sorkitoltéses) megoldasok nem kilonbéznek egyrhastdszen mindkét mdbdszer
alkalmazasa soran minden érték meghatarozasaraséggikan és természetesen meg is

hatarozzuk azokat. Erdemes megnézni alaposabbénnaggjoldasi médot.

Tablazatkitoltés

/I n. szam meghatarozasa

Fib[1]:=1; Fib[2]:=1

Ciklus i:=3..n
Fib[i]:=Fib[i-1]+Fib[i-2]

Ciklus vége

Rekurzié

Flggvény Fib(n)
Ha n>2 akkor Fib:=Fib(n-1)+Fib(n-2)
Kulénben Fib:=1

Flggvény vége

Ha alaposabban megnézzik a két fenti szamitasi thadtidkok lényegi kulonbséget
nem ismernek fel. Alakitsuk &t az &@shogy formailag is megegyezzen a keis egészitsik
ki egy olyan sorral, amely az algoritmus végrelsatédoran megszamolja az elvégzett
0sszeadasok szamat.
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Tablazatkitoltés

/I n. szam meghatarozasa
osszeadas:=0
Ciklus i:=1..n
Ha i>2 akkor
Fib[i]:=Fib[i-1]+Fib[i-2]
osszeadas:=osszeadas+1
Kilonben Fib[i]:=1
Ciklus vége
/I az 6sszeadasok szama n=10 esetén 8 lesz

Rekurzié

/I az osszeadas globalis véltozo, 0 kezd sértékkel
Flggvény Fib(n)
Ha n>2 akkor
Fib:=Fib(n-1)+Fib(n-2)
osszeadas:=osszeadas+1
Kulénben Fib:=1
Flggvény vége
/I az 6sszeadasok szama n=10 esetén 54 lesz

A jelentss kiildnbség okara nagyon kdnnyen ra lehet vilagitaak azt kell észrevenni,
hogy az el§ esetben minden egyes dsszeadas egy Ujabb érrékeit &i a sorozatbdl, mig a
masodikban mindig csak két részre bontjuk az alsmidlkiszamitando dsszeget. A két részre
bontas az 1 értéknél fog befajeni, tehat az 55 értéket 54 dsszeadassal leb@lilni, ha

az 1 érték szolgél alapként.

2.2.3.2. VALOBAN A ,, JOBB” MODSZER A JOBB?

Az elbz6 pontban megallapitottuk, hogy a tablazatkitdinddszer gazdasagosabb.
Erdemes kiizni egy olyan feladatot a diakok szamara, amelyorips szempontbol
megingathatja az &6 megallapitasba vetett hittiket.

Egy n Iépcéfokbodl allo Iépcésor tetejére szeretnénk feljutni. Egy |épédsa! vagy
harom lépcsfokkal keriilhetlink feljebb. Adjuk meg, hogy hanyltkibdz mddon juthatunk
fel a Iépcésor tetejére!

A korabbi feladat leirdsat csak annyiban moédosikptthogy egy helyett harom
lépcsifokot ugorhatunk. A didkok gyorsan felismerik a diibséget és megallapitjdk a

L(nN)=L(n-2)+L(n-3) Osszefliggést. Természetesen caak?2 esetén alkalmazhato, igy
az el$ harom értéket nekiink kell megadni. Tehd0) =1, L(1) =0, L(2) =1. A tablazat-

kitoltéses mobdszernél hasznalt képletet alig védtwa gyorsan at tudjuk Ultetni azt a
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gyakorlatba tablazatkezslel. Amit észre kell vennink, hogy van — a végerédyn
szempontjdbdl — feleslegesen kiszamitott cella,utms6 ebtti. Mondhatjuk, hogy ez a
megoldas pazarldé. Ugyan csak egy érték volt fedeslede kénnyen tudunk olyan feladatot
konstrualni, amelynél tdbb ilyen lesz. Raadasulyodarit esetben nem is latjukéek, hogy
melyek lesznek feleslegesek.

pranys

Ha a rekurziv 6sszefluggést nézzik, akkor — termé&szefogva — nincs olyan érték,
amelyet feleslegesen hataroznank meg. Ha tudngmak ahegoldast talalni, amelyik rekurziv
mddon dolgozik, ugyanakkor magaban foglalja a #ikitolté modszer éinyét, az lenne az
idealis, kiulondsen azért, mert sok feladatnal kébby megfogalmazni a megoldast egy

rekurziv fuggvénnyel.

Konnyen lehet, hogy ezen a ponton lesz diak, alilléan kimondja a lényeget:
~Jegyezzik meg azokat az értékeket, amelyeket isltank!” ,Csak azokat szamoljuk ki,

amelyeket még nem ismerink!”

Célszeti a kordbban hasznalt, az Osszeaddsok szamat megidatalgoritmust
maddositni, hiszen a cél az, hogy lassuk, hogy atapasztalt problémat hatékonyan orvosolja

Otletuink.
osszeadas:=0 // az osszeadas globdlis valtozd, 0 ke zd sértékkel
Fib[]:=-1
/*
globdlis tomb, a -1 jelzi, hogy még nem hataroztuk meg az adott elem
értékét

TFib[1]:=1; TFib[2]:=1
*/

Flggvény Fib(n)

Ha TFib[n]=-1 akkor
TFib[n]:=Fib(n-1)+Fib(n-2)
osszeadas:=osszeadas+1

Elagazéas vége

Fib:=TFib[n]

Flggvény vége
/I az 6sszeadasok szama n=10 esetén 8 lesz

Ugyan ekkor is mondhatjuk, hogy tobbet kell dolgaza programnak, hiszen a
tombelemek értékének beallitasa pluszmunkat jelmtmég ennek beleszamitasaval sincs
akkora kilonbség a két médszer kozott, hogy gapdasagi okokbdl elvessik a rekurziv
megoldast. Ezt a modositott formaban megfogalmaaktirziv eljarast tarolt rekurzionak

nevezhetjuk.
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Vegyluk észre, ezaltal mar harom modszer van a kéeim a tablazatkitoltés, a
rekurziv és a térolt rekurziv médszer. Hogy melyik@asztjuk egy feladat megoldasa soran,
azt a feladat jellege hatarozhatja meg azaltalyhwoeglyik formaban tudjuk kénnyebben
megadni az algoritmust. A rekurzi6 és a tarolt rekuk6zott pedig az adatmennyiség segithet
donteni. Ha kevés adatrdl van sz4, nem biztos, éodgmes a tarolassal foglalkozni.

2.2.3.3. FIBONACCI SZAMOK A VERSENYFELADATOKBAN

A Fibonacci jelled algoritmusokra lathat6 szép példa az NTOKSZTV20a9/2010-es
tanév el§ és masodik forduléjaban.

2009/2010. NTOKSZTV 1. kategoéria, 1. forduld, Jatat:Jarda [2.1]

Egy N egység méretiardat 1 és 2 ménetapokkal szeretnénk kikdvezni.

A. Add meg, hanyféleképpen lehet kikbvezni az N¥£2, N=3 hosszl jardakat!

B. Rajzold le az 6sszes lehetséges kikdvezést Netge!

C. Add meg, hanyféleképpen lehet kikdvezni az Nggség hosszu jardat!

D. Add meg, hanyféleképpen lehet kikbvezni az Nggség hosszu jardat!

E. Add meg, hanyféleképpen lehet kikbvezni az NeEdeti jardat!

A legkisebb korcsoport feladatanal sz6 szerintlalkahaté a megismert algoritmus, ha
felhivjuk a figyelmet arra, hogy az 1 mérdap az 1 egységgel visz benninkeirel a 2
mérefi pedig 2 egységgel. LEényegében pont Ugy, mint 22.2 épcéfokok alapfeladatnal.

A nagyobbak feladata mar tobb, mint az ismeretekhaeikus alkalmazasa. (Ezzel
természetesen nem azt mondom, hogy elvarhaté egysBalyos diaktél az algoritmus
ismerete, bar az érettebb gondolkodasuak szamamnefelentene problémat.)

2009/2010 NTOKSZTV 2. kategoéria, 1. forduld, Safdht:Jarda [2.2]

Egy N egység mérétardat 1, 2 és 3 mérfetapokkal szeretnénk kikdvezni.

A. Add meg, hanyféleképpen lehet kikbvezni az N¥£2, N=3 hosszU jardakat!
B. Rajzold le az 6sszes lehetséges kikdvezést Netge!

C. Add meg, hanyféleképpen lehet kikdvezni az Nggség hosszu jardat!
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D. Add meg, hanyféleképpen lehet kikdvezni az Ng@ség hosszu jardat!
E. Add meg, hanyféleképpen lehet kikbvezni az NeEdeti jardat!
A JnN)=J(n-)+I(n-2)+J(n—-3) Osszefiiggés felismerése a jobbaktdl elvarhatd

eldismeretek nélkll is, de a korabbi feladatokat fejJded didkok mindegyike képes kell

legyen a megoldasra.

Ugyanebben az évben a masodik fordulé tartalmazen deladatok ,gépesitett”

valtozatat is.
2009/2010. NTOKSZTV 1. kategoria, 2. forduld, Jatkat: Jardakdvezégq?2.3]
Egy N (L< N <80) egység hosszu jardat 1 és 2 metapokkal szeretnénk kikbvezni.

Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

Készits programotlgpok.pas , ...), amely kiszamitja, hogy egy egység hosszu

jardat hanyféleképpen lehet kikdvezni 1 és 2 niidegtokkal!

A feladat latsz6lag nem nehezebb, mint a papirtiez&t, azonban a feladatban foglalt
méretbeli korlatok elgondolkodtatok. Ennek kapcséokkal inkdbb az eredmény
nagysagrendje N = 80 eseténl0™) &ltal okozott technikai jelldgprobléma jelenti az igaz
nehézséget, mint maga a feladat.

2009/2010. NTOKSZTV 2. kategoria, 2. forduld, 4atkat: Jardakdvezégq?2.4]

Egy N egység hosszu jardat 1, 2 és 3 niérdapokkal szeretnénk kikdvezni.

Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

Készits programotkpvezes.pas , ...), amely kiszamitja, hogy egy N egység hosszu

jardat hanyféleképpen lehet kikdvezni 1, 2 és 3etiidapokkal!

A 2. kategoridban is a megfeletipus kivalasztasa a legnehezebb feladat, mivel a

N = 70-hez tartoz6 eredmény nagysagrentje .
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2.31SMETLES NELKULI KOMBINACIO

Természetesen nendngn kell a cimbeli fogalommal, a%kj kifejezéssel, értékéenek

kiszamitasaval, a binomialis egyutthatékkal, azalkajtionsagaival foglalkozni, de nem
érdemes elhallgatni a matematikai vonatkozasokataeérdekido diakok ebl.

2.3.1.ISMETLES NELKULI KOMBINACIORAVEZET O FELADATOK

Tekintsiink egy sakktablat! A tabla bal als6 sarkabalyezzink el egy kiralyt! A
sakktabla egy adott pontjaba hany kilorib@zon juthat el a kiraly, ha egy Iépésben csak
jobbra és felfelé 1éphet?

A fenti feladat kdnnyen érth&t kisebb didkok szamara is kézzel foghat. Praktiku

okokbdl masképpen szoktamikini a feladatot.

Tekintstik a koordinatarendszer &lsiknegyedét! Az origébdl elindul egy hangya,
amely csak jobbra és felfelé tud haladni a racshedwa. Hany kulonbdk ton juthat el az
(x, y) pontba?

Utbébbi valtozat valamivel nagyobbégktes tudast kivan, ugyanakkor a megoldas tébb
lehethséget nylijt a kdvetkeztetések levonasara.

Javaslom, hogy a diakok prébaljak 6nalléan megbataraz értéket a (2, 3), majd a
(3, 5) pontok esetén. Megfigyelldethogy egyszdibb esetben fejben vagy az utvonalak
tényleges berajzolasaval prébalkoznak, a nagyolobdikwataju pontoknal a jobb didkok mar
megpréobaljak kiszamitani a megjeldlt pozicidba vafutasok szamat. A kiszamitas
lényegében a tablazatkité# modszert jelenti. Nem biztos, hogy tervéieer, a kiszamitasi
modot tudatosan alkalmazva dolgoznak, de csak ey kianyzik ahhoz, hogy a lényeget

kimondjak.
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A kiszamitasi mod tablazatkitoltéssel:

A 0. sor és 0. oszlop mindep
7 1 8 36 120 330 792 1716
helyére az 1 érték kerul, hiszen cs{ 1 7 23 o1 0 | w62 | om
folyamatosan jobbra, illetve folyal 5 1 6 21 56 126 252 462
matosan felfelé haladva érhetjuk {* 1 ’ S A B A s
3 1 > 4 10 > 20 35 56 84
ezeket az elemeket. Ezt kodeh 5 PR RS IR U p » "
soronként lentil felfelé, azon beliil| 1 P I I I 5 6 7
A
balr6l jobbra haladva a bal és 4 ° ! ! ! ! ! ! !
; ; L 0 1 2 3 4 5 6
als6 szomszéd eértékének felhasz

naldsaval (azok 6sszegeként) szamithatjuk ki egyresg értékét.
Kiszadmitasi mod rekurzioval:

Legyen az F flggvény az, amely megadja az &liiak szamat. Ez a fliggvény

nyilvanvaléan fligg a cél sor és oszlopszaméatélaffela F (o s) értékét kell meghatérozni.

Az elbz6 szamitasi médnéal hasznélt dsszefliggést alkalmadddik a képlet:
F(os)=F(0o-1s)+F(as-1)

A rekurziv fuggvény alkalmazasidhoz szikséges, hegjahol megallitsuk ezt a
visszafelé hivatkozast. Ha elértiik a 0. sort vaQy @szlopot, akkor a fliggvény értéke 1 lesz.

F(as) = F(o-1s)+F(gs-1),has®>0
09" 1L haslo=0

A probléméat megoldhatjuk mind a tablazatkidolinddszerrel (tablazatkezekl és

valamely programozasi nyelven), de érdemes programdarolt rekurziéra is.

TR, ]:=-1
Jx

globdlis tomb, a -1 jelzi, hogy még nem hataroztuk meg az adott elem
értékét
*/
Flggvény F(s, 0)
Ha TF[s,0]=-1 akkor
Ha s*0=0, akkor TF[s,0]:=1
kilénben TF[s,0]:=F(s-1,0)+F(s,0-1)
Elagazéas vége
TF:=TF[s,0]
Flggvény vége
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Tegylk meg azokat a megallapitasokat, amelyek semmtka oldalan hasznosak

lehetnek.

Egy adott (s,0) pontba annyiféle Gton juthatunkaglogyan az s+o darab Utszakaszbdl
ki tudjuk valasztani azt az s darab szakaszt, anefglfelé haladunk. Az ilyen valasztast a

matematika nyelve ismétlés nélkuli kombinacionakvezé és — a mi elnevezéseinket

. S+0 S . iy .
hasznalva alakban jeldli. Ez természetesen ugyanaz az émék, az ugyanannyi
S

R IRTTI . , %4;0 S+0
leépéslél vizszintesen megtett szakaszok szama, tehat | =
S o]

A kiszamitasi szabaly alapjan Gjabb megallapitast ehetilink:
s+0) (s+o0-1 N s+o0-1
S s o]

Ezen megallapitasoknak a didkok akkor is szoktakilngr ha mar ismerik

matematikabol, de akkor is, ha még nem tanulték.

Kiiratva a tablazatot, felismertiebenne a Pascal haromsztg, amelyet sok altalanos
iskolas diak ismer.
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3. TABLAZATKITOLTESRE KITALALT FELADATOK

3.1.VEGTELEN MERETEK

E részben olyan jelldg feladatokat érintek, amelyekben az oOriasi adatiyiseg
meglepi a didkokat, ezért h@emény nélkil kerliinek szembe ezekkel a problémakitkan
adnak j6 megoldast. Ha a kordbbi feladatokat réssdan atbeszéltiik, akkor érzik, hogy
dinamikus programozasi feladatrdl lehet sz6. Inmén csak egy lépés, hogy a két megoldasi

mod kdzul a rekurzié nélkili tAblazatkitoltés melkegyék le a voksukat.

3.1.1. OSZTHATOSAG

ELTE, ACM helyi fordul6, 2000 [5.2]

Adott pozitiv egész szamok meghatarozott sorozgta,(...,S,) és egy pozitiv egész
szadm (K). A fenti szamsor egyes elemei kdzé irhatunk-@mlpnddon 6sszeadas és kivonas

jeleket, hogy az igy &all6 kifejezés értéke oszthato legy&nval?

A feladatot edzmény nélkul targyalva, egy példaként felirt, 7z&rabdl allo6 sorozatot
latva, az el$ Otlet szinte kivétel nélkil az 6sszes lehetséges kiprobalasara vonatkozik.
Ekkor célszel kiszamoltatni veliik, hany eset megvizsgalasaraszitkség. Ez az érték’,

amely mar kisn érték esetén is Oridsi esetszamhoz vezet, igyjamalat konnyen elvethiet

A kovetke®d hasznos megallapitas, mely szerine K szamok helyett hasznaljuk az

s’=s modK szamokat, hiszen az oszthatésdg szempontjabdl eédg&iek. Innen

természetes mdédon kovetkezik a Iépés, egyetleniikgzibépés, tehat egyetlen részdsszeg

r :Zi s, se haladja meg & erteket, &t, teliesuljon, hogy-K <r, <K. Az el latasra
i=1

megle® — K érték azért keril ) mert a kivonasok eredményeként negativ részoskzsg

elsallnak. Altaldban van didk, aki felismeri, hogy gdads O<r <K részosszegeket

figyelni, mivel a negativ szamokhozka értékét hozzdadva ebbe az intervallumba jutunk.

Itt megfogalmazhatd, hogy a kérdésre akkor adhaigeik valaszt, ha a minden szamot
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tartalmazo -modK -val szamolt — 6sszeg 0 értéket ad.

E=

eredetci

23

maradék

3-4F-157

4-5x-1x6

1+4=>5

0+5=5

1-4>-3=>4

6+5>1154

2-BF—-4r3

S5+5x10%3

O0-5>-5%Z

D= || | d|n|m

2+6>8>1

6-5>1

I+4=7E0

5-5=0

Ha nincs 6nallo javaslat a folytatasra, akkor #m@demes iranyitani a figyelmet, hogy
ne pusztan teljes szamsor esetén adjunk valasgtdédee, hanem minden egyes szam utan
allapitsuk meg, hogy az addigi lehetséges 6sszk@mdtt van-eK -val oszthatd. Készitsiink
egy tablazatot, amelyben minden egyes |épést wiimksfel! A tablazatban a kialakult
részosszeget elegenlthet akar ax karakterrel jeldIni, azonban az utélagos dllerhettség
miatt praktikus részletesebben feljegyezni, hoggrimis toltottink ki egy sort. A megoldas
soran észrevehetjik, hogy a helyes valaszadashor menden esetben kell a teljes
szadmsorozaton végighaladni, megallhatunk aZ elgan oszlopnal, amelynek minden soraba
eljuthatunk. EbBI automatikusan kévetkezik, hogy a 0 6sszeg sara (@blazat legalsé sora)
az utolsé oszlopban sem lesz lUres. Ha nem alakilyém oszlop, akkor az utols6 szam
oszlopaban a 0 sora fogja megadni a valaszt.

A didkok felvethetik, hogy itt is minden részossziegtovdbbszamoltunk”, azaz az
Ujabb szamot hozza is adtuk és ki is vontuk, azemen Iépésben duplazodik az esetszam,
tehat mégis megvizsgaltunk minden lehetséges egkl@ata diakok nem vetik fel, akkor mi
magunk vegylk éla kérdést.) Felliletes szeniléfjazat adhat a felvének, azonban nézzik
meg: minden egyes oszlopban legfeljekb helyrél folytathatjuk két irdnyban. Tehat egy
lépés legfeljeb2K miiveletet igényel, mig a tablazat teljes kitoltéseedn -szeresét, azaz,
n2K -t. Ha dsszevetjik ezt a feladat elején felvet®ttértékkel, akkor lathatjuk, hogy a
szamok szamanakn() novelésével egyre inkabb eltorpilr@K értéke a2" mellett. Ezt
konkrét K érték esetén érdemes kiszamitani. ABbkl vizsgalt esetre vonatkozéan

tartalmazza az itt lathat6 tablazat az értékeket.
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E= 7

n= 1 2 3 4 3 f 7 (=] 9
nZE= 14 28 42 56 7o g4 95 11z 1Za

an= g 4 (=] la 32 64 123 £258 Sl2

Mekkora mérdt tombot / tdmboket kell ezen feladat megoldasa redrasznalni?
Egyeértelntinek latszik, hogyK sorbdl ésn oszlopbdl kell alinia a témbnek, tehat 6sszesen
nK értéket kell tartalmaznia. Azonban lathatjuk, hoginden egyes lépésben meghatarozunk
egy Ujabb oszlopot, és ennek az oszlopnak az éctsheazit megebz6 oszloptol fligg. Ezért

elegend Osszeser2K értékkel dolgoznunk.

uj[j:=false // az éppen aktudlis adatokat tartalmaz 0, Kelem (¢ tdmb
regi[]:=false
[*azel  &8z& lépéshen meghatarozott adatokat tartalmazd, K elem  tdmb

a tombok elemeit false-ra allitjuk */

s[]// n elem i tomb, értékei a szamok
uj[s[1] mod K]:=true
Ciklus i:=2..n
regi:=uj;
uj[]:=false
Ciklus j:=1..K
Ha regi[j], akkor
uj[(+s[i]) mod K]:=true
uj[(-s[i]) mod K]:=true
Elagazéas vége

Ciklus vége
Ciklis vége
Ha uj[0], akkor Ki: 'Lehetséges’ kiilonben 'Nem lehe tséges’
[* ez az algoritmus nem vizsgélja, hogy korabban me gallapithat6-e a
vélasz *

Mdédositsuk egy kicsit ezt a feladatot!

Adott pozitiv egész szamok meghatarozott sorozgta,(...,S,) és egy pozitiv egész

szadm (K). A fenti szamsor egyes elemei kdzeé irhatunk-@mlpnddon 6sszeadas és kivonas
jeleket, hogy az igy &&ll6 kifejezés értéke oszthatd legyéh-val? Ha lehetséges, akkor

adjunk is meg egy ilyen iiveletsorozatot!

Ebben az esetben nem &llhatunk meg af telesen kitoltott oszlopnal, hiszen akkor
még nem tudjuk, hogy a tovabbiakban hogyan kelem wizsgalt szamok elé elhelyezni a

miveleti jelet.

Vegyuk észre, hogy ebben az esetben mar szikségimla nK érték eltarolasara,

hiszen az egyes szamoknal még nem tudjuk, hogyikbélyffolytatva érjik el a 0 maradékot.
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Fontos, hogy efil csak akkor van értelme beszélni, ha az utols@petis kitoltéttik. Tehat
a ,megoldastol’, pontosabban a## feladatra adott valasz megadasat kéemt visszafelé
haladva tudjuk majd meghatéarozni, hogy miképpeh &ethiveleti jeleket kitenni. Ebll az

adadik, hogy az egyes tombelemekben olyan értédeekarolni, amelyBl meghatarozhato,

honnan jutottunk oda.

Kis gondolkodas utan a diakok akar onalléban is rhagihatjak, hogy az egyes
pontokon elegerid miveleti jelet kell eltarolni. Révid megbeszéléstrigél, hogy melyiket,
ugyanis a korabbi példat megvizsgalva lathatjukgyhcebbb-utobb tobb rivelet is
ugyanazon pozicidba visz. Természetesen szintenakaadodik a valasz, hogy ezek kozul
barmelyik megfelel, hiszen csak egy lehetséges kgthtmegadnunk. Praktikus okokbol az

alabbi algoritmusban az utolsé bejegyzést fogjgeit@ni.

mf[:=*
/*m tveleti jelek tombje, n oszlopbdl és K sorbdl all, k ezdeti értéke
a szOkoz karakter */

s[]// n elem i tdmb, értékei a szamok
m[1][s[1]]:="+ , _ o
/I az els & szamel &tt pozitiv el sjel van, technikai okokbol sziikséges
Ciklus i:=2..n
Ciklus j:=1..K

Ha m[i-1][j]'="", akkor
m[i][(j+s[i]) mod K]:="+'
m[i] [(j-s[i]) mod K]:="-’
Elagazéas vége
Ciklus vége
Ciklus vége

Ha m[n][0]'="", akkor
I visszakeresés
0sszeg:=0
Ciklus i:=n..2
e[n]:=mli][osszeg]
Ha e[n]="+" akkor osszeg:=(osszeg-s[n]) mod K
Kilénben osszeg:=(osszeg+s[n]) mod K
Ciklus vége
kilbnben 'Nem lehetséges’
Elagazéas vége
[*az e[] n elem i tdmb i-edik eleme az i-edik szam elé irandé m tveleti
jelet fogja tartalmazni. */
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3.1.2.1GAZSAGOS OSZTOZKODAS

Ha az alabbi példat [6] az éeb utan hazi feladatként feladjuk, a didkok minden

bizonnyal az Oszthat6sag részben foglaltak szigyekeznek megadni a megoldast.

Péter és Pal ikertestvérek. Sajnos mindenben eebédlk és semmin sem osztoznak, igy
nehéz helyzetben van, aki meg akarja ajandékékzei. Legyen szlletésnap, névnap vagy
éppen Karacsony, csak akkor orilnek igazan, hakud masik sem kapott nagyobb éiiték

ajandékot, mintk. Az ajandékok értékének ismertében hatarozzuk hesgy
. eloszthatdk-e ,igazsagosan az ajandékok?
. ha igen, akkor hogyan?

Mit vehetlink &t az ék6 feladat megoldasabol? Atwveleti jelek jeldlhetik, hogy ki
kapja az ajandékot, a '+ jelet Péterhez, a ’-efePalhoz kapcsolhatjuk. Vajon itt is
leszorithatjuk-e a vizsgalt intervallumot? Vajoh ig elegend pozitiv szdmokat vizsgalni?
Megallapithatjuk, hogy az intervallum azs®lhéz hasonld6 mértékben nemikithet le,
mivel itt az ajandékok teljes értékével kell dolgpZEmiatt az els kérdés megvalaszolasdhoz
is meg kell vizsgélni az 6sszes ajandékot. A negatamokat sem spérolhatjuk meg, mivel
elképzelhet, hogy az ajdndékok csak Ugy oszthatok ki a fdéktezerint, hogy a kdzbids
lépések sordn a pozitiv €s a negativ tartomanyriigtjik. Konstrualjunk ilyen példat!
(Példaul az 1, 3, 3, 5 értiekajandékok esetén hasznalni kell a pozitiv és iegat

tartomanyokat is.)

Mekkora tdmbre van szikség? Adlagbiek alapjanndarab, 6sszeséh értéki ajandék

eseténn(2K +1) a tomb mérete. A sorokat ugyaniK..K -val indexelhetjik. Kell-e ekkora?

Ha belegondolunk abba, hogy mit jelent az edyesibsztas, akkor nyilvanvaléan nem,
ugyanis a 0 értéét az ajandékok dsszértékének félgbbban eltavolodni felesleges, hiszen

akkor ,nem térhetlink vissza”. Eblkdvetkezik, hogy a sorindex (K div2)..(K div2) kdzott
véltozhat. Tehat pontosa(K div2)+1 sorra van szikség, mivel létezhet ezen Kivil

elhelyezked allapot, de az nem lehet ked¥ezzamunkra.

A fenti meggondolasok utan elvarhaté a feladat ,oidd@isa” a didkoktdl, azonban

érdemes rdmutatni, hogy a megoldas — szemben dhabszag feladattal — inkabb az 6sszes
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eset megvizsgalasahoz kozelit. Ha egy altalanosismd kapunk az ajandékok értékével,
akkor kevés esetben fogunk kilonBomtakon ugyanabba az allapotba elérni. Erdemi
sporolast csak a sorok szamanak felére csokkemtiés&hunk elérni.

Ha azt is meg kell mondani, hogy miképpen alkothign elosztas, akkor mindegyik
ajandékot kovéten szilkséglink van egy ilyen oszlop tarolasaraaasmilkséges tombméretet
(2(K div2) +)N -re noveli.

A hasznélt tomb meglehigen ritkasan lesz kitéltve. Erdemes elgondolkodrina
hogy valéban az-e a helyes megoldas, amely ily&sidarigénnyel bir. (A valaszt kéish, az
Egydimenziés, véges méretek dinfejezetben kapjuk meg a lgazsagos osztozkodas

masképp részben.)

3.1.3.DOMINOK

1999/2000. NTOKSZTV 3. kategoria, 3. forduld, Jaflat [2.5][5.3]

Egy zsadkban nagyon sok (akar tobb millid) domindlhatd. Ezekbl a domindkbol
kell a lehet leghosszabb sort épiteni a domin6zas szabalyameifeleben. A domindkat
egymas utan emeljuk ki a zsakbdl és mindegyikidontjik, hogy felhasznéljuk-e a sorban
van sem. Az utols6 dominé utan meg kell mondanumgy a legnagyobb hossziusagu
domindsor hany elendball.

A feladat leirdsdban szeréploriasi domin6szam orientalja a diakot, hogy nem
prébalhatja ki az 0sszes esisiget. Annak hangsulyozédsa, hogy egy zsakbdél kiemel
domindrél azonnal dontenlink kell, azt sugallja, ynegha felismerjik, hogy ez dinamikus
programozasi feladat akkor — a tablazatkitoltés sméevel probaljuk megoldani.

Vegyink észre, hogy mi a kozds egy dominéban és dgyindsorban! A
tovabbépithdiség szempontjabol tokéletesen megegyeznek, a sa@badz végei
megfeleltethetk egyetlen domind két felének. Tehat a (3,4), (4,d),7) domindsor
egyenértélk a (3,7) domindval. Jeldlésben azért megklldnbbetgtk, a fenti domindsort
[3,7] mddon irhatjuk le.

A feladat megoldasanal nyilvan nem tudjuk, hogyyiketlominét érdemes felhasznalini
a folytatashoz, ezért valamiképpen rogziteniink &elbsszes folytatasra érdemes allapotot.
Ehhez minden dominé felhasznaladsa utan be kellejpgynk, hogy addig mely allapotok
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alakulhattak ki és maximum milyen hosszuséagu sdetadtett elérni. Meg kell vizsgalni a
kérdést, hogyan kaphatjuk meg a kovetkedominé utani allapotot? Nyilvan annak
felhasznalasaval vagy eldobasaval. Az eldobas z&tlenul hagyja az eddigi értékeket, mig
az (x,y) dominé példaul az [x, ] sorokhoz is cdail#athatd, amelyet kouedn az

elbzéekhez képest eggyel hosszabb [y, ] sorok alakulkak Nem biztos, hogy ez

0sszességében is kedéblh hosszat eredményez.

A sorok, pontosabban sorok hossza egy kétdimemaibbel leirhaté barmely dominé
csatlakoztatasat koven. A korabbi feladatok alapjan csak azt kell etddih hogy a
dominészadmmal egyézszamu tomb kell-e vagy elegéndkevesebb. Mivel nem kell
megmondani, hogy pontosan mely domindk keriltelelaakznéltak kozé, ezért sejihet
hogy nem kell minden domindhoz egy allapottombBf, syilvanvaldé, hogy az &6
allapottombBl megalkothat6é az Uj, tehat ké&thiztosan elég. Azonban vajon egy allapottémb
elég-e a valaszhoz? Ennek kimondasahoz, és azitalgerrogzitéséhez érdemes néhany

domindval a gyakorlatban megcsinélni a feladat ruEggat.

5 1 5 1 5 1 1
4 4 1
3 3 2 1 3 2 1
2 1 2 2 2 2 1
1 1 1
0 0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 1 5
A 2.5 dominéd utan Ha felhasznaljuk a 3,3 dominat A35 dominé utani allapotok
{elizi allapot) {aktualis allap ot) (i "eld z6™ allap ot)

elozo[][]:=0

aktualis[][]:=0

/* a dominésorokat egy kétdimenziés tomb irja le, k ezdetben minden

domindsor 0 hosszusagu */

Ciklus amig van domind
Be: d // dominé beolvasasa,

Ciklus i:=0..9
aktualis[i][d.y]:=max(elozo[i][d.x]+1, aktualis]i 1[d.y])
aktualis[i][d.x]:=max(elozo[i][d.y]+1, aktualis]i 1[d.x])
aktualis[d.y][il:=max(elozo[d.x][i]+1, aktualis[d Y
aktualis[d.x][i]:=max(elozo[d.y][i]+1, aktualis[d X[
Ciklus vége
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I* az esetlegesen nagyobb értékeket az aktualis td mbhbs|
vissza kell masolni az el 6z & tdmbbe. */
Ciklus i:=0..9

Ciklus j:=0..9

elozoli][jJ:=max(elozoli][j], aktualis[i][j])

Ciklus vége

Ciklus vége
Ciklus vége

3.2 EGYDIMENZIOS , VEGES MERETEK

3.2.1.KIFIZETHET OSEG

Egy automatabol szeretnénk vasarolni. Ismerjiknaletéket ¢,,c,....,c,), amelyeket
az automata elfogad. Vajon ezen cimletek felhaazaahl elallithato-e az aruért jard-

0sszeg?

Ha minden forgalomban lévcimletet elfogad, nyilvan nem is lehet kérdés,déasz
igen.

Amennyiben nem szokvanyos cimlet&kivan sz6 és a dinamikus programozas
eszkoztaranak felhasznalasa nélkil kezdenénk hazméegoldashoz, akkor meg kellene
keresni azokat ak > Oertékeket, amelyek felhasznalasavalkg, +k.c, +...+kc,=F
egyenbség teljestl. Néhany egymasba agyazott ciklusdalhtaunk alkalmas szorzokat.
llyen algoritmus készitése nem tal bonyolult, azomimost valasszunk méas utat! Olyat, ahol
a cimletek tbbbszorései — bar bljtatva — ddoetiulnak, egyudttal nem csupan azt kapjuk
meg, hogy az~ kifizethet-e, hanem azt is megtudjuk, hogy mely értékek tiegk ki F -ig

ilyen médon.

Az algoritmus lényege a kovetkiezTudjuk, hogy a O kifizethét Nézzik az el
cimletet. Azonnal mondhatjuk, hogy a cimlet éslabsaorosei kifizethék. Azonban ne igy

kezeljuk! Ha a O kifizethét akkor O+c, is kifizethet. Nézzik meg, mi a kovetkéz
kifizethet6 0sszeg! A kovetkéza c,. Ha az kifizethet, akkor ac, +c,, tehat 2c,, majd a
2c, + ¢, és igy tovabb. A kovetkézcimlettel is igy jarunk el, de ekkor mar nem caakak
tobbszoroseit, hanem g tobbszordseit is kiindulopontnak tekintjukétS altalanosabban

fogalmazva, minden kifizeth@®rtékhez hozzaadjuk az aktualisan vizsgalt cigrkét.
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c[] // a cimletek értékét tartalmazoé n elem i tdmb

lehet[]:=false

/* a tomb i-edik index i elemének értéke megmutatja, hogy az i 6sszeg
kifizethet s-e; a feladat kérdésére igen lesz a valasz, ha

lehet[F]=true */

lehet[O]:=true // a 0 6sszeg kifizethet 8
Ciklus i:=1..n

Ciklus j:=0..(F-c[i])
Ha lehet[j] akkor lehet[j+c[i]]:=true

Ciklus vége
Ciklus vége
Ha lehet[F], akkor Ki: 'kifizethet &’ klldnben 'nem fizethet & ki’
/* mellékeredményként minden F-nél kisebb 6sszegre is megkapjuk a

kifizethet &séget */

Egy automatabdl szeretnénk vasarolni. Ismerjiknaetéket, amelyeket az automata
elfogad. Tudjuk, hogy az aru kifizetldetigy, hogy az automatanak ne kelljen visszaadnia.
Legkevesebb hany pénzérmét kell felhasznalnurikeasfs soran?

A feladat nagyon hasonlit azéebre, és a megoldasa sem lesz lényegesens.eltér
Nyilvdnvalban nem elegetida kifizethebséget tarolni. Helyette azt kellene riegni az
egyes Osszegek mellett, hogy az adott cimlet viashj§g vajon mennyi a szikséges

pénzérmék szamanak minimuma.

c[] // a cimletek értékét tartalmazoé n elem i tdmb

lehet[]:=-1

/* a tomb i-edik index i elemének értéke megmutatja, hogy az i 6sszeg
minimalisan hany pénzérmével fizethet 4 ki; a feladat kérdésére a

lehet[F] értéke a valasz */

lehet[0]:=0 // a 0 6sszeg kifizethet & 0 darab érmével
Ciklus i:=1..n
Ciklus j:=0..(F-c[i])
Ha lehet[j]>-1 akkor
Ha lehet[j]=-1, akkor lehet[j+c[i]]:=lehet[j]+1

Kilonben lehet[j+c[i]]:=min(lehet[j]+1, lehet[j+ c[ill)
Ciklus vége
Ciklus vége
Ki: 'a sziikséges érmék minimalis szama’ lehet[F]
/* mellékeredményként minden F-nél kisebb 6sszegre is megkapjuk az

érmeszam minimumat */

Egy automatabdl szeretnénk vasarolni. Ismerjiknaetéket, amelyeket az automata
elfogad. Tudjuk, hogy az aru kifizetldetigy, hogy az automatanak ne kelljen visszaadnia.

Hogy valasszunk, hogy a lelidegkevesebb pénzérmét hasznaljuk fel a fizeté&n&or
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Egy kicsivel megint nehezebb valaszolni a kérdésrigel meg kell nevezni, hogy az
egyes felhasznalt cimleteldb hdny darab szikséges. Nyilvdnval6, hogy a felmdtz
darabszamot most is tarolni kell minden 6sszegr@bn mely cimletekkel jutottunk oda? A
kérdés megvélaszolasahoz érdemes felidézni — baverd van — az élsulyozatlan grafokban
végzett minimalis Uthossz kereséstoEzbr ott is a minimalis [épésszamot hataroztuk meg,
majd az Ut megadasahoz megjegyeztik, hogy melysbétgutottunk oda. Ennek mintajara
itt is megjegyezhetjik, hogy mely 6sszébjutottunk az aktualishoz, de ezzel egyenéiték
cimlet sorszadma vagy maga a cimlet is. Ha a merari&karunk sporolni, akkor a cimlet
sorszamat célszeémegjegyezni.

Az algoritmusnak az a része, amellyel a minimunevektik, érdemben nem valtozik, a
szilkséges cimleteket nyilvanvaléan csak a minima@limeszam meghatarozasa utan, az

eddigi algoritmust kovéen tudjuk kiiratni.

c[] // a cimletek értékét tartalmazoé n elem 1 tomb
lehet[].db:=-1

/* a tomb i-edik index t elemének db mez  &je megmutatja, hogy az i
0sszeg minimalisan hany pénzérmével fizethet & ki*

lehet[].cimlet:=0

/* a tomb i-edik index i elemének cimlet mez sje adja meg, hogy utoljara
mely cimletet hasznaltuk fel, hogy ehhez az értékhe Z jussunk */
lehet[0].db:=0 // a 0 8sszeq kifizethet & 0 darab érmével

Ciklus i:=1..n

Ciklus j:=0..(F-c[i])
Ha lehet[j].db>-1 akkor
Ha (lehet[j+c[i]].db=-1)
vagy (lehet[j+c[i]].db>lehet[j].db+1)
akkor
lehet[j+c[i]].db:=lehet[j].db+1
lehet[j+c[i]].cimlet:=i
Elagazés vége
Elagazéas vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Ki: 'a szilkséges érmék minimalis szama’ lehet[F].db

ertek:=F
Ciklus amig ertek>0
Ki: c[lehet[ertek].cimlet]
ertek:=ertek-c[lehet[ertek].cimlet]
Ciklus vége
/* mellékeredményként minden F-nél kisebb 6sszegre is megkapjuk az
érmeszam minimumat */
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Egy automatabdl szeretnénk vasarolni. Ismerjiknaetéket, amelyeket az automata
elfogad. Tudjuk, hogy az aru kifizetldetigy, hogy az automatanak ne kelljen visszaadnia.
Hogy valasszunk, hogy a lelidegkevesebb féle pénzérmét hasznaljuk fel a fizetéan?

Most térjunk vissza a feladat bevefében megfogalmazott kifejezéshez!

Ott a kg, +kc,+..+kc, =F egyenbség teljesilésehez kell megkeresnink a

megfeled k =0 értékeket. Az etsfeladatnal ak, > Q@rtékek letezése elegénd valaszhoz,

n n
a masodikban aZki 0sszeg minimuma, ennél pedigEsgan) 0sszeg minimuma a
i=1 i=1

kérdés. Utébbira dinamikus programozassal nemniai&l meg kbnnyen a megoldast, igy
célszeti a diakok figyelmét a tablazatkeGgdrogram Solver eszkdzére iranyitani.

3.2.2.BELYEGEK

1995. ACM dént [5.4]

A postan kulonbox ertéki bélyegek B,,b,,....b,) vasarolhatok. Egy boritekra
legfeljebb k darab bélyeg ragaszthat6 fel. Melyik az a leghiséészeg, amely értékben nem
ragaszthatd bélyeg a boritékra?

A megoldashoz eljuthatunk, ha visszavezetjuk azéelfeladatra. Osszegként az
F =kOmax{) értéket tekintjuk, hiszen ez az adott feltételékkeég biztosan kifizethét

Arra kell figyelnlink, hogy egyetlen 6sszeg értélediallitdé darabszam se Iépje tal a

maximalisan felhasznalhatd bélyegszamot.

b[] // a cimletek értékét tartalmazo6 n elem  tdmb

lehet[]:=-1
/* a tomb i-edik index i elemének értéke megmutatja, hogy az i 6sszeg
minimalisan hany bélyeg formajaban ragaszthato fel */

lehet[0]:=0 // a 0 6sszeg kifizethet & 0 darab bélyeggel

Ciklus i:=1..k*max(b[])
Ciklus j:=0..(F-bli])
Ha lehet[j]>-1 és lehet][jJ<k akkor
Ha lehet[j]=-1, akkor lehet[j+b][i]]:=lehet[j]+1

Kilonben lehet[j+bli]]:=min(lehet[j]+1, lehet[j+ b[i1])
Ciklus vége
Ciklus vége
min:=1
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Ciklus amig lehet[min]!=-1
min:=min+1
Ciklus vége
Ki: 'a legkisebb nem felragaszthat6 érték’, min
/* a min értéke lehet nagyobb is, mint a csupa maxi malis érték ¢
bélyegb sl késziilt 6sszedllitas */

3.2.3.KERITESFESTES

1995/1996 NTOKSZTV. 3. kategéria, 2. forduld, dafkat [2.6][5.5]

Egy h hosszusagu keritést kell lefestentink. A festéshed,,...,d, kapacitasu

festékesdobozok 4&llnak rendelkezésre. A festékestdtapacitasa a lidé lefesthed
keritéshossz értéke. Lefesthiet a kerités gy, hogy minden kibontott festékesdbleljes

egészében felhasznalunk?

Az elbz6 feladatokban az egyes elemek felhasznalasanakaszammagaban nem, csak
Osszességében korlatoztuk. igy ez a modszer vdiészinélkill nem kovethet Erdemes
Otleteket gyjteni, hogyan biztosithatjuk, hogy egy dobozt kétsme hasznaljunk fel. A
diakokban két otlet szokott felmerdilni.

Az egyik a domind feladatnal iséierilb megoldas, amelyben az aktudlis allapotot
leiré tomb mellett egy segédtémbot hasznalunk, kedgyozva, hogy egy dobozt tébbszor

is hasznaljunk.

d[] // a doboz kapacitasét tarold n elem i tdmb

lehet[]:=false

/* a tomb i-edik index i elemének értéke megmutatja, hogy az i
hosszusagu kerités lefesthet &-e maradéktalanul felhaszalt
festékesdobozokkal */

seged[]:=false
[* az aktudlis elemmel az eddigi 6sszegekb &l kiindulval elérhet 8
Osszegek */

lehet[O]:=true // a 0 6sszeg kifizethet 8

Ciklus i:=1..n
Ciklus j:=0..(h-d[i])
Ha lehet[j] akkor seged|j+d[i]]:=true
Ciklus vége
Ciklus j:=1..h
lehet[j]:=lehet[j] OR seged][j]
Ciklus vége
seged[]:=false
Ciklus vége
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Ha lehet[h], akkor Ki: 'lefesthet &’ klldnben 'nem festhet sle’
/* mellékeredményként minden h-nal kisebb hosszra i s megkapjuk a
lefesthet  &séget */

A masik otlet megvaldsitasa soran nem logikai &e€lelezzik, hogy lefesthéte az
adott hossz, hanem az eléréshez hasznalt dobadasureal. Ha egy poziciot mas médon mar

elértlink, azt nem irjuk at, hogy Kédb onnan folytathassuk.

d[] // a doboz kapacitasét tarold n elem i tomb
mivel[]:=-1
/* a tomb i-edik index i elemének értéke megmutatja, hogy az i
hosszUsagu kerités festésénél melyik volt az utolja ra hasznalt doboz
*/
mivel[0]:=0 // a 0 6sszeg kifizethet 8
Ciklus i:=1..n
Ciklus j:=0..(h-d[i])
Ha (mivel[j]>-1) és (mivel[j]'=i) és (mivel[j+d]i 1]=-1)
Akkor mivel[j+d[i]]:=i
Ciklus vége
Ciklus vége

3.2.4.1GAZSAGOS OSZTOZKODAS — MASKEPP

Most olvassuk el ismét az Igazsagos osztozkodas fdtadatot a 23. oldalon! Ott az
Oszthatosag ndéivfeladatban alkalmazott modszerrel probaltunk nugtl talalni. Nézzik,

hogy lesz-e mas otlet, ha a Keritésfestés felathatsrtnaljuk alapként!

Az ajandékok egyediek, mint ahogyan a festékes ribis. Az ajandékok értéke parba
allithaté a festékes doboz méretével. A festésnddraés hossza az érdekes, annak elérése a
cél, az osztozkodasnal az ajandékok Osszesitedkédek felét kell elérni. Tehat a
Keritésfestés feladatnal irt algoritmus aszél mondatokban jelzett megfeleltetéssel az

ajandékozas esetén is alkalmazhato.
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4. REKURZIORA KITALALT FELADATOK

4.1 PALINDROMMA ALAKITAS

2005/2006. OKTV 1. fordulo, 4. feladat [2.7]

Adott egy szé (értsd karaktersorozat), amelyet hetde legkevesebb karakter
elhagyasaval palindromma kell alakitani. Adjuk mag elhagyni szikséges minimalis
karakterszamot!

A feladattal a rekurzibban nem jartas didakok érdemimem tudnak mit kezdeni.
Altalaban olyan javaslatok sziiletnek, amelyek agesgebfordulé karakterek szamaval
kapcsolatosak: A magaban all6 felesleges, a duplkamepd része a palindromnak. Ezt
konnyli megcéafolni példaul a KEREK, KEREKEBB karaktersamkkal.

Ha nincs tovabbgondolasra alkalmas otlet, akkawyitduk figyelmiiket a karaktersor
két széle felé. Ennek alapjan kétféle karaktersairddilonboztethét meg: X[valami]y,
valamint X[valami]X karaktersorozat. Ez utobbi tgathatd egyszéibben, az eredeti
karaktersorozatbdl pontosan annyit kell elhagynntra [valami] karaktersorozatbol. Az éls
esetben nem tudjuk, hogy az X vagy az Y az, anmgmw$an nincs szikséglnk, hiszen nem
lehet mindketit meghagyni elhelyezkedésik miatt. Tehat azt kedlghagyni, amelynél
kedvesbb érték sziletik a minimalis elhagyasszamra.

Az alabbi ,szabalyok” irhatok fel:

II'X, Y tetsz sleges, nem egyez & karakterek

/I [valami] tetsz sleges karaktersorozat

Elhagy([])=0

Elhagy(X)=0

Elhagy(X[valami]X)= Elhagy([valami])

Elhagy(X[valami]Y)= min(Elhagy(X[valami]), Elhagy([ valami]Y))+1

A konkrét algoritmus

Flggvény Elhagy(s)

Ha hossz(s)<2,

akkor Elhagy:=0

kilénben
Haels &(s)=utolsé(s)
akkor Elhagy:=Elhagy(els snélkul(utolsénélkil(s)))
kilénben Elhagy:=min(

Elhagy(els snélkdl(s)),

32/52



Elhagy(utolsonélkil(s))
)+1
Elagazéas vége
Elagazéas vége
Flggvény vége

Ha tovabblépésként a fenti algoritmust tarolt rekana irjuk at, akkor a fuggvénnyel
parhuzamosan kell egy tombot is kezelni. A rekufidiygvény paramétereként az s stringet
hasznalni meglehésen gazdasagtalan, tombindexként pedig néhany gmmgiasi nyelven
nem is lehet. Arekurzié végrehajtasa soran minépésben az eredeti stringnek egy részletét
hasznaljuk, amely megadhat6 a részlet éls utolsé karakterének sorszamaval, a kiindulasi
stringet pedig globalis valtozéként hasznaljuk.

Fuggvény Elhagy(i,j)

Ha j-i<2,
akkor Elhagy:=0
kilénben

Ha s[i]=s[j]

akkor Elhagy:=Elhagy(i+1, j-1)

kilénben Elhagy:=min(
Elhagy(i+1, j),
Elhagy(i, j-1)
)+l

Elagazéas vége

Elagazéas vége
Flggvény vége

Most pedig alakitsuk at tarolt rekurziova!

eh[ , ]:=-1// a két pozicio kdzotti karakterelhag yasok minimalis
szamat tarolo témb elemeinek még meg nem hatarozott értékét jeldlje -1
Fuggvény Elhagy(i,j)

Ha eh[i,j]=-1, akkor

Ha j-i<2,
akkor ehli,jJ:=0
kilonben

Ha sli]=s][j]

akkor ehli,j]:=Elhagy(i+1, j-1)
kilénben eh(i,j]:=min(
Elhagy(i+1, j),
Elhagy(i, j-1)
)+l
Elagazés vége
Elagazéas vége
Elagazéas vége
Elhagy:=ehli,j]
Flggvény vége

Erdemes a feladatot Ggy tovabbgondolni, hogy miképjarnank el, ha meg kellene
mondani azt is, hogy melyik az a leghosszabb padimgd amely a karakterek elhagyasaval

marad.
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4.2 OROKLES

2000. Didkolimpiai valogatoverseny 1. feladat [7.1]

Egy kirdly — haldlat kozeledni érezvén — végrenerditt. Orszagat fiai kozott
szétosztani rendelte a kovetkemodon. A felosztds megyék szerint térténjen. Egynem
kaphat kevesebb megyét, mint a nalanal fiatalabind&h fii kapjon legalabb egy megyét.
Hany kildnbd# mddon térténhet a szétosztas, ha a megyéket niémikiztetjik meg?

A feladat megoldasat agloszi{ f ,m) fliggvény szolgaltatja, ahol az érték az elosztasok
szamat adja,f fil és m megye esetén. Fel szokott aeni az dtlet, hogy a koteldézamegyét

adjuk oda az 6rokdsoknek és prébaljunk arra a proéta fliggvényt konstrualni, ahol a fiuk

szamaf , a megyék szama viszont csaik- f , de ebBl nem mindenkinek kell kapnia.
Az igy megadott fuggvényr&(f,m—- f)=Elosz{ f,m)

Milyen médon lehet meghataroz(f, m) fiiggvény értékét? Erdemes a legkisebb fit

feldl kezdeni a vizsgalatot. Mennyi megyét kaphat? laga O, Iegfeljebb{?} megyeét,

hiszen ha tdbb jutna neki, akkor nem teljestilna &dtétel, hogy a fiatalabb legfeljebb annyit
kaphat, mint az iésebb. Ha a legkisebl megyét kapott, akkor a tébbit hogyan lehetne
elosztani? Nyilvan mar csaki—v megyét tudunk elosztani —1 fil kdzo6tt. Azonban nem
igaz, hogy eztE(f -1, m-v) flggvénnyel hatarozhatjuk meg, mivel — lévén &isgpb
megkapott v megyét. Ezért nem elegénkétparaméteres fliggvényt hasznalni, fel kell
tintetniink, hogy a legkisebb legalabb hany megwit. Kgy a kiszamitandd kifejezés a

e(f -1, m-v,v) alakba irandd, ahoV az f. finak juttatott megyeszam. Vegylk észre,

hogy ebben az alakban kdzvetlen kezélheff, m,1)

A fentiek alapjan az alabbi szabalyokat tudjukrfeli

e(f, m, i)=e(f, m-f*i, 0)= E(f, mf*i),ham/f>=i
e(f, m, )=0, ha m/f<i
e(f, m, 0)= E(f, m=

e(f-1, m, 0)+

e(f-1, m-1, 1)+

e(f-1, m-[m/], [m/]), ha m>0
e(l,m, )=1
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Ebbsl tarolt rekurzidoval megoldast készitve:

Fuggvény e(f, m, i)
Ha i<=m/f akkor e:=E(f,m-f*i)
Kulénben e:=0
Flggvény vége
Flggvény E(f,m)
Ha Etombl[f,m]>-1 akkor osszeg:= Etomb[f,m]
kilénben
Ha f=1 akkor osszeg:=1
Kulénben
o0sszeg:=0
Ciklus i:=0..[m/f]
osszeg:=osszeg+e(f-1, m-i, i)
Ciklus vége
Elaagazas vége
Elagazés vége
E:=0sszeg
Flggvény vége
/laf  &program a feladatnak megfelel &en
Ki: e(f, m, 1)

A diadkok ritkan taladlkoznak a fenti eszkozzel, ahslkét flggvény koélcsdéndsen
meghivja egymast. Ezt, mint érdekesséeget érderusi kortljarni, a technikai megvalositast
segiteni.

4.3 CSEREPKIEGETES

2000/2001. NTOKSZTV 3. kategoria, 3. forduld, datkat [2.8]

Egy mihelyben kulénbd& cseréptargyakat készitenek. A készités utolsésdaa
targyak kemencében valo kiégetése. Minden targysmalerjuk at, t,,....t, kiégetési idejét,
amennyi idt minimalisan a kemencében kell lennie. A kemennédgyszerre legfeljebli
darab targyat égethetiink. Az egyszerre égetetydla addig tartjuk bent, amennyi a
leghosszabb égetési ifigprgy elkészliléséhez szilkséges. A targyakat adutgsorrendben
kell kiegetnink. Mennyi id szilkséges az dsszes targy elkészitéséhez?

A megoldast add algoritmusig konnyen eljutunk, lidbféle konkrétk értéket
vizsgalunk. Ha az érintett didkok kevésbé [0 képgmk, akkor konkrét égetési
id6sorozatokat is adjunk meg!

A feladat megoldas& =1 esetén trivialis, ekkor ugyanis a szilkségéseiglyszeiien az

égetési idk dsszege.
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Mi a helyzetk =2 esetén? Lehet, hogy ugy jarunk jol, ha az egyytdrgnmagaban
helyezzilk a kemencébe, lehet, hogy Ugy, ha azéedl vagy a kovetkeéwel egyutt. A
feldolgozast az elejél vagy a végéil kell kezdeni. A feldolgozas iranya nyilvan nem
befolyasolja a végeredményt. A leirds egysiabr ha a ,szabalyokat” hatulroléeé haladva
fogalmazzuk meg.

/I Egido(x,y) az x. cserépt ¢l azy. cserépig terjed & sorozat
kiégetéséhez sziikséges id 8
Egido(1,1)=t[1]
Egido(1,2)=max(1], t[2])
Egido(1,n)=min(

t[n]+Egido(1,n-1)

max(t[n], t{n-1])+Egido(1,n-2)

)

Lathatd, hogy a figgvény élparamétere felesleges, hiszen as éfsgy kiégetésére
mindig szilkség van. Az altalanos esetet mar enreglfateten fogalmazzuk meg.

Egido(i)=max (1], ..., t]i]), ha i<=k
Egido(i)=min (
{i]+Egido(i-1),
max(il, ..., i-k+1])+Egido(i-k+1)
), ha i>k

4.4 STRUCCTOJAS

2000. Didkolimpiai valogatoverseny, 12. felada]7.

Adott néhany tokéletesen egyforma, igen strapabgtbucctojas. A tojasok
sérllésmentesen leejthiktigen nagy magassagbol is. Adott magassag feletdagyik tojas
Osszetorik, alatta mindegyik épen marad. Hany dalzé&séges a hatart jeléntnagassag
megallapitasahoz? (A toronyh&emelet magas, a felhasznalhat6 tojasok széma épen

maradt tojasok ismét ledobhatdk.)

Nézzik meg, hogy niit fiigg az optimélis dobasszam meghatarozasa! Nyilga
emeletek szamatodl és a tojasok szamatdl. Alapesetaldban az emeletek szama lesz a
dont, de a konnyebb végiggondolas érdekében inkabb datt antervallum kezd és
végpontjat nevezzilk meg a felhasznalhaté tojasaaznellett.

Hogyan valasszunk emeletet? A valasztott enidleald tojasledobas eredményezheti a
tojas torését, ekkor a valasztott emelet alatt fa@itatni a probalkozast eggyel kevesebb
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tojassal, ellenkdz esetben pedig a megadott emelet felett valtozdiiggsszam mellett.
Felvethds sejtés lehet, hogy az az idealis, ha a két édgkrds. Azonban ez csak egy sejtés,
nekink ki kell szamolni az értéket, a fenti megéitls csak mellékeredmény lehet. Végig

kell nézni az 6sszes emeletet a hatarok kozott emjigy adodéd prébalkozasszamok kdzil a
legkisebbet kell kivalasztani.

Az alabbi 6sszefliggésben az altalanos esetetjtiknfet:

DSz(also, fels &, tojas)=

Min /I ki kell prébalnunk az 6sszes lehetséges emel etre
(
Max

DSz(also, e-1, tojas-1) // ha tort a tojas
DSz(e+1, fels &, tojas) /I a tojas maradt

y+1

Meg kell hatarozni azokat a specialis eseteket yakea rekurzibnak hatart szabnak.
Ha a tojasok szama 1, akkor minden lehetséges wnéiekell prébalni. Ha az alsé értéke

tullépi a fel$t, akkor ott mar nem kell vizsgalni semmit, hisfekisérletre van sziikség.

Ha tarolt rekurzié modszerével adjuk meg a megolddkor a felhasznalt tombnél mar
nem érdemes a konkrét emeletsorszamokkal dolgbehjiettik az emeletintervallumok altal
meghatarozott emeletszamot hasznaljuk.

DbTle,t]:=-1 // globalis tdmb, -1 kezd sértékkel, amely azt adja meg,
hogy e emeletb 4l t tojas segitségével hany dobéssal lehet elddnten i,
hogy hol a hatar
Flggvény DSz(also, felso, tojas)
Ha also>felso akkor DSz:=0
kilénben
Ha tojas=1 akkor DSz:=felso-also+1
kilénben
Ha DbT][felso-also+1, tojas]=-1 akkor
Min:=MaxInt;
Ciklus e:=also..felso
Ertek:=Max(
DSz(also, e-1, tojas-1),
DSz(e+1, felso, tojas)

)
Ha Ertek<Min akkor Min:=Ertek
Ciklus vége
DbT][felso-also+1, tojas]:=Min+1;
Elagazés vége
DSz:=DbT[felso-also+1, tojas];
Elagazéas vége
Elagazés vége
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Flggvény vége
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5. AJANLOTT VERSENYFELADATOK

Ebben a fejezetben feltiintetek néhany konkrét wgfedatot, amelynek
megoldadsahoz csak Otleteket adok, a ténylegesitamyst nem tintetem fel. Célsteezeket
a példakat hazi feladatként, dnallé6 gyakorl6 péfhktovabbadni a didkok felé. A jobbak
remélhebleg megbirk6znak majd vellk, a tébbiekkel pedigdgien meg lehet targyalni.

5.1.SzZINEZES

2005/2006. OKTV dor, 4. feladat [2.9]

Egy N emeletes fehér éplilet bizonyos emeleteitépssry kedvéért pirosra szeretnénk
festeni. Csak olyan festést tartunk elfogadhatérekelynél szomszédos szinteket nem
festlink pirosra. A szinezéseket N+1 dlebal szamsorozattal kédoljuk: 1-es jel6li a pir@s,

s pedig a fehér szinemeletet. Az ets szam jelenti a foldszint, az utolsé pedig az Neletn

szinét.

Készits programot SZIN.PAS, SZIN.C, ...), amely megadja, hogy az épilet

hanyféleképpen szinezhieki, valamint a lexikografikus (abécé szerinti) Htaszinezést!

A SZIN.BE szoveges allomany egyetlen sordban az emeletadaias (&N<40) és K
szam (£K<100000000) van.

A SZIN.KI szOveges allomany élsoraba a szinezések lehetséges szamat kell irni! A
masodik sorba a K. szinezést kell kiirni: az eneddetdvekv sorrendjében N+1 darab egész

szamot egy-egy szokozzel elvalasztva, ahol O jaelddhér, 1 pedig a pirosra festett szintet!

Célszett tisztazni egy értelmezésbeli problémat! A teljedehérre festett épllet

megfelel-e a feladat feltételeinek? Az aldbbiakigy tekintem, hogy igen.

A feladat bonyolultnak latszik. E&$z6r is érdemes megnézni, hogy hanyféle,
szabalyoknak megfelelzinezés Iétezik egyaltalan. Milyenek lehet aesz@s? Lehet, hogy a
foldszintet pirosra festjik, lehet, hogy fehérreilyih lehet a toébbi? Ha a foldszint piros,
akkor utana fehér szin kell kdvetkezzen, feletsziaezés barmely, szabalyoknak megéelel
lehet, ha fehér, akkor tetdegesen folytathatd.

Rogzitsuk ezt le:
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/I Szinezés(N+1) legyen az a szam, amennyiféleképpe n a foldszint és N
emelet kiszinezhet 8

Szinezés(N+1)=

Szinezés(N-1)+ // Piros-Fehér kezdet, utana a marad €k N-1 emelet
tetsz &legesen

Szinezés(N) // Fehér kezdet, felette tetsz slegesen

Aki alaposabban megnézi a fenti 6sszefliggést, pmanfelismeri, hogy a szinezések
szamanak lehetséges értékei a Fibonacci szamok.

A feladat a konkrét szinezésre (K. szinezés) iérddz. Ehhez meg kell hatarozni, hogy
milyen sorrendben tekintjik az egyes szinezésékdexikografikus rendezés akkor is helyes
megfogalmazas, ha az F-P karaktereket hasznaljokrésa 0-1 értékparost.)

Tekintsiink egy N, K szampart! A lehetséges szirezZ&ds Fib(N +1). A fentebbi
meggondolasok alapjan ezek koz#ib(N) darab kezddik fehér szinnel. Tehat ha
K < Fib(N), akkor a foldszint fehér, majd K valtozatlan értéke mellett eggyel kevesebb
emeletre kell folytatnunk. AmennyibenK > Fib(N), akkor a fbldszint piros -

kovetkezésképpen az 1. emelet fehér — és a 2. gdhekell folytatni, azon belll a

K — Fib(N). sorszdmu szinezést keresve.

5.2JEGY

2006/2007. NTOKSZTV doft 2. korcsoport, 3. feladat [2.10]

Egy jegyiroda nagyszabast koncertre arul jegyekitszesenM ulshelyre lehet
jegyeket igényelni, pontosabban minden igénk#t egymas melletti jegyet igényelhet, és
meg kell adnia, hogy ezért mennyit fizetne. A jeggia a beérkezett igények kdzul ki akarja
valasztani a legtobb bevételt eredmédyégényeket, amelyeket természetesen ki is tud
elégiteni.

Készits programotJEGY.PAS, JEGY.C, ...), amely kiszamitja az elérléelegnagyobb
jegybevételt és meg is adja, hogy melyik igényelédgitése esetén érlietl a legnagyobb
bevétel!

A JEGY.BE szOveges allomany élssora két egész szamot tartalmaz, aheilyek
szamat {sM<6000, és az igények szamatsN<3000Q. A tovabbiN sor mindegyike egy

igényt leird két egész szamot tartalmaz. A% slgam az igényelt kétdhely el$ székénels
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sorszadma {ss<M), a masodik szam az dzpénztsszeglkf<500), amit az igény a két
jegyért fizetne. Az igényeket a sorszamukkal azijuks az allomanyi+1-edik sordban van

azi-edik igény.

A JEGY KI szdveges allomany élsoraba az elérhielegnagyobb bevételt kell irni! A
masodik sorba azoknak az igényeknek a sorszamétke(tetsdleges sorrendben), amelyek

esetén a bevétel a legnagyobb lesz! Tébb megostdérebarmelyik megadhato.

A feladat nem tul nehéz, akkor is komoly esély wamegoldasra, ha a diakok nem

hallottak dinamikus programozasrol.

Erdemes bizonyos egys#sitéseket tenni: az azonos helyre szol6 igényekilkisak a
legmagasabbat tartjuk meg, valamint az igy megndaigdnyeket az Ghely sorszama
szerint ndvek&en rendezzik. (A rendezés feltétlen szilkséges,sik épés elmaradasa nem

akadalyozza a megoldast.)

A rendezés alatt sokan valamely rendezési algosit@miialmazéséat értik. Ennél a
feladatnal azonban a rendezést és az azonos poaitdé kdzil a legnagyobb értiglajanlat
meghagyéasat egyszerre megoldhatjuk. Vegylk ésegg; Bz a ,rendezés” mar a beolvasas

soran megvalosithato, ilyeténképpen lineardsgiényi.

HelyT[].ajanlat:=0
[*a HelyT tdmb az Ul &helyekkel indexelt, elemei maximdlis ajanlatot és
az igény szamat tartalmazo rekordbdl allnak */
/I beolvasas
Be: helyszam, igenyszam
Ciklus i:=1..igenyszam
be: hely, ajanlat
Ha HelyT[hely].ajanlat<ajanlat, akkor
HelyT[hely].ajanlat:=ajanlat
HelyT[hely].igeny:=i
Elagazéas vége
Ciklus vége

A megoldasban alkalmazott dinamikus programozé&si ext koveten kerll sorra. A
tablazatkitolp moddszerrel azt hatarozzuk meg, hogy az adott dnetyennyi maximalis

bevétel produkalhatd.

HelyT[].bevetel:=0

/*ebbenamez  &ben taroljuk az aktudlis helyig terjed & ajanlatokbol
szarmaz6 maximalis bevételt a tombot a 0. elemt sl indexeljuk */
HelyT[1].bevetel:=HelyT[1].ajanlat
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Ciklus i:=2..helyszam

Ha HelyT[i-2].bevetel+HelyT[i].ajanlat>HelyT[i-1]. bevetel,
Akkor

HelyTli].kell:=True

HelyT[i].bevetel:= HelyT[i-2].bevetel+HelyT[i].aj anlat
Kulénben

HelyTli].kell:=False
HelyT[i].bevetel:= Hely[i-1]
Elagazéas vége
Ciklus vége

Mar csak meg kell adnunk a kért adatokat, tehatagimalis bevételt és a kielégitett
igényléseket:

Ki: HelyT[helyszam]

I:=helyszam

Ciklus amig i>0
Ha Hely[i].kell akkor ki: Hely[i].ajanlat
i:=i-1

Ciklus vége

5.3 MUNKA

2008/2009. OKTV 2. forduld, 5. feladat [2.11]

Egy vallalkoz6 két azonos munkagépet lUzemeltet,yaken specialis alkatrészeket
gyart. Sok megrendelést kapott alkatrészek gyaaasA megrendelésben kulonkitz
alkatrészek szerepelnek, de ismert, hogy az edkagészek legyartasa mennybtdgényel
(percben kifejezve). A gépek folyamatosan dolgozrakvallalkozé el akarja osztani az
alkatrészeket a két gép kozott, hogy a létegkorabban befejédjon a legyartasuk, tehat ha
az el$ gép a neki kiosztott alkatrészeket, a masodik géd2 id6 alatt gyartja le, akkor
max(T1,T2)a leheb legkisebb legyen.

Készits programotnfunka.pas , ...), amely kiszamitja, hogy legkevesebb menn§i id

alatt tudja a két gép legyartani az 6sszes alkatrés meg is ad egy megféldleosztast!

A munka.be szoveges allomany élsordban az alkatrész€RsN<2000) szama van.
A masodik sor pontosafN egész szamot tartalmaz egy-egy szokdzzel elvasaA
legyartandé alkatrészek gyartasi idejét, arés50 kozotti érték.

A munka.ki szdveges allomany élsora egyetlen egész szamot tartalmazzon, azt a
legkisebbT id6t, amely alatt a két gép le tudja gyartani az tsslkatrészt! A masodik sor
azon alkatrészek sorszamat tartalmazza (tleiges sorrendben, egy-egy szOkdzzel
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elvalasztva), amelyeket az &@lsa harmadik sor pedig azokat, amelyeket a masgejkgyart
le. T6ébb megoldas esetén barmelyik megadhato.

Kis gondolkodas utan azt mondhatjuk, hogiax(T,,T,) értéke akkor a legkiseb,
és T, eltérése minimalis. Nyilvan idedlis esetb&m=T,. Ennek alapjan eszunkbe juthat az
Igazsagos osztozkodas — masképp feladat a 31onlddézzilk meg az abban foglaltakat!

>

Mivel itt nem biztos, hogy egyefgéget kapunk, nem elegénd i:; indexi tagig

vizsgalodni, de a feldolgozas soran megéllhatunklgizannal nagyobb indexnél. Az 6sszes
munkadarab megvizsgalasat ket az érintett indexek kdzul a fent emlitett indExn
nagyobbak kozll a legkisebb adja a feladat késdésére a valaszt.

A masodik kérdésre Keritésfestés feladatnal iritlmus egyszdér médositasaval lehet
valaszolni, a harmadik kérdésre adott valasdktiar trivialis médon kdvetkezik.
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6. MELLEKLET

A mellékletben néhany, azdéebleg ismertetett feladat alapjan megoldhat6 feladato

idézek fel a versenyfeladatok kozl.

6.1 .PAKOLAS

2007/2008. OKTV 2. forduld, 4. feladat [2.12]

Kamionnal kell elszallitani targyakat. Ismerjik ankion kapacitasat, tehat azt a sulyt,
amelynél tobb nem rakhat6é a kamionra, és ismerfiglszallitandd targyak sulyat. Az a cél,
hogy a kamiont ugy pakoljuk meg targyakkal, hogyagzsuly a lehétlegnagyobb legyen.

Készits programotRAKOL. PAS, PAKOL. C, ..), amely kiszamitja, hogy mekkora az a
legnagyobb 6sszsuly, amit a kamionnal elszallithidtlA program adja meg, hogy mely

targyak kamionra rakasaval érbetz el.

A PAKQOL. BE szdveges allomany élsoraban két egész szam van, a targyalkzama
(1=N<100 és a kamiorK kapacitasal<kK<600). A masodik sor pontosaN pozitiv egész
szamot tartalmaz egy-egy szO0kodzzel elvalasztval-Adik szdm az-edik targy sulya, ami
nem nagyobb, mint a kamidbkapacitasa.

A PAKCL. KI szOveges allomany élsoraba a kamionnal elszallithatd legnagy&bb
osszsulyt kell irni' A masodik sorba 8&&sszsulyt ad6 pakolasban szebeagrgyakM szaméat
kell irni! A harmadik sorba a kamionra pakdt targy sorszamat kell irni tetdeges
sorrendben, egy-egy székozzel elvalasztva! Tobloidég esetén barmelyik megadhat6.

6.2 CIMLET

2007/2008. NTOKSZTV 2. kategoéria, 3. forduld, latat [2.13]
Egy orszagbahl-féle pénzjegy cimlet van (minflbtetszleges darabszamu).

Készits programotQIMLET.PAS, CIMLET.C, ...), amely megadja, hogy mely 1 ks

kozotti pénzdsszegeket nem lehet a hasznalhatétekkkel pontosan kifizetni!

A CIMLET.BE szOveges allomany élsoraban a pénzjegyek szamaN%100) és a
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maximalis 6sszeg értéke(¥1<1000000) van egy szokozzel elvalasztva. A masauntikaN
szam van, akl cimlet értéke, egymastol egy-egy szokozzel elvélas érték szerint novekv

sorrendben.

A CIMLET.KI szOveges allomany élsoraba a nem kifizethethsszegek szamat kell
irni! A méasodik sorban egy-egy szoOkozzel elvalamzta nem kifizethét O0sszegek

szerepeljenek, noveksorrendben!

6.3.GYONGYOK

2006/2007. OKTV 2. forduld, 5. feladat [2.14]

Tekintsiik azt az egyszemélyes jatékot, amelyet lgsorbol ésM oszlopbdl allé
négyzetracsos tablan lehet jatszani! A tabla \enetletien kivalasztott mein gyongyoket
helyeznek el. A tablan lehetnek csapda ékeamelyekre nem lehet Iépni. A jaték célja az,
hogy a jatékos egy babut mozgatva a tabladinea lehed legtobb gyongyot dijtse be. A
jatékszabaly a kovetkéz

. Kezdetben a babu a tabla (1,1) koordinataju bab fedrkaban all.
. Egy lépésben a babut csak szomszédo$mdehet mozgatni, vagy jobbra, vagy lefelé.
. Csapda mexe nem lehet Iépni.

. A jaték akkor ér véget, ha a babu a taaM) koordinataju jobb als6 mégre, a

célmedre kerdl.

A jatékban szerzett pontszam azokon adken talalhaté gyongydk szamanak dsszege,
amelyekre a babuval Iépett a versenyxz (1, 1) nem csapdamggs az ott &y gyongyok is

a jatékoseé lesznek.

Készits programot JATEK. PAS, JATEK. C, ..), amely kiszamit egy olyan

jatékmenetet, amely a legtobb pontot eredményezi!

A JATEK.BE szbtveges allomany élsora a tabla soraindk és oszlopainakl szamat
tartalmazza(1<N, M<150), egy szokdzzel elvalasztva. Az &llomany kovetkér sora a
kezdeti jatékallast tartalmazza. Minden sorban geamiM pozitiv egész szam van (egy-egy
szOkozzel elvalasztva). Haedik szam-1, akkor ott csapda mézvan, egyébként azt adja
meg, hogy az adott sorbanja&dik medn hany gyongy van. Minden szadm értéke nem
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nagyobb, min600.

A JATEK.KI szoveges allomany élsoraba a szabalyos jatékkal elééhiegnagyobb
pontszam értékét kell irni! Ha a célndezem érhet el, akkor az els és egyetlen sorba-a
értéket kell irni! Ha el lehet jutni a célntee, akkor a masodik sor pontosiin+t M — 2
karaktert tartalmazzon, egy olyan szabalyos |épégatot, amellyel elérhéta maximalis
pontszam! A jobbra Iépés jeleXs, a lefelé |Iépés jele diz' karakter. A karakterek k6zott nem
lehet sz6koz, és az utols6 karakter utan nem leh@k6z! Tobb megoldas esetén barmelyik

megadhato.

6.4 M ALACPERSELY

1999/2000. NTOKSZTV 3. kategoria, 2. forduld, 3atat [2.15]

Mohé Marci malacperselyben gjji pénzét. Csak fémpénzeket rakott a perselybe, de
nem jegyezte fel, hogy milyeneket. Felirta azonbanires persely sulyat, igy meg tudja
allapitani a perselyben léwénzek dsszsulyat. Ismeri tovabba az egyes péakéeqyedi
sulyat és ertékeét. Szeretné kiszamitani, hogy meamg legkisebb érték, amelyet a perselye
biztosan tartalmaz. Egy adott tipust pénzéih@bmletkdl) tobb is lehet a perselyben.

Készits programotMALAC.PASvagy MALAC.Q, amely kiszamitja, hogy legkevesebb

mekkora értéket tartalmaz a malacpersely!

A MALAC.BE bemeneti allomany eissoraban van a perselyben dépénzek S
(1<5<10000) 6sszsulya. A masodik sorban a pénzérmek fegidnletek) N (¥N<100) szama
talalhatd. A tovabbiN sor mindegyike két pozitiv egész szadmot tartalregy székozzel
elvalasztva. Az ets szam egy pénzérme értéke (nem nagyobb, mint 208)asodik szam
pedig a pénzérme sulya (nem nagyobb, mint 1000).

A MALAC.KI &llomany egyetlen sort tartalmazzon, azt a ledgkisértéket, amelyet a

malacpersely biztosan tartalmaz!

6.5 KOCKAK

1998/1999. NTOKSZTV 2. kategoria, 2. forduld, 4atat [2.16]

Epitskockakbdl Ugy lehet stabil tornyot épiteni, hogysetib kockara nem lehet
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nagyobbat, illetve kdnnyebb kockara nem lehet nelbieet tenni.

Készits programotKOCKA.PASvagy KOCKA.Q, amelyN kocka alapjan megadja a
bebluk épithet legmagasabb tornyot!

A KOCKA.BE allomany elé soraban a kockak €N<1000) szama van, a tovabhi
sorban pedig az egyes kockak oldalhossza és suipaketty 20000-nél kisebb pozitiv egész

szam), egyetlen székozzel elvalasztva.

A KOCKA.KI allomany és a képerfiels) soraba a legmagasabb tordvikockaszamat
kell irni, a kbvetke& M sorba pedig az épités szerint alulrél felfelé esaalben a felhasznalt
kockak oldalhosszét és sulyat.

6.6 L ICIT FELADATOK

2000/2001. NTOKSZTV 2. kategoria, 2. forduld, datkat [2.17]

Nevesincs varos polgarmestere elhatarozta, hogiesiti a varos mellett |évéglalap
alaku folddarabot. A foldet egyforma méretarcellakra osztotta.

A polgarmester ugy dontott, hogy a parcellakat v@yibs palyazat keretében adja el,
azaz egy adott hatafiy minden érdekids lezart boritékban leadhatja ajanlatat. Egy palyazo
csak egy ajanlatot nyujthat be, amelyben meg katlica hogy melyik parcellatol melyik

parcellaig terjed részt kivanja megvenni, és mennyiért.

A palyazat sikeres volt, a hatasidejartaig N palyazat érkezett. Ezek kodzul ki kell
valasztani azokat az ajanlatokat, amelyek a legb@&viételt eredményezik, s persze ugy, hogy
egyetlen parcellat sem itélnek oda egynél tobbgadlyak. Egy-egy palyaz6 vagy az 6sszes
kért parcellat megkapja, vagy egyet sem kap megfoilulhat, hogy a maximalis bevétel

eléréséhez nem kell eladni az 6sszes parcellat.

irj programot (ICIT.PAS vagyLICIT.C ), amely megadja a vélaszt a polgarmester

problémajaral
Bemenet:

A LICIT.BE dllomany el§ soraban a palyazatok N szamaN%100) és a parcellak
szadma (¥M<100) taldlhato, egy székozzel elvalasztva. A koestkN sor az egyes palyazok

adatait tartalmazza, a palydzokat ez a sorrendoa#gmn Mindegyik sorban 3 szam van egy-
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egy szokodzzel elvalasztvA: B FT, ami azt jelenti, hogy a palyaz6 Azorszamu parcellatol
(1=A<M) a B sorszamu parcellaigA&B<M) terjed részértFT forintot fizetne (1L008FT<
1000000).

Kimenet:

A LICIT.KI allomany el§ sordba az elérhetegnagyobb bevételt kell irni. A masodik
sorba a nyertes palyazok sorszamai kerlljenek ggyszokdzzel elvalasztva. Ha tdbb
megoldas is van, csak egyet kell kiirni (barmelt)ike

2000/2001. NTOKSZTV 3. kategoria, 2. forduld, datkat [2.18]

Nevesincs sziget polgarmestere elhatarozta, hokesiti a sziget tengerpartjat. A
partot egyforma mérétparcellakra osztotta.

A polgarmester ugy dontott, hogy a parcellakat v@yibs palyazat keretében adja el,
azaz egy adott hatafiy minden érdekids lezart boritékban leadhatja ajanlatat. Egy palyazo
csak egy ajanlatot nyujthat be, amelyben meg katlica hogy melyik parcellatol melyik

parcellaig terjed részt kivanja megvenni, és mennyiért.

A palyazat sikeres volt, a hatasidejartaig N palyazat érkezett. Ezek kodzul ki kell
valasztani azokat az ajanlatokat, amelyek a legb@viételt eredményezik, s persze ugy, hogy
egyetlen parcellat sem itélink oda egynél tobbgzdgak. Egy-egy palyazo vagy az 6sszes
kért parcellat megkapja, vagy egyet sem kap megfoilulhat, hogy a maximalis bevétel

eléréséhez nem kell eladni az 6sszes parcellat.

irj programot (ICIT.PAS vagyLICIT.C ), amely megadja a vélaszt a polgarmester

problémajaral
Bemenet:

A LICIT.BE allomany el§ soraban a palyazatdk szama(¥N<100) és a parcellak
szadma (¥M<100) taldlhato, egy székozzel elvalasztva. A koestkN sor az egyes palyazok
adatait tartalmazza, a palyazokat ez a sorrendoaftjm Mindegyik 3 szamot tartalmaz egy-
egy szO0kodzzel elvalasztvA: B FT, ami azt jelenti, hogy a palydz6 Azsorszamu parcellatél
(1<A<M) a B sorszamu parcelldig €{B<M) terjedd részért FT forintot fizetne
(100G<FT<1000000). HaB<A, akkor a palyaz®-t6l M-ig és 1-6| A-ig szeretné megvasarolni
a parcellakat.
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6.7 JARDAKOVEZES

2009/2010. OKTV 2. forduld, 5. feladat [2.19]

irj programot (ARDA.PAS, ...), amely kiszamitja, hogy hany féleképpen lehet
kikdvezni egy 2N egység mérétjardat 1*1 és 1*2 mérétlapokkal!

A JARDA.BE szoveges allomany élsoraban a jarda méretét megatiégész szam van
(1=<N<36)

A JARDA.KI szbveges allomany éls egyetlen soraba azt a szamot kell irni, ahany

féleképpen kikbvezhéta 2*N méreti jarda!
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7. OSSZEFOGLALAS

Célom az volt, hogy kollégak és diakok szamaraeg#ftmiivet alkossak. Jelenleg még
csak reménykedem, hogy sikertlt. A dokumentum szmte megfelel annak, amit korabban
elképzeltem. Az érdekdl6 olvasdnak javaslom, hogy haladjon a leirtakkale§sorrendben,
igyekezzen onalléan kitalalni a kozolt problémak goldasat, és ne spérolia meg az

algoritmusok programma formalasat.

Nem hittem volna, hogy a fejemben kavargd feladatibbségének meglelem az
eredetijét, de majdnem mindet sikeriilt beazonositarlJgy gondolom, a dolgozat térzsét
képed feladatokhoz olyan megjegyzéseket tudtéiemi, amelyek ketlen segitik az olvasot
azok megoldasaban. Bizom abban, hogy a lejegyigettitanusokban nem kdvettem el hibat.
A Melléklet fejezet tartalma csak valogatasnakrntiett a bemutatott feladatokhoz hasonlo

példakbdl, ezt természetesen lehetne tovélkidni.

KbszOnettel tartozom dr. Papp Zoltan adjunktus Kinadrelméért, Danner Gabornak,
volt tanitvAnyomnak pedig azért, hogy figyelmembéniatt néhany, valaha kdzdsen

megbeszélt és megtargyalt feladatot.
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