SZAKDOLGOZAT

Szatmari Laszlo

Debrecen
2010



Debreceni Egyetem
Informatika Kar

Keresd algoritmusok hatékonysagdnak
osszehasonlitasa a Hano1 probléman keresztiil

Témavezeto: Keészitette:
Dr. Varterész Magda Szatmari Lasz16 (Sotmari Laslo)
egyetemi docens programtervezd informatikus (BSc.)
Debrecen

2010



Tartalomjegyzék

TartalomjegyzeEkK..............oooviiiiiiii 2
BeVeZELES ... 3
|. Megoldas allapottér-reprezentacioval .................................. S
1.1 Az elso allapottér-reprezentacio....................ccooveeiiiiiiieeiiniinenen, 3)
1.2 A masodik allapottér-reprezentacio..................cccccoocvveeiniiinnnen, 8
1.3 Az allapottér-reprezentacio megvalositasa....................ccccvveeen. 10
1.4 Az els6 reprezentacio megvalositasa.................ccccceeeiiviiiiiiinnnn. 12
I.5 A masodik reprezentacio megvalositasa..................ccccccooiinennn, 18
II. A minimum/maximum probléma.................c.ccccoiiiie, 22
I11.1 A rekurziv implementacio ..................ccoceee i, 27
L2 A ,,moh0” al@oritmus................coovviiiiiiiiiie e 29
I11.3 Dinamikus programozasi megoldas.....................ccocceevniinnnnnn, 32
111.4 Backtrack algoritmus ..........ccoceiiiiiiin e, 36
IILS5 Iterativ algoritmus ..............cccovvivviiiiei e 37
IVLEICINZES ... 42
Irodalomjegyzek ..............cooiiiiiiiiii 44



Bevezetés

A hanoi tornyai matematikai jaték, illetve feladvany egy legendabol szarmazo otleten
alapszik. A legenda szerint egykor az indiai Benaresben egy Shiva-templom jelolte a vilag
kozepét. Fo Hi uralkoddsa idején a templomban él0 szerzetesek feladatot kaptak Shiva
istenndtdl. A templom kdzepén volt egy marvanytabla, melybdl harom gyémantrud allt ki. Az
elsé radon 64 kiilonb6zé méretli arany korong volt. Legalul volt a legnagyobb, majd rajta
méret szerint csokkend sorrendben a tobbi. A szerzetesek feladata az volt, hogy athelyezzék
az Osszes korongot az elsé rudrol a masodikra, a kovetkezd szabalyok betartasa mellett. A
korongok nagyon sériilékenyek, ezért egyszerre csak egy korong mozdithatd, valamint egy
korong nem helyezhet6 olyan rudra, ahol van nala kisebb korong. A korongok megszenteltek,
ezért csak ezt a harom megszentelt rudat lehet hasznilni, mashovd nem rakhatjdk le a
korongokat. Amint minden korong atkeriilt a masodik rudra, a templom 6sszeomlik, és a vilag
véget ér. Ha igaz ez a legenda, akkor jo lenne tudnunk, hogy ez mikor is kdvetkezik be.

A jaték leirasa el6szor 1883-ban jelent meg egy parizsi Gjsagban, amit a Li-Sou-Stian
egyetem egyik hallgatdja, N. Claus de Siam publikalt. Kideriilt, hogy a szerzd csak egy alnév,
az igazi szerz0 nevének anagrammaja. A cikk valddi irdja a Lyce Saint-Louis egyetem
professzora, Edouard Lucas D’ Ameins Volt.

A hanoi tornyai egy tipikus esete az ugynevezett ,,0szd meg ¢€s uralkodj” tipust
problémaknak. A név onnan szarmazik, hogy a megoldast legkonnyebben tgy talalhatjuk
meg, ha a problémat egyszeriibb, az eredetihez hasonld részproblémakra osztjuk, majd ha
sziikséges, a részproblémakat tovabb osztjuk. Jelen esetben a probléméanak van egy
kulcsmozzanata: a legnagyobb korong athelyezése. Ha az els6 radrdl szeretnénk athelyezni a
korongokat a masodikra radra, akkor elszor a tobbi korongot kell atraknunk a harmadik
rudra, ezutan at tudjuk rakni a legnagyobb korongot a masodik radra, majd a harmadik radra
atrakott korongokat vissza kell rakni a masodik radra. A részproblémakat most a tobbi korong
atrakasa jelenti, el6szor a harmadik rudra, majd onnan vissza a masodikra. Ezeket a
részproblémakat hasonldé gondolkodasmod szerint oldhatjuk meg. Koénnyen bizonyithato,
hogy ezzel eléallithatjuk az optimalis megoldast, ami n korong esetén 2™ — 1 1épést jelent (a
bizonyitast lasd késobb).

Ezek szerint 64 korong esetén minimum 2% — 1 = 18 446 744 073 709 551 615 1épésre
van sziikség. Ha a szerzetesek képesek lennénk egy korongot egyik radrél a masikra egy

masodperc alatt atrakni, a probléma megoldasa még akkor is megkozelitéleg 590 000 000 000



évet venne igénybe, igyhogy egy ideig még nem kell félniink a vilag végétdl akkor sem, ha a
legenda igaz. Meg kell jegyezniink, hogy az Univerzum jelen ismereteink szerint
13 700 000 000 éves.

Szakdolgozatom célja, hogy a hanoi problémat kiilonb6z6 mddokon megoldjam, és
ezeknek a megoldasoknak a hatékonysagat 6sszehasonlitsam. Egy hagyomanyos mesterséges
intelligenciai problémat altaldban legegyszeriibben allapottér-reprezentacioval és az ismertebb
keresé algoritmusokkal lehet megoldani. Természetesen ez kozel sem a leghatékonyabb
megoldas. Sokkal jobb eredményeket lehet elérni, ha elemezziik a problémat, és probléma
specifikus algoritmust készitiink. Dolgozatom els6 felében két allapottér-reprezentaciot fogok
elemezni, majd a tovabbiakban a problémat mélyebben megvizsgalva, ismertebb
programozasi technikdkkal készitek tobbféle megoldast, és mindezeket dsszehasonlitom. Az
algoritmusokat az egyszertiség kedvéért Java nyelven irtam, mivel célom nem a lehetd

legnagyobb hatékonysag elérése, hanem a kiilonb6z6 megoldasok dsszehasonlitasa.



I. Megoldas allapottér-reprezentacioval

Készitsiik el az allapottér-reprezentaciot. A problémank vilaga lényegében csak a
rudakat és a korongokat tartalmazza. A rudak szama allando, a korongok szama viszont a

probléma méretével nd. Az allapotok tarolasara két lehetdségiink van:

1. azt taroljuk, hogy az egyes rudakon milyen korongok vannak.

2. azt taroljuk, hogy melyik korong melyik radon van

1.1 Az els6 allapottér-reprezentacio

Az elsO esetben azt taroljuk, hogy az egyes rudakon milyen korongok vannak. A
rudakon 1évé korongokat halmazokkal tudjuk leirni. Legyen a harom rudat leiré halmazok
jelolése Hy, Hp és Ho. A korongokat méret szerinti sorrendben szamozzuk 1-t6l n-ig. 1-es

jeloli a legnagyobb korongot, értelemszeriien n jeldli a legkisebbet.

Hy= {6,{1},(2}, .., (0}, {1,2},{1,3}, ..., {L,n},.. (n—1,n},...,
{1,2,3,n—-3,n},..,{1,2,.. ,n}}

Hy = {@,{1},{2}, ... ,{n},{1,2},{1,3},... ,{1,n}, ... {n—1,n}, ...,
{1,2,3,n—3,n},..,{1,2,.. ,n}}

H; = {0,{1},{2}, ... ,{n},{1,2},{1,3}, ... ,{1,n}, ... {n—1,n}, ...,

{1,2,3,n—3,n},..,{1,2,..,n}}

A harom halmaz Descartes-Szorzata:

H, X Hg X H, = {(8,9,9), ({1},6,9), ... ,{1,2,... ,n},{1,2, ... ,0},{1,2,..,n}) }

Erre a Descartes-szorzatra nem mondhatjuk, hogy ez az allapotok halmaza, mivel sok olyan
elemharmast tartalmaz, amelyek nem lesznek allapotok, mivel az eredeti problémaban nem
fordulnak el6. Példaul négy vagy tobb korong esetén az ({1}, {2}, {1, 2, 4}) elemharmas nem
jo, mert az 1-es és a 2-es korongok is egyszerre tobb rudon vannak, valamint a 3-as korong
nincs rajta semelyik radon. A h = (hy, hg, he) € Hy X Hp X H, elemhirmas a probléma

allapota, ha teljestilnek ra a kovetkezd kényszerfeltételek:

- minden korongnak pontosan egy rudon kell szerepelnie



- mindegyik korongnak szerepelnie kell valamelyik radon

Ezeket formalizalva a kovetkezdket kapjuk:

- hAUhBUhC={1,2,3,...,n}

Osszefoglalva:

kényszerfeltétel(h) = Vivj(h, N hy £ @ D i=j) Ahy Uhp Uhe ={1,2,3,...,n}
Most mar felirhatjuk az allapotok halmazat:
A ={(hy',hg',he") | (hy',hg',he") € Hy X Hp X Hg A kényszerfeltétel(h)}

Kezddallapotnak az az allapot tekinthetd, amikor minden korong egy riadon van. Esetlinkben

legyen ez az elsd, vagyis az A rud:
kezd6 = ({1,2,...,n},0,0) € A

Azokat az allapotokat tekintjiik célallapotnak, mikor minden korong ugyanazon a rudon van,

¢s ez a rud kiilonbozik a kezddallapotban szerepld rudtol. Két ilyen allapotunk van:

c={0©{1,2,..,n},0), (0,0,{1,2,...,n}) }c A

Ezutan az operatorokat kell megadnunk. Ezeket kétféleképpen tehetjiik meg. ElsO lehetdség,
hogy az operator paraméterben megkapja, hogy melyik korongot melyik radra kell athelyezni.
Ez kicsit problémads, mert igy tobb rudat is meg kell vizsgalni, hogy megtalaljuk, melyiken
van az adott korong. Egyszerlibb, ha paraméterben azt adjuk meg, hogy melyik radrol melyik
radra kell athelyezni egy korongot. Ilyenkor értelemszeriien az adott radon 1évé legkisebb,
vagyis a legfels6 korongot helyezziik at. Mivel harom rad van, és mindegyik radrol
szeretnénk mindegyikre (kivéve az adott rudat) korongot athelyezni, ezért Gsszesen hat

operatorunk lesz:

0 ={ Mozgat(honnan, hova) } = { Mozgat(A, B), Mozgat(A,C),
Mozgat(B,A), Mozgat(B,C), Mozgat(C,A), Mozgat(C,B) }

Természetesen ezek az operdtorok nem alkalmazhatoak barmikor, ugyanis nem 1étezd

korongot nem tudunk athelyezni, valamint ott van az a szabdly is, miszerint nagyobb korongot



nem rakhatunk kisebbre. Ezért egy Mozgat(honnan, hova) operator akkor alkalmazhato
egy h = (hy, hg, he) € A allapotra, ha

- & honnan rudon van korong

- a hova radon 1évé minden korong nagyobb a honnan radon 1évé legkisebb korongnal

Formalizalas elétt vezessiik be a LK (h;) jel6lést, ami jelentse az i. radon 1évo legkisebb

korongot: z = LK(h;) & z € h; A Vx(x € h; D z < x)

hhonnan *0
- Vx(x € hhova SoXx > LK(hhonnan)

A Mozgat(honnan, hova) operatort egy h = (hy, hg, he) € A allapotra alkalmazva a
kovetkezOképp definialt h' = (hy',hg',he') € Hy X Hg X H, elemharmast kapjuk:

h; \ {LK(h;)}, ha i = honnan
h; = {h; U {LK (hponnan )}, ha i = hova
h;, egyébként

Mivel operatorainkat ugy sikeriilt definidlni, hogy allapotbol bizonyithatoan allapotot
allitanak eld, és a kezddallapotunk allapot, ezért a megoldaskeresés soran eldallitott
elemhdrmasokra a kényszerfeltételek ellenérzése elhagyhat6.

Az allapottérnek, a probléma kezddallapotanak, a célallapotok halmazanak, az

operatorok alkalmazasi el6feltételeinek ¢és hatasanak a definialasaival megadtuk az

s



1.2 A masodik allapottér-reprezentacio

Ha a masik megoldast vélasztjuk, vagyis azt taroljuk, hogy melyik korong, melyik
radon van, akkor egy elem n-esre van sziikségiink. Az elem n-es minden egyes eleme azt
mondja meg, hogy az adott korong melyik radon van, igy ezek az értékek csak 1,2 és 3

lehetnek.
H = {(hy,hy,...,h,) |h€{1,2,3},i=1,2,...,n}

Ez a H nem tartalmaz olyan elem n-est, amely nem a probléma egy allapotat irna le, ezért
nincs sziikkség kényszerfeltételekre. Ezzel az elem n-essel a probléma barmely allapotat

leirhatjuk, ezért ez a probléma allapotainak halmaza:
A=H

Kezddallapotnak az az allapot tekinthetd, amikor minden korong egy radon van. Esetlinkben

legyen ez az els6 rad:

kezdé = (1,1,..,1) €A

Azokat az allapotokat tekintjiik célallapotnak, mikor minden korong ugyanazon a radon van,

¢s ez a rud kiilonbozik a kezddallapotban szerepld rudtol. Két ilyen allapotunk van:

c=1{22.,2,33..,3)}cA

Ezutan az operatorokat kell megadnunk. Esetiinkben egyetlen operator is elegendd a probléma
megoldasahoz, azonban ezt ismét kétféleképpen adhatjuk meg. Egyik esetben az operatornak
azt adjuk meg, hogy melyik radrdl melyik radra kell egy korongot atrakni. Ebben az esetben
meg kell keresni, hogy az adott radon melyik korong van legfeliil. Egyszeriibb, ha rogton azt
adjuk meg, hogy melyik korongot kell atrakni. Vagyis az operatornak két paramétere lesz:
mit és hova. A mit paraméter azt mondja meg, hogy melyik korongot szeretnénk atrakni,
vagyis 1-t6l n-ig vehet fel értékeket. A hova paraméter azt jeldli, hogy az adott korongot
melyik radra kell tenni, vagyis értéke 1,2 vagy 3 lehet.

0 = {Mozgat(mit, hovd)} = {Mozgat(1,A), Mozgat(1,B), Mozgat(1,C),
Mozgat(2,A), ..., Mozgat(n,B), Mozgat(n,C)}



Az operatorunk csak a szabalyok betartasa mellett alkalmazhatd, valamint egy korongot nem
rakhatjuk ugyanarra a ridra, amelyiken van. Ezért egy Mozgat(mit, hovd) operator akkor

alkalmazhat6 egy h = (hy, hy,..., h,) € A allapotra, ha

- a hova rud vagy iires, vagy a hova rad minden korongja nagyobb a mit korongnal

- amit korong rudjan nincs a mit korongnal kisebb korong

Az elsd feltétellel kizartuk azt a lehetdséget is, hogy a korongot ugyanarra a radra rakjuk

vissza, amelyiken a korong volt. Formalizalva:

- Vi(h; = hova > i > mit)

= Vi(hpy, = h; D mit <1i)

A Mozgat(mit, hova) operatort egy h = (hq, hy,...,h,) € A Aallapotra alkalmazva a
kovetkezoképp definialt i’ = (hy, hy, ..., h,") € H elem n-est kapjuk:
W= {hova, hai = mit
E7 | hy, egyébként
Az Allapottérnek, a probléma kezddéallapotanak, a célallapotok halmazanak, az

operatorok alkalmazasi eldfeltételeinek ¢és hatdsanak a definidldsdval megadtuk az

cy ey



1.3 Az allapottér-reprezentacio megvaldsitasa

A probléma allapottér-reprezentacioval torténd megoldasdhoz Kosa Mark egyetemi
tandrsegéd altal irt szélességi, mélységi €s backtrack keresdket haszndltam. A keresOket A
mesterséges intelligencia alapjai targy keretében hasznaltuk. Ezek a keresOk elérhetoek az
emlitett tantargy honlapjan. [5]

A keres6k hasznalatahoz sziikség van egy Main osztalyra, ahonnan majd meghivjuk
azokat, egy Hanoi osztalyra, amely az allapotokat reprezentalja, valamint még annyi
osztalyra, ahany féle operator hasznalunk. Az operatorok osztalyait az Operator osztalybol
kell szarmaztatni, mig a Hanoi osztalyt az Allapot osztalybol.

Az Operator osztilyban csak az operator paramétereinek megfeleld adattagokra,
valamint a hozzaférésiikhoz sziikséges get/set metodusokra van sziikség, és természetesen egy
konstruktorra, amely beallitja az adattagok értékét a paraméterben kapott értékekre. Ezek
mellé ajanlott még megadni a toString metodust, ami az adott operatorrol szoveges
informéciot ad.

A Hanoi osztalyt nem csak allapotok leirasara hasznaljuk, hanem ebben az osztalyban
valositjuk meg az operatorok alkalmazési eldfeltételének vizsgalatat, az operatorok
alkalmazasanak hatasat, a célallapotok vizsgalatat, valamint a tobbi, a miikodéshez szintén
sziikséges metodust.

Az osztaly elején egy statikus inicializalé blokkot haszndlunk, amelyben feltoltjiik az
operatorok HashSet-et az 6sszes operator minden lehetséges paraméterezésével. Ezen kiviil
két konstruktort adunk meg: egy paraméter nélkiili konstruktort, amelyik eldallitja a
kezddallapotot, valamint egy masold konstruktort, amelyik paraméterben a Hanoi osztaly egy
példanyat kapja, és a példanyban tarolt allapotra allitja be az aktualis allapotot. Ezenfeliil a
kovetkez6 metddusokra van sziikségiink:

e a celAllapot egy logikai értékkel visszatéré fiiggvény, amely eldonti az aktualis
allapotrél, hogy az célallapot-e

e az equals metddus az aktualis allapot egy masik allapottal valo egyezését vizsgalja,
logikai fiiggvény

e a toString metddus szolgal arra, hogy az adott allapotrol szoveges informaciot

adjunk. Visszatérési értéke String tipust

10



az elofeltetel logikai tipusu fliggvény, paraméterben egy operatort kap, majd eldonti,
hogy a kapott operator alkalmazhat6-e az adott allapotra
az alkalmaz metodus paraméterként egy operatort kap, majd ezt alkalmazza az

aktualis allapotra, és az eredményiil kapott 0j allapottal tér vissza

11



1.4 Az els6 reprezentacio megvalositasa

Csak egyetlen operatorunk van, ezért a Main és a Hanoi osztalyokon kiviil csak egy
Mozgat osztalyra van sziikséglink. Ennek az operatornak két paramétere van, ezért két
adattagot hasznalunk: honnan és hova. A konstruktor, valamint a get/set metddusok tartalma
egyértelmil, nem szeretném részletezni. Az operator egy korong athelyezését jelenti, ugyhogy

a toString metodusban ezt a 1épést adjuk meg:

public String toString () {

return (honnan + "->" + hova);

Vegyiilk most sorra a Hanoi osztaly clemeit. Az osztidly, mint azt mar emlitettem, az
operatorok kollekciot feltoltd statikus inicializald blokkal kezdédik. A Mozgat operator
paraméterben rudakat kap, amibdl csak harom van, ezért ennek megfeleléen végezziik el a

feltoltést:

static {
operatorok = new HashSet<Operator>():;
for ( int 1 = 1; 1 <= 3; ++1i ) {
for (int 3 = 1; J <= 3; ++3 ) {
if (1 !'= 3 )

operatorok.add( new Mozgat( i, J ) );

Sziikség van egy n valtozora, ami a probléma méretét jeloli. Az allapotok tarolasdhoz
elegend6 egy kétdimenzids, logikai értékeket tartalmazo tomb. Legyen ez a h tomb, aminek
harom sorat hasznaljuk, és annyi oszlopot, ahdny korongunk van. A tomb egy eleme azt
mondja meg, hogy az adott ridon rajta van-e az adott korong.

Kezdoéallapotban minden korong az els6 rudon van, ugyhogy a tomb elsd sorat igaz

értékekkel kell feltdlteniink, a tobbi elemet pedig hamis értékkel:

12



public Hanoil () {

h = new boolean[4] [n+1];

for ( int i = 1; i <= n; ++1i ) {
h[1l][i] = true;
h[2]1[1i] = false;
h[3][1i] = false;

A masik, paraméteres konstruktorban a h tomb értékeit a paraméterben kapott példany h

tombjének értékeire kell allitani:

public Hanoil ( Hanoil k ) {
h = new boolean[4] [n+1l];
for ( int i = 1; 1 <= 3; ++1 ) {
for ( int j = 1; j <= n; ++3 ) {

hii][J] = k.h[1]([]];

Célallapotnak azok az allapotok tekinthetdek, amikor minden korong ugyanazon a radon van,
¢s ez nem a kiindulé rud, vagyis minden korong a masodik ridon, vagy minden korong a
harmadik radon van. Eldszor azt vizsgéljuk, hogy az elsd korong rajta van-e a két rud
valamelyikén, mert ha nem, akkor az biztosan nem célallapot. Ezutan megvizsgaljuk az
Osszes tObbi korongot, hogy ugyanazon a radon vannak-e, mint az elsé korong. Ha valahol

hamis eredményt kapunk, akkor ez nem célallapot, egyébként pedig az.

public boolean celAllapot () {

int rud;

if ( h[2][1] == true )
rud = 2;

else if ( h[3][1l] == true )
rud = 3;

13



else
return false;
for( int 1 = 2; 1 <= n; 1i++ )
if ( h[rud][i] == false )
return false;

return true;

Az equals metodusban csak azt kell megvizsgalni, hogy a hasonlitani kivant allapot h
tombjének minden eleme egyezik-e az aktudlis allapot azonos tombjének elemeivel. A hibak

elkertilése végett érdemes a metodus elején ellendrizni, hogy a kapott objektum valdban a

Hanoi osztaly példanya.

public boolean equals( Object obj ) {

if ( obj == null || !( obj instanceof Hanoil ) ) {
return false;
}
Hanoil k = ( Hanoil ) obj;
for ( int i = 1; i <= 3; ++i ) {
for ( int j = 1; j <= n; ++3 ) {
if ( h[i][3] !'= k.h[i][3] ) {

return false;

}

return true;

A toSring metodus segitségével valamilyen szoveges formatumban kellene megjeleniteniink
az aktualis allapotot. Ezt nagyos sokféle képen meg lehet tenni. Szerintem az egyik
legegyszeriibb és mégis szemléletes mod az, ha harom sorban kiiratjuk a tomb elemeit, €s igy
jol lathatdo hogy melyik korong, melyik ridon van. Ha a korong rajta van az adott rudon,

akkor abban a sorban, a korong oszlopaban egy ’i’ karakter jeleneik meg, egyébként pedig

14



egy ’h’ karakter. Persze ezek helyett hasznalhatunk barmilyen egyéb karaktert, vagy

karaktersorozatot.

public String toString() {
StringBuffer sb = new StringBuffer():;

for( int i = 1; 1 <= 3; i++ ){

for ( int 3 = 1; j <= n; J++ )
if ( h{i]l[j] == true )
sb.append( "1 " );
else
sb.append( "h " );

sb.append( "\n" );
}

return sb.toString();

Az elofeltetel metodusban azt kell vizsgalni, hogy az aktualis allapotra alkalmazni kivant
operatornak az allapottér-reprezentdcioban megadott alkalmazasi eldfeltételei teljesiilnek-e
erre az allapotra. Esetiinkben, mint azt mar az allapottér-reprezentacioban is lattuk, két ilyen

feltétel van:

- & honnan rudon van korong

- a hova radon 1évé minden korong nagyobb a honnan radon 1évé legkisebb korongnal

Az els6 feltétel nagyon egyszeriien ellendrizhetd. Elegendd sorban vizsgalni a honnan rad
sorat a tombben, és amint talalunk egy igaz értéket, mondhatjuk, hogy teljesiil a feltétel.
Erdemes rogton eltarolni, hogy ez hanyadik korong, mivel ha sorban haladtunk, akkor ez a
legkisebb korong, és a kovetkezo feltétel vizsgalatahoz sziikségiink lesz erre az informaciora.
A kovetkez6 1épésben a hova ridon 1év6 korongokat vizsgaljuk. Ha barmelyik kisebb, mint
az elozdleg megtalalt, honnan rudon 1évo legkisebb korong, akkor nem teljesiil a feltétel.

Egyébként az operator alkalmazhat6 az aktualis allapotra.

public boolean elofeltetel ( Operator op ) |
if ( op instanceof Mozgat ) {

Mozgat m = ( Mozgat ) op;
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int honnan = m.getHonnan () ;
int hova = m.getHova();
boolean vanKorong = false;

int legkisebb = 0;

for ( int 1 = 1; i <= n && vanKorong == false; i++ )
if ( h[honnan][i] != false ) {
legkisebb = i;

vanKorong = true;

if ( vanKorong == false )

return false;

for ( int i = 1; 1 < legkisebb; i++ )
if ( hlhova][i] != false )

return false;

return true;

}

return false;

Amennyiben egy operator alkalmazhat6 egy allapotra, azt valdszinlileg alkalmazni is
szeretnénk. Ehhez elészor létrehozunk egy 1 allapotot, majd ezen végezziik el a
valtoztatasokat. A paraméterben kapott operatorbdl lekérdezziik annak paramétereit, majd
ezek alapjan a honnan radrdl atrakjuk a legkisebb korongot a hova rudra, és végil a

metodus visszatér az 1) allapottal.

public Allapot alkalmaz ( Operator op ) {
Hanoil uj = new Hanoil( this );
boolean megvan = false;
if ( op instanceof Mozgat ) {

Mozgat m = ( Mozgat ) op;
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int honnan = m.getHonnan() ;
int hova = m.getHova();
for ( int 1 = 1; i <= n && megvan == false ; i++ ) {
if ( uj.hlhonnan][i] == true ) {
uj.hlhoval] [i] = true;
uj.h[honnan] [i] = false;

megvan = true;

}

return uj;
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1.5 A masodik reprezentacio megvaldsitasa

Ebben az esetben is el6z6hdz hasonldoan Main, Hanoi és Mozgat osztalyaink vannak. A
Mozgat operator most az el6z6h6z hasonld, azzal a kiilonbséggel, hogy a honnan paraméter

helyett mit paraméter szerepel. Az adattagokat, metddusokat és kiirast is ennek megfeleléen

hasznaljuk.

public String toString() {

return (mit + "->" 4+ hova);

Vegyiik sorra a Hanoi osztaly elemeit. Az osztaly itt is az operatorok kollekciot feltlto
statikus inicializald blokkal kezdédik. A Mozgat operator paraméterben most egy korongot

¢és egy rudat kap. A feltdltést ennek megfelelden végezziik el.

static {

operatorok = new HashSet<Operator>();
for ( int i = 1; 1 <= n; ++i ) {
for ( int 7 = 1; J <= 3; ++3 ) |

operatorok.add( new Mozgat( i, j ) );

A probléma méretének taroldsara itt is egy n valtozot haszndlunk, az allapotok taroldséhoz
azonban mar elegendd egy egydimenzios tomb. Legyen ez a h tomb, melynek n eleme van,
¢s minden elem azt jel6li, hogy az adott korong melyik radon van. Kezdetben minden korong

az elsé rudon helyezkedik el, ezért a tombot egyesekkel kell feltdlteni.

public HanoiZ2 () {
h = new int[n+1];

for ( int 1 = 1; i <= n; ++i ) {
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A paraméteres konstruktor a h tomb értékeit a paraméterben kapott példany h tombjének
értékeire allitja:

public Hanoi2 ( HanoiZ2 k ) {
h = new int[n+1];

for ( int 1 = 1; 1 <= n; ++i ) {

Célallapotnak azok az allapotok tekinthetdek, amikor minden korong ugyanazon a rudon van,
¢s ez nem a kiindulé rud, vagyis minden korong a mésodik rudon, vagy minden korong a

harmadik radon van. Ez jelen esetben nagyon egyszeriien ellendrizhetd. Ez a feltétel teljesiil a

tomb minden elmének az értéke 2, vagy minden elem értéke 3.

public boolean celAllapot() {

if ( h[l] == 2 ){
for ( int 1 = 2; i <= n; i++ )
if ( h[i] !'= 2 )

return false;

} else if ( h[l] == ) {
for ( int 1 = 2; i <= n; i++ )
if ( h[i] !'= 3 )

return false;
} else return false;

return true;

Az equals metddus csak annyiban kiilonbozik az el6z6 verzid equals metodusatol, hogy a h

tomb most csak egydimenziods.

public boolean equals( Object obj ) {
if ( obj == null || !( obj instanceof Hanoi2 ) ) {

return false;
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Hanoi2 k = ( Hanoi2 ) obj;
for ( int 1 = 1; i <= n; ++i ) {
if ( h[i] '= k.h[i] ) {

return false;

}

return true;

A toSring metodus itt is nagyon egyszerii. Csak azt kell kiirni, hogy melyik korong melyik

radon van, vagyis a h tomb elemeit.

public String toString() {
StringBuffer sb = new StringBuffer();
for( int i1 = 1; i <= n; i++ ) {
sb.append( h[i] + " " );
}

return sb.toString();

Az elofeltetel metodusban azt kell vizsgalni, hogy az aktualis allapotra alkalmazni kivant
operatornak az allapottér-reprezentdcioban megadott alkalmazasi eldfeltételei teljesiilnek-e

erre az allapotra. Esetlinkben, mint azt mar az allapottér-reprezentacioban is lattuk, két ilyen

feltétel van:

- a hova rud vagy iires, vagy a hova rad minden korongja nagyobb a mit korongnal

- amit korong ridjan nincs a mit korongnal kisebb korong

Az elsé feltétel azt is magaba foglalja, hogy a mit korongot nem rakhatjuk vissza ugyanarra a
radra, amelyiken van. Az a leghatékonyabb, ha ezt kiilon ellendrizziik. A masik két feltétel
egy cikluson beliil ellendrizhetd. Csak a mit-nél kisebb korongokat nézziik végig, és ezek

nem lehetnek sem a hova riidon, sem a mit korong rudjan.

public boolean elofeltetel ( Operator op ) {

if ( op instanceof Mozgat ) {
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Mozgat m = ( Mozgat ) op;
int mit = m.getMit () ;

int hova = m.getHova();

if ( hova == [mit] )

return false;

for ( int 1 = 1; 1 < mit; i++ )
if ( h[i] == hova || h[i] == h[mit] )

return false;

return true;

}

return false;

Az alkalmaz metodusban elszor 1étrehozunk egy 0 allapotot, majd ezen végezziik el a
valtoztatasokat. A paraméterben kapott operatorbdl lekérdezziik annak paramétereit, majd
ezek alapjan a mit korongot atrakjuk a hova rudra. Ez az tomb egyetlen elemének atirasaval

megvalodsithatd. A metodus visszatérési értéke az 1y allapot.

public Allapot alkalmaz( Operator op ) {
Hanoi2 uj = new Hanoi2 ( this );
if ( op instanceof Mozgat ) {
Mozgat m = ( Mozgat ) op;
int mit = m.getMit () ;
int hova = m.getHova();
uj.h[mit] = hova;
}

return uj;
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1. A minimum/maximum probléma

Annak fliggvényében, hogy a legkevesebb, vagy éppen a legtobb 1€pésbdl allo
megoldast keressiik, minimum illetve maximum problémarol beszéliink.
A hanoi tornyai problémanak négy paramétere van, ezért vezessiik be a kovetkezo

jelolést: H(n, f,v,s), ahol

n: a korongok szama
f: a kiinduld/forras rad
Vv: a célrud

s: segéd rad

Vagyis a H(n,f,v,s) jelolés esetén a feladatunk az, hogy h darab korongot
mozgassunk f rudrél v rudra, s rad felhasznalasaval. Legyen a harom rudunk a,b,c.
Alapértelmezés szerint legyen a a forras rud, b a célrad, ¢ pedig a segéd rud.

Mivel a legrovidebb és leghosszabb megoldast keressiik, legyen a minimum verzi6
esetén a jelolés H,,;, (n, a, b, ¢), maximum verzi6 esetén pedig H,,,, (n,a, b, c). A maximalis
1épésszam eseténél azonban pontositanunk kell. Ha példaul azt jatszanank, hogy a legkisebb
korongot az a radrol a b-re rakjuk, onnan pedig a ¢ rudra, majd ismét vissza az a-ra, akkor azt
a végtelenségig ismételgethetnénk. Ezt ciklusnak nevezziik. Ciklusnak tekintiink minden
olyan lépéssorozatot, amelyet végrehajtva visszakapjuk a 1épéssorozat megkezdése eldtti
allapotot. A maximum lépések szdmanak meghatarozasa sordn csak olyan megoldasokat
vesziink figyelembe, amelyek nem tartalmaznak ciklust.

Vezessiink be két tovabbi jelolést. Jelolje a *—’ szimbolum a legegyszeriibb 1€pést,
vagyis egyetlen korong kozvetlen athelyezését egyik rudrol a masikra (pl. a — b jelentése:
helyezd at az a radon 1évé legfelsé korongot a b radra). Tovabba jelentse a *>>’ szimbolum
azt a lépéssorozatot, amellyel tobb egymason 1évé korong athelyezhetd egyik rudrdl a
masikra.

Akar a minimalis, akdr a maximalis szamu 1épéssorozatot keressiik, a kulcsmozzanat
legnagyobb korong athelyezése. Minimalis 1épésszam esetén a legnagyobb korongot az a
radrél kozvetleniil a b rudra tessziik (a — b). Természetesen ezt csak akkor tehetjiilk meg, ha
elbtte a tobbi n — 1 korongot mar atraktuk az a radrdl a ¢ radra (a >> c). Miutan a

legnagyobb korongot athelyeztiik, ra kell raknunk a tobbi korongot is, vagyis a maradék
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n — 1 korongot atrakjuk a c¢ radrdl a b radra (c >> b). Természetesen ahhoz, hogy a
probléma megoldasa minimalis 1épésszammal torténjen, az n — 1 darab korongot is a lehetd
legkevesebb 1épésszammal kell mozgatnunk, vagyis az éppen felvazolt modon. Ezen
gondolkoddsmdd alapjan megadhatunk egy rekurziv formuldt a minimalis 1épésszamu

megoldashoz:
han = 1, akkor H,,;, (n,a,b,c) = a—>b
han > 1, akkor H,,;, (n,a,b,c) = H,;,(n—1,a,¢c,b), a—b, H,;,(n—1,c,b,a)
Ebbdl felirhatunk egy altalanos képletet n korong esetére:
m, =2m,1+1m; =1
m,, _-re alkalmazzuk ugyanezt a képletet:
m, =202m,_,+1)+1=2’m, ,+2+1
Ismét alkalmazva:
m, =2202m,_s+1)+1D)+1=2%m, ;+22+2+1
Ha ezt a helyettesitést m-ig ismételjiik, a kdvetkez6 képletet kapjuk:
m, =2""tm,; +2" 2+ . +22+24+1=2"2+ .+ 22+2+1
Vagyism, = 2" — 1

Maximadlis 1épésszam esetén a legnagyobb korongot nem kozvetleniil az a radrél a b
radra helyezziik, hanem el6bb a ¢ radra, majd onnan b-re (a — c,c — b). Természetesen
kozben a maradék n - 1 korongot is at kell raknunk ahhoz, hogy a legnagyobb korongot
mozgatni tudjuk. Mivel a legnagyobb korongot el6szor a ¢ rudra fogjuk tenni, ezért a tobbi
korongot a b rudra rakjuk. Ezutan rakjuk at a nagy korongot c-re, majd a t6bbi korongot,
visszarakjuk az a radra. Ezzel szabadda valik a b rad, ahova attesszilk a legnagyobb
korongot, majd rd az Osszes tobbit. Be kell latnunk, hogy ha barmilyen egyéb 1épést is
végeznénk, az ciklust eredményezne. A minimalis lépésszamu megoldashoz hasonldan itt is

felirhatjuk a rekurziv formulat:
han = 1, akkor H,,,, (n,a,b,c) =a—->c,c—b

han > 1, akkor H,,,, (n,a,b,c) = H,,, (n—1,a,b,c) = a—>c,

Hmax (n - 1) bl a, C)IC - bl Hmax (n - 1, a, b, C)
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Mint az eldz6 esetben, itt is felirhatjuk az altalanos képletet:
M, =3M,_1+2, M| =2
M,, _,-re alkalmazzuk ugyanezt a képletet:
L =303BM,_, +2)+2=3’M,_,+2-3+2
»=30B0BM,_3+2)+2)+2=3M,_3+2-32+2-3+2
Ha ezt a helyettesitést M;-ig ismételjiik, a kovetkezd képletet kapjuk:

M,=3"1M; +2-3"2+ . +2-32+2-3+2=23""1+3"2+ .. +3%+
+3+1)

My =2 (33 _11)
Vagyis M,, = 3" —1

A minimalis és a maximalis 1épésszamu megoldas annyiban tér el egymastol, hogy a
legnagyobb korongot egy lépésben (a — b) vagy két 1épésben (a = ¢,c — b) rakjuk-e at.
Mas lehetdségiink nincs is. Ha mindig az egy 1épéses athelyezést valasztjuk, akkor minimalis
1épésszamot kapunk, ha mindig két 1épést hasznalunk, akkor pedig maximalis 1épésszamot
kapunk. Az 0sszes tobbi lehetdség a két mddszer kombinalasaval allithat6 eld.

Mindezeket egy gyokeres faval abrazolhatjuk:
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1. abra
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Az abran a gyokérelem jeldli az n méretli problémat, amit kétféleképpen oszthatunk
részproblémadkra. Lesz egy ,,minimum-4g” és egy ,,maximum-ag”. A minimum 4gon két
darab, mig a maximum agon harom darab, azaz 6sszesen 0t darab n — 1 méreti részprobléma
lesz. Ez azt jelenti, hogy egy teljes, n szinttel rendelkez6 fanak minden egyes k = 1,2, ...,n
szintjén 571 elem helyezkedik el. Vagyis a teljes fanak 5" — 1 eleme van. Az &bran a
pontozott vonalak jelzik a ,,minimum-agat”, a szaggatott vonalak pedig a ,,maximum-agat”.
Ha a teljes n szintii faban csak a ,,minimum-ag” elemei vannak, akkor a fanak 2™ — 1 eleme
lesz. Ezeket az elemeket az abran a vastag keretes téglalapok jelolik. A ,,maximum-ag”
elemeibdl 3" — 1 darab van, ezeket a narancssarga téglalapok jeldlik. Minden egyes részfa a
probléma egy megoldasat jeloli, annyi megoldasa van, ahdny részfa. Minimum és maximum
megoldasbol csak egy-egy 1étezik.

A rekurziv formuldra gy tekinthetiink, mint az a formula, amelyik leirja az optimélis
megoldas struktirajat. Ez a struktira IS egy-egy faval abrazolhat6, méghozza az 1. abra
L,minimum-részfajaval” és ,,maximum-részfajaval”. A 2. dbran lathato a minimum verzid

3-méretl problémajahoz (H,,;;, (3,a, b, c)) tartozo fa.

P(3,a,b,c)
I F(i, a.;d—l
P(2,a,¢c,b) P(2,¢,b,a)
Gmnd PAbea) | | | [Pacab P(2,a,b,c)
!.-"' 3 = 4 = H | .
2. 4bra

Az é4bran a részfak jelolik az optimalis megolddsokat. Egy elem egy 1épésnek felel meg. A

pontozott vonalak altal jelolt 1épéssorozat, az optimalis megoldast reprezentalja. A részfak
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gyokérelemeit a fehér téglalapok jelolik. Ezek mindegyikének van szaggatott vonallal jelolt
»sajat-levele”. Ezek az elemek az adott problémahoz tartoz6 legnagyobb korong l1épését irjak
le. Ezeket Uigy vessziik, mintha a sziilé elemiikkel azonos szinten lennének (a sziil6 elemek
,magukba foglaljak” a ,sajat-leveliket”). Ha a korongokat a legnagyobbtdl kezdve a
legkisebbig megszamozzuk 1-t6l n-ig, €és ugyanigy megszamozzuk a szinteket is, a
gyokérelemtdl a levél elemekig, akkor azt mondhatjuk, hogy fa k-adik szintjének 1épései a
k-adik korong lépéseit jelolik. A k-adik korongnak 25=1 1épése van. A legalso szinten 1év6

elemek jelentenek minden masodik 1épést, ezek lesznek a legkisebb korong Iépései.
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I11.1 A rekurziv implementacio

Az el6zoekben felvazolt rekurziv formuldkat implementalva a kovetkezd két algoritmust

kapjuk:

public static void Rekurziv min( int k, char forras, char cel,

char seged ) {

it ( k==1 ){
System.out.println (forras + " -> " + cel);
} else {

Rekurziv min(k-1, forras, seged, cel);
System.out.println (forras + " -> " + cel);

Rekurziv min(k-1, seged, cel, forras);

public static void Rekurziv max( int k, char forras, char cel,

char seged ) {

if ( k==1){
System.out.println( forras + " -> " + seged);
System.out.println( seged + " -> " + cel);

} else {

Rekurziv max(k-1, forras, cel, seged);
System.out.println(forras + " -> " + seged);
Rekurziv max(k-1, cel, forras, seged);
System.out.println(seged + " -> " + cel);

Rekurziv max(k-1, forras, cel, seged);
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II1.2 A ,,mohé” algoritmus

Az eldbb bemutatott rekurziv implementdcié igazi ,,0szd meg ¢és uralkod;”
algoritmusnak tlinik, mivel a problémat a megoldas sordan két vagy harom egyszeriibb, az
eredetihez hasonlo6 részproblémara osztjuk. Felmeriil azonban a kérdés, hogy miért pont ilyen
modon torténik a részproblémakra bontas. Ezek a megoldasok kozvetleniil a legnagyobb
korong kitlintetett szerepébdl kovetkeznek, vagyis abbol, hogy az minimdlis vagy maximalis
Iépésszammal rakjuk-e at. Ezt nevezhetjiik ,,moh6 dontés”-nek. EbbSl a nézdépontbodl
vizsgalva a rekurziv implementaciot, az nem mas, mint olyan ,,0szd meg ¢s uralkod;”
stratégia, amely ,,moho6” dontést hasznal a részproblémakra bontas folyaman.

Masfeldl viszont minden részproblémanak az ,.elvi” megoldidsa a legnagyobb korongra
vonatkoz6 ,,moh6” dontéssel kezdddik, ami az adott problémat két vagy harom, az eredetihez
hasonld részproblémara osztja. A Hanoi tornyai probléma minimum Iépésszamu esetében
gyakorlatilag a rész-részproblémakat a ,,mohd” dontés végrehajtasa eldtt és utan kell
megoldani. Ebbdl kifolydlag a ,,mohd” dontések végrehajtasdnak a sorrendje az optimalis
megoldast reprezentald fanak (2. dbra) egyfajta in-order bejarasat koveti. Innen nézve viszont
mar azt mondhatjuk, hogy a rekurziv implementaci6 egy ,,moho” stratégia, ami ,,0szd meg €s
uralkod;j” szerti (in-order Depth-first search algoritmus) metodust hasznal a ,,mohd” dontések
sorrendjének meghatarozasahoz.

Az altalanos ,,moho6” algoritmus Szerint eldszor a ,,moho dontést” kell végrehajtani, és majd
csak aztan kell megoldani a részproblémakat. Ezt a sorrendet kapjuk a megoldasi-fa pre-order
Depth-first vagy Best-first szerinti bejarasaval. Ahhoz, hogy megkapjuk a megfelel6
1épéssorozatot, a megoldas soran el kell tdrolnunk minden egyes lépést. Sajnos ez az otlet
felvet néhany problémat. A megoldashoz sziikséges 1épések szama exponencialisan ndé a
probléma méretével. Hat lehetséges Iépésiink van: a = b, a=>c, b—>c, c—> b, c>a

valamint b = a. Ezekhez hozzarendelhetjiik rendre a 0,1, 2,3,4 és 5 szamjegyeket. Egy 64

korongot tartalmazd probléma esetén 2% - 1 szamjegyre van sziikség. Ekkora mennyiségii
adat még a mai technoldgia mellett is csak nagyon nehezen lenne tarolhatd, és még
nehezebben kezelhetd. Kisebb n értékek esetén azonban milkodoképes a kovetkezd

algoritmus.

A megoldasi folyamat soran el6szor kiszamitjuk, hogy az adott n méretli probléma

megoldasahoz hany Iépésre van sziikség, hogy megtudjuk, mekkora mennyiségli adatot kell
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eltarolni. Sziikségiink lesz egy ekkora méretii tombre, hogy letaroljunk minden egyes 1épést.
Ez legyen a lepesekSzovegesen tomb. Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni a 1épéseket, le kell
tarolnunk a fa bejarasat, amihez egy ( segédtombot hasznalunk. A g tomb minden egyes
eleme 1ényegében egy részproblémat ir le. Egy elemnek 6t adattagja van: f a forrasrad, v a
célrad, s a segédrad, b és j pedig az adott 1épéssorozat jobb és baloldali hatarait jelolik a
lepesek tombben. Tovabba hasznalunk még elso és utolso nevii valtozokat, amikkel azt
jeloljiik, hogy a q tombnek éppen melyik elemeit hasznaljuk. Az utolso valtoz6é minidig a
tomb utolso eleme utani helyre, azaz az els6 szabad helyre mutat.
A megoldas a kovetkezOképpen torténik. Megvizsgaljuk a g tombnek az elso nevii valtozo
altal mutatott elemét. Meghatarozzuk, hogy a tomb ezen elemével leirt részproblémanak a
kozépsd, vagyis a ,,mohd” Iépése az eredeti problémdnak hanyadik Iépése lesz, majd
meghatarozzuk magat a 1épést. Megvizsgaljuk, hogy hol vannak az adott részprobléma hatarai
(q[elso].l és g[elso].r) és a ,,mohd” 1épés az adott intervallum kézépso 1épése lesz. A 1épést a
g tomb ugyanezen elemének f és ¢ adattagjaibol hatarozzuk meg. Ezutan eldallitjuk az adott
probléma részproblémadit, majd eltdroljuk azokat a g tomb végén. Ezzel az adott
részproblémat megoldottnak tekinthetjiik, ezért 1éptetjiik az elso valtozo értékét. Ilyen modon
egy probléméanak mindig meghatdrozzuk a ,,mohd” Iépését és a részproblémadit, majd
ugyanezt tessziik a részproblémakkal. Ezt addig folytatjuk, amig mar csak egy 1épésbdl allo
problémak lesznek. Ezek megoldasat mar csak a ,,mohd” 1épés meghatdrozasa jelenti, ami
csak 1-1 1épés. Amint ezzel megvagyunk, a lepesekSzovegesen tombben eléall a kezdeti
probléma megoldasat jelold 1épéssorozat.

Ahhoz, hogy a lépéseket szoveges formaban ki tudjuk irni, egy helyettesito nevii
kétdimenzids String tombot hasznalunk. Minden egyes 1€épés meghatarozasakor az dol el,
hogy a helyettesito tomb melyik eleme keriiljon a lepesekSzovegesen tomb megfeleld

helyére. A helyettesito tomb szerkezetét az 1. tablazat mutatja.

2999

forras +,,—” + cel forras + ,,—” + seged

2999

cel +,,—” + forras cel +,—" + seged

2999

seged +,,—” + forras seged +,,—” + cel

1. tablazat
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public static void Greedy(int n, char a, char b, char c){

int elso = 0;
int utolso = 1;

SorElem[] g = new SorElem[lepesekSzamal];

gl0] = new SorElem();
qgl0].f = a;
gl0].v = b;

gl0]l.s = c;

gl0].b = 0;
gl0].J = lepesekSzama - 1;
int m;

String[][] helyettesito = new String[3][3];
for ( int 1 = 0; 1 < 3; i++ ){
for ( int 7 = 0; J < 3; Jj++ ){
if (1 !'=3)
helyettesito[i][j] = (char) ( 'a' + i ) +

" -> " 4+ (char) ('a'+3j);

else
helyettesito[i][]J] = "";
}
}
while ( elso < utolso ) {
m = ( glelso].b + glelsol.j ) / 2 ;

lepesekSzovegesen[m] =

helyettesito[glelso].f -'a'][gl[elso].c-'a']l;

if( glelso].b < glelso]l.]j ){
glutolso] = new SorElem();

glutolso].f = glelso].f;

glutolso] .v glelso].s;

glutolso].s glelso] .v;

glutolso].b glelso] .b;
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glutolso].j = m - 1;

++utolso;

glutolso] new SorElem() ;

glutolso].f glelso].s;

glutolso] .v glelso] .v;

gl[utolso].s = glelso].f;
glutolso]l].b = m + 1;
glutolso].j = glelsol]l.j;
++utolso;
}
++elso;
}
for( int i = 0; i < lepesekSzama; i++ )

System.out.println( lepesekSzovegesen[i] );
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111.3 Dinamikus programozasi megoldas

A rekurziv formulat ugy is értelmezhetjiik, mint annak a leirasat, ahogyan az optimalis
megoldas a részproblémak optimalis megoldasabdl felépiil (az optimalitas elve).

A dinamikus programozasi megoldas a kovetkezoképpen miikodik: a megoldés a
trividlis részproblémak (esetiinkben egyetlen korong athelyezése) optimalis megoldasaval
kezdddik, és folyamatosan épiti fel az egyre Osszetettebb részproblémakat, és azok optimalis
megoldasat, majd végiil el6all az eredeti probléma az optimalis megoldasaval egylitt. Erre
mondjuk, hogy lentrdl felfelé haladunk. A mi esetiinkben a lentrdl felfelé haladas azt jelenti,
hogy megoldjuk a problémat k = 1,2,3,... ,n -re. Minden egyes k esetén hat kiilonb6zo
k-méretli részprobléma van: P(k,a, b, c), P(k,a,c,b), P(k,b,c,a), P(k,b,a,c), P(k,c,a,b)
¢s P(k,c,b,a). Egyszerl betlicserével a hat részprobléma koziil akarmelyik eléallithatd a
tobbi részprobléma barmelyikébdl. Példaul a H,,;, (k,c,a,b) részprobléma optimalis
megoldasanak 1épéssorozata ugy allithatd eld a H,;, (k,a,b,c) optimalis megoldasanak
1épéssorozatabol, hogy az a-t c-re cseréljik, a b-t a-ra, valamint a c-t b-re. Ebbdl kifolyolag
minden
k = 1,2,3,...,nesetén elég egyetlen k-méretli részproblémat megoldanunk.

A dinamikus programozas nehézsége abban rejlik, hogy 4ltaldban nem egyszerii
meghatarozni azt, hogy melyik részproblémakat, és milyen sorrendben kell megoldani. A
2. abran az egymas folé rétegezddo ellipszisek jelzik a lentrdl felfelé épitkezd stratégit, amit
a dinamikus programozas kovet. Az abran azt is jol lathatjuk, hogy a H,,;, (3,a,b,c)
probléma megoldasa két 2-méretii €s 6t 1-méretii részprobléma optimalis megoldasabol épiil
fel. n = 3 esetén a H,,;;, (3,a, b, c) probléma megoldasi sorrendje dinamikus programozassal

a kovetkezo:

1. H,n(1,a,b,¢)

2. H,,(2,a,c,b)—aH,,(1,a,b,c)ésaH,;,(1,b,c a) 1-méretl részproblémak
megoldasabol épiil fel

3. Hpin(3,a,b,c)—aHym, (2,a,c,b) ésaHy, (2.cb,a) 2-méretli részproblémak

megoldasabol épiil fel

Az abran az egymas folé rétegez0do ellipszisek altal tartalmazott névekvéd rész-fa

sorozat reprezentalja azt a ndvekvd részprobléma sorozatot, amelyet a dinamikus

32



programozasi stratégia soran meg kell oldani. Ebben a sorozatban az aktualis részprobléma a
bal oldali részproblémajat koveti, és megelézi a sziild részproblémajat. A megoldando
részprobléma sorozat attol fiigg, hogy n paros vagy paratlan. A sorozat a kovetkezd, ha n

paratlan:

Hpin(1,a,b,¢), Hyin (2,a,¢,b), Hpin (3,a,b,¢), Hyin (4,a,¢,b), ..., Hpin (n,a, b, ©)
Ha n paros:

H,..(,a,¢cb), Hyn (2,a,b,¢), Hypin (3,a,¢,b), Hyin (4a, b, c), ..., Hym (n,a,c, b)

Elég nehéz egy olyan iterativ algoritmust késziteni, ami meghatarozza ezt a ,,dinamikus
programozasi sorrendet”, ugyhogy ajanlott lenne megprobalni a rekurziv formula altal
meghatarozott sorrendet hasznalni. Sajnos a rekurziv formula kozvetlen atirasa altalaban egy
nem tul hatékony ,,0szd meg és uralkod;j” algoritmust eredményez.

Mivel a dinamikus programozasi problémak megoldasanal gyakran ujra eldkeriilnek
ugyanazok a részproblémdk, az ,o0szd meg és uralkodj” megkdzelités altalaban azt
eredményezi, hogy tobbszor is megoldjuk ugyanazokat a részproblémakat. Az ilyen esetek
elkertilésére szoktak hasznalni az ugynevezett ,,eredménytaroldsos rekurzid” (memoization)
modszert. A lényege az, hogy ha egy részproblémanak mar megtaldltuk az optimalis
megoldasat, akkor azt eltaroljuk, és a késObbiekben, ha ujra taldlkozunk ugyanezzel a
részproblémaval, akkor egyszerlien megkeressiik az eltdrolt megoldast.

A hanoi probléma esetén egy részprobléma megolddsat az jelenti, ha hatékonyan
megoldjuk a rész-részproblémait, vagyis minden részproblémat annyiszor kell megoldani,
ahdnyszor az algoritmus talalkozik veliikk. Ha a probléma nem tul nagy, akkor eltarolhatjuk a
részproblémak megoldasat. Ahogyan mar elézdleg is szol volt réla, elég minden
k=1,2,3,...,n-hez egyetlen optimalis megoldast eltarolni. Sajnos azonban a megoldasok
kezelése (eltarolas, visszakeresés, masik megoldas generalasa, kiirds) legalabb annyi id6t vesz
igénybe, mint Ujra eldallitani ezeket a megoldasokat. Vagyis a mi esetlinkben a tarolas nem
csokkenti az algoritmus 1déigényét a kozvetlen ,,0szd meg és uralkod;” formuldhoz képest.
Visszatérve az ,eredménytarolasos rekurzid” modszerhez, megfigyelhetjiik, hogy egy
részprobléma sorozat megoldasa soran csak két féle problémaval taldlkozunk: H,,;, (k,a, b, c)
és Hpm (k,a,c,b). Az els6 tipust (H,,, (k,a,b,c)) részprobléma esetén a nagy korong

athelyezéséhez tartozo 1épés a — b (0-val jeloljiik). Késébb, miutan megoldottuk ennek a
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problémanak a bal oldali részprobléméjat (H,,;,, (k —1,a,c,b)), annak megoldasabol
betlicserével generalhatjuk a jobb oldali részprobléma (H,,;, (k,a,c, b)) megoldasat: az a-t
c-re cseréljiik, b-t a-ra, valamint c-t b-re. Hasznaljuk a hat lehetséges 1épéshez a kovetkezo
kodokat:
0. a—-b

1. a-c
2. b->c
3. ¢c—>b
4. c>a
5

b-a

Ilyen kédolas mellett, az elébb emlitett betlicserét a kovetkezd kodcserével valosithatjuk meg:
a 0-t 4-re cseréljik, 1-t 3-ra, 2-t 0-ra, 3-at 5-re, 4-t 2-re, valamint az 5-t 1-re.

A masik tipusu (H,,;, (k, a, c, b)) probléma esetén a nagy korong athelyezéséhez tartozo
1épés a = c¢ (1-el jeloljiik). Az ehhez tartozé kodcserék: 0-t 2-re cseréljiik, 1-t 5-re, 2-t 4-re,

3-t 1-re, 4-t 0-ra, valamint 5-t 3-ra.

A megoldas soran ezeket a kodcseréket egy lepesCserelo nevii tombben taroljuk. A
tombnek két sora van. Az elsd sorban az els6 tipusa (H,,;, (k, a, b, c)), a masik soraban pedig
a masik tipusu (H,,;, (k,a,c, b)) részprobléma esetén hasznalando 0j kodokat taroljuk. A
tombot a metdoduson kiviil ajanlott deklaralni, mivel a metddust rekurzivan fogjuk hivni, és

igy nem kertil gjra eltarolasra a memoriaban.

static int[][] lepesCserelo = { {4, 3, 0, 5, 2, 1},
{2, 5, 4, 1, 0, 3} };

A lepesek tombben a 1épések kodjait taroljuk. A minta valtozoban taroljuk, hogy éppen
melyik tipust problémarol van sz, és ez egyben a legnagyobb korong athelyezéshez tartozo
1épés kodjat is jelenti. A fliggvény rekurziv hivasaval folyamatosan eldallitjuk mindig az adott
részprobléma baloldali részprobléméjanak az optimalis megoldasat, majd ezutan eltaroljuk az
adott problémahoz tartozd legnagyobb korong lépését. Ezutan ezekbdl a megoldasokbol

kodceserével eldallitjuk a jobboldali részproblémak megoldésait.

public static void Memoization( int k, int n ) {

int p, minta;
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minta = ( (n+k)&l );

if (k== )
lepesek[0] = minta;
else {
Dynamic( k - 1, n );
p = (int) ( java.lang.Math.pow( 2, k - 1 ) - 1 );
lepesek[p] = minta;

for (int 1 = 0; 1 < p ; 1i++ )

lepesek[p+i+l] = lepesCserelo[minta] [lepesek[i]];

Osszességében elmondhatjuk, hogy a Rekurziv_min (Rekurziv_max) és a Memoization
algoritmusok megvalositjak az optimalitas elvét, és lentrdl felfelé épitkezés miatt mondhatjuk,
hogy ez dinamikus programozas.

Meg kell jegyezniink, hogy ha a rekurziv formuldkat fentrdl lefelé vizsgaljuk, akkor azt
irjak le, ahogy a ,,mohd” dontések a problémat hasonld részproblémakra osztja. Ugyannak a
formuldnak a lentrdl felfelé haladd vizsgalata mar azt mutatja, hogy hogyan épiil fel
részproblémak optimalis megoldasabol a probléma optimalis megoldasa. Ezért mondhatjuk,

hogy az algoritmus egyszerre ,,moh6” és dinamikus programozasi stratégia is.
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I11.4 Backtrack algoritmus

A backtrack (visszalépéses keresés) stratégia alapjan az optimalis megoldast, mint
Iépéssorozatot keressiik. A probléma megoldasi folyamat barmely allapotdban harom
lehetséges 1épés van. A harom rudat a rajtuk 1évo legkisebb korongok egymashoz viszonyitott
mérete alapjan elnevezhetjiik ,,nagy”’-nak, ,kozepes’-nek és ,kicsi”’-nek. Ezek alapjan a
harom lehetséges 1épés: ,kicsi” — ,kozepes”, ,kicsi” — ,nagy”’, ,kozepes” — ,nagy”’. A
probléma allapotterét itt is gyokeres faval abrazolhatjuk. A fa minden egyes csomoépontja a
probléma egy allapotanak felel meg. Minden allapot egy halmaz harmassal irhato le. Egy
halmaz elemei egy adott radon 1évd korongokat jeldlik. Mivel a probléma minden allapotaban
harom lehetséges 1€pés van, ezért minden csomopontnak (a levélelemek kivételével) harom
leszarmazottja van. A gyokérelem reprezentilja a probléma kezddallapotat, vagyis azt az
allapotot, mikor minden korong az a ridon van: {(1, 2, ...,n); (); O}. A célallapot (megoldas-
levél) az, mikor minden korong a b ridon van: {(); (1,2, ..,n); 0}. A gyokérelem és a
célallapotot tartalmazo levélelem kozotti legrovidebb (maximum verzid esetén a leghosszabb)
ut reprezentalja az optimalis megoldast.

A backtrack algoritmus depth-first keresést alkalmaz (amit altalaban rekurzivan
implementalunk), és az optimalis megoldast az altalanos minimum-/maximum-kivalasztasos
keresési algoritmus alapjan valasztja ki. A hanoi probléma esetén a backtrack stratégia a maga
primitiv formajaban csak a hurkokat keriili el, nem tal hatékony. Példaul a minimum verzid
optimalis megoldasat abrazoldé fanak (2. abra) 2" — 1 csomopontja van (feltéve, hogy a
gyokér-elemek magukba foglaljak a sajat-leveliiket), vagyis annyi, amilyen hosszii az
optimalis megoldas lépéssorozata. Az allapottér-fa esetében csak a gyokérelem és a
megoldas-levél kozotti utvonalon ennyi csomopont van. Mivel a backtrack algoritmusnak
emellett még az aktualis 1épéssorozatot is el kell tarolnia, ez az algoritmus csak kisebb n
értékek esetén hasznalhato.

A backtrack algoritmushoz nem készitettem kiilon koédot, mivel ez Iényegében ugyanaz
a megoldds, mint az allapottér reprezentacioval torténd megoldas backtrack keresdvel.
Gyorsabb lenne ugyan, de ez a sebességndvekedés elhanyagolhatd, mert a backtrack
algoritmus még igy is nagyon lassi a tobbihez képest, nem is beszélve a hatalmas

memoriaigényrol.
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111.5 Iterativ algoritmus

Az elézbleg bemutatott megoldasok utan felmeriil a kérdés: egy iterativ algoritmus le
tudna generdlni az optimalis megoldas 1épéssorozatat? Belathatjuk, hogy a Dynamic atirhat6
egy iterativ dinamikus programozasi algoritmussa.

Az elézéekben bemutatott ,,dinamikus programozési sorrend” alapjan az algoritmus
sziilorél sziilére halad. Barmely sziil6-probléma megoldasa eldéallithatdo a bal oldali
részproblémdjanak optimalis megolddsabol. Ha a lentrdl felfelé haladds sordn az aktualis
részprobléma H,,;,, (k,x,y,z), akkor a jobb oldali testvérproblémaja H,,;, (k,y, z, x), a sziild
problémaja H,,;,, (k + 1,x,2,y), és a sziil6 probléma legnagyobb korongjanak athelyezéséhez
sziikséges 1épés x — z. Mint azt mar korabban emlitettiik, a jobb oldali részprobléma
optimalis megoldasa egyszeri betlicserével eldallithatd a bal oldali részproblémabol. A
Hin (k +1,x,2,y) sziil6 probléma megoldasa ugy all elé, hogy miutan megoldottuk a bal
oldali részproblémat (H,,, (k,x,y,z)), athelyezziik a (k + 1)-es korongot az x radrél a z
radra, majd legeneraljuk a jobb oldali testvérprobléma (H,,;, (k,y,z,x)) megoldasat. A
kiindul6 probléma H,,;, (1,a, b, c) vagy Hn:, (1,a,c, b) attol fiiggéen, hogy n paratlan vagy

paros. Az Iterativl eljaras ezt az iterativ dinamikus programozasi stratégiat mutatja be.

public static void Iterativl( int n ) {
int p, minta;

lepesek[0] = minta = ( (n+l) % 2 );

for ( int k = 2; k <= n; ++k ){
p = (int) (java.lang.Math.pow (2, k-1) - 1);
minta "= 1;
lepesek[p] = minta;
for ( int i = 0; 1 < p; i++ ){

lepesek[pti+l] = lepesCserelo[minta] [lepesek[i]];
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A f6 probléma az Iterativl ecljarassal tovabbra is a szamitogépek korlatozott
memoriakapacitasa. Hogyan tudnénk kikiiszobolni ezt az 6sszetevot? A megoldas a kdvetkezd
megfigyeléseken alapul (A probléma minimum verzidjat vizsgaltuk, és az eldzdleg felvazolt

,kicsi”, , . kozepes” és ,,nagy” rudelnevezéseket hasznaljuk):

e A probléma megoldasi folyamat barmely kozbens6 allapotaban harom lehetséges 1€pés
van: ,.kicsi” — , kozepes”, ,.kicsi” = “nagy”, ,.kozepes” — ,,nagy”.

e A ,kicsi” radon 1évo legfelsd korong mindig a legkisebb korong. Ahhoz, hogy
elkeriiljik a hurkokat, és hogy fenntartsuk a minimalis 1épésszamot, a legkisebb
koronggal nem végezhetiink két egymas utani 1épést. Ha ez megvalosul, akkor a
legkisebb korong és a ,.kdzepes” rudon 1évo legkisebb korong felvaltva mozog.

e Ha a kovetkezd 1épésben a ,kozepes” rad legfelsé korongjat kell mozgatni, akkor
egyértelmi, hogy a ,,kdzepes” — ,,nagy” 1épést kell végrehajtani. Ezeket a 1épéseket a
sajat-levelek jelolik. (2. abra)

e A legkisebb korong az (a,b,c,a,b,c,..) vagy az (a,c,b,a,c,b,..) mintanak
megfelelden mozog attol fliggden, hogy az n paros vagy paratlan. Ebbdl kifolydlag a

legkisebb korong 1épései egyértelmiien meghatarozottak.

Az utols6 megjegyzés magyarazatra szorul. Ezek a l1épésmintdk a lentrdl felfelé épitkezd
folyamat elemzésébdl kaphatdéak meg, és helyességiik matematikai indukcioval bizonyithat6.
Tegyiik fel, hogy a megoldando6 probléma H,,;,, (n, a, b, ¢), és n paratlan. Bebizonyitjuk, hogy
ebben az esetben a legkisebb korong az (a,b,c,a,b,c,...,c,a,b) 1épésmintat koveti, ami
2"~! hosszusagu.

n =1 esetén csak egyetlen korong van, ez a legkisebb korong. Ennek 1épése a — b.
Tegyiik fel, hogy adott n > 1 esetén, ahol n paratlan, a legkisebb korong 2"~! hosszu
1épéssorozata a kovetkezd: a,b,c,a,b,c,...,c,a,b. A Hy;, (n,a,b,c) probléma jobb oldali
testvérproblémaja H,,;, (n, b, c,a). Ennek megfelelden a legkisebb korong lépéssorozata:
b,c,a,b,c,a,..,a,b,c. Ezeket a mintdkat Osszeflizve megkapjuk a sziild problémanak
megfelelé H,,;,, (n+ 1,a,c,b) probléma 2™ hosszi lépéssorozatat: a,b,c,a,b,c,...,a,b,c.
Ezt az eljarast megismételve megkapjuk a H,,;, (n + 2,a,b,c) nagysziilé probléma 27!
hosszu 1épéssorozatat: a,b,c,a,b,c, ...,c,a,b. Ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazhatjuk

paros n-re is.
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H,;, (1,a,b,c): (a = b)
Hmin (2, ac, b) {(a - b)}, [a - C], {(b - C)}
Hmin (3,a,b,0):{(a > b),[a — c],(b ~ &)}, [a ~ b, {(c > a),[c > b], (a > b))}

a,b,c,a,b

3. abra: Kerek zargjellel jeloltiik a legkisebb korong lépéseit és szogletes zardjellel az

aktualis probléma legnagyobb korongjanak a 1épését (k > 1 esetén). A kapcsos zarojelparok

jelolik a testvér-részproblémakat.

Kovetkeztetésképpen mondhatjuk, hogy ezen iterativ algoritmus altal alkalmazott

stratégia nagyrészt dinamikus programozas, a kovetkezd okok miatt:

Az algoritmus azt a lépéssorozatot generalja, amely a lentrdl felfelé épitkezd
dinamikus programozasi stratégiat implementalja.

A 1épéssorozat eldallitasa optimalizalason alapul, beleértve az optimalités elvét is.

A legkisebb korong lépéssorozat-mintdja megkaphaté a rekurziv formula lentrdl

felfelé épitkezo elemzésébdl.

Erdekesség, hogy a legkisebb korong altal kovetett 1épéssorozat megkaphaté a probléma

,,mohd” megkozelitésébdl is. A H,,;,, (n, a, b, ¢) probléma megoldasa soran a kovetkezd 1épés-

mintakat kapjuk:

az Osszes (n darab) korongot at kell rakni a radrol b ridra: (a >> b); (a és b allapot
kozott lehetnek mas allapotok is)

az 1-es korongot atrakjuk a-rol b-re: a — b; (a korongot kozvetleniil rakjuk at egyik
radrél a masikra, ez a moho 1€pés)

a fels6 n — 1 darab korong 1épései: a >> ¢ >> b; (a fels6 (n — 1) korong a,c és b
allapotokon mennek keresztiil

a 2-es korong 1épései: a = ¢ = b, moho 1épések

a felsé n — 2 darab korong lépései: a >> b >> ¢ >> a >> b;

a 3-as korong Iépései: a = b = ¢ = a = b, moho lépések

a fels6 n—2 darab korong Iépései: a>>c>>b>>a>>c>>b>>a>>
c>>b;
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e a4-eskoronglépéseiia >c—->b—->a—->c—->b—-a—->c—-b

Mivel minden k>1 -esetén a H,;,(k,x,y,z) részproblémat leegyszeriisitettiik
Hin (k —1,x,2,y) és Hyn (k — 1,2, y,x) részproblémdkra, a 1épéssorozatot ugy kapjuk az
eldzobol, hogy az egymas utani allapotok kozé beflizzik a ,harmadik allapotot™.
Megfigyelhetjiik, hogy csak kétféle minta van, egy paratlan szamu korong esetére

(a,b,c,a,b,c,...) és egy paros szamu korong esetére (a,c,b,a,c,b, ...).

Az lterativ2 algoritmusban el8szor létrehozzuk a p tombot, amelyben a probléma
aktualis allapotat taroljuk. A tomb i-edik eleme az i-edik korong aktualis helyzetét jelzi. Az i
valtozoban taroljuk, hogy éppen melyik korong mozog. Paratlan K l1épések esetén a legkisebb
korong mozog, paros 1épések esetén pedig a legkisebb korong radjatol kiilonb6zé radon 1évo
legkisebb korong. Ha i paratlan, akkor az aktualis korong az a,b,c,a,b,c, ... ,,ndvekedd”
Iépésmintat koveti, ha i paros, akkor a c,b,a,c,b,a,... ,csokkend” mintat koveti. Az
algoritmus miikodése soran el6szor meghatarozzuk, hogy melyik korong 1ép, ezt kiirjuk, majd

eldontjiik, hogy melyik mintat koveti a [épés, és kiirjuk az ennek megfeleld 1épést.

public static void Iterativ2(int n, char a, char b, char c){

char[] p = new char[n+l];

int i;

for (i =1; 1 <= n; i++ )
pli]l = a;

int k = 1;

for ( k = 1; k <= lepesekSzama; k++ ) {

if ( (k&l) !'= 0 )
1 = ny
else {
1 =n-1;
while ( p[i] == pln] ){
——i;
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}
System.out.print( p[i] + " -> " );

pli] += 1 - ( (i&l) << 1 );
if (pli] == c + 1)
pli] = a;
else if ( p[i] == a - 1)
pli] = c;

System.out.println( pl[i] )
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IV. Elemzés

Az allapottér-reprezentacioval késziilt megoldasokat a tobbitdl kiilon vizsgalom, mivel ezek

sokkal lassabbak, és nem is ugyanazt az eredmény nyujtjak. A tesztkornyezet:

e INTEL Core i5-750 2.66Ghz 4 magos processzor, engedélyezett Turbo Boost moddal
e GIGABYTE GA-P55-US3L alaplap

e 4GB Kingston HyperX DDR3 1600Mhz memoria

e Windows 7 Professional Edition operacios rendszer

e NetBeans IDE 6.7.1 fejlesztoi kornyezet

A két kiilonboz6 allapottér-reprezentacié eredményei szinte ugyanazok voltak, féleg tobb
korong esetén, ezért csak az eredményeik atlaga szerepel a tablazatban. A teszteket tobbszor
futtattam, a tdblazatban lathatd eredmények az atlageredmények. A backtrack keresot
korfigyeléssel és az adott méretli probléma optimalis megoldasanak hosszisagaval egyenld
uthossz korlattal hasznaltam, hogy az optimalis megoldast taldlja meg. Ez 6 koronggal mar
nem mikodott. Szélességi és mélységi keresd esetén az elsd megoldasig kerestem. Ezek
eredménye nagyon hasonld volt, ezért a tabldzatban egybefoglaltam. A futasi idok
milliszekundumban értendéek. Kevés korongnal az eredmények nagyon ingadozoak voltak,

ez€rt a nagyobb korongszamu mérések tobbet mondanak.

Korongok szama Lépések szama Keresdgrafos keresok | Backtrack kereso
3 7 5 5
4 15 13 19
5 31 18 2580
6 63 55 -
7 127 320 -
10 1023 9560 -
2. tablazat

A Rekurziv, Greedy, Memoization és Iterativ2 algoritmusok eredményeit a 3. tablazat
mutatja. A mért idéeredményekben jelentds szerepet jatszottak a kiiratdsok, ezért ezeket az

algoritmusokat két kiilonb6z6 modon mértem. Eldszor kiiratdssal, majd kiiratds nélkiil.
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Utobbi esetben a 1épések olyan szoveges adatként tarolodtak, amik egyébként kiirodnanak. A

mért eredményeket atlagolds sordn nagyobb sullyal vettem figyelembe a kiiratds nélkiili

eseteket. Emiatt a tdblazatban nem idéeredmények szerepelnek, de a szamok jol tiikkrozik az

algoritmusok egymashoz viszonyitott sebességet.

Korongok Lépések Rekurziv_min Greedy Memoization | Iterativ2

szdma szama

3 7 1 1 1 1

4 15 1 1 1 1

5 31 1 1 1 1

6 63 2 2 2 2

7 127 4 4 3 3

10 1023 25 32 5 5

15 32767 956 1253 110 139

20 1048575 30154 43257 5137 5240
3. tablazat

Lathatjuk, hogy az Iterativ2 és a Memoizaton algoritmusok sokkal hatékonyabbak a tobbinél.

Mindemellett a tobbihez képest a rekurziv algoritmusnak sokkal nagyobb a memoriaigénye, a

,,moho” algoritmusnak pedig a tarigénye. Az eltérdé mérési modok és miikodés miatt nem

latszik, de az allapottér-reprezentacioval késziilt megoldasok sokkal lassabbak a probléma

specifikus megoldasoktol.
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