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Absztrakt

A Finsler geometridban tobb igen fontos geometriai objektum talalhatd. A
K zaszlogorbiilet a Riemann geometria szekcionalis gorbiiletének analogja. A
Ric Ricci gorbiilet egy masik fontos Riemann geometriai objektum. Ezen
kiviil t6bb, nem Riemann geometriai objektummal rendelkeziink. A C Car-
tan torzié az els6dleges geometriai objektum. T6bb objektum szarmaztathato
a Busemann-Hausdorff térfogat formabol, mint példaul a 7 torzitds. A 7 ver-
tikalis deffierencidlja a tangens téren megadja az I := 7, dz® Cartan torziot.
C,7 és az I alapvet§ geometriai objektumok, amelyek meghatarozzak a Rie-
mann metrikikat a Finsler metrikdk kozott. A C geodetikusok mentén vett
differencialja meghatéarozza a L Landsberg gorbiiletet. A 7 geodetikusok men-
tén vett horizontalis derivéltja elallitja az Ggynevezett S := 7| wy® S-gorbiiletet.
Az 1 geodetikusok mentén vett horizontalis derivaltjat a J := I, »y* Landsberg
gorbiiletnek hivjuk. A G'(z,y) geodetikus egyiitthatokbdl definialhatjuk a B
Berwald gorbiiletet és az E f6 Berwald gorbiiletet, amelyek a kiévetkezd kép-
letekkel vannak megadva

P3Gt 1

B/ E;j:=-B™
2

m ij°

Tovabba, definialhatjuk a D Douglas gorbiiletet B-bdl és E-bél. Lathato, hogy
7, I,S,J, C, Lés B, E, D mind eltlinik Riemann metrikak esetén. A zész-
logorbiilet szoros kapcsolatban van a nem Riemann tulajdonsagokkal.

A projektiv Finsler geometria nagyon fontos része a Finsler geometridnak és
a Ricci gorbiilet egy fontos szerepet jatszik a projektiv Finsler geometriaban. Z.
Shen bebizonyitotta, hogy két egyméashoz projektiv vonatkozasban 1évs g és g
Einstein metrika egy n-dimenzioés kompakt M sokasagon a kévetkezd tulajdon-
saggal rendelkezik: az Einstein konstansok ugyanazzal az elGjellel rendelkeznek.
Mindazonaltal, ha az Einstein konstansok negativak és egyenl6k, akkor a g = g.
A 3-as fejezetben folytatjuk a Finsler terek projektiv vonatkozasainak tanul-
ményozasat és megadunk a Ricci gorbiiletekre vonatkozoan egy Osszehasonlito
tételt.

3.2. Tétel(|ChShl]) Legyen (M, g) egy teljes Finsler sokasag és § egy masik
Finsler metrika M-en, amelyik projektiv vonatkozasban van g-vel. Tegytiik fel,
hogy -

Ric < Ric.
Ekkor a projektiv megfeleltetés trivialis. Tovabba, a g horizontalisan parhuza-
mos g-vel (V§ = 0), és a Riemann gorbiiletek egyenlsk R = R.

Tovabba, a 3.2 Tételbsl Finsler metrikdk prejektiv vonatkozasaira az S-

gorbiiletek kapcsolatara tudunk ramutatni.
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3.6. Tétel(|ChShl]) Legyen (M, g) egy teljes Finsler sokasag és g egy méasik
Finsler metrika M-en, amely projektiv vonatkozasban van g-vel. Tegyiik fel,
hogy a g és g kielégitik a

Ric <Ric, S=5§

feltételeket. Ekkor a projektiv vonatkozéas g és g kozott trivialis. Tovabba, g
horizontalisan parhuzamos g-vel, és a Riemann gorbiiletek megegyeznek R = R,
és dVj skalarszorosa a dVy-hez.

Ha a 3.2. Tételben az egyenl6tlenséget egyenlségre cseréljiik, akkor a
kovetkezs tételt kapjuk.

3.9. Tétel(|Chl]) Legyen F egy olyan Finsler metrika az M sokasagon és F
egy mésik Finsler metrika M-en, amelyek projektivek egymashoz. Tegyiik fel,
hogy F' és F kielégitik

Ric = Ric.
Ekkor F akkor és csak akkor teljes, ha F' is teljes. Ebben az esetben barmely
kozos c(t) geodetikus mentén

= konstans.

Tovabba, a projektiv vonatkozasban 1évé Riemann metrikakat is tanulmé-
nyozzuk, és vizsgaljuk a tobb speciélis gorbiileti tulajdonsagokkal rendelkezs
sikprojektiv Finsler metrikakat a 6-ik és 7-ik fejezetben. Az egyik fontos prob-
léma a Finsler geometridban a lokalisan sikprojektiv Finsler metrikdk tanul-
manyozasa.

A masik fontos probléma a Finsler geometridban a skalargorbiiletti Finsler
metrikak jellemzése. Ez a probléma eddig még nem megoldott, s6t nem megol-
dott a konstans zaszlogorbiiletekre sem. A 4-ik fejezetben azokat a skalargor-
biiletd Finsler metrikdkat tanulmanyozzuk, amikoris a F' izotrop S-gorbiilettel
rendelkezik vagy relative izotrépikus Landsberg gorbiilettel.

4.1. Tétel([CMS]|[ChSh3]) Legyen (M, F') egy n-dimenzios skalargorbiileti
Finsler sokasag K(z,y) zaszlogorbiilettel. Tegyiik fel, hogy

S=(n+1)c(z)F(z,y).
Ekkor létezik egy o(z) skalarfliggvény M-en ugy, hogy

Cznz ym
F(z,y)

Specialis esetként, ¢ = konstans akkor és csak akkor ha K = K(x) skalarfiigg-
vény M-en.

K=3

+o(x).



4.2. Tétel([CMS][ChSh3]) Legyen (M, F) egy n-dimenziés skalargérbiiletd
Finsler sokasag K(z,y) zaszlogorbiilettel. Tegyiik fel, hogy

J+c(z)FI=0.

Ekkor a K zaszlogorbiilet és 7 torzio eleget tesz a kévetkezs egyenlGségnek

n+1 9 Cymy™
3 Kyk + (K—FC(Z‘) - F(m,y)) Tyk = 0.
(a) Ha c(z) = konstans, akkor létezik egy olyan p(x) skalarfiiggvény M-en
gy, hogy
K=~ + p(z)e 757, y € T,M\ {0},

(b) Tegyiik fel, hogy F' nem Riemann az M egy nyilt részhalmazén. Ekkor
K = K(z) akkor és csak akkor ha K = —c? egy nempozitiv konstans.
Ebben az esetben p(z) = 0.

Tulajdonképpen, minden F' = « + § skalargorbiileti Randers metrika (di-
menzié n > 2) eleget tesz az S = (n + 1)c(x)F vagy a J + ¢(z)FI = 0 egyen-
16ségeknek, ahol a c(z) egy M-en lévs fliggvény. Ezaltal érdekesnek gondol-
juk az 5-ik fejezetben azon Randers metrikik tanulményozasat, amelyek eleget
tesznek a J + ¢(x)FI = 0 egyenlségnek, tovabba ismertetjiik a K = A(x) és a
J 4 ¢(x) FI = 0 zaszlogorbiiletti Randers metrikak osztéalyozasat.

5.3. Tétel(|ChSh2|[ChSh3]|) Legyen F = « + (3 egy Randers metrika az M
sokasagon. Egy ¢ = c¢(x) skalarfiiggvényre M-en a kovetkezdk ekvivalensek

(a) I+ ¢(x)FI=0;
(b) ego = 2¢(a? — 3?) és (3 zart forma.

5.5. Tétel(|[ChSh2|[ChSh3]) Legyn F = a + ( egy Randers metrika az M
n-dimenzios sokasagon, amely eleget tesz

1. K = \x), azaz y € T,,M fiiggetlen;

2. J+ ¢(z)FI = 0 valamilyen c(z) M-en 1évs skalarfiiggvényre.
Ekkor K = constant = —c?* < 0. Tovabba, F vagy lokalisan Minkowski
(K = —c? =0) vagy F a kdvetkezd formuléval rendelkezik

<a,y>

F=60+ ———
1+ <a,z>

(K = —c? = —1/4) ahol © egy Funk metrikat jelent a B™ egységgémbbon
és minden a € R™ esetén |a| < 1.
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(b) f K = —c? + % on ), then ¢ = constant and F is either locally
Minkowskian (¢ = 0) or, up to a scaling, locally isometric to the metric

<a,y> 1
O, :=6(x, - = -
(x y>+1+,a,x> (C 2)
or its reverse
= <a,y> 1
O, =06(z,—y) - ———— =—-),
(z, =) 1+ <a,z> (e 2)

where a € R™ is a constant vector and O(z,y) is Funk metric on .

The Douglas metrics form a rich class of Finsler metrics including locally
projectively flat Finsler metrics. The class of Douglas metrics is also much
larger than that of Berwald metrics. The study on Douglas metrics will enhance
our understanding on the geometric meaning of non-Riemannian quantities.
In section 8, we discuss Douglas metrics with relatively isotropic Landsberg
curvature or isotropic mean Berwald curvature. Then we introduce the Finsler
metrics of isotropic Berwald curvature. We prove an equivalence among the
above metrics.

Theorem 8.8.([ChSh5]) Let (M, F') be a non-Riemannian Douglas manifold
of dimension n > 3. Then the following are equivalent,

(a) F has relatively isotropic Landsberg curvature, L + ¢F'C = 0;

(b) F has isotropic mean Berwald curvature, E = "THCF’lh,
where ¢ = ¢(x) is a scalar function on M.

Furthermore, we have the following
Theorem 8.9.([ChSh5]) Let F' be a non-Riemannian Finsler metric on a
manifold of dimension n > 3. The following are equivalent.

(a) F is of isotropic Berwald curvature;
(b) F is a Douglas metric with isotropic mean Berwald curvature;
(¢) F is a Douglas metric with relatively isotropic Landsberg curvature.

Corollary 8.10. For a non-Riemannian Douglas metric F' on a manifold of
dimension n > 3. The following are equivalent.

(i) L+ ¢(x)FC = 0;
(ii) Bl = c(x) {Fjrd] + Fjdy + Frudi + Fjuy'};
(iii) E = 2te(z)Fh.

It is clear that Corollary 8.10 generalizes Bacs6 and Matsumoto’s result
which says that, for a Douglas metric F, L = 0 if and only if B = 0 ([BaMa2]).
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and the flag curvature of F' is given by
Cyk (x)yk 2}
K = 3{——"F +c(z +
ey o

3 Flz,—y)  n
= = 4 2 -\ J) P
g Lt de(@)’} Floy) |4

(B1) when p = —1, we can express « = «_;. In this case,

M <a,xz>
of2) = : _
2/ (M < a,z >)2 £ (1 - [z?)

where A € R and a € R™ with |a|? < A2 & 1.
(B2) when p = 0, we can express & = «ag. In this case,

B +1
2V/k+2<a,x> +[z]?

c(x)

where k£ > 0 and a € R" with |a]? < k.
(B3) when p =1, we can express a = a.y1. In this case,

e+ <a,r >

C\T) = )
@) 2¢/1+ |22 = (e+ < a,z >)?

where ¢ € R and a € R™ with |¢]? 4 |a]? < 1.

We also study projectively flat Randers metrics with isotropic S-curvature
in the case when the manifold M is closed. And then, in section 7, we study
and characterize locally projectively flat Finsler with isotropic S-curvature and
obtain the following

Theorem 7.1.([ChSh4]) Let F = F(z,y) be a locally projectively flat
Finsler metric on an open subset 2 C R™. Suppose that F' has isotropic S-
curvature, S = (n + 1)e(x)F. Then the flag curvature is in the form

K:3%+a,

where 0 = () is a scalar function on €.

(a) f K # —c? + % on , then F = o+ [ is a projectively flat Randers
metric with isotropic S-curvature S = (n + 1)cF;

Tovabba, tanulményozni fogjuk az izotrop S-gorbiiletidi Randers metrikakat
a 6-ik fejezetben. ElGszor a kovetkezd tételeket nyerjiik.

6.3. Tétel(|ChSh2|) Legyen F' = a+ 3 egy Randers metrika az n-dimenzios
M sokasagon. Egy M sokasagon megadott ¢ = ¢(x) skalarfiiggvényre a kovet-
kezsk ekvivalensek

(a) S=(n+1)cF;
(b) E=(1/2)(n+ 1)c(z)F~1h;

(c) ego = 2¢(a? — (3%).

6.4. Tétel([ChSh2]) Legyen FF = « + (§ egy Randers metrika a M n-
dimenzios sokasdgon. M-en megadott ¢ = ¢(z) skalarfiiggvényre a kovetkezGk
ekvivalensek,

(a) L+ ¢(x)FC =0 (vagy J + cFI = 0);
(b) S=(n+1)cF és (3 zart.
(c) E=(1/2)(n+ 1)c(x)F~th és (3 zart.

Az jol ismert, hogy minden lokalisan sikprojektiv Finsler metrika skalargor-
biiletd. Felhasznalva a zaszlogorbiiletre vonatkozé formulat osztalyozzuk a lo-
kalisan sikprojektiv izotrop S-gorbiilettel rendelkezd Randers metrikakat.

6.6. Tétel([CMS]|[ChSh3]) Legyen F = a+ 3 lokalisan sikprojektiv Randers
metrika az n-dimenziés M sokaségon és u jelolje az o metrika szekcionalis kons-
tans gorbiiletét. Tegyiik fel, hogy az S-gorbiilet izotrop és S = (n + 1)c(x)F.
Ekkor F' a kiévetkezGképpen osztalyozhato.

(A) Ha p+ 4c(z)? = 0, akkor c(z) = konstans és K = —c? < 0.
(A1) ha ¢ =0, akkor F lokalisan Minkowski, ahol K = 0;

(A2) hac # 0, akkor az F lokalisan izometrikus a kivetkezd Randers metrikahoz
B" C R" egységgdmbon, ahol

<a,y>
Flz,y) =04+ ————|
(z,9) 1+ <a,z>
mikézben a € R™ ahol |a| < 1, és az F negativ konstans K = —% 2452716~

gorbiilettel rendelkezik.
(B) Ha p+ 4c(z)? # 0, akkor az F a kovetkezSképpen adott

2¢,0 (2)y"

F(z,y) = a(z,y) — m



és az F zaszlogorbiilete a kovetkezdképpen adhaté meg

S{Czk(x)yk +c(x)2} + p

K Flz.y)

i{u+4d@?y?i;£)+i.

(B1) ha u = —1, akkor az a-t az o« = a_ fejezhetjiik ki. Ebben az esetben a

M <a,x>
2/ F <a,z>)2+ (1 [z2)

c(x) =

ahol A\ € R és a € R™ mikdzben |al? < A% + 1.
(B2) ha p =0, akkor az a-t az a = «g fejezhetjiik ki. Ebben az esetben a

B +1
2WWE+2<a,x>+[z]

c(z)

ahol k > 0 és a € R"™ mikdzben |a]? < k.
(B3) ha p =1, akkor az a-t az o = a4 fejezhetjiik ki. Ebben az esetben a

. et <a,x >
21+ 22 = (e+ < a,z >)?

c(x)

ahol € € R ¢és a € R™ mikdzben || + |a]? < 1.

A tovabbiakban tanulmanyozzuk az izotrop S-gorbiilettel rendelkezd sikpro-
jektiv Randers metrikadkat amikor az M sokasag zart. Ekkor a 7-ik fejezetben
tanulmanyozzuk és jellemezziik az izotrép S-gorbiilettel rendelkezé lokalisan
sikprojektiv Finsler tereket és a kovetkezsket kapjuk

7.1. Tétel([ChSh4|) Legyen F = F(x,y) egy lokalisan sikprojektiv Finsler
metrika az 0 C R™ nyilt részhalmazon. Tegyiik fel, hogy F' izotrop S-gorbiilettel
rendelkezik, ahol S = (n+1)c(x)F. Ekkor a zészl6gorbiilet a kvetkezs formulé-

val rendelkezik
C:E m ym

K=3 + o,
ahol o = o(z) az Q-n definialt skalarfiiggvény.

(a) Ha K # —c? + # az Q-n, akkor F' = a + 3 egy sikprojektiv Randers
metrika izotrop S-gorbiilettel, ahol S = (n 4 1)cF;

11

Furthermore, we study Randers metrics with isotropic S-curvature in section
6. We first obtain the following theorems.

Theorem 6.3.([ChSh2|) Let F' = a + (§ be a Randers metric on an n-
dimensional manifold M. For a scalar function ¢ = ¢(z) on M, the following
are equivalent

(a) S=(n+1)cF;
(b) B = (1/2)(n+ () F
(c) ego = 2¢(a? — (?).

Theorem 6.4.([ChSh2]) Let F = a + (8 be a Randers metric on an n-
dimensional manifold M. For a scalar function ¢ = ¢(z) on M, the following
are equivalent,

(a) L+ ¢(x)FC =0 (or J+ cFI=0);
(b) S=(n+ 1)cF and g is closed.
() E=(1/2)(n+ 1)c(z)F~'h and S is closed.

It is known that every locally projectively flat Finsler metric is of scalar
curvature. Using the obtained formula for the flag curvature in Theorem 4.1,
we classify locally projectively flat Randers metrics with isotropic S-curvature.

Theorem 6.6.([CMS][ChSh3]) Let F' = a + § be a locally projectively flat
Randers metric on an n-dimensional manifold M and p denote the constant
sectional curvature of a. Suppose that the S-curvature is isotropic, S = (n +
1)e(x)F. Then F can be classified as follows.

(A) If u+ 4e(x)? = 0, then ¢(x) = constant and K = —c?> <0

(A1) if ¢ =0, then F is locally Minkowskian with K = 0;
)

(A2) if ¢ # 0, then after a scaling, F' is locally isometric to the following Randers
metric on the unit ball B® C R",

<a,y>

F —0+ 277
(z,y) G cacs

where a € R™ with |a] < 1, and F' has negative constant flag curvature
—_1

1
(B) If i+ 4c(x)? # 0, then F is given by

2¢,0 (2)y"

F(z,y) = a(z,y) — m
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Theorem 4.2.([CMS][ChSh3]) Let (M, F') be an n-dimensional Finsler man-
ifold of scalar curvature with flag curvature K(z,y). Suppose that
J + ¢(x)FI = 0.
Then the flag curvature K and the distortion 7 satisfy

n+1
3

Cymy™

(a) If ¢c(x) = constant, then there is a scalar function p(x) on M such that

_ 37(=,y)

K=—¢+p(x)e” 1, y € T,M \ {0}.
(b) Suppose that F' is non-Riemannian on any open subset of M. Then K =
K(x) if and only if K = —c? is a nonpositive constant. In this case,
p(z) = 0.

In fact, all known Randers metrics F = a+ 3 of scalar curvature (in dimen-
sion n > 2) satisfy S = (n+ 1)c(x)F or J+ ¢(z)FI = 0, where ¢(z) is a function
on M. Motivated by such phenomena, in section 5, we study Randers met-
rics satisfying J + ¢(x)FI = 0 and classify Randers metrics with flag curvature
K= M\z«) and J+ ¢(z)FI = 0.

Theorem 5.3.([ChSh2][ChSh3]) Let F' = o + 3 be a Randers metric on a
manifold M. For a scalar function ¢ = ¢(x) on M, the following are equivalent

(a) I+ ¢(x)FI=0;
(b) ego = 2¢(a? — 3?) and 3 is closed.

Theorem 5.5.(|ChSh2|[ChSh3]) Let F = a + 8 be Randers metric on an
n-dimensional manifold M satisfying

1. K = A\(x) is independent of y € T,,M;

2. J+ ¢(z)FI = 0 for some scalar function ¢(z) on M.
Then K = constant = —c? < 0. Further, F is either locally Minkowskian
(K = —c? =0) or in the form

<a,y>

F=60+ ———
1+ <a,z>

(K = —c? = —1/4) after a scaling, where © denotes the Funk metric on
the unit ball B” and a € R™ is a constant vector with |a| < 1.

7
(b) Ha K = —c? + % az Q-n, akkor ¢ = konstans és F vagy lokalisan
Minkowski (¢ = 0) vagy lokalisan izometrikus
<a,y> 1
0, = O(x, — = =-
(2 y)+1+’a7x> (e=3)
metrikdhoz vagy pedig a kdvetkezG metrikdhoz
= <a,y> 1
60 =0, —y) ~ " (=),
(z,—y) T <azs (c=-3)

ahol a € R™ egy konstans vektor és O(x,y) egy Funk metrika Q-n.

A Douglas metrikdk a Finsler metrikdk egy igen gazdag osztalya, amely
magaban foglalja a sikprojektiv Finsler metrikakat. A Douglas metrikak osztalya
sokkal gazdagabb, mint a Berwald metrikdké. A Douglas metrikdk tanulmanyo-
zésa lehetGséget ad a nem Riemannian geometriai objektumok jellemzésére. A
8-ik fejezetben tanulmanyozzuk azokat a Douglas metrikakat, amelyek relativ
izotrop Landsberg gorbiilettel vagy izotrop Berwald gorbiilettel rendelkeznek.
Vizsgalatainkban a kovetkezd tételeket kapjuk.

8.8. Tétel(J[ChSh5]) Legyen (M, F) egy nem Riemann Douglas sokasag,
amelynek dimenzidéja n > 3. Ekkor a kovetkezSk ekvivalensek,

(a) F relativ izotrop Landsberg gorbiilettel rendelkezik, ahol L + ¢FC = 0;

(b) F izotrép Berwald gorbiilettel rendelkezik, ahol E = %cF’lh,
mikézben ¢ = ¢(x) egy skalar fliggvény M-en.

Tovabba a kovetkezket kapjuk
8.9. Tétel(|[ChSh5|) Legyen F egy nem Riemann Finsler metrika az M
sokasagon, ahol a dimenzié n > 3. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek.

(a) F egy izotrop Berwald gorbiilettel rendelkezik;
(b) F egy izotrop Berwald gorbiilettel rendelkez6 Douglas metrika;
(¢) F egy relativ izotrop Landsberg gorbiilettel rendelkezs Douglas metrika.

8.10. Kovetkezmény Egy nem Riemann F Douglas metrikira n > 3
dimenzi6 esetén a kévetkezGk ekvivalensek.

(i) L+ ¢(x)FC = 0;
(ii) By, = c(@) { Fjxd} + Fudj, + Fuud} + Fjuy'};
(iii) E = 2te(z)Fth.

Vilagos, hogy a 8.10 kdvetkezmény Bacsé és Matsumoto eredményének Aal-
talanositasa, amely azt mondja, hogy egy F' Douglas metrika esetén L = 0 akkor
és csak akkor, ha B = 0 ([BaMa2]).



Abstract

There are several important geometric quantities in Finsler geometry. The flag
curvature K is an analogue of the sectional curvature in Riemannian geometry.
The Ricci curvature Ric is another kind of Riemannian geometric quantity. Be-
sides, we have some so-called non-Riemannian geometric quantities. The Cartan
torsion C is a primary quantity. There is another quantity which is determined
by the Busemann-Hausdorff volume form, that is the so-called distortion 7. The
vertical differential of 7 on each tangent space gives rise to the mean Cartan
torsion I := 7,k dz*. C,7 and I are the basic geometric quantities which charac-
terize the Riemannian metrics among Finslers metrics. Differentiating C along
geodesics gives rise to the Landsberg curvature L. The horizontal derivative of
7 along geodesics is the so-called S-curvature S := T, +y*. The horizontal deriva-
tive of I along geodesics is called the mean Landsberg curvature J := I‘kyk.
From the geodesic coefficients G*(z,y), we can define the Berwald curvature B
and the mean Berwald curvature E which are defined by
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Furthermore, we can define the Douglas curvature D by B and E. Obviously,
7, I,S,J, C, L and B, E, D all vanish for Riemannian metrics. The Riemann
curvature measures the shape of the space while the non-Riemannian quantities
describe the change of the “color" on the space. It is found that the flag curvature
is closely related to these non-Riemannian quantities.

Finsler projective geometry is an important part of Finsler geometry and
the Ricci curvature plays an important role in the Finsler projective geometry.
Z. Shen proved that for two pointwise projectively related Einstein metrics g
and ¢ on an n-dimension compact manifold M, their Einstein constants have
the same sign. In addition, if their Einstein constants are negative and equal,
then g = g. In section 3, we continue to study pointwise projectively related
Finsler metrics and give a comparison theorem on the Ricci curvatures.

Theorem 3.2.([ChShl]) Let (M,g) be a complete Finsler manifold and
g another Finsler metric on M, which is pointwise projectively related to g.
Suppose that

Ric < Ric.

Then the projective equivalence is trivial. Further, g is horizontally parallel
with respect to g, Vg = 0 and the Riemann curvatures are equal, R =R.

Furthermore, we obtain an additional conclusion to Theorem 3.2 for projec-
tively related Finsler metrics with the same S-curvatures.

Theorem 3.6.([ChShl1]) Let (M,g) be a complete Finsler manifold and
g another Finsler metric on M, which is pointwise projectively related to g.
Suppose that both g and g satisfy

Ric <Ric, S=S8.

Then the projective equivalence between g and g is trivial. Further, g is hori-
zontally parallel with respect to g, the Riemann curvatures are equal, R = R,
and dVj is proportional to dVj.

If we modify the inequality in Theorem 3.2 into equality, we obtain the
following theorem.

Theorem 3.9.([Chl]) Let F be a Finsler metric on a manifold M and F
a another Finsler metric on M which is pointwise projectively related to F.
Suppose that both F and F satisfy

Ric = Ric.

Then F'is complete if and only if F is complete. In this case, along any geodesic
c(t) of For F,

= constant.

Besides, we study pointwise projectively related Riemannian metrics. We
also discuss the projectively flat Finsler metrics with some special curvature
properties in sections 6 and 7. One of the important problems in Finsler geom-
etry is to study and characterize locally projectively flat Finsler metrics.

Another important problem in Finsler geometry is to study and character-
ize Finsler metrics of scalar curvature. This problem has not been solved yet,
even for Finsler metrics of constant flag curvature. In section 4, we disscuss
the Finsler metrics of scalar curvature and partially determine the flag curva-
ture when F' is of isotropic S-curvature or relatively isotropic mean Landsberg
curvature.

Theorem 4.1.([CMS][ChSh3]) Let (M, F') be an n-dimensional Finsler man-
ifold of scalar curvature with flag curvature K(z,y). Suppose that

S = (n+ 1)e(z)F(z,y).
Then there is a scalar function o(z) on M such that

czmym

F(x,y)

In particular, ¢ = constant if and only if K = K(z) is a scalar function on M.

K=3

+o(x).



