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I. BEVEZETO

Régebben a nemzeti boldogulas alapja a csodatévé gyerek felkutatasa, tdimogatasa volt,
aki jeleskedett a miivészetekben, retorikaban, olvasasban, irasban. Ugy vélem, napjainkban
a tehetséges gyerekekkel nem foglalkoznak megfeleloképpen, aminek oka lehet, hogy
sokszor a tehetség felismerése hianyzik. A 21. szazadban gyakran nyilvanitanak egy
gyereket hiperaktivnak, ahelyett hogy megvizsgalndk viselkedésének okait. Abban
mindannyian egyetértiink, hogy a tehetséget fejleszteni kell, hiszen a tarsadalom csak igy
Iéphet eldre. A tehetséges tanulok fejlesztése leginkabb differencialassal érhetd el.

Dolgozatom témé4ja az iskoldn beliili, tanoran kiviili, azaz szakkori tehetséggondozés. A
szakkor feladata a tanultak elmélyitése, kiegészitése, és az alkalmazasi teriiletek
kiszélesitése. Célom az volt, hogy el6szor roviden attekintsiik, milyen képességek johetnek
szoba a jO matematikai képesség kialakuldsdban, és ezek hogyan befolyasolhatjdk a
problémamegoldd gondolkodast, valamint bemutassuk, hogy az érdeklddd tanuloknak -
példaul szakkor keretében - milyen egyéb érdekességeket, problémakat lehet bemutatni. A
szdmelmélet alkalmas arra, hogy fejlessziik a tanulok problémalatd készségét,
problémamegoldd gondolkodésat.

A problémamegoldd gondolkodasnak jelentds szerepe van az oktatasban, de a
hétkdznapi é€letben is. Gondoljunk csak arra, hogy a ma emberének naponta szembe kell
néznie problémaszituaciokkal, amelyek egy része szadmelméleti alapon oldhaté meg.
Fontos, hogy a tanulokat az iskoldban is a probléma meglatasara és a problémamegoldo
gondolkodéasra tanitsuk, neveljiik.

A problémamegold6 gondolkodas fejlddése sok kérdést vethet fel a kutatok szamara,
amivel érdemes foglalkozni. Felvetddhet a kérdés, hogy mely képességek mennyire
befolyasoljak a problémamegoldé gondolkodés fejlodését, vannak-e kiilsd befolyasolo
tényezok.

A téma kutatdsanak nagy jelentdsége van a gyakorlatban is, kiemelten az oktatasban,
hiszen a pedagdgusnak a legjobb eredmények elérése érdekében ismernie kell a tanulok
képességeit, készségeit, és tudnia kell, hogy egy adott teriilet fejlesztéséhez melyik
képességet kell fejleszteni, formélni. A kutatdsi eredmények Osszegzésével a kutatok

jelentdsen segitenék a tanarok munkajat.



Il. A TEHETSEG

1. A TEHETSEG FOGALMA

A tehetség kibontakoztatdsa a tehetség felismerésével kezdddik. Az id6k soran harom
Osszetevot emeltek ki és azonositottdk ezeket teljes egészében a tehetséggel. Az

intelligenciat, a kreativitast és a motivaciot.
1. Az intelligencia

Az elso sikeres intelligencia teszt kidolgozasa Alfred Binet és Theodor Simon nevéhez
flizodik a 20. szdzad elején. Nem sokkal ezutdn William Stren kidolgozta az intelligencia-
hanyados koncepcidjat. Az 1Q, az intelligencia-hanyados egy viszonyszam. A mentalis kor
(amit a teszten elért eredmény mutat) és a valésagos kor (amit a korosztaly
atlagteljesitménye képvisel) hanyadosa szorozva szazzal. Az intelligencia eredetérdl a mai
napig két allaspont 1étezik. Az egyik allaspont, hogy az intelligenciat a kornyezet hatarozza
meg. A masik szerint az 0roklés a meghataroz6. A magas intelligencia azonban nem
feltétleniil jelent alkotoképes tehetséget, és a tehetséges emberek sem feltétlentil

rendelkeznek toronymagas intelligenciaval.
2. A Kreativitas

A kreativitast alkotoképességként hatarozhatjuk meg. A kreativitds leginkabb a
folyamat, a produktum, a személyiség és a kornyezet oldalardl ragadhaté meg. Graham
Wallas szerint a kreativ folyamat 4 szakaszbol all: elokészités, lappangas, megvilagosodas,
¢és igazolas.

Kreativ produktumnak tekintheté minden olyan 6tlet3, elképzelés, miivészi alkotas vagy
tudomanyos elmélet, amely eredeti, Ujszerli és a probléma, a szitudcid6 vagy a cél
szempontjabol jelentds.

Irving Taylor 5-féle kreativitast ir le:

o kifejezd kreativitas: spontan kifejezés barmilyen formaja elfogadhato, tekintet nélkiil az
eredetiségre €s az eredmény mindségére.

e produktiv kreativitas: a hangsuly ink&bb a képességen van, semmint a spontaneitason és az
ujszeriiségen.

o feltalald (inventiv) kreativitds: a hangstly a mar meglévé dolgok ujszerti felhasznalasan
van. Az egyén az el6z6leg Ossze nem filiggo részek kdzott Uj €s szokatlan kapcsolatokat lat.

e (jjitd (innovativ) kreativitas: 0j elvek, illetve elképzelések keriilnek kidolgozasra, aminek

kovetkeztében egy egész miivészeti vagy tudomanyag alapjai jelentésen modosulnak.



e teremtO kreativitas: egy teljesen U elv vagy felvetés sziiletik meg, egészen fundamentalis

és elvont szinten.

A Kkreativ személyiség jellembzéje: kornyezet ingereire valdo szokatlan érzékenység,
onallé gondolkodas, nonkonform viselkedés, kitartds, otlet gyarosok, magas tolerancia,
kotottségek keriilése. J. P. Guilford a kreativitds 1ényegét a divergens gondolkodasban
jelolte meg. Ennek megfeleléen a kreativ képességek: altalanos problémaérzékenység,
fluencia, flexibilitas, originalitds, Gjrafogalmazas és elaboracio. Davis és Rimm szerint a
kreativ gyerekek jellemz6i a kivancsisag, fiiggetlenség, kitartas, flexibilitas, széles
érdeklédési kor, eredetiség, humorérzék, kérdezdskodés, magas energiaszint, érzékenység,
tirelmetlenség, élénk fantdzia.

Williams szerint a kreativ embereket azért nehéz jellemezni, mert tele vannak
paradoxonokkal: egyszerre nyitottak és zarkoézottak, pedansak és rendetlenek és igy
tovabb. A kreativitast eldsegitd kornyezet:

Torrance és masok nyoman a kreativ potencial kioldasat a kovetkezd kornyezeti
tényezok segitik eld: nyitottsag, pozitiv mintaadas, Gtmutatas, segitségnyujtas, humorérzék,
empatia.

Robert Fisher (1999) a felnétt magatartas jellemzo jegyeit igy foglalja 6ssze:

- Batorito felnétt: kivar; a gyermek gondolkodasara koncentral; 6nallosagot hangstlyozza;
aktivan figyel; mindenrdl ugy gondolja, hogy kivitelezhetd; biztatja a gyereket, hogy uj
oOtletet probaljon ki; elfogadja a gyermek dontéseit; elérhetd; nyitott kérdéseket hasznal,
értékeli a kreativ 6tleteket; nem itél gyorsan stb.

- Szorongast kelt felnétt: figyelmetlen, erdszakos, helytelenitd, kiginyolja a gyermeket,
elutasitd, rogziilt cselekvéssorokhoz ragaszkodik, hattérbe szoritia a gyermeket,

tiirelmetlen, nem ad visszajelzést, vallat, beavatkozik stb.

A tehetség fogalmiara ma még nem taldltak érvényes, daltalanosan elfogadott
meghatarozast a pszichologusok. A tehetséget nem lehet egyetlen kritérium alapjan
meghatarozni. Joseph S. Renzulli alkotta meg a legismertebb tobbtényezds modellt.
Elmélete harom, a kreativ emberekre jellemzd tulajdonsagra épiil. Az altala fontosnak
tartott harom tényez6: atlag feletti intellektualis képesség, kreativitas, és a feladat iranti

elkdtelezettseg.



2. A TEHETSEG LELEKTANI ES PEDAGOGIAI KERDESEI

A tehetség kérdései Magyarorszdgon az elsd vilaghaboru éveiben, majd
legintenzivebben a Horthy-korszak iddszakédban keriiltek eldtérbe. Kevés olyan
pszichologiai és pedagogiai probléma valtott ki akkora érdeklédést, mint a tehetség
értelmezése. Politikusok, ir6k, miivészek, s a pszichologia és pedagdgia képviseldin kiviil a
legkiilonbozobb tudomanyok miiveldi fejtették ki véleményliket. Nagyon sok javaslat
hangzott el a tehetséges tanulok felkutatasa, fejlesztése, védelme tekintetében, s
kidolgoztak a tehetséges tanulok oktatdsanak-nevelésének néhany tételét is. E javaslatok
realizalasat azonban alapvetéen az tette lehetetlenné, hogy sem a pszicholdgia, sem a
pedagogia nem tisztazta egyértelmiien a tehetség fogalmat, kritériumait. E kérdésben nem
csak Magyarorszagon, hanem Eurdpa szerte élénk vitdk bontakoztak ki. A fogalmak és
tételek tudoményos kidolgozdsdhoz nagy segitséget nyuljtott a kisérleti pszicholdgia
modszereinek elterjedése. Jelentds szerepet vallalt ¢ munkabdl Nagy Laszlo, igy nagy
érdeme, hogy megfogalmazodott, kitisztult e fontos pszicholdgiai és pedagdgiai probléma
legalapvetdbb elmélete.

Nagy Laszl6 tehetségelmélete abban tér el a legtobb kortars felfogasatol, hogy 6 e
kérdést tobbszorosen is tobb tényezovel dsszefiiggésben kozeliti meg. 1918 decemberében
dolgozta ki a magyar kozoktatds reformtervezetét. Ebben felvazolta az altala helyesnek
tartott iskolarendszert az 6vodatol az egyetemig. ,,Az iskolaban mindeniitt oly pedagogiai
berendezések 1étesitenddk, amelyek tekintetbe veszik a gyermekek kozotti egyéni
kiilonbségeket, intelligencia fokat, talentumokat, ... ,, —irja az altalanos alapelvekben. Az
iskolarendszer szerves részévé teszi a rendszeres ¢és tudomanyos eljarasokkal végzett
tehetségvizsgalatokat. A jo pedagodgiai hatds kritériumaként jeldli meg, hogy a gyermeket
produktiv erdkifejtésre késztessiik.

A tehetség problémajat széleskorii elméleti alapra épitette Nagy Laszlo, ugyanakkor
aktivan vette ki részét a tehetséges tanulokkal kapcsolatos gyakorlati feladatokban is.
Nevéhez fiizédik a tehetséges gyermekek rajzkiallitasanak megszervezése 1922-ben. A
gyermekrajzok pszichologiai vizsgélata tette lehetévé szamara, hogy megallapitsa az
eltéréseket a tehetséges ¢és az atlagos képességekkel rendelkezé tanulok kozott. E
kiilonbségeket a kovetkezd pontokban foglalta Gssze.

1. A tehetséges gyermekek valamennyien keresztiilmennek azokon a fokozatokon,

amelyeket az atlagos képességliek fejlodésében is tapasztalunk. A kiilonbség abban

van, hogy a tehetséges gyermekek gyorsabban fejlédnek az atlagos képességlieknél.



A tehetséges gyermekek elég koran olyan magas fokat érik el a képességeknek,

ahova az atlagos gyermekek sohasem jutnak el.

A tehetséges gyermekek jellemzd sajatossaga a miivészi beleélés. Ok nem
elégednek meg a kiils6 benyomasok vagy a bels6 atélések objektiv
reprodukciojaval, hanem igyekeznek kifejezni sajat képzeletiik eredményét is, s igy

onmagukat is belevetitik abrazolasukba.

A tehetséges tanulokndl megfeleld Osszhang alakul ki az Osztonszerti és tudatos
alkotéerd kozott. Ez utdbbi segitségével valogat impresszioi kozott, tervez és

kivitelez, és folytonos onkritikéval dolgozik.

A tehetséges gyermekek rajzai feltlinden egyéni jelleglieck, mivel semmiféle sablont

nem tartanak magukra nézve iranyadonak.

Megallapitotta, hogy a tehetséges gyermekekben sokkal inkabb feltaldlhaté az 6nképzésre valo

torekvés, a kornyezeti benyomdasok €s az oktatas meghatarozé szerepe.

Az iskola fontos feladata, hogy minden egyes tanuloban fokozza az egyéni munkara

val6 képességet. Minden egyes tanuldban fejlessziik azt az egyéni értéket, ami benne van, s

a lehetd legtokéletesebb munka eldallitasara képesiti.

3. ATEHETSEG ALTALANOS JELLEMZOI

Kognitiv jellemzék

Szimbolumok és szimbolumrendszerek hasznalata: A tehetséges gyerekek kivaldan
bannak a szamokkal és a betlikkel. Gyakran tesznek a matematikai problémak
kapcsan bonyolultabb analitikus és 0sszegzd megjegyzéseket.

Szokatlanul j6 memoria: A tehetségeseknek nagy és jol felépitett a memoriajuk. A
tényeket és eseményeket részletesen megjegyzik, €s vissza tudjadk mondani.
Koncentracios kapacitds: A tehetséges gyerek jo koncentracids képességekkel
rendelkezik, és sokaig tud egy bizonyos problémaval foglalkozni.

Fejlodési eldonyok: Szellemi ¢és fizikai fejlettségiik nincsen egyensulyban.
Pszichologiai szempontbol a tehetségesek bizonyos fejlédési elénydkkel
rendelkeznek.

Korai érdeklédés a beszéd irant: A tehetséges gyermek megelézi kortarsait a

nyelvfejlédésében. Nagyobb a szokincsiik €s hamarabb tanulnak meg olvasni.



- Kivancsisag, tanuldsvagy: A gyerek kivancsisagabol adodé miért- kérdésekre
kapott valaszok segitik a gyermeket a vilag megértésében és személyes
fejlodésében.

- Onall6 tanulasra valé hajlam: A tehetséges gyermekek jobban szeretnek egyediil
dolgozni, és egyediil felfedezni dolgokat.

- Sokrétii érdeklodés, kreativitds: Az a képesség, ami segitségével valaki egyéni

oOtleteket, gondolatokat, termékeket, fogalmakat tud eldallitani.
Affektiv jellemzok

- Igazsagérzet: a tehetségeseknek fejlett az igazsagérzete.
- Humorérzék: képes a vilagot kdnnytiszerrel venni, ami pozitiv énképhez is vezet.
- FErzelmi intenzitis: a tehetségeket érd gondok, az intenziv érzelmi élmények
tulérzékenységet valthatnak ki.
- Az élet és haldl értelmének felfogasa: intellektualisan mar képesek megérteni, de
érzelmileg még nehéz felfogniuk.
- Maximalizmus: tal sok energiat fektetnek bele, hogy mindent tokéletesen
végezzenek el.
- Sok energia: tobb feladatot képesek rovidebb id6 alatt elvégezni, mint tarsaik.
- Kotédés: nem csak emberekhez, de szakmai tevékenységekhez is erésen kotodnek.
Az a tény, hogy bizonyos jegyek nem jellemzdek egy gyerekre, még nem jelenti azt,
hogy a gyermek nem tehetséges. Masrészt az a tény, hogy bizonyos jegyek felismerhetdk,
még nem jelenti, hogy a gyermek feltétleniil tehetséges. Ezen jegyek jelenléte a tehetseg
elsé indikatora lehet, de hatarozott valaszt csak a sziikséges azonositisi folyamat utdn
kaphatunk.
A tehetséges didkokkal vald pedagdgiai tevékenységnek harom mozzanatit szokas

elkiiloniteni:

- tehetségkoncepcio kialakitasa,

- tehetségazonositas,

- tehetséggondozas.

A tehetségkoncepcio kialakitasa azért els6dleges, mert ha nem rendelkeziink megfeleld
koncepcioval arrol, hogy kik a tehetségesek, akkor nem tudjuk Oket azonositani. A
tehetségkoncepcio a tehetség meghatarozasa, koriilirasa. Célja: a tehetségazonosito, -

gondozo tevékenységnek viszonyitasi alapot és egyben értelmezési keretet nyujt.



I1l. EROSSEGEK ES GYENGE PONTOK AZ ISKOLAI TEHETSEGGONDOZASBAN

— EUROPAI OSSZEVETESBEN

1. Kiindulasi pontok

A tehetséggondozas mai hazai és europai helyzete sok szallal kotodik egymashoz. 1987-
ben alakult meg az Europai Tehetségtanacs (European Council for High Ability — ECHA),
s ez jelentés lendiiletet adott az iskolai tehetséggondozds fejlodésének itthon is. Ez a
Tanacs kutatokat és gyakorlati szakembereket (elsdsorban pedagdégusokat) tomorit, s
kétévenként rendezendd konferenciaival, kiadvanyaival hidat épitett Eurdpa orszagai
kozott. 1987-ben megalakult az ECHA Magyarorszagi Tagozata is, 0sszetoborozva a hazai
szakembereit a tehetséggondozdsnak, majd ebbdl 1989-ben Iétrejott a Magyar
Tehetséggondoz6 Tarsasag (MTT), amely kb. 6tszaz fOs tagsagaval jelentds szerepet vallal
a hazai tehetséggondozas korszerti formdinak elterjesztésében. Ezzel egyiddben zajlott a
rendszervaltas, amely ugyancsak kedvezd helyzetet teremtett az iskolai tehetséggondozas
fejlodéséhez: nagyobb lett a mozgastere az iskolaknak a tehetségprogramok inditasaban, s
anyagiakban is tobb forrasbol teremthettek alapot, mint a korabbi években. Az 1ij oktatési
torvény, a vonatkoz6 kormany- és miniszteri rendeletek is jobban rairanyitottdk a figyelmet
a tehetséggondozas fontossdgara, mint azt megel6zden. Mindennek az lett az eredménye,
hogy a kilencvenes évek kozepétdl jelentdésen gazdagodtak az iskolai tehetséggondozas
formai hazankban, s folyamatos nemzetko6zi egyiittmiikodés is kialakult ennek hatterében.
Ennek eredményeként az ezredfordulotdl kezdve tobb, Eurdpa sok orszagat atfogd
Osszehasonlitd vizsgalat tortént konferencidkon, illetve kiadvanyokban. Ezek koziil az

alabbiak a legfontosabbak, s ezek adjak a kiindulasi pontjait eldaddsomnak.
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2. Eros oldalak a Magyar tehetséggondozasban

Torvényi szabalyozas
Specialis tehetségfejlesztés
versenyek

gazdagitas tanoran Kiviil

ooy

a. AZISKOLAI TEHETSEGGONDOZAS TORVENYI SZABALYOZASA

Vialtozatos a kép Europaban: tobb unids tagorszdgban nincs kiilon toérvényi
szabalyozasa a tehetséggondozasnak. Ebben a tekintetben eldl jarnak a volt szocialista
orszagok, ezek tobbségében a rendszervaltast kovetden az uj oktatasi torvényekben,
rendeletekben kiilon is emlitést tesznek a tehetséges tanuldkkal vald foglalkozasrol. Igy
van ez Magyarorszagon is, torvény és rendeletek is vannak, amelyek irdnyt mutatnak a

tehetséggondozéashoz:

- 1993. EVI LXXXIX. TORVENY A KOZOKTATASROL (t6bbszor modositva)

A tehetséggondozas nemcsak altalanos szinten keriil emlitésre az Oktatasi Torvényben,
de konkrét formainak felsorolasa tampontul szolgal kdzvetleniil is a megvaldsitashoz. Ez
kiemelkedéen példamutatd6 mas orszagok szabalyozasaval Osszevetve is. Részletek
kiemelése nélkiil meg kell emliteni az iskolai tehetséggondozas szempontjabol fontos

tovabbi dokumentumokat is:

- A KORMANY 63./2000. RENDELETE A NEMZETI ALAPTANTERV
MODOSITASAROL;

- A 28./2000 OM RENDELET A KERETTANTERVEK KIADASAROL,
BEVEZETESEROL ES ALKALMAZASAROL;

- A KORMANY 111./1997. RENDELETE A TANARI KEPESITES
KOVETELMENYEIROL;

- AZ OKTATASI MINISZTER 29./1997. RENDELETE A , TEHETSEGFEJLESZTESI
SZAKERTO” POSZTGRADULIS KEPZES KEPESITESI KOVETELMENYEIROL.

Ezek egy része mar modositasra keriilt, de az 01j valtozatok mindegyikében is tobb olyan
tételt talalunk, amelyek kiemelt fontossagunak tartjak az iskolai tehetséggondozast, illetve

a hattértényezok (szubjektiv és objektiv) megteremtésének sziikségességét.
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b. SPECIALI TEHETSEGFEJLESZTES

Vilagszerte ismertek a magyar tehetséggondozas kivaldo eredményei a zenében,
sportban, matematikaban, természettudomanyokban stb. Ezekben is van ugyan némi
ingadozas, de Osszességében eurdpai mércével mérve is magas szinti ez a munka

Magyarorszagon.
C. VERSENYEK

A versenyek ugyancsak hatékony formai a tehetséggondozasnak, ezeknek gazdag
formai alakultak ki Magyarorszagon, nyugodtan mondhat6, hogy Europa ,bajnokai”
vagyunk ezen a teriileten. Nagy hagyomanyai vannak a tantargyi tanulmanyi
versenyeknek, ezek jelentds részét az Oktatasi Minisztérium, illetve hattérintézményei
szervezik. Az utobbi évtizedben gombamdd szaporodtak a regiondlis, illetve helyi
versenyek is, ezek teljesen atszovik az iskolai tehetségfejlesztést, s jelentdsen
hozzéjarulnak a tehetségek felfedezéséhez is. Egyetlen ponton lehet kérddjelet tenni:
milyen tipusu feladatmegoldasokban versenyeznek a tanulok? A problémat az jelenti, hogy
gyakran a reprodukal6 tudast mérik, nem pedig a gyakorlati problémahelyzetben torténd

ismeret-alkalmazast, ¢ teriileten kell el6bbre 1épni.

d. GAZDAGITAS TANORAN KiVUL

Eurdpa-szerte sokféle hatékony forméjat alkalmazzak az iskolai tehetséggondozasnak,
ezek a gazdagitas jelenségkorébe tartoznak. Alapvetéen két nagy csoportra bonthatok:
egyfeldl jol elkiilonithetdk a rendes tanodrara €piild szervezeti formak (tagozat, emelt szint,
nivo csoport stb.), masfeldl a tandran kiviili lehetdségek (szakkor, onképzokor, blokk stb.)

A tandran kiviili programokban jol allunk itthon, tobb olyan is talalhato, amely nem
tantargyhoz kotddik, ezek lehetdvé teszik a nem intellektualis képességek felfedezését és
fejlesztését is. Osszevetve mas eurdpai orszagokkal a magyarorszagi helyzetet, az
allapithatd meg, hogy nalunk joval gazdagabb a tandran kiviili tehetséggondozasi formak
rendszere, mint az unids tagorszagokban, ott most kezdik egyre szélesebb kdrben
alkalmazni ezeket a formakat. A volt szocialista orszagok koziil Lengyelorszagban,

Romaniaban, Csehorszagban szintén gazdag rendszere mitkodik ezeknek.
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3. Gyenge pontok a Magyar tehetséggondozasban

Szemben az elézoekkel, joval egyenetlenebb a hazai kép az aldbbi teriileteken,
mindeniitt vannak kivannivalok. Mind a hat tertiletet attekintjiik vazlatosan, s ez timpontul
szolgalhat a tovabbfejlesztéshez.

TEHETSEGKERESES, AZONOSITAS

KOMPLEX TEHETSEGFEJLESZTO PROGRAMOK
UJ SZEREPEK A TEHETSEGFEJLESZTESBEN
CSALADDAL VALO EGYUTTMUKODES
GYORSITAS

SZAKEMBEREK TOVABBKEPZESE

D OO T

a. TEHETSEGKERESES, AZONOSITAS

A tehetséggondozd programok akkor hatékonyak, ha azokba olyan gyerekek keriilnek
be, akik adottsagaik alapjan valéban odavalok. Ezért van kiillonos jelentdsége a tehetség
azonositdsanak. A magyarorszagi adatok egyrészt azt mutatjak, hogy sokszinli az
alkalmazott modszerek tarhaza, hiszen minden f6bb tipus megtaldlhatdé az iskolak
gyakorlatdban. Masrészt azonban a gyakorisagban nagy eltérések mutatkoznak: sok
iskolaban a kreativitds-vizsgalat nincs napirenden, az énkép-vizsgalat és a tanulési
stratégiak vizsgalata pedig alig fordul el6. A korszerli tehetség-értelmezésben és -
fejlesztésben az utdbbiak is kiemelkedd szerepet jatszanak, ezek nélkiil hidnyos alappal
végezziikk a tehetséggondozast. Pozitivumként kell megemliteni, hogy tobb iskolaban
alkalmazzak a sokoldalil informacidgytijtést. Az egyenetlenség mogstt minden bizonnyal
nem a pedagogusok szandékos kitéréd magatartasa all, valoszinlileg nem kaptak megfeleld
municidt ezen modszerek alkalmazdsdhoz sem a pedagoguspalyara valo felkészitésiik
soran. A sikeres munkénak feltétele e hidnyossadgok potlésa is.

Fobb alapelvek a tehetség-azonositas tovabbfejlesztéséhez:

- Az azonositashoz a Monks-Renzulli-féle modell ad kapaszkoddkat , minden

Osszetevore figyelniink kell!

- A ki nem bontakozott, szunnyadd tehetség rejtekezik, gyakran ezért is nehéz
felismerni: 6vatosnak kell lenniink a ,,nem tehetséges gyerek™ titulussal!

- A képesség ¢és a teljesitmény két kiilonbozd dolog: gyakori az alulteljesitd
tehetséges tanuld, ugyanakkor a jo tanulméanyi eredmény nem mindig rejt
tehetséget!

- Minél tobb forrasbol szerziink a gyerekre vonatkozé informaciokat teljesitményérol,
képességeirdl, annal megbizhatobb az azonositas.
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A MONKS-RENZULLI-FELE MODELL

TARSAK

ISKOLA

Kivételes
képességek

TEHETSEG

CSALAD

b. KOMPLEX TEHETSEGFEJLESZTO PROGRAMOK

Gyakran egyoldaliak a magyar iskolai tehetségfejleszté programok, elsésorban a
képességek fejlesztésére koncentralnak, holott a korszerli fejlesztéshez masfajta feladatok
is vannak. Ezekhez az alabbiak adnak tdmpontot.

A Kképességek mellett a személyiség-tényezok formalasanak is nagyon fontos szerepet
kell kapnia a programokban.

A komplex programok dsszetevoi:

- atehetséges gyerek erds oldalanak fejlesztése,

- a tehetséges gyerek gyenge oldaldnak fejlesztése (Csaknem minden tehetséges
gyereknél van ilyen, s ez akadalyozhatja az erds oldal kibontakozésat, példaul
alacsony onértékelés, biztonsagérzet hianya, stb.),

- megfeleld ,légkdr” megteremtése  (kiegyensulyozott tarsas  kapcsolatok
pedagogusokkal , fejlesztd szakemberekkel és a tarsakkal),

- szabadidds, lazito programok, amelyek biztositjak a feltdltddést, pihenést.
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c. UJSZEREPEK A TEHETSEGFEJLESZTESBEN

Az egyéni mentorok rendszere is elterjedt vilagszerte — elsOsorban kozépiskolas
korban. Ezek szerepe a specidlis fejlesztésben jelentds: a mentor a tanuld iskolan kiviili
lehetdségeit is szervezi, s iranyitja tartalmilag az egyéni fejlesztd programot a kiilondsen
tehetséges tanuloknal. Az unios tagorszagok kozépiskoldiban csaknem mindeniitt talalunk
mentor-tanarokat, akiknek csak az el6bbi a feladata, normalis érdkat nem is tartanak. Ezen
a teriileten jelentds lemaradasunk van, pedig az intenziv egyéni fejlesztés nélkiil nem lehet
hatékony a tehetséggondozas!

A tanacsadas rendszerének formai is sziikségesek a hatékony munkdhoz. Ez tobb
tartalmi elemet is magaba foglal: tanacsadas a tanuld szamadra, az Ot tanitdé pedagdgus
szamdara ¢s a szlld szamara is. Végezheti e munkat pszichologus és ,,tehetségfejlesztési
szakértd” is A pszichologusok szadmat novelni kell az iskoldkban — nemcsak a hatékony
tehetséggondozas érdekében! —, s el kellene érni, hogy minden iskolaban legyen legalabb
egy ,.tehetségfejlesztési szakértd” végzettségli pedagogus, aki a tanacsadoi szerepet teljes
vagy rész-munkaidében végzi. Europa fejlett orszagaitol jelentésen le vagyunk maradva
ezen a téren, de mas orszagok is (Lengyelorszadg, Csehorszag, Szerbia) megeldznek

benniinket.

d. CSALADDAL VALO EGYUTTMUKODES

A csaladdal valo hatékony egyiittmiikodés nélkiil nehéz érdemi eredményeket elérni a
tehetséggondozasban. Sok tehetséggondozd iskola mitkkodik Magyarorszagon, ahol ez
realizalodik, ugyanakkor sok iskoldban jelentds hidnyossagok vannak. A tovabblépéshez
az alabbi szempontok szolgélnak segitségiil.

Az egylittmiikddés fobb tartalmi szempontjai:

célok tisztdzasa, egyeztetése, azonos kovetelményrendszer kialakitdsa,

- afejlodés kozos értékelése,

- pedagogus, mas fejlesztd szakember tanacsa, modszertani segitségnytjtasa,
- tehetség, képesség felismerése,

- agyerek érzelmi tAmogatasa, elfogadas, odafigyelés,

- kozds programok szervezése,

- palyavalasztas irdnyitasa.
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e. GYORSITAS

A gyorsitas fogalma: a tehetséges tanulok altalaban gyorsabban fejlédnek, mint tarsaik,
s ezért biztositani kell résziikre azokat a kereteket, amelyek lehetové teszik az egyéni
tempoban /gyorsabban/ valo haladast. Sokféle formajat alakult ki a gyorsitasnak, itt a

legfontosabbakat soroljuk fel.

- Korabbi iskolakezdés
- Osztaly-atléptetés
- D-tipusu osztalyok

- Egyetemi tanulmanyok id¢6 el6tti elkezdése

A gyorsitas is elterjedt forma vilagszerte a tehetséggondozasban: ez azt a lehetdséget
foglalja magéba, hogy a normalis tempdt meghaladva jarja végig a gyerek az iskolai
oktatési rendszert. Leggyakrabban az osztalyugras fordul eld, de az is kinalkozik, hogy a
tanuld egy-egy targybodl halad gyorsabban a sajat korosztalyanal. Nalunk ezek a formak
érdemben nem mikodnek, elvétve fordulnak eld6 — alapitvanyi iskoldknal. Ennek
elsdsorban a magyar oktatdsi rendszer merevsége az oka. Eurdpa fejlett orszagaiban a

gyorsitas eszkozrendszere széles korben fordul eld, itt van mit tanulni télitk

f. SZAKEMBEREK TOVABBKEPZESE

Magyarorszdgon a nyolcvanas évek masodik felétdl egyre tobb iskola, nevelési
intézmény inditott specialis vagy komplex tehetségfejlesztd programokat. Ezzel egyiitt ndtt
a pedagogusok részérél az az igény, hogy tobb informacidt kapjanak a hétkdznapi
gyakorlati tevékenységhez, hiszen az alapképzésiik soran nem készitették fel Oket e
specidlis munkara. Sok tehetség-témaji eldadast kértek az iskolak, majd megindult az
intenziv (120 o6ras) tanfolyamon folyd képzés, s 1997 szeptemberében megjelent a
miivelddési és kozoktatdsi miniszter 29./1997. MKM-rendelete a tehetségfejlesztési
szakiranyll tovabbképzési szak képesitési kovetelményeirdl. A képzés az ¢év
szeptemberében meg is indult a Kossuth Lajos Tudomanyegyetemen (ma Debreceni
Egyetem), a Pedagogiai-Pszichologiai Tanszék szervezésében. Az oklevélben szerepld
szakképzettség pontos neve a rendelet szerint: , tehetségfejlesztési szakérté”. Ujabb

elorelépést jelentett, hogy 1999-ben a KLTE megalapitotta a pedagdgus szakvizsga-
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programot, s 2000 szeptemberében el is inditotta a képzést ,,tehetség és fejlesztése”™
elnevezéssel (41/1999./X. 13. OM Rendelet). Ez a két képzés Budapesten az E&tvos
Lorand Tudomanyegyetemen is folyik. Ma mar tobb mint ezer pedagogus szerzett ilyen
diplomat, de ez még mindig kevés, el kellene érni, hogy minden iskoldban legyen
minimum egy ilyen kiképzett pedagdgus.

A sokak altal megfogalmazott tételt vildgosan mutatja a Gagné-féle abra: az iskoldnak,
a pedagdgusnak és minden fejleszté szakembernek kiemelt szerepe €s felelossége van a
tehetségek felkutatasaban és kibontakoztatasaban. A fejlesztés specialis ismeretekre épiil,
ezt posztgradualis formaban lehet megszerezni jelenleg. Folyamatban van azonban a
»tehetségfejlesztd tanar” képzési program megalapitasa is, amely a gradualis képzésben

(MA) teszi lehetévé a jovOben a felkésziilést.!

KATALIZATOROK

e ™

INTRAPERSZONALIS KATALIZATOROK

FIZIKAI
SZUNNYADO \ Antropometria, fiziognomia, egészseg stb. ( TEHETSEG )
TEHETSEG PSZICHOLOGIAI .
CEPESSEG MOTIVACIO: szikségletek, értékek, JEI'_SL'ECKA'-?(% _'Fggg’thEK

= - érdeklédési kdrok stb.

TERULETEK AKARAT: koncentracio, kitartas stb.

INTELLEKTUALIS SZEMELYISEG: temperamentum, ISKOLAI
Induktiv/deduktiv jellemvonas, rendellenesség Nyelvek, tudomany stb.
érvelésmemodria, h / , -
megﬁgye|és, STRATEG|A| JAT'_EKOK
itéloképesseég stb. Sakk, rejtvények, video stb.

KEI_Eegyt\igég stlo. TECHNOLOGIA
tesség, humor stb. Tanulas, gyakorlas Technika, szamitdgép stb.

SZOCIO_—AFFEKTiV MUVESZETEK
Vezetdi kepesseg, Képzomiivészet,
tapintat, empatia, szinhaz, zene stb
ontudat sto. TARSAD/;‘LMI |

PR IALIS! [ KORNYEZETI KATALIZATOROK \ | TEVEKENYSEG
Eré, koordinacié, KORNYEZET Tanitéskodas,
allokepesseg, Fizikai, szocialis, makro/mikro stb. iskolai politika stb.

Egsaé'g assag stb. SZEMELYEK OZLET
Extraszenzoros Szilék, tanarok, tarsak, mentorok stb. Eladas, véallalkozas stb|
észlelés, gyogyitasi FELADATOK SPORT

\ kepesseg stb. ) Tevékenyseégek, kurzusok, programok stb. L )
ESEMENYEK
\ Kihivasok, jutalmak, véletlenek stb.

J

A Gagné-féle abra
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1IV. A MATEMATIKAI TEHETSEGEK FOBB TULAJDONSAGAI

- Kitartas ¢és feladat-elkotelezettség a problémamegoldasban.

- Faradhatatlan, ha matematikarol van szo.

- Csodalatba ejtik a tények, formulék stb.

- Keresi a problémakat.

- Kival6 emlékezete van szamokra, formuldkra, viszonyokra, megolddsi modokra stb.
- Rugalmas a gondolkodasa a matematikai strukturak és minték terén.

- Konnyen fordit a gondolkodésan.

- Kiemelkedden jo vizualis képzelet jellemzi.

- Problémadk és absztrakt viszonyok vizualizacidjanak képessége mutatkozik.
- A részleteken feliillemelkedik, az Gsszetettet egyszeriibbé teszi.

- A problémat gyorsan formalizalja és altalanositja.

- Hasonl6 problémakra mar a kozbiilso logikai 1épések kihagyasaval reagal.
- Egyszerl, egyenes ¢és elegdns megoldasokat keres.

- Verbalis problémakat is egyenletben tud megfogalmazni és kezelni.

A matematikai tehetséggondozas lehetéségei

Magyarorszagon régi €s jol miikodd hagyomany a tehetséges gyerekek kivalasztasa és a
tehetséggondozds. Az alabbi lehetdségek 4llnak a matematikai tehetséggondozas

rendelkezésére:

a. AZISKOLARENDSZEREN BELULI SPECIALIS OSZTALYOK

Kimondottan tehetséggondozasi céllal létesiiltek. Koriilbeliil 20 gimnaziumban
miikddnek specialis matematika tagozatos osztalyok, 25-30 f&s osztalylétszammal, ami évi
500-600 gyerek bekapcsolodasat jelenti. Ezekben az osztalyokban az alaporaszam
kétszeresében tanulnak igen magas szinten, sajat tanterv szerint matematikat. A specialis

osztalyba komoly felvételi vizsgaval lehet bekeriilni.

b. AKOZEPISKOLAI MATEMATIKAI LAPOK ( KOMAL )

A tehetséges gyerekek megtalalasaban €s kivalasztdsdban rendkiviil fontos szerepet

jatszik ez a tobb mint 100 éves folyodirat. Magyarorszag Eurdpaban masodikként inditott
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iskolasoknak sz6l6 matematikai folyodiratot (az els6 Franciaorszag volt 1875-ben). A
KoMaL az 1892-es indulas ota folyamatosan megjelenik. Minden szdm tartalmaz egy
feladatmegoldasi rovatot, minden hoénapra 6-8 problémat tiz ki, kiilonb6z6
korosztalyoknak cimezve. Ehhez a versenyhez mindenki csatlakozhat, nincsenek belépési
feltételek. A bekiildott megoldasokat 12 évestdl 18 évesig életkor szerint besoroljak, és
minden korosztdly szdmara kiillon verseny folyik. Szdmos hires magyar matematikus
karrierje indult a KéMaL feladatmegold6 versenyével. A késdbbi szamokban rendszeresen
megjelennek a legjobb megoldasok.

A KoMaL feladatok sikeres megold6i rendszeresen taldlkozora vagy nyari
feladatmegoldo taborba kapnak meghivast.

A KoMalL kiegészitéseként egy masik folyodirat is 1étezik, a 8-14 éves tanuloknak sz6lo
Abacus. Ez olyan matematikai problémakat, jatékokat, kisérleteket tartalmaz, amelyek
megoldasait bekiildhetik a tanulok, kiértékelésre a szerkesztoségbe, ezzel vesznek részt a

pontversenyben.

C. TEHETSEGGONDOZO TABOROK

Mind a fels6 tagozatos, mind a kozépiskolas korosztaly szamara évente rendszeresen

szerveznek tobb napos matematikai feladatmegoldo taborokat.

d. A MATEMATIKAI VERSENYEK RENDSZERE

A verseny, mint a matematika oktatds eszkdze szaz év 6ta jelen van Magyarorszagon.
Egyrészt a tehetségkutatas eszkdze, masrészt noveli a tanulas €s tanitds hatékonysagat. A
versenyfeladatok kivalasztasdnak alapelvét a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:

A kitlizott feladat a versenyzd tudasanak mélységét és ne a mennyis€égét mérje. Vagy a
probléma megértése, vagy a megoldashoz vezetd t késztessen gondolkodasra. Ugy kell
megvalasztani a feladatot, hogy a kitlizott idon beliil megoldhat6 legyen.

Hazai versenyeink - mas orszagoktol eltéréen - igen korai életkorban indulnak. Szamos
helyi levelezd versenyt szerveznek kilenc éveseknek. Ezeken a versenyeken havonta 6
feladatot tliznek ki.

Az orszagos szervezesii versenyek koziil a 12-14 éveseknek szo6l a haromfordulés Varga
Tamas verseny. Sokaig ez volt az egyetlen ingyenes versenye az altaldnos iskolas

korosztalynak, néhany éve azonban ez is nevezési dijas lett.
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A 9-14 évesek szamadra szervezi a TIT a Kalmar Lasz16 versenyt.

A 15-16 éves kozépiskoladsoknak szol az iskolatipusok szerint harom kategdridban és
két forduloban kozpontilag szervezett Arany Daniel verseny.

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Versenyen a 17-18 évesek vehetnek részt,
amelyet harom kategoridban, két, illetve hdrom forduldban szerveznek. A versenyek
feladatai és eredményei minden évben megjelennek a KéMaL-ban is.

A 15-18 éves korosztaly szdmara inditjak a Kenguru tesztkérdéses versenyt. A hataron
tali magyar kisebbségnek nyujt lehetdséget a Nemzetkézi Magyar Matematika Verseny,
amelyre a vilag barmely részérdl indulhatnak magyarul beszéld tanulok, négy
korcsoportban.

Végiil a legjobbak részt vehetnek a Nemzetkdzi Matematikai Olimpidn, ahol a magyar

diakok rendszeresen kimagaslo teljesitményt nydjtanak.

€. A MATEMATIKAI VERSENYEK SZEREPE

A versenyek pedagdgiai szerepét sokan vitatjdk. A fiatalok azért is szeretnek
versenyezni, mert kihivast jelent szamukra az, hogy osszemérhetik erejiiket. A versenyre
valo felkésziilés lehetOséget ad a matematika érdekesebb részeinek megismerésére,
valamint 6sztonzo6leg hathat a tanulasra is. Kival6 matematikusok nyilatkoztak ugy, hogy
szamukra sokat jelentettek a versenyek, mert a versenyekre valo felkésziilés szélesitette
latokoriiket. A versenyzés lehetdséget ad a didkoknak arra, hogy tudasuk szintjét az orszag
hasonlo koru didkjainak a tudasaval hasonlitsdk Ossze.

Létezik az el6z6 véleménnyel szembenalldo kijelentés is, miszerint sok kivalo
matematikus nem rendelkezik jo versenyeredményekkel: a versenyeken ért kudarc a
tanuloknak egy életre elveheti a kedvét a matematikatol. Az életben gyorsabban
boldogulnak azok a matematikusok, akik a matematikanak csak egy bizonyos teriiletével
foglalkoznak, s fiatal koruk ota csak egy téméaban szereznek jartassagot, mert igy kordbban
tudnak tudoméanyos eredményeket elérni, mintha minden teriiletet egyszerre probalnak
megismerni. Negativ eredményekhez vezethet a versenyek tulhalmozasa is, sok tehetség
kall6dhat el ennek eredményeképp.

A versenyeztetés, mint minden pedagdgiai tevékenység nagy koriiltekintést igényel.
Nagyon fontos, hogy megértsék azt a tanulok, hogy a versenyeket inkabb jatéknak kell
tekinteni, mint vizsgdnak. Aki a versenyen jO eredményt ér el, lehet beldle kivalo

matematikus, de abbdl is lehet az, aki nem rendelkezik jO versenyeredményekkel. Jo
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eredmények eléréséhez azonban a jo felkésziiltségen tul versenyezni kell a rendelkezésre
allo iddvel is, meg kell birkozni az ebbdl adodod idegfesziiltséggel, tudni kell gyorsan
gondolkozni. Van, akinek ez Ordmet okoz, de nem mindenki rendelkezik ezekkel a
tulajdonsagokkal. De a siker hianyabol még nem lehet a tényleges tudasra kovetkeztetni.

A versenyeken a felkésziiltség, a tudas és a tehetség mellett a szerencsének is van

szerepe.
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V. FELADATOK,KOVETELMENYEK, KOMPETENCIAK

Gondolkodasi médszerek, halmazok, logika, kombinatorika, grafok
Szamelmélet, algebra
Fiiggvények, az analizis elemei

Geometria, koordinatageometria, trigonometria

o M N e

Valoszinliség-szamitas, statisztika

1. GONDOLKODASI MODSZEREK, HALMAZOK, LOGIKA, KOMBINATORIKA, GRAFOK
Alapvetd kovetelmények, kompetencidk:

- Legyen képes a tanul6 adott szovegben rejlo matematikai problémakat észrevenni,
sziikség esetén matematikai modellt alkotni, a modell alapjan szamitasokat végezni,
¢s a kapott eredményeket értelmezni.

- Legyen képes kijelentéseket szabatosan megfogalmazni, azokat Osszekapcsolni,
kijelentések igazsagtartalmat megallapitani.

- Lassa az eltéréseket, illetve a kapcsolatokat a matematikai és a mindennapi nyelv
kozott.

- A matematika minden teriiletén és mds tantargyakban is tudja alkalmazni a halmaz
fogalmat, illetve a halmazmiveleteket.

- Legyen jartas alapveté kombinatorikus gondolatmenetek alkalmazéasaban, s legyen
képes ennek segitségével gyakorlati sorbarendezési és kivalasztasi feladatok
megoldasara.

- Ismerje a grafok jelentdségét, sokoldalti felhasznalhatosaguk néhany teriiletét, és
legyen képes tovabbi felhasznalasi lehetdségek felismerésére a gyakorlati életben és
mas tudoméanyagakban.
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Feladatok:

1.1  Egy matematikai tanulméanyi versenyen harom feladatot tiztek ki: A-t, B-t és C-t.
25 olyan tanul6 akadt, akiknek mindegyike megoldott legalabb egy feladatot. Azok kozott
a tanulok kozott, akik A-t nem tudtdk megoldani, kétszer annyian voltak olyanok, akik
megoldottak B-t, mint akik C-t oldottak meg. Csak az A feladatot 1-gyel tobb tanulod
oldotta meg, mint ahanyan a tobbiek voltak, akik szintén megoldottak A-t. A csupan egy
feladatot megoldo tanuldk fele nem tudta megoldani A-t. Hany tanul6 oldotta meg csak a B

feladatot?

Megoldas:

Szemléltessiik korokkel azoknak a tanuloknak a halmazat, akik az A, a B, a C feladatot
megoldottak, a két, ill. harom feladatot megoldok halmazéanak a korlemezek kozos részei

felelnek meg.
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Jelolje Xa, Xg, Xc azoknak a tanuldknak a szamat, akik csak az A, csak a B, ill. csak a
C feladatot oldottak meg, Xap azokét, akik csak A-t és B-t, Xapc, akik mindharom
feladatot, stb. A feladat szerint:
Xa+ Xpg + Xc + Xap + Xgc + Xac + Xasc = 25

Xg + Xgc = 2(Xc + Xac)
Xa =1+ Xag + Xac + Xagc
Xa+ Xg+ Xc = Z(XB + Xc)

Ebbdl az egyenletrendszerbdl kell Xg pozitiv egész értékét meghatarozni. Attekinthetébbé

valnak egyenleteink, ha az ismeretleneket egy oldalra rendezziik:
Xa+ Xg + Xc + Xag + Xgc + Xac + Xagc = 25
Xg-2Xc-Xgc= 0

Xa-Xag - Xac-Xagc =1

Xa-Xg-Xc =0

Vonjuk ki az elsé harom 0sszegzésbdl a negyedik kétszeresét:

4Xg + Xc =26
(2)-b61 kovetkezik, hogy Xg - 2Xc = Xgc > 0, tehat Xg > 2Xc , ezért (5)-bol
26 =4 Xg+ Xc>8Xc+ Xc =9 Xc¢
tehat
Xc <26/9

Es igy Xc lehetséges értékei 0, 1 és 2. Xc = 0, 1 esetén (5)-nek nincs Xg-ben egész
megoldasa, tehat az egyetlen lehetéség: Xc = 2 és ebbdl Xg = 6, a B feladatot hatan

oldottak meg.
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1.2 Egy konyvtarban egy napon tobb olvasé fordul meg, s mindegyikiik csak egyszer
jar aznap konyvtarban. Barmely harom olvasé kozott van két olyan, aki a konyvtarban
talalkozik egymassal. Bizonyitsuk be, hogy meg lehet adni két iddpillanatot ugy, hogy

barmely olvaso a két idopillanatnak legalabb egyikében a konyvtarban van.

Megoldas:

Tekintstik azt a pillanatot, mikor az els6 olvaso eltavozik, és azt a pillanatot, mikor az
utols6 megérkezik. Ha valaki e két iddpillanat egyikében sem volna ott, az csak ugy
lehetne, ha az elsO eltavozasa utan érkezne - hiszen el6tte nem tavozhat - és az utolsd
érkezése elott tavozna el - , hiszen utana nem érkezhet. Ez esetben azonban 6, az elsé

tavozo és az utolsod érkezo nem talalkozhat, ami ellentmond a feltevésnek

1.3 Egy harmincf6s osztalyban a didkok harom nyelven tanulhatnak: angolt, németet vagy franciat.
Angolul 16-an, németiil 18-an, franciaul 14-en tanulnak. Tudjuk, hogy mindenki tanul legalabb egy

nyelvet, és 16 tanul6 pontosan két nyelvet tanul. Hanyan tanuljdk mind a harom nyelvet?

I. Megoldas:

Adjuk 6ssze az egy-egy nyelvet tanulok szamat: 16 + 18 + 14 = 48. Ebben az 0sszegben a
pontosan két nyelvet tanulok szama kétszer, a mindhdrom nyelvet tanulok szama haromszor
szerepel. Vonjuk ki a két nyelvet tanulok szamat: 48 — 16 = 32. Ez a szam tehat az
osztalylétszamanal a mindharom nyelvet tanulok szamanak kétszeresével tobb. Tehat 1 tanulé van

az osztalyban, aki mindharom nyelvet tanulja.

I1. Megoldas:

16 tanul6 pontosan két nyelvet tanul: a+b+c=16
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F
30=16-a-b-x+18-a-x-c+1l4—-b-x-c+a+b+c+x
30=48-2x—-a—-b-c
30 =48 — 2x — (at+b+c)
30=32-2x

x=1

1.4 Harom testvér matekversenyre késziil. Minden feladat megoldasa utan annyi csokit kapnak
édesanyjuktol és édesapjuktol is, ahany feladattal addig végeztek. Mindharmuknak van befejezett
feladata. Hany példat oldott meg a legiigyesebb gyerek, aki a kovetkezonél tobb mint egy feladattal

tobbet oldott meg, ha este a szemetesben 92 boci papirt talaltak és az dsszes csoki elfogyott?

Megoldas:

Egy- egy gyerek az els6 feladta utan 2, a masodik megoldasa utan mar 2+4 = 6, a harmadik
utan mar 2+4+6 = 12, ... csokit ehetett. gy a 92-t a 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, ... szamok
Osszegeként kell eldallitani. Mivel mindharom gyerek dolgozott, igy harom szam 0sszegérdl van

s70.
92=6+30+56 wvagy 92=20+30+42

Mivel az elsé legligyesebb a kdvetkez6nél tobb mint egy feladattal tobbet oldott meg, ezért

az elso eset a jo. Ekkor a gy6ztes 7 feladatot oldott meg.
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1.5 Adott 5 véros, nincs kozottiikk harom vagy tobb egy egyenesre esd. Ha négy egyenes szakasszal
ugy szeretnénk 6sszekotni dket, hogy mindegyik elérhetd legyen barmelyikbdl (keresztezés esetén

alul- vagy feliiljarét épitiink), akkor hany kiilonb6z6 halozatot épithetiink?
Megoldas:

Az 6t varos barmelyike lehet csomopont, igy 6t ilyen halézat van:

E D

B

Ha A-t vélasztjuk csomopontnak, akkor 4-3 kiilonb6z6é tthalozat van (B helyébe 4, C
helyébe 3-féle valasztassal). ,,A” szerepét atveheti a tobbi varos is, igy: 5-4-3=60ilyen haldzat

épitheto:

E D

B

5
A kezd6 és végpontok kivalasztasa (2] =10 féleképpen torténhet. Ezek rogzitésekor a 3

kiilonboz6 csomépontot 6-féleképpen kothetjiik ossze. fgy minden utat pontosan egyszer

szamoltunk 6ssze: 6-10 =60

D

A

Osszesen: 5+60+60=125
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2. SZAMELMELET, ALGEBRA

Alapvet6 kovetelmények, kompetenciak:

- Legyen képes a tanuld betlis kifejezések értelmezésére, ismerje fel hasznalatuk
szlikségességét, tudja azokat kezelni, ldssa, hogy mi van a ,,betiik mogott”.

- Ismerje az egyenlet ¢s az egyenl6tlenség fogalmat, megoldasi modszereit (pl.
algebrai, grafikus, kozelitd).

- Legyen képes egy adott probléma megoldasara felirni egyenleteket,
egyenletrendszereket, egyenldtlenségeket,

- egyenl6tlenség-rendszereket.

- Tudja az eredményeket elére megbecsiilni, allapitsa meg, hogy a kapott eredmény
realis-e.

- Az emelt szinten érettségiz6 diaknak legyen jartassaga az Osszetettebb algebrai
atalakitasokat igényld feladatok megoldédséaban is.

Feladatok:

2.1 Az aés b természetes szamok legnagyobb kozos osztoja 1. Igazoljuk, hogy ekkor

az a+b ésa’+b? szamok legnagyobb kozds osztoja 1 vagy 2!

Megoldas:

Jeloljiik az a + b és az a® + b? legnagyobb kozos osztojat d-vel. Mivel d | atbés d | a’ + b,
azért d | ((a+b)?-a*- b’ is fennall, azaz d | 2ab.

Ha d-nek és a-nak lenne az 1-nél nagyobb ko6zos osztdja, mondjuk m, akkor m | d és
d | a + b miatt m | a + b, ekkor viszont m | a, m | a + b — a teljesiilne, ami
ellentmondana annak, hogy a ¢és b relativ primek. Ugyanigy lathaté be, hogy d és b
legnagyobb k6zos osztoja is 1.

Ad | 2ab oszthatdsag azt jelenti, hogy d minden primtényezdje legalabb akkora kitevovel
szerepel 2ab-ben, mint d-ben. Azonban sem d-nek és a-nak, sem d-nek és b-nek nincs
kozos primtényezdje, igy csak az lehetséges, hogy d | 2, azaz d = 1 vagy 2, s éppen ezt

kellett bizonyitani. A d =2 eset akkor all fonn, ha a és b is paratlan.
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2.2 Hatarozzuk meg az Osszes olyan tizes szamrendszerbeli kétjegyli szamot, amelyik
azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy a szam és a szamjegyek felcserélésével kapott

szam Osszege teljes négyzet!

Megoldas:

A kétjegyli szdmok xy alaktak a 10-es szamrendszerben, ahol x # 0. Az ilyen alaku
szamok értéke 10x + y. A feladat feltétele alapjan 10x + y + 10y + x = 11(x + y) teljes
négyzet, tehat 11(x +y) = 7%, ahol z pozitiv egész szam. Egyenletiink alapjan a bal oldal
oszthatd 11-gyel, ezért z° is oszthato 11-gyel, de ekkor sziikségképpen z is, hiszen 11
primszam, és z* primtényezds felbontasaban csak gy szerepelhet a 11 primtényezd, ha z-
ben is eldfordul. Ekkor viszont z* 11% = 121-gyel is oszthatd, mert egy négyzetszam
minden primtényezdt paros kitevon tartalmaz. Ha viszont 7% 11% — nel oszthato, akkor 1 1(x
+ vy) is. Ez pedig csak ugy lehetséges, hogy x + y is oszthaté 11-gyel. De x és y
szamjegyek, igy 1 <x+y< 18, ezért x + y egyetlen lehetséges értéke csak 11
lehet. A kovetkezd tabldzat x ¢és y lehetséges értékeit tartalmazza az x + y = 11

Osszefliggésnek megfelelden:

X 2 3 4 S) 6 7 8 9
Y 9 8 7 6 5 4 3 2

A megfeleld kétjegyli szamok ekkor rendre 29, 38, 47, 56, 74, 83, 92. Mind a nyolc
kétjegyli szam meg is felel a feladat feltételeinek, hiszen mindeg_yikgetben az xy + yx

sszeg érteke 121 = 117,

2.3 Milyen n egész szamokra primszam n* + 4 ?

Megoldas:
A kovetkez6 azonossagot irhatjuk fel:
n*+4=n*+4n’+4—-4n” = (n* + 2)° - (2n)’* = (N — 2n + 2)(n° + 2n +2)

Innen kapjuk, hogy n* + 4 akkor és csak akkor prim, ha a n® — 2n + 2 és n® + 2n + 2 szamok

koziil az egyik 1, a masik pedig prim.
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. Han’—2n+2=1,n=1,igyn’+2n+2 =5 prim.
. Han®+2n+2=1n=-1, ekkor n°~2n+ 2 =5 prim.

Tehat két olyan egész szam létezik, amelyekre n* + 4 prim, ezek a + 1 ésa — 1.

2.4 Hatarozzuk meg az Ssszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre n° + 1 oszthaté n® + 1 — gyel!

I. megoldas:

Az oszthatosag fennéllasa azt jelenti, hogy az (n° + 1):(n® + 1) hanyados a keresendd n
értékekre egész szam, viszont a nem megfeleld n értékekre két szomszédos egész szam

kozé esik. Alakitsuk a hanyadost igy:

n°+1 n*(n®+1)—-(n*-1) N n-1
n®+1 n®+1 n®+1

Konnyli innen latni, hogy ha n = 1, akkor az alakitds masodik tagja r = 0, fennall az

oszthatosag, az adott kifejezések mindegyike 2.

Minden més (n > 1, egész szam) esetben viszont r értéke a 0 és 1 szomszédos egész

szamok koz¢é esik, mert a szamlalo és a nevez6 pozitiv és koziiliik az el6bbi a kisebbik:
O<n’-1<n(n*-1)=n*~-n<n®+1,
tehat oszthatosag nem all fenn. Az egyetlen megfeleld n érték az 1.

Megjegyzés: Az osztas pontos elvégzése nélkiil is adhatunk valaszt. Ha az oszthatosag

fennall,

akkor van olyan pozitiv egész e szam, amelyre
NP+ De=n>+1=n*n*+1)—(n*-1),
(MP+1)(n°-e)=n’-1.

Osszuk a bal oldal els6 tényezdjét és a jobb oldalt a pozitiv (n + 1)- gyel:

(PP=n+1)(n°-e)=(n(n-1) +1)(n’-e) =n—1.
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Ez teljesiil, ha n = 1, e = 1, amit mar lattunk. Ha viszont n > 1, akkor a bal oldalon n(n - 1)
+1>n-1>0, emiatt n’ — e pozitiv, de mivel egész is, ezért az egyenl6ség lehetetlen:

tehat mas megfeleld n érték nincs.
I1. megoldas:

Alakitsuk most a hanyadost igy:

5 5, 2 3 3, 12 2 2

n"+1 (M +n%)+M°+)—-(n"+n n“(n+1 n

L))o g 00D g

n°+1 n°+1 (n+D)(n° —n+12) n“—-n+1
itt a tort kifejezés szamlalgja (szerencsésen) egytagu kifejezés. A nevezo pedig: n(n-

1) + 1> 1, egyenl6ség az n = 1 esetben all fenn (amikor a szamlalo is 1), ekkor tehat

fennall az oszthatosag.
Ha még valamely mas esetben is fennall az oszthatosag, akkor a nevezd mar csak valamely

2
n
valddi osztdja lehet n? — nek, tehat nem lehet nagyobb, mint 7 .

Marmost az egyenl6tlenségbol

2 2
nz—n+1Sn—, Iq——n+1:1(n—1)2+130
2 2 2 2

kovetkeznék, ami lehetetlen, tehat n > 1 mellett nem allhat fenn a kérdéses oszthatosag.

2.5 Hany kiilonb6z6 valds gyoke van a

X—7 X-6 x-5 x-2000 +x—2001+x—2002

+ + = egyenletnek?
2000 2001 2002 7 6

I. megoldas:

Az egyenlet egyismeretlenes elsofokl egyenlet. Az ilyen egyenletek esetén a gyokoket

tekintve harom lehetdség van:

e haazonossag, akkor minden x valds szam megoldas,
e ha ellentmondasos az egyenlet, akkor nincs megoldasa,

e ha az elébbiek egyike sem, akkor egy gyoke van.
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Az egyenlet nem azonossag, hiszen pl. x= 10 esetén a bal oldal pozitiv, a jobb oldal

negativ. Tehat ha van, akkor egyetlen megoldéasa van az egyenletnek.
A tortek kozos jellemzdje, hogy a szamlaloban és a nevezdben 1€vo két szam 6sszege 2007.

Az x = 2007 megoldasa az egyenletnek, mert akkor mindegyik tort értéke 1 lesz, mindkét oldal
értéke 3. Tehat az egyenletnek 1 megoldésa van.

I1. megoldas:

X—7 X-6 Xx-5 x-2000 x-2001 x-2002
+ + = + +
2000 2001 2002 7 6 5

Vonjunk ki az egyenlet mindkét oldaldbol 3- at:

X—7 14 X_6—1+ X-5 1 X — 2000 1
2000 2001 2002 7

x — 2001 X — 2002
+ 1+ —

1
6 5

x —2007 N x—2007 x-2007 x-2007

x—2007 x-—2007
+ = + +
2000 2001 2002 7

6 5

((_2007§ 1 1 1 11 1j

Az egyenlOség csak akkor all fenn, ha x = 2007. Tehat az egyenletnek egy valos gyoke van

32



3. FUGGVENYEK, AZ ANALIiZIS ELEMEI

Alapvet6 kovetelmények, kompetenciak:

- Legyen képes a tanuldo a korilotte levé vildg egyszeriibb 0Osszefiiggéseinek
fliggvényszerli megjelenitésére, ezek

- elemzésébdl tudjon kovetkeztetni valosagos jelenségek varhato lefolyasara.

- Legyen képes a valtozd mennyiségek kozotti kapcsolat felismerésére, a filiggés
értelmezésére. Ertse, hogy a

- fliggvény matematikai fogalom, két halmaz elemeinek egymashoz rendelése.
Ismerje fel a hozzarendelés formajat,

- elemezze a halmazok kozotti kapcsolatokat.

- Lassa, hogy a sorozat diszkrét folyamatok megjelenitésére alkalmas matematikai
eszkoz, a pozitiv egész szamok

- halmazén értelmezett fiiggvény. Ismerje a szamtani és mértani sorozatot.

- Az emelt szinten érettségiz6 diak ismerje az analizis néhany alapelemét, amelyekre
mas szaktudomanyokban is (pl. fizika) sziiksége lehet. Ezek segitségével tudjon
fliggvényvizsgalatokat végezni, sz€éls6értéket, gorbe alatti teriiletet szamolni.

Feladatok:

3.1 Minimalisan hany éle van egy olyan 10 csticst grafnak, amelynek barmely 5 cstcsa
kozott legalabb 2 €1 halad?

Megoldas:
Jelolje f(n) azt, hogy n cstucsu grafban minimalisan hany é€lt kell behtizni ahhoz, hogy

barmely 5 cstcs kozott legalabb 2 €1 haladjon. A feladat f(10) meghatarozasa.
Azt allitjuk, hogy
f(n+ 1) >(n + 1)/(n — 1)f(n).

tegyiik fel, hogy egy n + 1 pontt grafban barmely 5 cstics kozott legalabb 2 ¢l halad, és a
graf éleinek szama pontosan f(n + 1). Hagyjuk el a legnagyobb fokszamu csucsot €s a
beldle indulo k darab élt; ezzel egy olyan n pontu, f(n + 1) — k €li grafot kapunk, amelyben
tovabbra is barmely 5 pont kozott legalabb 2 €l halad, kdvetkezésképp legaldbb f(n) éle
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van. Az n + 1 cstcsu grafban a fokszamok 0sszege az élszam kétszerese: 2f(n + 1), ezért k

> 2f(n + 1)/(n + 1).
Osszegezve az elmondottakat,
fn) < f(n + 1)~k < f(n + 1) 2f(n + 1)/(n + 1),
amit atrendezve
f(n+ 1) >(n + 1)/(n — 1)f(n).
ebbél f(5) = 2 alapian £(6) > (6/4)(5) = 3: f(7) 2(7/5)f(6) = 4.2, azaz f(10) > 12.

A grafunknak 10 cstcsa és 12 éle van, és megmutatjuk, hogy barmely 5 csticsa kozott

legalabb 2 éle fut.

A graf harom komponensbdl all: egy 4-ponta és két 3-ponta teljes grafbol. Ha
kivalasztunk 5 cstcsot, ezek koziil vagy lesz harom, amelyek ugyanabba a komponensbe
tartoznak, és akkor kozottiik harom €1 is fut, vagy pedig két komponensbdl valasztunk két-
két pontot és a harmadikbdl egyet, ekkor pedig az egy komponensbdl vélasztott pontparok
kozott fut két €l.

A minimalis élszam tehat 12.

3.2 Milyen a, b, ¢ valdés szamokra igaz az, hogy ha egy sorozat els6 n elemének 0sszege

11 s 7 7 2 , e .
tetszdleges pozitiv egész n esetén an” + bn + ¢ alakt, akkor a sorozat szamtani sorozat?

Megoldas: Legyenek a sorozat elemei ag, a, . . ., @, . . .; az elsé n elem Osszege Sp. A
feladat szerint S, = an® + bn + c. Ez definialja a sorozat elemeit:

a=S;=a+b+g;

an=Sn-Spi=(an’+bn+c)—[a(n—1)>+b(n—1)+c] =a(@n—1)+b, han>2.

A szomszédos elemek kiilonbsége:

a—a=(3a+b)-(a+b+c)=2a-c;

an—an_1 =(a(2n—-1) + b) — (a(2n—-3) + b) =2a; han > 3.

A sorozat pontosan akkor szamtani sorozat, ha ezek a kiilonbségek megegyeznek, azaz c =

0.
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3.3 Az a és b valds paraméterek mely értékei esetén lesz a legkisebb az | x> +ax +b |

fiiggvénynek a [-1, 1] intervallumon felvett maximuma?

Megoldas:

Azt fogjuk igazolni, hogy

max |x2+ax+b| >,
x € [-1;1]
és egyenl6ség csak az x? — V% polinomra all. Tegyiik fel, hogy valamilyen a, b esetén

1) | X¥*+ax+b| <%
teljesiil minden —1 < x <1 szamra. Belatjuk, hogy ekkor a= 0, b =-1/2.
Az x* +ax +b fliggvény a [-1; 1] intervallumon abszolut értékének maximumat vagy az
intervallum valamelyik szélén, vagy — amennyiben az a [-1, 1] intervallumhoz tartozik -
x? + ax + b parabola csticsaban veszi fol. Az
x?+ax+b=(x+a/2)’+b—a¥4
atalakitds mutatja, hogy a parabola csicsa az x = -a/2 pontban van. Célszerlinek latszik
tehat (1)-eta—1; +1 és —a/2 pontokban felirni (ha | -a/2 | <1). Lassuk elobb +1-re és —1-re:
(2) -12<1+a+b<',
(3)-12<1-a+tb<lh,
(3)-bol: —1/2<-1+a-b<s,
ezt (2)-hoz adva
-1<2a<l,
azaz
| a | <.
Ezek szerint a parabola csucsa a [-1; 1] intervallumba esik, s igy felirhatjuk ott is (1)-t:
~1/2<b-a/4<%,
amibdl
b>a’/4— 5> -1/2.
(2)-t és (3)-t Gsszeadva azt kapjuk, hogy
-1<2+2b<1,
aminek jobb oldalabol
b<-1/2.
Ezek alapjan
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-12>b= a4 - %> -1/2,
ami csak ugy allhat fenn, hab=-1/2,a =0;
ekkor x? + ax + b-re

max |x2+ax+b|=max |x2—1/2| = 1.
x € [-1;1] x € [-1;1]

3.4 Melyik az a harom szam, amelyek egy mértani sorozat szomszédos tagjai, és azt
tudjuk még réla, hogy
a.) szorzatuk 1000, 6sszegiik 62

b.) tizes alapu logaritmusuk 0sszege 3, 6sszegiik 627?

Megoldas: Latszolag két feladattal allunk szemben, valdjdban azonban csak eggyel.
Mindkét esetben ugyanezt a feltételi egyenletrendszert fogjuk felirni.
Célszerli a kozépsd szdmbol kiindulni. Ha ezt a-val jeldljiik, a megel6z6t a/q-val, a ra
kovetkezot aq-val jelolhetjiik.
Ha e harom szam szorzata 1000, az azt jelenti, hogy
a/q- a- aq = 1000 — a°= 1000 — a = 10.
Ha hérom szdm tizes alapt logaritmusanak 6sszege 3, akkor a
lga/g+Iiga+lg(aq) =3
egyenletbdl
lga-lgg+Ilga+lga+lgg=3,
3lga=3,

lga=1¢ésa=10.
Mindkét esetben tehat az a += 10 értéket kell a masik feltételi egyenletbe helyettesiteni.

alg+a+aq==62

a(l/q+1+q)=62

10(1/g+1+q) =62

ahonnan

50° — 260 +5=0
melynek gyokei: q1 =5 és qz = 1/5.
A keresett harom szam tehat 2; 10; 50 vagy 50; 10; 2.
Ezek mindkét feladat mindegyik feltételét kielégitik.
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3.5 Legyen f olyan fiiggvény, amely a pozitiv egészek halmazan van értelmezve és
fliggvényértékei is pozitiv egészek. Minden pozitiv egész n-re teljesiil az

f(n+1)>f(f(n)

egyenldtlenség.

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-re f (n) =n !
Megoldas:

A feladat allitasat teljes indukcioval bizonyitjuk. El6szor megmutatjuk, hogy f (1) =
1. Ehhez bebizonyitjuk, hogy van olyan ko, amelyre f (ko) = 1. Ha ilyen nem létezne,
képezziik a kovetkezd sorozatot:

ki=f(ko), ko=F(ki—1),... ., ki=f(ki_-1—-1),...

Mivel feltételezésiink szerint f (ki1 —1) = kj # 1, ki > 1, ki — 1 pozitiv egész, ezért a
sorozat létezik.

1) f (n + 1) > f(f(n)) miatt

f (ki) > f (f(ki_1— 1)) =1 (ki +1), ezért 1étezik a pozitiv egészeknek egy

f (ko) >f (ki) >...>f(kj)>f(ki+1)>...szigortan monoton névekvé csokkend
végtelen sorozata, ami lehetetlen.

Van tehat olyan ko pozitiv egész, amelyre f (ko) = 1. Azonban nem lehet, hogy ko >
1 legyen, mert akkor (1) -b6l ko — 1 > 1 miatt

f(f(ko—1) <f(ko)=1

kovetkezne, ami lehetetlen, mert f nem vehet fel 1-nél kisebb értéket, tehat f(1) = 1.

Tegylik fel, hogy a feladat allitdsa igaz valamely k pozitiv egészre minden olyan
figgvényre, amely kielégiti a feladat feltételeit, tehat pl. f(k) = k. Azt kell bizonyitanunk,
hogy

f(k+1)=k+1.

Képezziik a (n) =f (n+ 1) — 1 fliggvényt.

Megmutatjuk, hogy o(n) kielégiti a feladat feltételeit. Eldszor is, (1) -bdl
kovetkezik, hogy f (n + 1) > 1, tehat f (n + 1) — 1 pozitiv egész. Ezért — tekintettel (1) -re:

olom) =g (fn+1)-1)=fF(+1)-1<f M+2)—1=p{+1),

Ez azt jelenti, hogy ¢(n) eleget tesz a feladat (1) kikotésének, tehat az indukcios
feltétel szerint o(k) =k, azaz

pk)y=f(k+1)-1=k, t(k+1) =k + 1, és ezt kellett bizonyitani.

37



4. GEOMETRIA, KOORDINATAGEOMETRIA, TRIGONOMETRIA

Alapveto kovetelmények, kompetenciak:

- Tudjon a tanul6 sikban, illetve térben tdjékozddni, térbeli viszonyokat elképzelni,
tudja a haromdimenzi6s

- valosagot - alkalmas sikmetszetekkel - két dimenzidban vizsgélni.

- Vegye ¢észre a szimmetridkat, tudja ezek egyszeriisitd hatasait problémak
megfogalmazasaban, bizonyitasokban,

- szémitasokban kihasznalni.
- Tudjon a feladatok megoldasahoz megfelel6 abrat késziteni.

- Tudjon mérni és szamolni hosszsagot, teriiletet, felszint, térfogatot, legyen
tisztaban a mérési pontossag

- fogalmaval.

- Ismerje a geometria szerepét a miuszaki életben és bizonyos képzomiivészeti
alkotasokban.

- Az emelt szinten érettségizé diak tudja szabatosan megfogalmazni a geometriai
bizonyitasok gondolatmenetét.

Feladatok:

4.1 Hol helyezkednek el a koordinata-rendszerben azok a pontok, amelyeknek (x, y) koordinatai

kielégitik az alabbi két egyenlStlenséget: |X‘ + |y| <3 |X + y| + |X - y| <47

Megoldas:

Az |x‘+|y| <3 egyenldtlenség altal meghatarozott pontok koordinatait megkapjuk, ha

meghatarozzuk az |X‘ +|y| = 3egyenletnek megfelelé pontokat, majd a koordinatak abszolut

értékét csokkentjiik
az els6 siknegyedben (X >0,y >0) : x+y=3
a masodikban (X <0,y >0):-x+y=3
a harmadikban : -x —y =3

a negyedikben : x -y =3
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A (3; 0), (0; 3), (-3, 0), (0; -3) csucsokkal rendelkezd négyzet belsejében 1év6 pontok

elégitik ki az els6 egyenldtlenséget.

Hasonloan az |X + y|+|X — y| = 4 egyenletben

ha x>0 é —X <y <X, azaz a pont a pozitiv x tengellyel 45° -ot bezard félegyenesek

kozott van : x +y+x—-y=4azazx=2

ha y>0 és —y<Xx<Y ,azaz a pont a pozitiv y tengellyel 45°-ot bezar6 félegyenesek
kozott van : x +y +(-X+y) =4 azazy =2

ha X<0 és x <y <-—X,akkor -(x +y)+(-x+y) = 4 azaz x = -2

ha y<0és y<Xx<-y,akkor(x+y)+x—-y=4azazy=-2

A masodik egyenl6tlenségbdl tehat (2; -2), (2; 2), (-2; 2), (-2; -2) csucsokkal rendelkezd
négyzet belsejében 1évo pontok felelnek meg. Mind a két egyenlétlenséget azoknak a pontoknak a
koordinatai elégitik ki, amelyek mindkét négyzet belsejében vannak. Tehat annak a nyolcszognek a

belsejében, amelynek cstcsai (2;1), (1;2), (-1;2), (-2;1), (-2; -1), (-1; -2), (1;-2), (2; -1)

ANV

0:3)

L) LD oy

(-2: 1) / \ (2:2

| I ’ D=
(3:0) 3:0)
b \ | / @ -1
TS ey &P
©:-3)

4.2  Bizonyitsuk be, hogy egy r sugara korbe irt szabalyos tizenkétszog atdarabolhatd olyan

téglalapba, melynek oldalai r és 3r.

Megoldas:
Négy — négy kis haromszog r oldalu négyzetekbe darabolhatd at.
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ATO és OGC haromszogek, ill. OTC és OFE
haromszogek egybevagok. Hasonléan: ATB és
DHC haromszogek, ill. BTC ¢és ELD

haromszdgek egybevagok.

Tehat az OABCDE atdarabolhatd a GHLF r
oldala négyzetbe.

4.3 Vegyiik fel az ABCD négyzet BC oldalan az E és CD oldalan az F pontokat Gigy, hogy az

AEF haromszog szabalyos legyen! Igazolja, hogy az ABE és AFD haromszogek teriiletének

Osszege egyenl6 az EFC haromszog teriiletével!

Megoldas:

*

a) Az ABE és AFD derékszogli haromszogek. AB = AD ¢és AE = AF | igy DAF szog 15°.

El6szor megmutatjuk, hogy ha az AFD haromszog AF atfogojahoz tartoz6 magassag DG ,
akkor AF =4DG. Legyen az AF felezOpontja O. Ekkor Thalész tétele alapjan az AOD

haromszog egyenldszara, és igy DOG szdog 30°. Az OD-t OG-re tiikrozve szabalyos
haromszoget kapunk, tehat AF = 2A0 =20D =4DG.
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b) Legyen x=DG. Ekkor az el6bbiek alapjan az AFD terliletének kétszerese: 4x-x:4x2,

1
masrészt ECF egyenl8szart derékszogii haromszog igy teriiletete 5 4x-2% =42,

4.4 Az ABC haromszog A cstcsanal levo szoge 70 fokos. A B és C cstesnal levd szogek
szOgfelezdinek metszéspontja legyen D! Mekkora a C csucsnal levd szog, ha tudjuk, hogy
AD =BD?

Megoldas: Tekintsiik a kdvetkezd abrat:

A feladat feltételei alapjan AD = BD, igy az ABD haromszog egyenld szara, ezért az A
csucsnal 1évo szog = a B csucsnal 1évd szog. Mivel CD és BD a C, illetve a B csucsnal
1évo szog belsd szogfelezOszakasza €s a haromszog belsd szogfelezdi egy pontban (a beirt
kor kozéppontjdban) metszik egymast, ezért az AD szakasz az A cstcsnal fekvé 70° - 0s
sz0g belsd szogfelezdszakasza. Az AD = BD feltétel alapjan a korabbiak szerint. Az A és a
B cstcsnal 1€vo szogek egyenldek, igy ezek 70° - osak, azaz az ABC haromszog is egyenld
szaru. Ekkor pedig a C csucsnal 1évd szog 180° - 70° - 70° = 40° hiszen barmely

haromszog belsé szogeinek 0sszege 180°. Tehat a C csucsnal 1évo szog értéke 40°-0S.

4.5 Az ABC haromszog AC oldalanak felez6pontja legyen F, BC oldalanak B-hez kozelebbi
harmadolépontja pedig D. Az AD és BF szakaszok metszéspontjat jeldlje P. Hatarozza meg a

DCFP négyszog és a BDP haromszog teriiletének aranyat!
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Megoldas:

Legyen EF parhuzamos BC-vel, F felezdpont ezért EF az ADC haromszog kozépvonala,
1 .

igy EF = 3 BC, ezért BDFE négyszog paralelogramma. Ebbdl kovetkezik, hogy P felezi a BF

szakaszt.

A

Tehat BCP és PCF haromszogek teriilete egyenld.
Mivel BD szakasz a DC fele, ezért a BDP
haromszog teriilete a PDC haromszog teriiletének

fele.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a DCFP négyszog

teriilete a BDP haromszog teriiletének Gtszordse.

5. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Alapveto kovetelmények, kompetenciak:

- FErtse a tanulo a statisztikai kijelentések és gondolatmenetek sajatos természetét.

- Ismerje a statisztikai allitdsok igazolasara felhaszndlhatdo adatok gyiijtésének
lehetséges formait, és legyen jartas

- a kapott adatok attekinthetd szemléltetésében, kiillonbozd statisztikai mutatdkkal
valo jellemzésében.

- Az emelt szinten érettségizé diak tudjon egyszeriibb véletlenszerii jelenségeket
modellezni és a valosziniliségi modellben szamitasokat végezni.

- Emelt szinten ismerje a véletlen szerepét egyszerli statisztikai mintavételi
eljarasokban.

Feladatok:

5.1 Egy matematika tanar tanit a 9. A és a 9. B osztilyban is. Iratott egy kozos
dolgozatot, ahol 60 pont volt a maximum. Az A osztalyban 42 pont, a B osztdlyban 37
pont lett az atlag. Az A osztalyos fiuk atlagosan 40,5, a B osztalyos fiuk pedig 35,5 pontot
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értek el. Az A osztalyban a lanyok atlagosan 45, mig a B-ben a lanyok 38 pontos
dolgozatot irtak. Mennyi a két osztalyban az 6sszes lany atlagpontszama, ha tudjuk, hogy a
fiaké 39,57
Megoldas:

A kovetkez0 tablazat tartalmazza az ismert atlagokat. A két osztalyban az Osszes lany
atlagpontszamat jeldlje X.

fitk  lanyok  atlag
9.A 40,5 45 42
9.B 355 38 37

atlag 395 X

A 9. A osztalyban a fiu, a 9. B osztalyban b fit, a 9. A osztalyban ¢ lany, a 9. B osztalyban
d lany van.

A tablazat els6 sora alapjan a kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel: 40,5a+45c=42'(a+c). A

tablazat masodik sora alapjan pedig a kovetkezot: 35,5b+38d=37(b+d).

A tablazat els6 oszlopa alapjan 40,5a+35,5b=39,5(a+b). A tablazat masodik oszlopa
_45'c+38d

alapjan 45 ¢+38d=x(c+d), Vagyls ¢ +d

Az els6 harom egyenletet rendezve 3¢ = 1,5a, vagyls 2c =a; d = 1,5b; a = 4b, vagyis b =

0,25a. A d kifejezhetd c segitségével (ez azért jo, mert igy a 4. egyenletben csak ¢ fog
szerepelni, ha behelyettesitiink): d=1,5b=1,50,25a=1,50,252¢c=0,75c.

Ezt beirjuk a negyedik egyenletbe, majd c-vel egyszertsitiink:
_45c+38-d 45 c+38 0,75 _45+38-0,75 _

c+d o+ 075 1,75

A két osztalyban az Osszes lany atlagpontszama a szamitasaink szerint 42.

5.2 Egy 28 f6s didkcsoport autdbusszal 7 napos tadborozasra indul. A csoport tagjai

elézdleg elhataroztak, hogy a kirdndulas koltségeinek a fedezésére elmennek almat szedni.

a) A munka utani elszamolaskor kideriilt, hogy minden nap megduplaztak el6z6 napi
bevételiiket. (Egyre tobben mentek, és egyre hosszabb ideig dolgoztak.) Mennyi pénzt
kerestek Ot nap alatt, ha az elsé napi munkabériik 5000 Ft volt?
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Megoldas:

Meértani sorozat, ahol q = 2; a; =5000; n =5 .

1. Azelsd n tag 6sszege : S, = 5000 - [(2°-1) / (2-1)] = 155 000..

b) Az 6t napi kereset kevésnek bizonyult, ezért a 6. napon is dolgoztak, és az e¢l6z6 napi

bevételiiket most is megduplaztak. Mennyit kerestek ezen a napon?
Megoldas:

as= a1 - q°=5000 * 2° =160 000.

C) A szallas megrendeléséhez sziikséges hatjegyli telefonszam utolsd szamjegye
elmosddott a papiron, igy csak az elsé 6t jegyet tudtdk biztosan: 24375. A csoport egyik
tagja arra biztosan emlékezett, hogya a hatjegyli szam oszthatdé volt hattal. Melyik

szamjegy allhat az utols6 helyen?
Megoldas:

Egy szdm hattal oszthat6, ha 2-vel és 3-al oszthatd. Ezért az utols6 helyen vagy 0 vagy 6
allhat.

d) A taborban autdbusszal utaztak, amelyre iilésrendet allitottak 0ssze. Az elsé két tilésre
25-en jelentkeztek. Hanyféleképpen lehet kivalasztani a tanulét, ha azt is figyelembe kell

venni, hogy ki iil az ablak mellett?

Megoldas:

Az egyik helyre 25, a masik helyre pedig 24 tanul6 koziil valaszthatunk.
25 - 24 = 600.

e) A csoportot négyszemélyes fahazakban szallasoljak el. Minden nap mas fahaz lakoi

fozik az ebédet. Hanyféleképpen lehet beosztani a f6z¢s sorrendjét?
Megoldas:

7 fahaz van. A lehetséges sorrendek szamat 7 elem permutacioja adja meg : 7!
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f) Hanyféle beosztas lehetséges, ha a tervekkel ellentétben a taborozas csak 6t napig tart?

Megoldas:

.....

5.3 Disztargynak a boltokba arany,eziist és piros szinii gyertyakat szallitanak. Osszesen

120 db gyertya van az autdban. A fuvarozas soran a 120 db-bol 15 eltort.

a) A hibatlan gyertyakbol az els6é bolt 15- 6t megvesz. Hanyféleképpen valaszthatja ki a

hibatlan gyertyakat, ha szin és a sorrend k6zombdos?

Megoldas:

15

115
A 120 gyertyabol 105 hibatlan és 15 hibas, tehat a 105-bdl kell kivalasztani: [ j

b) Az arany szinlib6l egy sem tort el, igy a bolt azt mondja, hogy inkabb abbdl szeretne 10-

et és csak 5-0t a tobbibdl (a szin és asorrend kozombas).

Megoldas:

) 18) (105
A kedvez0 lehetdseég
10 5

120
Az Osszes lehetdség: ( 15 )

. . 18) (105 120
A végeredmény : 10 5 15

5.4 Két talban 10-10 darab goly6 van, mindegyikben egy sarga, a tobbi piros. Bekotott
szemmel valasztunk egy-egy golyot mindkét talbol.

a) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy a két sargat valasztjuk?
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Megoldas:

Annak a valdszinlisége, hogy az egyik talbol a sarga golyot valasztjuk 0,1. A két talbol
egymastol fliggetleniil valasztunk, ezért annak a valosziniisége, hogy mindkét talbol a
sargat vessziik ki 0,1x0,1=0,01.

b) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy egy sargat és egy pirosat valasztunk?
Megoldas:

Annak a valoszintisége, hogy az egyik talbol a sarga golyo6t valasztjuk 0,1; annak, hogy
a pirosat 0,9. A sarga goly6t vagy az elsd, vagy a masodik talbol valaszthatjuk, ezért a
két kiilonb6z0 szinli golyod valasztasanak valdszintisége:
0,1x0,9+0,9%0,1=2x0,1x0,9=0,18.

€) Mekkora a valosziniisége annak, hogy legalabb az egyik valasztott golyo piros?
Megoldas:

Ha legaldbb az egyik golyo6 piros, akkor vagy az egyik piros és a masik sarga, vagy
mindkettd piros. Annak a valdszinlisége, hogy az egyik valasztott goly6 piros, a masik
pedig sarga a b. feladat szerint 0,18. Annak a valdsziniisége, hogy mindkét valasztott
goly6 piros 0,9%x0,9=0,81. {gy annak a valosziniisége, hogy legalabb az egyik valasztott
golyo piros: 0,18+0,81=0,99. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha azt mondjuk, hogy
akkor nem lenne egy piros golyd sem, ha mind a kétszer sargat valasztunk. Tehat
P(legalabb az egyik piros)=1-P(mindkettd sarga)=1-0,01=0,99.

5.5 Egy osztalyban a lanyok testmagassaganak atlaga 168 cm, a fiaké pedig 174 cm. Az
osztalyban 16 lany €s 14 fil1 van. Szamitsuk ki az osztaly testmagassaganak atlagat.

Megoldas:

Mivel a 16 lany a testmagassaganak atlaga 168 cm, ezért a ldnyok testmagassaganak
0sszege :
16'168=2688 cm.

Mivel a 14 fit testmagassaganak atlaga 174 cm, ezért a fiuk testmagassaganak osszege :
14174=2436 cm.

Az osztaly testmagassaganak Osszege : 2688+2436=5124 cm.

Az osztaly testmagassaganak atlaga : 5124/30=170,8 cm.
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VI. OSSZEGZES

A magyar iskolai tehetséggondozasnak jelents értékei vannak, ezzel Eurdpa
¢lvonaldban vagyunk a nemzetkozi értékelések alapjan.

Ugyanakkor jelentds egyenetlenségek is vannak a szakmai kovetelmények
érvényesiilésében.

Ugyancsak jelentds egyenetlenségek vannak ¢életkori és intézmény Osszevetésben. A
kozépiskolai korosztalyra van legtobb hatékonyan miik6ddé program Magyarorszagon, s
ahogy haladunk lefele ¢letkorban, annal kevésbé megoldott a hatékony iskolai
tehetségnevelés, illetve az ahhoz sziikséges ,,alapozas” az daltalanos iskolaban, illetve
ovodaban. Ugyancsak nagy eltérések vannak az egyes intézmények kozott is: szakmai
szempontbol vilaghirti program is funkcional (pl.: Arany Janos Tehetséggondozé Program)
sok iskolaban, ugyanakkor sok iskoldban egy-két szakkoron kiviil nincs érdemi foglalkozas
a tehetséges tanulokkal.

A hatékony tehetségfejlesztéshez természetesen elengedhetetlen, hogy az iskolai
oktatds-nevelés szinvonala altalaban is magas szintli legyen, ez adja az alapokat a
szunnyadd tehetségek megtalalasahoz és sikeres fejlesztéséhez. Ehhez jarul hozza
szakdolgozatom, mely egy szakkor feladatainak lehetséges sorat és megoldasait
tartalmazza, de egyarant alkalmazhat6 iskolai dolgozatként, differencialt osztalymunkaban,
¢s az Onallo tanulasban is. A feladatokkal nagyon jol mérhetd, hogy a tanulok milyen
mélységben sajatitottdk el €s biztonsdggal tudjadk-e alkalmazni az alapvetd matematikai

ismereteket, eljarasokat.
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