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Bevezetés

Disszertacionk f6 témaja az affinitds- és az automorfizmus-
csoport  kapcsolatanak  tisztazasa  Ehresmann-konnexidk,
illetve a 7*7 visszahtuzott nyalabon adott regularis ko-
varians derivalasok esetén. E vizsgdlatokkal parhuzamban
az. Ehresmann-konnexiék altaldnos elméletét is kiegészitjiik
néhany 1uj észrevétellel, valamint néhany fontos ismert tétel 1]
bizonyitasdval. A dolgozat 6 fejezetbdl épiil fel, beleértve egy
Appendixet.

Az elsé fejezet az alapveté megallapodasok rogzitése mellett
néhany, a tovabbiakban felhasznélasra keriild fontos fogalomra
és tényre emlékeztet, valamint egyszerii technikai jellegii
észrevételeket tartalmaz. A késébbiekben joél hasznalhaté
értelmezését adjuk a 7*7 nyaldbon definidlt kovarians de-
rivalasok geodetikusainak (,,autoparalel gorbéinek”).

A masodik fejezetben bevezetjiik és a sziikséges mélységig
targyaljuk a disszertacié szempontjabol fontos specidlisabb
fogalmakat és konstrukciokat. Leirjuk, hogy az érintényaldb ka-
nonikus objektumai, valamint bizonyos vektormezok és szelések
hogyan transzformalédnak az alapsokasag egy diffeomorfizmusa
altal szarmaztatott eléretolas (push-forward) alkalmaval.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogy egy szemispray
automorfizmus- és affinitdscsoportja egybeesik (3.2.5.).

A negyedik fejezet targyalja a disszertaciéoban az Ehresmann-
konnexidkkal kapcsolatban felvetett problémak jelentOs részét.
A bevezet6 szakaszban Crampin és Grifone egy alapvet6
tételére adunk egy, az ismerteknél némileg egyszeribb bi-



zonyitast. Részletesen leirjuk az Ehresmann-konnexié és egy
diffeomorfizmus 4ltali visszahuzottja alapveté geometriai
adatainak kapcsolatat (4.2.10. lemma). A 4.3. szakaszban két
Ehresmann-konnexié kiilonbségtenzorat targyaljuk. Megmutat-
juk, hogy — egy kanonikus, injektiv nyalableképezéstdl eltekintve
— egy Ehresmann-konnexiénak és a hozza csatolt szemispraybdl
szarmazd Ehresmann-konnexiénak a kiilonbségtenzora az
Ehresmann-konnexié erds torzidjanak %—szerese. Ebbdl, egye-
bek mellett, kozvetlentil kovetkezik az a fontos, ismert tétel,
hogy egy Ehresmann-konnexiét egyértelmiien meghataroz az
er0s torzidja és a hozza csatolt szemispray. A 4.4. szakaszban
megmutatjuk, hogy egy Ehresmann-konnexié affinitds-csoportja
megegyezik a hozza csatolt szemispray affinitds-csoportjaval,
homogén Ehresmann-konnexié esetén pedig a csatolt Berwald-
derivalas affinitas-csoportjaval. A 4.5. szakasz teljes egészében
1ij eredményeket tartalmaz. Igazoljuk, hogy egy Ehresmann-
konnexié automorfizmus-csoportja részcsoportja az altala
indukalt Berwald-derivalas automorfizmus-csoportjanak. Bebi-
zonyitjuk, hogy az alapsokasag egy diffeomorfizmusa akkor és
csak akkor automorfizmusa egy Ehresmann-konnexiénak, ha
automorfizmusa a hozza csatolt szemispraynek és invariansan
hagyja az er6s torziét. Eredményeinkbol kovetkezik, hogy
egy diffeomorfizmus pontosan akkor automorfizmusa egy
Ehresmann-konnexiénak, ha affinitas és invaridnsan hagyja az
eros torziot. Megmutatjuk ennek alapjan, hogy az a klasszikus
tétel, miszerint egy sokasagon adott kovaridns derivalas auto-
morfizmusai éppen a torziot invariansan hagyo affinitasok, kis
mértékben élesitheto.

Az otodik fejezet elsé szakasza a visszahuzott nyaldb



kovarians derivalasaival kapcsolatos kiilonboz6 regularitési
feltételeket és egy Ehresmann-konnexiéhoz val6 csatoltsagukat
targyalja. Az 5.2. szakasz elso tételében explicite leirjuk, miként
konstrudlhaté regularis kovaridns derivalasb6él Ehresmann-
konnexio, majd (5.2.2.) bebizonyitjuk, hogy ez az egyetlen
olyan Ehresmann-konnexié, amelyre vonatkozdéan az adott
kovarians derivalas horizontalis-deflexidja eltlinik. Specidlisan:
egy Ehresmann-konnexié altal indukalt Berwald-konnexiébdl
is szarmazik egy Ehresmann-konnexié; megmutatjuk, hogy a
két Ehresmann-konnexié kiilonbségtenzora éppen az eredeti
Ehresmann-konnexié tenzidja. Az 5.3. szakaszban igazol-
juk, hogy a visszahuzott nyaldbon értelmezett regularis
kovarians derivalasok affinitds-csoportja egybeesik az indukalt
Ehresmann-konnexié affinitdas-csoportjaval. Az 5.4. szakasz
a 4.5. szakasszal allithaté parhuzamba, és miként az, ez is
csupa uj eredményt tartalmaz. Fobb tételeink, jelentosen
tamaszkodva az FEhresmann-konnexidékra vonatkozd analég
tételekre, a regularis kovaridns derivalasok automorfizmusait
jellemzik olyan affinitasokként, amelyek bizonyos torziokat
invariansan hagynak.

A disszertacio valamennyi fontosabb eredményét indexmen-
tes szamolassal, ill. meggondolasokkal igazoljuk; a koordinatas
megkozelités ezeknél a problémakndl szinte attekinthetetlentil
bonyolult lenne, ugyanakkor a targyalds soran a fontos objek-
tumok mindegyikének megadjuk a koordinatas eloallitasat is.
Mindezek mellett a koordinatas nézopontnak szenteljiik a teljes
Appendixet, amelyben levezetjiik egy szemispray koefficiensei-
nek, tovabba egy Ehresmann-konnexid, egy 77 nyaldbon adott
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kovarians derivalas, valamint egy tetszoleges vektornyalabon
adott kovaridns derivalads Christoffel-szimbdlumainak transz-
formacids szabdlyait térképcsere esetén. A kifejtés soran idérol-
idore kitériink a bevezetett fogalmak és a nyert eredmények
torténeti vonatkozasaira is, ebben a tekintetben azonban nem
torekedhettiink teljességre.

A kovetkezdkben, fejezetrdl fejezetre haladva, részletesebb
osszefoglalasat adjuk a disszertacié tartalmanak.

1. Vektornyaldabok és kovarians de-
rivalas

Az elsd fejezetben rogzitjik jeloléseinket, megallapoddsainkat
és emlékeztetiink néhany olyan alapveté fogalomra és tényre,
amelyeket a disszertdcioban dllandoan alkalmazni fogunk.

(a) Sokasdgon egy véges (de nem nulla) dimenzidju,
Hausdorff, Gsszefiiggd, megszamlalhaté bazisi sima sokasagot
értlink. C*°(M) az M sokasigon értelmezett valds értéki
sima fliggvények gytirtje, Diff (M) jeloli az M sokasdg Osszes
diffeomorfizmusai altal alkotott csoportot.

(b) Egy m: B — M sima sziirjekcié k-rangi valds vek-
tornyalab, ha
(1) tetszbleges E, := 7 '(p) fibruma k-dimenziés valds vek-
tortér;



(2) minden p € M ponthoz megadhaté p-nek egy U kornyezete,
valamint egy ¢: U x R¥ — 771 (l{) diffeomorfizmus 1gy, hogy
barmely g € U esetén a

v € R¥ — ©(q,v) € E,

leképezés linearis izomorfizmus.
Ekkor E-t, M-et, illetve m-t rendre totdltérnek, bdzissokasdgnak,
illetve projekcionak nevezzik. Egy o: M — FE leképezés
szelése m-nek, ha moo = 1y. Ha U C M nyilt halmaz,
o: U — FE sima leképezés és m o 0 = 1y, akkor o-t U
folotti lokalis szelésnek hivjuk. 7 szeléseinek C*° (M )-modulusat
Sec(m)-vel jeloljiik.

Ha m: E — M k-rangu valds vektornyaldb, akkor minden
p € M pontnak 1étezik olyan U kornyezete, amely folott megad-
haté lokalis szelések egy (04)%_, sorozata tigy, hogy az

141
UxRY a7 U, |q, | : — vloi(q) + -+ vFor(q)

Vi

leképezés diffeomorfizmus. Ez egy karakterisztikus tulajdonsaga
a vektornyaldboknak, amelyet a disszertacioban definiald
tulajdonsagként kezeliink.

(c) Egy m: By — M, és my: B3 — M vektornyaldb
kozotti nyaldbleképezésen olyan (F, f) leképezéspart értiink,
ahol F': By — FEs és f: M; — M, sima leképezések, amelye-
kre my o F' = f o m teljesiil, és barmely p € M; pont esetén az
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F | (E1)p lesziikités (R-) linedris leképezés (E),-bol () ¢(p)-
be. Egy (F, f) nyaldbleképezést nyaldbizomorfizmusnak hivunk,
ha F diffeomorfizmus. Egy vektornyalab oOnmagara valo
nyaldbizomorfizmusat nyaldbautomorfizmusnak nevezziik.

(d) Legyenek m: Ey — M és my: Fy — M kozos
bazissokasaggal rendelkez6 vektornyalabok. Egy F': Fy — Es
leképezést erds nyaldbleképezésnek mondunk, ha (F, 1)
nyaldableképezés m-bol me-be. A disszertaciéban gyakran alkal-
mazzuk az erds nyaldbleképezések alaplemmajat (1.2.2.): egy
F: Sec(my) — Sec(ms) leképezés akkor és csak akkor C'°°(M)-
linearis, ha létezik olyan F': E; — FE5 erds nyalableképezés,
amelyre F (o) = F o o teljesiil, minden o € Sec(m;) esetén.

(e) Ha (F, f) nyaldbautomorfizmusa a w: E — M vek-
tornyalabnak, akkor egy o € Sec(w) szelés F altali eldretoltja
a

Fyuo:=Fogof!
szelés. Barmely h € C>° (M) fiiggvény esetén teljesiil, hogy
Fu(ho) = (ho f~ 1) Fyo.

(f) Egy M n-dimenziés sokasdg érintdnyaldbja az a
7: TM — M (olykor 7p;-mel jelolt) vektornyaldb, ahol
tetszbleges p € M pont fibruma a T,M érintétér. Ha
p: M — N sima leképezés, akkor ¢ érintéleképezése vagy de-
rivdltja az a p,: TM — TN leképezés, amelyet a

(ps)(v)(h) :=v(hop); veTl,M, he C*(N)



el6iras értelmez. (4, ) nyalableképezése Tp/-nek Ty-re, és igy

TN O@x — POTM, TTN O Pxx = Px OTTM .

(g) X(M) := Sec(rar) jeloli az M-en értelmezett vektor-
mezék C°°(M)-modulusét; [X,Y] az X, Y € X(M) vektor-
mezOk Lie-zdrdjele. Egy € € X(T' M) vektormezd és egy T M-en
értelmezett A (})—tenzor (&, A] Frolicher-Nijenhuis zdrdjelén az

£, Aln:=[§, An] — A&, n],  neX(TM)

elirdssal definidlt (})-tenzort értjiik.

(h) Az X € X(M) és az Y € X(N) vektormez&t -
megfelelonek nevezziikk egy o: M —— N sima leképezésre

vonatkozdan, ha ¢, o X = Y o ¢; ekkor az X ~ Y jelolést
©

hasznaljuk. ¢ € Diff (M) esetén ¢4 X (lasd (e)) az az egyetlen
vektormezd M-en, amely p-megfelelésben all X-szel.

(1) Az R sokasdg szokasos (R, 7) := (R, 1g) térképéhez tar-

toz6 koordinatavektormezot %—rel jeloljik. Egy v: I — M
(sima) gorbe sebességuektormezdje a v = . o (f—r, gyorsulds-

vektormezdje a

. : d d d
= = Y4 O — = « O — o —
=TT dr 7 dr /), dr
v-, illetve y-menti vektormez6. Ha ¢p: M — M sima leképezés,
akkor

POy =407, POV = Pux OF.
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(3) Egy m: E — M vektornyaldbon adott kovaridns de-
rivdldson olyan

D: X(M) x Sec(mw) — Sec(m), (X,0) — Dxo

leképezést értiink, amely az elsé valtozojaban tenzoridlis, a
masodikban pedig derivacié. Ha (F, f) automorfizmusa m-nek,
és

(F#D)XO' = F;lDf#XF#O',

akkor F#D szintén kovaridns derivalds m-n, ezt D F altali
visszahtzottjdnak hivjuk. F# D = D esetén azt mondjuk, hogy
F automorfizmusa D-nek, a D automorfizmusai altal alkotott
csoportot Aut(D)-vel jeldljiik.

(k) Ha 7: B — M egy vektornyaldb és c: I — M egy
sima gorbe, akkor egy s: I — [ sima leképezést c-menti
szelésnek mondunk, ha m o s = c¢. A c-menti szelések egy
C>°(I)-modulust alkotnak, amelyet Sec.(w)-vel jeloliink. Ha
D kovarians derivalas m-n, akkor egyértelmiien létezik olyan
D.: Sec.(m) — Sec.(m) R-linedris leképezés, amely eleget tesz
a kovetkez6 feltételeknek:

(1) barmely s € Sec.(m) és f € C(I) esetén
D.(fs) = f's+ fD,s,

(2) ha o € Sec(w) és s := 0 o c, akkor (D.s)(t) = Do, t € 1.
A D, leképezést a D-hez csatolt c-menti kovarians derivdldsnak
nevezziik.



(1) A 7 érintényaldb 7 folotti visszahizottja (pull-backje)
az a 71 vektornyalab, amelynek totaltere

TM xp TM = {(v,w) € TM xTM | 7(v) = 7(w)},

és projekcidja a (v,w) € TM x TM —— v € TM leképezés.
Sziikségiink van arra a 7 visszahtizott nyaldbra is, ahol
#: TM —> M a 7 a hasftott érintényaldb: TM := TM \ o(M)
(0 € X(M) a zérus vektormezd), 7 := 7 | T M.

71 szeléseinek Sec(7*1) C'°°(T' M )-modulusat generaljak az

A~

X:veTM— X)) := (v,X(r(v))) € TM x TM, X € X(M)

bazikus vektormezok.
Ad:veTM  — 6(v) = (v,v) € TM xpy TM szelést 71
kanonikus szelésének hivjuk.

(m) Egy D: X(T'M) x Sec(t*71) — Sec(7*7) kovarians de-
rivalas geodetikusan olyan ~v: I — M regularis gorbét értiink,
amely eleget tesz a D4 (6 o) = 0 feltételnek; ami ekvivalens a
Dy1)6 = 0, t € I feltétellel (lasd (k)/(2)).

2. Strukturak az érintonyalabon

Ebben a  fejezetben roviden  osszefoglaljuk a Ty
érintonyaldbon  értelmezhetd alapveté kanonikus objektu-
mokat, és leirjuk, hogyan vdltoznak egy eloretolds hatdsdra.
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(a) f¥ == forés fCrv e TM — f(v) = v(f) € R
egy f € C°(M) figgvény wvertikdlis, illetve teljes liftje. Ha
w: M — M sima leképezés, akkor (f o )¢ = f€o p,.

(b) Egy TM-en értelmezett & vektormezot wvertikdlisnak
mondunk, ha ¢ ~ 0; a vertikdlis vektormez6k XY (T M) algebréja
részalgebraja az X(TM) Lie-algebranak. Egy X € X(M) vek-
tormezd vertikdlis liftje az az egyértelmiien létezd XV vertikalis
vektormez6, amely eleget tesz a XVf¢ = (Xf)" feltételnek,
barmely f € C>°(M) esetén. Létezik egy kitiintetett vertikalis

vektormez6 T M-en, a C-vel jelolt Liouville-vektormezd, amelyet
azzal jellemezhetiink, hogy C'f¥ = 0és Cf¢ = f (f € C°(M)).

(c) Tetszoleges X € X(M) vektormezOhoz egyértelmiien
létezik olyan X € X(T'M) vektormezd, amelyre X fY = (X f)¥
és Xf¢ = (X [f)° teljesiil barmely f € C°°(M) esetén; ezt a
vektormez6t X teljes liftjének nevezziik. Ekkor X€ ~ X, és

X ~ Y maga utdn vonja X¢ ~ Y€ teljestilését (2.1.3. lemma).

» P
Ha ¢ € Diff (M), akkor (p.)x X = (pxX)°.
(d) Fontos szerepet jatszik a

0 — TM x 3y TM —— TTM = TM x 2y TM — 0,

kanonikus egzakt sorozat, ahol 1 és j az aldbbiak szerint van
értelmezve:

i(v,w) :=¢(0); c(t) :=v+tw (t €R); j(z) := (Trm(2), 7(2)).
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A J = 1o j leképezést TT M wertikdlis endomorfizmusanak
hivjuk. A 1./(d)-ben mondottak alapjan i és j C°>°(T'M)-
homomorfizmusokat indukdl a megfelel6 szelések modulusai
kozott, ezeket szintén i-vel és j-vel jeloljiik. Hasznosak a kovet-
kez0 relaciok:

Konnyen ellenérizhetd, hogy tetszoleges v: I — M sima gorbe
esetén jody = d o4 (2.2.1. lemma).

(e) Ha ¢ € Diff (M), és ¢, X ¢, jeloli a
(u,v) € TM X py TM — (s (u), o (v)) € TM X3y TM

leképezést, akkor (. X @4, ps) nyaldbautomorfizmusa 7*7-nak.
px X-mal jeloljik egy X € Sec(7*7) szelés . x @, &ltali
eloretoltjat; ekkor (v.6. 1./(e))

puX = (pu X pu) 0 X ot

Specialisan, tetszéleges M-en adott X vektormezs esetén
wu X = ppX (2.3.2. lemma), teljestil tovabbd, hogy w40 = 9.
2.3.3. Lemma. Ha ¢: M — M sima leképezés, akkor

Pax 01 =10 (s X 0s), (s X ©x) 0F = J O Pax,
@**OJ:JOQP**-
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Amennyiben ¢ diffeomorfizmus, ugy (2.3.4. kvetkezmény)
() C=0C, ()X = (0 X)" (X € X(M));

tovabba (2.3.5. kovetkezmény)

() oi=1io0py, O 0] =0 (Vi)
(pa)p o d =T o (pu)p.

3. Spray-sokasagok

Ebben a fejezetben definidljuk a masodrendi vektormezdket
és legfontosabb wvaridnsaikat. Felidézzik és osszeqyujtjik a
hozzdajuk kapcsolodo alapvetd tényeket, és megtesszik elso
észrevételeinket az affinitasaik és automorfizmusaik kapcso-
latdra vonatkozoan.

(a) Egy TM £616tt sima S: TM — TTM leképezés szemi-
spray, ha mrp 0o S = 17, zérusvektort zérusvektorba visz, és
eleget tesz a jS = § (vagy — ekvivalens médon — a JS = C)
feltételnek. Egy szemisprayt mdsodrendi vektormezének mon-
dunk, ha a teljes értelmezési tartomanyan sima. Sprayn olyan
C'-osztalyd szemisprayt értiink, amely masodfoktd pozitiv ho-
mogén abban az értelemben, hogy [C, S] = S. Egy C?-osztalyu
sprayt affin spraynek neveziink.

(b) Ha S szemispray T'M-en, akkor tetszéleges £ € X(T'M),
illetve X € X(M) esetén J[JE,S] = J¢ (Grifone-relacid),
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teljesiil tovabbd, hogy [XV, S] = X© + n, ahol n € X¥(T'M).

(c) Egy reguléris v: I — M gorbe geodetikusa egy S sze-
mispraynek, ha a sebességvektormezdje integralgorbéje S-nek,
azaz ha So~d =4. Egy o: M — M diffeomorfizmus affinitasa
(vagy totdlgeodetikus transzformdcidja) egy S szemispraynek, ha
megorzi a geodetikusokat (mint parametrizalt gérbéket), vagyis
ha

© 5 v=So0¢p 5 vy minden v: I — M geodetikus esetén.

Egy S szemispray affinitdsai Lie-csoportot alkotnak, amelyet
Aff(.5)-sel jeloliink.

(d) Ha S szemispray és ¢ € Diff(M), akkor (¢.)xS
szintén szemispray, és — specidlisan — spray, ha S is spray.
©-t S automorfizmusanak hivjuk, ha (¢.)xS = S, azaz ha
Vxx 0S8 = Sow,. Aut(S) jeloli S automorfizmusainak csoportjat.

(e) Ha S szemispray és ¢ € Diff(M), akkor tetszéleges
~v: I — M geodetikus esetén

(pex0S —Sop,)oy=0 (3.2.2.);
teljesiil tovabba, hogy

AfE(S) = Aut(S)  (3.2.5.).
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4. Ehresmann-konnexiok

Ebben a fejezetben az FEhresmann-konnexiokat wvizsgdljuk.
Eqgyrészt néhany fontos ismert tételt igazolunk uj eszkozok és
dtletek segitségével (4.1.3., 4.8.2.-4.8.5.), mdsrészt pedig — és ez
a fejezet fo eredménye — eqy Ehresmann-konnexio automorfiz-
musait jellemezzik az affinitdsai €s az erds torzidja seqgitségével
(4.5.7.). Mindez, eqy gondos diszkusszié révén, lehetévé teszi
annak a klasszikus tételnek eqy élesitését, amely szerint ’‘eqy
sokasdg diffeomorfizmusa pontosan akkor automorfizmusa eqy
kovarians derivalasnak, ha affinitas és megorzi a torziot’.

(a) Egy M sokasag folotti H FEhresmann-konnezion a
3./(d)-beli kanonikus egzakt sorozat olyan jobboldali hasitdsat

értjik, amely TM x m T'M folott sima, és amelyre tetszoleges
p € M, v e T,M esetén H(o(p),v) := (04)p(v) teljesiil, ahol
o € X(M) a zérus vektormez6. h := Hoj, v := lpprp — h,
V:=i"1ovés Sy := Hod rendre a H Ehresmann-konnexiéhoz
csatolt horizontdlis projektor, wvertikalis projektor, vertikdlis
leképezés és szemispray. Egy X € X(M) vektormezo (H szerinti)

AN

horizontdlis liftje az X" := H(X) = hX® € X(T M) vektormezd.

(b) Ha S szemispray M f6lott, akkor egyértelmiien létezik
olyan Hg Ehresmann-konnexid, hogy

Ty (X) = %(XC C[XY,S]), VX €X(M)  (Crampin).
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A H-hoz tartozo6 horizontdlis projektor

hs = 5 (lxran ~ [5,3]) (Grifond

(4.1.3. allitas).
(c) Legyen H Ehresmann-konnexié az M sokasag folott. Ha
VeV = j[vE, HY] + V[hE,iY]; €€ X(TM), Y € Sec(? 1),

akkor V kovarians derivalas 70'*7'—n, amelyet a H altal indukalt
Berwald-derivdldsnak hivunk. A

Vg}f/ = Vfw}f/, illetve a V‘}(}N/ = Vi)}f/ (X,Y € Sec(? 7))
formuldval értelmezett V", illetve VY operator a (H-hoz
tartozd) h-Berwald derivilds, illetve (kanonikus) wvertikdlis

derivdlds. (Konnyen lathaté, hogy VY nem fiigg az Ehresmann-
konnexié megvalasztasatél.) Egy H Ehresmann-konnexié t

tenzidja, T torzidja, és T° erds torzidja rendre a t := vhe,
T(X,Y) = VLY — VEX —j[HX,HY] (X,Y € Sec( 7))
és T® := t 4+ i5T tenzor. H homogén, ha a tenzidja eltiinik.

Homogén esetben az Sq¢ csatolt szemispray spray. Megforditva,
ha Sq¢ spray, akkor t(6) = 0 (4.2.3. lemma).

4.3.2. Allitas. LiT® = H — Hs,,, ahol az Hg, Ehresmann-
konnexié az Sq¢ szemispraybdl szarmazik (1asd (b)).
Kovetkezményként addédik (4.3.3., 4.3.4.), hogy egy H
Ehresmann-konnexiot tekintve az alabbi harom feltétel
ekvivalens: (i) H erds torzidja eltiinik. (i) H = Hg, . (iii) t =0



16 4. EHRESMANN-KONNEXIOK

és T = 0.
Ugyancsak 4.3.2. alapjan nyerheto a

4.3.5. Kovetkezmény (Unicitds-tétel). Egy Ehresmann-
konnexiot egyértelmiien meghatarozza az erds torzidja és az
altala indukalt szemispray.

(d) Amennyiben H FEhresmann-konnexié M {6lott és
o € Diff(M), gy ¢*H = ;! o H o (p. X @,) szintén
Ehresmann-konnexié, H ¢ altali visszahizottja. Ha o#*H = KH,
és 1gy pus 0 H = Ho (4 X y), akkor p-t H automorfizmusinak
nevezziik. Aut(H) jeloli H automorfizmusainak csoportjat. A
kovetkezé allitasok ekvivalensek:

(i) ¢ € Aut(H), (ii) (s X ) 0V =V 0 Yy,

(iii) pexsoh =ho .., (iV) Pes OV =V 0 Pyy,

(v) (pe)2 X" = (£ X)", minden X € X(M)-re
(4.5.2. allitas). Ha (i)-(v) valamelyike, és ezért barmelyike tel-
jesiil, akkor t, T és T® eleget tesz a
ppot=tops, ouoT =To(pn xpu), ppoT* =T 0pyu

felcserélési relacioknak (4.5.3. éllitds).

4.5.4. és 4.5.5. Allitasok. Legyen H egy M sokasag folotti
Ehresmann-konnexio, és legyen V a H altal indukalt Berwald-
derivalas. Ekkor

Aut(H) C Aut(V) N Aut(Sq).
Megforditva, ha S szemispray M fol6tt, akkor
Aut(S) C Aut(Hg).
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4.5.6. Tétel. Az M sokasag egy ¢ diffeomorfizmusa akkor
és csak akkor automorfizmusa egy (M folotti) H Ehresmann-
konnexionak, ha automorfizmusa Sgc-nak és eleget tesz a
wy 0 T® =TS o pyu reldcionak.

(e) Egy v: I — M regularis gorbe geodetikusa a H
Ehresmann-konnexiénak, ha V o4 = 0, vagy — ekvivalens
moédon — h o4 = 4. H geodetikusai egybeesnek a csatolt Sq¢
szemispray geodetikusaival (4.4.2. allitds). H homogenitdsa
esetén H-nak és az dltal indukdlt Berwald-derivaldsnak ugyana-
zok a geodetikusai (4.4.4. lemma). Ez a tulajdonsag pontosan
akkor teljesiil, ha Sq¢ spray (4.4.6. allitas).

(f) Egy ¢ € Diff(M) leképezés affinitisa egy (M sokasig
folotti) H Ehresmann-konnexiénak, ha megoérzi a geodetikuso-
kat mint parametrizalt gorbéket (v.6. 3./(c)). A H Osszes af-
finitdsa altal alkotott csoportot Aff(H)-val jeloljiik. Ugyanigy

definidlhatjuk egy 7*7-n értelmezett D és egy M-en adott D
kovarians derivalds Aff(D) és Aff (ZO)) affinitascsoportjat. Az (e)
pontban tett észrevételekbdl azonnal adddik, hogy

Aff(H) = AF(Sy) (4.4.3. kovetkezmény);
és hogy
Aff(H) = Aff(V), ha H homogén (4.4.5. kévetkezmény).

Mivel Aut(Sq) = Aff(Sq¢) (lasd 3.2.5.), a 4.5.6. tétel a kovet-
kezo fontos eredményhez vezet:
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4.5.7. Kovetkezmény. ¢ pontosan akkor automorfizmusa
a H Ehresmann-konnexionak, ha affinitdsa H-nak és ¢4 o T® =
TS o py.
Végiil, tekintve egy D kovarians derivélast az M sokasagon, 1j

jellemzését adjuk a D-automorfizmusoknak.

[¢]

4.5.8. Tétel. ¢ € Aut(D) pontosan akkor teljesiil, ha
o € Aff(D) és oy o isT = isT o pu, ahol T(X,Y) =
iL(T(D)(X,Y))", T(D) D torzigja és X,Y € X(M).

5. Vonalelem D-sokasagok

Ebben a fejezetben a 1*1 nyaldbon adott kovaridns de-
rivdlasokat vizsgdlunk. Tobbféle reqularitds-fogalmat vezetiink be
és jellemezzik ezeket. Megmutatjuk, hogy barmely T*71-on adott
reqularis kovaridns derivdldsbol kanonikusan szdrmaztathato
eqy FEhresmann-konnexio. Konstrukcioink eqy FEhresmann-
konnexio tenzidjdnak 1ij interpretdacidjihoz is elvezetnek. A
fejezet f6 eredményei (5.4.7., 5.4.9., 5.4.11.) korabbi dllitasok
(4.5.6., 4.5.8.) dltaldnositdsai a T*T visszahizott nyaldbon adott
requldris kovarians derivdlasokra.

(a) Vonalelem D-sokasdgon olyan (M, D) part értiink, ahol
M egy sima sokasag, D pedig kovarians derivalas a 77 vissza-
hizott nyalabon. A D-hez tartozdé DY v-kovaridns derivdldst a
DLY = DY (X,Y € Sec(t*7)) el6irdssal értelmezziik. D
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torzioja a

formulédval definialt T'(D) (é)—tenzor. Az

~ ~

$(X,Y) := Vo X — DX X,Y € Sec(r*7)

eloirassal adott 8 kiilonbségtenzort D Finsler-torziojaként is
emlitjiik. Ha egy JH Ehresmann-konnexiot is kijeloliink M
folott, akkor a D kovaridns derivalas T (H-) horizontdlis
torzidgjat, TV(D) (H-) wertikdlis torziéjat, és P horizontdlis
kulonbségtenzorat rendre a

T(X,Y) := Dy zY — Dys X — j|HX, HY],

P(X,Y) := Dy Y — VyzY.

formuldkkal vezetjiik be, ahol X,Y € Sec(r*7), &,n € X(TM).
Megjegyezziik, hogy P(X,Y) = TY(D)(HX,iY).

(b) Legyen D kovarians derivalas 7*7-n. A p := DJ, illetve
w o= poi (1)—tenzort D deflexidojanak, illetve v-deflexidjanak
nevezziik. D reqularis, ha p¥ fibrumonként injektiv; erdsen re-
guldris, ha p' = lgee(r=7); vertikdlisan természetes, ha DY = VY.

5.1.4. Lemma. p' = Igec(r+r) — 153 .

5.1.6. Kovetkezmény. Egy kovarians derivalas pontosan
akkor vertikalisan természetes, erGsen regularis, illetve regularis,
ha 8 =0, is8 = 0, illetve ha lgec(r+r) — 158 bijektiv. A vertikdlis
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természetesség maga utan vonja az erls regularitast, az erdos
regularitasbol pedig kévetkezik a regularitas.

(c) Legyen D kovaridns derivdldas 7*7-n és legyen
H M folstti Ehresmann-konnexi6. Ha D%Y = Dy Y
(X,Y € Sec(r*7)), akkor azt mondjuk, hogy D" a H-hoz tar-
tozé h-kovaridns derivdlds. D H-deflezidja a p°t := D"§ = poXH
G)—tenzor. D H-hoz csatolt, ha Ker(u) = Im(H); D erdsen
csatolt a H-hoz, ha p =V. Megmutatjuk a kovetkezdket:
— egy H Ehresmann-konnexio altal indukalt Berwald-derivalas
pontosan akkor erésen csatolt H-hoz, ha H homogén (5.1.8.);
— D akkor és csak akkor csatolt H-hoz, ha reguldris és p’t = 0

(5.1.9./(1));

— D pontosan akkor erdsen csatolt J-hoz, ha erésen regularis
és 't =0 (5.1.9./(2)).

(d) Legyen D reguldris kovaridns derivalds a 71*7
visszahuzott nyaldbon. A 5.2.1. tétel, 5.2.2. és 5.2.7.
allitasok eredményeit a kovetkezoképpen foglalhatjuk Ossze:
Egyértelmiien Iétezik olyan Hp Ehresmann-konnexio, hogy D
H p-deflexidja eltilinik. Bazikus vektormezokén Hp hatasat a

Hp(X) = X —i(n') ' Dxed, X € X(M).
Osszefiiggés adja meg. A H p-hez tartozoé horizontalis projektor a
hD = 1X(TM) — i(/,bv)_lDXc5

leképezés, és Im(Hp) = Ker(u). Hp akkor és csak akkor
szarmazik szemisprayb6l a 4./(b) szerinti értelemben, ha
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T(X,Y)=P(X,Y)—P(Y,X) (X,Y €Sec(r*7)), ahol T és P a
Hp-hez tartozé horizontalis torzio, illetve kiilonbségtenzor. Ha
— specialisan — D erésen regularis, akkor Hp(X) = X¢—1iD x4,
hD = ]-.”f(TM) —1o0 M-

Hp-t a D altal indukalt Ehresmann-konnexionak nevezziik.

(e) Legyen adott egy H FEhresmann-konnexid, és legyen
V a H altal indukalt Berwald-derivalas. Ekkor tekinthetjiik
a V altal indukdlt Hy Ehresmann-konnexiot, és a kovetkezo
eredményhez jutunk:

A tenzié interpretacidja (5.2.4.) : it = H — Hy .

(f) A dolgozat f6 részét lezard 5. fejezetben tobbféle jel-
lemzést adunk egy 7*7-n értelmezett D reguléris kovaridans de-
rivalas automorfizmusaira. Az 5.4.7., 5.4.9. és 5.4.11. tételek
eredményei az aldbbiakban foglalhatok Gssze.

Tekintve a D altal indukalt Hp FEhresmann-konnexiot, és
képezve erre vonatkozéan a TS, T és TV (D) torzidkat, valamint a
P kiilénbségtenzort, egy ¢ € Diff (M) diffeomorfizmusra a kévet-
kezo allitasok ekvivalensek:

(i) ¢ € Aut(D).

(ii) ¢ € Aut(Hp), és ¢ eleget tesz a o 08 = 80 (P X Yu),
wy 0P =Po (pu X pu) relacicknak.

(iii) ¢ € Aff(D), és ¢ eleget tesz a @u o TS = T® o py,
w08 =80 (pu X px), oz 0P =Po (pxr X pu) relacicknak.
(iv) ¢ € Aff(D), és ¢ eleget tesz a ¢y o T(D) =
T(D)o ((@x)# % (0x)s), 0 TV(D) = TY(D) o ((@u) s X (@) %)
reldcioknak.
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6. Appendix: a koordinatas nézopont

Az Appendixben levezetjiik egy szemispray koefficienseinek,
egy Ehresmann-konnexio és egy, a 7*7 nyalabon adott kovarians
derivalas, valamint egy tetszoleges m vektornyalabon adott ko-
varians derivalas Christoffel-szimbdélumainak transzformacios
szabdlyat térképcsere esetén. Mai nyelven torténd (de koor-
dinatas) leirdsat adjuk a Varga Ott6 altal bevezetett invarians
differencidlnak. Kideril, hogy ez az operator azonosithaté a
Hashiguchi-féle ,,vonalelem-sokasagon adott affin konnexi6”-val,
és hogy mindkét differencidlasi eljaras a disszertacioban sze-
replé, a 77 nyaldbon értelmezett kovarians derivalas egy-egy
lokélis megjelenitésének tekinthetd.
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Introduction

The main purpose of our Thesis is to describe the exact
relation between the automorphism group and the affinity
group in the case of an Ehresmann connection and of a regular
covariant derivative operator on the pull-back bundle 7*7
(where 7: TM — M is the tangent bundle of a manifold M).
Working on these problems we also obtained, as a by-product,
some interesting new and partly new results concerning the
general theory of Ehresmann connections and covariant deriva-
tives, including new proofs of important known theorems.

The Thesis consists of five chapters and an appendix.
In Chapter 1 we fix our basic notation, conventions, recall
some fundamental concepts and facts, and make some simple
observations of technical character.

In Chapter 2 we introduce the special concepts and con-
structions which we need for our investigations (canonical
objects on the tangent bundle, push-forward of vector fields
and sections, etc.).

In Chapter 3 we show that the automorphism group and
the affinity group of a semispray coincide.

Chapter 4 is devoted to Ehresmann connections. In the
first section we give a simple, partly new proof of a funda-
mental theorem, discovered independently by M. Crampin and
J. Grifone. In terms of the difference tensor of two Ehresmann
connections, we give a new interpretation of the strong torsion
of an Ehresmann connection, which leads to a simple deduction
of further classical theorems. The main results of the chapter are
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presented in section 4.5. We show that the automorphism group
of an Ehresmann connection is a subgroup of the automorphism
group of the Berwald derivative associated to the connection.
We prove that a diffeomorphism of the base manifold is an
automorphism of an Ehresmann connection, if and only if, it
is an automorphism of the associated semispray and preserves
the strong torsion. This result leads to a characterization of
automorphisms as strong-torsion preserving affinities, and,
after a careful discussion, a strengthening of the analogous
result concerning the automorphisms of a D-manifold.

In Chapter 5 we deal with covariant derivatives on 7*7.
We introduce and characterize different regularity conditions
and associatedness concepts. Starting from a regular covariant
derivative, we construct a natural Ehresmann connection H
such that the JH-deflection of the covariant derivative vanishes.
In particular, we obtain a new interpretation of the tension of
an Ehresmann connection. The main results of the chapter cha-
racterize the automorphisms of a regular covariant derivative
as affinities which preserve some torsions.

Throughout the Thesis, we formulate our definitions
and theorems intrinsically, i.e., in an index-free manner,
but we also pay attention to their description in terms of lo-
cal coordinates; the whole Appendix is devoted to these aspects.

In the following we present a more detailed summary of the
contents of the Thesis, chapter by chapter.
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1. Vector bundles and covariant diffe-
rentiation

The aim of the first chapter is to fix our notation, conven-
tions, and to recall some basic concepts and facts which will be
used throughout the Thesis.

(a) By a manifold we always mean a connected, Hausdorff,
second countable smooth manifold of finite (positive) dimen-
sion. C*°(M) is the ring of smooth real-valued functions on a
manifold M, Diff(M) denotes the group of diffeomorphisms of
M.

(b) A real vector bundle of rank k over a manifold M is a
smooth map m: E — M such that
(1) each fibre E, := 7 '(p), p € M is a k-dimensional real
vector space;
(2) for each p € M there is a neighbourhood U of p in M and a
diffeomorphism ¢: U x R¥ — 7~1 (1) such that for each ¢ € U,
the map

v € RF — ¢(q,v) € E,

is a linear isomorphism.

Then E, M and 7 are called the total space, the base manifold
and the projection, respectively. A smooth map c: M — FEis a
section of m if moo = 1,;. More generally, a section over an open
subset U C M is a smooth map o: Y — E with moo = 1.
Sec(m) denotes the C'°°(M)-module of sections of 7.
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If 7: E — M is a real vector bundle of rank k, then for
each point p € M there exists a neighbourhood U of p and a
family (04)%_, of sections over U such that the map

141
UxRY a7 U), |q, | : = vlo(q) + -+ vFor(q)

Vi

is a diffeomorphism. This is a characteristic property of vector
bundles, used in the Thesis as the defining property.

(c) If my: By — M, and mo: Es — M are two vector
bundles, then a bundle map of m into 7y is a pair (F, f) of
smooth maps F': £y, — FE5 and f: My — M, such that
7o 0 ' = fom, and for each p € M; the restriction F' [ (Ey),
is an (R-) linear map of (Ei), into (E2)f,)- A bundle map
(F, f) is called an isomorphism if F' is a diffeomorphism. An
automorphism of a vector bundle is an isomorphism of the
bundle onto itself.

(d) Let my: By — M and my: Es — M be vector bundles
with common base manifold. Then a smooth map F': F; — FE5
is said to be a strong bundle map if (F,1,7) is a bundle map
of m into my. Throughout the Thesis is (tacitly) used the
fundamental lemma of strong bundle maps (1.2.2): a map
F: Sec(m) — Sec(my) is C°°(M)-linear, if and only if, there
is a strong bundle map F': Ey — E5 such that F(o) = F o 0,
for all o € Sec(m).
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(e) If (F,f) is an automorphism of the vector bundle
w: E — M, then the push-forward of a section o € Sec(mw)
by F'is the section

Fuo:=Fooof .
Then for any function h € C*°(M) we have
Fy(ho) = (ho f ) Fyo.

(f) The tangent bundle of an n-dimensional manifold M
is the vector bundle 7: TM — M (denoted also by 7as)
whose fibre at a point p € M is the tangent space T,M. If
p: M — N is a smooth map, then its tangent map or deriva-
tive p,: T'M — TN is given by

(p:)(v)(h) :==v(hoy);  veT,M, he C®(N).
Then (p4, @) is a bundle map of 7, into 7, and hence

TN O@Px = POTM, TTN O Pxx = Px OTT M-

(g) X(M) := Sec(tpr) is the C°°(M)-module of vector fields
on M; [X,Y] is the Lie bracket of X, Y € X(M). If £ € X(T'M)
and A: X(TM) — X(TM) is a type (}) tensor on T'M, then

their Frlicher-Nijenhuis bracket is the () tensor [£, A] given
by

(&, Aln = [€, An] = A[§,n],  n e X(TM).

(h) Two vector fields X € X(M), Y € X(N) are cal-
led ¢-related with respect to a smooth map ¢: M — N if
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00X = Yoy;then we write X ~ Y. If ¢ € Diff (M), then px X
©

(see (e)) is the unique vector field on M which is ¢-related to X.

(1) We denote by % the canonical vector field on R arising
from the usual chart (R,7) := (R, 1g). The wvelocity field of a
(smooth) curve v: I — M is 7 := 7,0 C?—T, the acceleration field
of ~ is

R S Jdy o d
TETE G T\ ar L dr

If p: M — M is a smooth map, then
POY= x0T,  POY= Pu 0.
(3) A covariant derivative in a vector bundle 7: E — M is
a map

D: X(M) x Sec(mw) — Sec(m), (X,0) — Dxo

such that D is tensorial in X and a derivation in o. If (F, f) is
an automorphism of 7, and

(F*D)xo := F,' Dy, x Fyo,

then F'# D is also a covariant derivative in 7, the pull-back of
D via F. If F#D = D, then F is called an automorphism of D.
Aut(D) denotes the group of automophisms of the covariant
derivative D.
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(k) Let m: E — M be a vector bundle, and ¢: I — M a
smooth curve. A smooth map s: I — FE is said to be a section
along c if m o s = c¢. The sections along ¢ form a C*°(I)-module
denoted by Sec.(w). If D is a covariant derivative in m, then
there is a unique R-linear map D.: Sec.(m) — Sec.(w) such
that
(1) if s € Sec.(w) and f € C°(I), then D.(fs) = f's+ fD.s,
(2) if 0 € Sec(w) and s := 0 oc, then (D.s)(t) = Dyyyo, t € 1.
D, is called the covariant derivative along c.

(1) The pull-back of Tas over T is the vector bundle 77 with
total space

TM xp TM = {(v,w) € TM x TM | 7(v) = 7(w)},

and projection (v,w) € TM x TM —— v € T M. We also consi-
der the vector bundle ¥ 7, where 7: TM — M is the deleted
bundle for 7, i.e., TM = TM \ o(M), o € X(M) is the zero

vector field, and 7 := 7 {IO’M.
The C*°(TM)-module Sec(7*7) is generated by the basic
vector fields

X:veTMw— Xv):=(v,X(r(v)) € TM x 3 TM, X € X(M).

The section §: v € TM — §(v) := (v,v) € TM xp TM is
called the canonical section of 7.

(m) By a geodesic of a covariant derivative
D: X(TM) x Sec(t*1) —— Sec(7"7) we mean a regular
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curve v: I — M satisfying the condition D;(d o %) = 0.
Equivalently (see (k)/(2)), v is a geodesic of D, if and only if,
Dw)d =0, forallt el.

2. Structures on the tangent bundle

In this chapter we offer a brief summary of the basic
canonical objects living on the tangent bundle Ty;. In particular,
we describe, how these objects change under a push-forward
operation.

(a) f¥:=forand f:veTM+— f(v) :=v(f) € R are
the wvertical and the complete lift of a function f € C°°(M),
respectively. If ¢o: M — M is a smooth map, then

(fop) = fCop..

(b) A vector field £ on T'M is called wvertical, if £ ~ 0; the

vertical vector fields form a subalgebra XV(T'M) of the Lie
algebra X(T'M). The vertical lift of a vector field X on M is the
unique vertical vector field XV which satisfies XV f¢ = (X f)¥
for all f € C°°(M). We have a canonical vertical vector field,
the Liouville vector field C' on T M. It may be characterized by
the two conditions C'f¥ =0 and C f¢ = f€, for all f € C*(M).

(c) The complete lift of a vector field X € X(M) is the
unique vector field X¢ € X(T'M) satisfying X¢f¥ = (X f)"
and X°f¢ = (X f)© for all f € C>°(M). Then X¢ ~ X, and
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X ~ Y implies X¢ ~ Y (Lemma 2.1.3). If ¢ € Diff(M), then
¥ P

(0x)2 X = (pX)".

(d) We have the canonical exact sequence

0 — TM x 3y TM —— TTM =~ TM x 3y TM — 0
of strong bundle maps defined by
i(v,w) :=¢(0), c(t):=v+tw (teR),
and  j(z) := (trm(2), 74 (2))-

J := 10 is said to be the wvertical endomorphism of T'T' M. By
1/(d), i and j induce C°°(T' M )-homomorphisms at the level of
sections, which we denote by the same symbols. We have the
relations

C =i6, [C,J] = —J;

and, for each X € X(M),

A~

iXe=X, joXx'=0, JX°=X', [X"J]=[XJ]=0.

It is easy to check that jo#4 = d o4, for any smooth curve
v: I — M (Lemma 2.2.1).

(e) If ¢ € Diff (M), and ¢, x ¢, denotes the map

(u,v) € TM X3 TM —— (i (u), px(v)) € TM Xy TM,
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then (@ X @4, ps) is an automorphism of 7*7. We denote by

~

o4 X the push-forward of a section X € Sec(7*T) by s X Qy4;
then (confer 1/(e))

X = (P« X pu) 0 X 0.

We have, in particular, for any vector field X on M,
X = pp X (Lemma 2.3.2), and p46 = 0.
Lemma 2.3.3. If p: M — M is a smooth map, then

Prx 01 =10 (P X ), {Psx X Px) 0J =] O Pus,
@**OJ:JOQO**.

If ¢ is a diffeomorphism, then (Corollary 2.3.4)
(pe)3C =0, ()X = (pgX)" (X € X(M));

furthermore (Corollary 2.3.5)

(px)g oi=1o0py, Yu 0] =jo (ps)s,
(90*)# oJ=Jo (90*)#-

3. Spray manifolds

In this chapter we define the second-order vector fields and
their most important mutations. We collect some basic facts
on semisprays, and we have a first look at their affinity and
automorphism groups.
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(a) A map S: TM — TTM, smooth on TM, is said to
be a semispray, if 7rpr 0 S = 11y, it sends zeros to zeros, and
satisfies the condition jS = § (or, equivalently, JS = C). A
semispray is called a second-order wvector field, if it is smooth
on its whole domain. By a spray we mean a semispray of class
C', which is positive-homogeneous of degree two in the sense
that [C,S] = S. An affine spray is a spray of class C?.

(b) If S is a semispray on T'M, then

JIJE S| =J¢ forall €€ X(TM) —  Grifone’s relation;
(XY, 8] = XS 47, ne X (TM), forall X ex(M).

(c) A regular curve v: I — M is a geodesic of a semispray
S if its velocity field is an integral curve of S, ie., Soy=4. A
diffeomorphism ¢: M — M is an affinity (or totally geodesic
transformation) of S if it preserves the geodesics considered as
parametrized curves, i.e., if

gp;;’y:SOgOC.J’)/, for all geodesic v: I — M.

The affinities of a semispray S form a Lie group, denoted by
Aff(9).

(d) If S is a semispray and ¢ € Diff(M), then (p,)xS is
also a semispray, which remains a spray, if .S is spray. ¢ is called
an automorphism of S, if (p.)xS = 9, ie, 0SS = S0 p,.
Aut(S) denotes the group of automorphisms of S.
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(e) We have the following simple results (3.2.2, 3.2.5): if S
is a semispray and ¢ € Diff (M), then

(pex 0 S —Sop,)ody =0, for all geodesics ~v: I — M;
AfF(S) = Aut(9).

4. Ehresmann connections

This chapter is devoted to our investigations on Ehresmann
connections. On the one hand, using new ideas and tools, we
reproduce some important known results (4.1.8, 4.3.2-4.3.5).
On the other hand, and this is the main result of the chapter, we
characterize the automorphisms of an Ehresmann connection
in terms of its affinities and strong torsion (4.5.7). After a
careful discussion, we obtain a strengthening of the classical
theorem: ’a diffeomorphism is an automorphism of a covariant
derivative on a manifold, if and only if, it is an affinity and
preserves the torsion’.

(a) Roughly speaking, an Ehresmann connection H over
a manifold M is a left splitting of the canonical exact se-

quence in 3/(d), smooth only on TM x TM, and given on
o(M) xp TM by H(o(p),v) := (0x)p(v); p € M, v € T,M.
We associate to any Ehresmann connection H the horizontal
projector h := H o j, the wvertical projector v = 177y — h, the
vertical map V :=i~! ov and the semispray Sy := H o . The
horizontal lift of a vector field X € X(M) with respect to H is

X" = H(X) = hX° € X(TM).
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(b) If S is a semispray over M, then there is a unique Eh-
resmann connection Hg such that

Hs(X) == (X—[X",S]) forall X € X(M) (Crampin),

with horizontal projector

hs = 5 (Laerany ~ [S.9]) (Grifond)

(Proposition 4.1.3).

(c) Let H be an Ehresmann connection over M. If
VeY = j[vE, HY] + V[ iY]; €€ X(TM), Y € Sec(? 1),

then V is a covariant derivative in ’?'*7', called the Berwald de-
rivative induced by . The operators V" and V" defined by

VY i=VygV  and VY :=ViV (X,Y €Sec(? 7))

are called the h-Berwald derivative (belonging to H) and the
(canonical) vertical derivative, respectively. The latter does not
depend on the choice of the Ehresmann connection. The tension
t, the torsion T, and the strong torsion T® of H are defined, re-
spectlvely, by t := V"6, T(X Y) Vh Y — Vh X — J[J-CX J-CY}

(X,Y € Sec(# 7)) and TS := t + isT. 9{ is called homogeneous
if its tension vanishes. In the homogeneous case the associated
semispray Sq¢ is a spray. Conversely, if Sq¢ is a spray, then
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t(0) = 0 (Lemma 4.2.3).

Proposition 4.3.2. %iTS = H — Hg,,, where Hg,, is the
Ehresmann connection determined by Sg¢ accoroding to (b).
As a corollary, we obtain that the following three conditions
concerning an Ehresmann connection H are equivalent: (i) the
strong torsion of H vanishes; (ii) H = Hg,,; (iii) t = 0 and
T =0 (4.3.3, 4.3.4). 4.3.2 also implies

Corollary 4.3.5 (unicity theorem). An Ehresmann connec-
tion is uniquely determined by its strong torsion and associated

semispray.

(d) If H is an FEhresmann connection over M and
¢ € Diff(M), then o*H := ! o H o (¢, x ¢,) is also an
Ehresmann connection, the pull back of H wvia ¢. If o#*H = K,
and hence ., o H = H o (@, X @.), then ¢ is called an auto-
morphism of H. Aut(H) denotes the group of automorphisms
of J{. The following are equivalent:

(1) peAut(H), (i) (P« X ps)oV=Voop.,
(111) Pxx O h=ho Osxex s (1V) Pxx OV =V O Py,
(v) (pe) 2 X" = (@ X)", forall X € X(M)

(Proposition 4.5.2). If one, and hence all of these conditions are
satisfied, then t, T and T*® satisfy the relations

ppot=topyu, puroT =To (px X px), px 0T =T 0 py

(Proposition 4.5.3).
Propositions 4.5.4 and 4.5.5. Let H be an Ehresmann
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connection over M, and let V be the Berwald derivative induced
by H. Then

Aut(H) € (Aut(V) N Aut(Sx)) .
Conversely, if S is a semispray over M, then
Aut(S) C Aut(Hg).

Theorem 4.5.6. A diffeomorphism ¢ of M is an au-
tomorphism of an Ehresmann connection H over M, if and
only if, ¢ € Aut(Sy¢) and satisfies the relation ¢ oT® = TSop.

(e) A regular curve v: I — M is said to be a geodesic
of an Ehresmann connection H if Vo4 = 0, or, equivalently,
if ho# = 4. The geodesics of H coincide with the geodesics
of the associated semispray Sg¢ (Proposition 4.4.2). If H is
homogeneous, then J{ and the Berwald derivative induced by
H have the same geodesics (Lemma 4.4.4). The latter property
holds, if and only if, Sq¢ is a spray (Proposition 4.4.6).

(f) A map ¢ € Diff (M) is said to be an affinity of an Eh-
resmann connection I over M, if it preserves the geodesics as
parametrized curve (cf. 3/(c)). Aff(H) denotes the group of affi-
nities of H. We define in the same way the affinity groups Aff( D)

and Aff (lo?) of a covariant derivative D in 7"7 and a covariant

derivative D on M , respectively. Our observations in (e) imply
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immediately the following corollaries:

Aff(H) = Aff(Sy) (Corollary 4.4.3);
Aff(H) = Aff(V), if H is homogeneous (Corollary 4.4.5).

Since Aut(Sq¢) = Aff(Ss¢) by 3.2.5, Theorem 4.5.6 leads to the
important

Corollary 4.5.7. ¢ € Aut(H) if and only if p € Aff(H)
and @4 oT® =T o pu.

Finally, we consider a covariant derivative D on the manifold

[¢]
M, and give a new characterization of D-automorphisms.
o <]

Theorem 4.5.8. ¢ € Aut(D) if and only if p € Aff(D)
and gy 0isT = isT o @u, where T(X,Y) =i~ (T(D)(X,Y))"
(T(lo?) is the torsion of D; X,Y € X(M)).

5. D-manifolds with line-elements

In this chapter we consider covariant derivatives in the
pull-back bundle 7*1. We define various regularity concepts and
characterize them. We show that any regular covariant deriva-
tive in 7T gives rise to canonically an FEhresmann connection.
These constructions lead naturally to a new interpretation of
the tension. The main results of the chapter (5.4.7, 5.4.9,
5.4.11) generalize our previous results (4.5.6, 4.5.8) to this
context.

(a) By a D-manifold with line-elements we mean a pair
(M, D) consisting of a manifold M and a covariant derivative D
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in 7°7. The v-covariant derivative D" belonging to D is given
by DLY = D3 Y (XY € Sec(777)). The torsion T(D) of D is
defined by

T(D)(&,n) = Dejn — Dyj& — j[€,n); §,mexX(I'M).

The difference tensor 8 given by

~ ~

$(X,Y) := Vo X — DX X,Y e Sec(r*7)

is mentioned as the Finsler torsion of D. In the presence of an
Ehresmann connection H we define the (H-) horizontal torsion
T, the (H-) vertical torsion TV(D), and the horizontal difference

tensor P as follows: for each X,Y € Sec(r*7); &,n € X(T' M),

T(X,Y) := Dy 3Y — Dys X — jIHX, HY],
P(X,Y):= Dy Y — Vs 5Y.

We note that P(X,Y) = TV(D)(HX,iY).

(b) Let D be a covariant derivative in 7*7. The G) tensors
= Dé and p” := poi are said to be the deflection and the
v-deflection of D, respectively. We say that D is regular, if p" is
fibrewise injective; strongly reqular, if p' = lgec(r+7); vertically
natural, if DY = VV.

Lemma 5.1.4. p" = lgec(r+r) — 159 .

Corollary 5.1.6. D is vertically natural <— 8 =0; D is
strongly regular <= 158 = 0; D is regular <= lgec(r+7) — 153
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is bijective. Vertical naturality implies strong regularity, strong
regularity implies regularity.

(c) Let a covariant derivative D in 7*7 and an Ehresmann
connection H over M be given. Define the h-covariant deri-
vative D" by D%Y = Dy .Y for all X,Y € Sec(7*7). Then
= D"6 = 1o H is said to be the H-deflection of D. D is
associated to I, if Ker(u) = Im(H); D is strongly associated to
H, if p=V. We show:

— the Berwald derivative induced by H is strongly associated
to H, if and only if, H is homogeneous (5.1.8);

— D is associated to I, if and only if, D is regular and p’* = 0
(5.1.9/(1));

— D is strongly associated to H, if and only if, D is strongly
regular and p?¢ =0 (5.1.9/(2)).

(d) Let D be a regular covariant derivative in 7*7. The re-
sults of Theorem 5.2.1 and Propositions 5.2.2, 5.2.7 may be sum-
marized as follows.

There is a unique Ehresmann connection Hp such that the Hp-
deflection of D vanishes. On basic vector fields Hp acts by

A~

Hp(X) =X —i(p') ' Dx-d, X e X(M).
The horizontal projector associated to Hp is
hp = 1y — () ' Dxe<6;

and Im(Hp) = Ker(u). Hp is generated by a semispray ac-
cording to 4/(b), if and only if, T(X,Y) = P(X,Y) — P(Y, X)
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(X,Y € Sec(r*7)), where T and P are the horizontal torsion
and difference tensors with respect to Hp. If, in particu-
lar, D is strongly regular, then Hp(X) = X¢ — iDx<d,
hp = lgx@m) —iop Hp is said to be the Ehresmann
connection induced by D.

(e) Let an Ehresmann connection H be given, and let V be
the Berwald derivative induced by J{. Then we may consider
the Ehresmann connection Hy induced by V, and obtain the
following

Interpretation of the tension (5.2.4): it = H — Hy .

(f) Finally, we turn to the various characterizations of the
automorphisms of a regular covariant derivative D in 7*7, and
summarize the result of Theorems 5.4.7, 5.4.9, 5.4.11. We con-
sider the induced Ehresmann connection Hp, and form the tor-
sions T®, T, TV(D) and the difference tensor P with respect to
Hp. For a diffeomorphism ¢ of M the following are equivalent:
(i) ¢ € Aut(D).

(ii) ¢ € Aut(Hp) and ¢ satisfies the relations ¢@x o § =
80 (g X g), oy 0P =P o (pg X vz).

(iii) ¢ € Aff(D) and ¢ satisfies the relations 4 o TS = TS oy,
P08 =80 (g X px), pp 0P =P o (g X pz).

(iv) ¢ € Aff(D) and ¢ satisfies the relations ¢4 o T(D)

T(D)o((pu)# X (pu)g), oz 0T (D) = T (D) o () X (%)#;
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6. Appendix: a coordinate view

We deduce the rules of transformation under a change of the
chart of the functions (semispray coefficients, Christoffel sym-
bols) which describe locally, i.e., in a chart, our basic objects.
We present a modern interpretation of the invariant differential
introduced by Otté Varga [42]. It turns out that this operator,
as well as Hashiguchi’s ’affine connection in a manifold with
line elements’ ([23]) are just different sides of the same coin, a
covariant derivative operator in 7*7 in the sense of the Thesis.
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