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Bevezetés

A fliggvényegyenletek kulcsfontossagu szerepet toltenek be a matemati-
ka kiilonboz6 dgaiban, mint példdul a matematikai analizisben, a geometri-
aban, az informacidelméletben. Ezen tdlmenden a matematikan kiviil mas
tudomdnyteriileteken (a fizikdban, biol6gidban, kdzgazdasdgtanban, pszi-
cholégidban, szocioldgidban) is szdmos probléma megolddsdndl taldlkozha-
tunk fiiggvényegyenletekkel.

A fiiggvényegyenletek az utobbi id6ben helyet kaptak a kozép-, s6t al-
taldnos iskolai versenyeken is. A versenyfeladatok szintjén megjelend e-
gyenletek egyik jellegzetes tipusa egyetlen ismeretlen fiiggvényt tartalmaz,
amely tobbféle argumentummal szerepel. A megoldds alapgondolata az ar-
gumentumok tdjrahelyettesitése, amivel az egyenletbdl olyan egyenletrend-
szer kaphat6, amely elemi eszkdzokkel megoldhaté.

Az értekezés elsd négy fejezetének motivacidjat pontosan az emlitett ver-
senyfeladatok, valamint Babbage [5] idevdg6é munkdssdga adja. Vizsgala-
tunk kozéppontjdban az

Fo(fogl,...,fOQT,id):O (D

egyenlet 4ll, ahol F': R"™*! — R, valamint g1, ..., g,: H — H adott fiigg-
vények és H C R nem iires halmaz. Természetesen ilyen altaldnossag-
ban nincs remény az ismeretlen f fiiggvény meghatirozasara, vagy akar
csak 1étezésének/egyértelmiiségének igazoldsdra. Ezért minden esetben fel-
tessziik, hogy g1, ..., gr csoportot alkot a kompozicié miiveletére nézve.
Ekkor a fenti egyenletet a g, elemekkel komponélva, r darab egyenlet nyer-
het$, melyben r darab ismeretlen, nevezetesen az f o g, fiiggvények szere-
pelnek.

Az értekezés elsd fejezetében a tovabbi vizsgalatokhoz elengedhetetlentil
sziikséges algebrai eszkozoket ismertetjiik, valamint a késébbiekben alkal-
mazott jelolésrendszert vezetjilkk be. A tovdbbi harom fejezetben az (1)
egyenletet kiilonboz6 alakokban tekintjiik, és ezek megoldhatésagat vizs-
géljuk.



A disszertéci6 6todik fejezetének f6 eredménye a szakirodalomban vizs-
gélt kétféle szubkvadratikus fiiggvényfogalom Osszehasonlitisa. Az egyik
definicié a konk4v fiiggvények azon geometriai jelentésének egy maddosi-
tasa, miszerint minden differencialhat6 konkav fliggvény érintdje a ,,fiigg-
vénygorbe folott halad”. Ehhez kapcsoléddan Shosana Abramovich, Gra-
ham Jameson és Gord Sinnamon a [3] és a [4] cikkekben vezette be az alabbi
definiciét: az f: [0, co[— R fiiggvény erdsen szubkvadratikus, ha minden
x > 0 esetén létezik olyan ¢, € R, hogy

fly) = f@) <c:(y—2)+ f(ly—=z]) (y=>0). (2)

A misik fogalom a normanégyzet egyenlet (paralelogramma azonossig,
vagy Jordan—von Neumann egyenlet) ,.egyenl6tlenség” véltozata. Ennek
megfeleléen azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény gyengén szubkvad-
ratikus, ha teljesiil az

f@+y)+flx—y) <2f(x)+2f(y) (v,y €R) 3)

egyenlbtlenség. A fejezetben attekintjiik a szubkvadratikus fiiggvények is-
mert, f6bb tulajdonsagait, majd a [12] cikkiinkre tdmaszkodva az emlitett
két fogalom kozotti kapesolatot tisztdzzuk.

1. Csoportelméleti hattér

A fejezet egy csoportelméleti 6sszefoglaléja azoknak a tételeknek, ame-
lyekre a kovetkezd harom fejezetben sziikségiink van. Ugyanitt torténik
a kés6bbiekben hasznalt jelolésrendszer rogzitése. Ebben a szakaszban az
egyik legfontosabb 4llitds az orbit-stabilizator tétel, amely kulcsfontossagu
szerepet jatszik a kovetkez fejezetek f6 tételeiben.

Lemma. Legyen H C R nem iires halmaz, G(H) fiiggvénycsoport, £ € H
tetszbleges. Ekkor

Ge(H) :=={g € G(H) | 9(§) = &}
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részesoportja G(H )-nak. Tekintsiik a G(H) csoport G¢(H) szerinti bal
oldali mellékosztdlyait. Ekkor a G(H )-beli g és h elemek pontosan akkor
tartoznak ugyanabba a mellékosztdlyba, ha g(&) = h(&), azaz £ orbitjdnak
elemszdma egyenld £ stabilizdtordnak G(H )-beli indexével.

A tovébbiakban sziikségiink lesz az indexhalmazon bevezetett * miivele-
tre. Legyen G = {g1,...,9r} egy tetszGleges csoport, s definidljuk a =
miiveletet az L = {1, ..., r} indexhalmazon a kovetkezd médon: i x j = k
pontosan akkor, ha g;g; = gx.

2. Linearis fiiggvényegyenletek és csoporthatasok

A fejezetben a

Y afogi=h
k=1

alaku linedris fliggvényegyenlet dltaldnos megolddsét hatdrozzuk meg. Itt
g1, .-, gy avalés szdmok halmazanak egy részhalmazan értelmezett olyan
fliggvények, melyek a fiiggvénykompozicié miiveletére nézve csoportot al-
kotnak, valamint o, ..., a, és h az el6bb emlitett halmazon értelmezett
adott, valds értéki fiiggvények. Ezen egyenletek megolddsa sordn az f o gy,
helyettesitésekkel az egyenletbdl tijabb egyenleteket kapunk. Mivel az ere-
deti fiiggvényegyenlet linedris volt, ezért ilyenkor egy linedris egyenletrend-
szerhez jutunk, igy alkalmas regularitési feltétel mellett, példdul a Cramer-
szabdly alkalmazasaval az egyenletrendszer megoldhat6 lesz. A fenti fiigg-
vényegyenletre egy stabilitasi allitast is megfogalmazunk. F§ tételiink az
alabbi médon hangzik:

Tétel. Legyen H C R nem iires halmaz, legyenek tovdbbd

giy---y9r: H—>H
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olyan fiiggvények, melyek a kompozicié miiveletére nézve csoportot alkot-
nak, valamint legyenek
ay,...,oph: H—R
adottak. Tegyiik fel, hogy az
A = [aj.-1 0 gi

mdtrix determindnsa nem nulla a H halmazon. Jelblje Ay, azt a mdtrixot,
melyet A-bol kapunk gy, hogy annak elsé oszlopdt a (h o g1,...,h o g;)
vektorral helyettesitjiik. Ekkor az

det A,

f= det A
modon definidlt fiiggvény egyértelmii megolddsa a

Zakfogk:h
k=1

egyenletnek H-n. Tegyiik fel tovabbd, hogy ¢: H — R eleget tesz az

.
‘Zawogk—h‘ <e.
k=1

egyenldtlenségnek. Ekkor teljesiil az
If — el <elAd M

osszefiiggés.

3. Nemlinearis explicit fiiggvényegyenletek

A harmadik fejezetben Charles Babbage angol matematikus vizsgélatai
altal motivdlva vizsgélatunk kézéppontjidban az

F(fogi,....fog)=h
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alaku fiiggvényegyenletek allnak, ahol ¢y, ..., g,, valamint F' és h adott
fiiggvények, tovabba {gi,...,g,} csoportot alkot a fiiggvénykompozicié
miiveletével. Meghatarozand6 az f ismeretlen fiiggvény. Ki fog deriilni,
hogy ezek az egyenletek csak bizonyos szdmu kezdetiérték feltétel mega-
ddsa mellett oldhat6k meg. Ezek szdmat az algebrai struktdra stabilizdtora
hatdrozza meg. FO tételiink igazoldsdban az inverzfiiggvény-tétel jatssza a
6 szerepet. Tételiink a kovetkezoképpen hangzik:

Tétel. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H és
G(H) = {91, cee 7gmn}

folytonos fiiggvények csoportjia a

oo g o G o Gmoven
g1 |91 Yn+1 -+ Gkn+l -+ Gm—-1)n+1
92 || 92 9n+2 -+ Gknt+2 - G(m—1)n+2
Sl I I : 4)
g || 9t 9n+t .-+ Gkn+l -+ Y(m—1)n+l
9n || Gn  G92n -+ G(k+D)n --- Imn

tdbldzat szerint. Legyen 1) € R"™, tovdbbd

p=(n,...,n) € R™

és h: H — R folytonos fiiggvény. Legyen F': R™" — R olyan folytonosan
differencidlhato fiiggvény, melyre

F(pyi) =hogi(§) (i=1,...,mn)
Definidljuk az A : R™" — M leképezést az aldbbi médon:

Ha A reguldris a p pontban és

Ge(H) C Z(G(H)),
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akkor létezik egy &-t tartalmazo, G(H)-invaridns nyilt Hy C H halmaz
és egy egyértelmilen meghatdrozott f: Hy — R differencidlhato fiiggvény,
amely teljesiti az
F(fogi(t),.... fogmn(t)) = h(t),
f o gkn+1(§)

I
=

egyenletet.

4. Nemlinearis implicit fiiggvényegyenletek

Ebben a fejezetben az

F(fogl,...,fogr,id) =0
alakd fiiggvényegyenletet vizsgéljuk, ahol {gi,..., g}, valamint F' adott
fiiggvények, tovabba {g, .. ., g- } csoportot alkot a kompozicié miiveletére
nézve. Vizsgdlatainkban az implicitfiiggvény-tétel, valamint a kozonséges
differencidlegyenletekre vonatkoz6 globdlis egzisztencia- és unicitdsi tétel
kap kulcsszerepet. F6 tételiink:

Tétel. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, & € H és

GH)=A91,--,9mn}

folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tabldazattal. Legyen n € R™,
tovabbd

p=(n,...,n) € R™"
és F: R™ x R — R olyan folytonosan differencidlhato fiiggvény, melyre
mindeni =1, ... ,mn esetén teljesiil, hogy

Definidljuk az A: R™ — M és B: R™" — R [eképezéseket az
Az, 1) := 041 F (244, 9:(1))],
B(@,t) = [Omnt1 F (4, 9i (1)) g4 ()]
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formula szerint. Tegyiik fel, hogy A reguldris a (p,&) pontban. Ha vagy
m = 1vagym > 2 ésazx — A 'B(x,t) leképezés Lipschitz a (p, &)
egy kornyezetében, akkor létezik egy G(H )-invaridns, nyilt, &-t tartalmazo
Hy C H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott f: Hy — R differen-
cidlhato fiiggvény, mely eleget tesz az

F(fogi(t),...,fogmn(t),t)=0
f o gens1(§) = .

)

egyenletnek.

Ezt kovetden az el6bb ismertetett tétel két kovetkezményét is ismertetjiik.
Az elsé kovetkezményben F' linedris fiiggvény. A tétel jeloléseit megtartva
az A(x,t) matrix csak a mdsodik véltozotdl fiigg, igy az @ — A(x,t)
leképezés Lipschitz tulajdonsdga azonnal adédik. Ez a kovetkezmény ha-
sonld allitast fogalmaz meg, mint az el6z6 fejezet fotétele, azonban ez egy
,»gyengébb” allitast, mivel itt a regularitasi feltételek erésebbek. A masodik
kovetkezményben a vizsgalt egyenlet nem linedris, de az A(z, ) matrix csak

az els6 valtoz6tdl fiigg.

Kovetkezmény. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H, és
G(H) ={g1,-- -+ gmn}

folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdbldzattal. Legyenek
QlyeneyQmn: H—R

folytonos fiiggvények, tovdabbd legyen h: H — R folytonosan differencidl-
hato. Definidljuk az aldbbi mdtrixot:

D(t) := [()éj*i—l o gi(t)].

Ha D reguldris a £ pontban, akkor létezik egy &-t tartalmazé G(H)-invari-
dns, nyilt Hy C H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott f: Hy — R
fiiggvény, mely eleget tesz az

arfogr+-+ mnf o gmn=nh
egyenletnek.
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Kovetkezmény. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H, és

G<H) = {glv v 79mn}
folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tabldzattal. Legyen n € R",
tovdbbd

p=,...,n) €R™
és legyen F': R™ x R — R folytonosan differencidlhato fiiggvény iigy,
hogy
teljesiil. Tegyiik fol, hogy a D: R™" — M,

D(CU) = [8]*271F(‘7}*Z)]

leképezés reguldris a p pontban. Ha vagy m = 1 vagy m > 2 és az
x — D7(x) leképzés Lipschitz a p kornyezetében, akkor létezik egy G(H)-
invaridns, &-t tartalmazo, Hy C H nyilt halmaz és egy egyértelmiien meg-
hatdrozott, differencidlhato f: Hy — R fiiggvény, mely eleget tesz az

f o grny1(§) =i

feltételnek és teljesiti az
F(fogi(t),.... fogmn(t) = h(t)
fiiggvényegyenletet.

A bemutatott eredményeket a [7], [8], [9] dolgozatokban kozoltiik, jelen-
tésen kiegészitve, megjavitva Bessenyei [6] tételeit.

5. Szubkvadratikus fiiggvények

Az otodik fejezetben ismertetjiik az ersen szubkvadratikus fliggvények
fogalmat: az f: [0,00] — R fiiggvényt erGsen szubkvadratikusnak mond-
juk, ha minden = > 0 esetén 1étezik olyan c, € R valds szdm, hogy

fly) = f(x) <ec(ly—2)+ f(ly—=z[) (yeR),
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majd néhdny elemi példat mutatunk azon fiiggvényekre, melyek eleget tesz-
nek az emlitett egyenlStlenségnek. Ezt kovetben leirjuk az er6sen szub-
kvadratikus fiiggvények legfontosabb tulajdonsdgait. Ezutdn megadjuk a
gyengén szubkvadratikus fliggvények definici6jat. Azt mondjuk, hogy az
f: R — R fiiggvény kvadratikus, ha teljesiti a normanégyzet egyenletet
(vagy paralelogramma azonossigot, vagy Jordan—von Neumann azonossé-

got):
flx+y)+ fx—y)=2f(z) +2f(y)  (2,y €R).

Ehhez kapcsol6ddan, mint ahogyan az additiv fiiggvényekbdl definidljuk a
szubadditiv fiiggvényeket, ugyantigy a kvadratikus fiiggvényekbdl definial-
hatjuk a gyengén szubkvadratikus fiiggvényeket: azt mondjuk, hogy az
f: R — R fiiggvény gyengén szubkvadratikus, ha minden x,y € R esetén
teljesiti az

fle+y) +flx—y) <2f(x) +2f(y)  (v,y €R)

egyenl6tlenséget. Ebben a szakaszban ismertetjiik ezen fiiggvények fon-
tosabb tulajdonsagait példakkal illusztralva. A fentiekben definidlt kétféle
szubkvadratika fogalom kozotti kapcsolat vizsgalatanak kérdése els6ként a
2007-ben, Noszvajon rendezett ,,Conference on Inequalities and Applica-
tions *07” konferencidn meriilt fel. Ebben a fejezetben precizen leirjuk a
kétféle definici6 kozotti kapesolatot. Ki fog deriilni, hogy ha f: [0, c0[— R
erdsen szubkvadratikus fiiggvény, akkor teljesiil az

fle+y)+ flx—y) <2f(z)+2f(y) (x>y=>0).

egyenlbtlenség. A vizsgalt fiiggvények értelmezési tartomdnya nem egyezik
meg, igy természetes modon adddik, hogy tekintsiik az er6sen szubkvadra-
tikus fiiggvények péros kiterjesztését, és az igy kapott fiiggvénynek vizs-
gdljuk a gyengén szubkvadratikus fiiggvényekkel val6 kapcsolatat. Latni
fogjuk, hogy ha f: [0, co[— R erGsen szubkvadratikus fiiggvény, akkor az
i R—=R,

_ f(z), haz >0
f(=x), haz <0
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mddon definidlt paros kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Az el6bbi té-
tel megforditasa nem igaz: azaz megadhato olyan f: R — R gyengén szub-
kvadratikus fiiggvény, melynek a [0, oo intervallumra val6 lesziikitése nem
erbsen szubkvadratikus. Ebben a szakaszban bevezetiink és megvizsgalunk

o~

egy harmadik egyenl&tlenséget, mely az el6z6ekhez szorosan kapcsolédik:

f@+y)+ flz—yl) <2f(x) +2f(y)  (z,y €R).
Megmutatjuk, hogy ha f: [0,00[— R er6sen szubkvadratikus fiiggvény,
akkor az f: R — R pdros kiterjesztése teljesiti az

fla+y) + flz —yl) <2f(x) +2f(y)  (z.y €R)

egyenlStlenséget. A szakaszban szerepld eredményeket a [12] cikkben pub-
likéltuk.
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Introduction

The theory of functional equations has applications in many areas of
mathematics, e.g. in geometry, in information theory, in probability theory,
in economics and in social sciences.

Motivated by some investigations of Babbage and a method of solving
certain functional equations arising in competition problems, we investigate
a class of functional equations.

Motivated by the feature of mathematical calculations, Babbage studied
examples of functional equations and their solutions, of increasing gener-
ality and complexity [S]. Denoting the identical mapping of R by id, the
general form of these equations is

Fo(fogl,...,fogr,id)zo )

where the functions F| g1, . . ., g, are given (with appropriate range and do-
main) and f is to be determined. Of course, there is no hope to give the
general solution of (5) under such general circumstances. As Babbage him-
self illustrates it via several examples, it may occur that, having a particular
solution, infinitely many functions f can be created satisfying the equation
above, although the family of such functions may not be the complete col-
lection of all solutions.

In the first chapter we summarize some results of group theory, which
we will use in the next chapters and we introduce the notations which will
be used in the dissertation. The following three chapters we investigate the
equation (5) in several forms.

The main part of the fifth chapter is the problem of investigating the con-
nections between the different concepts of subquadraticity. During the re-
cent years, subquadratic functions have been considered by several authors.
However, two different concepts of subquadraticity have been considered.

Using a simple modification of the geometric notion of concave func-
tions, in their papers [3], [4], S. Abramovich, G. Jameson and G. Sinna-
mon introduced the concept calling a function f: [0, co[ — R strongly sub-
quadratic if, for each x > 0, there exists a constant ¢, € R such that the
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inequality
fy) = f2) < caly —2) + f(ly — =) (6)

is valid for all nonnegative y.
The other concept of subquadraticity is related to quadratic functions:
a function f: R — R is called quadratic if it satisfies the square-norm
(in other terminologies also called parallelogram or Jordan—von Neumann)
equation
f@+y)+ fl@—y) =2f(x) +2f(y)
for all z,y € R. Based on this notion and analogously to the concepts of

additive and subadditive functions, f: R — R is called subquadratic if it
fulfils the inequality

flaty)+ flz—y) <2f(x) +2f(y)
forall z,y € R.

1. Preliminaries, terminology, group theory

In this chapter we summarize some results of group theory, which we will
use in the next chapters and we introduce the notations which will be used
in the dissertation. In this chapter the most important statemant the Orbit-
Stabilizer Theorem, which plays the key role in the proofs of the theorems
of the next chapters.

Lemma. Let H C R be a nonempty set, G(H ) be a group of functions. Let
& € H be arbitrary. Then

Ge(H) ={g € G(H) | 9(§) =&}

is a subgroup of G(H). Consider the left cosets of G¢(H) in G(H). Then,
the elements g and h of G(H) belong to the same left coset if and only if

9(&) = h(&).
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For our convenience, introduce the following concept. Assume G =
{g1,...,gr} is an arbitrary finite group. Define the operation * on the L via
the conventions ¢ x j = k if and only if g;g; = g;, holds.

2. Linear functional equations and group of
substitutions

In this chapter we consider the functional equation

.
> arfogr=nh,
k=1

where g1,...,9r; a1,...,0, and h are given functions with appropriate
domains and ranges. Furthermore we assume that the functions g1, ..., g,
generate a group under the operation of composition. Applying the compo-
sition f}, the equation can be reduced to systems of equations with unknowns
fx = f o gx after composition with g. The system is linear and hence if we
assume some reularity properties the solution can be expressed by Cramer’s
rule. In this section we prove a stability theorem for the investigated equa-
tion. The main theorem of this chapter is:

Theorem. Let H C R a nonempty set and
gi,---,9r H— H
be functions forming a group under the operation of composition. Also let
at,...,aqh: H—R
be given functions, and assume that the determinant the matrix
A= [ay-1 0 gi

is nonsingular on H. If Ay, stands for the matrix which is obtained from A
replacing the first column by, in turn, ho g1,...,h o g., then f: H — R
given by

f=detA/det A
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is the unique solution of

Zakfogk:h
k=1

on H. Moreover, if p: H — R satisfies the inequality
T
‘Zawogk - h’ <e,
k=1

then the next inequality holds:

f = ¢l < ell Ao

3. Nonlinear explicit functional equations

In the third chapter motivated by some investigations of Charles Bab-
bage, we study a class of single variable functional equations:

F(fogl,...,fogr):h,

where g1, . .., gr, F' and h are given functions and {g1, . . ., g, } form a group
under the operation of composition. It turns out that the algebraic struc-
ture of a stabilizer determines the number of initial value conditions for the
functional equation. In the proof of the main result, the Implicit Function
Theorem plays the key role. The main theorem is:

Theorem. Let H C R be a nonempty open set, £ € H, and

G(H) = {glv'-- 7gmn}
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be a group of continuous functions by the tabular

’ © H 91 9n+1 -+ Gknt+l - G(m—1)n+1 ‘
g1 | 91 Yn+1 -+ Gkn+l .-+ G(m—1)n+1
92 92 9n+2 -+ Gkn+2 -+ G(m—1)n+2
Sl s : ‘ : (N
gl 9t Gn+l ---  Gkn+l - G(m—1)n+l
gn || 9n  92n .-+ Gk+1)n --- Gmn

Letn € R™,

p=(n,...,n) € R™"
and let h: H — R be a continuous function, F': R™" — R be a continu-
ously differentiable function such that

F(ps«i) = hogi(§) (i=1,...,mn).
Define the mapping A : R™" — M by
A(x) = [0 F(24)]-
If A is regular at p and
Ge(H) C Z(G(H)),

then there exist a G(H )-invariant open set Hy C H containing & and a
unique differentiable function f: Hy — R satisfying the equation

F(fogl(t)7"'7fogmn(t)) = h‘(t)v
f o gkn+1(§) = .

4. Nonlinear implicit functional equations

In the fourth chapter of the dissertation we investigate the equations,
F(fogl,...,fogr) = h,
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where {g1, ..., gr} and F are given functions and {¢1, . . ., g, } form a group
under the operation of composition. In the investigations we utilise the Im-
plicit Function Theorem and the Global Existence and Uniqueness Theo-
rem.

Theorem. Let H C R be a nonempty open subset, £ € H, and
G(H) = {glv cee 79mn}

be a group of continuously differentiable functions by (7). Let n € R",

p=(n,...,n) € R™"

and let F': R™ x R — R be a continuously differentiable function such
that

F(psi; 9i(€)) =0

hold for all i = 1,...,mn. Define the mappings A: R™ — M and
B: R™ — R™" by

Az, ) :=[050i1 F(@ai, i(1))],
B(z,t) :=[0mn+1F (24, 9i(£)) g;(t)]

and assume that A is regular at (p,§). If either m = 1 or m > 2 and
the mapping x — A~'B(z,t) is Lipschitz in a neighborhood of (p, &) then
there exist a G(H )-invariant open set Hy C H containing £ and a unique
differentiable function f: Hy — R satisfying

F(fogl(t)7' . 'afogmn(t)at) = Oa
f o grnta(§) = m.

The chapter contains two Corollaries. In the first one, we consider the
case when F'is linear in its arguments except for the last one. In this setting,
keeping the notations of the Main Theorem, the matrix A(x,t) depends only
on its second variable. In particular, the Lipschitz property of the mapping
x — A(x,t) is straightforward. In the second Corollary F is nonlinear, but
does not depend on the free variable. This phenomenon is reflected in the
fact that the matrix A(z,t) depends only on the first variable.
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Corollary. Let H C R be a nonempty open set, £ € H, and

G(H)=A{g1,--9mn}
be a group of continuously differentiable functions by (7). Let
Aty ooy s H— R
be continuous, h: H — R be continuously differentiable functions and

D(t) := [()éj*i—l o gi(t)].
If D is regular at &, then there exist a G(H )-invariant open set Hy C H
containing & and a unique differentiable function f: Hq — R satisfying the
functional equation

aifogr+-+ amnf 0 gmn = h.
Corollary. Let H C R be a nonempty open set, £ € H, and

GH)=A{g1,--+9mn}

be a group of continuously differentiable functions by (7). Let n € R",
p=n,...,n) € R™ andlet F: R™ x R — R be a continuously differ-
entiable function such that

F(p.) = hogi(§))
hold for all i = 1,...,mn. Assume that the mapping D: R™ — M
defined by
D(x) := [0ui-1F (4]

is regular at p. If either m = 1 or m > 2 and the mapping x — D(x)
is Lipschitz in a neighborhood of p, then there exist a G(H )-invariant open
set Hy C H containing & and a unique differentiable function f: Hy — R
satisfying the conditions

f o gen1(§) =m
and functional equation
F(f ogi(t),.... f ogmn(t)) = h(t).

These results were presented in the [7], [8], [9] papers, which generalize
the Theorems of Bessenyei [6].
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5. Subquadratic functions

In the fifth chapter we give the definition of strongly subquadratic func-
tions. A function f: [0,00] — R is said to be strongly subquadratic if for
any = > ( there exists a constant ¢, € R such that

fly) = f@) <eca(ly—z)+ f(ly—=|) (yeR),

thereafter. We show some basic examples for this functions. In this chapter
we describe the main properties of strongly subquadratic functions. Then we
define weakly subquadratic functions. The other concept of subquadraticity
is related to quadratic functions. A function f: R — R is called quadratic
if it satisfies the square-norm (in other terminologies the parallelogram or
Jordan—von Neumann) equation

f@+y) +flx—y)=2f(x) +2f(y) (z,y €R).

Based on this notion and analogously to the concepts of additive and subad-
ditive functions f: R — R is called subquadratic if it fulfils the inequality

fle+y)+ flz—y) <2f(x)+2f(y)  (z,y €R).

We show the main properties and give some examples of these functions.
The main part of this chapter is the problem of investigating the connec-
tions between the different concepts of subquadraticity. This problem arose
during the Conference on Inequalities and Applications *07 held in Nosz-
vaj, Hungary in 2007. In this section summarizing and extending these
results, we completely describe the relation between the two concepts of
subquadraticity. It turns out that if f: [0, co[— R is strongly subquadratic,
then it satisfies the inequality

flx+y)+ fx—y) <2f(z) +2f(y) (x>y>0).

The domains of the investigated functions are not equal, thus we introduce
the even extension of strongly subquadratic function and examine the con-
nection between these functions and weakly subquadratic functions. It can
be proved that, if f: [0, co[— R is a strongly subquadratic function then its
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even extension f: R — R defined by,

fla) = {f(:c), haz >0
f(=x), haz <0

is weakly subquadratic. The converse of the previous theorem is not true:

more precisely, there exists a weakly subquadratic function f: R — R such

that its restriction f: [0, co[— R is not strongly subquadratic. On the other

hand we introduce and investigate a third inequality related to both concepts

of subquadraticity, namely

flx+y)+ fla—yl) <2f(2) +2f(y) (2, €R).
We prove that if f: [0, 00— R is a strongly subquadratic function then its
even extension f: R — R satisfies the inequality

f@+y) + fle—yl) <2f(x) +2f(y)  (z,y €R).
The results of this chapter were published in paper [12].
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